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RESUMDO

Examinamos neste trabalho processos de interaglo de
campos de spin-2 em diversos contextos. Procuramos fazer uma
descrigdo sistemética e auto-consistente de campos de spin-2
livres, utilizando néo as variéveis convencionais (wuv), mas
sim as variaAveis de Fier:z (Auﬁu" Para tanto sumarizamos a
formulagdo classica da dindmica destas variaveis proposta por
Novello e Neto e formulamos uma teoria "tipo Fermi-Gupta-
-Bleuler”. Quantizamos este campo nas variaveis de Fierz para
estas duas teorilas. Construimos dois exemplos de lagrangeanas

ndo-lineares para AaB utilizando o método de Boillat

u !
(lagrangeanas excepcionais) e mostramos a semelhanga destas
.com & proposta por Born-Infeld para a eletrodindmica
ndo-linear. Elaboramos assim um guadro bastante amplo de
analogia das teorias para campos de spin-2 utilizando as
variaveis de Fierz e as existentes para campos de spin-1.-
Finalmente, estudamos os éfeitos microscépicos de campos de
spin-2 utilizando a variavel padrdo e mostramos a coeréncia
da formulagao de Novello-Elbaz de uma unificacao

eletro-fraca—-gravitacional.



ABSTRACT

Interaction processes of spin-2 fields are here examined

in serveral contexts. Using Fierz variables (Aaﬂu

the convetional variable (wuv) we try to develop a systematic

) instead of

and self-consistent description of spin-2 free fields. We
sumarize the Novello-Neto classical formulation of the
dynamics of these variables and propoese a "Fermi-Gupta-
-Bleuler-like" theory. We quantize this field in the Fierz
varjables for both theories. Two examples of non-linear
lagrangean for AaBu are constructed using the Boillat method
(exceptional lagrangeans) and they are show to be similar to
Born-Infeld proposal for non-linear eletrodynamics. Finally,
we study the microscopic effect of spin-2 fields using the
conventional variable and we demonstrate the consistency of

Novello-Elbaz formulation of the gravitational-electro-weak

unification.
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CONVENCOES

Indices gregos variam de 0 a 3
indices latinos variam de 1 a 3

Assinatura da métrica: (+,-,-,-)

c“B”V é 0 tensor de Levi-Civita

0 , indices repetidos
= 1 , permutagdo par dos indices
-1 , permutacio impar dos indices

caBuv

cljk = eOljk

1?m[suw - 1 caBuv
V=g

Dual de um tensor:

FY =1 "  FP?

2 Ff
P = 8P
at
Derivada covariante na geametria Riemanniana:
- mi TR §
T“w—'r’v+rw'r
sendo TH = aT“
'v [%]
ax

T o -
el —-%—gu (gax,v + Yov, 2 gvh,a)

a conexao afim da métrica Iy

L =L v 1 Lv (simetria)
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Lunn =L =1L (anti-simetria)

Y vu

Tensor de curvatura de Riemann:

Tensor de Ricci:

Geometria "Ricci flat":

Escalar de curvatura:

Yaguvr = auIpr - YavIpu

uy

R = Ruvg

Hy



INTRODUCADO

O interesse no estudo de teorias de campos de spin-2 em
meio aos especialistas na Area de gravitagfo e cosmologia
deve-se ao consenso de que o campo gravitacional deve possuir
spin maior ou igual a dois. Como usualmente opta-se pela
simplicidade, costuma-se dizer que o campo gravitacional
possui spin-2.

Particularmente simples € a argumentacgaoc de Feymannm
com relacgcdo a esta questdo. Faremos aqul um resumo desta
argumentacgao.

Segundo Feymann, © campo gravitacional néo poderia ter
spin impar posto que as interagdes gravitaclonails sido sempre
atrativas e as interagbes geradas por campos de spin impar
podem ser atrativas ou_repulsivas. Além disto, o spin deste
campo né&o poderia ser semi-inteiro uma vez que tals
interagbes nao geram forcgas estaticas, como é o caso das
forgas gravitacionais Newtonianas; finalmente, n&o poderia
ser zero pois isto implicaria em que a atragdo gravitacional
entre gases quentes seria menor do que para gases frios.

Classicamente, aceita-se que a Teoria da Relatividade
Geral (TRG) de Einstein‘® ¢é a melhor teoria, até o momento,
para decrever o campo gravitacional. O sucesso desté teoria
se deve ao fato dela estar de acordo com todos os resultados
observacionais existentes até hoje e obviamente satisfazer as

propriedades fundamentais relativas as interagodes



gravitacionais tais como: descrever um campo de spin-2; as
squacbes de campo ndo possuirem termo de massa (interacgldo de
longo alcance); as eguagdes de campo serem nio-lineares. Esta
vltima propriedade deve-se ao fato de serem as interagbes
gravitacionais universais, isto &, toda matéria/energia do
universo interage gravitacionalmente com tudo que existe.
Assim, como deve o campo gravitacional possuir energia, a
equacio gue o descreve deve conter esta auto-interagido. Nao
obstante, existem dificuldades formais nesta teoria, algumas
das quais cltaremos a segulir.

Desde o inicio do século, examina-se a possibilidade de
unificacdo das teorias da fisica. O interesse neste programa
tem crescido bastante motivado pelo sucesso da unificagao
eletro-fraca e a recente convergéncia entre a fisica de
particulas elementares e a cosmologia. No gue diz respeito &
gravitagao, encontramos sérias dificuldades quando
pretendemos inclui-la neste programa utilizando a TRG.

Uma das dificuldades é que todas as Iinteragdes da
natureza, exceto talvez a gravitacional, sao descritas por
uma teoria de gauge (teorias de Yang-Mills (¥Y-M)). Uma das
diferencas entre estas teorias e a TRG é que, has teorias de
Y~-M , as variiveis fundamentais sdo potenciais da curvatura
do espacgo Yinterno" (espago de gauge) da lagrangeana € ha
TRG, a curvatura do espago-tempo, se escreve em termo das
derivadas de primeira ordem da conexao. Porém nao € esta a
varidvel basica da TRG mas sim o tensor métrico. Outra
diferenga entre estas teorias situa-se no significado fisico

dos vinculos de cada uma delas. Nas teorias de Y-M, os
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vinculos geram transformagbes canbdnicas no espago "interno"
nio alterando portantoc os objetos observéveis. O mesmo nio
ocorre na TRG posto que, © espago de simetrias da curvatura
corresponde ao préprio espago-tempo. Assim, as transformagdes
canbnicas geradas pelos vinculos correspondem & movimentos no
espa¢o tempo fisico, ou seja, estlo interligadas & dinémica
da teoria. Esta dificuldade manifesta-se principalmente na
tentativa de quantizagdo canénica desta teoria®®’ ¥,

Toda esta problemdtica nos ensejou a caminhos
alternativos para descrever as interagdes gravitacionais.
Neste trabalho praticamente vamos nos limitar a um deles,
procurando percorrer uma trilha que se mantem, guase gque
ininterruptamente, atrelada a uma analogia formal aquelas
teoriés que descrevem ° comportamento do campo
eletromagnético.

Esta escolha estd baseada numa teoria desenvolvida por
Fierz em 1339(5’. Segqundo este autor, existem dJuas formas
distintas, porém equivalentes, de representar campos de
spin-2 no espago-tempo de Minkowski. Uma delas seria
utilizando o tensor de 2~ ordem simétrico Py, ¢ Que
denotaremos de variavel padrao, cuja extensio a
espagos-tempos curvos é o lpréprio tensor métrico guvu'ﬁ’. A

outra forma seria usando um tensor de 3%ordem AuB o qual

H'
chamaremos, por motivos &bvios, de varidvel de Fierz. Este
tensor é anti-simétrico no primeiro par de indices e possul

pseudo-trago nulo, isto é,



Estas variAveis possuem respectivamente 10 e 20 graus de
liberdade, o que implica, em ambos os casos, na existéncia de
graus de liberdade espurios, isto ¢, estdo contidas nestas
varidveis quantidades néo fisicas visto que o campo de spin-2
sem massa possul apenas dols graus de liberdade para cada
ponto do espago tempo.

Recentemente, os fisicos vém reavaliando o papel destas
quantidades nado-fisicas deixando de tratar este fato comoc uma
dificuldade mas sim comoc um ajuste pelo aumento de simetrias
na teoria. O sucesso da descrigido de gauge da interagio
eletro-fraca tem reforgado esta atitude. Einstein argumentava
(sequndo A. Salamr") da seguinte forma: " Nature is not
economical of structures: only of principles fundamental
aplicability. On of these, the general covariance principle,
is precisely the main responsible for the appearance of such
extra non-physical variables®®,

A descricgio de campos de spin-2 em termo das variaveis
de Fierz foi omitida da 1literatura durante muitos anos.

Entretanto, em 1988, M. Novello e N. P. Neto" mostraram uma

A natureza nao € econdémica em estruturas, mas apenas em
principios de aplicag@o fundamental. Um destes principios, o
de covariancia geral, & precisamente o principal responsivel
pelo surgimento de varidveis ndo-fisicas.
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formulagio cléssica precisa para um vUnico campo de spin-2
utilizando estas variadveis,

Estes autores construiram um sistema de equivaléncia
entre as duas representagdes (puv e AGBM) e apresentaram um
formalismo lagrangeano completo no espago-tenpo de Minkowski,
com suas simetrias de calibre e o esquema de interagio com
outros campos. Fol feito também a formulagéo hamiltoniana
desta teoria e finalmente a construgéo de uma teoria
alternativa para a gravitagdo. A hipodtese principal deste
trabalho é a de que existe um correspondente geométrico do
tensor de Fierz na estrutura da variedade Riemanniana, ou
melhor, existe um objeto que é a extensdo a espaq:os-—tempés
curvos da_variavel AaBu(que descreve um campo de spin-2 no
espago-tempo plano). Este objeto foi identificado com um
potencial de trés indices do tensor de Weyl, o qual possui
simetrias idénticas &s do tensor de Fierz. A existéncia deste
potencial foi primeiramente sugerida por Lanczos'®! e
definitivamente demonstrada por E. Bampi e G. Caviglia em

1983,

As equagdes para este potencial sao as equagdes de

(10,11)

Jordan-Lichnerowicz que constituem uma formulagdo para

a gravitagido baseada na divergéncia do tensor de Weyl que se
reduz & TRG mediante uma escolha adequada das condigdes de
contorno.

A idéia inicial de nosso trabalho fol fazer uma extensio
natural da teoria de Novello e Neto formulando a quantizacgéo

candnica convencional desta teoria.

Faremos no primeiro capitulo um breve resumo da dinimica
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cléssica da teoria de campos de spin-2 em termo das variéveis
de Fierz, utilirando um tratamento um pouco distinto do
sncontrado em Novello e Neto uma vez gue néo era de
fundanental iport&ncia neste trabalho obtermos um unico campo
de spin-2 na formulacho cléssica mas sim mostrar a estreita
analogia desta com a utilizada para descrever campos de
spin-1.

Com base nesta semelhanga estrutural construimos uma
outra teoria para o potencial AdBu na qual guebramos a
invarifncia de calibre inserindo um termo de divergéncia do

potencial na lagrangeana anterior. Este método foi proposto

por Fermi'?

para quantizar a eletrodinimica de forma
manifestamente covariante. Neste caso, ao suprimir a
liberdade de escolha de calibre que permitia reduzir os graus
de liberdade excedentes do potencial Au , cria-se um novo
problema. A hamiltonjana do sistema deixa de ter sinal
definido. Esta dificuldade ¢é superada introduzindo-se
condigdes sobre os estados quanticos do espago de Hilbert.

No capitulo 2 faremos a quantizagao candnica das teorias
citadas acima, utilizando para a teoria de calibre o método
de pirac'’® e para a formulagdo "tipo Fermi"™ o procedimento
proposto por este e complementado por Gupta e Bleuler obtendo
um quadro formal que possui uma analogia bastante forte entre
as teorias para campos de spin-2 e aquelas existentes para
campos de spin-l. Assim, © trabalho de Novello-Neto e aquele
compreendido nos capitulos 1 e 2 do presente <trabalho

compreendem uma anadlise classica e quintica completamente

coerente para campos de spin-2 no espago-tempo de Minkowski.
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Passaremos agora a uma questio mais delicada que & a de como
construir uma teoria néo-linear para esta variavel.

Como vimos anteriormente, uma teoria que se proponha a
descrever a gravitacdo deve ter equagbee de canpo
n&o-lineares. Claro esté gqgue existe uma gama de
possibllidades para a escolha desta teoria. Um dos métodos
que poderiamos utilizar para 1isto seria o sugerido por

{1,6)

Feynman e outros para a variével padréo puv gque através

de um processo de infinitas etapas (descrito com mais
detalhes na introdugdo do cap.3) chega & teoria geometrizada
de Einstein.

Um outro procedimento poderia ser o adotado por Boillat
para a eletrodindmica nio-linear®®, Limitando-se ao
conjunto de equagdes gque admitem solugdes ondulatérias e
hiperbélicas, posto que esta udltima condigao garante que a
velocidade de propagacgido de cada onda seja finita(lsz Boillat
sugere gque uma boa teoria fisica deve garantir que esta
velocidade ndo cesse de ser finita com o tempo. O motivo
desta imposicido € que, para as egquagdées ndo-lineares, uma
escolha adequada das pertubagbes inicials produzem ondas
aceleradas. Consequentemente, a pertubagdo cessard de ser
finita depois de um dado tempo critico, tendendo ao que
Boillat e outros denominam de "onda de choque". Neste momento
nio se pode mais propagar as solugdes das equagdes de campo.
No entanto, existe um conjunto de edquagdes para o qual este
fendmeno nao ocorre. Este fato, que fol primeiramente notado

{16)

pelo matematico Lax ~, requer que a velocidade de

propaga¢do seja continua através das frentes de onda.
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Neste trabalho vamos adotar este segundo procedimento.
Primeiramente, devido & ndo existéncia de uma relagio-ponte
entre a varidvel de Fierz e o tensor métrico de Einstein para
© campo forte (o que dificulta bastante a utilizacho do
método sugerido por Feynman, Deser e outros). Ademais,
usando o© método de Boillat, daremos prossequimento &
interessante analogia que vimos trag¢ando entre as teorias de
campos de spin-2 em termo de AaBu e a eletrodinémica.

Deste modo, no capitulo 3, mostramos duas lagrangeanas
excepcionais nao-lineares para alguns invariantes construidos
com as varidveis de Fierz, e surpreendentemente verificamos
gque estas teorias também s30 andlogas & da eletrodinidmica
ndao-linear, conhecida como teoria de Born-Infeld.

A constatacdo de que teorias para campos de spin-2 podem
ser interpretadas como uma extensdo das teorias existentes
para o© campo eletromagnético, nos possibilita algumas
extrapolagdes. Vimos, no inicio desta introducdo, que existenm
algumas dificuldades formais quando pretendemos, utilizando a
TRG de Einstein, construir uma teoria de wunificagfio da
gravitagio com outras teorias de campo. Assim, no ultimo
capitulo, mostraremos a coeréncia de uma teoria "tipo
Glashow-Weinberg-Salam" para quatro campos de spin-2 sugerida

a7n

por Novello e Elbaz em 1987. Esta teoria supde a

existéncia de um campo de curto alcance gque seja a
contrapartida do campo gravitacional, assim como é a forga

fraca da forga eletromagnética.



CAPITULO 1

ASPECTOS CLASSICOS DA DINAMICA DAS VARIAVEIS DE FIERZ

1~ PRELIMINARES

Em um de seus trabalhos (1939), Fierz‘'®’afirma que
pode-se descrever campos de spin-2 através de duas repre-
sentagbes distintas, porém equivalentes, utilizando-se o
tensor ¢uv , simétrico, com 10 componentes independentes, que
nés denotaremos como variavel padrio; ou um tensor de 32
orden AaBu cujas propriedades (algébricas e dinAmicas) serao
tratadas neste capitulo. Portanto é razoavel esperar exis-
tirem férmulas que permitam a passagem de uma representacgao a
outra. Estas formulas s&o, no caso linear, conhecidas‘!’e

podem ser escritas sob a forma:

B
= + B - B 1.
Buav = Puiu,a oMy T B Wy e (1-1.1a)
A A A
¢ .=- 1 A + Q (A + A ) +
uy Zn (B V),A = "Tu A v A,u
af
- 1 A 7 (1.1.1b)
2m Bla uv
onde,
Q = - B e B é uma constante arbitraria.
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Pode-se verificar que, substituindo dado emn

puv
(1.1.1b) na expressdio de Auhv (1.1.1a), obtem-se a equagho de

movimento para o tensor de Flerz (e vice-versa).
Entretanto, segundo Fierz, a representacso AuAv é
possivel de ser definida independentemente, a partir de suas

propriedades basicas; o que faremos a seguir.

2- PROPRIEDADES ALGEBRICAS DO TENSOR DE FIERZ Rup) :

O tensor de Filerz satisfaz a condigido de ser

anti-simétrico no primeiro par de indices,

A = -2 (1.2.1a)

AaBu + AuaB + ABM“ =0 (1.2.1b)

Por razdes que ficardo claras a seguir, utilizamos esta

varidvel para contruir a seguir um tensor CaBuv , que fara o
verdadeiro papel de campo (i.e., Auvh serd o potencial).
Pelas simetrias de (1.2.1a) segue naturalmente a

definigdo deste objeto , que possui trage nulo, isto é&;

Copuv = Papru,vy * Puvre,p) T tracos
= Ragiu,v) t Puvra,8) t 3P er)Tee TP e e *
-1A, 7. . -1RA, .7 +22a 4 (1.2.2)
5 (o) "By " (BV)au " - A, 0 "aBuy



onde definimos o tensor Auv pela relagho:

A . (1.2.3)

Nestas expressfes a derivada ¢ definida covariantemente

em termos da métrica L do background, e se identificard com

a derivada simples ao se escolher um sistema de coordenadas

cartesiano no qual L seja dado por:

1 para g=v =20
1uv = -1 para H=v=1,2,3
(#) para H®vy

Assim definido, o tensor de campo caBuv tem as

sequintes propriedades de simetria ( compare com as do tensor
de Weyl‘zx’),

caBuv -

tendo ainda trago e pseudo trago nulos,

op

.3 ol _

Copup 7 0 (1.2.5b)
Note que pelas simetrias (1.1.4) e pelo fato de CaBuv ndo ter

trago segue que:
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* *
caBuv - caﬁuv

Assim, devido & (1.2.5), caBuv possue apenas 10 componentes
independentes.

Neste trabalho iremos também considerar nulo o trago do
tensor de Fierz, ficando este com 16 componentes indepen-

dentes ao invés de 20, se considerAssemos apenas as propri-

edades (1.2.1).

3- TEORIA "TIPO MAXWELL" PARA AS VARIAVEIS DE FIERZ
- FORMALISMO LAGRANGEANO

Seja um campo vetorial do tipo tempo V“(xa) que repre-
senta um campo de observadores no espag¢o tempo de Minkowski,

Podemos definir a parte elétrica (Euv) e magnética (Buv) do

tensor de campo C da forma padréo:

aBuy
_ v
Eup = Copuy v v (1.3.1a)
By = Supuy v v (1.3.1b)
Note que existe uma analogia entre os tensores caﬁuv' Eau e

Bau' que utilizamos para descrever campos de spin-2 e ,por

exemplo, as quantidades

= A
uy [(e,v]
v
E =F _V
7 My
*
B =F _ V



usadas para decrever campos de spin-1. Este fato nos sugere

propor a seguinte lagrangeana para o tensor Aaﬂu

aBuv
L, = -%— caBuvc (1.3.2)

cuja forma ¢ semelhante & da lagrangeana de Maxwell para o

eletromagnetismo

Hv
A

Verificaremos mais adiante que, com efeito, se configurara
uma analogia muito grande entre as teorias contruidas com

is t
chuV e as existentes para o campo Fu anto classica

vV ’
guanto quanticamente.

A equagdo de movimento proveniente da lagrangeana (3.2)

BV g (1.3.3)
Y

e esta ,em termo dos potenciais de Fierz se escreve,

A A Ay
A ~ A + 1A + 1 A =0 (1.3.4
° Popu ~ Rap au t 2 Aure 2,81 Y3 Tutay 2,07 0 (10304

Podemos verificar que o tensor C ( como definido em

apuy
(1.2.2)) possui uma simetria interna, ou seja, ele permanece

invariante sob a seguinte transformagio:



Capuv Pagy) = Cupuy Papy! (1.3.5)

onde

A’ = A

+
agu

A
apu * Yap,u "3 Yura,8) * - Tura's) 2 (1.3.6)
sendo waﬂ um tensor antisesimétrico arbitrario. Deste modo

impondo que © tensor WQB satisfaca a seguinte condigdo:

= - u -
o Weg Rg (1.3.7)
permite-nos escolher uma gauge "tipo Lorentz" generalizada,

isto é,

u

’
AaB H

=0 (1.3.8)

Ao introduzir esta condicéo na equagido de movimento cbtemos,

L4 = - -
oA aBu 0 | (1.3.9)

E interessante notar que uma situagdo semelhante ocorre no

eletromagnetismo. Com efeito o tensor Fuv € invariante quando

submetido a transformacgao

[ — +
Aﬂ AM A;ﬂ

Escolhendo A de medo que,
u
=—A
oA Ju

a equagdao de movimento reduz-se a:



oA =0

com a gauge de Lorentz,

- ForMALISMO HAMILTONIANO

Devido a invariéncia de calibre (1.3.7), o formalismo

hamiltoniano para esta teoria do tensor AaB deve conter 12

u '

(4} dado que para fixar A,

vinculos de primeira classe

Bl

temos que especificar as seis guantidades W g © sua derivadas

B

tenmporais.

Os momenta canonicamente conjugados as variaveis AaB

m
sao dados por:
n*fe - 8L c*huo (1.3.10)
3A
apu
Como CaBuV é anti-simétrico em cada par de indices consequen-
temente teremos os seis vinculos primarios abaixo:
k% = o (1.3.11)

Portanto para desenvolver o formalismo hamiltoniano é

necessario decompor o© tensor AdBu nas suas partes
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irredutiveis e, calcular os momenta cancnicamente conjugados
correspondentes. Utilizaremos para isto, a decomposiglo
padr&o do espago-tempo (E.T.) em um espago 3-dimensional e

tempo. As partes irredutiveis do tensor AaB s8o, neste caso,

H
dadas por‘*’:
¢ =al, (1.3.12a)
e 2° o (1.3.12b)
vy = ANy (1.3.12¢)
Bi5 = Aij0 (1.3.124)
.o
a3 = Ay b (1.3.12e)
_ a
Bys = Bap(i%5) (1.3.12f)
- 0
onde Aijk = Aijk + 1 Tk[iA 370 (1.3.13)

2

e cijk é o tensor de Levi-Civita 3-dimensional.
Reescreveremos entido a lagrangeana dada por (1.3.2) com o

tensor CaBuv decomposto nas variaveis irredutiveis. Tem-se:

1 ¢ . coBHY

(1.3.14)

A parte sem trago de Cijkl € dada por:

Cc -C

ioxo™1 ~ Ciojo™a T Syoko"i1 T Sjo10Mik
(1.3.15)

‘i5x1 T Sk
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entéo,

1030 (1.3.16)

0 tensor C para um nimero d arbitrario de dimensdes, &

apuy
definido como'*??;

apuv = Papru,v) * Puvia,s) +-3%§-( Aav)Ten * P igu) o *
A, ¥ =R, ¥ )+ 4 A% g
(au) "BV (Bv) "au @y @1 O “eBw
(1.3.17)

onde os indices variam de 0 a d4-1. Entéo, cijkl (para d4=3)

sera dado por:
Ciik1™ i, 11 Y Pxard,iy Y RPan ikt Ao ¥ T Puaxn i t

- Pq
A(jl)'ik + 2A D, q 7ijk1 (1.3.18)

-I » 1} , L] -
e devido as simetrias de CdBuv ’ Cijl se anula identi

camente.

Retornando & expressado da lagrangeana (1.3.14) e subs-

tituindo a equag¢do (1.3.16), obtemos:

ijk0
+ 1 CiyyoC (1.3.19)
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onde,

. - = im
€030 =L (g3 * €ei,9) "1 7(q,5) " Ba® g )Y

P p
+ 1 1 - .3.2
7?'('5'7 ,p £ P )"1j (1 0)
el‘
C B.ooeli # 1 @ . s0 = Bis v 1 Buo: aot
ijko il™ 3k -5 k(i,3] ij.k = k[(i,J]
1 1 1 1
+ 1 : 3 , -1 a, -1 . 3 -1 .
1M (28 -2—1,1’ Tnkl(TBj 17 2% )
(1.3.21)
Cconsiderando que AaBu tem trago nulo, temos:
¢=A1 =0 (1.3.22)
01 .3.
= a© 1 _
Sendo assim a expressao de Ciojo dada em (3.20) fica:
Coovn =1 (ss +3 €,0 v — 1™ LA, )y - 1 &P q..
iojo - i) 5~ (1,7) (O"im = (P11
(1.3.24)

Os momenta canonicamente conjugados a estas variaveis

sdo respectivamente:

De £  » Nt = zg =0 (1.3.25a)
i

De Bj: » Ml =8L .o (1.3.25b)
J 5B,
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oL _ ab (i PR
De Aij » Pij l1C ofab Bij (1.3.254d)

Gbij 4

onde os vinculos dados por (1.3.25a e b), sao os mesmos da
eq.1.3.10.

Devemos notar que neste caso ndo se constata a analogia
com a eletrodindmica, pois naquela teoria, © momento canénico
é dado unicamente pelo vetor de campo elétrico, enquanto que
na teoria de Fierz, tanto a parte elétrica quanto a magnética
do tensor caBuv aparecem na expressao do momento. Este fato
reflete, o que verificaremos no capitulo 2, dque esta teoria
ndoc representa apenas um campo de spin-2, mas sim dois campos
de spin-2 com paridades e energias com sinais opostos.

Segundo Fierz para que as variaveis A“B“ representem
apenas um campo de spin-2, elas devem satisfazer a um vinculo

adicional que pode ser dado por:

*
LT - A A A

+ + = .3.
B AaB B Aua B ABu ° (1.3.26)

, o

Por se tratar de uma condig¢do adicional sobre os campos
este termo deveria entaoc, ser inserido na lagrangeana através
de multiplicadores de lagrange, a fim de dque conste na
lagrangeana do sistema esta informacao, assim como foi
exibido no trabalho de N.P.Neto e M.Novello'‘’. Nesta secao
continuaremos com a descricdaoc da dinAmica classica de dois

campos de spin-2, deixando para eliminar um desses campos

quando fizermos a abordagem guantica do problema.
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As equagdes (1.3.25.a e b) correspondem a 6 vinculos
primdrios. Seguindo o procedimento de Dirac“a’, devenos
verificar se estes vinculos se conservam no tempo, isto ¢,
temos qQue calcular os parénteses de Poisson destes vinculos
com a hamiltoniana, que nos dard a equacio de movimento
destas quantidndes(”. Se estes parénteses de Poisson néo
forem identicamente nulos, nés encontraremos entdo vinculos
secunddrios. Devemos a seguir verificar se estes novos
vinculos se conservam no tempo e repetir sucessivamente este
procedimento até gue nido aparegam mais vinculos.

A densidade hamiltoniana deste sistema é dada por:

Hy, = Niéi + Mijéij + nij&ij + Pijbij - L (1.3.27)
onde L é dado por(1.3.19), utilizando (1.3.21) e (1.3.24).

Entdo a hamiltoniana (1.3.27) se escreve:
— wi; ij; ij. ij;
H, = N°§ + M By + I %55 * P Aij +

1nm

2
- P
- L L} + L} - ot ] 1] bl s a
%{ %5 * 38,5 7% gtoie T 38, pM; } *

u|H

- 1 g
-1 'nki(__B__B. ,1 -%—“j ,1 ) } (L.3.277)



Sendo assim, a eguacgho de movimento para o vinculo (1.3.25.8)

é dada por:

et -
5N (z) s€%(z) sNl(z) &€ (z)

- - [y et ML) SH)

sNi(z) &' (z)

ft
1

i - pg
II aly a3z 4 d(x-z) -ﬁlgzxfxfgtp,q)121~3
K4

ft
1

- P o
II dsy dsz 8(x~z) [ ~2u*3(y)] 62§?'?LIL_
z

- — 3 pq i _ - alv |
J ay 2 % () &5 & (y-x) 2 1™ ()

Conforme dito no paragrafo anterior ﬁi= 0 gera os vinculos

secundarios

4 (x) = o - {1.3.28)
q

Utilizamos o mesmo procedimento para calcular a eguagdo de
evolugado temporal para a varidvel MlJ, obtendo que ﬁij = 0

gera os vinculos secunddrios abaixo:
p*J

P (1.3.29)

Os 12 vincules (1.3.25.a e b), (1.3.28) e (1.3.29) séo



de primeira classe, isto &, os parénteses de Poisson de cada
um deles com todos os outros sfo nulos. Estes slo os vinculos
geradores da transformagéo de calibre (1.3.6)“\

Podemos verificar que ndo existem mais vinculos, isto é,
os parénteses de Polsson entre estes vinculos e a

hamiltoniana se anulan identicamente.

Vamos agora fixar a gauge impondo:

£, =0 (1.3.30a)
fij = 0 (1.3.30Db)
o3 j=0 (1.3.30c)
aid y=0 (1.3.304)

que chamaremos, por razdes 6bvias, de gauge de radiacgao.

Os vinculos (1.3.25),(1.3.28),(1.3.29) e (1.3.30) passam
a ser vinculos de segunda classe. Podemos usar os parénteses
de Dirac para torna-los igualdades fortes e assim eliminar
graus de liberdade indesejados.

As equagdes (1.3.9) nesta gauge tornam-se

o aij = 0 (1.3.31a)

o 8y4 =0 (1.3.31Db)

e a hamiltoniana serd reduzida a:

_ [ 43 c 4§ 13,m_ 4 4 add ij,m
H J' Px( 1 &5 1agg g %Aija _%_Aij'mA )

(1.3.32)
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Afim de exibir o fato desta hamiltoniana conter a din&mica de

dois campos de spin-2, vamos expandir as variéveis “ij(x) e

Aij(x) em ondas planas:
“ij - Qijexp (-xux") + h.c. (1.3.33a)
byy = Rijexp(-xuxF) + h.c. (1.3.33b)

Verificamos que estas expansdes satisfazem a equagdo de

movimento para « e A se X K¥ = 0 e ademais as condig¢bes
ij ij M

(1.3.29.c e d) se:

Qijx1 = 0 (1.3.34a)

Obviamente, o0s tensores Qij e Rij devem possuir as
mesmas simetrias de aj4 e Aij respectivamnente.

Supondo que a frente de onda esteja se propagando na

direcgao x3, obtemos de (1.3.33) que:

Ri, = 0 (1.3.35b)
Consequentemente, devido as simetrias de Rij e Qij' e as
equagdes (1.3.34.a e b), as uUnicas componentes independentes
de Q;5 € Ryy S30 Qq4, Qyq/Ry;, Ryye

Definiremos entéo as guantidades Q_ e R, tal que:
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R, = R, ¥ IR,, (1.3.36b)

Se fizermos agora uma tranformagdo correspondendo a uma
rotacéo de um angulo arbitrario &, em torno do eixo x3, segue

que as quantidades definidas em (1.3.36) se transformam da

seguinte forma:

+2ie
Q', =e Q, (1.3.37a)

1240
R\, = e R, (1.3.37b)

o gque mostra que podemos decompor a onda em suas partes
irredutiveis Q, e R, , cada uma contendo helicidade = 2.
Detalharemos mais esta questdo quando calcularmos © operador
de spin, na abordagem guéntica.

' Ainda que se possa obter através deste procedimento os
verdadeiros graus de 1liberdade, perdemos a manifesta

invariancia de Lorentz da teoria.

Continuando a utilizar a analogia desta teoria com a

eletrodinamica, podemos, assim como o fez Fermi, eliminar

esta dificuldade, quebrando a invariancia de gauge da teoria,

introduzindo um termo de divergéncia do potencial na

lagrangeana.



4- TEORIA "TIPO FERMI-GUPTA-BLEULER" PARA AS VARIAVEIS DE
FIERZ

Na eletrodinémica de Maxwell nos deparamos com uma
problemdtica andloga a examinada na secho anterior. A teoria
¢é invariante sob uma certa gauge, e esta simetria esta
atrelada a existéncia de vinculos. Com o propésito de obter

uma teoria sem vinculos e manifestamente covariante,

1(12)

Ferm propds uma nova lagrangeana. Nesta nova teoria a

invaridncia de gauge ¢é quebrada através da introducio de um

termo de divergéncia do potencial na lagrangeana, isto é,

1 F FY -1 @t )®
LE-F _T uv —2~ . L | (1.4-1)
A equagao de Euler-~Lagrange nos da:
aat =0 (1.4.2)

Seguindo a analogia que vimos tragando entre a eletrodinimica
e a teoria para campos de spin-2 em termo das variaveis de
Fierz, wvamos supor uma lagrangeana tipo Fermi para as
variaveis AaBu' como segue:
aBuy a2
L, = 1 g A ) (1.4.3)
Deixamos a constante "a" a ser fixada sob a condigdo de

obtermos diretamente da variagao de AﬂfBu a equagdo de

movimento,
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o AaBu = 0 {1.4.3)

assim como (1.4.2). Verificemos gue o valor de "a" deve ser

3
3

Escrevendo CaBuV em termo das variAvels de Fierz e

utilizando as propriedades algébricas dadas por (1.2.1),

a lagrangeana (1.4.1) reduz-se a forma:

L =

2 .
2 { AdBu.A) + div. (1.4.4)

2
2

a qual ndo possui vinculos, como observaremos no formalismo

hamiltoniano a seguir,
~ FORMALISMO HAMILTONIAND

0 momento canonicamente conjugado a AaB nesta teoria é

K
dado por:

SLz

Tl = = A (1.4.5)
o : ofu
A,

Resultando na hamiltoniana:

= 3 ;B 2
H = I avx [ Mg 3 Papu,a) ]

1l

3 ; sOBU afy, K
I 4 x[_%_AaBuA _%“Aaﬁu'kh ] (1.4.6)
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Na versio quintica destas duas teorias (capitulo 2),
constataremos qQue a analogia com a eletrodindmica seréa

mantida, enguanto estivermos examinando dois ao invés de un

inico campo de spin-2. Para elinminarmos un destes campos nés

iremos verificar que seréd necessério impormos condigbes

extras, 0 gque faremos agindo sobre os estados guénticos.

5- VARIAVEIS DE FIERZ E POTENCIAL DE LANCZOS

Finalizando a andlise classica desta teoria, é talve:z

interessante fazermos umsumario da formulacgéao de

Jordan-Lichnerowicz %11} para a TRG. A base desta teoria

sio as identidades de Bianchi'?!’ para a geometria

Riemanniana. Esta identidade pode ser escrita na forma:

REHY = glR) (1.5.1)

ou usando © tensor de Weyl,

waﬂuv.

14

=_l_RF[a;B] -1 gu[“R:B] (1.5.2)
2

2 1

O tensor de Weyl € definido comoc a parte sem trago do

tensor de curvatura, isto €,

= Ryguy ~-LRg9,, ~ 1R

3 A R 9g,
5 viopu 5 au”gv

+
waﬂuv -%—Ravgﬂu —%—Rﬁugav

-%_Rgaﬂuv (1.5.3)
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A idéjia de Jordan e Lichnerowic: consistia em procurar
ur novo conjunto de eguagbes, similar & (1.5.2), cujo 1lado

direito dAa sesquagho fosse identificadc a uma corrente, ou

seja,

W“B“”:v - gohK (1.5.4)

Para que haja um contato desta teoria com a teoria da
relatividade geral de Einstein, esta corrente deve ser

construida apenas em termo do tensor momento energia Tuv'

Em 1962, foi demonstrado por Lanczos‘a’, que o tensor de

Weyl admite uma representagdo em termo de um tensor de 32

ordem LaBu dada por:

Yapuv = Yapru,v) ¥ Yuvie,s) +-%-L(av)gﬁu +—%-L(Bu)gav *

AT
1 Lamy9pv " 2T Tan T2 a0 Japwy {1.5.5)
onde,
Logn = = Loau (1.5.6a)
e'
+L + 3 - -
Logu * Yuop * Yopa = © (1.5.6b)

Na aproximagdo fraca, €& possivel encontrar uma relagao
entre o potencial de Lanczos e a perturbagido da métrica.

Sendo a métrica dada por:

& Ty v (1.5.7)
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O tensor de Riemann, © tensor de Ricci e © escalar de

curvatura,sho em primeira orderm escritos como'®”:

Raguv '%(hau,ﬂ,v *Dgy,a,n " Pav,B,u T Pug,a,p)  (2:5:8)

€
R h_+h - h .5.9
[+ ¢ V3 .-—-—; (D o 1O, 10 (o ,m,c) (1 5 )

co
R & ¢ (oh h ,c,o) (1.5.10)

Inserindo estes tensores na equagio (1.5.3), e

comparando com (1.5.5), obtemos gue na aproximagéo fraca, o

potencial de Lanczos se escreve:

Lugy z%hu[a,ﬁl (1.5.11)

Identificando ®,, com huv' podemos verificar que a

varidvel de Fierz ¢é a aproximagdo fraca do potencial de

Lanczos e o tensor caBuv a aproximatao fraca do tensor de

Weyl. Assim sendo a equagao (1.3.3) pode ser entendida como a

equagao de Jordan-Lichnerowicz na aproximagio fraca.

No capitulo 3, discorreremos um pouco sobre esta

identificagao para campos fortes.

Passemos agora a formulagao gquéntica das teorias

desenvolvidas nas segbes 3 e 4.



CAPITULOD 2

QUANTIZACAO DE CAMPOS DE SPIN-2 EM TERMO DAS
VARIAVEIS DE FIERZ

Nés iremos aqui passar A gquantizagdo das teorias expos-

tas no capitulo anterior'®¥,

Comegaremos desenvolvende o formalismo canbnico para a

lagrangeana (1.7), i.e.,

apguy
L, =~£§ca3uvc

vimos que, na gauge de radiagdo, as quantidades

dinémicas de AaBu sdo representadas por dois tensores

simétricos de 22 ordem @ e A” ,

canonicamente conjugados sdo, respectivamente, (cf.1.3.25c,d)

cujos momentos

EV =1 -1 4" (2.1a)
—_— —_ 1 ,m
2 3

B =1 AY -1 oY g'M" (2.1b)
2 2 ' om

A expansdo em série de Fourier destas varidveis pode ser

escrida da forma:



| 3

? A -¥hx A + ex
a,, -AEx I 4 xa m(-” 8, (k) o™ + o} al(k) &%)
[ (2m)%2K )
(2.2a)
5
8, =T a’x (e’:, b, (k) e'™ + e’:, by (k) ')
Amy [(2n)32k ]uz
0
(2.2a)

onde, nltk) e b;‘(k) sdo o operadores de aniquilaclo de

particulas, e a;(k) e b:(k) os operadores de criacido de
particulas.

Os tensores de polarizacio e;:j, possuem as mesmas sime-

trias de o, e A” , © constituem uma base para estes tri-

tensores satisfazendo as sequintes condigdes:

’ [ 4
¥y eter = 5 (2.3a)
i,) 11
A _A k .1
);, € e, = 6“6” (2.3b)

No referencial em que kM (k,0,0,k), pode-se escrever

0s tensores da base como:
gy = Y2~ 3, — 3,8 (2.4a)
2
2
g = YE L (88 + 17, (2.4b)

a®y (2.4c¢)



.:’ - VE a‘:la';’, (2.44)
.fj - V2 a’tla;, (2.40)

Bubstituindo as expansles de a, . Au , dadas em (2.1),

e suas derivadas temporais na hamiltoniana do sisterma, indi-

cada em (1.3.32), obtemos:

s
B= T I a’k ko{ ( aa(k)a;,(k) + a;(k)aa,(k) ) o+

Al A=y [(2ﬂ)32k°]1’2
+ +
( - b, (KB}, (K) - BY(K)by, (k) ) }

(2.5)

Reescrever a hamiltoniana acima em termo dos operadores
nimero de particulas, requer a reordenagao dos operadores de
aniquilacgdo e criagdo. Para isto necessita-se das relagdes de
comutagdo entre eles que iremos obter a sequir.

As relagdes de comutagéé entre as variavels candnicas e

(23]

seus momenta sio ,

e, 00, 8] = -1 2808, -1, ] Fen e
[p,00.8 ] =4[ 188 -1 ] Fen oo

Assim sendo, as igualdades (2.1) e (2.6) nos dio que:

*Im . 3
[a,j(X).a (y)] = -1[ LAWY S -_g__w,‘v” ] &7 (x-Y)

(2.7a)
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[d,,(X).B"(n] - 1[ LAV ITSR AR FYN O -_g_v,_vu] 8’ (x-y)
(2.7b)

De posse da relaglo (2.7a), demonstraremos a relagho de

comutaglo entre aa(k) e a;,(k').

Os operadores ‘;‘(k) e a;(k), séo o8 coeficientes de

Fourier da expansfo (2.2a) e escrevémo-los da seguinte forma:

a, (k) = GAA'I a’x [(21!)321:“]"2 P 18°(e’:; o) (2.8a)

a';(k') - app,j &x [(2m)°2k 172 &% 45 (P &™)  (2.8D)
Usando (2.8), podemos calcular © comutador:

[ah(k),a;(k')] - - a""'app'j a*x d’y [(2m)%2K )

r - r ? -
[e"‘* iaoei" o' dx), et Moe?. o (y)] =

- - a""'app'j a*x % [(2n)32k°]{[e“"‘ 1e’1‘; o (x),

(-ko)e-"‘"ep:_a"(y)]+[koe"‘* ie?; o'? (x),ie“'k'xep:_&"(y)]}
entao,

[aa(k),a:(k')] = - ia"“'app'j a’x d’y (M+N) [ (2m)’2Kk )

sendo,
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Mo oMY .?'\; ":: (&, (x) & (¥)) (=k!)

! ’
Iht. 'y .R

N-e Y, eP e, (%) & (¥) 1K,

Inserindo (2.7a) em M e N , obtemos:
M= -1 e™e ™'Y $2 7P kg% (x-y)
N = -1 e™e™ s*'Px 8%(x-y)
Substituindo M e N na expressioc do comutador, temos:
2, (k) , a0 (k")) = 8,,,5,,8" P'[ a’x &% [(2m)’2x je'™e ™"
8% (x-y) (k! + k)
L2, (X) ,a;(k')] = 51pj a®x [(2m)°2k 1e'* T (ks 4+ x )
cono,
J‘ a%x el(k-k'lx - SS(X-YJ
a relacgao de comutagdo acima torna-se:
[ah(k),a;(k')] =23, (2m)® 2k 5°(k-k’) (2.9a)

Utilizando o mesmo procedimento, podemos verificar que:
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[bh(k),b;(k')] =28, (an)? zx: 8% (x-x’) (2.9b)

A presenga do fator 2 nas relagbes de comutacho (2.9a e

b), nos induz a redefinir os operadores (normalizado), como:

ai(k) - Vg" °A(k) (2.10a)
by (k) = v2_ bh(k) (2.10b)
2

Utilizande (2.9) e (2.10), podemos reescrever & hamil-

toniana (2.5), da seguinte forma:

s

H=7F a’x x,(ast (k) aZ(x) - b{T(K)DY(K))  (2.11)
A=1 [(211)323\'-0]‘/2
s 3
H=f [ % k (A, - B,) (2.12)

[ (2“)32}(0]1’2

onde,

sao os operadores nimero de particulas,

Fixando a gauge (1.40) verifica-se que:

13 1) _
o 3= 0 » ey kj aa(k) o (2.13a)
1) _ 1) =

A e 0 » ey kj bA(k) =0 (2.13Db)
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x* = (x,0,0,k)
sntéo, (2.13) nos d4:
e;:' k,al(k) = 0 - 2! =a/ =a’=0 (2.142)
e’ k.bs (k) = © - b, = b! = b! =0 (2.14b)

© que reduz a hamiltoniana (2.11) a:

3
H = I o’k m}c‘,[A1 +A -B - 33] (2.15)
[(2m)°2k ]

Vamos agora calcular o tensor de spin deste sistema.

Classicamente, o momento angular de spin ¢é definido como

(apéndice a):

sh, . oL  FBY
7 " B P
A

. (2.16)

Para a lagrangeana deste sistema temos:

8L

acPIEV (2.17)
antPH

apu
A 8A""" o

= -1'— Cpacv

FOPH p PH 5% 4 A% ¥ ag + AP GH | p BH g ot 58 - pPx

pc Tp ¢ %p -

(2.18)

L
é
§
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Assiz sendo (2.16) se escreve:

s* w20, MaBH _ ¢ "A"‘-rca

A A ,Ba _ A ,Ba
po peu *o ogu Pp g A < A

P afp 4
(2.19)

O momento angular de spin, na direglo ortogonal ao plano

definido por po, ¢ dado port

B0 = I a®x sza (2.20)

Queremos aqui calcular o momento angular de spin na

direcgao xa, isto é, 8,,» Para isto necessitamos apenas das

componentes S‘:J, que sera dada a partir de (2.19) como:

O 0l 1k 10 1k
Slj 2c[!oloAjl 2c{llk0Ajl zch[IDA ) clk{lOA Ji

(2.21)

Usando (1.3.21) e (1.3.24) temos:

Ok ’ G e 1
A = 1 - .
Cmm ; ( 2 o, : Ap 'qe ) ; aj (2.22a)

-i‘a

ne _ o i P
€ (- 8,,¢ 5 Cels, 1)

{J _qllk
1k ) 2A qc (2.22b)

Substituindo a expansdo (2.2) nas expressdes acinma,

podemos verificar que:

At P gt = (2.23a)
P 19 J _
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o aV M w o

=1, 1) (2.23b)
Sendo assim (2.21) reduz-se
s‘:, - - &ma”' + A“,A'” (2.24)
isto implica,
I ax ( - !n jl + A|:nA‘.n ) (2.25)

Em fungdo dos operadores de aniquilagdo e criacgéo

(2.25), se escreve:

A AN at + + +
TR [ @ el ;1{ (23237 = 3;8,s) = (BB, = Byby,) }

(2.26)

Usando os tensores de polarizaglo definidos em (2.4), e
lembrande que os unicos operadores nio nulos s&o, a, a, ba'
b, e seus conjugados hermitianos, podemos verificar que ape-

nas os seguintes termos contribuem para o operador S

(1] _(3) + + + +.
e, e, { (ala3 - alaa) - (blb:-! - baba) } (2.27a)
(3) ll)z + +

{ (a,a a a) (bb, - bb ) } (2.27Db)

(3)_ (M + + + _ .+
e, e . { (a3al - aaal) - (b31:>1 babx) } (2.27c)
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.:;i.ma’ { (.’.: - .':.’, - (b:b: - b:ba’ } (2.274)
nas,
.:::.::mz - - .g'.“"’ - .._%_ (2.28a)

3) _(12 ) (2
.o 2 ™ e, e . -_%_ (2.28Db)

Utilizando as relagbes de comutaclo (2.9) e a
redefinigdo dos operadores de aniquilacgios e criaclo dada em

(2.10), obtemos gque o operador de spin na direcgéo x° & dado
por:

+ + + +
5, = ziI a’x { (aza;™ - as7a’) - (bbs7 - b!7b!) } (2.29)

Vamos definir,

a, = 1 (a1 ¥ 133) (2.30a)
' V2"
bi E 1 (b‘ E 1ba) (2.30b)
v2~
de tal modo que:
+ + _
(a,,a,] =[a_,a_1=1 (2.31)

Em fungdo desta nova redefinigdo, podemos reescrever o

operador de spin (2.29) como:
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5, " zI a’x { (-Iu* -ata) ¢ (b:b* - b'b) } (2.32)
isto ¢,

<H|B 14> = 2 (2.332)

<=5 |-> = 2 (2.33b)

Conforme citamos no capitulo anterior, o sistema repre-
sentado pela hamiltoniana (2.15), corresponde & dois campos
de spin-2 independentes. Posteriormente, examinaremos a
possibilidade e/ou necessidade de eliminarmos um destes
canpos.

Consideremos agora a lagrangeana (1.4.4), "tipo Fermi".

A expansao em série de Fourier de AﬁBn é dada por:

16 3 n =1k + 1
A Bu" Y I d’k e [ a(k)e + a (k)e ] (2.34)
aPHl = 3 vz OBHL e n
[ (2m) 2k°]

onde o tensor de polarizagdo e:Bp possue todas as simetrias

de Aaﬁp e constitui uma base para esta variavel. Assim, e’

agp
satisfaz as seguinte condigdes:
n a? _ m’
eaﬁueaﬁu = g (2.35)

sendo,
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=1 ’ par.h-lgooo"
q =4 4] ’ phl‘a h=- 90000016 (2'36)

0 ’ para n ¢ n’

Ro referencial em gque xt = {k,0,0,k) , nés escolhemos
convenientemente a base:

agu =Y e Bla; "-_%—"ma‘é: ] s 1 =1,2,3 (2.37a)
e -1 L 8 3p,80 = 8,85,8] (2.37b)
Copn =L | Suthith - Slathitn | (2.37c)
e;;L =_;_ [ a:aa;la; - afaa;,a; ] (2.374)
ap = Y3 [ &l o2.55 -1 8t LR | (2370
eion -1 [s’{‘aa;la; - ai"aagls;] | (2.37£)
opn = VI [ &l 52,50 R H R A N CRELE)
e&é;l _‘/_-;T'_ L s"{‘a 53133 -_%_azmazlag +%sfua;laz (2.37h)
e;é;l =_£_3,~—'_ L sfd 5;313; -_;_a?ua;lag +——21—6::u5f1316: (2.371)
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° - 8% 8! &' - 3% s !

afu -%— 1«“g1%u 1 B’ (2.373)
€13) 0 .3 ,9 o
.uBu = V3 [ Gla OB,O“ -%-'Mlaaﬁl ] (2.37k)
(14) [ L0 ,1 .2 0 o2 g1 ]
®gn -_%_ b $1ale1% ~ Sty - (2.371)

(18)

[ .0 .2 .3 0 .3 .2
eaBu _%_ i Glaﬁp,éu élaéalﬁu ] {2.37m)
(16) [ .0 .3 .1 0,1 .3 ]
Capu’ =L | aPeitu T Slabpty | (2.37n)

A hamiltoniana deste sistema em termo dos operadores de

aniquilagio e criagido se escreve como:

16
I-I2 =Y a’k (ana: ,a:an} (2.38)
n=1 [(2“)32]'(0]1/2

onde, (p,q} significa o anti-comutador entre p e q.

Portanto, assim como na teoria anterior, necessitamos

calcular a relagdo de comutacdo entre os operadores a e a:,
para que possamos reescrever a hamiltoniana (2.38) em fungio

dos operadores nimero de particulas.

A relagdo de comutagdo canbnica das variiveis ACIBL! num

dado tempo X, = Ygr é dada por:
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PO - POSA AP0
["apu"‘"“ (y)] _g_[a”au 380580 +

'—%—52252 -5::7011#"%] 8 (x-y)

{2.39)
onde,

po Ps0 _ sPsC
BaB - GGGB Gﬂﬁu

Da mesma forma como fizemos a demonstraglo da relagho
{(2.9a), podemos verificar, usando (2.39) e as equagdes para

os coeficientes de Fourier generalizadas, a saber,

a (k) = gm,I ax [(21:)’2}:0]"2 e'™ iao“’;pu a%fH, (2.40a)

+o00y o 3 3 172 _=ikx affit
at (k) gpp,Idx[(Zn) 2k 1 e 18,(e} 0 A7) (2.40b)

que a relacdo de comutagio entre os operadores de aniquilagio

e criacio é dada por:

[a_(k) ,a:(k')] = ig_(2m)°2k 3’ (k-k’) (2.41)

Assim sendo a hamiltoniana (2.38), fica:

H = I dak 8 16
= ak __ L(N)+LER (2.42)
[ (21[)32}[0]"2 n=1 n=9
onde,
N =a(ka (k) (2.43)

é o operador nimero de particulas,

Portanto este sistema possul 16 tipos de quanta que
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7 corressponden aocs 16 graus ds liberdade Qe Aaﬂu‘

Seguindo o procedimento anflogo ac utilizado na eletro-
dindmica de Fermi para eliminar os graus de liberdade
espirios da teoria, vamos impor condigbes subsidiérias, nbo
nos campos, mas sim sobre os estados quénticos |y >.

Decomporemos o©s estados quénticos |y > num produto

iy, >Al¥ >,de modo que,

+afu - :
A ul¥> =0 (2.44)

sendo th>, os estados que satisfazem a condiglo (2.44), e
|wl> os estados complementares do espago de Hilbert H. Este
procedimento, obviamente, diminui os graus de liberdade da

teoria.

Usando a expansfo em série de Fourier (2.34), a condigéo

(2.44), torna-se,

(e:m + e:la)an ly> =0 ' (2.45a).

n

n
(euo + eua)an |¢vt> =0 (2.45b)

Substituindo os tensores da base definidos em (2.37), as

condigdes (2.45a e b) ficam:
(V3 a + 2a + a‘) th> = (2.46a)

(V3 a, -la, - a‘) th> = 0 (2.46Db)
2 2
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4B a, + 22, ~a) ly>=0 (2.46c)
(_\{7_5“ LR +%_a“ -8) l¥>=0 (2.464)
(aa - am) W.’ = 0 (2.46¢)
(a, +2a) lp>=0 (2.461)

Utilizando as condigbes (2.46), o valor esperado daa

hamiltoniana (2.42) se reduz A:

1/2
(-N, N, + N, + N) iy >

3 3
e <w‘lgj ak [ (2m)®2k ) ,

<piv> <V 19>

(2.47)

Claro esta, gue este valor esperado deve ser equivalente
ao obtido da hamiltoniana (2.15). Podemos verificar esta
afirmativa calculando o operador de spin deste sistéma na
direcgao x .

Neste caso (veja apéndice A), temos que:
_ 3 o _
SpO‘ = I ax Spo*

p “oap o nap pu p Hao
(2.48)

I &x [ -2 %Mp - A% A 4+ 2h% HA 4 AR A ]

Seguinde o procedimento anterior, substituimos as

varidveils AaB e suas derivadas temporais pela expansao

u
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(2.34) . Assin sendo, © operador de spin na diregho x’, ¢ dado
por:
n G _n' n oM _n’ n Mo _n’/

3
su-_%_ld x [uz eaau - Ae‘ 'aau + 20‘ .wu +

- 2¢0 H* e';;u] [a:(k)an,(k)- a', (x)a_(x)+ C qm,]

(2.49)

onde, C é constante.
Podemos observar, que os 32 e 4= termos, n&o contribuem
para o valor de B, pois o produto dos tensores da base

(2.37), nos dao:
I
e et MM .9 (2.50)

pua o

Isto implica que a expressado (2.49) reduz-se &:

5., = 21] a’k [a':z(k)a“(k) - a':‘(k)alz(k)] +

+ [a:(k)as(k) - a:(k)aa(k)] (2.51)
Definindo,
a‘(t) = 1 (a, ¥ ia ) (2.52a)
V2
a’ii) = 1 (a % ia) (2.52b)
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tenos:

[ai.a.,l - (al,a ) =2 (2.53)
Nesta definiclo, o operador dado em (2.51) se escreve:

5, = z] a’k ial"(k)a:(k) - a1+(k)a1(k)]+

La:"'(k)ai(k) - af*(k)af] (2.54)

Isso significa que utilizando a condicdo de Lorentz

generalizada sobre os estados quanticos, esta teoria passa a

descrever © mesmo sistema que © representado pela

hamiltoniana (2.15). S&o dois campos de spin 2 independentes
cujas energlias tem sinais opostos, i.e. a hamiltoniana nio

tem sinal positivo definido.

Serja interessante analisar mais profundamente este
sistema. Porém sabemos que os sistemas fisicos em geral devem
ser representados por hamiltonianas com sinél definido. Se
isto ndo ocorre, a parte que contribui com sinal negativo
para a energia pode crescer mais do que aquela que contribui
com o slnal positivo, fazendo com que o sistema como um todo
passe a ter energia negativa. Além disso, admite-se que a
gravitagdo deve ser descrita por apenas um campo de spin 2, o
que sugere O procedimento de elimlnagdo de um destes campos.
Visando esta redugdo, imporemos uma condi¢io subsidiaria

extra sobre os estados quinticos fisicamente accessivels, que

vale (pols sdo equivalentes) tanto para a hamiltoniana (2.15)
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quanto para a (2.47).

Como critéric para decidir gqual condighc deve ser
aplicada, devemos examinar o comportamento dos campos de

spin~2 sob reflexdo espacial.

Estes dois campos s8o descritos pelas varidvels A"°” e
AUk , sendo este Ultimo,como vimos, associado a um campo de
spin-2 com paridade negativa. Somos ent8o induzidos a elimi-
nar esta parte do campo uma vez que tanto a gravitagio quanto
a eletrodinimica s8o descritas por campos que slo verdadeiros

tensores e ndo pseudo~-tensores.

Esta condigdo toma a forma:

(B, -1 AP p* wP - AP n e Vvt

ap - A p,B (a1 5 ¥ ,0 ¥ > =0

(2.55)

onde,

huv = 7HV - VuV?

é o operador projegido no tri-espago ortogonal a Vu.

No referencial em que Vu = 8:, esta condigdo se reduz a:

ALw Iy >

i
o

(2.56)

Esta condigdio comuta com ela mesma e com a condigao (1.3.26),

da teoria "tipo Fermi".

A condicdo adicional (2.55), elimina de (2.15), os

operadores B e B, , e de (2.47) , N e N.. As hamiltonianas

se reduzem as quantidades que contribuem com o valor da
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energia estritamente positive e um campe de puroe spin-2.

sendo assim a hamiltoniana do sistema "tipo Maxwell" reduz-se

A

H, = I a’x kK (A + A) (2.57)
[(2n)32ko]1/2

e, para a hamiltoniana "tipo Fermi", temos:

H, = I a’x kK (N, + N, ) (2.58)
3 172
[ (21)°2k )

Se impusermos ao invés da condigdo (2.55), a corres-

pondente dual, isto &,

*

_ AB P _ APp 7T O —
(Botu %_A p,BhMahu) 1A ,ah(ahu)px) g > 0

(2.59)

eliminaremos , em ambos os casos ( H e H, ), a contribuicgao

dos verdadeiros tensores.

Mostraremos agora a ahalogia entre esta teoria para um
campo de spin-2 sem massa em termo das variaveis de Fierz, e
a eletrodinimica de Maxwell e a de Fermi-Gupta-Bleuler,

en

uma tabela que sintetiza os seus aspectos principais.



1l 2 1l .2 1l p2 1 2 1 .2,3
Lagrangiana ==z F L = g € L'-T F -E(ah) Is+5 C +z(an)’
Simetria de - - _
Gauge SA=pA 8A daw -—
Fixaclo de (A =0 £,=0. g, =0
)
Gauge
A 1 0 o, .3 0. A: 3 0
Primeira ol |
Condicgio - - A ¥>=0 |y>=0
Subsidiéria M aB 7]
Hamiltoniana H=Jd "k [H=Jd k(Al+A3+ H=fa k(N1+ H=Jd "k ( N1 N3+
2 02
(N‘+Nz) -Bl-Bs) +N2) N6+NB)
Segunda 1.Condig&o(48) 1.Condig&o (48)
Condigso - -
Subsidiéria 2.Condigao(51) 2.Condig&o(51)
1.H‘=Id3k(A1+A3) 1.0 =rda’k (N 4N
Hamiltoniana - -
2.H‘=J‘d3k(-B‘-Ba) 2.H'=fd k(-N_ -¥i
Spin 1 2 1 2




CAPITULO 3

EQUACOES NAO-LINEARES PARA O POTENCIAL DE FIERZ

- INTRODUCAO

Nos capitulos anteriores examinamos uma toeria 1linear
para campos de spin-2, utilizando as variaveis de Fierz. ©

motivo desta escolha (como 34 fol dito na introducio) é

estarmos interessados na representagdo das interacgdes

gravitacionais, e sabemos que estas s8o descritas por campos

)

de spin—zu . No entanto, a equagdo que d4 a dinimica do

campoe gravitacional deve ser néo-linear, pois este

auto-interage.

Varios critérios podem ser adotados para a obtengio

desta teoria néo-linear. Uma das possibilidades seria através

do métode utilizado por Feymann(”, que demonstra que o

tensor métrico g v é uma extensdo a espagos-tempos curvos da

varidvel ¢ uv que descreve um campo de spin-2 no espago-tempo

de Minkowski. Efetiva-se esta extensiao somando-se uma série

infinita (convergente). O primeiro termo desta série é a

(0)

lagrangeana do campo L da teoria linear no espago-tempo

plano,e os termos seguintes s8o termos de auto-interacgédo,

isto ¢,



to) (o) t1)

- o ? o
L, L( 'uv) + k’ua T, *+ k’ua T, + o0

(o)

onde, © tensor Tm, ¢ o tensor momento-energia da lagrangeana
(o) 1)

gque contem apenas © campo P,y © suas derivadas; 'rw ¢ o

tensor momento-energia da lagrangeana anterior mais o termo

de interagfo, que ¢ dado por:

(0) (o)
- uy
Ll k puv T

e assim sucessivamente. A soma destas infinitas contribuigdes

reproduz, no limite, lagrangeana de Einstein.

Este procedimento poderia ser usado também para as
vari&veis de Fierz. Com isto, deveriamos esperar gue a soma

desta série de interagbes em termo das varidveis de Fierz

reproduzisse no limite as equagdes de Jordan-

-Lichnerowicz“o'm, tendo em vista que o tensor A,

gu S¢€
indentifica com © potencial de Lanczos Lﬂ!Bu“" na teoria

linear. Entretanto, vimos que a variivel de Fierz possui dois

campos de spin-2, o que inviabilizou este procedimento de

forma direta.

Um outro critério poderia ser o adotado por Boillat para

a eletrodinémica néo-linear““, © qual impde que as ondas

associadas as particulas do campo sejam excepcionais.

Baseado na analogia que vimos tragando entre as teorias

para o potencial AaBu e as dos campos de spin-1, utili-

zaremos neste capitulo a condigdo de excepcionalidade para

obter teorias nao-lineares para a varidvel de Fierz.

Iremos apresentar a seguir, algumas definigbes e



conceitos importantes para a compreengho da metodologia
utilizada aqui, para o estudo de algumas lagrangeanas

nio~lineares em termo das variaAveis de Fler:z.

1- ONDAS EXCEPCIONAIS

Seja um campo ﬁ(xa) que satisfaz ao seguinte conjunto de

equagdes diferenciais parciais quase-lineares, i.e., o©
coeficiente da derivada de mais alta ordem s6 depende do
campo, das coordenadas e das derivadas de ordem inferior'®

S"‘(ﬁ,xe)aaﬁ = @, xP) (3.1.1)

A~ . . -
onde A“, é uma matriz n A n , sendoc n referente & n-upla u.

Vamos considerar o caso em gue,

S: v(xa) = 0 - (3.1.2)

represente uma superficie caracteristica. As derivadas de
ordem mais alta do campo (gque em 3.1.1 saoc de primeira ordem)

sdo descontinuas através de S. Definiremos a seguinte notagao

para descontinuidade:

an - 3u = [ au ] (3.1.3)
50 {ogt 09 o 3p

Note que 3.1.2 deve ser solugdo de uma eguagao

caracteristica dada,como veremos a seguir, pela condigao
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determinantal:
ra
| A 2 | = 0 (3.1.4)
onde,
]
e = -89
o« ax® o

Entfo de (3.1.1) temos:

“(

A descontinuidade desta eqguagdo através da

superficie
caracteristica se escreve:
A% (3, Py 8 9 [ aﬁ] =0 (3.1.5)

8¢

dado gue a matriz ﬁg, nao depende das derivadas do campo.

A equagido (3.1.5) € um sistema cujo nimero de equagdes é
determinado pela dimens&o do campo vetorial u. Nesse caso, 86
existem solugdes linearmente independente se (3.1.4) for
satisfeita. Esta equagio determinantal pode ainda ser escrita

como?s

IR, - aIl = © (3.1.47)

onde,

(3.1.6)
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e,

-
A= " 52 hoe S8 | (3.1.7)
vl IVl

No caso de equacbes néo-lineares, é possivel a produgéo
de ondas aceleradas, através de uma escolha conveniente das
perturbagdes iniciais. Consequentemente a perturbagdo cessard
de ser finita depois de um dado tempo critico, tendendo ao
gque se chama de onda de choque. Neste momento as equagdes de
campo deixam de ser validas e devem ser substituidas por
outras(14). Entretanto, existem ondas para as gquais este
fendmeno nhd@o ocorre, isto €é, ndo € possivel nestes casos
gerar ondés aceleradas por intermédio de uma certa escolha
das perturbacdes iniciais. Este fato, que foi primeiramente
notadoe por Lax(17’, requer que o gradiente da velocidade A
com relagdo as componentes do campo, seja ortogonal a todos
os autovetores da matriz A;, a qual impondo-se gque (3.1.1)
seja um sistema hiperbélica (veja proxima secgdo), admite um
conjunto completo de auto-vetores independentes. Escreveremos

esta condigao da seguinte forma:

-

BA(0,n) ] = Vu’"[ﬂ] =0 (3.1.9)

Uma onda ¢é dita excepcional se a equagao (3.1.9) é
satisfeita. Se todas as ondas do campo forem excepcionais,
entdo o campo é dito completamente excepcional.

Se a equagdo do campo €& covariante, a eguagao

caracteristica também o sera, como por exemplo:
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¥ = G“B""‘quapﬁqou”_cpv =0 (3.1.10)

e a egquagdo (3.1.9) escreve-se:

afit...v
[_g%] = PaPp%...%y (G J o (3.1.11)

onde, [GaBu...v3 ¢ a descontinuidade do tensor Gaﬂu...v'
através da superficie S.

Podemos verificar (3.1.11), notando que:

- affit. ..V >
.| @ v .
W [_.u_] = TPl 2L TR ety by 7O [au]

) £
(3.1.12)
sendo,
VG"‘B“""’.[ 8t ] I Cinianiiid (3.1.13)
3¢

A condigdo (3.1.11) aplicada a eletrodinamica, resulta
que a uUnica lagrangeana nao-linear excepcional, construida
com os invariantes eletromagnetismo, & a lagrangeana de Born

e Infeld(14'26), a saber,

L, =vVe2F-c¢"+1 -1

Na segdo 4, dissertarei um pouco mais a respeito desta

lagrangeana.



2~ HIPERBOLICIDADE: UM EXEMPLO EM DUAS DIMENSOES.

Consideremos a seguinte equagéo para um campo escalar

real u(x,t),

au + bu +cu =f (3.2.1)

onde a, b, ¢ e £ sao fungbes reais de x, t, u e suas
derivadas de primeira ordem (ux e ut).

Esta equagdo pode representar uma onda, conforme
definimos na segado anterior, se existe uma distingédo precisa

entre estados perturbados dados pela superficie,

S: e¢(x,t) =0 (3.2.2)

Chamaremos esta superficie de "Frente de Onda", e
examinaremos a hipdtese de que através dela as derivadas de
ordem mais alta de u(x,t) sejam descontinuas.

Com o intuito de examinar a equagdo para ¢(x,t), podemos
fazer uma transformagido de coordenadas na equagdo (3.2.1)
que leve x e t nas coordenadas curvilineas § e ¢, onde o
pardmetro £ especifica o© comprimento de arco da curva
p(x,t) = 0.

Nestas coordenadas a equagdo (3.2.1) assume a forma:

Q(v.sv)uw + ZQ(fp.«E)qu + Q£ 8)uge + [Llp v + [(L1¢ up = i

(3.2.3)
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onde,

Q(p,£) = ap € +%b(«>,ﬁt +e€) + el (3.2.4)

e,

[L] = a 8> +ba® +cd

- (3.2.5)
el 8tox Bt

Ccomo estamos considerando que s6 derivadas de ordem mais

alta s&0 decontinuas através de ¢, entéo,

[u',] = [uel =0 (3.2.6a)
[uq:,g] = [u££] =0 (3.2.6b)
[uW’] * 0 (3.2.6¢C)

e a equacgao (3.2.3) fica:

Q(e,e) [uW] =0 (3.2.7)

sendo assim,

Q(p,p) = ap- + bp p, + Cpg = 0O (3.2.8)

que é a equagao caracteristica para ¢(x,t), correspondente a
(3.1.4) do campo vetorial. Pode—sé chegar a (3.2.8), de forma
mais imediata através do método de Hadamard para equagdes
caracteristicas‘??’. Faremos assim, pequenoc resume deste
método antes de dar prosseguimento & analise anterior.

Suponhamos que u(x,t) seja continuo através da

superficie ¢(x,t)=0, tendo derivada primeira descontinua.

Entéo,
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fu,l* o e [u] = © (3.2.9)

onde a derivada é dada num sistema de coordenadas arbitréario.

Sendo a diferencial total de u(x,t) continua, segue gque:

[du] = (u, o+ Y 0_)dx°‘ = [u;a]dxa =0 (3.2.10)

Como o gradiente de ¢(x,t) é ortogonal a superficie S, e ax®
é tangente a esta mesma curva, temos
o
. dx = 0 (3.2.11)
r
De (3.2.10) e (3.2.11) podemos dizer que:
P L (3.2.12)

r

isto é, a descontinuidade do campo através da superficie S, é
proporcional a normal & esta superficie. Este raciocinio pode
ser utilizado para campos tensoriais de ordem superior,
contendo derivada de ordem mais alta do gue a primeira e
induzindo a generalizagao:

ET0..A ECT..A

[u ;a;B;---:u] =¢ PaPg - -Pu (3.2.13)

Dai seque,

[uxx] = C PP, (3.2.14a)
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Substituindo (3.2.14) em (3.2.1), obtemos novamente =a
equacho (3.2.8), ou seja,

apzx + bp o, + cpf - 0 (3.2.15)

Voltemos agora a andlise desta equagdo, examinando a

questao da velocidade.

Dividindo a equagéo (3.2.15) por (px)z, obtemos:

c[_gb_]2+ bp +a=0 (3;2.16)
L 4 ?

x X

A velocidade A, é& assim dada por:

A=9 =-4x = - b + b® - sac (3.2.17)

A equagdo diferencial (3.2.1) é dita ser hiperbdélica, se

o discriminante de (3.2.17) for positivo, i.e.,
A=Y°-4ac>0 (3.2.18)

A hiperbolicidade da equagdo original, ou melhor a
condigdo (3.2.18), assegura que a velocidade de propagagdo da
onda seja finita para todo tempo g (16,24

Na primeira secéo, descrevemos © formalismo gque nos
assegura a caracteristica de excepcionalidade de uma dada

onda. Nao obstante, naquela etapa, omitimos a hipdotese

ulterior de que © conjunto de equagbes aos quals estavamos
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nos referindo, era o das equacgdes hiperbdlicas.

-Devemoa entfo frisar, a diferenga fundamental, que
existe entre as condigées (3.2.18) e (3.1.9).

A primeira, restringe os sistemas Aqueles cuja
velocidade de propagagho ¢é finita; e a segunda, garante que
néo sendo esta velocidade perturbada, ela se manterd finita,
independentemente da escolha das perturbagbes iniciais.

Exenmplos de equacgdes que determinam a dinémica de véarios
sistemas fisicos sdoc dados por Taniuti®>.

Ka préxima secgao utilizﬁremos o critério de
excepcionalidade, para selecionar lagrangeanas nido-lineares

para as variidveis de Fierz.

3- LAGRANGEANAS EXCEPCIONAIS 1

Nés iremos apresentar nesta segdo, exemplos de
lagrangeanas ndo-lineares para campos de spin-2 na formulagéo
de Fierz. Usaremos a estrutura do tensor do "tipeo Riemann"

contruido com AdBu' definido por:

S“BMV = AOCB[IJ:V] + ALIV{“iB] (3.3.1)

De posse deste tensor definimos os seguintes invariantes:

— afuy
A= saBuvs (3.3.2a)

* %*
= apguy
B = saBuvs (3.3.2b)
*
- aguy :
C = saBuvs (3.3.2¢c)
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Note gque embora BaBuv possua todas as simetrias do

tensor de curvatura de Riemann, ele nfo deve ser identificado
com este, pois como fol demonstrado por Bampi e Cavigllia"’

© tensor de Riemann n&éo é, em geral, escrito em func#&o de um
potencial.

A motivagio deste nosso estudo provem de um trabalho
feito por Boillat para a eletrodinémica n3o~linear. Sabemos

que com © tensor de campo Y g6 & possivel construir dois

invariantes, a saber,

F = Fquuv (3.3.3a)
G = Fquﬁv (3.3.3b)

sendo G um invariante topolégico.

Isto significa que uma lagrangeana mais geral para a
eletrodinfmica envolve apenas estes dois invariantes.

Um dos problemas que encontramos a0 passar para a
formulagio de campos de spin-2 estd no fato de.existirem 14
invariantes construidos com o tensor definido em (3.3.1).
Esta dificuldade s6 apareceria se quiséssemos examinar a
lagrangeana mals geral possivel. Nosso problema seria decidir
qual a combinagdo de invariantes deveriamos adotar.

Buscando uma analogia com o eletromagnetismo,
examinaremos primeiramente uma lagrangeana construida apenas
com os invariantes A e B, onde B é um invariante topolégico.
A razdoc para isto vamos encontrar na profunda identidade
estrutural existente entre a presente teoria e a proposta por

Born e Infeld para o campo eletromagnético.
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estrutural existente entre a presente teoria e a proposta por

Born e Infeld para o campo eletromagnético.

Seja L = L(A,B) uma lagrangeana arbitraria construida

com os invariantes A e B.Entao,

8 = I L(A,B) d°x (3.3.4)

onde S é a agao do sistema.
A variagédo de S nas variaveis fundamentais AaBu' nos da

a seguinte equagido de movimento:

[ L, oA + L 8B ] = 0 (3.3.5a)
6SaBuv BSaBuV iV
o que é equivalente a:
* %
L gBHY L P ailad =0 (3.3.5b)
%

* % * %
L, s%RHY L S“B”V.v + 1L s*RHV L S“B“V_V

=0

(3.3.5¢)

9
o
u
o
t
I

8L e I, = 8L
8A 8B

Na equagdo (3.3.5) suprimimos a derivada covariante devido a
estarmos considerando a geometria do background continua.

Sendo assim, somente a derivada simples contribui para a
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para obtermos a forma geral da eguacho caracteristica pois ¢
de posse deste conhecimento que podemos impor (como vimos na

primeira seglo) a condigio de excepcionalidade e obter,

assim, a forma da lagrangeana.

Cconslderemos uma superficie
S: ¢(xa) = 0

através da qual, as derivadas de AaBu sdo descontinuas.

Definiremos entéo,

[ AaBu.v ] = AaBu,v 0¢+) - Aaﬂu,y ol™? = ?aBukv {3.3.6)

onde Pupu é o tensor que caracteriza a descontinuidade e kv é

o vetor gradiente & superficie, ou seja,

kK, =¥, (3.3.7)

’

Assim sendo temos que:

[ Sapuv ] = [ Aas[u;il ] * [ Buviaig) ] B

= Paprufv) * Puv(oXp) (3-3-8)

onde usamos o fato de que a métrica é continua através de S.

Temos ainda,

(L ,1=0L 1K, (3.3.9a)
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[L,)=0L )k, (3.3.9Db)

Podemos verificar gue impondo a condig8o de Fierz para

gue AﬁBu represente um unico campo de spin-2 (1.3.26),

obtenos gue,

* *
sXPHV =0 (3.3.10)
[

Assim sendo, a eguagdc de descontinuidade da superficie

de propagagioc (frente de onda) , reduz-se A expressé&o:

* %
oguy ofuY aBUY,
(L, 1S k,+L [Ss 1k, + [ L, ]S k, = 0 (3.3.11)

pa igualdade (3.3.8) temos gue:

[ s%BHV 1k, = oOBH 2 _ uBV K, + pH kﬂkv - pHVB X%

(3.3.12)

*
Da condigido de Fierz citada acima ( aA%BH g = 0), seque

!
gue:
A%BR  _ ¢ (3.3.13)
1

o que em termo da descontinuidade se escreve,

@aﬁ”ku =0 (3.3.14)

Como paBu tem as mesmas simetrias gue o tensor de Fierz,



entéo a propriedade (1.2.1b) implica em:

paBu + PuaB + PBua -0

(3.3.15)
logo,

V% = - pTHY 4 VM (3.3.16a)

oHVB o o ( PHY 4 oVBH (3.3.16D)

¢

Multiplicando as equacgdes {(3.3.16a e b) por KBKV e KaKv

respectivamente, e subtraindo-as, temos:
( VKB - PMVBRY )k = (- oV 4 o7PH )k (3.3.17)
A condigido de Fierz em termo das descontinuidades se escreve:
VMRS 4 oPVHRE . L8BURY - o | (3.3.18)

Isto é,

pXBHKY = o GVOHRB | o VBHya (3.32.19)
Entdo, (3.3.17) reduz-se a:

( o"VUKP - MR )k

. OB 2
v - ® K

(3.3.20)

sendo, X = kvkv ’

Substituindo (3.3.20) e (3.3.14) em (3.3.12), obtemos:
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[ s%BHV 1k, = 2p%PH 2 (3.3.21)

com isto, a equaglo da descontinuidade (3.3.11) torna-se:

% %
(r 3 s™Wk o+ 1, 20"BHK* + [ 1) 8%k =0 (3.3.22)

Defininmos os tensores v*PH VaB“, pelas expressoes,

L (3.3.23a)
* %
vIRH & gORHVY (3.3.23b)

De posse destas definigbes, podemos reescrever a eguagao

(3.3.22) de modo compacto:

pOBH _ o yBH 4 o yORH (3.3.24)
onde,
21, Kq + (L) = 0 (3.3.25a)

E preciso entdo calcularmos as descontinuidades [L] e
[Ib] para Que possamos obter a equagdo caracteristica.

Usando a regra de Leibniz, tem-se:

f

[L,) = L,[A)] + L,_[B] (3.3.26a)

I

(L) = L, [A] + L_[B] (3.3.26b)
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Mas,

afu kv

[(A] = 28 [S“B“"’] = 8S

aBuy apuv ¥

identidade esta que, usando a definiglo (3.3.23), se escreve:

[A) = 8U_, ¢*FH

UaBuw (3.3.27a)

Utilizando o mesmo procedimento para obter a descontinuidade

de B, tem-se:

[B] = avaﬁp:p"‘ﬂ“ (3.3.27b)

Subistituindo (3.3.27) em (3.3.26), obtemos :

(L] = s{yupaéu¢“3“ + pwvaﬁnwaﬁ“} (3.3.28a)
(L] = B{LBAUaBuwaB“ + Lﬂﬂvaﬁuw"‘ﬁ“} (3.3.28b)

Utilizando a decomposi¢do de waB“ dada em (3.3.24), as

equa¢bes (3.3.28a e b) tornam-se:

aBu af it aBp afu

[L,1= 8{pLA agu® T yYapuY T PhVagyY T T VegyY }
(3.3.29a)

apu afu GBH aBu

[T,1= a{pLA agu®  * TpUapy’ T PhgVap U T Vg }

(3.3.29Db)

aBp aBu
1l dut e lares U v e
Para calcular os pro 08 escalare GBHU ’ aBuV
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VBH

* &
Uaﬁu usaremos as propriedades dos tenscres 3aBuv [ saﬁuv
dsdas no apéndice B. Temos:
apup _ gaBuv A
Uaﬁuu g saﬁuakvk {3.3.30)
De (B.17) temos:
AUV - - v v
g Saﬁua _%_(A T)g 2 + T 2 (3.3.31)
onde definimos
= o8 B _
Toa = 2 SpgapS  * 2 5,05, 5 5, (3.3.32)
cujo trago é dado por:
o, 2
=4 Sﬁsag -5 (3.3.33)
Temos entao,
afp _ _ 2
UdBuU _%_(A T)K® + Q (3.3.3})
onde pusemos
— oV A
Q=71 A kvk (3.3.35)

Usando o mesmo procedimento para os outros produtos, um

cdlculeo direto, porém longo, nos leva as expressodes:

apM _ _ 2 _
VaBuv _i__(z\ )k Q (3.3.36)

apu _ _ 2
UaBuv _%_(A o)k (3.3.37)



Finalmente, as equacbes (3.3.29a e b) reduzem-se a:

[L‘]- p{ 2);2[(A - -::)]:,‘m - (A - 't)L‘B] + BQLM } +
+ q{ 2)3[(1\ + )L, - (A - 't)L“] - 8QL,_ } (3.3.38a)
(L= p{ 2k""[(A - TL, - (A - 't)LBB] + 8QL } +

+ q{ 2;;2[(1; + )L, - (A - 't)LBA] - 8QL_ } (3.3.38b)
Assim, o sistema (3.3.25) toma a forma:

p{la“+ (A-T)L, - (A-t)Lm+uLM}+ q{(A + )L, - (A—t)L“-uLAB}=O

(3.3.39a)

p{(A_-;) L,- (A-1) Lm+u1,m}+ q{LA+(A + )L - (A-t)Lm_”Laa}=°

(3.3.39b)

onde definimos,

m =~4—]%z— (3.3.40)

O sistema (3.3.39) s6 admite solugbes linearmente

independentes se,
[LA+(A-1:)LM— (A-T) L, + uLM] [L A+ L (AT - uLBB]+

- [(A + ‘t:)I.AB - (A—'C)LM - uLAB] [(A_t)l‘m - (A—t)LBB+ uLm]=O

(3.3.41)
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Esta ¢ equacdo determinantal eguivalente a (3.1.4), e

nada maic é do que uma equagéo de 22 grau em p:
au’ + by + ¢ = 0 (3.3.42)

onde a, b e ¢ sao dados por:

a=L -1L1L_ (3.3.43a)
b=1L(L, - L) - 2at (3.3.43b)

2
c = LA + (A-T) (LBB+LM)LA + (A-T) (LM—zLM)L‘l - 2at(A-T)

(3.3.43c)

Para gue a solugdao desse sistema seja unica, vamos

admitir gqgue o discriminante de (3.3.42) & nulo, ou seja,
A = b’-2ac = 0 ©(3.3.44)

Note que (3.3.44), € uma equagado diferencial parcial
altamente nao linear, entretanto ela admite uma solugdo gque,

surpreendentemente, ¢é muito semelhante a solugdo de Born e

{25)

Infeld para a eletrodindmica, a saber,

.

L(A,B) = v B°-2nA + n? (3.3.45)

onde n & uma constante abitraria.

Para gue esta lagrangeanha seja eXcepcional, ¢é necessario,



comforme (3.1.11), que a descontinujdade da egquaglo

caracteristica se anule, ou seja,

mv
(6, Xk 0 (3.3.46)

De (3.3.40) temos que:

Guv - ﬂtuv - ”guv (3.3.47)

j4& que
= Hy v
Q = 4t X'k (3.3.48)
Com isto a equagdo (3.3.46) torna-se:

Uy V 2 _
¢ [t )x"K7 - [)k® =0 (3.3.49)

Utilizando a definigao,

Aw = Sega® v (3.3.50)
temos:
(%] = [By,) ~ 1 (A9, +1 [Tl (3.3.51)
Sabendo que (veja apéndice B),
A _ <OaBUA _ _ A
By =% Skety = -1 (A -T)g, (3.3.52)

4

podemos verificar que o trago de (3.3.51) nos da:

T=A+B (3.3.53)
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Entéo,

(A) - [t) = ={B) (3.3.54)

Substituindo (3.3.54) no termo de descontinuidade de Ty
ocbtemos:

[T,) = [A,) +_i_{n]gw (3.3.55)
Temos ainda que:

[Aw]k"k" = 2R

oaBA . v
aBAu[R v]k kW =

- 2{Uam(ep“3" K+ ptve kBkv - o""Bx%k )y  (3.3.56)

Usando (3.3.20), a equagdo acima fica:

TA aBA .2
[A,,) KK 4U 0,0 X (3.3.57)

Para verificar se a descontinuidade da equacgio
caracteristica (3.3.49) se anula identicamente para o sistema
cuja dinfmica € dada pela lagrangeana (3.3.45), resta-nos

calcular a descontinuidade de pu.

Como g € solugdo de (3.3.44) e estamos no caso em gque

A = 0, entio,

) =[] =tn-2a-m

o que implica em:
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(u) = 2[A] + [B) (3.3.58)

Substituindo (3.3.55), (3.3.57) e (3.3.58) na equagho
(3.3.49), obtemos que:

16 uamp"‘ﬂ" X* + [B)X® - 2[(A)K® - [B]X° = ©

ou melhor,

aBA 2 2 _
16 Uaﬁaw ) o 2[A)X 0 (3.3.59)

Mas de (3.3.27a), temos,

[a] = aUaBuwaﬂu
Assim sendo, a equagao (3.3.59), se anula identicamente, ou
seja, a lagrangeana (3.3.45), ¢é completamente excepcional,
como gueriamos encontrar.

Esta teoria se revela entdo de extrema elegéncia do
ponto de vista formal e também do ponto de vista fisico. ©
primeiro, visto que a equagédo diferencial (3.3.42) ndo admite
solugao analitica trivial, devido ao seu alto grau de
ndo-linearidade; e o segundo porque, partindo de uma
lagrangeana geral para dois invariantes construidos com AaBu
; obtivemos uma solugdc analoga a sugerida por Born e Infeld
para a eletrodinidmica e que &, também, completamente
excepcional.

0 mesmo procedimento poderia ser utilizado para examinar

comoc se propagam as pertuba¢des de outras teorias contruidas



snvolvendo combina¢des dos invariantes do tipo (A,C) e (B,C).
Entretanto nestes casos, &as equacdes caracteristicas sbho
muito envolvidas e sua explicitaglo ndo permite uma anadlise

simples e direta como acima.

4- LAGRANGEANAS EXCEPCIONAIS I

Passemos agora a analisar lagrangeanas construidas com o

tensor caBuv'

de Boillat deve ser complementado pela argumentagdo de Born e

definido em (1.2.2). No presente caso o método

Infeld, para a escolha apropriada da teoria

Os invariantes de 22 ordem possiveis séao:

p=c, cBH

aBuY (3.4.13)

*
E=C gaBuy

Buv (3.4.1b)

Construimos wuma lagrangeana arbitraria L(D,E), cuja

equagdo de movimento é dada por:

( Lc*BHY 4 g BOERY )y =0 (3.4.2)

que se reduz a

L _cBHY an“B””

*oBUY _

iV

peois,



aaBuv

Ly =0 (3.4.4)

devido a condiclo de Fierz dada em (1.3.26)
Como © procedimento ser& o mesmo que foil utilizado na
secho anterior, abordarei apenas as passagens relevantes.

A equacgfo de descontinuidade se escreve:
(L)%, ¢ 4 1 ™k + [LE]kv?:“B“” =0 (3.4.5)

Com

[CBMV = 3p%PHy (3.4.6)

Definindo as quantidades Ydﬁu e zaﬁu pelas relagées

yOPH = By (3.4.7a)

SOBR _ EoBuv,

v (3.4.7b)
podemos reescrever a equagao (3.4.5) como:
o%BH — AyOBH 4 pgoRH (3.4.8)
onde,
2 =
3k'aL, + [L)) =0 (3.4.9a)
3k2bLD + (L) =0 (3.4.9b)

Da regra de Leibniz, tem-se:



““n] - LDD[D] + Lm:[E] (3.4.10a)
lli] - Iin[DJ + Ii:[E] (3.4.10b)

Utilizando as identidades do apéndice B, um célculo

direto permite-nos escrever:

[E] = 2(aE - bD)X® (3.4.11a)
[D] = 2(aD + bE)X° (3.4.11b)

sendo assim, (3.4.10) se escreve:
(L= 2{ a(EL_+DL )+Db(EL -DL) } x®  (3.4.12a)
(L= 2{ a(EL_+ DL ) +b(EL_=-DL) } k¥  (3.4.12b)

Substituindo (3.4.12) no sistema (3.4.9), obtemos:

2 _
{(:;1.IJ +2EL_+ 2D L )a+ (28L_ - 2D L )b } K =0

(3.4.13a)

2 _
{(2E L_+2DL )a+ (3L +2EL_-2DL)b } kK2 =o0

(3.4.13b)

Este sistema admite soluges linearmente independentes,

se a correspodente equacdo determinantal for satisfeita:
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k‘{gL: + 6D L (L ~L ) + 12LL E + 4(D*+ E?) (L:l-x.wr..n)}-o

(3.4.14)

Podemos assim verificar que, a equaglo caracteristica

que é dai decorre é dada por:

guvk“kv =0 (3.4.15)

Assim sendo o sistema niao determina univocamente a
lagrangeana excepcional. Com efeito de (3.4.14) se infere

que, existem vAarlas lagrangeanas L(D,E)}), <capazes de

satisfazer a condigéo,

2 2 2 2
9L  + 6D L (L - L_) + 12LL E + 4(D°+ E°) (L, -~ L L ) * 0

(3.4.16)
resultando entdo que o vetor de propagagdo ku ¢é do tipo nulo,

i.e.,

Temos, neste céso, um conjunto de lagrangeanas
excepcionals pois, aplicando a condicdo (3.1.11) na egquagio

caracteristica (3.4.15), segue que :

TR
[9,,, )K"k = 0 (3.4.17)

uma vez que guv é continuo.

Uma solugioc possivel que satisfaz a condigdo (3.4.16) €



novamente uma lagrangeana "tipo Born-Infeld":

L=vVE -2+ ¢ -1 (3.4.18)
gque tem como primeira ordem da expanséo

L =gqD=g c“B""can (3.4.19)

que nada mais é do que a lagrangeana (cap.l) ( & menos de um
fator de proporcionalidade).

Claro estd 9que devemos nos perguntar o porque de
escolhermos esta solugdo se ela nao € Unica. Para entendermos
melhor esta questéo é mister irmos um pouco além do carater
de excepcionalidade da teoria, utilizando a argumentagdo dada
per Born e Infeld‘®®’ em sua proposta de uma lagrangeana
nao-linear para a eletrodinémica.

Estes autores utilizam, como principio béasico, a i@éia
de que os campos devem ser limitados em todo o espago-tempo,
assim como na mecanica de Einstein onde existe uma velocidade
extremal dada pela constante Y¢".Sendo assim, buscaram

contruir uma lagrangeana para os campos de forma andloga &

lagrangeana de Einstein da particula material

L=mc2{1— \/1—v2/c2 ‘}.

A lagrangeana de Born e Infeld para a eletrodinémica

nac-linear, realmente remove a singularidade na origem gue

aparece nc campo de Maxwell®,

Ndo obstante,é importante notar gque, no nosso caso

envolvendo o objeto S nao é apenas a forma da

aBuv



lagrangeana que garantiria a limitagioc dos campos. Podemos
verificar, gque embora a lagrangeana (3.3.45) tenha a mesma
forma que a de B-I, ela n&o limita os campos da teoria pois o
tensor S“B“v possui trago nfo nulo, i.e., os invariantes A e

B s&0 limitados pela constante g mas s*Vs e 5 ndo o séo.

uy

Isto significa que, apesar de termos obtido uma
lagrangeana excepcional univocamente determinada para os
invariantes A e B (segio 3), ela nfio satisfaz completamente
ao Principio de cCampo Finito, ao contrario da lagrangeana

(3.4.18).



CAPITULO 4

UNIFICACAO ELETRO-FRACA: A CONTRAPARTIDA GRAVITACIONAL
(O MODELO DE M. NOVELLO E E. ELBAZ)

- INTRODUCAO

Montamos nos capitulos anteriores um quadro formal
bastante amplo para campos de spin-2 em termo das variaveis
de Fierz no qual é evidente a semelhanga com © formalismo
para campos de spin-1. A extrapolagiao desta analpgia. nos
sugere conseguéncias importantes, como por exemplo supor que,
em contrapartida & forga gravitacional, existe uma forga de
curto alcance. Esta idéia estad baseada (como diz o titulo
deste capitulo) na existéncia da contrapartida da forca
eletromagnética: a forga fraca.

Embora o caminho mais natural para implementarmos esta
idéia fosse wutilizando as variadveis de Fierz, n&éo o
segquiremos agqui. A principal razdo para isto & n&o
conhecermos ainda a relagaoc ponte entre as varlaveis de Fierz
e guv , no caso de campo forte. Assim, neste capitulo nos
limitaremos a mostrar a coeréncia do modélo de Novello-Elbaz
para uma unificagio "eletro-fraca-gravitacional" em termo da

variidvel padrao.

Utiliza-se para isto a teoria desenvolvida por Deser,
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Grishchuk e outros‘?°:3°), gue descreve © campo gravitacional

através de um tensor simétrico $,, Dum *background®
(ficticio) arbitrério (veja apéndice C).

Na primeira segdo mostraremos a compatibilidade da
descriclio de campos de spin-2 cujas interacdes slo mediadas
por campos de gauge de spin-l, sem massa. Em seguida
introduziremos um outro campo de epin-2, sem interagho com os
anteriores. Uma certa combinagio que ¢é dada a seguir,
envolvendo um dos campos de gauge, representa o campo
gravitacional. Na segunda e ultima segdo, utilizaremos o
mecanisme de Higgs para introduzir wmassa ao sistema e
verificar qual destes campos pode descrever a gravitacgédo
representado por um campo de spin-2 sem massa. Os outros
campos sdoc bosons massivos de spin-2 constituindo uma
analogia formal ao modelo de Glashow, Weinberg e Salam para a

interag¢do eletrofraca.

1- FORMALISMO

¢L;’ trés campos de spin-2 que s3o componentes de

Sejam
um verdadeiro vetor do grupo SU(2). Este grupo é ndo-Abeliano
e suas simetrias no espago interno sdo, em primeira ordem,
rotagdes neste espago. Num formalisme tipico de Yang-Mills, a
generalizag¢do destas rotagdes globais para transformagdes
dependentes de posigdoc no espago-tempo requer a introduglc de

campos compensatérios - os chamados campos de gauge due, no

nosso caso, seguirad o modelo convencional constituido por uma
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triada de vetores w:‘".

A lagrangeana para os campos de spin-2 serd dada de
forma anédloga a de Grishchuk, Petrov e Popova‘3°’ porém

limitada a sua expressfo linear, i.e.,

- - uy - nd 1174 Y =
Ly vV -y { (KK, 40 .(Dasz + D, K, ) } (4.1.1)
=+ & >0 = A S0
onde, (K.K),, = K-k, + K, K], (4.1.2)
-y
e Da =8, + ig Wy A (4.1.3)

que é a expressio da derivada covarliante neste t;p:'upo“am
Sabemos que existe uma grande dificuldade no acoplamento

de campos de spin ( > 1) , com outros sistemas. Deser e

(6)

Aragone mostraram gue no caso de um campo de puro spin-2

com a gravidade, a dificuldade fundamental (tanto no caso
massivo como no ndo massivo) . estd relacionada com &
nio-comutatividade da derivada covariante introduzir uma
dependéncia das relaqées de compatibilidade com a curvatura.
Entretanto Deser, ao examinar‘'®’ o caso de acoplamento de um
campo de spin-2 (puv) com o campo eletromagnético, evidénciou
que as equagdes de compatibilidade, neste caso especifico, sé
dependem de derivadas de primeira ordem dos campos. Assim
sendo este sistema serd compativel se uma escolha adequada
das condi¢des iniciais for exibida.

Para empreendermos esta metodologia sugericia por Deser,
devemos calcular as relagdes de comutagao das derivadas

covariantes definidas em (4.1.3).



Temos de (4.1.3):

Dubvi-(au-igwu:\)(av-ingf\)i

o gue implica em,
-5 2 2 -»
DuDv 3 auavi ig Bu(ﬁvA i) ig wu A Bvi g WuA (WA 1)
e também,
-+ -+ - - 2 -» -
DD, A avaui ig 8, (WA &) - ig @, A aui g° W (W R)
Subtraindo as equagdes acima obtemos a relagio de comutagio:

[Du,nv)i = - ig au(i’wv A R) - av(ﬁu A R) ] +

e

-o____ . &> _ - 2 - <>
[Du,Dv]A [ ig ( Buwv aku) + g° ( wu AW, ) ] A A

(4.1.4)

Para simplificar a notagdo, vamos definir a seguinte

gquantidade:

>

FMV = - [ ( auwv - aku) - ig ( Wu AW, ) ] (4.1.5)
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Reescrevendo a equagho (4.1.4) a partir desta definigéo,

obtemos?

[nu,nV]i - ig iuv AR (4.1.6)

Obteremos agora a equagéo de movimento do sistema, variando

independentemente auv e f(ﬁv  ha lagrangeana (4.1.1), a

saber,

3L =DXK* -1p K =0 (4.1.7a)

- - uy * PV Hy = €Ep (W
SL Do +_;_Dp¢ 1a+1 Ka+%1 ch7a+

-7 Kga - K =0 (4.1.7b)

¢ que implica que (4.1.7b) se reescreve:

o Uy uv2 2l _wme  _
D¢ + 7 Ka + Kcaw 0 (4.1.9)

Seguindo o© mesmo procedimento de Grishchuk e outros,

-~ ] - - -
escreveremos uma equagdo que sé dependa de puv utilizando o



seguinte artificio.
seja ﬁaBu a quantidade definida pela relaclo:

+ 3 € £
ﬁaw " - Db, * 7uvia R 7 0 vaa ", (4.1.10)

Derivando uma dada relagho ciclica construida com esta

guantidade, i.e.,
b, ( H,, R, = B, +1 ®HS 4, )=0 (4.1.11)

Obtemos uma equagio diferencial de segunda ordem sé para wuv'

a saber.

T

T T
éw = - DDp, - DD  + DD

T

- '—}Dtn"”uv )
(4.1.12)

A condigdo de compatibilidade é dada aqui pela divergéncia de

Guv , ou seja,

v = 0 (4.1.13)

que em termo de ¢uv se escreve:
_ SVPT vV SuT T UV _ T 2 UV _
DthD" ? p,b. D" ¢"* +p D D ¢ %_ DD D" p 7 0
(4.1.14)

usando a definigdo (4.1.5) no segundo termo da equagldo acima

podemos verificar que:
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2UT 2UT
b,D.D, ¢ ( DD, + iv A) D,p
Logo,

v 4+ T T =
Dthth + ig itv AD' 9% ~1DDD  pv ., =0 (4.1.15)

i -i_ v T uy
Note que o trago de (4.1.12), nos da que:
T =+ - - -oaB
_%_ D.D L DaDB (4.1.16)

Entéo, utilizando (4.1.16) e novamente (4.1.5), a equagio de

compatibilidade se escreve:

2 s VT 3 s pT | voaoT _
-ig F A D_® ig D, (¥, A9 )+igi"thD oy 0

(4.1.17)

Assim sendo, a divergéncia de auv realmente pode ser
escrita em fungdo apenas dos campos e de suas derivadas de
primeifa ordem. Istosignifica gque o sistema seri compativel

se fizermos uma escolha adequada das condigdes iniciais dos

(n
campos @, .

Com o propdésito de sequirmos o mesmo procedimento da
unificagéo eletro-fraca, torna-se conveniente introduzirmos

um guarto campo de spin-2 (wuv). com isto escreveremos a

lagrangeana correspondente sob forma:



b= b

+ x_Vx w‘"’(oo)w} (4.1.19)

A lagrangeana total gue vamos examinar, ser& a

(1)

lagrangeana para Os campos de gauge 'uv mais a lagrangeana

do campo wuv.

L, =L, + L, (4.1.20)

2- INTRODUCAO DA MASSA UTILIZANDO O MECANISMO DE HIGGS

Sequindo os caminhos da unificagdo Glashow-Weinberg-

-Salam °, iremos introduzir um doublet, (doublet de Higgs)
dado por:

¢ = (4.2.1)

onde ¢+ é um campo escalar complexo eletricamente carregado e
¢° neutro.

0 mecanismo convencional de dquebra esponténea de
simetria, usa o valor minimo deste campo escalar (de Higgs)

que permite reduzir ¢ ao estado fundamental dado por:

*Note: Na teoria GWS este mecanismo € indispensavel pois ele
tem a fungio de garantir a renormalizabilidade da teoria.
Aqui, no caso correspondente de spin-2, ele passa a
desenvolver um papel menos fundamental devido a
ndo-renormalizabilidade da proépria teoria do campo de spin-2
sem massa (Einstein). |



- B9 =

0 0
<¢>m= v/ s -2 [ . (4.2.2)

que faz ¢+ =0 e ¢° - I/V? (v + x(x) )

A lagrangeana que acopla os campos de gauge ¢''’ e o

[Tilg
campo wuv com 0 campo escalar de Higgs é dada por:

Ly = | (ay,, T+ b%.¢uv )e 12 (4.2.3)

sendo I a matriz identidade e T as matrizes de Pauli, i.e.,

0 1 0o -1 1l 0
Tl = ’ Tz = ’ ta =
1 0 i 0 0 -1
(4.2.4)
Entéo,
»> = = 1.1 2 2 3. 3
T'wuv t'yuv + t’¢uv + t'wuv
ou melhor,
3 1 2
2 P = 1ip
R o v (4.2.5)
K 1 + i 2 3
Puv ¥ Pup Puv

Reescrevendo (4.2.3), temos:



by’ + a
Ly = Puv Yiw ] [ ] (4.2.6)
+ &y, - bq)

bwuv

onde fizemos as seguintes redefinigdes:

+ 1 2 - 1 2
Puy = Py * 10 e Puy = Py — 105, (4.2.7)
Prosseguindo, temos
2
bagp
L¢ = . =
Aawuv - Abpuv
AP
+ 3
= ( bAp Aay, -~ bap ) =
ny uy uv _ 3
Aawuv Abp
2 2 ~ Uy - 3 2
Finalmente L¢ reduz-se & forma:
= 32 2 = +uy 2 uy 2 3  3uy _ 3y
Ly = 2" (bg,,» +ay, ¥ b9 2aby, 97 )
(4.2.8)

Chegando neste ponto e por razdes que ficardo claras a
seguir, iremos fazer uma mudanga de representacdo, aplicando
uma rotagdoc m sobre os campos pﬁv e wuv. Isto €& possivel

posto que uma simples mudanga de representacdo ndo altera a

compatibilidade do sistema.
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Definiremos uma combinacéo linear dos campos ’;v e wuv

através da rotacglo abalxo:

3
4 COB7M ~8enmn Z
g uv (4.2.9)
wuv senn COoBN ¢uv
isto é,
3
puv zuv co8sn ¢uv senn (4.2.10a)
npuv = zw senn + ¢uv cosn (4.2.10b)
0 que, inversamente, nos da:
3
znv P, €OSM + wuv senn (4.2.11a)
3
¢uv puv senn + wuv cosn (4.2.11Db)

Vamos agora reescrever L., dada por (4.2.8), na nova

¢

representagdo. Temos:

- 2 =  +uv 2, 2 ' 2
L¢ Aﬁ:puvp + ATa (zuv senn + ¢MV cosn) +
2_2 2
+ A%a’(z,, cosn ¢uv seny) "+

2 —
A.Zab(zuv senmn + ¢uv cosn)(zuv cosT ¢HV senmn)=

= AFpr;v¢+“v + Az(azsen?n + hﬁcosan - 2ab senmn cosmn) Zuvz“v*
Az(azcosa'n + bzsenz'n + 2ab senm cos 7) ¢uv¢9” +

A2[2(azﬂbz)senn cos B + 2ab(sen?n - coszn)] ¢uvzuv
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Como a, b & n séo constantes arbitrarias, ¢ possivel
selecionar dentre os campos de spin-2 aquele que tenha massa

nula. Escolhendo, por exemplo, ¢ como sendo precisamente

uv
aquele que teria massa nula devemos impor:

Az(azcosz'n + bzsenz-n + 2ab genn cos ) = 0

isto é,

m¢ = Az(a cosn + b sen‘n)2 = 0 (4.2.13)

que implica em,

a = - tgn (4.2.14)

Impondo que a igualdade acima seja satisfeita, o termo
de interagao wuvzuv) da lagrangeana dada em (4.2.12) se

anula identicamente.

Sendo assim, a lagrangeana L¢ reduz-se a:

_ - +Uup Hz uvy
- + - -
L¢ mqp qpuvqp zuvz (4.2.15)
onde,
m; = A%° (4.2.16a)
M = hz(a senn - b c:osn)2 (4.2.16Db)

A lagrangeana total agora serd dada pela soma de L, L'Il
e L ¢ ! na nova representagdo, sendo a ultima a parte dos

campos massivos.

Por coeréncia, uma rotagio de 7m deve ser igualmente
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aplicada sobre os tensores Q:v [ K:v. Assinm,

KG: cosY) ~-genmn U:v
;‘ - s (4.2.17)
qu senmn cosn v
Entéo,
o _ o -
Kuv qu cosmn Vﬁv senn (4.2.18a)
o
an = Vﬁv cosn + Uﬁv senmn (4.2.18b)
e ainda,
to _ L0 20
Kuv = Ky + 1 Kﬁv (4.2.1%9a)
-0 10 ’ -2 00
Kﬁv = Kuv i Kuv (4.2.19a)

vV

que correspondem a ¢+“ e ¢;v respectivamente.

Por simplificagéo, iremos apresentar a seguir a

alteracdo de representegdo de cada lagrangeana separadamente.

Comegaremos por Lw.

_ _ gy L,z 2 >ty 20 >
L= vV -7 { kR, + 9T (DR, + DK ) }

S _ 1..1 3
(R.R) ), = (KK, + (xzx”)w + (KK ) v (4.2.20)
onde,
(| S V. Ja 1A 1o
(K'K )uv = Kuv Ka + Kua Kkv (4.2.21)
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onde ndo se deve somar nos indices repetidos do mesmo andar.

Usando (4.2.19), podemos verificar que:

(K'K')

p + (KK = (KK, (4.2.22)

e de (4.2.18), temos:

3a L3 3A L3
(Kaxa)uv Kuv Ka + xua x?w

= (Uzv cosn - v®

v senn)(Uu cosn - va senn) +

- (UﬁB cosn - VﬁB senn)(Uﬁa cosn - Vﬁa senn) =

2 2
(Uu)uv cos n + (VV)MV sen 7 (UV)uvsenn cosT (4.2.23)
onde,

= % . ¢ - B
(V) = Up ¥y + vzvua Uuﬂvﬁa V“MBUM (4.2.24)

Sendo assim, o primeiro termo de L¢ se escreve:

Hy +_ - 2 2 _
Y {(K K )uv + (Uu)uv cos n + (Vv)uv senn (UV)uVsenn cosn}

(4.2.25)

No segundo termo além das equagdes (4.2.18) e (4.2.19),

usando (4.2.7) e (4.2.10), obtemos:



- +uy -a +uvy -a
1 { oD X% + D X0+ + oD KD + DK }
uv - 2. -
+ 2 { (b, U MV Dqu)COB n (Dav‘:lv Dv\'u)serm cCosmn } +

Hv _ 2 _ a
+ ¢ { (Davﬁv D V,)sen’n - (DU}, - DU )senn cosn }

(4.2.26)

Finalmente, L 9 na nova representagao, se escreve como:

= /_ uy +_ - 2 2
I..‘> ¥ § {'ar [(KK)uv+(UU)uv cosn + (W)uv senyn +

+uy v ta
- (Uv) senncosn]+ ["(DKV+DmKW)+w"(DK +

M o My

1
Hv 2

uy a 2. _ -
+ D(u w)] Z [(Daqu Dqu)cos n (DaV:V vau)senn cosn]+

uv _ _ o
+ ¢ [(Davﬁv D Vu)sen n (Daqu Dqu) senmn cosn ]

(4.2.27)

Resta reescrevermos L, na nova representacao.

v

-V = { M ea),, + VK, vl -, ¢

uv; o wv
+ K V K, w“v(QQ)uv }

—f—

KE



Usando & equaclo (4.2.18) e (4.2.10), assim como na

demonstraclo de (4.2.23), podemos verificar que:

2 2
(QQ),,, = (WU) ,,, sen™n + (VWV),, cos™n + (UV) ,, senn cosn

(4.2.28)

—h—

K

v
vV K w“"'(om, « " Q) T X vV r v,

=zHV { Vx [(Ua - )sen‘n + (V®

v o u’ )cos‘n sen'n]

+§b_|/ Kb [(Uu)uv sen3n+(VV)m, senn cosz'n+(UV) v senz'n cosn]}+
K

Hv;x l-l

+ ¢‘“”{ v X [ )senn cosn + (Vﬁv o« " Vu-v) coszn]+

+§b_\/ Kb [(Uu)uv senz'n cosn+(W)uv cosa‘n+(UV) . senmn cosz-n]}
K

(4.2.29)

Assim sendo, a lagrangeana total para os campos cpiuv, zuv e

¢uv é dada por:
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L =V -y {1‘"’ [(K"'K')uv + (UU),, + (W)m,] +_§_ptuv(nax:$ *

¥ (71 - 2 - 2
+ Dmxv))+ z [(Dauﬁv DVUu)cos n + (Uzv;a Umv)sen-n +

+ (- Davzv + vau + v:v;a - va)senn cosn|+

+l(b\/ l(b [(w)uv sena'n +(W)uv senyn cosa'n +(Uv)uv senz'n cosy |+

uy o _ 2 - 2
+ ¢ [(Davuv DVVu)senn + (vumv;ot Vu;v)cos n +
(- D v* +pu +U% -U ysenmn cosn |+
o Uy L uv; o v

/ 2 3 2
+K K, [(UU)uv sen"1n cosn +(W)uv cos N +(Uv)uv senmn CoOs 'n]}

(4.2.30)
onde consideramos KE = 1.
Se tomarmos ainda
K v K = (cos®y) ™t (4.2.31)

podemos verificar que a lagrangeana total (4.2.30) contém uma

parte referente a lagrangeana livre do campo ¢uv dada por:

livre

/ uy 1y o
=V =y (v + ¢ ){ W * Ve = Vv ) }

(4.2.32)
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gue tem a mesma forma da lagrangeana do campo gravitacional
na teoria de Grishuck, Petrov e Popova. Deve-se notar porém

gue, na lagrangeana (4.2.30), néo existem termos de interagéo

entre o8 campos pt“v e o campo ¢uv ., © que a principio

comprometeria o caréter de universalidade da gravitagdo.

+
Y
quinticos, nada podemos afirmar a respeito de uma possivel

Podemos ainda argumentar que, sendo estes ( ¢ } campos

interagéo destes com a gravitagéo.



CONCLUSAO

Em praticamente todo este trabalho examinamos varios
aspectos concernentes A representagio de campos de spin-2 enm
termo das variaveis de Fierz, motivados por alguns aspectos
expostos na introducgéo.

No primeiro capitule fizemos uma breve revisio da
dinémica das variadveis de Fierz utilizando a lagrangeana

proposta por Novello e Neto ‘"’

buscando tragar um quadro
semelhante ao da eletrodinémica de Maxwell. Construimos,
também baseados nesta analogia, uma teoria similar & de Fermi
para o campo de spin-i. Eliminamos com isto, o problema de
vinculos no formalismo hamiltoniano e obtivemos uma teoria
manifestamente covariante.

No capitulo 2 apresentamos a quantizagido das teorias
formuladas no capitulo 1 (tipo Maxwell e tipo Fermi). No caso
da quantizagdo & Fermi, obtivemos uma hamiltoniana
correspondente a um sistema de 16 quanta independentes.
Assim, para obtermos a hamiltoniana equivalente a da teoria
de calibre impomos condi¢des sobre os estados quanticoe do
espago de Hilbert. Mais uma vez, esta situagio é semelhante a
gque ocorre no eletromagnetismo de Fermi. N&do obstante, no
nosso problema, a teoria "Maxwelliana"™ descreve dois campos
de spin-2 com paridades e energias com sinais opostos. Assim,
& mister impormos uma condigdo subsidiadria suplementar sobre

os estados fisicos para eliminarmos um destes campos e obter
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uma hamiltoniana com sinal definido.
£ importante frisar gque a teoria que descreve dois
campos deveria ainda ser examinada como tal, tendo em vista
uma possivel analogia com a teoria para campos de spin-1, que
admite a existéncia de monopélos magnéticos.
No capitulo 3 construimos duas teorias néo lineares para
as varidveis de Fierz, utilizando o critério de Boillat‘'®’

o qual impde a condigio de excepcionalidade para selecionar

entre as teorias ndo lineares aquelas que melhor representam
os fendmenos fisicos.
Embora estas teorias sejam bastante elegantes, por serem

excepCionais e terem uma estreita semelhanga estrutural com a

eletrodinidmica de Born-Infeld, devemos lembrar que a
motivagdo para construirmos tais teorias foi a de descrever
de forma alternativa interagdes gravitacionais. Assim, uma
extensdo natural e necessaria deste trabalho seria a de
verificar se estas teorias estdo de acordo com os resultados
observacionais da gravitagido. Vimos também qgue apenas a
sequnda lagrangeana (3.4.18) admite como primeira aproximagdo
a lagrangeana da teoria linear construida no capitulo 1
(1.7). Uma outra extensdo necessaria, seria encontrar a
relagdo-ponte entre as variaveis de Fierz e a variavel
fundamental da TRG de Einstein, o tensor métrico.

Finalmente, no quarto e iltimo capitulo mostramos a
coeréncia de uma teoria "tipo Glashow-Weinberg-Salam" para
campos de spin-2. Analisamos o modelo proposto por M. Novello
e E. Elbaz, que utilizam a formulagdo de Grishchuk, Petrov e

Popova da gravitagdo. Como dissemos anteriormente, neste
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Ultimo capitulo utilizamos a variavel padrio devido a ndo
conhecermos ainda a relagldo entre a varidvel de Fierz e o
tensor métrico para campos fortes. Entretanto, para campos
fracos, toda a anllise feita neste capitulo ¢ perfeitamente

vAdlida para o tensor de Fierz, bastando para isto utilizar as

relacdes (1.1.1).



APENDICE A

CALCULO CLASSICO DO MOMENTO ANGULAR

Supomos que a integral da agéo
s = [ LwHat) v, (o)) a'x (A.1)

é inveriante sob transformagdes de Lorentz infinitesimais,

i.e.,

xt e =My MY ox (A.2)

com,

euv = - e“v (A.3)

Ho_ H
x x + 1 op € (A.4)
2
sendo,

H u v
= 6 -
Tap = % a1 (A-5)
A transformacgdo no campo se expressa da seguinte forma:

waBu(xtr) - w,dﬁu(x,o) - w“s“(x") +iFaBu eP?

oo (A.6)

mas,
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W OBH 10y o pye® ax;B axH yOBH (59 (A.7)
ox®  Bx oxP

Expandindo y’'*F¥(x'?) em torno do ponto x° e tomando os

termos de primeira ordem en caB, obtemos:

PR (%) = yBEGT) 4 1 g% 6P sh 8B TP ) 4
P

b,t p A
B ab u ,x ,TAP, O 2
+_%_fab'tc ap 8 v P (x) + 0(e%) (A.8)

De (A.5) tira-se:

£

= sM
oB, T 6

B
[anB]at {A.9)

Substituindo (A.9) na expansdo de waB”(xa), obtenmos:

vy = W) + 1 (6T my - 8p ) e VG 4
i3 (g - sg"ar’cab"’aw"‘o”%- (Bl = shma ) 2 W (%)=

- waBu(xa) +_;;ea
2

B O I R e S R N T
2 2

+ 1 ¢ B watu(xa) +1 e waBt(xo) -1¢ M waBt(xa) =
Zz " z ° z "
= VO w1 @ T P ¢ L e )

+ 1 (eMT-e ™y (%)

21
2

entao,
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VOB (00w PR () 4 Ty BTy 4Ty M%) 4 T )

(A.10)
Comparando a equaglo acima com (A.6), verificamos que:

_l_Fgﬁu eP? = catwtﬂu(xv) +thwat“(xV) + c“twuﬂt(xv) -
2

A CH DO LR S L i C Ll g

(A.11)
logo,
,;_Fgﬁ” A G L R T LA A (L e (A.12)

A lei de transformacgdo, correspondente a invariancia sob

a transformagdo (A.6) & dada por:

8 oL PR L x - x )y | =0 (A.13) .
— T PO ocp PpC
x &Y A

onde TAU é o tensor momento energia.

A equagéo (A.13), expressa a conservagdo do momento
angular total. O primeiro termo dentro do paréntese

corresponde a densidade de momento angular de spin,

e o
segundo termo, a densidade de momento angular orbital.
Define-se:
A _ af i A -
Mh, = oL ___F + (T, T"pxa ) (A.14)

po
6#!“3"_1
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antéo,

3 0
. "™ j &x M3 (A.15)

representa um momento angular correspondente a uma retagéo ne
plano pga.

Calcularemos &a expressfo cléssica do momento angular
intrinseco, para a lagrangeana "tipo Fermi" (1.4.4)

L =21 (A%H )2

+ (div.) (A.16)
2

)

De (A.14) e (A.12), temos que:

s* = &L poEH (A.17)
PT ~oBm Po
sendo,
OBl . Bl o u VBT _ Q08 V.M
chr = A_ (¥ )a a + A" Y (x )a.;‘p.scr ATF (x7)8 (A.18)
entéo,
A _O0Bi,A 59 g 7] o B
= + o+ + - -
SPG (AOBM P Aacruap deacr Aprf’"cr Ampm"';cr ABW p)
(A.19)
o que implica em
Bu AT . o
a + +
paJ' x 89 Idx[Ap Bogu * A% Aoy + A% Ag
_ i Bu _ a0 M _ a0B ]
Ao ApBu ol Atmu pABow
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Isto ¢, o momento angular intrinseco, na diregéo ortogonal ao

planc definido por po, é:

- 3 . op . ot ) _ sap
8o Idx [np gy + AW, A - 2R oM LI | pauw]

(A.21)



APENDICE B

PROPRIEDADES DO TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN
E DO TENSOR DE WEYL

0 objetivo deste apéndice ¢ fazer uma listagem de varias
propriedades do tensor de curvatura de Riemann e do tensor de
Weyl, utilizadas nc desenvolvimento do capitulo 3.

Usando as definicgdes de Yoguv © naﬁuv dadas na pagina de

notagdes, obtemos algumas relagdoes entre estes tensores e

também come eles operam com os tenscres de Riemann e de Weyl.

naBuvnaBuv = _2gaﬁovng = “%¢ (B.1a)
"’asuv"aﬁw = -2 - (B.1b)

Sopuy® 0 = 29,577 (B.1c)
gaBquO‘Buv = 890 (B.14)
gaﬁwgaﬁ’w = 24 (B.1e)
gocBuvRoBuv = gotfz?ano'JLMVgBJL = 2R (B.1f)
gaBuVR“B“" = 2R (B.1g)
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oapuy
gauw =0

Podemos esCrever em termo dasg sua

RaBuv
irredutiveis, socbh a forma,

+ 1Rg

Roguv ™ ¥oapuv * Baguy ~ = afuY

onde,

HaBuv -_%_{ Rngau + Rauqﬁv_ Ravgﬁu - Rpugav }
Usande (D.1) e (D.3) temos:

af -
Haﬁuvg po 2Haﬁpcr

Buv _ H
HaBuvgc 2Hy oi Z[Raa +-%~Rgaa]

H *BUV _ 6r

aBuvg

n P =

2 aff
BV R™ + 2Ra R

B

Buy _ o u Bu
HaBuvRcr R, Ry * RygouR

aBUY _ of
HoguvR = RapR

Buv _ v
HaBqua WaBavR

o WP

aBuY =0

(B.1h)

partes

(B.2)

(B.3)

(B.4a)

(B.4b)

(B.4c)

(B.4d)

(B.4e)

(B.4f)

(B.49)

- (B.4h)
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Buv _ v
ﬁaauvnv ﬁapavn (B.44)

Vejamos como nés podemos calcular uma relaglo do tipo

RaBungBuc' a partir das relagdes dadas acima:
Seja,
apo _ _ apo
RuaBaRv (wuaBo + Huch -%—R guaBa)Rv
apo apo _
W, 4goRy + H, a0k __:_R 90p0 (B.5)
mas,
afo _ apo af
WpoRy W upo¥y + W, oweR (B.6)
e,
opo _
Wupo®y _%_Dguv (ref.32) (B.7)
onde,
= L0 BUY
D waBuvw“
entao,
«Bo _ ap
L = _%_ngw + WoovgR (B.8)
o que implica que:
apuy _ apuy
W, auvR = Woam¥ (B.9)

Voltando a equagao (D.5) obtemos:
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apo of apo _
Ruaﬁanv - -%-quv + "uavBR + HuaBaRv _%_R Ruv
(B.10)
Usando (D.4), obtemos:
apo _ af « af _
Ruaﬁanv _%__Dguv * VpagR Tt RyRy t R, gk ; RR,,
(B.11)
mas,
aff ap af af
R gk WavgR  * H) v 1 Ry, R
- aff af - o_ _
"uavBR +_§_R R+ %_RaBR 9 RuoRy _1;_ (Rg,, Ruv)
=w _ r® 4+ 2rRrR_+1RrR ,R®y -RrR R%-Rg
pavg 3 w5 off Hv 1. Y 'y v
(B.12)
Substituindo (B.12) em (B.1l), obtemos:
afo _ of o _
RyupoRy _i_ngw + 2R, R * 2R, R, RR,, +
_ ' af _ n2
___;._RQBR Iy %_gw (B.13)

vamos tirar o trago desta equagdo, para escrevé-la,

convenientemente, na forma utilizada no capitulo 3.

- apuy _ af _ 2
A =Ry, K D + 2R R %_R (B.14)



- 111 -

substituindo (B.14) em (B.13), obtemos:

aBo

RiogoRy ¢ %—-A- Ry

opB 2 «B o _
R +__::__R )guv+2RuuvBR + 2RuaRv R Ruv

B

(B.15)
Para reescrever (B.15) de forma concisa, vamos definir a
seguinte quantidade:

- op o _
Ty = 2Ry gRT + 2R, R, RR,, (B.16)

cujo trago é dado por:

- o _ o2 '
T = 4R R R (B.17)

Entdo a forma final de (B.15) torna-se:

R R opo

HaBo Y '=_1_ (A - T)g

.UV+ ‘tuv (B.18)
4
Faremos uma tabela de propriedades andlogas a (B.18),

que sio obtidas utilizando-se o mesmo procedimento da

demonstrac¢do anterior.

TABELA DE PROPRIEDADES PARA RHOIVB E wllOWB

RuaBURvaBU =1 (A - g, T, (B.19)
.

RuaBURvaBU = -_%_(A - 19, (B.20)
.

Rﬁasanvasa = -1 (a-Tg,+ T, (B.21)

4



onde, C =

.aBo
Ruaﬁa

Ruaﬂa
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=1Cgqg .+ 2R
T W

»
Ruaﬂa

o
uaVﬁR

B

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)



APENDICE C

EQUIVALENCIA ENTRE UMA TEORIA DE CAMPO DE SPIN-2
EM UM "BACKGROUND" ARBITRARIO E A TEORIA DA
RELATIVIDADE GERAL (TRG) DE EINSTEIN

Neste apéndice, vamos apresentar uma teoria da
gravitagao,elaborada por Deser(ao’. Nao obstante, a
formulagdo que utilizaremos aqui, serd a desenvolvida por
Grishchuk, Petrov e Popova‘2°). Esta teoria ¢é equivalente a
teoria de Einstein da relatividade geral, porém nunma
formulagiao de teoria de campo.

UsaremosS a seguinte notacgao:

1“v(x) :+ tensor métrico no espago de Minkowski escrito num

sistema de coordenadas arbitrario.

guv(x) : tensor métrico no espago Riemanniano.

7ﬁv é o simbolo de Christoffel da métrica 1uv.

rzv ¢ o simbolo de Christpffel da métrica g,.

0Os indices serioc levantados e abaixados com a métrica

7uv' exceto g que denotaremos:

uv’
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(-1) My VA v
wuv(x) : campo gravitacional (spin-2,sem massa).
a -
R guv * tensor de curvatura da métrica 9y
o),
R Buy : tensor de curvatura do backgroud 1uv
vamos definir a agao do campo na forma:
S =-1 _[d‘xL (c.2)
2k g
onde,
=y - ot Ky -
o=V {0 e, - Ky, 0, ) (c.3)
sendo,
(KK) ), = K K = K‘:‘Bl(ﬁa (C.4a)
X, = K., (c.4b)
Kﬁv = léu (C.4c)

0 tensor Kﬁv é¢ um funcional de ¢”V e seria obtido via uma

variagdo independente de ¢“V e Kﬁv, isto &, usando o método

de Palatini(ref.). Esta variagdo resulta:

5L K*

—_—yg = uv;a— 5 (u:v)
3¢
uy

(C.5)
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R 12 plv i} uy Ep, U V) Clv )
2%;;_. ITRE S AP RIS A Kb+

TR PO 4 oPTYRH oV _(aPV 4 PV (yPH 4P
+(* + K (P74 PN T -l YK~ (v +9PlhKD,

(C.6)
Multiplicando a eguagéo (C.6) por 7ua , obtemos:

uv pv pu vV uv Ep, (U V) ev
- + + + - +
ot 2, +_%_w ot R LY Keb ¥ VK

‘pxzp + 1°pxzp = 0

o que implica em:
75P¥ = o0 . (C.7)

Substituindo (C.7) em (C.6), obtemos:

v v €V 1) v v o 4 v
-o* o ¥ #* Ko = 7 Kga +f 4 ot Kg * (P + ¢P )Kﬁa o

Para obter uma equagdo de 22 ordem para puv' vamos
utilizar o seguinte artificio:

Vamos definir,

H E td + 1uvK

_ L LEWV ) pv My po
aBi ¢ ‘o o ' § Kea + (7 + ¢ )Ka + (7 +
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« oF%) KoV om PV 4 PIIKE - P 4 WPHKD = 0

po’ «
(C.9)
onde,
A

cha = Tw xca (C.10)

e com esta gquantidade a seguinte equagfo:

T T T T -

(Huv + Hvu H uv +_%H o 1‘"’);,‘ 0 (C.11)

Utilizando a definigdo (C.9), equagdo (C.1l1) se escreve:

T _ T _ ;T po.T _ T T
P st T P ovnt -%—v T Yuw +[7uv¢ Kpa wuvK +¢(u Kot

_ PT — 0w PeT €T — . PeT €T
\4 KTﬁponJ Pu (Kvp ng7 Tov)™ ¥y (Kup K367 7ou)];t+

+ (KK) -_%_(KK):HV = 0 (C.12)

Defininddo as seguintes quantidades,

= 3T - T _ : T )
S = Py st T P vt —;—v T Tuy (C.13)

e,

_T. po-T T _ T T
Pw [ Tup? Kpog T Pk P Xy * o° Kfup7UVJ'+

PiuT €T P T £T
ey (KVp Kgc7 Top) + Py (Kup + ng7 7au) ];t

(C.14)
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podemos redefinir (C.12) de maneira compacta, como segue:

uv e (C.15)

G, = = (KK) +_%_(xx)1uv + P

Vejamos agora, como se di a eguivaléncia desta teoria
com a teoria de Einstein. Para isto, é necessério
conhecermos, © tensor momento-energia do sistema referente a

lagrangeana (C.3).

O tensor momento-energia a4 Einstein, é obtido através da

seguinte variacgéo:

172

T,, = = (-7)° 8L (C.16)
Y and
Note que:
o A A A
Kﬁv;c Kﬁv,o- + 7o Kuv + 1:.10' ng Yvo K;xm (c.17)

onde,

o ae

Van _%_1 (Ve ¥ Tuer ™ Papme ) ° (C.18)

Entdo, através de um calculo direto, porém longo, podemos

verificar que:

kT,, = (KK),, -_;__ (KK)7,, ~ B, - (C.19)

Assim sendo, a equagao (C.15) reduz-se a:
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Gy = KT, (C.20)

Mostraremos agora, que (C.20) & realmente a equacgho de
Einstein da Relatividade Geral, fazendo a Iinterpretagio

geométrica desta teoria.

Vamos definir o seguinte objeto:
g =V ~g g =V o (H + M) (C.21)

e, por simplificagéo, adotaremos a seguinte hotacéao:

o=V -y MY (C.22)
=V -y M (C.23)

Assim como a conexdo do espago de Minkowski (C.18) é
obtida tomando,

ag  _
=0 (C.24)

chanemos Fg“ 4 conexdo obtida a partir da métrica - isto
é,
¢ =, e, o l“f_’l,L g™ = o (C.25)

Da definigdo (C.1), temos:

r.t!

_ ae - _
AU '—;—g ( Fen ¥ Jpea ~ ape ! (C.26)

Podemos relacionar (C.18) e (C.26), se tomarmos a
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derivada de quv métrica 7BV’ i.e.,
Gamvy = Yapy T 7:1#903\ - 7:1’9014 (C.27a)
Savip ™ Davou = TwIor = Taudor (C.27Db)
Yuvia = Cwa ~ 7;Agov - 7:vgou (c.27¢)

Assim sendo, podemos reescrever (C.26) da seguinte

forma:
ae o oA
r:“ B'%-g ( Fac;u + gueah Tau; e ) + 7uvgahg (c.28)
isto &,
= o
r:u Kgu * N (C.29)
onde,
- oe _
Kou 290 %en * e~ e ) (c.30)

é unm verdadeiro tensor.

O tensor de curvatura na geometria guv é entado dado por:

o o A o A
= — + -
R Buv rgu.v er,u rﬁhrﬁu ruhrﬂv
(o’a o Kg o LA o LA
=R g Y Kau,v ~ Keu,u T Foa¥ap T KpaXgy  (€-31)

onde,
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De (C.31), podemos notar que se & geometria do
"background® for "Ricci-flat" o tensor de Ricci da métrica
v serd dado por:

A A A
Ry = Ky xw“-rx:’mxw x"’mxau (c.32)

Neste caso, a lagrangeana (C.3), pode ser reescrita como:

uy Hy
- 2L =V -7 {(1 te )(K:v;a - Ku;v * ‘KK’W)}

=v -g g" R

- (C.33)

Com efeito, a lagrangeana (C.3) € equivalente &

lagrangeana de Einstein para a TRG, isto €,
-2 = v -g R (C.34)

Uma anadlise mais detalhada pode ser encontrada, pelo
leitor interessado em se aprofundar no assunto, no artigo de

Grishchuk, Petrov e Popova‘zo’

, onde se examina a interagéo
com a matéria, "background® cuja curvatura €é néo
"Ricci-flat®, invariincia de gauge e leis de conservagdo.
Coube-nos aqui, sumarizar esta teoria, com o propésito de
elucidar algumas alusbes feitas no capitulo 4,

Esta elegante teoria é equivalente a TRG de Einstein, e

possui o mérito de admitir o tratamento usual de teoria de

campo.
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