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RESUMO

Investigamos a potencial idade termodinamica dos modelos
cosmelégices espaclialmente homogéneos e isotrépicos (modelos de
Robertson-Walker). Para  tanto, apresentamcs modificacgles em trés

ingredientes basices de uma abordagem fenomenclégica qualgquer: (i) num
primeiro ato, tratamos de modelos termostaticos, mas adotamos uma equacgio de
estade da forma p = Mn + p/(y - 1), mals geral que a comumente utilizada no
contexto cosmelégico; a seguir, comegamos a examinar modelos fora de
equilibrio, de modo gque (ii) num segundc ato, analisamos um sistema
macroscoépice no referencial de Landau-Lifshitz (com difusic de particulas) a
partir do ponto de vista da termodinamica estendida (causal) e (11i) num
terceirc e Ultimo atco, determinamos as conseqgiliéncias da alteracfo da lel de
balango para o numero de particulas, a fim de darmos conta do processo de

criacio de matéria.
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ABSTRACT

We investigate the thermodynamic richness of spatially homogenecus
and isotropic cosmological models (Robertson-Walker models). To that end,
we alter three of the basic ingredients of any phenomenological approach:
(1) in a first act, we restrict our treatment to thermostatic situations,
governed, however, by the equation of state p = Mn + p/(y - 1), which
equation is more general than the one usually adopted In the cosmological
framework: afterwards, we start dealing with thermodynamical aspects
properly, in such a way that (ii) in a second act, the matter content of the
model is analyzed from the standpoint of Landau~Lifshitz’s frame by means of
an extended (causal) thermodynamic theory, and (1ii) in a grand finale, our
batteries are =aimed at the problem of matter creation, which is taken

account of via a suitable modification of the particle number balance law.
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DEFINICOES E CONVENCOES”

ASSINATURA DO TENSQOR METRICO

7 := diag (1,-1,-1,-1)

o3

DERIVADA COVARIANTE

o R « A
TR {ﬁ A} Y

. TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN

R g 1= {Bau}:v ) {Fav},u ' {AQV} {?A#} i {Aan} {Bhv}

TENSOR DE RICCT

A
R 1=
@ T R
ESCALAR DE CURVATURA
(4)R - Ra
o
TENSOR DE EINSTEIN
(4)
G = R - {(1/2 R
og T Reg ~ 1172 &g
EQUAC@ES DE EINSTEIN
“ag T A B T 7 Tug

*
Genericamente, seguimos a notagfio e convengdes de Anderson (Ref. 78),

exceto no que diz respeito ao sistema de unidades.



SISTEMA DE UNIDADES
10
c =1 (= 2,8979.10" cm/g)
gnC = 1 (= 8n.6,5720.10° cn'/g.s)

k. =1 (=1,3807.10 " erg/K)
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CAPITULO 1

INTRODUCAQ

Por que o céu noturno & escuro?

0 Universo existe desde todo o sempre? E eterno? Se ndo, quando
comegou? A 23 de outubro do ano 4004 antes de C(Cristo, como se dizia
convencido o arcebispo de Usher? De qualquer maneira, por que existe algo
em vez de nada?

Como a estruturacio do Universe (galéaxias, planetas, vide,...)
pode ir ocorrendo, em aparente contradigio com a tendéncia de sistemas
isolados, abandonados a si mesmos se uniformizarem, se caotizarem?

Por que ha mais matéria que antimatéria no Universo?

Por que me refiro sempre ao Universo, como se so houvesse um?
Afinal, gqual o sentido da cosmologia quantica?

Por que sé h&, pelo menos a nivel da percepgio sensorial humana,
trés dimensdes ditas espacliais e uma Unica dita temporal?

Por que qualquer pessoa, “erudita" ou "leiga", se deixa enlevar
por essas questdes? De onde vem esse fascinio que elas exercem? Todas essas
indagacfes e muitas outras, técnicas ou n8o, refletem o espirito das
investigacdes cosmclégicas. Diversas culturas antigas (egipcia,
mesopotamica, zapoteca, maia, chinesa, hinduy, grega,...) dio—nos testemunho
de um permanente interesse por, ou mesmo necessidade de, uma cosmovisao
basica em qualquer sociedade.

A cosmologia padrdo, cilentificamente mais aceita, repousa puma
abordagem relativistica. 0 que issco significa? Qualquer modelo

relativistico (completo) pode ser concebide comc convenientemente definido



quando dados: (1) a variedade M de base, que identifica os eventos, (ii) o
tensor métrice g, que caracteriza os comprimentos, 4ngulos e intervalos de
tempo, (iil) o contetdo material, responsavel pelo campo gravitacional,
nomeadamente, os campos fisicos naoc-geométrices (fluido, campo escalar,
campo eletromagnético,...) e as correspondentes equacdes dinamicas (equacgdes
de estado + "equagdes fenomenclégicas", equagio de Klein-Gordon, equagBes de
Maxwell,...). Pois bem, a cosmologia padrio baseia-se num espaco-tempo
(M, g) de Robertson-Walker (espacialmente maximalmente simétrico) e num
fluido perfeito como conteido material. Destarte, a Unica equacdo gue entra
em Jogo, além das de Einstein, & uma particular equaciic de estado. Neste
trabalho, a guisa de exploragdo da potencialidade da cosmologia
relativistica contemporanea, perscrutaremos, essencialmente, trés aspectos
fundamentais do enfoque macroscépice a essa disciplina, todos eles
preservando a geometria de fundo de Robertson-Walker, mas alterando, de
alguma maneira, o contetdo material.

Nesse sentido, apresentamos, no Capitule 2, os fundamentos
geométricos e termodindmicos para toda nossa exposigfio subseqliente. Através
de motivagfes que nos parecem bem sugestivas, definimos, rigorosa e
consistentemente, o que entendemos por um sistema de coordenadas e um
referencial (sistema de referéncia). Mostramos a vantagem das definicgdes
escolhidas, por Iintermédio da aplicagiic explicita das mesmas na
determinagéo da decomposicio espago-temporal de diversas grandezas fisicas e
da lei de transformacéio das correspondentes quantidades relativas.
Desenvolvemos, a seguir, de maneira direta e geral, as teorias
termodinamicas de zercésima, primeira e segunda ordens. Por fim,
demonstramos a equivalénclia, nc sentido da invariancia da densidade de fonte

de entropia, das formulacdes de Eckart e de Landau-Lifshitz.



Como primeire ato propriamente dito da épera, exploramos, no
Capitulo 3, a termostatica dos modelos tipo Robertsen-Walker. Isto ¢,
recorremos a determinagfio da evolugio geometrotermodinamica das cosmologias
' homogéneas e isctropicas, quando da adoglo de uma equagio de estado de
equilibrio mais geral que a comumente utilizada. Podemos, antes da procura
de scolugdes analiticas, proceder a uma Investigagio das propriedades
qualitativas deos modelos, seja pelo estudo do potencial efetive associado a
uma integral primeira do sistema, seja peleo estudo do retrato de fase. A
seguir, encontramos as socolugdes exatas para os modelos com segfo espacial
chata, o que nos permite calcular também os parmetreos de desaceleracgloc e de
Hubble.

Como segundo ato, no Capitulo 4, tratamos da primeira situacgic de
un modelo tipo Rebertson-Walker dissipative (fora de equilibric); a saber,
vemos quals as conseqiéncias do tratamento de um sistema termodinimico do
pontoe de vista do referencial de Landau-Lifshitz. Ademals, escolhemos como
teoria de base a chamada termodinémica estendida, que evita os probiemas
classicos da tecria de primeira ordem (acausalidade, instabilidade e
problema de Cauchy mal posto). Mostramos que a existéncia de um vetor
difusfio de particulas & compativel com as simetrias geométricas do
"background” cosmolégico costumeiro. Recuperamos, com a escolha adequada de
determinados parametros, as solucgdes inflaciondarias e deflacionarias ja
obtidas por Barrow em um outro contexto.

Como terceiro e Gltimo ato, no Capitule 5, expomos uma formuliagio
puramente fencmenolégica do processo de criagfo de particulas. Fazémo-lo
através de uma apresentacic manifestamente covariante e, em particular,
deduzimos a conseqilente lei de evolugfie da temperatura. A segulr, propomos
uma  "relacfio fenomenoiégica" especifica entre a densidade de fonte de

particulas e a pressio de criagdo, a partir do que podemos recuperar



naturalmente e criticar alguns dos resultados recentes de Prigogine e

colaboradores.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS GEOMETRICOS E TERMODINAMICOS

Neste capitulo, apresentamos os conceltos, principios e resultadoes
que servirfo como base para as aplicagdes e desenvolvimentos especificos dos
préximos capituloes. Na primeira secgc, definimos sistema de coordenadas,
sistema de referéncia (referencial), a relagfio de co-mobilidade (adaptacio)
entre um e outro, transformagdes internas de coordenadas. Na segunda segfo,
tratamos da decomposigio espago-temporal ortogonal (3+1) de objetos
geométricos com respeito a um observador instantaneo genérico (ou um
referencial genérico), decomposigdc esta que d& origem as grandezas
relativas mais diretamente associadas com os processos de medigio e
observagio. Na terceira secfo, investigamos as leils de transformagéo,
mediante um "boost" (transformacic de referencial) genérico, dessas
grandezas relativas assocladas ac vetor fluxo de particulas e ac tensor
energia-momento (simétrico), recuperando, como casc particular, alguns
resuliados de King & Ellis. Na quarta se¢#o, as variavels béasicas da
abordagem termodinamica sfo apresentadas, definindo-se ent&o os referenciais
de Tcekart e de Landau-Lifshitz, e as leis fundamentais desse enfoque sio
expestas, sob a forma de "equagbes de balango"” para a energia e o momento, o
numerc de particulas e a entropia. Na gquinta segfo, definimos estados de
equilibrio termodindmico, exibindo a expressfo particular para as grandezas
basicas nesse caso. Na sexta secfo, estuda-se a termodinamica propriamente
dita (de processos dissipativos), tanto de primeira, como de segunda ordem.
Na tltima secéo, demonstrames a equivaléncia das formulagdes de Eckart e de

Landau-Lifshitz, no sentido de a densidade de fonte de entropia ser



invariante.
As contribuigdes originais deste capitulo constam:

{i) das Subsecs. 2.3.1 e 2.3.2, onde as lels de transformagido, sob um
"beost" qualquer, da densidade de particulas, do arraste de particulas, da
densidade de energia, do fluxo de energia e do estresse anlsctroéopico sic
apresentadas, numa forma manifestamente covariante {independente de
coordenadas);

(ii) da Seg. 2.7, onde realizamos uma demonstragfo simples, mas rigorosa, da
equivaléncia das formulagdes termodinamicas de Eckart e de Landau-Lifshitz.

Esse resultado é uma consegiiéncia relativamente direta do primeiro.

2.1. SISTEMAS DE COORDENADAS E DE REFERENCIA

Consideremos uma variedade espago~tempo (M, g) temporalmente
. . o s s
orientada. Um sistema de coordenadas x sobre uma vizinhanca aberta U de M
é simplesmente uma carta sobre U, ou seja, uma correspondéncia biunivoca e
. . 4 . s s
bicontinua de % em R°. Num dado espago—tempo, existe uma classe distinta de
sistemas de coordenadas, que estfio mals diretamente relacionadas com o
processo de medigdo de intervalos de tempo e de disténcia espacial: um
. . . [1-4]
sistema de coordenadas fisicamente admissivel & agquele no qual, sem

. 0 o
perda de generalidade, as curvas coordenadas x = var, por exemplo, s#&oc do

tipo temporal e as subvariedades x° = const s#o do tipo espacial, ou seja,
g > 0, (2.1a)

g. .dxidxj <0, (2.1b)
1]



sempre que nem todos os dxi sejam simultaneamente zero.1 De agora em
diante, restringir-nos-emecs a esse tipo de sistenas.

Fassaremos agora ao tratamentc da nogio de sistema de referéncia
ou referencial. Na literatura usual de relatividade, existem dois conceitos
geralmente identificados com a nocdo de sistema de referéncia: (i) sistema
de coordenadas e (ii) base de tétradas. Nie utilizaremos aqui nenhum desses
dois conceitos peles seguintes motivos: (a) devem existir varios sistemas de
coordenadas naturalmente associados a um dado referencial, (b) um
referencial deve traduzir a idéia intuitiva de um corpo material de base,
nfdo necessariamente rigidoe.

Levando essas criticas em consideracgio, adotaremes a seguinte

1 —
[1,4-71 um sistema de

definicio de sistema de referéncia ou referencial:
referéncia u é um campo vetorial do tipo temporal orientado para o futuro e
normalizado a um, ou seja, um campe de quadri-velocidades. Suas curvas
integrais s3o os observadores em u. Um observador instantadneo (Z, u(Z)) é
um par constituido pele evento Z no qual ele se situa e pela
quadri-velocidade u(Z) que identifica o seu estado de movimento. Com essa
definiciio de referencial, cremos ser possivel langar, no minimo, alguma luz,
dentre outros, sobre os seguintes pontos: (i) os conceitos de covariancia,
invarisancia, principios de relatividade, principios de equivaléncia e a
relagfo entre os mesmos,[g—lol (ii) o efeito Doppler, o desvio espectral
gravitacional, o desvio espectral cosmoldogico e a relagdo entre os

mesmos,[11“13] (1ii) a equivaléncia entre as formulagdes de Fckart e de

Landau-Lifshitz para a termodinmica relativistica (cf. Seg. 2.7},[14—18]

17-19
(iv) a interpretagio de modeles cosmologicos inclinados,[ 7191 (v)

1Um sistema de coordenadas X pode ter todas as quatro congruéncias de
curvas coordenadas de qualquer tipo (temporal, nule ou espacial); enm
particular, elas podem ter todas o mesmo tipo, como as coordenadas nulas do
diagrama (bi-dimensional) de Kruskal.



nfdo-invariancia do conceito de véacuo em teoria quantica de campos em

referenciais nfo-inerclais, seja no espago-tempo de Minkowski, seja num
. - o« [20-23] . .

outro com topologia e/ou curvatura nao-triviais, e (vi) os vinculos

{desigualdades) sobre as grandezas dinamicas provenientes das condigdes de

. [24,25]

energia.

Apesar de distintos os conceltos de sistema de coordenadas e

referencial, conforme adotados aqui, existe uma conexfo intima e natural
. . o

entre os mesmos: diremos que um sistema de coordenadas x e um referencial u

sdo co-mdveis um com o outro ou estldo adaptados um ao outro gquando as

o N R R
componentes u  do referencial relativamente ao sistema de coordenadas

. 2
tiverem a forma

57 . (2.2)

.. . o ;
E facil mostrar agora que, se um dado sistema de coordenadas x esta

. = . o
adaptado a um referencial u, entfo um outro sistema de coordenadas x', dado

por
0 = x %), (2.3=)
<= ) . (2.3hb)
também estara adaptado ao mesmo referencial u. Esgsas transformagdes de
coordenadas sao ditas transformagdes internas ao referencial u. Flas

refletem a liberdade de escolha da fungdo tempo ao longo de qualguer

obgservador em u, assim come a liberdade de rotulacdc dos pontos no espago

2 I . : X -
Nas exposicdes mais comuns da assim chamada teoria da relatividade
restrita, essa relacio ¢ tomada como tacita.

_.8_



(por exemplo, coordenadas cartesianas, esféricas ou cilindricas, no caso
chato). - Vemos de (2.3) que uma transformaciio de coordenadas s¢ induz uma
transformacéo de referencial quando, conforme esperado, as novas coordenadas

espacials dependerem explicitamente da antiga cocrdenada temporal.

2.2 DECOMPOSIGAQ ESPACO-TEMPORAL ORTOGONAL DE OBJETOS GEOMETRICOS

Dado um observador instantdnec (4, u(Z)), o seu eixo temporal
local Tlu] € o subespago vetorial do espago tangente TZM gerado por u(2), =ao
passo que o seu espago de repouso local R[u] é o subespage vetorial do
espago tangente ortogonal a uw(Z). Entao, TZM é a soma direta de Tlu] e

R[U]:[T]

T_i = Tlul @ Rlul . (2.4)

Essa representagdo do espago tangente TZM ¢ dita sua decomposicgio
espago—temporal orftogonal.
Podemos agora efeiuar uma decomposigfio do mesmo espirito para um

vetor V e um tensor (de posto dois) X arbitréarios, obtendo, respectivamente:

V. = Au + B, (2.5a)
com
A= Alw) = v*u (2.5b)
o
o & ofl
B = B (u) = h VB, (2.5¢)



B = o %GB o on®P e B5OP s BB 4 &R L B

, (2.8a)
com
_ _ O3
C =¢lu) = X uauB , (2.8b)
D= Dla) = (1/3)h%Bx | (2.6c)
«f3

= E¥a) = n* u ¥, (2.8d)

[Ty
F* = F*a) = n% uw ¥x7* (2.6e)

[Ty
B = By = h(auhﬁi < _ pp®B (2.6f)
g8 = g*Bryy = hiaphﬁi . (2.6g)

Aqui introduzimos o projetor (sobre o espago de repouso) haB, definido por
haB = haB(u) L= gaB - uauB , (2.7a)

e gozando das seguintes propriedades:

h™ u™ =0, (2.7b)

_10_



h* ¥ = n® | (2.7¢)

h™ =3 . {2.7d)

Aplicaremos agora  essas decomposigdes a al guns objetos

especificos.
2.2.1. VETOR VELOCIDADE 5[17]
& = W¥eosh B+ e¥cenh B, g =0, {2.8a)
com
tanh B =: v , 0 =v <1, (2.8b)
onde v = v(u) é o mdédulo da tri-velocidade relativa (usual) do observador
instantaneo (Z, u(Z)) com respeito ao observador instanténeo (Z, E(Z)); além

disso,

eu =0 (2.8c)

e e =-1, (2.8d)

. o o . . - .
ou seja, e = e (u) & um vetor que fornece a orientacgdo relativa do "boost"

- 24
de u para u. A relacfo (2.8a) pode ser facilmente resolvida para u,

_11_



obtendo-se

com

Além disso

E importan

CCIO  eSperavamos.

o

, & facil mestrar

o«
e =

.4

te notar que

Outrossim,

-0t —q
u = ucosh B - e senh B,

que

u¥senh B+ e*cosh B

- -
e = - usenh 8 + e cosh 8 .

vale ressaltar que o

(2.9a)

(2.9b)

(2.9¢)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

"hoost" inverso, de u

para u, pode ser obtido de (2.8) simplesmente fazendo as substituigdes

24 -
u =2 u e

o ) .
e 5 - e, como esperavamos também.

.._12_



2,2.2. VETOR FLUXO DE PARTICULAS N

N  =nu + J , (2.13a)

com

fu =0 . (2. 13b)

Aqui n = n(u) ¢é a densidade de particulas e ja = ja(u) ¢ o arraste (de

particulas).

2.2.3. TENSOR ENERGIA-MOMENTO (SIMETRICO) T3

TOCB = pu‘xuB - thB + hauB + hBua + naB , (2.14a)
com
nu =0, (2.14b)
o
= n[mB] = naBu =0 . (2.14¢)
o &

Aqui p = p(u) é a densidade de energia (total), P = P(u) & a pressfo

B L %W

A & e . . & .
dinamica {(escalar), h = h (u) é o fluxo de energia ¢ =@ & o
estresse anisotrépico (tensorial sem traco). As vezes, €& Util também

introduzir-se o estresse total (tensorial) como

3 . . ~ .oy ) . .. ~
Em determinadas situacdes & 0til, ou até mesmo imprescindivel, a adogic de

. S s [26-23]
um tensor energia-momento assimétrico.
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nf o p® B o
VRV,

= 2P - P (2.14d)

2.2.4. TENSOR GRADIENTE Do REFERENCIAL yu' 20> 31!
ua;B = aauB + (1/3JGJhOC'B + UaB + waB , (2.15a)

com
aaua =0, (2.15b)
o = U[QB] = UaBu =0 , {2.15¢)
@ B

W8 L By -0 (2.15d)

Aqui 2% = a%(u) & a quadri-aceleragio, 8 = 8(u) é a (o escalar de) expansio,

af3

o . . , . s, .
o = g B(u) € o cisalhamento (também ceonhecido, peregrinisticamente, como

“shear") e waB = waB(u] & a vorticidade (rotagio).

2.2.5. TENSOR CAMPO ELETROMAGNETICO F

B, (2.18a)
I

COm

E'u =20, (2.18b)



Bu =0, (2.18¢)

. o ) s
Aquil Y = E%(w) & o campo eletromagnético, 8 = B%(uw) ¢ a inducgdc magnética

e aparece o tensor de Levi-Civita

naﬁpu = (- g)—beeaﬁpv ’ (2.17)

tal que e s 1.

2.3 LEI5S DE TRANSFORMACAO DAS GRANDEZAS RELATIVAS

Mediante uma transforma¢to arbitraria de observador instantaneo ou
referencial, conforme dada por (2.8), podemos agora investigar a mudanca
superveniente nas diversas grandezas relativas da decomposigao
espaco-temporal ortogonal de qualquer objetc geométrico.4 Para nossos
propositos, deter—-nos-emos somente nos seguintes objetos: ¢ vetor fluxo de

particulas N e o tensor energia-momento T.

2.3.1. VETOR FLUXO DE PARTICULAS N

a) densidade de particulas n:

4E facil, tomando a expressfo usual de uma transformacic (de coordenadas) de
Lorentz especial & adot%pdo comc referenciais agqueles adaptadcs aos sistemas
de coordenadas x e x’, segundo (2.2), recuperar, por exemplo, a lei de
transformacdo das grandezas relativas dc tensor campo eletromagnético (campo
elétrico e indugio magnética).
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= n = cosh B n + senh B jaea . (2.18)

b) arraste de particulas ja-

- —af3

i 1= N_h =
J B
= ja = ja - cosh 8 senh 8 (jhekua + nea) +
2 o A o
- senh”™ B (nu + j e ). {2.19)
2.3.2. TENSOR ENERGIA-MOMENTO T
a) densidade de energia p:
— L _(x_B
g o= TaBu u =
- A
= p=p +t 2cosh B senh B h ey +
2 of3
+ gsenh” B (p+ P+ 1 ee,) . (2.20)
a3
b) pressio dinamica (isotrépica) p:
P .= -(1/3)T %P -
afd
= A
= P =P+ (2/3)cosh 8 senh 8 h et
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+ {1/3)senh2 B{p+ P + naﬁeaeﬁ] . (2.21)

c) fluxo de energia n*:

= A% = cosh B h* - senh B [{P + Ple” + hAeAUa - HQAEA] +

- cosh B senh” B [{p + P o+ n“vepevlua + ZhAeAea] +

- senh® B8 [(P + P+ n“veuev)ea + 2hAeAua} : (2.22)

a3

d) estresse anisotrépico =n

B TWEOC“EBV + P8 S

= &QB = naB - 2cosh B senh B [— (1/3]hAeAhocIr3 + h(aeB] +

+ T{A(Ke;’\uﬁ)] +

+ senh® B [n“ve e utxuB + (1/3)(p + P + e e )haB +
[T [T

- Bh{auB) + (2/3)hAeAu(aeB) + (p + P]eme!3 - ZHA(QEAQB]] +

+ (4/3)cosh B senh” B [hhehuauB + (p+ P + n“vepgu)u(aeﬁl +

+ hhe emeﬁ] +



+ {2/3)senh’ B [(p + P o+ Tz}meuev)(uocu(3 + eaeﬁ) + 4hheAu(aeB)]

(2.23)

De posse dessas expressdes, podemes recuperar alguns resultados
. . . [17] .
interessantes de King & Ellis. Suponhames que, no referencial u

inicial, as decomposicgdes cortogonais de N e T sejam, respectivamente:
N* = nu® (2.24)
T = on%P® - PR (2.25)

Isso caracteriza o sistema descrito por N e T comc um fluide perfeito

(contanto que, além disso, P = p q) (cf. Se¢s. 2.4,5). Entdo, com respeito
1=

ac novo referencial u, as decomposigdes desses objetos assumem as formas

nais gerais possiveis [cf. (2.13a) e (2.14a)], com as grandezas relativas

gendo agora dadas por:

n = cosh B n, (2.26a)

3“ = - genh f8 ne” ) (2.26b)

p=p + senh® B (p + P) , (2.26c)
P="P+ (1/3)senh® g (p + P) , (2. 26d)
" = - cosh 8 senh B (p + p)e” | (2.26e)
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7 = senn® g (p + P) F“EB s (1/3)5“3] . (2. 26¢)

As férmulas (2.28c-f) correspondem justamente as Egs. (1.33b) da Ref. 17
{(notem~se as diferengas de assinatura da métrica, parametrizacio do "boost”

e notagfo para o fluxo de energial.

2.4. PRINCIPIOS GERAIS DA TERMODINAMICA RELATIVISTICA DE FLUIDOS SIMPLES

Na termodinamica relativistica de um fluido simples, consideramos
trés cbjetos como basicos ou primitivos:
. 5 .. . .
i) o vetor fluxo de particulas N, Ja 1introduzido na Subseg. 2.2.2, e

doravante suposto sempre do tipe temporal e orientade para o futuro:
NN >0 . (2.27)
o
11) ¢ tensor energia-momento T, ja introduzido na Subseg. 2.2.3, e doravante
suposto admitir sempre um uUniceo autovetor (linearmente independente) do tipeo

5 .
temperal, = ou seja,

vV, = AV, (2.28a)

5Quando tratamos de misturas, reagentes ou nfc, introduzimos N vetores
fluxos de particulas N(AV onde N & © numero de espécies ocu componentes
o f16,32]

{(quimicos, nucleares, etc) presentes.
8Isso implica que o tipo de Segré desse tensor deve ser {1,111] (ou suas
degenerescéncias), o gue elimina a consideragio de radiagac pura (per

33-35
exemplo, ondas eletromagnéticas planas).[ ]



com

vi > 0 . (2.28b)

iii) o velor fluxo de entroplia s, introduzide agora pela primeira vez, e

cuja decomposigio ortogonal,

¥ = snu® + 1% , (2.29a)

com

T'u =20, {2.29b)

permite definir a entropia especifica (por particula) s e o tri-fluxo de
entropia %

A implementagio da  abordagenm termodinamica  pressupde o
relacionamento entre essas grandezas basicas: suporemos, entfico, que s fica
determinado quande forem dados N e T, ou seja, que existe uma funcic

s* = %N, Ty (2.30)

Essa hipdtese pode ser motivada pela teoria cinética relativistica, onde
mostra-se que, para estados proximos do equilibrio termodin&mico (cf.
Sec. 2.5), os primeire e segundo momentos da fungie distribuicio (de uma
unica particula) fornecem  Jjustamente a informagic necessaria para a

(16,28, 36, 37] Isso também indica a

enumeragio dos microestados do sistema.
restricioc do dominio de wvalidade de nossas teorias fenomenclégicas ao

conjunto de estados convenientemente préximos do equilibrio termodinamico.

_20_



Com as condigGes acima apresentadas sobre N e T, podemos, num caso
arbitraric, utiliza-los para atribuir ao sistema fisico em consideragic dois

referenciais préprios naturais, em geral distintos:

i) o referencial de Eckart ou de particulas uN:[14’18’32'37] ¢ aquele no
qual as particulas se encontram, em média, em repousc; formalmente, é aquele

referencial paralelo a N, ou seja,

u. o N & ja(uN) =0 . {2.31)

[15,18,32,37]

ii) o referencial de Landau-Lifshitz cu de energia U é aquele

nc qual a energia (total) se encontra, em média, em repouso; formalmente, &

aquele referencial paralelo a um autovetor do tipo temporal de T, ou seja,
o
u. o« T _u & h (uE) =0 . (2.32)

Quando trabalhamos com o referencial de Eckart o fluxo de energia torna-se o

o .
que usualmente concebemos como o fluxo de calor g , ou seja,

g = h“(uN) : (2.33)

Per ocutro lade, quando trabalhamos com o referencial de Landau-Lifshitz, o
arraste de particulas forna-se o que usualmente concebemos como a difusio
o .
c , ou seja,

a

c* = j“{uE) . (2.34)

Vamos agora introduzir as leis que nos permitem determinar a
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" P 7 L
evoluglo das grandezas basicas. Em primeiro lugar, vemos que, ao adotarmos
como teoria descritiva do campo gravitacional a teoria de Einstein, devemos,
devido as cerrespondentes equacgdes de campo (8nG = 1),
BB - (1/2)Rg™ + Ag™ = - 198 (2.35)

ter o tenscr energla-memento (simétrico) sujeito a lei de "conservagio” da

energia e momento

™ =0 . (2.36)

Usande a decomposicgf@o (2.14) de TQB, podemes projetar tal equacfo

noe eixo temporal local e no espago de repouse local do cobservador
instanténeo (2, u(Z)) para obter, respectivamente, a lei de "conservacio” da

energia

- o e _af _
p+ (p+P)B+h . ha - = B 0 (2.37)
e a lei de "conservag@e” do momento
(p + P)a% - n%F(p g = by - nBA,;\) + [(4/3)@11“3 v Py w"‘ﬂhﬁ -0 . (2.38)

. . AL .
Aqui e mais a frente, ¢ ponte sobre uma grandeza X indica sua derivada

7 . . . : . .
Na teoria de meicos continuos, seja no espago-tempo newtonliano, seja no

minkowskiano em coordenadas pseudo—cartesianas, as equagdes de balango na
forma diferencial (lecal), conforme abaixo apresentadas, podem ser deduzidas

a partir de equagdes de balange na forma integral (global).128’38 a1] No
caso de coordenadas nio pseudo-cartesianas no espago-tempo minkewskiano ou
de espacgos-tempos curvos, ha uma ambigllidade na definigdo (covariante) de
grandezas globais (integradas) nfo escalares e um conseqgliente obscurecimento
no significado das leis de conservagao e balango.
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absoluta com respeito a uQ, ou seja, XA 1= XA‘aua.
Em segundo lugar, COmo expressio da segunda lei da
C 28,32, 36 . . e .
termodlnamlca,[ » 361 vetor fluxe de entropia estara sujeito a lei de

balango
g = Z=z=O0, (2.39a)

também conhecida como desigualdade (lei) de Clausius-Duhem. Aqui definimos
a densidade de fonte de entropia £. £ imediato, da decomposicio (2.29) de

& ., .
S , que essa expressio € equivalente a

=08 +sn+no)+ 1% =0. (2.39b)

¥

Em terceiro lugar, como expressio da usual constancia do numero de
particulas, o vetor fluxo de particulas estarad sujeito a lei de conservaghio
do mimerc de particulas

N =0 . (2.40a)
£ imediato, da decomposigio (2.13) de N, que essa equaci#o & equivalente a

n+ne + 3 L =0 (2. 40b)

A equagido (2.40) sera modificada no Cap. 5 para dar conta do processo de

criagéo de particulas.
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2.5. TERMODINAMICA  RELATIVISTICA DE ZEROESIMA ORDEM { TERMOSTATICA

RELATIVISTICA)

Os estados de equillibric termodindmico sfo definidos como aqueles
para os quals a densidade de fonte de entropia se anula,[16’28’32’36’37’42]

ou seja,

s =0, (2.41)

Para tais estados, o tensor energia-momentc e o vetor fluxo de

particulas estdo relacionados por

T = [ + P)/n?INNE - pe®B (2.42)

de modo que os referenclais de Eckart e de Landau-Lifshitz colncidem
(uN = U = u), com p, n e P sendo, respectivamente, a densidade de energia,
a densidade de particulas e a pressao dinamica com respeito a u, ou, mails
explicitamente,

%6 = pu%P - pp*P (2.43a)

N™ = nu . (2.43b)

Existirda uma funcgio entropia especifica de equilibrio (por

particulal) s (p, n) tal que
eq
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s =ns u (2.44)
eq
e
P=p :=-p-n'T (8s /dn) , (2. 45a)
eq eq eq P
onde
1/T = n(8s /8p) . {(2.45b)
eq eq n

Vemos entf8o que recuperamos a relacdo de Gibbs usual:

—

oy

5
it

(I/n)dp - {(p + p )/n°ldn
eq eq eq

du + p dv , (2. 4Ba)
eq

com =z energia interna especifica (por particula) u e o volume especifico

(por particula) v definidos por

u:=p/n - m (2.4eh)

v = 1/n . (2.46c)

Aqui m é =z massa (de repouse) das microparticulas constituinies do fluido.

s . 43
As equaces (2.4B) sfio as chamadas equagdes de estado (de equlllbrlo)[ 1
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definem a temperatura de equilibrio (termostatica) T e a pressio de
eq

equilibrio (hidrostatica) p .

eq

Além disso, a varlaglo espago-temporal das variaveis

relevantes sera dada por

(u(a/Teq];B) = 0 (2.47a)
e
(g /T ) =0, (2.47b)
eq eq ,&
onde
g =(p+p I/n-T s {2.47c)
eq eq eq eq
& o potencial quimicoe (relativistico). Essas ultimas condigdes implicamn,
por sua ver, em
n=p=0 (2.48a)
e
8 = UQB =0 . {2.48b)

Essas equagdes atestam que um estado global de equilibrio sé pode
prevalecer num espago—tempo estacionario, com o fluldo sujeite a um
movimento rigido. Ademais, todas as variaveils termodiné&micas ser&o, entéo,

constantes ao longo dos observadores no referencial préoprio u.
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2.6. TERMODINAMICA RELATIVISTICA DE ORDEM SUPERIOR

Para tratarmos de sistemas fora do equilibrio, suporemos que o
vetor fluxo de entropia ¢é expansivel em termos de grandezas que mecam o
afastamento do equilibrio, Tomaremos como estado de equilibrico de
comparagdo (fiducial) aquele com as mesmas densidade de energia p,
densidade de particulas n e quadri-velocidade u. Sendo assim, os desvios do
equilibrio serdo caracterizados pelas grandezas ja(u), h*(u), conforme Ja

definidas na Seg. 2.2, mais o esiresse viscoso total (tensorial):

LB B peqh(x'B . (2.49)

Conforme ja mencionade mals acima, esses fluxos dissipativos devem ser

pequencs, ou seja,

| jlu)/nl, Ih(u}/pl, HT(ui/pl « 1 (2.50a)
para um referencial u qualquer no qual estamos a construir a termodinamica,
contanto que ele difira pouco dos referenciais de Fckart e de

Landau~Lifshitz reals do sistema, esses também estandc, pois, préximos um do

ocutro, ou seja,
u - UN§, Ju - uEI «1 = ]uE - uNI « 1 . {2.50b)
2.6.1. TERMODINAMICA RELATIVISTICA DE PRIMEIRA ORDEM

A primeira formalizacdo da termodinamica relativistica de
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processos irreversivelis fol apresentada no trabalho, agora classico, de
[14] . . . . [15]
Eckart e continuou, mais tarde, com a obra de Landau & Lifshitz.
Estas primeiras versfes s8o as analogas relativisticas da termodinimica
classica de processos irreversivels, baseada essencialmente nas “relagdes
reciprocas”, algébricas e lineares, de Onsager-Casimir e no calculo
explicito da densidade de fonte de entropia.[39q41’44h48] Fermalmente,
adota-se como Ansatz especifico para ¢ fluxe de entreopia a expressfio linear

nos fluxos dissipativos[14’15’28’47_52]

s = s + pn* - e5%, (2.51)

onde B e ¢ sdo fungdes de zeroésima ordem, ou seja, sb6 das variaveis de
equilibric p e n, e seric fixadas mals adiante.
De posse dessa expressio, podemos calcular a densidade de fonte de
entropia 2, conforme dada por (2.39); obtemos
X

T=ns +s (n+n8) +p h" + Bh -9 j -3
eq , 0

. (2.52)
eq o ) O o

Note-se que essa expressio é valida diretamente como decorréncia do Ansatz
(2.51) acima, independentemente das trés leis gerais da Seg. 2.4.
Substituindo agora, num primeiro momento, éeq da relagio de Gibbs (2.46) no
primeiro terme do membro a direita, e, depols, na expressfo assim obtida, b
da lei de "conservagio" da energia (2.37) e n da lei de conservagio do
numero de particulas (2.40), chegamos a expressio final de interesse para a
densidade de fonte de entropia, correta até primeira ordem nos fluxos
dissipativos:
B3

o Lo «
= - - - +
z (P peq)B/Teq + 0 [B,a + aa/Tqu J @ja + o O‘CXB/Teq
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- o _ _ o
+ (B 1/Teq)h o + [(p + peq)/nTeq s @]J . (2.53)

eq ;

A maneira mais simples de assegurarmos a validade da desigualdade de

Clausius-Duhem (2.3%9) em qualquer estado ¢ escolhermos

B=1/T . (2.542)
d=p /T (2.54b)
eq eq

M:=P-p =-¢0, (¢ = 0) , (2.54c)
h* = kh®B(T -T a) , (k = 0) , (2.54d)

eq,B eq B
= e (£ =0), (2.54e)

eq sle

naﬁ = ZnGaB , (m =0) . (2.54f)

Aqui definimos o potencial quimico de equilibrio ueq e a pressio viscosa 1.
As express&es (2.54c-f) sdc as chamadas equagdes (relagdes) fenomenolégicas
{constitutivas), de primeira ordem, de um fluido relativistico simples.
Obviamente, as grandezas fencomenoloégicas &, Kk, £ e, chamadas,
respectivamente, de coeficiente de viscosidade volumar (peregrinisticamente,
"hulk viscosity coefficienl”), «coeficiente de «condulividade térmica,
coeficienle de difusao e coeficienle de viscosidade cisalhante
(peregrinisticamente, “shear viscosity coefficient”) s8o fungdes de ordem
Zero.

A  partir das equagdes fenomenolégicas (2.54¢c-1), podemos
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reescrever a expressdo para a densidade de fonte de entropia na forma
manifestamente nfo-negativa
2 o 2 .o, 2 a3
E=1T/sCT - hh/ - e +
' o o KTeq 3, ETeq T HQB/ZnTeq . (2.855)
Obteremos agora, a titule de 1lustraciio do formalismo e para
aplicagéo e modificagio postericres, uma equagdo de evolugio da temperatura.
Para tanto, lembrande que T & funglo de p e n e utilizando as expressbes
eq
para b e n provenientes, respectivamente, das leis de "conservagio" da

energia (2.37) e da "conservagio' do numero de particulas (2.40b), podemos

escrever
T =- [(p +p AT 78p) + n(8T /8n) ]@ +
eq eq eq n eq P
(8T /38p) {— m - b  + h%  + %o ] - (8T s8n) 3%
eq n ;o o of3 eq o
(2.58)
Langando mio da relagio auxiliar8
n(d8T /8n) =T (8p /8p) - (p + p YT rdp) ., (2.87)
eq 2] eq eq n eq eq n

chegamos, entfio, & lei de evolugio da temperatura (de equilibrio) procurada:

: @ a
Teq = - Teq(apeq/ap)n@ - (BTeq/ap)n [H@ + h o ha - =n G&B] +

8Esta formula pode ser deduzida diretamente da lei de Gibbs (2.48),

1gvand0vse em conta que =a diferencial ds é exata, ou  seja,
8°'s /dp8n = 8's /dndp.
eq eq
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@,
(az;q/an)p J . (2.58)

Un caso particular bem relevante dessa expresséo é o que prevalece na

termostatica (processos ndo dissipatives), quando ela se reduz simplesmente

a
T/T = - (8p /8p) © . (2.59)
eq I

s : ud
0 Ansatz de primeira ordem (2.51) para o fluxo de entropia s
conduz a uma teoria termodinamica gue apresenta uma série de deficiéncilas, a
saber:
i) acausalidade, ou seja, propagacBo de flutuagdes viscosas, Lérmicas ou
difusivas com velocidade superior 2 da luz no vacuo. Isso se deve ao fato
de gue, sob certas condigdes restritivas, as equagdes que regem o
comportamente dessas flutuagdes s&o equagdes diferenciais parciais
- [53,54]
parabélicas;
ii) Instabilidade dos estados de equilibrio, ou seja, divergéncia
exponencial de pequenos desvios do equllibric espacialmente locallzados.
Esse resultado é cbtide pela analise de Fourier de perturbag¢tes de um fluido
dissipativo no "background” de Minskowski. Cada. componente de Feurier
evolul como uma onda plana cuja freqgiiéncia estd sujeita a uma relacao de
dispersdo, que contém sempre modos exponencialmente crescentes. Essa
instabilidade ocorre para todas as escalas de comprimente e o tempe
. . . -34
caracteristico para tal crescimento & absurdamente pequenc (10 S para a
. . . " i521]
agua em condigdes normals de temperatura e pressioc);
ii11) auséncia de um problema de valores inicialis bem—postc, ou seja, as

equacdes que governam as perturbagbes constituem um sistema misto

(hiperbélico-parabélico-eliptico) de equacSes diferencliais parclals, cujo
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problema de Cauchy ndc & muito bem conhecido.[52’55]

Assim, procuraram-se novas formulagdes isentas desses reveseg, o

que nos leva as teorlas de segunda ordem.

2.6.2. TERMODINAMICA RELATIVISTICA DE SEGUNDA ORDEM

As desvantagens acima listadas da teoria de primeira ordem se
devem ac truncamento da expanséo do fluxe de entropia scmente até termos

lineares nos fluxos dissipativos, conforme primeiramente observado, no

centexto classice (ndo-relativistice), por Mﬁller[ssl

(161

e, no contexto

relativistico, por Israel.

Existem diversas formulacdes para a termedinamica relativistica de

[1B, 28, 37,55, 57-601

gsegunda ordem. Na literatura, as mais utilizadas séc a

el |
de Israel & Stewartns"ﬂj ¢ a de Pavon, Jou & Casas—Vézquez.[ST] No nosso
caso, seguiremos de perto 0 enfoque de Pavén, Jou &

. [29,54,57,611
Casas-Vazquez,

que distingue-se, essenclalmente, do de Israel &
Stewart pela introducfo explicita de uma lei de Gibbs modificada e equagdes

de estado de nfoc equilibrio.

Adota-se uma lei de Gibbs generalizada da forma
Tds = (1/n)dp - [(p + p)/n°ldn + (e I/n)dl +

+ (e n"/n)dh + (o ja/n)dj + {a naB/n)dn {2.80)
1 o 2 o 3 4

g

onde o©s coeficlientes ah sio funcgdes de ordem zero, a serem fixadas mais
tarde. Esse Ansatz obviamente ja indica que haverd corregdes nas equagdes

de estado de equilibrio, corregdes essas sempre quadrédticas (ou de ordem

superior) nos fluxos dissipatives, conforme veremos mais abaixo (cf. também
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com ¢ Apéndice B da Ref. 54).
A seguir, adota-se como expresséo para o tri-fluxo de entropia ¢
a equacgio
1 = (/mn® - () g® o+ Bonh“ ¥ Blnj‘x ¥ an“Bh + BanaB' (2.61)

onde os coeflicientes BA s8o fungdes de ordem zero,

Destarte, a densidade de fonte de entropia, conforme apresentada

em (2.39) fica

_ _ . o ol L& L0
=1 [( e + aOH)/T + WOBO’ah + Boh oty B J + B ;a] +

. *
+ n* [(— T OC/T ra ot “1ha)/T + yOBO R BT e ¥

A A
* Wzﬁz,hna ¥ ana ;A]

*

+ ja [- (/T o ¥ (az/T)ja + 7161 aﬂ + B1H o ¥

2 H

*
+ oy Ba,ajB + BSJ@;B] ) (2.62)

Aqui  introduzimos os <coeficientes de ordem zero Loy para efetuar

- o e
convenientemente a distribuigic dos termos cruzados (ITh, T1j, nthB,

naBj ]; note-se que

g3

_33_



O 1. (2.83)

A maneira mais simples de assegurarmos a validade da desigualdade

de Clausius~Duhem (2.38) é escolhermos

. _ o o «
LRI E@ + T(woﬁo’ah PR B I
+ 8% ) (t_:= - L& = 0)
Y| T, T Cao z . (2.84a)
of3y a _ L off _ -
rlh hB + h~ = kh [r,B Tale T (yOBO’BH + BOH,B +
+ ¥y B . A Bw A ) (vt := ka T = 0) (2.64b)
272, A B 2°B ;A ’ 1 1 ’ ’
o O a2 afd U _ A
Tzh JB +J = E&€T'h [®’B ?181,BH BlH,B WBBS,RHB

A
- BSHB ;A] , (rz i= gazT =z Q) , (2.64c)
. * . *
T <naB> + T R 271 <ua’B + Tly B ’ahB + 3 ha’B + ¥ B ’QJB +
2 2 373
v g 3% B (t_:= - 2n0_ = 0) (2.64d)
3 ! 3 3 ! )
onde
ax®Bs o n® B ) g gy By g (2.64e)
Hoow e
Aqui T Tyo T, & T s#o denominados, respectivamente, tempo de relaxacgio

viscosa volumar, tempo de relaxagdo térmica, tempo de relaxacglo difusiva e

tempo de relaxacio viscosa cisalhante. As expressdes (2.84a-d) s3o as
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equagbes (relagbes) fenomenolégicas (constitutivas), de segunda ordem, de
um fluide relativistico simples. Note-se que elas s#o, agora, equagdes
diferenciais, o que Jjustamente permite assegurar a propagacio com
velocidade finita (menor que ¢ = 1) das flutuagdes, contante que os tempos
de relaxagio recém-mencionados sejam tomados positivos.

A partir das novas equagdes fenomenclégicas (2.64a-d), podemos
reescrever a expressfo para a densidade de fonte de entropia na forma

manifestamente ndo-negativa;

$ = /et - 1% kt® - %5 et v 2B ot (2.65)
o o o3
idéntica, até termos de segunda ordem, a (2.55).
Da lei de Cibbs generalizada, (2.80), podemos agora determinar a
correglo, de segunda ordem nos fluxos dissipativos, nfdo sé da entropia
especifica, como também da temperatura e pressfo termodinamica. Assim,

temos, primeirc,

2 o .
s =s, " (1/2nTqu(tOH e T,h h /KT;q T, d /gTeq +

+ T I Ha8/2n) ) (2.68)
3w

B
Aqui substituimos T por T , ja que isto sé acarreta uma modificagidc na
eq
expressfio em termos de ordem superior & segunda nos fluxos dissipativos.
A seguir, de posse dessa expressfio para s, podemos estabelecer as

equagdes de estado de nfo-equllibrioc, ou seja,

1/nT = (as/ﬁp)n,n,h jm =
(v A R+ 751
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2 2 o 2
= I = Ie + (qu/Z) [IT [B(TO/Cqu)/ap] - hh [G(Tl/xle )/Bp] +

L 2 of3
SN [a(rz/gTeq}/Bp]n + (1/2)7:0C " [B(IB/HTeq)/Bp]n] (2.87a)

B

2
- (p + p)l/n'T = (9s/8n) ) =
p,ﬂ,ha,Ja,naB

N 2
= P=Dp.* (1/2)(p + peq)Teq [H [G(TO/CTeq)/ap]n +
o 2 . 2
hah [B(TI/KTeq)/Bp]n o [a(rz/&'Teq)/Bp]n +

£ 1/2)1:“6#’3 [a (rs/nTeq)/Bp] n} .

+ (1/2)n°T [rr2 [a(r /enT )/Bn] +
eq 8] eq ol
~ h h“[a(r /knT” )/Bn] - j“[a(r /&nT? )/Bn] "
o 1 eq P o 2 eq e

v (1/2)1 n“B[a(r /1T )/an] } (2.67b)
[+4 3 eq P

A temperatura de ndo equilibric (2.67a) pode ser relacicnada a
eficiéncia de um ciclo de Carncot no qual troca-se calor entre o sistema e og
reservatérios através de curtos pulsos de calor; o terme entre colchetes

. 62
representa a perda de eficiéncia devida a entropia produmda.[ ]



2.7. EQUIVALENCIA DAS FORMULACOES DE ECKART E DE LANDAU-LIFSHITZ

Mostraremos agora que as teorias termediniamicas acima construidas,
seja a de primeira ordem, seja a de segunda ordem, nos referenciais de
Eckart ¢ de Landau-Lifshitz s8o equivalentes, no sentido de gue, até
primeira ordem na tri-velocidade relativa desses referenciais e nos fluxos

dissipativos, a densidade de fonte de entropia Z é invariante.g

Consideremos entfo, primeiramente, as decomposigdes
espago-temporais de N e T, relativamente ao referencial de Eckart Uy Tow
N = nu® , J %= o (2.68a)
e
TaB = puauB - PhaB + qauB + unOé + n“B , qa = h%(u) . (2.68Db]
Consideremos, a seguir, essas mesmas decomposigdes para o
referencial de Landau-Lifshitz up = u:
N = ™o+ ¢ = %W (2.692)
e
ey T L =0 . (2.639b)

gEsse sera o unico aspecto da equivaléncia entre essas duas formulagdes
considerado aqui. E sabido que, no sentido amplo, particularmente no que
diz respeito a estabilidade, a formulagio de Landau-Lifshitz & mais

25, 52,63
vanta josa do que a de Eckart.[ 52,631
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As correspondentes expressfies para a densidade de fonte de
entropia séo
- 2 o 2 of
Z = AT - qqg /kT +un'xm
eq ¢4 eq o

/27T (2.70)
3 eq

$ o= 2T - &% T + 7%Fn ot (2.71)
eq o eq o3 eq

Atentemos agora para as leis de transformagéio das grandezas
n p, Pe naB, ou seja, as Egs. (2.18), (2.20), (2.21) e (2.23). Vemos que,
considerando desprezivels termos do tipo 62 e |Bg/pl (ou seja, « 1), tais
grandezas sfo Invariantes. Em particular, entic, a entropia especifica
seq(p, n), a temperatura TQq(p, n) , a pressfo termostatica peq(p, rnl e os
coeficientes de viscosidade J(p, n) e n{p, n) também s#o invariantes. Sendo
assim, as primeiras e terceiras parcelas dos membros direitos das duas
dltimas equagfes sdo iguais (nessa aproximagio) e sé precisamos comparar as
suas segundas parcelas,

Para tanto, utilizamos agora as expressdes (2.19) e (2.22), para

as transformagtes do arraste de particulas e do fluxc de energia,

respectivamente, obtendo, na mesma aproximagfo,

c o= - Bnea (2.72)

a* = Blp + peq)ea . (2.73)
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Logo,

q = - [(p+ peq)/n]ca (2.74)
[
ug o uﬁ + (p + peq)_lc{OC . (2.75)
Com a expressio (2.74), é imediato mostrar que,
através da identificacgéo
£=x [n/(p + peq)]2 . (2.78)

as segundas parcelas dos membros a direita de (2.70) e (2.71) se tornam
iguais (até primeira ordem) e, Ipso facto, também as densidades de fonte de

entropia, ou seja,

™~
12
™~

(2.77)

como queriamos demonstrar.
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CAPITULO 3

GEOMETROTERMODINAMICA FRIEDMANNIANA 1
O PAPEL DAS EQUACOES DE ESTADO

Neste capitulo, comegames a explorar a riqueza dos modelos tipo
Friedmann-Robertson-Walker através da escolha de uma equacfio de estado (de
equilibrio) diferente da comumente utilizada em cosmeologia. Na. primeira
secho, optamos por um pontc de vista razoavelmente conservador, na medida em
que supomos Jue os dados observacionais conduzem 4 adogfio de um "background"
geométrico de Robertson-Walker, gerado por um conteddo material adaptado a
suas isometrias (ef. Cap. 4); desse modo, em particular, o tensor
energla-momento assume a expresséo tipica de um fluido perfeito. Frisamos
al a necessidade matemitica de, na alternativa mais simples, recorrermos a
una relagioc adicional entre as variaveis independentes. A segunda secgio &
consagrada & apresentacfio de algumas equagdes de estado (de equilibrio)
basicas, com a indicagdc dos sistemas para os quais elas sio validas. Na
terceira secfo, proporcionamos uma motivagio para a admiss@o da equagio
peq = (y - 1){p - mn), cujas conseqiiéncias <s&c Iinvestigadas no resto do
capitulo. Na quarta segio, determinamos algumas propriedades termodinamicas
de um fluido com essa equacio de estado, a saber, as expressées de evolugéo
da temperatura e da velocidade do som. Na quinta secfio, estabelecemos a
equacio de Friedmann generalizada para o fator de escala. Na sexta segfo,
investigamos as propriedades qualitativas do conjunte de solugdes da equagho
de Friedmann, tanto pela analise do correspondente potencial efetivo, como
pela do retrato de fase. Na sétima seclo, encontramos solugdes exatas para

os modelos com tri-curvatura nula (g = 0). Na ultima secgio, calculamos



algumas propriedades cinematicas do fluido material, quais sejam, o
parametro de Hubble e o parametro de desaceleragio.
Este capitule se basela no trabalho original da Ref. 64,

estendendo-0 no que diz respeito & Seg. 6.

3.1. 0 PALCO

Baseados nas mals recentes observagdes astrofisicas, astronémicas
e cosmolégicas e em alguns "preconceitos" e expectativas teéricos e
filoséficos,{47'85d77] assumiremos que nosso universo pode ser descrito per
un  espago-tempo  espacialmente maximalmente simétrico {homogéneo e
isotrépico), gerado por um fluido cédsmico que tem como espago de repouso
Justamente as hipersuperficies maximalmente simétricas; dito de cutra forma,
o referencial do contetdeo material ¢é ortogonal as hipersuperficies
maximalmente simétricas, de modo que, para os seus observadores, de fato sfo
nanifestas (explicitas) as isometrias do "background". Destarte, existira
un sistema de coordenadas co-mével com a matéria, no qual o elemento de

linha adquirira a formal 13 47,65-68,71,78,79]

2 2

as® = dt? - RA(L)[(1 - er®) ™t ar?

+ r2(da6° + sene d¢2)] . (3.1)

onde R(t) & o chamado fator de escala e £ = 0, *1 & o parametro de curvatura
. s : P 10 "
das secdes espaciais maximalmente simétricas t = const. Az equagdes de

Finstein exigem, ent8o, que, relativamente ao referencial co—movel,

1OE, no minimo, capcioso chamar os modelos com € = 0, ¥ 1 de plano, esférico
(fechado) e hiperbélico (aberto), respectivamente, Jj& que a geometria

. . 65, 78,80,81]
absolutamente nio determina univocamente a topologla.[

_41_



o’ (3.2)

o tensor energia-momento tenha a decomposicio

T = pu%B - (3.3)

com
p = 3(R + e)/R" - A, (3.4a)
- BR/R=p + 3P - 27 . (3.4b)

Em particular, vemos que as variavels p e P s6 podem depender do tempo

cosmoldgico.

Com as expresstes acima para u e T, a leil de "conservacio" da

energia (2.37) fica

p+ 3(p+ PIRVR = 0 . (3.5)

Pode-se mostrar facilmente que essa equagio, Jjunto com a (3.4a), constitui
um sistema equivalente ao (3.4).

Conforme se apresenta, esse sistema (3.4) estd indeterminade, ja
que ele se constitui de duas equagbes para trés incégnitas: R, pe P
(estamos supondo A dado). Matematicamente, isso pode ser cerrigido

apelando-se a uma equagio complementar qualquer do tipeo

f(p, P, R, R, R, t) =0 . (3.8)
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Figicamente, trataremos dessa questfo justamente na secdo a seguir.

3.2. EQUACOES DE ESTADO

Conforme viste na Seg¢. 2.3, as equagdes de estade (de equilibric)

para um certo sistema sfo as relagdes

T =T q(p, n) (3.7a)

p =p (p, n), {3.7b)

que fornecem a temperatura (de equilibrioc) e a pressico (de equilibric) como
fungtes das variaveils basicas p e n. E o exato conhecimento dessas duas
funges que fixa totalmente a termostalica do sistema, no sentido de
permitirem, por integracio, a determinagio da relac¢do fundamental
.[43]

s =3 {(p, nj

Genericamente, portanto, deveriamos, para o estudo das
eq eq

propriedades termostaticas de nosso sistema, fornecer sempre ambas as
- . 11
equagdes supracitadas.

Para certos materiais ou fluxos (movimentos), porém, pode bastar a

1Como referéncia sobre equagdes de estado em geral, gostariamos de citar,
especificamente, em ordem de generalidade decrescente, os trabalhos de

Truesdell & Toupin,[aa] Menikoff & Plohr,[azl Landsberg[BS—BB] e Huang,[ae]

que sf8o particularmente claros, precisos e fecundos, fontes de inspiracgio!

Gostariamos também de chamar a atencfo para o trabalhe de Parker & Wang,[87]
onde, por intermédic de uma equaglc de estado mais complicada e,
supostamente, realista, esses autores conseguem exibir solugbes ndc
singulares.
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adogao de wuma dnica "equagBo de estade" degenerada ou incompleta, que

relacione somente P e p {cf. (3.8)]:

glp, P} =0, (3.8)

como é o caso nas aplicagdes cosmoldgicas mals usuais. Fssa expressdo é
comumente designada como uma equagio de estado barotirdpica ou piezolrdpica,
devido a sua semelhanga com as homdnimas da termodindmica classica (aqui
. : [3B6] s
comete-se um certo abuso de terminologial. Note-se que, em principio, P
ndo precisa ser identificada com nehuma das pressfes de natureza
termcdinamica das Segs. 2.5 ou 2.6 (p ou p).
eq

Como aplicagfie de equagdes de estado barotrépicas, citaremos dois

exemplos. Primeiramente, apresentamos a equacio

pt P = 'Jp>l , ¥y = 0, A = const , (3.9)
. . [88] . X
introduzida ad hoc por Barrow para simular, fenomenclogicamente, certos
campos escalares.
[83] . "
Segundamente, apresentamos a famcsa "lei gama",
P={(y - 1lip, ¥ = const « [0, 21 , {3.10)
que é a equagdo de estado ordinariamente empregada em cosmologia. Sua

aplicag&éo se justifica em pelo menos quatro importantes casos:

{1) pseudovécuo: y = O

Seja um campo classico (real) o(x), cuja dinamica ¢é governada

pelo principic usual de agfo minima associado a densidade lagrangiana



2= (/2800 o - V@), AL®) > O . (3.11)
E féacil mostrar, entio, que o tensor energia-momentc candnico (e

automaticamente simétrico) vale

T = A(®)D O
» a‘ 2

_ wh
oB (1/2)A0)2 e g

+ V(@)gaB . (3.12)

B3 B

Assim o correspondente estado de (pseudolvacueo (densidade de energia ou

hamitoniana minima) ocorre quando

i =0 o o = fDO = const (3.13a)

(dV/d@)(@O) =0 . (3.13b)

Substituindo essas condig¢des na expressico do tensor energia-momento, obtemos

que

TQB(@O) = V(@O)gocB . (314}
FE 6bvio, ent3o, que esse estado de pseudovacuo nfe privilegla nenhum
referencial, Jj& que qualquer vetor & autovetor ds T(@O) fcom autovalor

V(fbo)]12 e as Unicas grandezas dinamicas diferentes de zerc (p e P) s3c

2Isso equivale a dizer que o tipo de Segré do tensor energia-momento é
[(1,111)1. 13334, 90l
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invariantes por um "boost" qualquer: p = 5 e P =P (cf. Se¢. 2.3) com

P=-p (3.15)
e p = V(@O]. Note-se que egsa invariancia decorre do fato de o tensor
energia-momento ser proporcional a métrica, mesmo gque o fator de

proporcionalidade seja uma fungfio A = AlxS) (tipo, por exemplo, um termo
cosmolégico variidvel nas equagdes de Einstein. Ipso facto, justifica-se o
tratamento da ‘“"constante" cosmolégica como a densidade de energia do
" . [69,90-92]

vacuc”.

Para mais algumas consideracdes interessantes sobre esse tipo de

"matéria", remetemos o leitor a Ref. 3.

(11) poeira (matéria incoerente}: y =1

A poeira & um tipo de matéria "gasosa", na qual toda a energia, no
referencial préprio, provém somente da massa de repouso das "particulas"
constituintes (moléculas, galaxias, etc). Microscopicamente, essas
"particulas" apresentam um movimente perfeitamente coerente, todas com =a
mesma velocidade (em modulo, diregiio e sentido), de modo que a energia
interna especifica u (cf.Seg. 2.5) e a pressio P, relaclonadas con
movimentos microscdpicos aleatérios (residuais) e interacdes
interparticulares, sio nulas (ou, aproximativamente, =nm » nu, P), isto &,

suas "equacdes de estado” se escrevem como:

f = mn (3. 16a)
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P=20. {3.18b)

Queremos frisar que, se levassemos as Ultimas conseqgléncias a interpretacio

cinética desse material, deveriamos atribuir-lhe sempre uma temperatura

igual a zero!

(i1i) radiac8o isotroépica (matéria relativistical: y = 4,3

Esse sistema pode ser concebide come um "gas" perfeitamente
. .. 13 . Ce )
isotropico de particulas ultra-relativisticas ou de massa nula {fétons,
neutrinos, ...}, ou seja, com energia cinética (ou tri-momento) efetivamente
muite maior gque sua massa de repouso e eventual energia de interacio
intercorpuscular. Num desenvolvimento de teoria cinética, é dbvio, entio,

gque sua "equacio de estado” é dada por14

P = (1/3)p . (3.17)

Para um "g&s" de fétons, esse resultado pode ser facilmente obtide,
lembrande-se que o trago do tensor energia-memente de um campe

eletromagnético qualquer tem de ser zero.

13 E claro que, se esiivessenmos tratande de um campo de rad an PYr cujo
tensor energia-momentc, ©por definigfo, ¢é dade por = o7k com
k ka = O,[BS] nio teriamos mais (devido & anisotropia induzida pelo vetor de
onda k%) a validade da (3.17) a seguir.

14Basta. lembrar que Taa = jf(x, p]papadﬁ , onde f(x, p) & a fungio de
distribuicic (de uma unica particula), pa o [(guadri-)momento de cada
particula e dun o elemento de volume da camada de massa.
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(iv) matéria rigida (peregrinisticamente, "stiff matter"): y = 2

Esse sistema & o relativisticamente mais rigido, no sentido de que

nele o som se propaga f{(adiabaticamente) com velocidade igual a da prépria

luz {no vacuec). Sua "equagio de estade" ¢ dada por
P=p. (3.18)
, . . [94] . PR . =
Zel’ dovich construiu um modelo especifiico de interacio de

barions estaclionarios através de um campo vetorial com massa (campo de

Proca), do qual resultava a equacéo acima.15 Fsse tipo de matéria ja

o . [97,98]
encontrou algumas aplicagtes explicitas em cosmologia.

3.3 A EQUAGAO DE ESTADO p = Mn + (7 - 1)_1p16

Seja um gas ideal classico, cuja termostatica €& regida pelas

seguintes equacdes de estado (kB = 1)

pv = T (3.18a)
e
u = ulT) . (3.19b)
15 s . - . [95] ~
Fage modelo classico foil criticade por Harrison, mas uma versio em
215 .
teoria quantica de muitos corpos desenvolvida por Walecka[ ! confirmou a

equagic (3.18) ne limite de altas densidades.

16 . . A f s

Agora, e a seguir, neste capitulo, omitiremos os sub-indices "eq" das
diversas grandezas termcdinamicas, visto que restringir-nos-emos somente a
processos de equilibrio.
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Dessa forma, o calor especifico a veolume constante, fica, devido a lei de

Gibbs (2.46), igual a
c, i= T(BS/BT)V = dw/dT . (3.20)

Com isso, & facil, substituindo a (3.19a) novamente na lei de Gibbs, obter a

por vezes denominadas relacgio de Mayer,

, (3.21)

que fornece o calor especifico a pressio constante [c¢ := T(8s/8T) | em
P p
termos de c .
v
Admitiremes agera que esses calores especificos, em principio

fungdes (s6) da temperatura, sfo, de fato, <constantes:
c , ¢ = const . (3.22)
P

Também sé investigaremos doravante os processos politropicos, ou seja,
aqueles que se degenrolam a calor especifico c

[31,99,100]
constante:

Tds = cdT , c = const . (3.23)

Esses processos sfo suficientemente gerais para incluir os seguintes casos

particulares: (i) processos adiabaticos (¢ = 0), (i1) processos Isotérmicos

(c = * ©), (iii) processos isobaricos (c = c¢ ) e (iv) processos isocéricos
P

(c =c). Para essa classe de processos, a relagio de Gibbs pode ser

v



reescrita, tomando como variaveis basicas p e v, da forma
{c - cv)vdp =~ (¢ - cp)pdv , (3,24)

que ¢ facilmente integrada, fornecendo

= Xn? R K = const . (3.25a)

Aqui definimos o indice (ou expoente) politrépico

*

¥y = (c - cp)/(c - cv) ) (3.25b)

Nos quatro casog particulares de processog politrdpicos acima citados, esse
*
indice assume os valores: (i) ¥ =y := ¢ /c [para processos adiabaticos,
p v
quando & chamado, especificamente, de indice (ou expoente) adiabaticol,
* *
(i1) ¥ =1 (para processos isotérmices), (iii) y = 0 (para processos
- * - ’ -
isobaricos) e (iv) ¥ = % o (para processos isocdricos).
Para obtermos uma expressfo explicita para a densidade de energia

en tals processos, consideraremos agora que nosso fluide de fato é perfeito

(I = 0}, ou seja
P=rp, (3.26)
de modo que seu fluxo é sempre adiabatico,

s=0 & 0np=(p+opn, (3.27)
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como se comprova da lei de "conservagdo" da energia (3.5) e da lei de

conservacao do ntmero de particulas

n + 3nR/R = 0 . (3.28)

Assim, podemos substituir n de (3.27) na derivada da expressédo (3.26a) (com

#*

¥ = % = const) e chegar a equacdo diferencial homogénea
ypldp/sdp) - p = p , (3.29)
17

que integra-se facillmente para obter

p=Mn o+ (y - 1) 'p y £ 1, (3.30)

onde M é uma constante arbitraria de dimensSo de massa, suposta néo
negativa. Quando identificamos M com a massa m das particulas constituintes
do fluido, essa é justamente a expressfo usual para a densidade de energia
de um gas ideal classico (nfo relativistico) com f = 2/(y - 1) graus de

liberdade por particula, acrescida da energia de Pepcuso.18

17Se ¥y :=c /c =1, a soluwgio ¢ p=p ln (p/K), com K uma constante
v

arbitraria. Fisicamente, essa solugfo niZc tem muito sentido, Ja que ela

violaria a relagdo de Mayer (3.21).

18Pode—se investigar um gas relativistico de particulas pontuais (ou seja, s6

com trés graus de liberdade) via teoria cinética, encontrando-se que:
(i) continua valida a equaciio de estado (3.19a), p =nT, e (ii) a sua
energia interna especifica passa a ser wuma fungfdo transcendente da
temperatura, mas de modo tal que, no limite nfo relativistico (m » T),

p = mn + [3/2]nT.[32’99’101_103] Para artigos excelentes de revis@o sobre

teoria cinética em espacos-tempos curvoes, queira ver as Refs. 104 e 105 e
também o livro da Ref. 106.
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Formalmente, podemos, agora, recuperar todas as ‘"equacdes de
estade" da segic precedente, bastande, para tanto, fazer M = 0 e y assumir
os valores all expostos; observemos, de nove, no entanto, o carater singular
da poeira nesse contexto, Jja que a dedugio de {3.30), aqui apresentada, a

rigor, s6 vale para ¥ # 1.

3.4. A EVCLUGAD DA TEMPERATURA E A VELOCIDADE D& SOM

Recorrendo a Eq. (2.59), tomando como relagdo entre p, pe n a

equaciio de estado recém apresentada, (3.30), deduzimos diretamente que

3(¥-1)

T =T {R/R) , (3.31)

oo
onde TO i= T(ROL Assim, a temperatura do modelec se comporta justamente
come no casc padrio. No entanto, como veremos agora, a velocidade de som

passa a. ser uma grandeza dependente do tempo, come deveria.

De fato, sabemos que a velocidade {(isentropica) de som & dada

[47,85]
por

ve = (8p/dp) _ (3.32)
5 s

Assim, como (ap/ap)s = d(p, s)/8{p, s), é imediato, tendo em vista (3.30),
{100]
que

vz = yp/{p + p)

= y(y - Dp/l{y - 1IMn + ypl . {3.33)
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Se M =0, a velocidade constante v2 =y - 1 dos modelos padrdes de FRW é
s

recuperada.

3.5. A EQUAGAO DE FRIEDMANN GENERALIZADA

A partir de agora investigaremos o novo sistema completo de guatre
equagdes [(3.4a), (3.4h), (3.28) e (3.30)] e quatro incdgnitas
{(p, n, pe R).

Primeiro, integramos (3.28) para abter

n = NR, (3.34)

onde N € uma constante de integragio, que suporemos, assim como R, positiva
(nisso nfo hd nenhuma perda de generalidade, visto que o sistema citado no
paragrafc acima & invariante sob a transformagio R 5 - R). Dessa forma,
substituindo (3.34) em (3.30), segue que as variaveis p e p podem ser
eliminadas de (3.4), fornecendo uma equagio de Friedmann generalizada para o

fator de escala R(f),

Rt + AR® + Ae - (¢ - 1)B/R - (1/2)7AR® = 0 , (3.35a)
onde
A= {3y - 2)/2 (3.35b)
e
B:= MN/2 = O . (3.35¢)
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Un tipe de equagdc semelhante a essa fol estudado extensivamente nas
Refs. 107-109.
A seguinte integral primeira para a (3.35), com ¥, A = const, &
< 19
facilmente encontrada:

R® = a/R™ - ¢ + 2B/3R + AR"/3

, (3.36)
onde o & uma constante arbitraria.
Assim, podemos expressar a densidade de energla e a pressido como

fungdes sé de R:

p = (3R [1 ¥ (2B/3o¢)R3‘?"”] (3.37a)

p = 3aly - 1)/RK7 . (3.37b)

Note-se que a dependéncia funcional de p com relaciic a R permanece a mesha
que nos modelos de Friedmann-Robertson-Walker usuals, conforme esperado
tendo em vista (3.25a) e (3.34), que sfo validas (pelo menos implicitamente)
em ambos os contextes. Se B = 0, as Egs. (3.35)-(3.37) reduzem-se aquelas
dos modeleos padrdes de Friedmann-Robertson—Walker. Nesse caso, as solugles
unificadas de (3.35) para todos os valores (constantes) de € e y, com A = 0,

. 0 .
Tforam recentemente encontradas por Assad & lea[l 7] emn termos de fungdes

19Basta reduzi-la a uma equacido de primeira ordem em w(R) := F?, equacio essa

gque resulta linear e ,portanto, diretamente integravel.
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hipergeométricas.

3.6. ANALISE QUALITATIVA DOS MODELOS SEM CONSTANTE COSMOLOGICA

Antes de procedermos a integragfc analitica da Eq. (3.36),
investigaremcs as propriedades qualitativas do seu conjunto de solugdes
particulares, recorrende, para tanto, a dois métodes: (i) o do potencial

efetivo e (11) o do retrato de fase.

3.6.1. O POTENCIAL EFETIVO

A integral primeira (3.36), com A = 0, pode ser reescrita como

R + V(R) = - &, (3.38a)

onde
V(R) := - o/ - 2B/3R (3.38b)
sera, sugestivamente, chamade de potencial efetivo do modelo. Vemos

imediatamente que uma condigfo necessaria para a existéncia de uma solugio

particular fisicamente admissivel & que

V(R) = - g . (3.39)

Outra restrigfio a ser cumpirida é, obviamente, a condigio de
energia fraca, que, em termos do potencial efetivo, [ica simplesmente

fcf. (3.4a) com A = Q]:



Y(R) = 0O . (3.40)

Ent8o, quando: (i) e = 1, prevalece V(R) = -1; (ii}) € = 0, -1, prevalece
V(R) = 0.

Aqui consideraremos somente 0s modelos fisicamente mais

relevantes, com 1 < y = 2.20

a) o = 0
Un grafico tipico de V{R) é mostrade na Fig. 3.1.
V
e =
£ =
e =
Figura 3.1. Grafico do potencial efetivo V(R)
quande o = 0.
P

OA anidlise para O = ¥ = 1 & inteiramente andloga e Ja fol realizada também.
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b) « < O:

Nesse caso, a fungio V(R) sempre possul um minimo caracterizado

(Rc’ Vc) _ ({_BaA/B)l/B(X—l)’ - 3y - 1)Ial1/3(3—1)/{3A/B)2A/(2A—1))
(3.41)
Teremos agora irés sub-casos, dependendo do valor de a:
¥
bl) ¢ < « < 0:
Definimos
* —- _
« = - [3(y - 1I¥T Y (3a/B)F (3.42)
Un grafico tipico de V{R) é mostrado na Fig. 3.2.
*
b2) « = a < O:
Nesse caso, o ponto de minimo & dado por
(R, V) = ({y - 1)B/A, ~1) . {3.43)

Um grafico tipico correspondente se apresenta na Fig. 3.3.

k3
b3) @ < ¢ < O:

Na Fig. 3.4 mostramos um grafico tipico de V(R) associado a esse

Caso0,
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_£:+]- ________________________
g =0
- = —1f- A

Figura 3.2. Gréafico o potencial efetive V(R)
quande o« < a < O,

\
_£:+]*7 —————————————————————————
e =0
3
— & = —=71F-

Figura 3.3. Grafico do pgtencial efetive V(R)
quande o« = o« < 0.
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— f = ] Emfrm e e o e e e e e e e e
g = 0 —
TR

P T [

Figura 3.4. Grafico do pgtencial efetive V(R)
quando « < o < 0,

As principais conclusdes sdo que:
i) para £ = - 1, todas as solugdes fisicamente admissivels s#o singulares e
apresentam um fator de escala sem limite superior;
ii) para £ = 0, 1, temos solugdes fisicamente admissivels tanto singulares
como ndo singulares;
iii) para € = 0, todas as solugbes fisicamente admissivels possuem um fator
de escala sem limite superior;
iv) para ¢ = 1, as solugdes fisicamenie admissivels singulares apresentam um
fator de escala superiormente limitade e as solugfes fisicamente admissiveis
ndo singulares sfo periddicas;
v) s6 had solugdes estacionarias quande € = 1 e, nesse caso, o fator de

escala possuil o valor (constante):



R= (y - 1)B/A . (3. 44)
3.6.2. 0 RETRATO DE pase! 1107114

Com a introdugio das novas variaveis

x := R (3.45a)

¥ o= R (3. 45b)

podemos reduzir a equacgfoc de Friedmann generalizada (3.35), com A =0, a um

sistema auténomo plano da forma

x =y = F(x, y) (3. 48a)
e
v = - AyS/x — Aesx + C/xS o= G, y) . (3.46b)
onde definimos
C:=(y - 1)B . (3.46¢)

Ceonsideraremos agora sé B > 0 [cf. (3.35b)] e indices adiabaticos tais que
0 =95 = 2.

A existéncia e natureza dos pontos criticos depende essencialmente
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dos valores de € e y (cf. Tak. 3.1). Haverda um ponto critico (estacionario

ou de equilibrio) na regifio finita do plano de fase, dade por

(x, y) = (C/Ae, Q) , (3.47)

senpre que C/4e for finito e positivo.

¥ A C C/A
[0, 2/3) -1, 0) [-B, -B/3) [B, w)
2/3 0 -B/3 +o0
(2/3, 1 (0, 1/2) (-B/3, 0) (-, O)
1 1/2 0 0
(1, 21 (1/2, 2] (0, B] (0, B/2]

Tabel 3.1. Intervalo de valores admissiveis
para as grandezas y, A, C e C/A.

£ conveniente, entfo, fazer a seguinte classificacio:

al e =+ 1:

al) 0 = gy < 2/3:

Existe um unico ponto criticeo, dado por (3.47), que € uma sela.

A

a2} 2/3 y = 1:
Nic existe ponto critico.

a3) 1 < y = 2:

Existe um unico ponto critico, dado por (3.47), que & um centro.
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b) & = 0:

bl) 0 =y =2e y 2 1:

N&o existe ponto critico.
b2) ¥ = 1:

Qualquer ponto da retz y = 0 é um ponto ecritico.
c) g =- 1:

cl) 0 =y = 2/3:

Néo existe ponto critico.

c2) 2/3 < ¥y < 1:

Existe um unico ponto critico, dado por (3.47), que & um centro.

c3) 1 =y = 2:

Nao existe ponte critico.

Para construirmes o retrato de fase completo, que nos dé
informagdo exaustiva sobre teodos os tipos de sclugdes particulares, é
necessario efetuar uma andlise dos pontos criticos no infinitoe. Essa
andlise & bastante mais complexa, mas de qualgquer maneira Jja fol realizada
para o caso em que £ =1 e 1 <y = 2, fornecendo o retrato de fase da
Fig. 3.5, que estd, obviamente, de acordo com os resultados provenlentes da

subsecio anterior.
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Figura 3.5. Retrato de fase dos modelos com tri-curvatura
positiva (e = +1) e 1 < gy = 2.

3.7. AS SOLUGCOES EXATAS NO CASO ESPACIALMENTE CHATO E SEM CONSTANTE

COSMOLOGICA

Por questio de simplicidade, ater-nos-emos somente aos modelos
espacialmente chatos (g = 0) e com constante cosmoldgica nula (A = 0).
Nesse caso, a equagdo de Friedmann (3.3%5) correspondente pode ser colocada,
com ajuda da respectiva integral primeira (3.35), na forma candnica de uma

equacdo hipergeométrica

201 ~ z)(d%t/dz") + (1/2)[1 - (29 - 3)/(y - 1)z]{dtrsdz) = O , (3.48a)
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onde definimos

z = 1+ (2B/3R)(R/R )TV (3.48b)
e
R = a . (3. 48c)
Com a escolha t0 1= t(RO), a solugdo geral de (3.48) pode ser dada como

/2

t -t = [2R /3(y - 1)]1(1 + 2B/3R 1"® £(R) +
0 ) 0 o)
3y/2 acy-n]?
~[2R /3(y = 1)1 (R/R)) 7 [1 + (2B/3R ) (R/R ) [ ] f(R) , (3.49a)
com f(r) a funcio hipergeométrica
£(R) := F[[Ea’ - 1s2(y - 1), 1; 372 1 + [2]3/3R0)[R/R0)3(7'“] . (3.49p)
Deve-se notar que, tomande o limite em que B > 0 e usando a

identidade[lls]

I'(e) I'lec = a - b)
Fla, b: ¢c; 1) = (3.50)
F(c - a) T{le - b)

a Eq. (3.49) fornece o resultado esperado,

, (3.51)

2,3y
R =R [1 + 3yx(t - t 1/2R ]
0 0 0

dos modelos usuais de Friedmann—-Robertson-Walker com a equacio de estado da
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"lei gama" (3.10).[107]

Podemos obter ainda uma parametrizacgic mals conveniente dessas

solugdes, recorrendo a um nove tempo adimensional T dado por

dt

i

RO(R/RO)B/sz (3.52)

e un fator de escala auxiliar § definido como

3(y-11/2
S := R (R/R)FFVZ (3.53)
© ol
Com isso, a Eg. (3.35) pode ser reescrita (para £ = A = 0) como
t 2
S' - wsS =0, (3. 54a)
onde uma plica indica derivada em relagdo a t e
w = (3B/2R)7 |y - 1] (3.54b)

Para ¥ # 1, a solugio geral de (3.54), valida também no limite w > 0, é

S = SO(Senh wT)/w , {3.55a)

onde ja escolhemos S(t = 0) = 0. A constante SO pede ser fixada usandeo-~se a

integral primeira {(3.38) (para £ = A = 0):

S = 3R |y - 1]|/2 . (3.55b)
o] o}

A forma paramétrica final das sclugdes sera entio
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2/3{(y-1) 2/3(y -1}

R(t) = RO(Slq - 1]/2) [ (senh wt)/w] , (3.56a)

com o tempo coésmico t proveniente da substituigfio de (3.56a) em (3.439), ou

se ja,
o 1/2
t({r) - t0 = [ZRO/B(W - 1}][1 + dw /3y - 1)2] f(RO) +

- [2R0/3(3 - 1}](3]3 - 1|/2}?/(W~1) [ {senh wt}/wle(?‘1) cosh wr glT)

]

(3.56b)
cnde g(t) := f(R(7)), conforme dado por (3.48b) e (3.5B6a). Observemos que,

tomando o limite B > 0 em (3.56), as solugdes paramétricas dos modelos FRW

padrdes séo estabelecidas em uma coordenada temporal incemum (nfc conforme).

3.8. 08 PARAMETROS CINEMATICOS DE DESACELERAGAQ E DE HUBBLE

Para 1llustrar algumas predig¢des cbservacionais de presente modelo,

computemos, primeiramente, o parametro de desaceleracioc
PRS-
g = - RR/R . (3.57)

Usando (3.35) e (2.3B6), com £ = A = 0, encontramos que

(v - 1)B
aq =g - ) {3.58a)
RO[{RO/R)S‘?“‘“ + 2B/3R ]
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onde

Upy (3y - 2)1/2 := A (3.58b)
¢ Justamente o valeor do parametro ¢ no caso dos medelos usuais de FRW chatos
e sem constante cosmolégica (B = 0). Valendo-se da expressfio paramétrica

(3.56a), podemos obter uma formula explicita para g(T),

g = (3y - 2)/2 - (3/2)(y -~ 1) tanh® vt . (3.59)

Na Fig. 3.8, apresentamos q como fungdo de =T para varios valores
representativos de ¥. Note-se gque o valor atual, g 2 1, obtido a partir da
relagfdo distancia de luminosidade versus desvio para o vermelho pode ser

conseguido para varios dos valores fisicamente malis realistas de y (y = 1).
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Figura 3.6. Graficos do parametrc de desaceleragio g(t)
para diversos valores de 7¥.
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Finalmente, podemos calcular o parémetro de Hubble =atual,
cujo Inversco, em condigdes de gravitagio somente atrativa, fornece
um limite superior para a ldade do universo. Na. verdade, como os modelos
tendem rapidamente a uma fase dominada pela poeira, esperamos que sua idade

(ou parametro de Hubble} ndo difira muito daguela fornecida pela solugdo de

Einstein-de Sitter. Com efeito, a partir de (3.38) com &, A =0 e « = RiA
{ef. (3.48c)], obtemos, para o parametro de Hubble atual o valor
H = H° (1 +A), (3.60a)
) FRH,0
onde
A := 2BH /3 (3.80b)
FRW, D
e
= 1/R_, (3.B80¢)
FRH, 0 0

o parémetro de Hubble atual dos modelos usuais de Friedmann—Robertson-Walker

(B = 0). Come B = MnOR§/2 [cf. (3.35c)], podemos tomar Mno *p =
~3,1.107°" grem” (densidade de massa nas galaxias) e Ho =~
{47,73, 761

[

75 (km/s)/Mpc para estimar, grosselramente, que A = 0,03,
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CAPITULO 4

GEOMETROTERMODINAMICA FRIEDMANNIANA I
O PAPEL DO REFERENCIAL PROPRIO

0O enfoque fenomenolégico dos modelos cosmologicos exige a adocio
de uma quadri-velocidade (referencial) macroscépica representativa do fluxo
do continuo. Genericamente, temos duas especificagdes naturais para esse
campo  hidrodinamico refletindo: (1) o fluxo médie das particulas
constituintes do [luido (referencial de Eckart cu de particulas) ou (ii) o
fluxo médio da energia total (referencial de Landau-Lifshitz ou de energia).
Esses referenclais ja foram formalmente definidos na Seg¢. 2.4,

As cosmelogias usuals podem ser divididas em duas classes
disjuntas: (i) os modelos de equilibrio (nfo dissipativos), tals como os
modelos padrdes de Friedmann-Robertson-Walker, onde ambos os referenciais
coincidem e {ii) os modelos de nfc equilibric (dissipatives), onde o
reeferencial de Eckart ¢ sempre (pelo menos implicitamente) adotado. Além
disso, a Gltima classe de modelos é comumente examinada por intermédioc de

uma teoria termodinamica de primeira ordem acausal,[18’19’47’118_118] que

como Ja menclonamos na Subseg. 2.6.1, apresenta diversas desvantagens.

Neste capitule, investigamos modelos tipo FRW no contexto de uma
teoria termodinamica estendida de segunda ordem no referencial de
Landau-Lifshitz. Na verdade, esse tipo de teoria ja fol aplicado em algumas
questdes cosmolégicas,[llgulza] mas sempre no referencial de Eckart.

Na préxima segdo, apresentamos nossas hipdoteses basicas relativas

a4 geometria e a termodinémica. Na terceira secgBo, obtemos a equacio de

Friedmann generalizada para o fator de escala e deduzimos algumas solugdes



exatas para o caso espacialmente chato (g = 0). Na quarta e ultima secio,
analisamos algumas propriedades termodinamicas dos modelos, dedicando
especial atengfio a aplicagic da segunda lei generalizada.

Este capitulo se baseia no trabalho original da Ref. 124.

4.1. HIPOTESES BASICAS

Nesta secfio, exporemos nossas suposicdes fundamentais de carater
termodinamico (decomposicgfio das grandezas basicas, equagfio fenomenolégica
para a difuséo, equagdes de estado de equilibrio e de nfo equilibric, etc).

Restringiremos nossa atencfo a um fluido simples dissipativo com

(4. 1a)

N = nu® + ¢ , ¢fu =0 , (4.1b}

de modo que a Unica fonte de dissipagfio é a difuséo c®. A auséncia do termo
. I of3 o
de fluxo de energia na decomposicgio de T e a presenga do termo c¢

na decomposicgio de N% caracterizam o uso do referencial de Landau-Lifshitz.

A lel de conservagio do nimero de particulas fica

(4.2)

Investigaremos esse sistema com a termodinémica estendida de
segunda ordem da Subseg. Z.6.Z2. Em particular, queremos celigir agui a

expressfie explicita que diversas férmulas dagquela subsecio assumem no caso

_70__.



acima especificado.

A leli de Gibbs generalizada (2.B80), base para tal teoria, fica
nTds = dp - [(p + p)/nldn + {rgca/gT Jde, - (4.3)
c

Com 1isso, a equagédo diferencial fenomenolégica (2.64c) para

c o= j“(uN) reduz-se a

rzh“BéB + % = 1B ) ; (4.4)

e a dengidade de fonte de entropia (2.65) a
s = - c‘xcm/ng2 . (4.5)
Podemos, entfo, reescrever a enlropia especifica (2.86) como

s =5 + TC c:oc/ng‘rl'f"2 , (4.8)
eq 2 o eq

de onde deduzem-se as equagdes de estado de nfo equilibrio [ef. (2.87)]:

T=T - (T° /2n%) [6[r (p + p )2 /KT? ]/ap] c % (4.7a)
€q eq 2 eq eq n o

2 2, .2
p=p, - (T /20 )[(p +p) [6[1'2(9 +p,) /KTeq]/ap]n v

o

! 2, 3.2
+ n [a[fz(p + peq) /Kn.Teq]/an]p]cac (4.7b)
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Aqui preferimos utllizar o coeficiente de condutividade térmica & ao

coeficiente de difusfico £; essas grandezas se relacionam, de acordo com

(2.76}, por
2
£ = k[n/(p + peq)] . (4.8)
Como sempre, estaremos interessados em geometrias de
Friedmann-Robertson-Walker, mas, desta vez, s6 com tricurvatura nula

(e = 0), ou seja, de modo que o elemento de linha fica

ds® = dt® - R*(t)[dr® + r°(de® + sen®0 dg°)] . (4.9)

0 referencial u constante das decomposigfSes (4.1} continuarid sendo tomado

como cortogonal &as hipersuperficies maximalmente siméltricas:

u =8 . (4.10)

Urge notar, entretanto, que a isotropia geométrica do "background" nfo se
reflete numa correspondente isotropia material, devido a presenga da difuséo
c* (vetor do tipo espacial). Falaremos mais sobre isso posteriormente.

As equaglBes de Einstein correspondentes s3c equivalentes a

[cf. (3.4)1:

o = 3(R/R)% (4.11a)

p = - (2RR + R%)/R® . (4.11b)

_72_



Como equagdes de estado de equilibrio, adotaremos as expressdes

mais usuais [cf. Segs. 3.2 e 3.3]:

= nT (4.12a)

eq €q

Py = (¥ - 1lp . (4.12b)

4.2. AS SOLUGOES EXATAS

.. .. . - o
As variavels dinaémicas relevantes de nosso sistema so R, n e ¢

sujeitas as equagdes (4.2), (4.4) e (4.11), sendo p dado por (4.7b).
Supondo que o gradiente espacial de p/T se anule (compativel com a

homogeneidade de p e p) e ja que o fluxo é geodésico, (4.4) reduz-se a
tzé +c¢c = 0. (4.13)
Assumiremos agora também, baseados em consideragdes dimensionals, que
T = BH = Vape 7, (4.14a)
onde H & o parametro de Hubble,

H:= B/R , (4.14b)

e 3 é uma constante adimensional nio negativa, Essa hipdtese possul uma

_<73u



motivagio adicional pelo fato de que existe uma escala de tempo natural

fornecida pela evolugfo cdsmica, a saber, o tempo de Hubble. Assim, {(4.13)

torna~se imediatamente integravel (lembre-se que &% = ca;AuA):
= (0, '), (4.15a)
cam
o' = el RUEE (4. 15b)
Aqul c;(ﬁ) & um campo tri-vetorial espacial arbitrarioc. Supondo agora que
este campo tem a forma
¢l = bK' (4.16)

onde b & uma constante e K'(¥) um campe vetorial de KXilling das
hipersuperficies maximalmente simétricas normalizado a -R® = g_jKiK{
1
podemos garantir, como wmostraremos a segulr, que p depende sé de t. Com
essa escolha a divergéncia de ca se anula,
¢ =0, (4.17)
Do
e sua norma flica
caca = - b RP (4.18)



A solugio de (4.2) é agora imediata:

n = NR (4.19)

com N uma constante ndo negativa.
Para estabelecermos a equagio de Friedmann generalizada, temes
que, em visia de (4.7b), suprir nfo sé as equagles de estade de equilibrio

(4.12), como também um "Ansatz" para o coeficlente de ceondutividade térmica;

escolheremos
k= 2ap", (4.20)
com A e m constantes (A = 0). Destarte, a pressic de nfio equilibrio reulta
ser
p=(y - 1)p - (1/3)BR 2B grom (4.21a)
onde
3v3Ry b
B:= ———— [(m+ 1/2)y + 1] . (4.21b)
2AN(y-1)
De agora em diante, por simplicidade matematica,

restringir-nos-emos ao caso § = 2/3. A lei de "“conservagfo" da energia fica

entioc

1/2-m

p + 3yHp = BHp (4.22)

,75_



Com as esceclhas m = - 3/2 ¢ 3B = a/mv, onde v = 10_3M§ ¢ a tensio da corda
("string"} fundamental em unidades da massa de Planck MP e « & a dimensfo
fractal da corda, podemos modelar fencmenolcogicamente a produgio quantica de
cordas fundamentais.Ile]

A fim de procurarmes solugles exatas, usamos as equagbes de
Finstein (4.11) e a pressfc de nio equilibrio (4.21) para obter a equagfio de
Friedmann generalizada em termos de H:

oH + 3yH° - CHU ™ = o (4.23a)

ccm

C .= 3 V&g | (4.23b)

Una solucBo imediata de (4.23} é a solug8o de de Sitter R = Rbexp (Hot), com

R0 uma constante arbitraria e

331{?"” = C . (4.24)

A Eq. (4.23) pode ser reescrita como

2RAI/GR + 3yH - CH " =0 , (4.25)

. (1281 . s R = . .

e fol estudada por Barrow no caso distinto de dissipagio devida a
pressiio viscosa. Fle obteve trés classes de solugdes exatas, das quais so
apresentaremos as mais elucidativas e fisicamente relevantes. A Eq. (4.25)

pcde ser integrada para gerar
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-3y (2m+1) /2 2m+1

| (H/E_) > 1 (4.28)

R = (H/H
0

ou

~3y(2m+1) /2

2m+1 2m+1
R

=1 - (H/Ho) ) (H/HO) < 1. (4.27)

Como H := R/R, da integral (4.28) vemos que para 2m > - 1 e E > HO temos

R > t¥%

e t 50 conforme H > w, ao passo que temos R 5 exp (Hot) et sw
conforme H - HO por cima; as solugdes desse tipo exibem uma singularidade
friedmanniana inicial (t = 0) e entfco inflam até um estagio de de Sitter
(t > w). Quando 2m < — 1 e H < Ho’ (4.26) mostra gue temos R 5 exp (Hot) e

2/3
(4 t - o confornme

t - - o conforme H = Ho por baixo, ao passo que R - t
H > 0; as solugdes desse tipo comegam de um estédgio remoto de de Sitter
(t » - w) e entBo desinflam até uma era friedmanniana (t - »). Em qualquer
desses dois casos, vemos, de (4.1b) e (4.18), que a difusfo extingue-se
assintoticamente, de modo que ocorre uma isotropizacio (material) espontanea
do medelo, com N* 5 nu® conforme t > o. 0 caso (4.27) implica no
comportamento peculiar de que R{t) seja limitado superiormente pela unidade
quande 2m < - 1 e H > HO, e limitado inferiormente pela unidade quando
2m>—1e~H<HO.

Se (i) 2m> -1 e H > Ho ou (ii) 2m < - 1 e H < Ho’ entfo (4.28)
vale e, depols da substituigso

senh 9 := R—33’(2m+1)/4 , (4.28)

ela fernece

_77,



(2m=-1}/(2m+1}

cosh
-(3/4)Y(2m + 1}Hot = { sonh © ds , (4.29)

cuja soluglo pode ser encontrada analiticamente quando (Z2m - 1)/(2m + 1) for
um inteiro. Assim, somos levados aos seguintes quatro tipos de solucgdes

fisicamente relevantes, conforme:

a) (Z2m - 1)/(2m + 1) = 2r, 7 € Z :

_ay(zmet) s2}0 2
1+ v ]

- (374)(2m + 1)yH t = +
° 2k - 1

172
+ 1In [[1 * ngg‘zm*“’z] - 1] + (3/4)(2m + 1)y In R ;  (4.30a)

b) (2m - 1)/(2m + 1) =2r + 1, r e 7

k
[ 1+ R—37(2m+1)/2}

- (3/74)(2m + 1)7H0t = +
2k

1/2
- In [[1 + R'SW‘ZW””Q] - 1] - (3/4)(2m + 1)y In R :  (4.30b)

c) (1 —-2m)/(2m + 1) =2r, r e Z :

gy (zme1) 2] TR

- (374)(2m + LgHt = .
2r - 2k + 1
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1/2
+ 1n [[1 + Rfsy‘zm”)’z] - 1] + (3/4)(2n + 1)y 1n R ;  (4.30c)

d) (1 -2m)/(2m+ 1) =2r + 1, re 7 :

~3yizmen) 2] 570
1]

- (3/8)(2m + 1)HE = +
or - 2k + 1

1/2
- 1n [[1 " Rfav(zm*”’z] - 1] - (3/8)(2m + 1)y 1n R . (4.30d)

Qualquer um desses quatre conjuntos de formulas inclul ambos os tipos de
solug8es inflaciondarias e deflaclonarias acima menclonadas. Para malores

informacgtes sobre essas solucdes, remetemos o lelitor as Refs. 123 e 126,

4.3. A SEGUNDA LEI GENERALIZADA

Dentre as solugdes encontradas acima existem algumas que se
aproximam de uma erz de de Sitter assintética, conforme t 5w (2Z2m > - 1 e
H > HOL Em tais casos, ocorrem horizontes de eventecs (nfio astrofisicos,

. o [67,68, 127] . ; .
mas sim cosmolégicos), 20s quals se pode associar uma entropia e

128
uma temperatura dadas por[ !

SH = 2wA (4.31)
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TH = H/2n , (4.32)

respectivamente. Aqui, A := 4H/H2, a éarea do horizonte de eventes. Para

modelos desse tipo, & natural generalizar a segunda lei da termodinamica, no
c s [1291] s s

mesmo espirite que para buracos negros, de modo a exiglr que a scma da

entropia gravitacional (do horizonte) e da enlropia da matéria nfo possa

decrescer com ¢ tempo. Em particular, Davies conseguiu demonstrar sua

[130,131]

validade para espagos quase—de Sitter Barrow utilizou essa

generalizagido como um critério excludente contra algumas solugdes

[126] No entanto, esses ciélculos foram todos

patologicas de (4.25).
executados com ajuda da teoria termodinamica de Eckart de primeira cordem.
Esses resultados soé podem, pols, serem considerados fidedignos para solugdes
estaciondrias, mas n3o para os modelos acima apresentados, que s#o
transientes ou evolucicnarios. No casc de um flulde viscosc, Pavéen Jja
retificou a abordagen do problema com ajuda da termodinamica

[123,132] Procedemos agora a uma andlise semelhante no contexto

estendida.
de nossos modelos difusivos.

A producio de entropia do fluido via difusio toma a forma
. 3 2. o
SF = - (R /xTeq)c c,

b2?2p2

= — (4.33}
Kn2T2
eq

Usando a expressfo acima de SH, podemcs determinar a produgio de

entropia gravitacional {do horizonte)
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éH = - 16 H/H

1/2-m 3

= 8n°[yp - (1/3)Bp 1/H (4.34)
0O fluido estd em contato térmico com ¢ horizonte, de modo que sua

temperatura deve colincldir com TH. Levando isso em contato, a segunda lei

generalizada requer que

$=6 +8
H F
4n2b2W2p2 2 172~ 3
S — + 8n [yp - (1/3)Bp "/H =0 . (4.35)
kn H
Para os modelos inflacionarios (2m > - 1 e H > Ho}, a geragdo de

entropia no estagio assintético de de Sitter ¢ dominada pela contribuicic do

horizonte, que pode ser reescrita como
éH = (24n°y/H) [1 - (H/HO)'(szU] . (4.36)
Nessa era, podemos supor que

H = HD(l +3) , 0 <&« 1, (4.37)

de modo que

éH = 2An ys(2m + 1)/8, >0 . (4.38)



A segunda lei generalizada (SLG) ndc restringe de nenhuma maneira esses
modelos. De fato, sempre que a condiglico de energia dominante (CED) for
satisfeita,

p+p=- (/DB " =0, (4.39)

SH por si sé ja& é ndc negativo, e, como tal, também o sera S. Contudo, &
possivel que, devido & difuséo, a CED seja violada numa outra época € que a
entropia assocliada ac horizeonte decresga com o tempo. Nessas condigdes, a
validade da SLG nfo pode ser assegurada a priori e, se a mesma for tomada
como postulado, ela poderia desempenhar o papel de um principio seletor para
modelos fisicamente admissiveis sob cutros aspectos.

Convém enfatizar que, na medida em que os medelos deflacionaries
(2m < - 1 e H < Ho) nic possuem horizonte de eventos, nfo ha absclutamente
nenhum sentido em aplicar-lhes a SLGC {como feito na Ref. 126), conforme ja

observado por Raychaudhuri.ElaB}
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CAPITULO &

GEOMETROTERMODINAMICA FRIEDMANNIANA It
O PAPEL DAS EQUACOES DE BALANCO

"No principio criocu Deus os céus e a terra.
A terra, porém, era sem forma e vazia;
havia trevas sobre a face do abismo,

e o Espirito de Deus palrava por sobre as aguas.

Disse Deus: Haja luz; e houve luz.“[134]

A génese do Universo, em particular, da matéria aqui presente, &,
indubitavelmente, um dos maiores, mals instiganies e recorrentes enigmnas da
cosmologia e do saber humano em geral. E clarc que, como toda profunda
questfo, ela nos conduz a meandros ndc sé cientificos, como filoséficos e

- 21 - . o .
teoldgicos. Uma. das primeiras, mais perenes e, quiga no mundo ccidental,

mais repregsentativas consideracdes sobre esse itema ¢ apresentada, em forma

caﬁénica, no Livro do Génesis da Biblia,[134] de onde retiramos a epigrafe
acima.

No contexto relativistico, a primeira abordagem dessa questic se
deve a Dirac,[140‘141] que, formulando a hipdtese dos grandes numeros

{variagfo das "constantes" fundamentais), conclul da varlagio do nimeroc de

particulas no Universo.{142] A segulr, temos os t{trabalhos de Bondi &

01d[143] [144-145]

G e Hoyle, que, ao Iimplementarem o principio cosmolégico

perfeito, levando em conta a expansf@o do universo, foram levados a admitir a

21O diadlogo entre as culturas cientifica e teolédgica conta com a participacéo

de varios pensadores renomados, antigos e contemporéneos; recomendamos, so
como uma amostragem completamente despretensiosa, as Refs. 135-139.



existéncia de um campo C responsavel pela criagfo de matéria. Essa chamada
teoria do estado estacionario ndo goza atualmente de muito prestigio,
principalmente frente a suas dificuldades em explicar a abundancia dos
3 4 7. R ‘s
elementos leves (D, "He, He e 'Li) e a presenga da radiagio cdsmica de
fundo em microondas; no entanto, ela possul algumas caracteristicas bastante
sat isfatérias, tais como a incorporacgio do principio de Mach e a migragio do
universo para uma época inflaciondria de de Sitter, independentemente das
A c e . " P s [142]
condicdes iniciais {teorema da "calvicie" césmica).
No contexto quantico, a idéia basica de que o Universo fora criado

come uma flutuagfio do véAcuo fol originalmente proposta por Tryon[148]

independentemente por Fomin.[147] Tryonr argumentou que, se o valer total
{("liquidc") de todas as grandezas conservadas dc Universo, em particular sua
energia total (material mais gravitacicnal), for zero, ent@o um universo
cuja duragio estia condicionada pela relagio de incerteza AE At = RB/2
poderia ter emergido de uma flutuacdc quéantica do vécuo.22

Mais tarde, Brout, Englert & Gunzig[149] sugeriram um cenario
concretec que provia uma geracio simultanea de matérla e curvatura a partir
de uma flutuacfc quantica do vacuo do espago-tempo de Minkowski. Nesse
modelo, depois de um primeiro estdagio de criagio, o Unlverso entra numa era
de de Siiter, na qual os problemas cosmolégicos usuais (isotropia, chateza,
etc) sac solucionados, e, finalmente, ¢ sistema atinge a atual fase
friedmanniana adiabatica.

Algumas tentativas de um enfoque fenomenolégico para o modelo

[150-155]

acima também apareceram na literatura. Estamos particularmente

interessados nas Refs. 153-155, onde os autores aplicam a termodindmica de

22Para uma exposiciio bem didatica desse e de outros pontos relacionados com z
"eriagfo ex nihilo (a partir do nada)", queira consultar a Ref. 148.
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sistemas abertos a cosmologia, permitindo produgdo tanto de entropia como de
particulas. Esses trabalhos poderiam sugerir, inter alia, que, as custas da
energia gravitacional, somente criagio de matéria poderia ocerrer, sendo o
processe inverse {destruicgic de matéria) termodinamicamente preibide. Como
veremos neste capitulo, esse ndoc é o caso,

Fste capitulo estad dividido em duas segdes; na primeira delas,
apresentamos a formulagfo manifestamente covariante que da conta do processo
de criacgido de particulas, na presenga de um campo gravitacional arbitrario,
gqualquer gue seja o mecanismo responsavel por essa criagio. Deduzimos ai
também a expressio para a correspondente leil de eveolugfo da temperatura, que
gsera utilizada na préxima secihce. Na segunda segfo, propomos um Ansatz entre
a pressfo de criagio e a densidade de fonte de particulas, a partir do qual
podemos recuperar naturalmente e criticar alguns resultados obtidos por
Prigogine et alii.

Este capitulc se baseia ne trabalhoe original das Refs. 1586

e 157.

5.1. TERMODINAMICA E CRIACAQ DE MATERIA EM UM FLUIDO SIMPLES

Nesta segao, apresentaremos a formulagéo manifestamente

covariante, em contraste com aquela adotada por Prigogine e
[153-155] . A

colaboradores, necessaria para o tratamento do precesse de criagéoe

de particulas em um fluide simples.
Recordemos as caracteristicas fundamentais de um fluido simples em
regime termostatico (cf. Seg. 2.6).

Suas variaveis basicas assumem a forma

N (5.1)
e eq
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N~ = nu (5.2)

s = ns u . (5.3)

Esses objetos estdo sujeitos, respectivamente, as leis

SR (5.4)
eq; 3
o
el (5.5)
e
a —
g Q, (5.6)
e a entropia especifica s satisfaz a lei de Gibbs
T ds = dlp/n) + p d(1/n) . (5.7)
eq eq eq

Ve jamos agora dquals as modificagdes minimas que devem ser
introduzidas para descrever consistentemente um processo puro de criacgfo de
particulas. A primeira modificagic dbvia diz respeito a Eq. (5.5), que deve
ser transformada numa verdadeira equacdo de balanco, posto que nioc ha mais
conservacdo do numero de particulas. Por outro lade, a fim de n#oc
introduzirmos um processo difusive complicador, manteremas a expressido (5.2)

para o fluxo de particulas. Assim, temos



N =, (5.8)

N~ = nu . (5.9)

Com relagdc as Egs. (5.3) e (5.6), nZc hia absolutamente nehuma
razdo para serenm alteradas, viste que (5.B) Jj& & uma equagio de balango

genérica e (5.3) deve representar justamente o fluxc de entropia na auséncia

de fendmenos dissipativos vetoriais e tensoriais (ha, ja, naﬁ), pelo menos
até primeira ordem. Logc, mantemos
s = ns u* (5.10)
eq
5
s =x=0 (5.11)
s

Resta-nos considerar as Egs. (5.1), (5.4) e (5.7). A Egq. (5.7) é

PR . ; [43, 46]
valida mesme paraz um sistema aberto,

ou seja, através de cuja
fronteira ha um arraste de particulas, e considera-la-emos igualmente
procedente quandc houver uma efetiva criagido de matéria. Quanto as duas
outras equacdes [(5.1) e (5.4)], & facil mostrar que, por coeréncia com ©
balange de energia, devemos, mesmo supondo ausentes outros processos
dissipativos que nio a criagdc de particulas, considerar uma presséo
dinamica efetiva P distinta de pe. De fato, consideremos um universo em

q

expansfdic no qual ha criagBo de matéria; devemos esperar, entdo, que a
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energia em um volume co-mdvel decresga mals lentamente do que na situagdo
ordinaria.- Pode-se efetivar issc por melio de uma diminuicg8c da pressioc

dinamica. Formalmente, consideramos um tensor energla-momento

o
T = pu u” - Ph , (5.12a)

con

P=p +T, (5.12b)

sujeito & lei de "conservagfo" da energia (nao modificada)

dlpAV)/dt = - Pd(AV)/dt . (5.13)

Supondo que d(AV)/dt > O (expansfo), devemos ter P < peq, de modo que pAV
caia mais lentamente gue no regime termostatico.

A pressfio Il assim originada, essencialmente ligada ac processo de
variagdo do numero de particulas, pode sugestivamente ser denominada de
pressio de criagao. FEla goza do mesmo carater escalar que a press@o viscosa

. . o gs 23
usual, mas sua origem "microscopica" é diversa.

A partir dessas equagdes, & facil mostrar que

230m gds relativistice simples de particulas pontuals fracamente interagentes

ndo se expande adliabaticamente. Podemos explicar esse fenbmeno se
imaginarmos o gas como uma mistura de duas componentes com calores
especificos distintos, cada uma das quais expandindo-se adiabalticamente
durante um tempo da ordem do livro tempo médio. Cada componente resfriara a
uma taxa diferente, produzinde assim uma espécie de “gradiente microscépico
de temperatura" sobre distancias da ordem do livre caminhc médio. 0 "fluxo
de calor" que tende a reequalizar as temperaturas é o mecanismo de
dissipagae que, neste contexto, se  identifica com a viscosidade

volumar.[158’159] Outrossim, a viscosidade volumar também pode ser encarada

como surgindo devido ao fato de que, numa expansdo ou contragao de um gas
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z=- (II® + ueq@)/Teq , (5.14)

relacéo essa primeiramente obtida por Calvio, Limza & waga.[158’157]

Podemos também determinar facilmente (cf. Subseg. 2.6.1) a nova

lei de evolugio da temperatura, encontrando

T =-T (3p /8p) ® - (8T /3p) T® + (3T /8n) ¥ . (5.15)
eq eq eq n edq n eq o

5.2. UM ANSATZ PARA A PRESSAQ DE CRIACAQ E CrRITICA DE ALGUNS RESULTADOS DE

PRIGOGINE ET ALTT

E ébvio que, quandc a densidade de fonte de particulas for nula
(¢ = 0), ou seja, houver conservagao do numero de particulas, esperamos que
a pressiao de criacdo T também se anule, assim como a densidade de fonte de

entroplia Z. Expressaremos isso pela admissf@o de um Ansatz fencmenolédgico do

tipo

I=-a¥/v , (5.18)

onde o & positivo, de modo a garantir que, como argumentado acima, no caso
>0 e ®>0, teremog T < O, Com essa escolha, a densidade de fonte de

entropia (5.14) se reescreve como

classico de particulas estruturadas, o trabalho realizado pela presséo
altera a energia translacional imediatamente, mas afeta a energia interna
das particulas (através de colisdes inelasticas) sé depois de um certo lapso

temporal.[180]
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Z = (o - ueq)W/Teq . : (5.17a)

ou ainda

=5 V¥ + Ex - (p+p )/n](@/T ) (5.17b)
eq eq eq

Note-se, de ({5.17a), que Z 356 serid nfo negative quande o coeficiente
fencmenclogico ¢ satisfizer: (i) ez yu se ¥ > 0, ou (ii) a=p se ¥ < 0.
eq eq

Também ¢ conveniente comparar (5.17b) com a expressf8o oblida per derivacio

covariante de (5.10),

T=9¥s +ons (5.18)
eq eq
de onde segue
g = [a - {p+p )/n](@/nT ). (5.19)
eq eq eq
Examinaremos agera o trabalhe da Ref. 155. Prigogine e
colaboradores atacaram, Como nés, do ponto de vista puramente

fenomenoldgico, o problema da criagio de matéria em cosmeclogia e chegaram,
entre oulras, as quairo seguintes conclusdes:
(i) "...space-time can produce matter, while the reverse process Iis

thermodynamically forbidden." [pag. 7701,

(ii) "..., creation of matter corresponds to a supplementary pressure
p_ [nosse 1], which must be considered as part of the phencmencgical
pressure p [nosse Pl, (...) where p [nosso peq] is the true thermodynamical
pressure and (...) then

p_ = - [(p + p)/3nH] (n + 3Hn) (13)..." [pag. 7711;
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{iii) "This implies that, in the presence of matter creation, the usual
Einstein’s equations [em nossas unidades kK = 1 e k & ¢ nosso €]
kp = 3H® + k/R° (14)
p = - 3H(p + p)
become
kp = 3H° + WR® (15)..." [pag. 771];
p=(p+p nn
(iv) "Only an expanding de Sitter universe Is thermocdynamically possible.”
(pag. 772].
Como veremos agora, henhum desses resultados & genericamente

representativo, valendo somente para processcs =a entropia especifica

constante, isto &, com

s =0, (5.20)
restrigfio essa absolutamente n#o necessdria a priori.
Messe caso, contudo, (5.19) implica que « coincide com a entalpia
especifica,

«=(p+p J/n=h , {5.21)

e a pressido de criagédo assume a forma

=
Ii

- ¥h /0O (5.22)
eq

que recupera o resultado {1i) acima citade.

Da condigéo (5.20), obtemos ainda que
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/S = N/N = ¥/n (5.23)

onde S & a entropia total e N o numero tetal de particulas num volume
co-movel AV. Posto que S e n sdo positivos, e que a entropia total nio pode
decrescer (pois ndo ha tri-fluxe de entropia!), devemos ter ¥ = 0 e, nesse
caso, como concluiram os autores da Ref. 185, o espago-tempo so pode criar
matéria, sendo termcdinamicamente proibido o processc inverse [resultado (i)
supracitado]. Entretanto, esse resultado sé6 vale se éeq = 0. Com efeito, a

partir de (5.18), vemos que a segunda lel da termodinamica exige somente que
¥=-ns /s, (5.24)

que é compativel com destruigdo de matéria (¥ < 0) contanto que éeq > 0!

No tocante ao resultade (iii) acima mencionado, basta verificar
que, valende (5.20) e, portanto, (5.21),ent80 podemos combinar a leil de
Gibbs (5.7), a lei de "conservacio" da energila (5.13) e a lel de balango do

ntmero de particulas (5.8) para obter

p=h n, (5.25)
eq

justamente a segunda das “novas" equagdes de FEinstein do item (iii}

apresentado malis acima. Fica claro, no entanto, que essa equacgio s6 vale
para s = const. Somente entdc p e n determinam a pressdo de equilhbrio
eq
p . De fato, a partir dessa equagfo, temos, por exemplo, que
eq
0 = mn > p =20 (5.26a)
eq
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p=aT , n=5nT > peq = (1/3)p . (5.2Bb)

No caso geral, contudo, o que vale é a lei de Gibbs (5.7), e éeq
também deve ser conhecido para que a pressfo termostitica seja fixada.

Finalmente, €& facil wver, das ‘'"novas" equagdes de Einstein
mestradas no item (iii) precedente, que universos de de Sitter com
b ) n = 0, pressiao termostatica peq arbitraria e pressfio de criagio
m= - nheq sBo possivels, tornando-se “reabilitados" no sentideo de serem
"agora compativelis com a existéncia de matéria dotada de uma equacio de
estado usual" [pag. 772]. No caso de um desses universos, vemos, de (5.25)
e ¥ = 0, que s6 pode haver expansic e nfo contragdo (H =0),

Passemos agora a obtencBo de alguns resultados novos decorrenies

da lel de evolugdo de temperatura nesse contexto (g = const). Levando em
eq

conta (2.57), ¢ imediato verificar que (5.15) assume a forma mais simples

T /T = (8p /3p)_ n/n , (5.27)
eq eq eq n

que € a mesma eguagdo obedecida por um fluido simples em equilibrio (nmimero
de particulas conservado) f[cf. (2.58)]. Como aplicagio dessa equagfo,

consideremos um meio com egquagic de estado da Se¢. 3.3, isto &,

p=mn+ (y - 1) p . (5.28)
eq

Nesse caso, a solugéo de (5.27) é

T n'™? = const , (5.29)
eq
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que deve ser contrastada com a lel adiabatica usual T v¥™t = const , obtida
e
com numero fixc de particulas. Vale destacar que, no case de radiagio

isotrépica (m = 0, ¥ = 4/3), (5.25) e (5.29) acarretam que n e p variam,

. 3 4 . A
respectivamente, como T e T , a mesma dependéncia que para radiagfoc em
eq eq
equilibrio. No entanto, a lei usual do modelo padric, RT = const , deve
eq
Coe -1/3
agora ser substituida por RT N = const
eq
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CAPITULG 6

CONCLUSAQ

Nesse ensalo, procuramos dar uma amostra da potencialidade e
riqueza termodinimicas dos modelos cosmolégicos relativisticos de
Robertson—Walker. Esperamos ter atingido esse cbjetive seja explorande suas
equacdes de estade, seu referencial macroscédpico préprio, ou suas leis de
balanco. Relembraremos agera os principais resultados obtidos, assim como

apresentaremos algumas perspectivas naturais de pesquisa posterior.

6.1. PRINCIPAIS RESULTADGS

Nosso trabalho dividiu-se em duas grandes partes:
i) fundamentacio, onde expusemos os concelitos e principilos basicos, através
dos quais nos norteamos ao longo de tode ¢ desenvolvimento subseqiiente.

11) aplicagdo, onde lancamcos mio das idéias da primeira parte para 1lustrar,
por intermédic de exemplos concretos, trés modos naturais de enriquecimento
da geometrotermodinamica de Friedmann-Robertson-Walker convencional.

A fundamentacBc se censtituiu no Capitule 2, cnde, num primeirc
momento, apresentamcs uma definigfio rigorosa e bem motivada de referencial,
distinta de sistema de coordenadas, que pdde ser utilizada para determinar
as leis de transformacic manifestamente covariantes para as grandezas
relativas do vetor fluxe de particulas (densidade de particulas e arraste de
particulas) e do tensor energia-momento (densidade de energia, pressao

dinamica, fluxo de energia e estresse), em termos dos parametros de um



"boost" qualcquer; num segunde  momento, desenvolvemos as teorias
termodinamicas relativisticas de =zeroésima, primeira e segunda orden,
validas em qualquer referencial; num terceiro memento, demonstramos, com
ajuda dos formalismos anteriormente expostos, a equivaléncla, no sentide da
invariancia (numérica) da densidade de fonte de entropia, das teorias
elaboradas no referencial de Eckart e no de Landau-Lifshitz.

A aplicacgdo consistiu dos Capitules 3, 4 e 5. No Capitulo 3,
investigamos as modificagdes induzidas na evolugfo de modelos cosmologicos
de Robertson-Walker em eguilibric quando a equacéo de estade de equilibrio
passa a ser p =mn + (y - 1)4peq . Essa equag8c é mals geral que a lei
gama ordinariamente empregada em cosmologia e, certamente, descreve melhor a
época préxima ao desacoplamento e A& recombinagfo {t = 1,4.103 anos,
TEq = 5,5 eV), quando a poeira e a radlag8c sdo, en densidade de energia,
igualmente relevantes.Come a equacio de Friedmann generalizada para o fator
de escala admitia uma integral primeira do tipo R® + V(R) = - £, pudenos
executar uma analise das propriedades qualitativas dos modelos, tanto pelo
estude do potencial efetivo V(R}) como pelo estudo do retrate de fase.
Determinamos entfio que: para £ = +1, temos, além das sclugdes usuais, oulras
que s&oc ndo singulares e perioddicas; para £ = 0, temos, além das solugdes
usuais, solucdes nfic singulares; para € = -1, s6 temos as solugdes usuais.
A seguilr, encontramos as solugdes exatas, em termos de fungdes
hipergeométricas, para os modelos com seglo espacial chata; uma de suas
caracteristicas mails notaveis, em comparagac com os modelos padréo, era um
parametro de desaceleragio dependente do tempo(decrescente para 7 > 17,
tendendo assintoticamente para o valor 1/2.

No Capitulo 4, mostramos que, a despeito de ojerizas de carater

estético, modelos geometricamente simeétricos nfo s&o necessariamente

materialmente simétricos, o que allas Ja era conhecide na literatura.



Especificamente, estudamos, pela primeira vez, um sistema dissipative no
referencial de Landau-Lifshitz com a termodinémica estendida, de segunda
ordem. Obtivemos solugfes exatas que, ne entanto, acabam, em situagdes
razeoavelmente genéricas, por se Iisotropizarem materialmente, ou seja, =a
difuséo dé particulas tende assintoticamente a zero.

No Capitulo 5, estudamos a termodinimica da criagfo de matéria em
cosmologia. Nossa abordagem pretendeu ser clara e direta, adotando, desde o
inicio, alteracdes minimas nos postulados e uma formulagio manifestamente
covariante. Mostramos que, diferentemente do que poderia ter ficado, pelo
menos, implicito nos trabalhos de Prigogine e colaboradores,
termodinamicamente nio hd restricgio para a destruicfo de matéria ou para um

universo de de Sitter em contracgio.

B.2. PERSPECTIVAS

Tal qual um palimpsesto, =a cosmologia, mesmo a padréao, €
inesgotavel, inexaurivel, nao no sentido depreciativo de sua,
inceorroborabilidade ou irrefutabilidade observacional, mas sim nc sentido
positivo da inquisigfo e dissecagdo de seus fundamentos. Por outro lado,
ndc sera essa uma prerrogativa" imanente a qualquer proposta de
sistematizagio ou axiomatizagic do conhecimento em geral (cf. teoremas de
Gédel)?

De qualquer maneira, acho que a busca de conhecimento cientifico
deve pressupor um equilibrio, talvez fugaz, entre ciéncia normal
(paradigmatica) e c¢iéncia revoluciondria, mas a Ultima ¢& sempre mals
inebriante (sem implicar qualquer Jjuize de valor). Despretensiosamente,
creio ter side assim que foi adquirindo corpo essa tese, onde os problemas

surgiam pela reflexfio, muitas vezes Iinconsciente, sobre os fundamentos da
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geometrotermodinamica, seus postulades e conceitos primitives. Para retomar
a busca daquele equilibrio fugaz, algumas veredas naturais se apresentam:

(i) investigacio de modelos de equilibrio com outras equagdes de estado;
(ii) adogio do referencial de Landau-Lifshitz para o tratamento
termodinamico de sistemas astrofisicos ou cosmolégicos mals complexos;

{(1i1i) estudo da criagfic de particulas com um modelo, fenomenolégico ou

quantico, especifico para a densidade de fonte de particulas.

Arrivederci!

_98_



REFERENCIAS EM ORDEM DE ENTRADA

[1] CATTANEQ, C. - "General relativity: relative standard mass, momentum,
energy =and gravitational field in a general system of reference",
Nuovo Cimento 10, 318-337 (19858).

[2] FOCK, V. - The Theory of Space, Time and Gravitation. Pergamon, London,
England, 1858.

[3] REICHENBACH, H. - Axiomatization of the Theory of Relativity.
University of California, Berkeley, USA, 1868,

[4] MPLLER, C. - The Theory of Relativity. Oxford University, Oxford,
England, 1972.

[B5] SYNGE, J. L. - Relativilty: The Special! Theory. North-Holland,
Amsterdam, Holland, 1956.

[6] DEHNEN, H. - "The frame of reference in relativistic theories", Int. J.
Theor. Phys. 3, 509-511 (1970).

[7]1 sAaCHS, R. K. & WU, H. - General Relativity for Mathematicians.
Springer-Verlag, New York, USA, 1877.

{8] EARMAN, J. - ‘"Covariance, invariance and the equivalence of f{rames",
Found. Phys. 4, 2B7-289 (1974).

{9] FRIEDMAN, M. - Foundations of Space-Time Theories. Relativistic FPhysics

and Philosophy of Science. Princeton University, Princeton, USA, 1983.

{10] TORRETTI, R. - Relativity and Geometry. Pergamon, Oxford, England,
1983,
{11] PAPAPETROU, A. - Lectures on General Relativity. Reidel, Dordrecht,

Holland, 1974.



[12]

(13]

[14]

f15]

(18]

[17]

[18]

[12]

[20]

[21]

[22]

EARMAN, J. & GLYMOUR, C. - "The gravitational red shift as a test of
general relativity: history and analysis”, Stud. Hist. Phil. Seci. 11

49-85 (1980).

WALD, R. M. - General Relativity. University of Chicage, Chicage, USA,
1984.

ECKART, C. - "The thermedynamics of irreversible processes.
I1I. Relativistic theory of the simple fluid”, Phys. Rev. 58, 919-924
(1940).

LANDAY, L. D. & LIFSHITZ, E. M. - Fluid Mechanics. Pergamon, Oxford,
England, 1959.

ISRAEL, W. - '"Nonstationary irreversible thermodynamics: a causal
relativistic theory”, Ann. Phys. (N. Y.) 100, 310-331 (1978).

XING, A. R. & ELLIS, G. F. R. - "Tilted homogeneous cosmelogical
models", Commun. Math. Phys. 31, 209-242 (1973).

COLEY, A. A. & TUPPER, B. 0. J. - "Exact viscous fluid FRW cosmologies:
the case of general k", Phys. Lett. A 100, 495-498 (1984).

COLEY, A. A. & TUPPER, B. 0. J. - "Two-fluid Friedmann-Rebertson-Walker
cosmologies and their numerical predictions”, Can. J. Phys. B4, 204-209
(1986).

FULLING, S. A, - '"Nonuniqueness of cancnical field quantization in
Riemannian space-time", Phys. Rev. D 7, 2850-2862 (1973).

LETAW, J. R. & PFAUTSCH, J. D. ~ ‘"Quantized scalar field 1in the
stationary coordinate systems of flat spacetime”, Phys. Rev. 0 24,
1491-1498 (1981).

LETAW, J. R. & PFAUTSCH, J. D. ~ "The stationary coordinate systems in

flat spacetime", J. Math. Phys. 23, 425-431 (1982).

- 100 -



[23]

[24]

[25]

[261

[27]

[281

[29]

{301

[31]

BIRRELL, N. D. & DAVIES, P. C. W. - Quantum Fields [n Curved Space.
Cambridge University, Cambridge, England, 1882.

KOLASSIS, C. A. ; SANTOS,N. 0. & TSOUBELLIS, D. - "“Energy conditions
for an imperfect fluid", Class. Quantum Grav. 5, 1325-1338 (1988).
HISCOCK, W. A. & OLSON, T. S. - "Effects of frame chelce on nonlinear
dynamics in relativistic heat-conducting fluild theories", Phys. Lett. 4
141, 125-130 (1988).

HALBWACHS, - Théorie Relativiste des Fluides 4 Spin. Recherches sur la
Dynamique du Corpuscule Tournant Relativiste et 1’'Hydrodynamique
Relativiste des Fluides Dotés d'une Densité de MNoment Angulaire
Interne. Gauthiers-Villars, Paris, France, 1960.

HEHL, F. W. - "On the energy tensor of spinning massive matfer in
classical field theory and general relativity", Rep. Prog. Phys. 9,
55-82 (1978).

DIXON, W. G. - Special Relativity. The Foundation of Macroscopic
Physics. Cambridge University, Cambridge, England, 1978.

DE OLIVEIRA, H. P. - Fluidos com Spin em Relatividade Geral: Formulagéo
Variacicnal, Aspectos Termodindmicos e Modelos Cosmologicos. Tese de
Doutorado. Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF), Rio de
Janeiro, Brasil, 1881.

ELLIS, G. F. R. =~ ‘“Relativistic cosmology", 1in Proceedings of the
International School of Physics "Enrico Fermi”, Course XLVII: General
Relativity and Cosmology, Varenna, 1969, edited by R. K. 5Sachs.
Academic, New York, USA, 1971.

ELLIS G. F. R. - "Relativistic cosmology”, in Cargése Lectures in
Physics, Vol. 6, Cargése, 1971, edited by E. Schatzman. Gordon and

Breach, New York, USA, 1973.

- 101 -



[32]

[331]

[34]

[35]

[36]

[37]

[381]

[338]

[40]

[41]

[42]

DE GROOT, S. R.; VAN LEEUWEN, W. A. & VAN WEERT, Ch. G. - Relativistic
Kinetic Theory. North-Holland, Amsterdam, Netherlands, 1980.

HALL, G. S. - "The structure of the energy-momentum tensor in general
relativity", Arab. J. Sci. Engin. 9, 87-96 (1984}.

HALL, G. S. & NEGM, D. A. - "Physical structure of the nergy-momentum
tensor in general relativity", Int. J. Theor. Phys. 25, 405-423 (1886).
KRAMER, D.; STEPHANI, H.; MACCALLUM, M. & HERLT, E. -Exact Sclutions of
Einstein's Field Equations. Cambrige University, Cambridge, England,
1980.

STEWART, J. M. =~ “Non-equilibrium relativistic kinetic theory", in
Lecture Noies In Physics, Vel. 10, edited by J. Ehlers, K. Hepp and
H. A. Weidenmiiller. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1971.

I[SRAEL, W. & STEWART, J. M. - "Transient relativistic thermodynamics
and kinetic theory", Ann. Phys. (N. Y.) 118, 341-372 (1979).

TRUESDELL, C. & TOUPIN, R. A. - "The classical field theories”, in
Encyclopedia of Physics, Veol. I11/1: Principles of Classical Mechanics
and Field Theory, edited by 5. Fligge. Springer-Verlag, Berlin,
Germany, 1960,

GYARMATI, 1. - WNon-Equiiibrium Thermodynamics. Field Theory and
Variational Principles. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1870.
GLANSDORFF, P. & PRIGOGINE, 1. - Thermodynamic Theory of Structure,
Stability and Fluctuations. Wiley-Interscience, New York, USA, 1971.
KREUZER, H. J. - Nonequilibrium Thermodynamics and Its Statistical
Foundations. Oxford University, Oxford, England, 1981.

DIXON, W. G. - "Relativistic (foundations for thermostatics", Arch.

Rational Mech. Anal. 69, 283-322 (1973).

- 102 -



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[43]

[50]

[51]

[52]

[531

CALLEN, H. B. - Thermodynamics and an Introduction toc Thermostatistics.
John Wiley & Sons, New York, USA, 198S5.

WocDs, L. C. — The Thermodynamics of Fluid Systems. Oxford University,
Oxford, England, 1975.

YOURGRAU, W.; VAN DER MERWE, A. & RAW, G. -~ Treatise on Irreversible
and Statistical Thermophysics. An  Introduction to Nonclassical
Thermodynamics. Dover, New York, USA, 1882.

DE GROOT, S. R. & MAZUR, P. - Non-Egquilibrium Thermodynamics. Dover,
New York, USA, 1984.

WEINBERG, S. - Gravitation and Cosmology. Principles and Applications
of the General Theory of Relativity. John Wiley & Sons, New York, USA,
1972.

NEUGEBAUER, G. ~ Relativistische Thermodynamik. Vieweg & Sohn,
Braunschweig, Deutschland, 1980.

STEPHANI, H. - General Relativity. An Introduction to the Theory of
the Gravitaticonal Fleld. Cambridge University, Cambridge, England,
1982.

STRAUMANN, N. - General Relativity and Relativistic Astrophysics.
Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1984,

DEMIANSKI, M. - Relativistic Astrophysics. Pergamon, Oxford, England,
1885,

HISCOCK, W. A. & LINDRLOM, L. - "Generic instabillities in first-order
disgipative relativistic fluid theories", Phys. Rev. [ 31, 7Z5-733
(19853).

HISCOCK, W. A. & LINDBLOM, L. - "Linear plane waves in dissipative

relativistic fluids", Phys. Rev. D 35, 3723-3732 (1987).

- 103 -



[54]

- [551

(58]

[571

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[B85]

[66]

DE QLIVEIRA, H. P. - Um Estudc em Cosmologia e TermodinAmica Causal.
Tese de Mestrado. Centro Brasileliro de Pesquisas Fisicas (CBPF), Rio
de Janeiro, Brasil, 19886.

GEROCH, R. & LINDBLOM, L. - "Dissipative relativistic fluld theorles of
divergence type"”, Phys. Rev. D 41, 1855-1861 (1990).

MULLER, L. - "Zum Paradoxon der Wirmeleltungstheorie", Z. Phys. 198,
329-344 (1967).

PAVON, D.; JOU, D. & CASAS-VAZQUEZ, J. - “On a covariant formulation of
dissipative phenomena", Ann. Inst. Henri Poincaré A 36, 79-88 (1982).
HISCOCK, W. A. & LINDBLOM, [.. - "Stability and causality in dissipative
relativistic fluids", Ann. Phys. (N. Y.) 151, 466-496 (1983).

MULLER, I. - Thermodynamics. Pitman, londen, FEngland, 1985.

LIU, I.-5.; MULLER, 1. & RUGGERI, T. - "Relativistic thermodynamics of
gases", Ann. Phys. (WN. Y.) 169, 191-219 (1986).

JOU, D.; CASAS-VAZQUEZ, J. & LEBON, G. -  "Extended irreversible
thermodynamics®, Rep. Prog. Phys. 51, 1105-1179 (1988).

JOU, D. & CASAS-VAZQUEZ, J. - “Carnot cycles and a non-equilibrium
absolute temperature®, J. Phys. A 20, 5371-5378 (1987).

OLSON, T. S. - "Stability and causelity in the Israel-Stewart energy
frame theory”, Ann. Phys. (N. Y.) 198, 18-36 (1990).

CALVAC, M. 0. & LIMA, J. A. S. - "Nonstandard big bang models", Phys.
Lett. A 141, 229-232 (1989).

HAWKING, S. W. & ELLIS, G. F. R. -~ The Large Scale Structure of
Space-Time. Cambridge University, Cambridge, England, 1973.

MISNER, C. W.: THCORNE, K. S. & WHEELER, J. A. - Gravitation. Freeman,

San Francisco, USA, 1973.

- 104 -



{671

[68]

[6s]

{70]

[71]

{721

[73]

{74]

[751]

[73]

[76]

RINDLER, R. - Essential Relativity. Special, General and Cosmological.
Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1977.

HEIDMANN, J. - Relatlivistic Cosmology. An Introduction.
Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1980.

ZEL’ DOVICH, Ya. B. & NOVIKOV, 1. D. - Relativistic Astrophysics II: The
Structure and Evolution of the Universe. University of Chicago,
Chicago, USA, 1983.

ELLIS, G. F. R.; NEL, S. D.; MAARTENS, R.; STOEGER, W. R. &
WHITMAN, A. P. - "Ideal observational cosmology", Phys. Rep. 124,
315-417 (1985).

ELLIS, G. F. R. - "Standard cosmology", in Proceedings of the Fifth
Brazilian School of Cosmology and Gravitation, Rio de Janeiro, 1987,
edited by M. Novello. World Scientific, Singapore, Singapcre, 1387.
STOEGER, W. R. (ed.) =~ Theory and Observational Limits in Cosmology.
Vatican Observatory, Vatican, Vatican, 1987.

BORNER, G. - The Early Universe. Facls and Fiction. Springer-Verlag,
Berlin, Germany, 1588.

FELLIS, G. F. R. & WILLIAMS, R. M. - Flal and Curved Space-Times.
Oxford University, Oxford, England, 1988.

HARRISON, E. R. - Cosmclogy. The Science of the Universe. Cambridge
University, Cambridge, England, 13988.

KOLB, E. W. & TURNER, M, ~ The EFarly Universe. Addison-Wesliey,
Reading, USA, 1990.

KOIE, E. W. & TURNER, M. - The Early Universe. Addison-Wesley,

Reading, USA, 1890.

- 105 -



[771

[781

[79]

[80]

[81]

Ig2]

[83]

[84]

[851]

[861

[871]

[88]

[891

PEEBLES, P. J. E.; SCHRAMM, D. N.; TURNER, E. L. & KRON, R. G. - "The
case for the hot big bang cosmclogy”, FERMILAB Preprint 91/35-A (19391)
(submetido a Nature).

ANDERSON, J. L. - Principles of Relativity Physics. Cambrige
University, Cambrige, England, 1967.

ROBERTSON, H. P. & NOONAN, T. W. - Relativity and Cosmology. Saunders,
Philadelphia, USA, 1868,

WOLF, J. - Spaces of Constant Curvature. McGraw-Hill, New York, USA,
1967.

ELLIS, G. F. R. - "Topology and ceosmology", Gen. Relativ. Gravit. 2,
7-21 (1971).

MENIKOFF, R. & PLOHR, B. J. - "The Riemann problem for fluid flew of
real materials", Rev. Mod. Phys. 61, 75-130C (1989).

LANDSBERG, P. T. - Thermodynamics with Quantum Statistical
Illustrations. Wiley-Interscience, New York, USA, 1961%.

LANDSBERG, P. T. - "Definiticon of tLhe perfect gas”, Am. J. FPhys. 28,
695-698 (1961].

LANDSBERG, P. T. - Thermodynamics and Statistical Mechanics. Oxford
University, Oxford, England, 13978.

HUANG, Y. K. - "A special class of ideal quantum gases", Am. J. Phys.
40, 1261-1283 (1972).

PARKER, L. & WANG, Y. - "Avoidance of singularities in relativity

through two-body interacticons", Phys. Rev. D 42, 1877-1883 (1990].

BARROW, J. D. - "Graduated inflationary universes", Phys. Lett. B 235,
40-43 (1990).
FREIRE, L. - Grande e Novissimo Diclionario da Lingua Poriuguesa.

Livraria José Olympio, Ric de Janeiro, Brasil, 1954.

- 1¢6 -



[90] GLINER, E. B. - "Algebraic properties of the energy-momentum tensor and

vacuum-like states of matter"”, Sov. Phys. JETF 22, 378-382 (1966).

[91] WEINBERG, S. - "The cosmological constant problem", Rev. Mod. Phys. B1,
1-23 (19889],
[92] ZEL’DOVICH, Ya. B. - "Vacuum theory: a possible solution to the

singularity problem of cosmology”, Sov. Phys. Usp. 24, 216-230 (13981).

[93] DIGSI, L. ; LUKACS, B.; MARTINAS, K. & PAAL, G. - "“The thermodynamics
of the vacuum", Astrophys. Space Sci. 122, 371-386 (1988).

[84] ZEL’DOVICH, Ya. B. - "The equation of state at ultrahigh densities and
its relativistic limitations”, Sov.Phys. JETP 14, 1143-1147 (1962).

[95] HARRISON, E. R. - ‘"Equation of state of matter at supernuclear
density", Asirophys. J. 142, 1643-1645 (18653).

[96] WALECKA, J. D. - "Eguation of state for neutron matter at finite T in a
relativistic mean-field theory" , Phys. Leit. B 53, 109-112 (1975).

[97] BELINSKII, V. A. & KHALATNIKOV, I. M. - "Effect of scalar and vector
fields on the nature of the cosmolegical singularity", Sov. Phys. JETP
36, 5891-597 (1973).

[98] BARROW, J. D. - "Quiescent cosmolegy", Nature 272, 211-215 (1978).

[99] CHANDRASEKHAR, S. - An Introduction teo the Study of Stellar Structure.
Dover, New York, USA, 1958.

[100] TOOPER, R. F. - F“Adiabatic fluid spheres in general relativity”,
Astrophys. J. 142, 1541-1562 (1965).

[101] JUTTNER, F. -~ "Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung
in der Relativtheorie", Ann. Phys. (Leipzig) 34, 856-882 (1811).

[102] PAULI, W. - Theory of Relativity. Pergamon, London, England, 1958,

- 107 -



[103] TER HAAR, D. =~ Elements of Thermostatistics. Holt, Rinehart and
Winston, New York, USA, 1966.

{[104] SACHS, R. XK. & EHLERS, J. - "Kinetic theory and cosmology", in
Froceedings of the Brandeis University Summer Institute in Theoretical
Physics: Astrophysics and General Relativity, 1968, edited by

M. Chrétien, S. Deser and J. Goldstein. Gordon and Breach, New York,

USA, 1971.
[105] EHLERS, J. - “General relativity and kinetic theory", 1n Proceedings
of the International Schocl of Physics "Enrico Fermi”, Course XLVII:

General Relativity and Cosmology, Varemna, 1969, edited by R. K. Sachs.
Academic, New York, USA, 1971.

[108] BERNSTEIN, J. - Kinetic Theory in the Expanding Universe. Cambrigde
University, Cambridge, England, 1988.

[107] ASSAD, M. J. D. & LIMA, J. A. 3. - "General and unified sclution for
perfect fluid homogeneous and isotropic cosmclogical models®, Gen.
Relativ. Gravit. 20, 527- (1988).

[108] LIMA, J. A. S. - Propriedades Geometrotermodindmicas de HModelos
Cosmologicos. Tese de Doutorado. Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas {CBPF), Ric de Janeiro, Brasil, 1990.

[109] ASSAD, M. J. D. - Cosmologias Espacialmente Homogéneas numa Variedade
de Riemann-Cartan. Tese de Doutorado. Centiro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas {CBPF), Rio de Janeiro, Brasil, 1991.

1110] KAPLAN, W. - Ordinary Differential Equations. Addison-Wesley, Reading,
USA, 1958,

[111] SANSONE, G. & CONTI, R. - Non-linear Differential Equations. MacMillan,

New York, USA, 1964.

- 108 -



[112] ANDRONOV, A. A.; LEONTOVICH, E. A.; GORDON, I. I. & MAIER, A. G. -
Qualitative Theory of Second-Order Dynamic Systems. John Wiley & Sons
(Halsted), New York, USA, 1973.

[113] BOGOYAVLENSKY, Q. I. - Metheds in the Qualitative Theory of Dynamical
Systems In Astrophysics and Gas Dyamics. Springer-Verlag, Berlin,
Cermany, 1985.

[114] JORDAN, D, W. & SMITH, P. - Nonlinear Ordinary Differential Equations.
Owxford University, Oxford, England, 1887.

[115] ABRAMOWITZ, M. & STEGUN, 1. A. - Handbock of Mathematical Functions,
with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. Dover, New York, USA,
1972.

[118] WEINBERG, S. - "Entropy generation and the survival of protogalaxies
in an expanding universe”, Astrophys. J. 1868, 175-184 (1971).

[117] MURPHY, G. L. - "Big-bang model without singularities”, Phys. Rev. D
8, 4231-4233 (1873).

[118] DENG, Y. & MANNHEIM, P. D. - ‘"Shear-free spherically symmetric
iphomogeneous cosmological model with heat flow and bulk viscosity”,
Phys. Rev. D 42, 371-383 (19%0).

[119] BELINSKII, V. A.; NIKCMAROV, E. S. & KHALATNIKOV, I. M. -
"Investigation of the cosmological evolution of viscoelastic wmatter
with causal thermodynamics", Sov. Phys. JETP 50, 213-221 (1879].

[120] FUSTERO, X. & PAYON, D. - "Relaxation terms and entropy production in
a cosmological model”, Leii. Nuovo Cimento 35, 427-429 {1982).

[121] DE OLIVEIRA, H. P. &  SALIM, J. M. - "Non-equilibrium Friedman
cosmologies”, Acta Phys. Pol. B 19, 649-657 (1888).

[1221 NOVELLO, M.: DE OLIVEIRA, H. P.; SALIM, J. M. & TORRES, J. -"Viscous

causal cosmologies", Acta Phys. Pol. B 21, 571-579 (1890).

- 109 -



[123] PAVON, D.; BAFALUY, J. & JOU, D. - "Causal Friedmann-Robertson-Walker
cosmclogy", Class. Quantum Grav. 8, 347-380 (1991).

[124] CALVAD, M. 0. & SALIM, J. M. - "Extended thermodynamics of
Friedmann-Robertson-Walker models in the Landau-Lifshitz frame", Class.

Quantum Grav. (1881} {(aceito para publicagio).

[125] TURDK, N. - "String-driven inflation", Phys. Rev. Lett. 60, 549-552
{1988).
[126]1 BARROW, J. D. - "String-driven inflationary and deflationary

cosmological models", Nucl. Phys. B 310, 743-763 (1988).

[127] RINDLER, W. - "Visual horizons in world models", Mon. Not. R. Astron.
Soc. 116, 682-877 (1958).

[128] GIBBONS, G. W. & HAWKING, S. W. - ‘"Cosmolegical event horizons,
thermodynamics, and particle creation", FPhys. Rev. D 15, 2738-2751
{1977).

[129] HAWKING, S. W. - "Particle creatien by black holes", Commun. Math.
Phys. 43, 199-220 (1975).

[130] DAVIES, P. C. W. - "Cosmclogical horizons and entropy”, Class. Quantum
Grav. 5, 1349-1355 (1988).

[131]1 DAVIES, P. C. W. - ‘'Cosmological dissipative structure", Int. J.
Theor. Phys. 9, 1051-1088 (1989).

[132] PAVON, D. - "The generalised second law and extended thermodynamics",
Class. Quantum Grav. 7, 487-491 ({1890 .

[133] RAYCHAUDHURI, A. K. - “Cosmological models and entropy", Class.
Quantum Grav. 7, 285-267 (1990).

[1341 A Biblia Sagrada. Sociedade Biblica do Brasil, Brasilia, Brasil,

1969.

- 110 -



[135] MUNITZ, M. K. - Space, Time and Creation. Dover, New York, USA, 1981.

[138] DAVIES, P. C. W. - God and the New Physics. Simon and Schuster, New
York, USA, 1983.

[137] GAL-OR, B. - Cosmology, Physics, and Fhilosophy. Springer-Verlag, New
York, USA, 1887.

[138] RFALE, G. & ANTISERI, D. - Historia del Pensamiento Filostfico y
Cientifico. Herder, Barcelcna, Espafia, 1988.

[139] RUSSELL, R. J.; STOEGER, W. R. & COYNE, G. V. - Physiecs, Philosophy
and Theology. A Common Quest for Understanding. University of Notre

Dame, Notre Dame, USA, 1988.

[140] DIRAC, P. A. M. - “The cosmological constants”, Nature 139, 323
(1937).
[141] DIRAC, P. A. M. - "A new basis for cosmology", Proc. R. Soc. London A

165, 199-208 (1938).

[142] NARLIKAR, J. V. - ‘"Nonstandard cosmologies", in Proceedings of the
Fifth Brazilian School of Cosmology and Gravitation, Rio de Janeiro,
1987, edited by M. Novello. World Scientific, Sinngapore, Singapore,
1987.

[143] BONDI, H. & GOLD, T. - "The steady state theory of the expanding
universe", Mon. Not. R. Astron. Soc. 108, 252-270 (1848).

[144] HOYLE, F. - "A new model for Lhe expanding universe", Mon. Not. R.
Astron. Soc. 108, 372-382 (1948).

[145] HOYLE, F. - "On the cosmological problem", Mon. Not. R. Astron. Soc.
109, 365- (1949).

{1486] TRYON, E. P. - "Is the Universe a vacuum fluctuation?", Nature 246,

396387 (1973).

- 111 -



[1471 FOMIN, P. I. =" % ", Dokl. Akad. Nauk Ukr. SSR A 9, 831-% (19739).

[148] STENGER, V. J. - "The Universe: the ultimate free lunch", FEur. J.
Phys. 11, 236-243 (1990).

[149] BROQUT, R.,; ENGLERT, F. & GUNZIG, E. - "The creation of the Universe as
a quantum phenomenon", Ann. Phys. (N. Y.) 115, 78-106 (1978).

[150] GEHENIAU, J. & PRICOGINE, I. - "The birth of time", Found. Phys. 18,
437-443 (198€) .

[151] PRIGOGINE, I. & GEHENIAU, J. - "Entropy, matter, and cosmology". Proc.
Nat. Acad. Sci. USA 83, 6245-8249 (1988).

[152} GUNZIG, E.; GEHENIAU, J. & PRIGOGINE, I. - "Entropy and cosmology",
Nature 330, 621-624 (1987).

[153] PRIGOGINE, I.; CEHENIAU, J.; GUNZIG, E. & NARDONE, P. -
"Thermodynamics of cosmclogical matter creatieon”, Proc. Nat., Acad. Sci.
USA 85, 7428-7432 (1988).

[154] PRIGOGINE, I. - “"Thermodynamics and cosmology", Int. J. Theor. Phys.
28, 927-933 (1889).

[155] PRIGOGINE, I.; GEHENIAU, J.; GUNZIG, E. & NARDONE, P. -

“Thermodynamics and cosmolegy", Gen. Relativ. CGravit. 31, 767-776

(1989).
[158]1 LIMA, J. A. S.; CALVAO, M. 0. & WAGA, [. - "Cosmology, thermodynamics
and matter creation", in Frontier Physics. Essays in Henour of Jayme

Tiomno, edited by S. MacDowell, H. M. Nussenzveig & R. Salmeron. World
Scientific, Singapore, Singapcre, 1981,
[157] CALVAQ, M. O.; LIMA, J. A. S. & WAGA, I. - "On the thermodynamics of

matter creation in cosmology" (1991) (submetido para publicagfo).

- 112 ~



[158] UDEY, N. & ISRAEL, W. - "General! relativistic radiative transfer: the
fourteen—-moment appreoximaticn", Mon. Not. R. Astron. Soc. 199,
1137-1147 (1982}.

[159] LIMA, J. A. 5. & WAGA, I[. - "Eckart temperature and dissipative
effects in Friedmann universes", Phys. Lett. A 144, 432-436 (1980).

[180] CHAPMAN, S. & COWLING, T. G. - The Mathematical Theory of Non-Uniform

Gases. Cambridge University, Cambridge, England, 1970.

- 113 -



REFERENCIAS EM ORDEM ALFABETICA DE AUTORES

[134]1 A Biblia Sagrada, Sociedade Biblica do Brasil, Brasilia, Brasil,
1969.

[115] ABRAMOWITZ, M. & STEGUN, 1. A. - Handbook of Mathematical Functions,
with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. Dover, New York, USA,
1972.

[78] ANDERSON, J. L. - Principles of Relativity Physics. Cambrige
University, Cambrige, England, 1967.

[112] ANDRONOV, A. A.; LEONTOVICH, E. A.; GORDON, I. I. & MAIER, A. G. -
Qualitative Theory of Second-Order Dynamic Systems. John Wiley & Sons
(Halsted), New York, USA, 1973.

[109] ASSAD, M. J. D. - Cosmologias Espacialmente Homogéneas numa Variedade
de Riemann-Cartan. Tese de Doutorado. Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas (CBPF), Rio de Janeiro, Brasil, 1991.

[107] ASSAD, M. J. D. & LIMA, J. A. 5. - "General and unified solution for
perfect fluid homogeneous and Iisotropic cosmological models", Gen.
Relativ. Gravit. 20, 527- (i938).

[97] BARROW, J. D. - “"Quiescent cosmoclogy", Nature 272, 211-215 (ig78).

[126] BARROW, J. D. - "String-driven inflationary and deflationary
cosmological models", Nucl. Phys. B 310, 743-763 (13988).

[88] BARROW, J. D. - "Graduated inflationary universes”, Fhys. Lett. B 235,
40-43 (18990).

[98] BELINSKII, V. A. & KHALATNIKOV, I. M. - "Effect of scalar and vector
fields on the nature of the cosmological singularity", Sev. Phys. JETP

36, 591-897 (1973).



[118] BELINSKII, V. A.; - NIKOMAROV, E. S. & KHALATNIKOV, I. M. -
"Investigation of the cosmological evolution of viscoelastic matter
with causal thermodynamics", Sev. Phys. JETP 50, 213-221 (1879).

[106] BERNSTEIN, J. - Kinetic Theory in the Expanding Universe. Cambrigde
University, Cambridge, England, 1988.

[23] BIRRELL, N. D. & DAVIES, P. C. W. - Quantum Fields in Curved Space.
Cambridge University, Cambridge, England, 1982.

[113] BOGOYAVLENSKY, O. I. - Methods in the Qualitative Theory of Dynamical
Systems in Astrephysics and Gas Dyamics. Springer-Verlag, Berlin,
Germany, 1985.

[143] BONDI, H. & GOLD, T. - "The steady state theory of the expanding
universe", Mon. Not. R. Astron. Soc. 108, 252-270 (1948).

[73] BORNER, G. - The Early Universe. Facts and Fiction. Springer-Verlag,
Berlin, Germany, 1988.

[149] BROUT, R.; ENGLERT, F. & GUNZIG, E. - "The creation of the Universe
as a quantum phencmencn", Ann. Phys. (N. Y.) 115, 78- 106 (1878).

[43] CALLEN, H. B. - Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics.
John Wiley & Sons, New York, USA, 1885,

[64] CALVEO, M. O. & LIMA, J. A. S. - "Nonstandard big bang models", Phys.
Lett. A 141, 229-232 (1989).

[124] CALVAQ, M. O. & SALIM, J. M. - "Extended thermnodynamics of
Friedmann-Robertson—-Walker models in the Landau-Lifshitz frame", Class.
Quantum Grav. (15991) (aceito para publicagioc).

[157] CALVEO, M. O.; LIMA, J. A. S. & WAGA, I. - "On the thermodynamics of
matter creation in cosmology" (1991) (submetido para publicagéo).

[1] CATTANEQ, C. - "General relativity: relative standard mass, momentum,
energy and gravitational field in a general system of reference", Nuovo

Cimento 10, 318-337 (1958).

- 115 -



[99] CHANDRASEKHAR, S. - An Introduction to the Study of Stellar Structure,
Dover, New York, USA, 1958.

[160) CHAPMAN, S. & COWLING, T. G. - The Mathematical Theory of Non-Uniform
Gases. Cambridge University, Cambridge, England, 13970.

[18] COLEY, A. A. & TUPPER, B. 0. J. - "Exact viscous fluid FRW cosmologies:
the case of general k", Phys. Lett. A 100, 495-498 (1984).

[19] COIEY, A. A. & TUPPER, B. 0. J. - "Two-fluid Friedmann-Robertson-Walker
cosmologies and their numerical predictions", Can. J. Phys. 64, 204-209
(1988).

[136] DAVIES, P. C. W. - God and the New Physics. Simon and Schuster, New
York, USA, 1983.

[130] DAVIES, P. C. W. - "Cosmological horizons and entrepy”, Class. Quantum
Grav. 5, 1349-1355 {1988).

{131] DAVIES, P. C. W. - ‘'"Cosmological dissipative structure”, Int. J.
Theor. Phys. 9, 1051-1066 (1983).

[46] DE GROOT, S. R. & MAZUR, P. - Non-Equilibrium Thermodynamics. Nover,
New York, USA, 1984,

{321 DE GROOT, S. R.; VAN LEEUWEN, W. A. & VAN WEERT, Ch. G. - Relativistic
Kinetic Theory. North-Holland, Amsterdam, Netherlands, 1980.

[6] DEHNEN, H. - "The frame of reference in relativistic thecories", Int. J.
Theor. FPhys. 3, 509-511 (1970).

[51] DEMIANSKI, M. - Relativistic Astrophysics. Pergamon, Oxford, England,
1985,

[118] DENG, Y. & MANNHEIM, P. D. - "Shear-free spherically symmetric
inhomogeneous cosmological model with heat flow and bulk viscosity"

Phys. Rev. D 42, 371-383 (1990).

- 116 -



[54] DE OLIVEIRA, H. P. - Um Estudo em Cosmologia e Termeodinamica Causal.
Tese de Mestrado. Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF), Rio
de Janeiro, Brasil, 1986.

[29] DE OLIVEIRA, H. P. - Fluidos com Spin em Relatividade Geral: Formulacgéio
Variacional, Aspectos Termodinamicos e Modelos Cosmoldgicos. Tese de
Douterado. Centrc Brasileirco de Pesquisas Fisicas (CBPF), Rio de
Janeire, Brasil, 1891.

[121] DE OLIVEIRA, H. P. &  SALIM, J. M. - “Non-equilibrium Friedman
cosmologies", Acta Phys. Pol. B 18, B49-657 (1988).

[93] DIOSI, L. ; LUKACS, B.:; MARTINAS, K. & PAAL, G. - "The thermodynamics

of the vacuum", Astrophys. Space Sci. 122, 371-386 (1988).

[140] DIRAC, P. A. M. - "The cosmological constants”, Nature 139, 323
(1937).
[141] DIRAC, P. A. M. - “A new basis for cosmology", Proc. R. Soc. London A

165, 199-208 (1838).

[28) DIXON, W. G. =~ Special Relativity. The Foundaltion of Macroscopic
Physics. Cambridge University, Cambridge, England, 1378.

[42] DIXON, W. G. - "Relativistic foundations for thermostatics", Arch.
Rational Mech. Anal. 88, 283-322 (1979).

[8] EARMAN, J. - “Covariance, Iinvariance and the equivalence of f{rames",
Found. Phyvs. 4, 267-289 (1974).

[12] EARMAN, J. & GLYMOUR, C. - "The gravitaticnal red shift as a test of
general relativity: history and analysis", Stud. Hist. Phil. Sci. 1%,
43-85 (1980).

[14] ECKART, C. - “The thermodynamics of irreversible processes.
II1. Relativistic theory of the simple fluid", Phys. Rev. B8, 919-824

(1940).

- 117 -



[105] EHLERS, J. - "General relativity and kinetic theory", in Proceedings
of the International Schoel of Physics "Enrico Fermi”, Course XLVII:
General Relativity and Cosmology, Varenna, 1969, edited by R. K. Sachs.
Academic, New York, USA, 1971.

[30] ELLIS, G. F. R. - “Relativistic cosmology"”, in Proceedings of the
International School of Physics "Enrico Fermi”, Course XLVII: General
Relativity and Cosmology, Varenna, 1969, edited by R. K. Sachs.

Academic, New York, USA, 1971.

[81] ELLIS, G. F. R. - "Topology and cosmology", Gen, Relativ. Gravit. 2,
7-21 (1971).
{31] ELLIS G. F. R. - "Relativistic cosmology", in Cargése Lectures in

Physics, Veol. 6, Cargése, 1971, edited by E. Schatzman. Gordon and
Breach, New York, USA, 1973.

['71] ELLIS, G. F. R. - "Standard cosmology”, in Proceedings of the Fifth
Brazilian Scheol of Cosmology and Gravitation, Rio de Janeiro, 1987,
edited by M, Novello. World Sclilentific, Singapore, Singapore, 1987.

{74] ELLIS, G. F. R. & WILLIAMS, R. M. - Flat and Curved Space-Times.
Oxford Universilty, Oxford, England, 1988

[70] ELLIS, G. F. R.; NEL, S. D.; MAARTENS, R.; STOEGER, W. R. &
WHITMAN, A. P. - '"Ideal o¢bservational cosmology", Phys. Rep. 124,
315-417 (1985).

[2] FOCK, V. - The Theory of Space, Time and Gravitation. Pergamon, London,
England, 1958.

[147] FOMIN, P. 1. - " 2 *, Dokl. Akad. Nauk Ukr. SSR A 9, 831-7 (13973).

[89} FREIRE, L. - Grande e Novissimo Dicionario da Lingua Portuguesa,
Livraria José Olympio, Rio de Janeiro, Brasil, 1954.

[9] FRLIEDMAN, M. - Foundations of Space-Time Theories. Relativistic Physics

and Philosophy of Science. Princeton Unlversity, Princeton, USA, 1983.

- 118 -



[20] FULLING, S. A. - "Nonuniqueness of canonical field guantization in
Riemannian space-time", Phys. Rev. [ 7, 2850-2862 (1973).

[1201 FUSTERDO, X. & PAVON, D. - "Relaxation terms and entropy production in
a cosmological model", Lett. Nuovo Cimento 35, 427-429 (1982).

[137]1 GAL-OR, B. - Cosmology, Physics, and Philosophy. Springer-Verlag, New
York, USA, 1887.

[150] GEHENIAU, J. & PRIGOGINE, I. -~ "The birth of time", Found. Phys. 1B,
437-443 (1986).

[55} GEROCH, R. & LINDELOM, L. - "Dissipative relativistic fiuid theorles of
divergence type", Phys. Rev. D 41, 1855-1861 (1980).

[128] GIBBONS, G. W. & HAWKING, 5. W. "Cosmological event horizons,
thermodynamics, and particle creation”, Phys. Rev. [0 15, 2738-2751
{1977).

[40] GLANSDORFF, P. & PRIGOGINE, I. - Thermodynamic Theory of Structure,
Stability and Fluctuations. MWiley-Interscience, New York, USA, 1971,

[90] GLINER, E. B. — "Algebralc properties of the energy-momentum tensor and
vacuum-1like states of matter", Sov. Phys. JETP 22, 378-382 (1866).

[1521 GUNZIG, E.; GEHENIAU, J. & PRIGOGINE, I. - "Entropy and cosmology”,
Nature 330, 621-624 (1987).

[39] GYARMATI, I. - Non-Eguilibrium Thermodynamics. Field Theory and
Variational Principles. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1870.

[26] HALBWACHS, - Théorie Relativiste des Fluides & Spin. Recherches sur la
Dynamique du Corpuscule Tournant Relativiste et I'Hydrodynamique
Relativiste des Fluides Dotés d'une Densité de Moment Angulaire
Interne. Gauthiers-Villars, Paris, France, 1860.

[33] HALL, G. S. - "The structure of the energy-momentum tensor in general

relativity", Arab. J. Sci. Engin. 9, 87-96 (1984).

- 119 -



[34] HALL, G. S. & NEGM, D. A. - "Physical structure cof the nergy-momentum
tensor in general relativity", Int. J. Theor. Phys. 25, 405-423 (1986).

[95] HARRISON, E. R. ~ “Eguation of state of matter at supernuclear
density", Astrophys. J. 142, 1643-1545 (1965).

[75] HARRISON, E. R. - Cosmology. The Science of the Universe. Cambridge
University, Cambridge, England, 1988.

[129] HAWKING, S. W. - "Particle creaticn by black holes”, Commun. Math.
Phys. 43, 199-220 (1975).

[65] HAWKING, S. W. & ELLIS, G. F. R. - The Large Scale Structure of
Space-Time. Cambridge University, Cambridge, England, 1873.

[27] HEHL, F. W. - "On the energy tenser of spinning massive matter 1in
clagsical field theory and general relativity”, Rep. Prog. Phys. 3,
55-82 (1976).

[68] HEIDMANN, J. - Relativistic Cosmology. An Intreduction.
Springer—Verlag, Berlin, Germany, 1380.

[58] HISCOCK, W. A. & LINDBLOM, L. - "Stability and causality in dissipative
relativistic fluids", Ann. Phys. (N. Y.) 151, 466-486 (1983).

[52]1 HISCOCK, W. A. & LINDBLOM, L. - "Generic instabillities in first-order
dissipative relativistic {luid thecries", Phys. Rev. [ 31, 725-733
(1985).

[531 HISCOCK, W. A. & LINDBLOM, L. - "Linear plane waves In dissipative
relativistic fluids", Phys. Rev. D 35, 3723-3732 (1887).

[25] HISCOCK, W. A. & OLSON, T. S. - "Effects of frame choice on nonl inear
dynamics in relativistic heat-conducting fluid theoriles", Phys. Lett. A
141, 125-130 (1989).

[144] HOYLE, F. - "“A new model for the expanding universe", Mon. Not. K.

Astron. Soc. 108, 372-382 (1848).

- 120 -



{145] HOYLE, F. - "On the cosmolegical problem", Mon. Not. R. Astron. Soc.
109, 365-378 (1949).

[86] HUANG, Y. K. - "A special class of ideal quantum gases", 4dm. J. Phys.
40, 1261-1283 (1972).

[16] ISRAEL, W. - ‘'"Nenstationary irreversible thermodynamics: a causal
relativistic theory", Ann. Phys. (N. Y.) 100, 310-331 (1976]).

[37] ISRAEL, W. & STEWART, J. M. - "Transient relativistic thermodynamics
and kinetic theory", Ann. Phys. (N. Y.) 118, 341-372 (1979).

[114] JORDAN, D. W. & SMITH, P. - Nonlinear Ordinary Differeential
Equations. Oxford University, Oxford, England, 1987.

{621 JOU, D. & CASAS-VAZQUEZ, J. - "Carnot cycles and a non-equilibrium
absolute temperature", J. Phys. A 20, 5371-3378 (1987).

[61] JOU, D.: CASAS-VAZQUEZ, J. & LEBON, G. - "Extended 1irreversible
thermodynamics", Rep. Prog. Phys. B1, 1105-1179 {(1988).

{101] JUTTNER, F. - "Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeltsverteilung
in der Relativtheorie”, Ann. Phys. (Leipzig) 34, 856-882 {1911).

[110] KAPLAN, W. ~ Ordinary Differential FEqualions. Addison-Wesley,
Reading, USA, 1958.

[17] KING, A. R. & ELLIS, G. F. R. =~ '"Tilted homecgeneous cosmolegical
models", Commun. Math. Phys. 31, 209-242 (1973).

(241 KOLASSIS, C. A. ; SANTOS,N. O. & TSOUBELLIS, D. - "Energy conditions
for an imperfect fluid", Class. Quantum Grav. 5, 1328-1338 (1988).

[76] XKOLE, E. W. & TURNER, M. - The Early Universe. Addison-Wesley,
Reading, USA, 1990.

(351 KRAMER, D.: STEPHANI, H.; MACCALLUM, M. & HERLT, E. -Exact Solutions of
Einstein’s Fleld Equations. Cambrige University, Cambridge, England,

1980,

- 121 -



[41] KREUZER, H. J. - Noneguilibrium Thermodynamics and its Statistical
Foundations. Oxford University, Oxford, England, 1981.

[15] LANDAU, L. D. & LIFSHITZ, E. M. - Fluld Mechanics. Pergamon, Oxford,
England, 1859.

[831 LANDSBERG, P. T. - Thermodynamics with Quantum Statistical
Illustrations. Wiley-Interscience, New York, USA, 1881.

[84] LANDSBERG, P. T. — "Definition of the perfect gas", Am. J. Phys. 29,
£95-698 (1961).

[85] LANDSBERG, P. T. - Thermodynamics and Statistical Mechanics. Oxford
University, Oxford, England, 1978.

[21] LETAW, J. R. & PFFAUTSCH, J. D. - '"Quantized <scalar field in the
stationary ccordinate systems of flat spacetime”, Phys. Rev. D 24,
1481-1498 (19381).

[22] LETAW, J. R. & PFAUTSCH, J. D. - "The statlonary coordinate systems in
flat spacetime”, J. Math. Phys. 23, 425-431 (1982).

[108] LIMA, J. A. S. - Propriedades Geometrotermodinamicas de Modelos
Cosmolbgicos. Tese de Doutorado. Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas (CBFF), Ric de Janeiro, Brasil, 1980.

[159] LIMA, J. A. S. & WAGA, I. - ‘'"Eckart temperature and dissipative
effects in Friedmann universes', Phys. Lett. A 144, 432-435 (1880}.
[156]1 LIMA, J. A. S.; CALVAO, M. 0. & WAGA, I. - "Cosmology, thermodynamics
and matter creation", in Frontier Physics. Essays in Honour of Jayme
Tiomno, edited by S. MacDowell, H. M. Nussenzveig & R. Salmeron. World

Scientific, Singapore, Singapore, 1931,

[60] LTIU, T.-S.; MULLER, I. & RUGGERI, T. - "Relativistic thermodynamics of
gases", Ann. Phys. (N. Y.) 169, 181-219 (1988).

[82] MENIKOFF, ®. & PLOHR, B. J. - "The Riemann problem for fluid flow of

real materials", Rev. Mod. Phys. B1, 75-130 (1989).

- 122 -



[66] MISNER, C. W.; THORNE, K. S. & WHEELER, J. A. - Gravitation. Freeman,
San Francisco, USA, 1973.

4] MALLER, C. - The Theory of Relativity. Oxford University, Oxford,
England, 1872.

ise] MULLER, 1. - "Zum Paradoxon der Warmeleitungstheorie", Z. Phys. 198,
329-344 (1967).

[59] MULLER, 1. - Thermodynamics. Pitman, London, England, 1985.

[135] MUNITZ, M. K. - Space, Time and Creation. Deover, New York, USA, 1981.

[117] MURPHY, G. L. - "Big-bang model witheut singularities”", Phys. Rev. D
8, 4231-4233 (1973).

[142] NARLTIKAR, J. V. - “Nenstandard cosmologies", in Proceedings of the
Fifth Brazilian School of Cosmology and Gravitatien, Rio de Janeire,
1987, edited by M. Novello. VWorld Scientific, Sinngapore, Singapore,
1887.

[48] NEUGEBAUER, G. - Relativistische Thermodynamik. Vieweg & Sohn,
Braunschweig, Deutschland, 1880.

[122] NOVELLO, M.: DE OLIVEIRA, H. P.; SALIM, J. M. & TORRES, J. -"Viscous
causal cosmologies", Acta Phys. Pol. B 21, 571-578 (1990).

[63] OLSON, T. S. - "Stability and causality in the Israel-Stewart energy
frame theory", Ann. Phys. (N. Y.} 199, 18-36 {(1890).

[11] PAPAPETROU, A. - Lectures on General Relafivity. Reidel, Dordrecht,
Holland, 1974.

[87] PARKER, L. & WANG, Y. - "Avoidance of singularities 1Iin relalivity
through two-body interactions", Phys. Rev. D 42, 1877-1883 (1990).

[102]1 PAULI, W. - Theory of Relativity. Pergamon, London, England, 1958.

[132] PAVON, D. - "The generalised second law and extended thermodynamics",

Class. Quantum Grav. 7, 487-491 (1990).

- 123 -



[123] PAVON, D.: RAFALUY, J. & JOU, D. - "Causal Friedmann-Robertson-Walker
cosmology", Class. Quantum Grav. 8, 347-380 {1991).

[57]1 PAVCN, D.; JOU, D. & CASAS-VAZQUEZ, J. - "On a covariant formulation of
dissipative phencmena", Ann. Inst. Henri Poincaré A 36, 79-88 (1982).

[77] PEEBLES, P. J. E.; SCHRAMM, D. N.; TURNER, E. L. & KRON, R. G. - "The
case for the hot big bang cosmology", FERMILAB Preprint 91/35-A (1991)
(submetido a Nature).

[154] FRIGOGINE, I. - "Thermodynamics and cosmology", Int. J. Theor. Phys.
28, 927-933 (1989).

[151] PRIGOGINE, 1. & GEHENIAU, J. - "Entropy, matter, and cosmology", Proc.
Nat. Acad. Sci. USA 11, B245-8249 (1986).

[153] PRIGOGINE, I.; GEHENIAU, J.; GUNZIG, E. & NARDONE, P. -
"Thermodynamics of cosmological matter creation", Proc. Nat. Acad. Sci.
USA 85, 7428-7432 {1988).

[155] PRIGOGINE, I.; GEHENIAU, J.; GUNZIG, E. & NARDONE, P. -
”Thérmodynamics and cosmelogy", Gen. Relativ. Gravit. 31, 767-7786
(1989).

[133] RAYCHAUDHURI, A. K. - '"Cosmological models and entropy", Class.
Quantum Grav. 7, 2B5-267 (1990).

[1381 REALE, G. & ANTISERI, D. - Historia del Pensamiento Filoséfico y
Cientifico. Herder, Barcelona, Espafia, 1988.

[3] BREICHENBACH, H. - Axiomatization of the Theory of Relativity.
University of California, Berkeley, USA, 13963.

{1271 RINDLER, W. - "Visual horizons in world models", Mon. Not. R. Astron.
Soc. 118, 6B2-677 (195B).

[67] RINDLER, R. - Essential Relativity. Special, General and Cosmological.

Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1977.

- 124 -



-[791 ROBERTSON, H. P. & NOONAN, T. W. - Relativity and Cosmology. Saunders,
Philadelphia, USA, 1968.

[139] RUSSELL, R. J.; STOEGER, W. R. & COYNE, G. V. - Physics, Philosophy
and Theology. A Common Quest for Understanding. University of Notre

Dame, Notre Dame, USA, 1988.
[104] SACHS, R. K. & EHLERS, J. - "Kinetic theory and cosmology”, in
Proceedings of the Brandeis University Summer Institute In Theoretical

Physics: Astrophysics and General Relativity, 1968, edited by

M. Chrétien, S. Deser and J. Goldstein. Gordon and Breach, New York,
Usa, 1971.
[7] SACHS, R. K. & WU, H. - General Relativity for Mathematicians.

Springer-Verlag, New York, USA, 1877.

[111] SANSONE, G. & CONTI, R. - Non-linear Differential Equations.
MacMillan, New York, USA, 19c4.

[148] STENGER, V. J. - "The Universe: the ultimate free lunch", Eur. J.
Phys. 11, 236-243 (1990).

[49] STEPHANI, H. - General Relativity. An Introduction to the Theory of
the Gravitational Flield. Cambridge University, Cambridge, England,
1882.

[35]1 STEWART, J. M. - "Non-equilibrium relativistic kinetic theory”, in
Lecture Notes in Physics, Vol. 10, edited by J. Ehlers, K. Hepp and
H. A. Weidenmitller. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1971.

[72]1 STOEGER, W. EB. (ed.) - Theory and Observational Limits in Cosmology.
Vatican Observatory, Vatican, Vatican, 13987.

[50] STRAUMANN, N. - General Relativity and Relativistic Astrophysics.

Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1984.

- 125 -



[5] SYNGE, J. L. - Relativity: The Special Theory. North-Holland,
Amsterdam, Holland, 1955.

{103] TER HAAR, D. - Elements of Thermostatistics. Holt, Rinehart and
Winston, New York, USA, 1966.

[100] TOOPER, R. F. - "Adiabatic fluid spheres in general relabivity",

Astrophys. J. 142, 1541-1562 {1965).

[10] TORRETTI, R. - Relativity and Geometry. Pergamon, Oxford, England,
1983,
[145] TRYON, E. P. - "Is the Universe a vacuum fluctuation?", Nature 245,

386-397 (1973).

{38] TRUESDELL, C. & TOUPIN, R. A. - "The classical field theories", in
Encyclopedia of Fhysics, Vol. III/1: Principles of Classical Mechanics
and Field Theory, edited by 5. Fligge. Springer-Verlag, Berlin,

Germany, 1950.

(1251 TURCK, N. - "String-driven inflation", Phys. Rev. Lett. 60, 543-552
(1988).

{158] UDEY, N. & ISRAEL, W. - "General relativistic radiative transfer: the
fourteen-moment approximation", Mon. Not. R. Astron. Soc. 183,

1137-1147 (1982).

[13] WALD, R. M. - General Relativity. University of Chicago, Chicago, USA,
1984.

[96]1 WALECKA, J. D. - "Equation of state for neutron matter at finite T in a
relativistic mean-field theory" , Phys. Lett. B 59, 109-112 (1975).

[118] WEINBERG, S. - "Entropy generation and the survival of protogalaxies

in an expanding universe", Astrophys. J. 168, 175-184 (1971).

- 126 -



[47]

[91]

(801

[44]

[45]

[94]

[92]

[69]

WEINBERG, S. - Gravitation and Cosmology. Principles and Applications

of the General Theory of Relativity. John Wiley & Sons, New York, USA,

1972.

WEINBERG, S. - "“The cosmelogical constant problem", Rev. Mod. Phys. B1,
1-23 (1989).

WOLF, J. - Spaces of Constant Curvafure. McGraw-Hill, New York, USA,
1967.

WOODS, L. €. - The Thermodynamics of Fluid Systems. Oxford University,
Oxford, England, 1975.

YOURGRAU, W.; VAN DER MERWE, A. & RAW, G. - Treatise on Irreversible
and Statistical Thermophysics. An  Introduction te Nonclassical
Thermodynamics. Dover, New York, USA, 1982,

ZEL’DOVICH, Ya. B. - "The equation of state at ultrahigh densities and
its relativistic limitations”, Sov.Phys. JETP 14, 1143-1147 {19862).
ZEL’DOVICH, Ya. B. - "Vacuum theory: a possible solution to the
singularity problem of cosmology”, Sov. Phys. Usp. 24, 216-230 (1981).
ZEL’DOVICH, Ya. B. & NOVIKOV, I. D. - Relativistic Astrophysics Il: The
Structure and Evolution of the Universe. University of Chicago,

Chicago, USA, 1983.

- 127 -



“A RIQUEZA TERMODINAMICA DAS COSMOLOGIAS DE ROBERTSON-WALKER:

UMA OPERA EM TRES ATOS™

MAURICIO ORTIZ CALVAQ

Tese de Doutcorado apresentada no Cen
tro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
do Conselho Nacional de Desenvolvi-
mento Cientifico e Tecnoldgico, fa-
zendo parte da banca examinadora os

seguintes professores:

/

Mar;;ns Sillm - Presidente

J/ ({aio .
Arcos Duarte Maia

Ivano Damido Soares -~ Suplente

Rio de Janeiro, 11 de outubro de 1691



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127
	Page 128
	Page 129
	Page 130
	Page 131
	Page 132
	Page 133
	Page 134
	Page 135
	Page 136
	Page 137
	Page 138
	Page 139
	Page 140

