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RESUMO

Fez=-se o formalismo de primeira ordem para a gfavitaczo de
Einstein, tomando-se como variaveis cand®nicas independentes, o
determinante da métrica h'7? » a parte da méirica que possui
determi nante unitirio, o tragto da curvatura extrinseca e a
parte da curvatura extrinseca que possui traco nulo. Obteve-se
tres representaces para a equaclio de Wheeler-De Wittt : wsa
delas resolve parcialmente o problema de ordenamento das
variidveis candnicas; a segunda coincide com uma representac3lo
j4 conhecida da literatura; numa terceira, fol obtida a equacZo
para a funcio de onda do universo na forma da equagio de

Schroedinger.
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CONVENGOES

DimensZo do espaco-tempo: d .

Indices gregos variamde 0 a d - 1,

Indices latinos variamde 1 a d - 1,
. . wy

Métrica do espaco-tempo: g .

Witrica dn espacn de d - 1 dioeensless: h.

Derivada covariante no espaco-tempo:
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Tensor de curvatura no espaco-tempot
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Tensor de Ricci no espaco-tempo:

R _ (>4

P Lot
Escalar de curvatura no espaco-tempo:
R = g'” R

g "

Tensor de cuvatura nas hipersuperficies do tipo

espagn de d = 1 dimensSes:
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= - + - r
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Tensor de Ricci nas hipersuperficies do tipo

espaco de d -1 dJdimensBes:
e -."R-l-q'

L) La)
Escalar de curvatura nas hipersuperficies do tipo

espaco de d -~ 1 dimensSes:

B =ntR
i

g = det g

h = det h |

]
Assinatura da métricai (-, 4,4, 4,...2
Nt prmmerisd?

4 - g



INTRODUGAO

As atuais observagles cosmoldgicas indicam gque o universo é

homogéneo, isotrdpico e esti se expandindoua Estas

informagdes,

X . . . . . o E23 X
associadas as equagles de Einstein da gravitagfio , exigem gue o

universo, ha cerca de 15 bilhSes de anos atréis, estivesse

s T2
todo concentrado num uUnico ponto . HNesse ponto, chamado de

singularidade césmica ou '"big bang', nenhuma teoria fisica deve

ser valida. Pensa=-se no entanto, comd o proprio Einstein

sugeriu“ﬁ que haveria wm 1limite de wvalidade da Teoria da

Relatividade Geral (T.R.G>. Fora decte limite os efeitos

quinticos devidos A alta densidade de matéria e energia <(da

ordem de 109‘94m3), influenciariam a interag33o gravitacional.

Isto exigiria a formulagio de uma teoria gquantica da gravitagio.

Tal tecria, que governaria a dinamica do wuniverso nos seus

primsSrdios, poderia ditar o seu desvio da singularidade e talvez
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explicar algumas de suas atusis caracteristicas, 1leis cquais as
citadas no inicio deste paridgrafo.

A formulagio de uma teoria guantica da gravitagZo tem sido
objeto de intensa pesquisa durante a segunda metade deste século,
sem que se tenha chegsdo a um resultado satisfatériomﬁ © que
indica que alguns dos principios basicos da mecanica quantica
es/ou da T.R.G devam ser modificados de forma a

tarna~las

compativeis.

Existem duas linhas de pesquisa em graviltagie guiantlica: uma
delas, a dos fisicos de particulas, gque busca a construgio de uma
matriz S renormalizivel gue descreveria a interagio dos gravitons

. -3
com 2les mesmos, e com outros campos de metéria presentes, é
conhecida como mélodo covariante; a oubtra com énfase na geometria,

topelogia e estrutura do espago-tempo, & conhecida como mtodo

candnico. O principal problema da primeira linha ¢ gue a T.R.G

i . . . {71
nio € renormaslizivel .

Nesse trabalhe nioc se seguirid a linha do método covariante,
mas sim, a do mEtodo candnico.,

0 matodo de qﬁantizacﬁo candnica consiste em colocar a teoria
classica na forma Hamiltoniana, identificando seus pares de
variaveis candnicas {(coordenadas e momenta candnicos) e calcul ando
seus parénteses de Dirac (ou simplesmente parenteses de Poissan,
no caso de sistemas regulares), em seguida associar estes pares
de varidveis candnicas a operadores e seus parénteses de Dirac
CPoisson) a comutadores destes operadores quanticos, A
substituigdo destes operadores guanticos no lugar das variiveis
canéniéag na Hamiltoniana deve resultar na obilengZo da equagcIo

de Schroedinger cujas solug@es pertencem a um espago de Hilbert
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no gual a inlerpretajZo probabilistica da teoria g-"ntica esta

baseada.

A caracteristiica especial da gravitag®o, e de qualquer teoria
que seja invariante por reparametrizacZo do tempo, & gue elas n3o
levam a uma Hamiltonliana, mas somente a vinculos Haﬂdltonianosmn
Iste porém n3o tira todas as esperangas de se ver a teoria da
gravitagio guiantizada. Deve-se ter em conta gue os winculos podem
possuir importantes significados fisicos. De fato, qguando & feita
a formulagZo Hamiltoniana para o campo eletromagnético, wm dos.
vinculos obtidos & nada menos do gue a bem conhecida lei de Gauss.

Diferentemente das teocrias de Yang—-Mills, onde os vinculos
geram transformages candnicas gque correspondem a rotacfes no
espago interno da teoria, segunde as quais os observaveis fisicos
permanecem inalterados, na T.R.G. o espaco "interno'" corresponde
ao préprio espago~tempo e, sendo assim, as trasformag8es candnicas
geradas pelos vinculos correspondem a movimentos no espaso-tempo
fisico, estando, portanto, interligados com a dinimica da

. 19,101
teoria 7.

Sendo a Hamiltoniana da T.R.G. nula, a equag3io de

Schroedinger reduz-se ai

%

15? = H¥ =0 (I.1>
Vé-se pértanto gue ¥ & fungioc sd de hlJ R a matrica das
hipersuperficies tipo-espago que folheam o espago-tempo

(ver apéndice B), & n3io do tempo t. Assim a dinamica esti reduzida
as equagBes de vinculoss:
* ¢ =0 C1.2)
Mo
Uma das dificuldades com as equagdes de vinculos &

saber o que fard o papel do tempo nelas. A  equagZo de



; . 14,121
¥heoeler-De Witt , Que provem do vinculo Hamiltoniano

1
¥ ¥ = ( Gl nuﬂm + R)Y =0 C1.3)

. — P o~ . 1
¢ uma eguagio diferéncial funcional com relacfc As métricas h°

z
gkl A 4

G v ] kL
éh ‘ah

- R ¥ =0 CI. 4>

ikl

onde a expressZo de G =H

i ~s ik :
GLJkL - 1 h i 2{ hL hj\ + h‘tlhﬁf _ 2 h\.Jhkl] 1.5
2 =27

e ﬂj ¢ o momento candnicamente conjugado a métrica h'.
1

Ao se estudar a assinatura de ¢ verifica-se gue ela tem uma
coordenada tipo tempo no espago das mé&tricas Csuperespago)uLi@.
A procura das componentes da métrica que fazem © papel desta
coordenada pode ser facilitada pelo estudo de novas representacies
da egquagioc de Wheeler-De Witt,

Outro problems, relacionade a2 construgio do espago de
Hilbertma ¢ que, apesar de sua semelhanga com a equag@o de
Klein-Gordon, o gue faz o papel de potencial na equagio de
Wheele;-De Witt & a curvatura intrinseca R C(ver apéndice B), que ¢
uma expressio muito complicada das métricas, além de n3o ser em
geral positivamente definido. Quantoc a este dltimo problema,
outras representaz@es podem apontar para um outro caminho para a
sua solugio.

Resta lembrar que existe um problema de ordenamento na
obteng3do da equagico (J.4) nas representagdes das mEtricas,
ja que,’ em (I.32, hiJ ndo comuta com ﬂm_ e, portanto, wvarios

ordenamentos s3o possiveis.

Como se nao bastassem todos os motivos acima expostos para a



5

busca de novaes reprezentaj;des, acrescenta-se ainda que elas podem

trazer novas informages a respeito da evoluj;io do universo. Por

exemplo, ¥ pode ser um funcional da curvatura extirinseca k= como
1}

foi sugerido em [13])¢

L L}(kx_j) (1.6

e fornercer, por interm®dio da conexZo de k = com &

expansio:-do
L

universo, informaz@es a respeito da probabilidade do wuuniverso
estar se expandindo ou se contraindeo.

Nesta tese pretende-se aplicar o formalismo de p.rimira ordem
para a gravitag3o, na busca de novas representag®es da eguagio-de
¥heeler=-De Wittt e na solugio de seus problemas, acima

relacionados. Ela estd dividida da seguinte maneira:

No capitulo 1 ¢ discutido o formalismo de primeira ordem
através de dois exemplos: o© campo eletromagnéticor‘) e o
gravitacional., No primeiro deles, comega-se por apresentar ' o
formalismo de segunda ordem, mostrando a eguivaléncia enire os dois
formalizmos. O segundo & extraido de um trabalho de M. Gleiser,
E. Holman e N. P. Net_o“a], onde o formalismo de primeira ordem
para a gravitagdo possibilita a obtengio de novas representagdes
para a eguagdo de Wheeler-De Witt,

No capitulo 2 comega a parte original deste trabalho. Através
do formalismé de primeira ordem para a gravitagZo, tomando-se um
numero malor de variiveis candnicas independentes do gue o tomado
anteriormente, aplica-se o mitodo de Diracm'io’“] e mostra-se
gue o formalismo Hamiltoniano ali obtido fornece as equagBes: de
Einstein, Pepois constroi=se o0s parenteses de Dirac, transformando

os vinculos de segunda classe em identidades fortes, e

possibilitando a escolha de varias representagfes para o vincul o



super~hamiltoniano.

Ho capitule 3 € aplicado o et lodo ches cuantizacio

canénica obtendo-se outras representag®es para a cguaszsio de
Wheeler-De ¥itt. Kuma delas ¢ resolvido parcizalrente o prebloma de

ordenamsnto das wvaridveis candnicas, ouira & igual a obtida

por (3, e, numa terceira, obtem-se a eguagio de ¥heeler-De ¥Witt

na forma da equasio de Schroedinger.
0 apéndice A apresenta, de forma gerzl, o formalismo

Hamiltondano com vinculos., Ele foi desenvolwvido para d = 4, mes

pode ser generalizado para d > 4 .,

. . 15,4%,56)
O apéndice B apresenta o formalisms ADM '

m
"
fu
fo
it
N

-

podendo tambdm ser generalizado para d > 4,



CAPITULO 1

Formatismo bE PriMoira ORDEM

Este capitule comega com a apresentasio do formzlismo de

segunda ordem para o campo gletromagnético, gue & bastante bem

conhecido. HNa segfo seguinte ¢ feita uma apresentagio mais breve

do formalismo de primeira ordem para o mesmo campo, de modo que

os dois tratamentos possam ser comparados, Por fim faz-se uma

revisio do artigo de Gleiser, Holmam e Netoug], onde ¢ feito o

formalismo de primeira ordem para o campo gravitacional, obtendo-se

novas representages da equagZo de Wheeler-De Witt. A compreensio

desta senfo 2.0 @ o dltiom passo neoessicrin antes de <o iniciac a

leitura da parte original deste trabalho, gque ¢ apresentada nos

capitulos 3 e 4,



1A — O Crrro ELETROMAQNETICO:

N
A agZo para o campo eletromagnético ' no vacuo € dada por:
1

1 4 Lip
< = l F F 1D
S = - d x (1.1

Levando=se em conta a seguinte dependéncia entre az varidveis
g
do ceampo A e F 3
T

F =08 A =08 A €1.23,

varia-«se ent3o a agZo (1.1) na variasvel A# obtendo-se as equagBes

de Maxwell:
s ' =0 1.3
O= momenta canocnicamente conjugados aos campos AM s30:

= 2= = - g% C1.4)

Destes quatro momenta NY, os tres 11 podem ser invertidos para

os A':
B = - + 8'A° 1.5,

e 0o tinico vinculo ser:



C1.6>

A densidade Lagrangeana pode ser escrita comod

IRV ot
-
o Rl
~
e

€1.7),

e a2 Hamiltoniana can®nica & czalculada da maneira indicada no

apéndice A , resultando em:

_ 1 3 i i 1 ik
HC-—éIdxCﬂﬁi-ﬁﬂaiAo + L F F_Lk)

ou, apds uma integragfo por partes, em:

Ho= [ &®«c2mn - Aaen + L F¥ >

[o] z L o 4 vk

A Hamiltoniana total HT & obtida
Hamiltoniana candnica HC, uma combinacXZo dos
cada um dos infinitos pontos do campo:

H = H + jdax uCx N0
T C

A condig3c de consisténcia do vinculo primario n° é&:

o 3' o Ovri'.,_
gn®, By = 4n° , H_} = [ dheqn® , - Aot} =

C1.8),

€1.G>

adicionando-se Y

vinculos UOCX) de

(1.102
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= - [a’ armn® , At = o+ jdax' el =
18 1

o

= + a0 x 0 (1.112

Fla nos leva ao vinculo zecundirio:

1

& n

?
o)

C1.12

Note qgue este vinculo secundirio nada mais € don qgue a2 lei de
Gauss. Sua condigZo de consisténcia n3o leva a nenhum oulro

vinculoc.

. s O .
Os dois uwunicos vinculos 11 e @& n sfo de primeira
t

classe, pois os parénteses de Poisson enire eles s35¢ nulos:

{n°, oMy =0 (1.13)

1B - FormaLismo DE PriMEIRA ORDEM PARA O CAMPO ELETROMAGNETICO

No formalismo de primeira ordem, gue trata as wvariaveis A e
v

FHY (gue & antissimétrica nes {indices p e 2 como independentes,

reescreve-se a ag3o (1.1) como:

g=_£J‘d‘x(aA-aA)F““+‘—_|‘d‘xF““F €1.14)
2 [T vou 4 FrE
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Sua varia

o em relajgio &4s vwvariivels A e F’Y levam
T
respectivamente as eqguagles:
8 F*" = 0 (1.15,ad
L
F = F A = A (i.15. )
M1 TP ¥ 1w

Obtem—-se azsim na, equacdo (1.1i8.%), a relagZo de dependéncia

entre Ap e pr » gue tinha sido ignorada.

Os momenta canonicamente conjugados 3s variidveis A

e F s3o
¥ e
respectivamente:
" = 8 - pre C1.16. a3
aA -
L
e
=22 = o €1.16.0)
ar
My
Tem~se portanto ""dez" wvinculos primarios:
=" - F% 20 €1.17)
M =" 20 €1.18)

J4 que a teoria tratada aqui & a mesma que foi tLtratada na

secio anterior no formalismo de segunda ordem, deve-se esperar gque

haja tambZm somente dois vinculos de primwira classe, pois estes

estio associados a arbitrariedades de calibre.
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A< Harilionianas candinica e total <Lo recpectivem ntoe:

Ho=  d® [CoadF = L™y ) C1.40
[ | B VS 4 PR

e
o= H_ o+ dx cu 2%+ u 770 (1.200
T C EyY) 201
& comniicgin de consistdoria do viowale primscio 45 &:
{HT R ¢“} = 0 1.212,

mas tem«se:
{u_, @} = {jdax[(éiLAa)Fm ~*F F%Y , am® - 5o 4

3 ox o g ‘,,uo .
+ {J“d xCu g+ umﬁﬂ >, N - F >t o=

= [dEx[F“'*{alAu L u%ﬁ{n“ﬁ L FRO g C1.22)

o X
Somente a componente ¢ levard a vinculos secundirios. As

demais componentes levam a equagfes envolvendo os multiplicadores

U .
2

i, 2%} = [ d%x P 2067 SPuad =

T L

0o .3

fa®x 9 (FP8%uxd = [ d'x 9 CF 5% sl =
- s o

H

€1.23)
1

De forma semelhante, a condig¢XZo de consisténcia dos vinculos

vk . .
primarins ¢ leva aos vinculos secundarios:



[
Y

. N v
R A A ST bV S SRV ¢ (1.4
Estes vinculeos secundarios serio denotados por:
o o -
v = =38 F° =0 C1.25. 4
"
e
k — LWk 3 -
27T 2 FT - (oA - 9'ADd 20 (1.25.
A condicio de consisténcia deles

nao leva a nenhum outro
vincul o.

E fzcil verificar gue os uUnicos vinculos gue apresentam

parénteses de Poisson nulos com todos os demais vinculos,

SEO:

& =0 ~ o {1.26.a)
e

XD = 31 m =~ o {(1.26.%)

Estes s3o os vinculos de primeira classe; os vinculos restantes

s50 de segunda classe:

C1.26.)
e = FR - gt - a'A x o0 (1.26. D
A = 0" = o (1.26.)
De fato, lembrando que " e Y7

sdo conjugados candnicos,

pode-se perceber sem fazer

calculos que o0s pardgnteses de Poisson
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2 At it . .
entre oz -~ , § e ¢ , Sav diferentes de zoro. Estes rezsultsdos

confirmam a expectativa de se ter apenas dois vinculos de primeira
= . [a) v
classe, que sZo inclusive os mesmos 10 0 e 811 = O,
!
A existéncia de vinculos de segunda classe possibilita a
contruz;¥o dos parénteses de Dirvac, que os converte em igualdades

fortes, {ornmande ¢ formalismo de primeira ordem eguivalents aon de

segunda ordem.

1iC - FormMAaLISMO DE PriMERA OrDEM PArRA 0 CAMPO GRAVITACIONAL:

A a¢Zo de Einstein~Hilbert para um campo gravitacional no

vicuon &@

s = [ a% (-a)*"r €1.273,

onde ¢ numeroc de dimens®es d do espagco-tempo & arbitrario.

A wvariac?io de (1.27) nas componentes do tensor métrico

g"’w leva as egquag@es de Einstein do campo gravitacional, gue sZo

equasses diferenciais de sequnda ordem com relagZo a matrica:r

g7 = 0 (1.2

Tem=-se por objetivo obter a forma candnica dessas equagles,

cque devem apresentar as sequintes propriedades:
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€1 Dovem ser resolvidas explicilamenle para as derivadac

temporais.
2D Devem ser equactes de primeira ordem.

A primeira propriedade peode ser obtida pelz adojie do

formalismo ADM (ver apéndice Ad., A segunda, pela consideragfo das

» > : (S - « .
componentes da conexio I como independentes dos g CPalatinid.
Y

Utilizando os resultados do apéndice A pode-se escrever a

ag3io s da seguinte maneirac

S = fddx hl/Z{ —zhtji.‘- ﬁ”k,_ + NCB % €2 - K kij) _
Ll i} ij

- 2N (K- 8KD = 2N - k NH7Y C1.29)
v A 1 1]

L

Onde h = det b, hl' € a métrica da hipersuperficie tipo espacgo
1} 3

de dimens3Io d-i1, R a curvatura intrinseca, k a
1)

extrinseca, N ¢ a fung3oc lapse, e N't & a fungZo shift.

curvatura

Agora as varidvels tomadas como independentes s3o ' e k .
1%
As relacPes da conex3o com o tensor meirico, na linguagem ADM,

podem ser escritas como:

o1

hJ = 2 N kij - Ni./j - NJ/i

C1.302
Integrando-se o primgiroc  termo de (1.29 por  partes e
substituindo nessa ag3oc as relagdes acima, chega-se 4 ag3o

familiar do tratamento de segunda ordem:

I = -2fa**x h'77 x + Iddx N R’ - k2 + k”_k”) C1.313,
9
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a qual & preciso adicionar o term de superficie:
A
2 [ d"'x vk
e

de modo gue sua variagZo com respeito a h‘"j dé as equa;les de
Einstein.
Dando inicio ao desenvolvimenio do formalismo Hamiltoniano de
primeira ordem, calcula=-se primeiramente os momenta conjiugados as
i

. s ' L)
varisdveiszs H, K, h e ki;
L }

aF
ne2" =0 C1.32. )
aN
. b
=22 =0 _ €1.32.6)
k.
¥
n, = «—‘ij = - h'7? k. C1.32. )
ah
pi = 8% . _ 2 n% | 1.32.
1%

Atraves destas relaces n3o € possivel expressar nenhuma das
"velocidades" em fungio das variidveis candnicas e de seus momenta
canonicamente conjugados. Obtem-se somente os vinculos primirios

apresentados abaixo:

=0 {1.33. a2

n = o C1.33. D

o =0 +h%x =xo0 €1.33.
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-

F4 . , 1
Yo s 2n""

¢ LY s 0 1. 33.4)
Estes, utilizados de acordo com a regra apresentada no opéndice A,

e ji exemplificada nas segfes anteriores deste prezente capitulo,

levam & seguinte Hamiltoniana candnica:

H o o= fd™ 770 -NCE 46k kM o+ ik - 8T ) (.34
C L] 1 1 )

A Hamiltoniana total & entio:

Ho=H_ + [a 7% n"2 [ 2P cn + "k > 4
c 1] L3

+ o CPlazn Ry 4 an ) €1.35)
T
L)

onde A, A, A e wu s30o os multiplicadores de Lagrange.
I8

Os unicos parénteses de Poisson enire as variaveis candnicas,

diferentes de zéro, s3o:

L) _ 1 t ] 1 ] d-1 .
{h 0 4 Hucw} =z (61. ‘51-: + 6)(. |5l) & Tix-w 1.36. a0
fc oo, PRt = L 8F 8w 85 8 6Ty (1.36. )
1) 2 1 J i} L
d-1
{Ntx) , ﬂ(y)} = & Tix—y» (1.36.)

{Nlnu » T ooy } = & & (R-y) €i.36.4
]
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Com eles podemns verificar a condigZo de consisténcia para os

vinculos primiriost

peoLonpm L T, ¢l b e dH L a0 cLan

Os dois primeiros (1.33. ) e (1.33 ) levam a2 vinculos

secundirios:

H = - PR o+ k- k”k”) % O €1.38.ad
H=2n7a) -8 =o0 €1.38. )
| 1 1 )

Nota-se entio que HT & também um vinculo!
HT = O (1.38.c2

comd se esperaria de uma teoria invariante por transformagBes

gerals dos sistemas de coordenadas.

Antes da verificagZo dos dois dWltimos (1,33.¢) e (1.33.8, &

conveniente calecular, com o0 awuxilio das equag@es (1.36,a)

e (1.35.v), alguns outros parentéses de Poisson:

1.2

s 4 o~ z _ ab . » 172 , _
fH, > 2 b= - R Rk Y, e k1t =

/2 ) » _ 172 ab 2 N
=-h""{r, mot-nh {¢h™k 3%, nn o+

3 . 52 . o 2 ab.
+ h {kabk , nij} - {h""%, n”} (R + k% - kabk 3

R, m =20k k&% 4
L] 2 L%

e 2 W72k k°

av )

8%ws = L h H  6%-ws €1.39)
2 vy O



onde a nolatZo com linha significa por exemplo:

O primeiro termo sera calculado separadamente,.

Lembre-se gue:

%, b= g’z ¢ R o ”u": C1. 40

& hkP(z} g nkp(m

o~ > ab
A variacZo de R em h =H

&R = &h°°E 4 hosk . C1.41>
ab ab
onde:
SB = €O Y, - C&M Y, 4+ S T et o™ -
ab at” * al ’ o L ob im ab
S STR i oS o C1.42)
b al b al B

Restringindo-se sistema de coordenadas onde I“ab = 0, tem-se:
(=]

e - i L
6Rab = €& ab)/L - &0 u\,)/b (1.43>

Esta € uma identidade covariante, ou seja, tem 3 mesma forma

i ndependentemente do sistema de coordenadas. A equagio (1.43) wvale

portanto também para sistemas de coordenadas onde Tc'bc?! O



Z0

Uszando as equasdes (1,412 e (1.43), tem-se:

o ab L _ ROk 1 .
&k o= &h E o < h (& ob)/L h (ériub)/b C1.44)

- t t
A expressfo para [ em termos de h'’ é:
a

b

1
I
|

o2
I
jop
+
oy
)

h > (1.45>
va, b 1hy o aby 1

Substituindo~a em (1.44), obtem-se:

sr' =L hn%h 4+ h - D 4
ob 2 oy b ik, a oy L
1 .
- + - .
+ 3 [Céﬁka)’b (¢*Kb)’u (éhab),i] (1.48)
Restringindo-se novamente a2 wm sistema de coordenadas
onde FL b = 0, as derivadas tornam=se covariantes,
[=3
consequentemente os trés primeiros termos s3o nulos, e a

expressio resultante, gue & <covariante, vale para qualquer

sistema de coordenadas:

1 -
b '[C6h > % C6h > - C&h > ] (1.47>

Ch

1

"
M|

ab wa b

Substituindo €1.47) e (1.44) em (1.41), &R fica:

~r

.. abx 1 ab, Lo |
6R = 6h R, % > h h [CSh 3 .+ b an” 0P ]
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i [ 1

-~ h" h [(Sh D 4+ CSh D - (&R D ]
2 va sl W osare al b
1.4
EntzZo:
& R 2 n°® R
v = Y ab +
a h! F a hv P

™M T ™
. : a T
+ 1 hat hlL h "ha_ [dh . } 4 h ht' {dh . ) - h hh [é} h ]
i L VAT g MRS o T YT g TR Loy T T e T L
vl an’ ah™" ah"
—’;h‘*h‘hmhm[ k] 4+ h hx( k] - h_ hu—-[ k}
L ah' P w MM MR R Lo ™ TR an RS Ly

~ % .d-3 il d-1
= R & (x—x * & M=% - h" h & =y
ke Ve ¥g ) kp AV

{1. 49

Finalmente ja & possivel calcular os paréenteses de

entre ir:’: e ﬂ‘__:

4 . _ d-1 1 K P k p d-1
{R » ﬂ_u}, = f d "z | 3 C Cbl. éj + 6j 6'}. Y & -]l
[ K éd—icx-z) + CSd_.lm—z) - hnlh éd_l(x—z‘; 1=
kp g ¥4 ) kp ATsl

~ d-1 d-4 nt d—1
= R & Tix-w3y *+ & Twm-xo - h h & "o
[ PAWS 1)

ATl

O resultado final para o calculo dos parénteses de

entre H e ¢'t,é:
o vl

1

d- 1
H h & {-n"y =
o\

.1
{HO ’ ¢ l_]}

1,2 cd _d-3 d-g
- h "[h h & “w-w, - 5 To-xy, +
1] csd 1.7}

Poisson

C1.502

Poisson



M
(A%

+CR ke -2k k367 o] C1.51)
1 <)

v} 3

Agora o calculo dos parénteses de Poisson entre H e ¢i:
1 L}

indl
aH: CAEI C1.52)

» —_ ] - 4-1 "
{H\,r’}-{ﬂl,nu}..jd x
an""Y e

v

¥

-
H

Calcula~se entZo a variagio de H em h
b

SH = = (k’- &k &I b 5 [ (k- & ] =
L i v 7} 1 1 3

= = (k= & %= m % sn™ b &n™-
L 1 Eg AT ™YL
- b sk D 4+ RR™ Sk D (1.53)
AT mroy
As variagSes &k D e e serio calculadas
mnsl (R Aol
separadamente:
Sabe-se guet
= -k T -k T C1.54)
Wit L Ty 1 anrn ™mi ma i

EntZoc tem-se:

&k Y= =k S -k ST =

mrey
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at
v - s ¥ -
+ h ((éhbw.)’i + (6hb1)’ (6”m1)'b)]

™

-y [er®™th + R - h 3 4
z rCh

b Ty 1 B, n ni, b

+ ho" (C8h, D>, + C&h O, =C(6h I, 3] C1.55)

Da mesma forma como j& foi feito por duas vezes no cdlculo de

-{ﬁ s M7 }, consideram-se as conexdes I’LH nulas. A eguagioc (1.852
V) '

&k I = -1k KPP [CSh I +CEh D ~CE D 1 -
Ll gt 2 ars b st by Sm mt s

™|

ab
k b7 [Cshb > 4 C6h 3 - C6h 3 ] =

ma r /b

==Lk h®® [~hb h C6h™ =~ h h (K™ 4+ h_ h &E™ ]~
2  on br ms Ig" rs ol T mr el o
-2k ™ [-b h K™ -~ h h €K 4+ h h (6h7% ]
zZ ma br =n gt re s\ s nr o s b
(1.56)

Pode~-se obter 5(k'nq) a partir de (1.56), mudando-se apenas
1

os indices:
&k D = x h®Ch h C6h™>  + h h (&K -
A Z an br is Z] br o) et

-h h SR Y+ 2k %h b SR 4
\r @i - 2 L@ br sn 3

+h h (SR «h h (&0 ) €1.57>
re B} A nr B} sk

Substituindoe (1.56) e (1.57) em (1.53) obtem-se a seguinte

expressic para 6Hf
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EH = - (k1w &'k &KV . w72
L 1 1 A

A AT} mirye sy

g d mn

PR R®(h b CERT) 4+ h h (SR = h o h CARTTY Y-
2 am br 1% Vs b1 E) Vs g &

] 1 1T 52

Dos outros parénteses de Poisson mais simples,

apresentados apenas os resul tadoss

&Y+ nt 4k ShT -

-1 RPR™k m°®Ch b (SR 4+ h h €CSR™) « h h (Sh'TY )=
2 an br me Fat br Bt 20 ™wr el Pd
1 172 w™n ab re re TS
- —-h" ""h kX h (h h (¢h >3 4« h h (dh > - h h (&h 3 )
z Mo br sn gt re si S F nr st e
(1,582
aH
O cilculo de —o & feito levando=-se em conta gue:
ah"tY
rs
[3!‘: ] = &"° !fvd-‘max"),_ +« Lg% 7 c’id_i(x—x'U +
c?h“uv n uwv 3 2 (i myy oo
+ L& ISd— t-x""y ,
P4 in ™}
onde &°% = 1 (8% &% & 6% &
1) z A% ] 3 v
O resultado final &:
o, &'t =Lt n & -
v’ k1l z ikl
1 1.2 d-1 d-4
iy h [Ck'\k & Tiwm-x ))/l-i- (kﬂ & Tix-x Q/k—
Stk 8w = k% h . 6T e ] C1.59)
2 ki e i kL /o

{u, ,» HI}p={H , H} ={H , H} x0 C1.60.ad



Fica assim

para

B

{H_ 2 = 2 Bt oo T S PN
kl _d-
o, ¢ ™y = -2 BT e ew, -
18 8
- L& RYe & Ry 6% ]
2 v 1 )
1 i L t  4S2 d-1 .
{¢., - ¢ t=-5h Ck, by = Bk Y 67 o
%4 .k -
{qﬁl > ¢'2 {} = - hl/z (& b hkth S L'Sd 1(){—:-&')
1) LR +)

os Jj& citados vinculos ¢;. e ¢

leva

a

{1.60. D

C1.60.

(1.60.4d)

€1.60.ed

(1.60.13

mais facil werificar que a condigZo de consisténcia

obteng3oc das

seguintes express®es para os multiplicadores de Lagrange k” e

w
vl

A e RV 2GN kPe N D C1.61.0d
e
w = h"?[ NCR + kk_ ~2k"k_> -~ N, _+ N
1] 1} 1) 1 m) 1] moL
+ N k"4 Nk ] (1.61.0)
m-s) b ijsm
Aqui pode~-se verificar que os calculos estio coerentes, pois
as equac®es de Hamilton abaixo levam 3s equagSes de Einstein
quando sZo substituidos os valores de »oe w nelas:
1
R =4k , Ht=n"% 6 ¥ ¥ =0 1. 62.a)
1) 1) T 1) MY o &

onde 1%
£



cS

e n" ¢ o vetor perpendicular & hipersuperficie.

B = {0, H_ } = BN (g = 0) (1.62. v

O resultado nulo obtido em {(1.32.a) e (1.32.%> para a
variag3io da densidade de lagrangeana £ em termos das '"velocidadeg®
H e N » ou seja, © resultadoc de gue N e NL sZo arbitrarios,

1

indica gue nenhum grau de liberdade ¢ inerente a esztes campos.

-

Estas varidveis podem ser descartadas pela introdugao de vinculos

de Gauge do tipo:
G =HN-C =0 (1.63.a>
g =N ~-C =xo0 (1.63.0),
que depois da introdugdo dos parénteses de Dirac passarZo a ser

igualdades fortes junto com os demais vinculos:

n* = o (1.64. o)

N

h
]
T

(1.64.0

Assim os vinculos Uo e Hi podem ser descartados, e, N e Ni
serem tratados como multiplicadores ¢® e € no desenvolvimento que
segue.

A verificagXo da condigio de consisténcia para os vinculos
secundarios Ho e H_1 nIo levam a nenhum nove vinculo., Todos os
vinculos da teoria s3o entio de segunda classe, Jji& gque nenhum

deles possui parénteses de Polsson nulo com todos os demais.



Forém, com a condigdo de consisténcia para os "d" vinculos Ho e
HL nio impZem restriges aos Yd" multiplicadores N e Nt, isto
sugere que "d"  combinagSes dos ¢ -;» d (d-1> + % d (d=i> + 4 *
vinculos de segunda classe, s%o de primeira classe., Esses “d"
vinculeos de primeira classe podem ser obtidos através da escolha
arbitréria dos multiplicadores N e N'L gue aparece em H:
explicitamente e também implicitamente pelas expresses (1.61.q)
e (1.62.) de 3 e \'.\.‘»LJ » pois P.__[ & um vincule de primeira classe,.

Pode-se escelher por exemplo:

(1> N = &% o e N =0 €1.6%),

obtendo um vincule de primsira classe:

A = b7 R+x2 =k k'H 22 k' 4+
o 1} 1)
+ CR + kk = 2kF k JP"= P C1.66)
13 1] LR < 5 AT
(2> N=0 e N; = 6; 88 e 1.67),

obtendo d-1 wvinculos de primeira classe:

H =z2n -2x pl4+x pY €1.68)

a as) o} 10

. . a0
Os vinculos de segunda classe independentes ¢f_ e & H tornam-se
13

igualdades fortes com a introdug3o dos parénteses de Dirac:

) {A(.\(‘: » B<y:}' = {A{x) » B:y)} -

- j‘ du dv {Aw , ¢»a<m} (C-l)-aﬁ(u,w {qbpcw » Bupd | C1.69,



Gy ls

1] k1 .
onde Chﬁ {¢u s ¢F b (1.706>

sfo elementos da melriz dos parénleses de Poisson enire os

vinculos de segunda classe . Torna-~se porianlo necessario calcular

a inverss da matriz G,

Observa-se que a matriz € pode ser representada por:

A B
C = C1.713
-B 0

onde (veja as eqs., co. denN):

A=z=20"7(kh -h k 3 6w €1.72. e
2 13 kil vy ki
B = p'7? crs‘fl, - h"‘hﬁ) 6% e €1.72. )
J

£ facil verificar que a malriz inversa seri:
o -p* :
C—l - . -€1.73D

£ somente necessario portanto calcular a inversa de B e a

multiplicacZo B 'A B™*. Aqui{ sera apresentado apenas o calculo de
B,

Suponha que:

. | -t .kt

B! = —¢™HY = a2 4 brh 3 8w €1.74>
12 1] L'} L]



ca

EntZo tem-se:

1.kl mn
) c_ o=
™"h iz 1}

I du (¢

™

L s b bR >¢e

mn mrm L)

§ du n? ca &

ki

= h"% ca & 2 b RN > 8™ - WD 8oy =
™ ™mn v v
kL ¥ Y a-
= h'? [a & - K'h > = b (d-2> K'h ] ey =
1) ) 1}
= 8 8% e
1}
Escolhendo a= h'*
o valor de b deveria ser @
-1.2
b = ——
a = 2
Consequentemente tem-se:
1 1.kt 1,2, ki h“h d-4
B - e (CLZ) ;Lj = h (élj - -—a:'-z—‘l.j)(s (R-y>

e a multiplicag3o B 'A B™ da:

-12
h

-1
B A B =(C )tjkl- “27a Pk

d-1
s - h kD& oy

-1
Em resumo tem-se, os seguintes elementos de C 7:

-1
14

™m d-1 g-4
« h "h )&% e s ta—y?
i

C1.75D

C1.763,

C1.77>

1.78)>

€1.79>

(1,80, ad
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k1

(C:;)kl‘u =" (C;:)Hu = - h*i/zfétz - ll;*—'-_!.: P65 ey C1.80.%
. h172 i
- = S - e C1.80.
& )ijl 2<d—z>c hi,jkkl hklk_lj)é -y 1.80.c3

De posse destes resultados, ji € possivel calcular os parénteses

. 1
de Dirac entre fung®es das varliveis candnicas. Os vinculos g e
1

3

Z1] ~ .
» passar3o a ser igualdades fortes e portanto podem ser usados
para a escolha entre duas representages. Comega-se pelo par de
s p e 1]
varidveis candnicas h'' e 11 .
i]

Olhando a matriz ¢ ' vé-se que um dos termos {agusle relativo

a C;:) dos parenteses abaixo, € igual a zero:

{hijnn » T ey }* = “ht‘j‘x) , ﬂkli_w} -

- f du dv {hijcm , B W KC_t)apm,v}{cﬂG;w R ﬂkl{w} (1.81)

Restam entio os seguintes termos:

i * i pd-1
{h e, ﬂklcw} = 6“ &7 T ir-y?

ran

. 3 h N

—fdudv{ h“(x), ¢;?(_\u) }'[ h 1/2(: 5‘::- hrs p 5d ’(u-v>] {qbzr?\n, ﬂkiCy) } -
d-2

rs
rs h h a1 . 1
:nz 267 Twu-wi] {g‘)r;v), ﬂkL(y>} -

-J‘duv{ Koo, 8770w + -h %S

mmn

- [dudv{b oo, "W ~b T PCh ¥ = b

Ld-1 2
k 36 Cu-—\.ﬂ] {¢ lF?v), I1 (y)}
az n Ta rs mn ki

C1.82
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Substitui=-se em (1.82) os parénteses de Poisson abaixo:

Cud } =

™

i} Y 1) -1.72
{h”cm » P wp o= -{h‘}(x) » €I cw + K w k
mr ™mh

= 6" &% eew €1.83, )

mn

2 1,2 =
{¢ v . ﬂk{{)n} = {(Pr?vy 4+ zh v h (wsd » ﬂ‘m{y;} =

- h“zhmh"géd"‘w_y; + zh“’zé;‘i’ 84 vy  (1.83.8)
{h00, @00} = {00, (P 4 20™E BT = 0 (3.83.0

Mostra-se entio facilmente que o paréntese de Dirac entre hlj e

1 =314
ki
o] 1
-5 +
< kl d-2

]

{hton, i, o . h”hkl) &8 ey C1.84)

De modo semelhante obtem-se os oulros parénteses:

{htj(x?f, h]d(y} }* 0 : (1.85.)
§.42

h d-1
2 C kijhkl- h‘u‘kkL) 57 Ttumy (1.85.6)

{ ﬂn(m, nkl‘y} }*

Os parénteses de Poisson (1.84) e (1,.8B.%) revelam que I"I,j
1
nFo ¢ uma boa variavel can®nica. Deveri ser feita uma mudanga de

variavel, de forma gue nessa nova varidvel candnica E"ifl Sers

parénteses de Dirac déem:

»
{ﬂ:J(x) ’ ﬂklcy:;} = 0 (1.86. a2



d-

ij , * 1 .
{h Y nkl’(y)} = cSM &7 Ty {1i.86.e)
Supondo que ﬂ_’j seja uwa combinagfo do tipo:
1

Nt = =afl <+ b h [l (1.875,
v Lj 1)

onde a e b s3o coeficientes a serem determinados, e [1 & o trago
de T :
L

m=rn'n.
1}

Nio e tarefa dificil mostrar gue os H:j obtidos serfo:

M = =T+ h 0 €1.88)
vl ¥ L

A expressdo (1.88) pode ser invertida tomando-se o seu trago,

e encontrando:

N =-0n + -2 h IV C1.89)
L] 13 d-2 13 i

Substituindo em (1.66) e em (1.68) os vinculos abaixo:

k”, = h nt; €1.90. o

h' = - - h*? ph €1.90.v2,
Jj& em termos de ['[:_J » encontra-se:

H =20’ =zo0 €(1.91.a)



33

A o= Lt 4+ n'* - o pYie . - R R 20 -
o 2 d-2 vj ki
(1.91.4)
Estes s3o s ja conhecidos vincul os super-momento e

super-Hamiltoniano respectivamente. Esta escolha de varidveis leva
ao mesmo resultado que se obtem no formalismo de segunda ordem da
gravitacfo.

Pode-se ainda cbter uma ocutra representacio para as equagles
{1.81.6) e (1.91.%), Com este objetivo calcula-ze antes oz
parénteses de Dirac de Lodas as combinacfes possiveis entre o par
de coordenadas k@ e P”. £ facil mostrar que ecies dio os

A

seguintes resultados:

1] * i 1] d-—l._ 1 L) d—*i_ i
{P o0, kk{w} = 28 0 5 oy 4 s b hkLé (M—yy €1.92.a)

{Pijcm, Pkl<y> }* =0 (1.982.%)
- h_1/2 d-1
{ki;x}’ kkl‘y} }' = m:;( hkl,k],-l - l.‘tjk}(‘,) & (=YD} €1.92. 2

Os parénteses de Dirac revelam mais uma vez gque n3oc se estéd

trabalhando com boas variiveis candnicas. Da mesma forma como foi

feito para o par I e h'', mostra-se que a varisvel k"7 deve
1]

ser modificada para:

k' = 2 (k4 - h k) C1.93),
1) 2 1} d-3 i}

que leva aos seguintes parénteses de Dirac:
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03 Kl . , , . )
{P o, P {y)} = -{k_wm) R kkL(w} = 0 (1.94,

ki d-1

1
{k‘,‘ o0 Pk (> }* = & &5 -y 1.94. v
i)

i}

Para se fazer a substituig3o dos vinculos (1.90.,a) & (1.900,u)
em (1.66) e (1.68) de modo gque estes Gltimos figuem escritos
somente em termos das wvarilavels k:j e Pij, & necessarioco antes

obter dos primeiros as seguintes expressies:

-1
(1—-dr (3-3)_ (G-

N = - (-2 P ' C1.905, ad
ij 1)
-1

ht/z = (_2)(1—d>/(d—-3)P(d-3) €1.05. )
ij « d-m i

h' = ( = ph €1.95. )

-1
h = (9% p €1.05. D

i < i
onde P = det P e PLJ = (Plj)d.
O resultado dessa substituicXo em ﬁu &1

- 1] ii
H =-2%x". P+ x> P C1.96)
a a) i t 30

1] . o
Ocorre porém gue a variivel h''! ainda esta presente na express3o
acima, na forma de derivada covariante. Para elimina-la,
escreve-se as derivadas covariantes explicitamente em termos das

conexdes:



)
Ul

! = k'’ -7 k? T ¥k’ C1.97);
L3ya L), ia 1) ay i
depols usando:
P".j ‘ - 0 Ci-gs);
~L
eliminam-se as conex@Ses, e obtem-se:
H =-2%k" P74k pP'-zyx P9I C1.39
o apl Lisa ap st
Vale frisar, como mostrado em (131, gue (191.:) e (199 s3o
geradores de trasformas@es de coordenadas.
A nova representaglo para o vinculo super-hamiltoniano
(1.81.) é&:
(o :5;‘_l 3
-3 1 ..
H = [.f-'—] R P, [_‘_‘3'_’1 kK’ k' - k’k’ -k’ k°’ ]P“‘“P‘* ~ 0
o 4 — 2¢d-2» YETY 1) T} T i onj
(1.100)
onde
d-3y
P o~ %
—_— P =
(=) &,
Pk
d cd-ay 1 b
= @2 s [~p? - 1p p* pd
s ls ) 4+ 1} sl &
+ (-« P P P') 4 waP PP 4
41d-3 i st 5, b ij P
+ @-PP PSP+ P P PK' POP Y €1.101)

3 sl 5] ab S, 1 s X
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Com isto, conclui-se a construgio da teoria classica. A sua

parte gquantica seréd apresentads na introdugio do capitulo 3.



CAPITULO 2

Formatrismo DE PriMEIRA ORDEM PARA O CaAMPO GRAVITACIONAL

M TERMOS DE QUTRAS VaRiAvEls CANONICAS

~ . . 2 . , 1
Neste capitulo s3o definidas novas variaveis candnicas h‘},

172

h™ k e fc,j » reescreve=se a agio de Einstein — Hilbert (1.3)
L8

termes delas, ¢ splica~se o formaliswm de primeica ordem, tomando
i 1,2 i ~
¥

como varidveis independentes N, N, h h 3 k_j e k. Isto leva
1

a um ndmero de vinculos de segunda classe maior do gue o

encontrado na segio 1.C do capitulo 1, possibilitando a

obtencZoc de outras representagfes da eguagio de Wheeler - De Witt.
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Como ja foi visto no capitule anterior, a agio de
Einstein - Hilbert pode ser escrita na formuilacZo ADM, como:
S = [d% n*-2n% -R% 4+
1) 1l
+ NCR + k%~ k' ) - 2 Nk’ - 8 1 ] 2.1
L) 1 i A3
Definem—-se novas variivels RU e ﬁi,tal ques
h' = ¢p'H°® RY €2.2.a
e
ko= k4 -1k C2.2.v),
ij 1 d-1 13}
z
onde a = - ey
Nota-se que o determinante de AN igual a 1:
det h” = h =1 (2.3
e gque k ¢ a parte sem trago de kU:
1)
Wk =0 2.4

L)

As duas equagfes acima s3o vinculos que restringem a variac¢io

das variadveis candnicas. Deve-se, a fim de varii-las livremente,

introduzir esses vinculos na agio por meio de multiplicadores de

Lagrange. A ag3o S fica:

h'H) 4+ n -2 E -8Bk 4+

d i~ o
S-]‘dx{z(h-i) +y(k” 0 g
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+ NCR + k2 =k k' =2 Naxl=- &8 1 13 2.5
1} 1 1 Eg

onde z e ¥y 530 os multiplicadores de Lagrange.
Substituindo na ag¢fo a expressic (2.2.%), @ usando a equagio
abaixo:

h F\mn = - 2 h~1/2 ﬁ.‘./z ce. 83,

a aclo fica:

4 $-2 Lin iiz o 2, pi2 2kh 72
S = [d% {[h"""C-2hk - B > - kn"+ K%k - 1 +
1] 1} d-sz
12 5o, de 2 2 i LT ooily
+ h "[NER + i k a h x.”_k kijk h)
o) wemk L] ST Lig
2N (ki =0 rS_L)'/J_] + zCh -1 4+ y(Ch kii) + (2.7

A variacio de (2.7 em i:”, leva & obtencZo da expressio do

multiplicador y:

y =2 h' Nk =~ N” > 2.8,

ol

e também a seguinte eguacio:

hi/zcéij _ 1 hijh | _Emn + szmn - Nm/n _ Nn/m] = 0
mn (d-1> ™mr
(2.9
A variagio em k leva a uma outra equagfos
h RA™ = 2(Nk - N" O €2.10),
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que junto com (2.9) resulta em parte das equag@es de Einsteln:

A™ = 2Nk™ - N - N c2.11D

O restante das equagBes de Einstein serid obtido das variagB®es em

7 e RU.A varlagcio em h leva a obtengXo do outro

multiplicador, =z=:

1.2 (d-2y 2 1 Sy (3-2>
z = W7 - 2 + S Nk ks NS -
(d-1y{d-0 (d-1> L] td-17 sC
l/p d-2r 1
- N |3 - N (2.12>
ip (d—13 ’l] ’

e a equagdo:

€' - LopYn o3[k - N, - NCR_ 4k k_-2kPk 3 -
Latal d—5 ™ i) L4} 1] i) el
L i L '
- N k ~N k - Nk 1 =0 (2,13
st ATt Lpst
A variagio em h'"® leva a equagio:
hR = = MR + k2 = k kD « WS - 2P - Nk,
ij ij e ip L

(2.14),

que junto com (2.13) resulta na oulra parte das equagfes de

Einstein:

X
s b

Yy % (2.15>
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As variagBes sm N e N' levam respectivamente as eguagfest

H = h%C R + 22 3% 0 Z 1'% x -k k) = 0 (2.16.
I (G-1) d-4 ij i)

H =205k - “2 x 6 =0 €2.16, )
L L (d—%} L)

Repara-se gue (2.112 traz de wolta a relagido de dependéncia
entre hﬂ e kU » o©ou seja, entre En ,hl/z, iﬂ e ¥k, gue havia
sido ignorada. Essa € uma caracteristica do formalismo de primeira
ordem, e ocorreu também na variagdo da ag¥o (1.143 do campo
eletromagnatico em F“p, restabelecendo a relacfo destas variaveis

com as outras (A"), comforme foi visto no capitulo .

O0s momenta conjugados 4s variaveis canSnicas s3os

T=2% -0 C2.17. )

N
n = a"i = 0 (2.17. )
BN
= aii/z = :3*?1 - a h* ;“J‘ €2.17.
a - 1
ﬁl, =2% o n¥Het i C2.17. &
o T
TRy :
pri = 8f  _ L 7 (2.17. )
3k
1]
p o= 2% o o R (2.17.D
oK

Menhuma das velocidades pode ser invertida para os momenta.

Tem—se portanto os seguintes vinculos primiarios:



p=n-2y 4san'k zo0 €2.18. o)
d-17 v
s =8 + ™%k 20 C2.18.v)
i] vl 1)
&EP + hi/z xo (2-180&
ﬁ o 0 Ca. 18- 9)
M ~ o (2.18.0
1
além dos vinculos:
h=-120 : €2.19. o3
"k xo0 (2.19. 1
ab

A Hamiltoniana candnica e a total s3o respectivamentes

- d-1 _ = d-2y 2 2 i) @ _ T Tl
HC-J”d x { [-N (R + —— &k iy b kljk kijk)

L Ml - 1d-2> 3 - ~ - - i}
2 NI = T2k &) 1 - 2B = 1> - yCh'k > 3

( 2. 20. Cl)
e

e g+ 4 2 e Wi (2.20. 3
) 1]

onde A, w7, ?\_U e w s3o multiplicadores de Lagrange.Os vinculos
(2.18.e> & (2.18.1) n3oc s3o incluidos por motivo semelhante aAquele
gue levou os vinculos (1.33.0) e (1,33.u) do capitulo 1 a serem

excluidos da teoria.

Os Unicos parénteses de Polsson entre coordenadas e momenta
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diferentes de zero, sZo:

{Hu—n R ﬁcy)} = éd_i(x-y>

d-1

&7 Tix-y

L}

{h1/2

oo , MMy}

S éd_i{x—y:-

{fcu(m » E"ij(y)} o

i 1 d-1
{Noo , ﬂt<y>} = 5t & -y

. a1
\'513 & iX-y?

{E‘jcm » ﬁn(y;} = 5.0

{k(x} » P(y)} = éd_i(x—y}i

Por guest®es praticas,

os vinculos primarioss:

td-~2>

d-1 1.2 g
.fd x {-h [ N (R + (d—-17

d-23
d-4+y 1

th(;cj_—
1

V)
+ }\U¢>4 + f_oqés + z¢>6 ¥

onde tem-se:

p, = P

¢2\'.3 = '?b\._]
—_ e

¢, = b k.

¢ij - i)

2

5j + A
k )/j] .

(e2.21.02

C2.21.9D

(2.21.¢d

(2.21.40

{2.21.ed

C2.21.4D

que se tornar3o claras mais adiante,

reescreve-se a Hamiltoniana total com uma nova nomenclatura para

(2.22)

{(2.23.a)

(2.23.v)

{2.23.¢D

(2.23. 4



-
H

A
i
9>

(h - 1)
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Os parénteses de Poisson entre os "8"
{¢>1(x> » ¢t£(y)}- = 0

{¢1(x> R c;‘vzijcy)}- = - ¢h'"H° ;iij 5 oy
{¢1(m > ¢3(y>} = 0

{letx} » ¢>ij(y)} = - zi:::: chﬂs(x—y)

{p00 , d ot = = 22 650y

{qbicm » q‘bﬁty}}- = 0

{ 2t bt = O

{¢Zij(m ¢>a<y>}» = - (h'"5H*° fEU & -y
{¢>zijc~<> qbilty)} = -~ (h*%H** 5’:; 8% ey
{¢a2‘_.jtx> qbs(y}}- = 0

{#, 00, pnt = = nH%n 5% ey

{qt:a(m R ¢'3(y>}- =0

- o as
{c,ba(x) , ¢:ny)} = h? &6 e

{e;bacx) , gbs(y)} = 0

(2.23.ed

(2.23.0

vinculos acima s3o:

(2. 24. D

{(2.24.%D

(2. 24.¢cD

(2.24. 8

(2. 24. e

(2.24.1)

( Ce 240 g)

(2. 24. 1)

C2. 24.1)

C2.24. D

(2. 24. 0

(2.24. m)

c2. 24. )

(2. 24.0)
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{@39{) , ¢6(y>}» = O (2.24.p)
4 RS
16%0 , g} =0 (2.24.
4 r Ty
{8900 , o} =0 C2.24. )
« 7 Ts
{p o0 , v} =0 (2.24.1)
{(}55Ix} » ¢>6(y)} = 0 (2.24. 1)
{¢?6(x> » q.‘?d{y} }- =0 (z2.24.D
Denomi na-se por Qf’: a seguinte express3io:
& a2 g d-2y .2 2 P o rkd _
9(8 h [ N (R + {d—i)k d—ih k ilji: k tlg )
-2 N(K - 92 gy C2. 25>
b (d~4? i 3
Assim a Hamiltoniana total pode ser escrita como:
Ho= d¥ 7 ¢ DE’:()-:) + Noog o) c2. 265
onde a letra a , aqui, varia de 1 a ; e as fungfes 2% s¥o

definidas comos

2y}

(2. 27.0)

(2. 27.%)
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}«. = y (208700)
o= on (2.27.d>
1) L)

2° = w C2.27.8)
3¢ = =z C2u27utD

As condigBes de consisténcia dos vinculos (2.23) s3o dadas

por:
{H @ (y;} = j‘dd_lx ({Sﬁ"*(x:- @ {y)} + )\G-‘¢o 0 Pty })
¥’ Te - R a7 T
= 0 (2.28>
Elas n3o levam a novos vinculos, mas sim, aos valores dos
multiplicadores:
AN = no= - BNk - N > (2. 29, )

d-1 /1
C2.20. )
=y =2 nr"%N k - N" > (2.20.
ka)
o= x = LN h -N  +NR 9P Nk k-
L} 1y d-1 se vy v iy (-1 1
-2 Nk k + N Kk Lk o+ N k4
Lop] AT <) 1l L3l
(d-2> -~ ~mn .
L k""h 2. 20, &
(d-1>(d-4> ™mr 1}
2 = wm = NS + Nk o+ NNk Y 2. 20, o3



-3 1.2 td-2; 2 1 MRS | d-2> I
X ==z = h e + — N k -+ - -
[ {d-13¢d-1» d-3 ijk d~1> N G
| -~ d-2 i1
NP - Nk, 1} 2. 28. )
[+ {d-13 i

Os multiplicadores P correspondem aos valores encontrados no
formalismo Lagrangeano. Os outros sZo os necessarios para gue as
equag@es de Hamilton déem as eqguag@es de Einstein., O0s vinculos
primarios (2.18.¢3 e (2.18.1) porém levam aos seguintes vinculos

secundirios:

H = - htZ (R + k2 - k,u_k"-‘) ~ 0 C2.30.a)
2 i L .

H =2 h (k= & k) =0 (2.30.%)

i i i g

No calculo dos parénteses de Poisson entre os vinculos
pdde=-se observar que n3o houve nenhum vinculo gue apresentasse
parénteses de Poisson nulo com todos os outros. Portante todos
esses vinculos sZo de segunda classe. Deve-se neste caso trabalhar
com par@nteses de Dirac no lugar de parénteses de Poisson, como
¢ discutido no apéndice A. Pa mesma forma que no capitulo 1, N e
Ni s8o arbitrarios, e portanto, H0 e Ht s¥o vinculos de primeira

classe. Relembrando, a3 express3oc geral para os parénteses de

Dirac entre duas fungdes Aco e Boy &3
»®
{ Ao, Biyr} = {Acs , Baon) -
-1
- fdu dv {Aw , ™ w b (C RO {¢° , B} €2.31)
onde tem—-se:

€., =4e, ., ¢} (2.32>
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dados por (2.16).

E necessirio portanto obter ¢! antes de iniciar o cilculo dos
parénteses de Dirac.
Para facilitar o calculo de ¢!, escreverse a matriz C

separada em blocos @

M N
-N o

A matriz invérsa, também separada em blocos, fica:s

1

T

o C=N">"
-NT N'McNTYT

] (2.34)
1

0O cilculo de (f! resume-se entio no calculo da matriz hrﬂ da
transposta, e na multiplicacXo matricial N McNTY L

O calculo de N ' através da solugcio do sistema de equactes
NN = 1 pode ser auxiliado pela relagioc que existe entre os

multiplicadores de lagrange Ka e os parédnteses de Poisson dos

vinculos ¢b com H:, dada por:

>
i

- Idd"‘y <! {8700 , H:(w} 2. 35

Esta relagio & equivalente & relagio (A.23) apresentada no
apéndice A.
Dos parénteses de Poisson (2.24), vé-se que a malriz N &

dada por:
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_ td-2) i) L ud-d
(d-1) {d-4¥
- - Ve
N cpl7Eyertgd o
)
h? o
< < <
14 15 16
= [ C
Z4é 2% 26
C C
34 1 3G

e a matriz M =}

N =

A equacio N 'N =

-1
C ', como por exemplos:

=0

-1 {d-1
15 2(d4~2>

¢~ =0

Leva também a algumas relagfes Gleis,

1.1]
- 0
th 25)
ok TR -
hxj ( 24)1(1 o

1 leva de imediato a alguns

(2. 36D

€2.37>

elemantos de

(2.38.a

(2.38.v

(2.38.

tais como:

2,39, ad

(2.39.%D



SO

Usando agora a relagdo (2.3%) para a = 2, obtemse:;

(W™ 2 EY - N - T e NN Y =
a—1 AT

- (C—I)ij (_5__ N k hkl + zhi"ZN f:kL _ hi/sz/L - hiszl/k) _
d-t

247 ki
_ ~f£.1} E(d—Z) _ RlrE,m
(€07 [ Nk RN ] 2.4

Com base na relagio (2.32.0) supde-se a expressZo de (Cdj;i

do tipo abajxo:
eyl = ' BT s - Lo pth C2. 41

247kl d-1

Substituindo-se esta expressZo (2,410 em (2.402), obtem-se:

C = 0 (2. 422
25

Com um procedimento semelhante a este acima, obtem—-se todos

. -4 .
os elementos da matriz N, que =30 os seguintes:

N =-¢' =0 (2. 43,
11 44

B I i I e fohh ) (2. 43,
12 24 kil - ki

N ' z-wc*=2nhn 2. 43. )
13 34 Lok | 1]

N = - ¢t =2 o 4 C2.43. 4>
21 1% dd-2

-1 -1

N = - C = 0O (2.43,e)
22



H' =2 =wc¢t = ot 2. 43. £
23 3%
-1 —1 .
N'=-¢' =0 2. 43. gD
31 1
N = =C?t = -2 (p¥%H pY C2.43. 0
32 25 a-1
NY = - ¢t = b w72 C2.43. 4D
33 T d—-1

Sabendo-~se que {Hf}d = (N_i}T, pode-se calcular os elementos

restantes de € ‘tendo apenas que efetuar multiplicagBes de

matrizes. Os elementos de €' obtidos sio os seguintes:

C . =0 p” valores de i e j entre 1 e 3 (2. 44, D
1l
—4

= 0 (2. 44. 0D
14
¢t o2 G (2. 44, )
15 2(d-2>
¢t =0 2. 44. O
15
¢t o= chtH T SY - L nth ) (2. 44, 6>
24 kb -1 kL
=0 C2.44.13
25
¢t = A (nt%He pH C2. 44. ¢>
2 a-1
¢t = L K C2. 44, 1)
34 d-1 i3
¢! =1 C2. 44, 1)
I
¢t s Lp'7? C2.44. D
3G a-1
<t = o0 C2. 44,1
&1
-t 12, ~a-% 1) _ 1] - >,
c. 8 N R A L W C2. 44, md
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C-ta = d_1 htj (2. 44.n)
-1 1 172, -2, " -~

Coa = 3 P 2 kb -k by (2. 44.0)
-1 d- 1-2,.-% 0

Cos = " zam M2 Ky C2. 44, pd
-1 1 2 )

C;c; = < aa K (2. 44.9)
l= - (2. 44,1
54 2(d-2>

c =0 (2. 44,0
52

o= g (2. 44, 1)
=3

el = o % (2. 44. 1)
LT 2(83-2) kL

¢t =0 (2. 44.)
o1

Cop = = 33 0757 Y (2. 44.)
a2 d-1

c’ = - b7 C2. 44,30
©3 d—-4

~1 - ...t... o i

€= Ak C2. 44. y)
k: =0 ps valores de k e 1 entre S e 6 (2. 44.2)

De posse da matriz €' j4 & possivel calcular os parénteses
de Dirac entre as variidveis candnicas. Os vinculos de segunda
classe tornam-se ent3oco igualdades fortes, podendo gerar novas
representag@es. Calcula=-se ent3o os parenteses de Dirac entre
toedas as combinag®es das variivels hi/z, n ., i:;t'i e ﬁij para

verificar se estas 3o boas variidveis candnicas.

Lembrando mais uma vez, a express3o geral dos parenteses de
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Dirac entre duas fungSes A(xD e B(yd é&:

{Avo . Boy }* = {Acx) . B} -

- I du dv JAco , (ﬁacu;} (Cdi)a’g(u,w "tﬁ'@(w ,» Bon}

N r~a ¥*
CiAlculo de {H_chm , Hklty;} H

{ﬁLJ(xa R ﬁmcy; }* =

= - f du dv {ﬁijm} s d)a(m} ™ty {¢"mh<v) » ﬁk].‘y)} -

EX 211131

- f du dw {ﬁijx) » ¢13(u>} (anﬁ) {.:i%dcw , 'ﬁklcy)} -
- I du dv {ﬁi.j‘m > d)‘mr'(m}- (('.'-1 ) {(ﬁa(v) » ﬁﬂty)}» -

43" mn

- J" du dv {ﬁqm} » q‘)‘mﬁ(m} (0—14}m“m{¢‘ww> R ﬁklaw} -
- f du dv {ﬁi_j(m » gﬁ*mh(u)} (C—ié)mh {q&‘scw » ﬁkl(w} -

- f du dv {ﬁ_\_jm‘. » d)d{u)} (C“;g) {aﬁa(w s ﬁkl{w}r -

- f du dv {ﬁucm » d)dcu)} (C_;) 4‘¢4(v> > ﬁkl(y)} =

1z 0 = 1 1,2 .mn
- Idudv {Ch™™ ™) kiicScx——m)(d—_; hmncS(u-w)(zh 6](1. Siv-y3) +

+ [dudv (¢ K & }(5<x-u:-)(dl—1 h' ?8w-w)(Ch' ™ B h Swvey) -
. -

+ [dudv (zch"’z)"‘*‘é’;“?ém-m)(a—‘_: R H Nk h - Emhm)cscu_w)x

mn re

x(ZChl/z)a+1£5L? c5(v-y>) it

- [dudv (2¢ hY %6 )=k Sw-vidx
L d-1  mn
172 4O

«Ch73H* h h, Swv-y) =

(2. 450
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- fdudv (¢ 5% R hijécx—y})(é}:—{ T WO s S f:klc:S(v—y)) +

+ [dudv % B h SomoX— k Sa-v)(2Ch D M Sy =
1) d-1 mr

1 172 2041, 0 ~
= 57 Ch™ ™) (ki.j hkL - kkl htj} Soc-yd (2. 465)
Os outros parénteses de Dirac sZo:
{hifztx> > hi/z{)n }* = 0O (2. 47. o)

1.2 » a-3: ,d-1
{h e 5 ﬂ(y)} = Y & Te-w (2. £7.%)
th' %0 , Riw} =0 (2. 47. D

102 o -
{h o0, ﬂ__(y}} = 0 (e 47 .3

]
E 3 ' -
{ﬂ(m » ﬂ(y)} = ¢ (2. 47. 8)
{ﬁ(x) » Rticw}-* = 0 CZ2. 47.1D
~ *
{n(x} » H_ijw} = 0 (2. 47. g)
{rﬁijm) R ?\RL(y)}* =0 C2.47.%)
~ij n * i ot a-t
{h X} » nklty)} = ( ékl + T h hkl) & -y
C2.47.
{ﬁ o0 1 o * e 2 nH Nk h - k_ hD &4 oy
v kly} T oa<x Lokl KU Y
(. 47. 1)

Os parénteses de Dirac enitre as variAveis candnicas k , P ,

El e f’”, s3o:
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*
{k(x} , k(y)} = QO (2.47.a)
- {d-1y _d-1
{k(){) ’ P(yh} = m:; CS =y (2. 4-?- [}
-~ *  d-m so2, -1 d-g
{k(xh s ktj(y)} e Ch™™ ™) kxj & Ty (2. 47. 2D
fkoo , PUout” = 2 R 6% ey, C2. 47, &
a
E
{Pos , Piyn} = 0O C2.47.8D
~ *
{P{x, » k”,cy}} = 0 : (2. A7. 1)
{Por , Pt = 0 C2. A7 )
kKoo, B oob = 2 h*H ™k h. - k_h 8%
ko s kb = 3 iJ ki g e
CB. 47- 'h)
- ~ kL * Kkl 1 Kkl d-1
{kijcm » Pyl = 2 c:s”_ - h h_”)é‘» (R=y>
(2.47.
~t - *
{PU(x) » PkL(yh} =0 C2.47.

Observa-se, pelas expresses dos parénteses de Dirac, que
nenhum dos dois conjuntos de varidveis candnicas forma um conjunto
de boas variiveis candnicas. Serad necessario redefinir novas

. —~ s . . . 6
varlives candnicas. Sejam T e E estas novas variidveis dadas por:

2cd—2)1/2 [ 9
T = 222  1n (K7 (2. 48, 2
| e .
td-13
d 2'1/2(4:!-1)1/2 ,Z
E = — RN 2. 438, )

Calcul am~-se os parénteses de Dirac entre o nove conjunto de



variiveis canénicas { T, E , lﬂ{"j, ﬁ_\j 13

2(3-2) 1.2
= ——e in h
(d-3 { hs

1.2

172 (& 2¢d-23
} +

42 *
n e {in W%, I} h

(2. 49D

1.2 1,2 %
¢

P »*
Os parénteses {ln h"°% h e {ln N m} ser3o

calcul ados separadamente:

1.2 1-2 »
{in h "o , W %} =

17

- Idudv -{ln h oo, & an }{Cd)aﬁ(u,v){qﬁp(w s h z(y)} =

= 0 Ca2.50)

{in h'% , Ty }* = {In h %, Moy} -

Idudv {ln h' %60 s qba{y) }(C—i)ap(u,v:-{qﬁpw) » My} =

172
" ¢ a8
J«dd 1, 8(ln h ool Moy

Bh"/zcz) Tz

172

Idudv {In h"" “vo , ¢1(u)}(c-‘1)15'{¢5‘v) > o} =

—4s2  _d-1 ~-4./2 . d-1 (d-13 e
= h & Tix-yy - fdudv h &7 Tiv-ur & s =
2id-2>
4
d- -1. -
L N R (2.51)
2id-2>

Substituinto (2.50) & (2.51) em (2.49), obtem-se:
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{Too , Epl' = 65 ey c2.52)

Os outros parénteses de Dirac s3o:

=
T, Ty =0 (2.53.
1T, EY = 6" e €2.53.
"’ij E
{T, h°} =0 (2.53. 0
~ -]
{T, O} =0 (2.53. &
1}
: % .
e, E} =0 (2.53. )
~ij o W )
{E, h"} =0 C2.53.1
v =0 5
{E, 0} = €2.53. o>
{59, B =0 C2.53. 1)
st I ~11 i L] d-1 .
v, N} =0 60+ 5 hh ) 5 ey (2,53,
-42
o E ] . h £ d-1
{nu » kl} 1 C i hkl n L hij) & T~y
(2.83.

Utiliza-se os vinculos de segunda classe (2.18.0), (2.18.0) e

(2.18.¢) que agora sio igualdades fortes:

n-SZk+an’k =0 (2.54. )
H o+ h™»*™ k =0 (2.54.v),

i Lj



58

P E,J_ = 0 C2.54. )
0y

para substituir na express3o (2.16.v) de H.‘:

(k’ - k, D (2.5%)

as varlaveis k e k  , pelas varidveis h”, n , E =« T ,
] Ll

obtendo-se:
H =20 B2+85° 8 +28% 80
L W, i e
Z{d—zhi/z
+ E, -~ T, E C2.58)
172 T 1
td-a)

0 vinculo deve manter o seu significado fisico em qualquer

representag3o. Pode-se wverificar isto calculando-se ©s seguintes

parénteses de Diracs:

{ﬁﬁijm} 2 Idd_iy Eb(y) Hbcy) }* = ﬂl’;tb E‘j,b + Fl:;b‘j Ei’b -

-RY, ™+ ah! & (2.57>

O vinculo H & portanto gerador de transformagBes de coordenadas,
1

como mostra-se a seguirs
s iy
Numa transformagio de coordenadas h’ se transforma como:
i
v dx? ax*’ "uc\b‘

h oo {(2.58),
ax® dxb

h' Yy a J
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~i ol

2z
onde w = a = = vy € o peso da densidade tensorial h.

Considerando-se uma transformagfo infinitesimal:

x*' = x4 EL

entfSo tem-se:

TV =1 + w EL,L (2.5,
Sabendo~-se que a expansio de E'Umw em série de Taylor &
B o = B on 4 E"’u',,a g 2. 60,

~ i)
pode-se entio mostrar que h'’ se transforma exatamente como

expressio do lado direito de (2.573:

&hY = BV - Bae = B° £, + wi® f*,b -
- ?i”,m ™ 4+ a b ", C2.61>

Utiliza-se novamente as equag®es fortes (2.54.a), (2,54.v)

e (2.54.¢) para se substituir na expressio (2,16.) de HD'

H =h"%R + 92k - Z n gk kx -k kD C2.62)
[+] (d-42 d-1 vy

as variidvelis k e k  , pelas wvariaveis h » 3
vl

obtendo~se:



&0

Ho m = explC=T/cd) ( exp(Trcd R + E° - ELk }h‘;jl i ﬁkl }
1)

(2.83)

Aqui encerra a parte cléissica da teoria. A parte guintica

seri apresentada na secdo 3. A do préoximo capitulo.



CAPITULO 3

QUANTIZAQZO CANONICA

No capitulo anterior e na segio 1.C do capitulo 1 foi wvista a
parte cliassica da teoria da gravitagZo. Neste capitulo seguir-se-i
o processo de quantizagio candnica, comecando-sze pela extensio da

sec¢do 1.C, que ¢é uma revisio do artigo de Gleiser Holman e

1433
Neto .

Q processn de guantizacio candoica consiste neas seguintes

etapass:
. 1% i) ~
As wvariivelis candnicas hj, n" , k e P s3I0 associadas a
1) 1]
operadores.

o= O= vinculos de segunda classes



B2

P = - 2 BY? pM €3.1.0

k =67 e - Aoonoa C3.4.6)
1} [ d-z 1]

passam, portanto, a ser identidades entre operadores. Estes

vinculos foram wutilizados na segdo 1.C para se eliminar as

s ] : o~
variaveis k. e P" das equagdes, e se trabalhar na representag¢zo
+)

h , 17 .
L] i]

3- Os parénteses de Dirac das variaveis dessa representacfos
Ihe , et =0 (3.2, a2
07w , T2 ot = 0 (3.2.6

(Y kL .
. « O dl )
{h”m) R ﬂ}'d(y)} = O]:i & 1(x—y5 (3.2.D

s%¥0 associados a comutadores entre operadores, atraves da relag3o:
-
[A, Bl =i A {Aa, B} 3.2

Dagui para a frente A seri considerado como igual a 1.

Uma representagio que satisfaz estas relagBes de comutacZo &3

M = =i (3. 4. ad

Kl ki

G
ah

hkL = hkt (3. 4.0)

4~ A Hamiltoniana, em termos dos operadores, deveria levar a
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equagio de Schroedinger:

ay ;

Ho =1 F 3.5
onde ¥ & uma fungio que pertence a um espago de Hilbert. Porém,
como a Hamiltoniana Hi &€ um vinculo, tem~-se;

HY% = ¢ (3. 6.a2
e portanto:

32 = 0 2.6,

&1
5~ Substituem~se nos vinculos:

H=2m1 =xo0 (3.7, ad

L v )
A = w2 p*p et 2™ - 2Z 86y o
o 2 d-2 1) ki
C3.7.%D
as variiveis can®nicas pelos respectivos operadores, e
aplica-os as fungSes de onda. No presente caso, s30 eles que

vio reger a dinadmica do campo gravitacional-

espacoe de Hilbert 3is fungdes que

equacbes:

satisfazem

Eles restringem o

as seguintes

C3. Bo Cl)
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L 2
A oh gt I K - b? R W =0 €3.8. )
o aht ) 3hkL
onde
oI o 32_ G R AR g;:_"; B Ry 3. 95

A restrigdio imposta as fung@es de onda ¢ pela equagZo
{3.8.2) faz com que os ¥ de meiricas que difiram apenas por uma

transformagio de coordenadas, sejam iguals.

A eqguacZo (3.8.bv) & a equacXo de Wheeler-De witt™'*?

representagio (tf% 1> 3. HNela ik

kl » G

pode ser interpretada como

uma métrica do espago das métricas h'” C(superespago) ''?'%,

O autovalores da matriz G”kl sZo todos positivos com a
excessHo de um deles, que & negativouﬂ. Isto indica a existéncia
de uma coordenada tipo~tempo e, portanto, {3.8.b) & uma
equag3o hiperbdlica.

No restante deste capitulo serid seguido o processo de

quantizagio canfénica para as outras representagBes decorrentes dos

resultados do capitulo 2.

3A - RePrResentAgao (B, M, T, E
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As etapas do processo de

representagio sHo:

i- As variaveis candpicas b ,
cperadores.
2 Os vinculos de segunda classe:
(d-2» 172 I 2
k + ath”" D% B k=0
G52 B 1
= AT TR
o+ (h k. =9
Lj 1
' %k =0 =8!0

passam a ser identidades entre operadores.

ii

N

guantirzacio gue

k4

s5e

sSegue nessa

T e E s3io associadas a

(2.10.2

€3.10.02

£3.10.cD

O ordenamento na eqguacdo (3.10.:23 ¢ importante. Maisz adiante
& escolhido o outro ordenamento e vistas as suas
consequ#ncias. Por enguanto segue-se este ordenamento.
3= Os parénteses de Dirac sZo associados a comutadores entre os

operadores,

Uma representacio que satisfaz as relagfes de comutagio &:

T =T

3
E==-1 57
gw = D

C3.11. 0D

{(3,11. v

(3.11.D



g ~ o~k @

i =-41¢s2= #h h —0O €3.11.
H ah" H eh’
A seguir, verifica-se a relagZe de comutagio entre os
aoperadores ﬁj @ ﬁm‘quanda aplicada 2 uma fung3o ¥.
i
e, B =1 0, - 00 =
____{(_a”*‘_i_h'gmr}:ﬂ__)x
aﬁt) d-1 i} Fgirtal
a 1 comm @
R = — h ——
ki d4-1 ki 3hmh
~ e F: )
-C- aMki _-1-_1 hkl hmn a"-‘ X - a'\»' + Ei—i b, hmn AT Y=
ah an™" ah'"’ o ah™"
c( - L O < g gre o Ch WD 0¥
d-x ki afﬁkl (d-1) ij ai‘;r—s aRmn
o~ T2
* EEZ b, alfkt - «diuz ‘Ekl B™ a—ru(hij S af )=
I 1 i ah"® an""
=d—1— E"%L-}N‘m B:Ij_.)=
- Yoah ah™!
= -+ ¢f W -hf foe 3.12>
d-1 iy kb Kkl i)
o que esti de acordo com (2.53.;) em termos de h':
& o = 1 o ~ o d-1
= . —— - D> -
{ntjm » Mot =3 <M, by -0, by & oy
(3,132

Essa primeira relag3io de comutacio & satisfeita. £ facil verificar

gque as outras relagdes também o s3O.
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Deve-se notar gue nic importa o ordenamento das varisveis ﬁu
e RU no Iado direito da eguag3o (3.13) contanto que se mantenha o

mesmo ordenamento em seus dois termos.

Un ordenamento simetrizado:

* 4 e g o ~ ra ~a -
= e -+ -
{H_Ljun ’ E'!H(yv} ey [(ﬂtjhm hkknij) (hijﬂkl-f I'Imhlj)]
(3,14
satizaz também as mesmas relagfes de comutagZo (3.125.
4= O= wvinculos:
~ w1l ab ol o
H =20, h + &7, I +2h°, 0O <+
L i, 3 i i ia
2ca-2* 72
= E, - T, E (3.15. )
172 t 1
{a-13
r maile il o e
Ho = = expl{=T c) {( exp(Trc R + E° - h h ﬁﬁ ﬂkg
(3.1i5. 2>

restringem o espago de Hilbert as fung®es gque satisfacam as

seguintes egquagBes:




12 .
E 3 g:_d“z} f?_:g - T’ .-6——43. = 0 3. 16:(1.)
N 5T

_(?‘2'@ . 'éijab a4y (d-25 (d+1> Eij o +
aTz 8?‘11 1 3Eab 2¢d-4> 8’};\3
+ expl 2T > R ¥ = O {32.16. )

onde (3.16.v) ¢ gobtida independentemente do ordenamento do
dltimo termo do lado direito de €3.15.40), e ¢ ¢ uma constante dada

por C2.48.c5:

2d 211/2
= o C(3.17>
1,2
(-1
~ijab
e G & igual a:
gk L ¢ B B « B® Ry - — R ne® $3.18>

Examina~se agora o significado da equagfo (3.16.qa), Ela
deverid ter o mesmo significado que a equagio (3.8.ad.

Sabendo que, dada uma transformagio de coordenadas
infinitesimal x*" = ' + ¥, as wvariidveis candnicas Eij e T se
transformam como:
1b 3 ~ib 1

g,, + R, -

i o~ % —y i -~
Shi1 = oo = Yo = B .

- R, F™ e a B £ €3.19. )

n



ET = T'oo = Too = = &2 gl _ 1, ¢ €2.10.v)

entio tem—-ses

KR+ SRY , T + 6D =

[ Wy mn BTkyy

&h yr +

= Wiy, T o+ a7y

il

‘P(E;ij, ™ - Idddy

i [a\;f ] mib ay fﬁtb
ah'F4 e

r

- {_—-.af ] I —_—alf R, 4 ¥ JU 4 a [3@ ) B o+

+ a ol NE - 2cd-2""% (6_-_1’_] + ¥ T ] (P =
gRH o (d_“s./z 81}, o atT =
= hY, T +
ety [2 [ -2 s 58, R ], B+
dhx -1 1] ahmh s
T L LN I
+ 2 RO [_ GE’ dj N . Fron BE’ ] +
i ai]tu -1 al 8&;““

RETCEE T (-1 IS -5 i
1.2 \OT}, v 9T -
{(d-1) +

= whY, ™ o+ 1 fa'y H ¥ £P ¢3. 200
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onde usou~se a informagZo de gue '}\;ob’i ?;ab = 0, & que dst Eﬂb = 1

De acordo com a eqguagio (3.16.43, tem—-se:
WhHY + ShY, T 4+ ST = WhY, T C3.24)

o que significa que as fungBSes de onda de duas métricas gque
difiram apenas por uma transformagio de coordenadas =s3deo iguais.

A equagfo (2.1B.%) & a eguagfo de Wheeler-De Wittt na

representagio CRLJ, ﬁ s T , EJ.
)

~njab
Procura=se agora oS autovalores da matriz G- > para

. ikl ~
se poder comparid-los com os da matriz G- da representac3o

usual.
~ijab s . . .
A matriz &7%¢ simétrica na +troca dos indices i e Js
e dos indices a e b, & também na troca do par de indices 1 e j

pelo par de indices a e b. E conveniente, entZo, ordenar essa

matriz da seguinte maneira:s

St M»li (3. 22, ad
G112z o g2 (3.. 22. )
gHas _ 18 (3.22.D
sid-pid-n “ud—n (3.22. 4
Sz Kld (3, 22. &3
~1443

& = MG 3,22, 1)



onde

onde

metrica seja localmente Euclidiana:

g2211 = M?J

gZZZZ = M.22

’62212 = MZd

E(d*i)(d-i}ii

ru1244 dz
& = M
~42232 daz
G = H

M

td-131

71

(3.22. 9>

(3. 22.rD

{3, 22.12

(3. 22.

(3, 22.13

{(3.22.m>

a matriz M’ & uma matriz simétrica nos indices i e j-

w
It

z
fCd-1> + ¢ ]

2

) ~tliab
O nurero n de elementos de 6 °°

(3.23)

C s £ o nimero de combinag®es entre d-i elementos 2 a 2t

2 d-td-2

d-1 2

Para se calcular os elementos da matriz M,

i

Ew = &5

Os elementos s3o:

(3. 242

considera-se que a

C32.25)
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A matriz

]

M

td-2>
(d-4y

ot & §51
©

~N1T42
L5

i céli

se

d-2>
(d-1>

(d-17

1 ~44 41
- Ch h
z

11 14
& + &

LR Vg V4
= h
2

- 12

12 + &
ERRC kg £
A +
z

12 12
& + &
i iy 22
S {h ™ h
2

22 1z
& + &

A~ 1

(d-2y
(G B

d-1)

escreve entSo como:

1 ~qq it
— h h
d~%
i1
5 =
1 ~a44 22
- ——=h h
d-1
-2Z
1 c244 42
- - N h
d-1
12
& = 0
1 rafg ~i2
—— h h
d-1
i2 1
5 - _
2
O
Y
— O
2
1
0O ——
z

(3.2B. a7

(3.26.%)

(3.26. 2

(3.26. &
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11 12

Z24 22

onde as dimensSes dos blocos s3o:

B“ — Cd=1)xCd-1D

(d~13{d-2) -
B > x Cd=-1D
12 2

B, — (d-1)x S22

21

- d-2» ” {d—431d-2}
22 " z P

w
’

O bloco Bzz Ja estid diagonalizado. Falta diagonalizar o bloco

11”

B ¥ = A V¥ (3228

onde ¥V e A s3o respectivamente o autovetor e o autovalor de Bu.

0O bloco Bﬂ pode ser decomposto em duas partes, sendc uma

delas a matriz unidade:

d-2y ~% -4 -1 -1 -4
-§ (d-2> -1 -1 —~1 -4
1 = 1 + 1 (3.29
—_— -1 -1 -1 -1 -1
d-1 . d-1

£ facil verificar gque o vetor abaixo:
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Y = N C3.30

@*
& autovetor da primeira parte de Bu denominada por B“:

-1 -1 -1 -t
* %
B =2 4 -t a4l =] i =V €3. 31>
14 {Q—4%
ent3o V* ¢ autovetor tambeém de Bu com autovalor nulo:
*
B Y =290 3. 32)
11
-
Seja { VL } o conjunto dos vetores ortogonais a V .
*
V o ¥vL = 0 C3.33)

: =
0 conjunto { Vi , V¥ } forma uma base, e o= vetores Vi s3o

L 3
autovetores de Bin’ com autovalor nulo:

B 'Vi— 0
- -2 -1 -3 v 0
B“V—L = PRt 2 = 0 (3, 34>

e consequenfemente autovetores de B , com autovalor 1.
i

»
A matriz Bu » ha base { V, V¥l }, se escreve:
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Q 0 4] c s
B, = o 1 €3.35)
0 O 1
A matriz e fica:
s 8
0 O Q. o .
0 1 0 O
g = o o0 1 ) C2.36)
. il 1) 0 .
z . :
O Y 0
0 0 0 L
. 2
L. .

ra

J& era esperado gque § possuisse um nimero de auvtovalores

positivos igual ao da matriz 6 da representagio usual (h”, ﬂ;):
J

-1s2 kit

[x° h 2

d~-2

ki

+ nt R - nt n'Y €3.37>

e apresentasse um autovalor nulec no lugar de um negativo, ja

gue a equagio de Wheeler-De Wittt (3.16.v) na representacio

C ﬁ”, ﬁd > T , E 3 apresenta a derivada em relac3o i coordenada
1
tipo~tempo (T2 separada do termo gue contém gHia®,

Se na equagio (3,10.¢) tivesse sido escolhido o ordenamento:
~ 1

I'”!,J h” =0 3. 38>
i

dever~se-ia ent3o definir o operador ﬁU como:



ﬁ_ = - 4 [ _ i_ . b 'ij; 'ﬁ»ab ?__ + td-23 (4+5) 'f;”_)

i} a'ﬁi.j d-t % {ﬁ;ab zcdlu
{32.39
Tal definicZo, Nno entanto, fornece a mesma equacio de

Yheeler-De ¥itt (3.16.v), independentemente do ordenamentoe das

varidveis candnicas no lado direito dos parénteses de Dirac,

-~

3B - REPRESENTAGAO (K s P s K » Pl

1)

Dos parénteges de Dirac (2.47.h) nota-se gque & necessario

~

redefinir a variavel candnica k , , para que se tenrhat
i

*
{kt’jc}u 3 kklty}.}- =0 C3,40)

Fazendo-se isto, encontra-se o mesmo k:, obtido em (13], e
M

apresentado na segio 1.C @

s _ = (d-2» -4 =
vy 2 ( ktj MiT S pri Pk ij 2
s 1 -1
= - —_— (3. 41
Lk v P R P ) )

gue & exatamente k:_ dado por (1.933, e consequentemente leva a
i

mesma representagio de Ho C1.101).
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3¢ - REPRESENTA;ZO (x, P, b H o

As etapas do processo de quantizacio que se segus nessa

representaco sfo as seguintes:

~a
i - As variadveis candnicas k , P , h e 1. s30 associadas a
i)

operadores.
2 = Os vinculoz de segunda classes

P=-h €3.42.

k = - (K™ m (3. 42. %)
passam a ser identidades entre operadores.

3= Os parénteses de Dirac (2.47.b), qgue deverio ser associados a

comuatadores, indicam gque ¢ necessiria uma mudanga de variavel:

e 2472 g €3, 43)
-1

para gque se tenha :
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* -4
{k'(x) » P(y)} = S5 R-y) —

> [k , P] =1 3. 44>

Uma representacio gue satisfaz as relages de comutagio é:

k' = k'’ 3. 45. a2

K]

P = -3 3 : {3.45. )

e R , 11 =30 os mesmos da representagZo (3. A)
i3

4 - O vinculo super-hamiltoniano Ho » em termos das variadveis k,

rot ) X
P, R, TI  , sera:
1]

_ 1] d-1> s?2 _ o2 pna ik omooo
Ho = P { RCKH™D s k P " h  h I'I_”_ ﬂab b}

(3, 46)

. . . ~i]
onde ainda falta escrever R em termos das variaveis h°. Para se

fazer isto, define-se uma fungio ¢:

d-3
¢ = Ch'7HEY (3. 47>
tal qgue:
*
h =h™SH ™ h =¢ %7 §h C3. 485

L] 1] 1}

Em {191 mostra-se gue;
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-4

RCh'Y = ¢ 972 [ rRCAH - ‘:j:;: X ¢ 3 C 3. 431
onde o Laplaceano A com o simbolo " ~ * significa que as conexdes
oriundas das derivadas covariantes estioc expressas em termos
de }“{t‘i.

O vinculo Ho fica ¢

-4
_ d-3 ~i) 44d-2y -1
HO-P{¢ [ RCh™ (d—»3)¢ ¢ 1 =+
W1 22 _ReR®HF K P2y €3.50)
4¢d-2> iy ab
(d+4)
-3y~ _
Multiplicando (3.80) por —‘%C{T::—:P t ¢‘d P4 expressio de HD
ficas:
d+a
d- o~ Wd-ssed- 2 d-3
. PYFRen RChY ¢ - — K ¢ +
1 6id-23
-34+5
td-3r tha ik o d-3 _
i h h 1'1,”_ ﬂab b = 0 (3.51)

Em {20} mostra-se que esta equacio tem soluglo, e € dnica,
para ¢, quando d = 4., Existe também solugfo para d > 4 , mas ndo &

Gnica.

b = B, 0, Kk C3.52)

Portanto, pode-se escrever uma express3o para o operador P em

termos dos demais operadores desta representacio:



Conhecendo a {orma do opsrador P, darda por (3,45,
chter, aplicando a egquagfo acima 3 funcio de onda 1,
na forma da equagdo de Schroedinger:

i

= FCBY, 0

a ]
Ak vy ? ke* >

cuja forma explicitas de F ndo &, entretanto, conhecida.

vy, podo-se

ums  eguagfo

3. 54>



CLPITULO 4

CoONCLUSAD

O formalismo de primeira ordem para a gravitagdo, tomando

. . . 1/2 o j -
como variiveis candnicas independentes h » hJ, k e k
t)

possibilitou a obteng3o de trés representagles:

1 - RepresentacZio € h', ﬁﬁ , T, ED.

2 - Representaczo ¢ k , P, k , PO,

3 - Representagio ( k , P, h7, .o,

Na primeira representagio foram defi nidas as seguintes

varidveis candnicas:



T = ¢s I B7 CA.1.ad
E = c2z K77 0 C4.1.0)
4]

O vincule super~hamiitoniano Ho ohiido j& era conhecido 7, nras a
forwa ewplicita da eqgragieo de ¥heaelec-Ue Hiti, ftanto guantio se

saiba, & apresentada pela primeira vez coma ssndo:

az‘IJ - 8\._]:1b _5‘2‘;’ + -2 tdety E;;i.j ?E *

a,rz 5?2” 6;5&‘:» Zid~-5> 3%;13

+explzTscl R ¥ = Cd.22
onde

gHiob S R® BT o+ BT R E:T B Rt 4.3

Além disso esta equagc3o ¢ obtida para gqualquer ordenamento
das variidvelis candnicas, o que & surpreendente, e resolve um dos
problemas basicos da equagio de Wheeler-De Witt.

Os autovalores da matriz G foram calculados, encontrando-se
todos eles positivos, com a excess3o de um deles nulo. Este
resultadeo ja& era esperado, pois como a derivada na coordenada
tipo~tempo Jj4& se encontrava separada, 6 nio deveria apresentar
nenhum autovalor negativo.

Na segunda representasio a equagio de Wheeler-De Wittt & a
mesma gque a obtida em [13).

Na terceira representag3o foi obtido a equagio de

Wheeler-De Witt na forma da equagio de Schroedinger.
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onde FF & obiida de (28532,

Ezla eguagio ja& tinha sido apresentada em (21, estando agul
generalizada para d dimensbes.

Seguliu=-se tambdm neste trabalho, 3 indicacfo e (131, de
se manipular a agZo de Einstein-Hilbert, escrita na forsse ADM, por
meio de integrag@es por  partes, e, eliminando-se termos de
derivadas totais, deixz~la, por exemplo, na forma:s

-1 1,2

€= a7 dt [ -~ b A

hY ko o+ k BYC -
1]

“h2 NCR + K2 -k kD o+ 2 R
]

2R K -8 k]
i L 3
(4,52
Estes calculos, contrariamente ao gque se sugeriu
em [13], n3o levou a novas representag®es, mas sim, as mesmas
al{ obtidas. Isto, aliado aos resultados agui apresentados, d& uma
boa indicagio de gue talvez n3o haja outras representagSes
importantes da equagio de Wheeler-De Witt., Deve-se notar também
gue no formalismo de segunda ordem n3o se pode usar a parte sem
trago e o trago de ki; como varidveis candnicas para se reproduzir
0s resultados obtidos agqui pelo formalismo de primeira ordem.
Pretende-se, em futuros trabalhos, aplicar os resultados agul
obtidos, an mini-superespago, onde graus de liberdade da métrica
s3io congeladosm”, e se estudar as condigBes de contorno da
equagio de Wheeler-De Witt dentro das varias propostas da

. [ 22,23,24)
literatura .
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Nas representagdes (k , P , ﬁ'f Pu) ou (k , P , Eﬂ, ﬁh)
1 vl

pode~se verificar se as solug@es da esquagio de FWheeler-~De Witt
fazem previs@Ses a respeito da expans3io do universo. Pretende-se
também comparar o ordenamento das wvaridvei=z agui utilizados com

125, 26)
outras propostas de ordenamento .

Com relag3o a representagio ¢k , P , KU, ﬁu), pode~se
estudar casos particulares da equagdio de Wheeler-De Witt, e se
tentar definir o espago de Hilbert, ji que ela estid ma forma da
equagio de Schroedinger. Pode-se tambdm examinar sob gue condigles

a equacdo (3.513 tem solugio Unica para d > 4 e se procurar sua

tnica solusZo para d = 4,



APENDICE A

FOrRMALISMO HAMILTONIANO cOM VINCULOS

Este apéndice & uma breve revisio do formalismo

. . . 19,50,14)
Hamiltoniano c¢om +vinculos para um sistema geral . O
objetivo de sua apresentac3o & o de servir de. referéncia aos

outros capitulos , onde s3o tratados especificamente os campos

eletromagn2tico e gravitacional.

A1 - SisTEMAS REGULARES:

Seja L a Lagrangeana de um sistema:
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Seja L a Lagrangeana de uin sistemat

L o= [d7x £Cq o0, § o) CA. 1D
onde i wvaria de 1 a N; éf(qltm,('f(m) & a densidade de
Lagrangeana; &t(x) = gﬂlxm as N velocidades.

dt
Os momenta poou canonicamente conjugados aos q\ms, e a
t

matriz Hessiana W  sZo definidos por:
vJ

P = 25“:’ CA. 2D
b Balcm
ap. oo

W o= CA. 3
- Ba ()

O sistema & dito regular se a matriz W for inversivel e,
)

consequentemente, for possivel expressar as N velocidades

L i
gqovr em termos das N coordenadas g oo e dos H moment a

P tx. Pode-se entio construir a Hamiltoniana candnicas
T

.3 i
HC = fd X Qt’c(q X7y p‘_(x)) CA. 4D

onde:
2

96’(( q s powd =p (x)i]‘"u-:) - ECq o, E[L(.\n) CA.B),
> 1 L 1

o

sendo substituido os qicm gque aparecem em (A.B) por sua

N i
expressio nas varidveis g oo e p oo.
L

1

:‘:} = &LCchm, thx)).
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o formalismo Hamiltoniano resultam as equa;fes de Hamilton:

(:?'Qf‘c

[T N N . -

— 'EE;- CA.D. ol
1

. 895’C

P, = = = CA.B. )
dq

E conveniente introduzir o formalismo de parentéses de
Poisson e escrever as duas equac®es acima de outra forma. Sejam
— RS i1 . c .
entio ACg oo, P 00) e Blq oo, p ond duas fungSes das varisvels
1 t

i . .
q oo e p oo Definem-se os parénteses de Poisson entre elas
1

COmOS

{A{é} o, poood , BC o, pi(x'.) b=

6Aqu ey, p.oud BBqu Ly, P AyyD
= I d°z - 3

6qt<z> 6pl<z y

dA(qg Y 0y P oY OB qj (¥, piyd
= {_‘ — CA.7D
pt =7 8q «=z»

Os parénteses de Poisson possuem as seguintes propriedades:

{A, B} = - {B, A} CA. 8.0

‘{As + cAz , B} = {A«, B} + clAz , B} CA.B.)

{A1 A2 , B} = As {Az, B} + A, B} Az CA. 8.0
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{a, {B, Ctt+4C, {A, B}t + {B, {C, A}} =0 (A8 D

onde A, B, Ai, Az e C s3o fung®es de g0 e po, e €&  um
1
numero real.
Os parénteses de Poisson entre a Hamiltoniana candnica Qﬁc e

. . | v
as variidveis candnicas q % e poo guando calculados, diZo
L

respectivamente:

) ax
{H_ , qe} = 2 CA. Q. )
c 3ptm;
695’6
{H » p,l(m}, = e e CA.D. 0D
C GqL(m

Comparando estas com as equagles (A.6.qa0 e (A.6.v), pode-se

escr2ver as eguagles de Hamilton na forma:

g oo {ql(m 5 Hc t CA.10. 0D

il

o
P oo
L

{poo , H_} CA.10.0)

De tm modo geral a derivada temporal total de qualquer fungdo

. N i .
das variiveis candnicas q o e p o pode ser escrita como:
v

ACqoo , pood = {A, H_} CA.10.
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A2 - SiIsTEMAS SINGULARES E VINCULOS

Se WU nio ¢ inversivel, pode-se entfo expressar algumas
. . i
velocidades qJ em termos das coordenadas g , de alguns momenta P,

e das velocidades restantes EqL:
§ = flq’,p,a" CA.11)
Surgem também relag@es entre os wmomenta p,_ e as coordenadas qi:
PTCq p) = O CA.12)

Estas relagtes recebem o nome de vinculos primirios. HNHote gque
nelas ¢ usado um simbolo diferente do simbolo de igualdade., Este
agui ¢ z ) & lido como fracamente igual pois pode ocarrer que os
parégnteses de Poisson ¢\m com alguma fungio das variavels candénicas
ann e poo sejam diferentes de ZEr o, Portanto nio se pode
considerar este simbolo " = " com um simbolo de igualdade antes
de se calcular os paranteses de Poisson envolvendo ¢>m.

A Hamiltoniana candénica ¢ calculada da expressZo abaixo:

- L « 1
D(’G(q o0, P,y G ey =

= p woiloo + p oo oo - f(qlcm, P, 0 E;Lm)) CA.13D,
a n
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onde deve ser substituido em t':gcl a fungio f(q, pk,ﬁl), e em pm a
expressZo proveniente dos vinculos primarios ¢ substituindo-a por

Hr {Hamiltoniana totald:

3 m. i
H = H_ + J’ d % u_ ¢ Cq oo, poed CA.14)

onde u s o m ultiplicadores gque devem ser variados
m

independentemante das coordenadas e momenta. O calculo variacional

leva as seguintes equagfes:

a3 m
a1 c ap <
a5 + u 3p CA.15. a0
T 1
a¥x ™
B o= e Sy %2 CA.15. 6
L aq‘. ™m aq'\.
m .
=0 CA.18. D

Comparandoc estas equagBes com a derivada temporal total de
uma fungdo g(qlma,pi(x;), das variaveis qt(:u e Pp o, e com a
expressXo para os parenteses de Peoisson entre duas fungfes de

qim) e poo CA. 8, mostra-se que:

o v
gl g oo, p_l(.\o) = {g s HC} +

3 m v
+ [ a7y u{g, ¢Cqa w.p )b x4y . H_} CA.16)I
Pode-se calcular a derivada temporal total dos  vinculos
prim&rios quC qi' 00, P 0) pela equag 3o CA.162, gque, para a
1

consisténcia da teoria, devera sar nula:
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{¢m(qi(x§,pt(x‘:) » HT}. = %quicxs,pL:m) = 0 CA.E7D

A verificagio das condi¢@es de consisténcia para cada vinculo

pode levar a guatro resultados possiveis:

1- Pode levar a inconsisténcias, como por exemplo, 1 = 0, e
consequentemente a teoria ser inconsistente.

2= FPode levar a combinag®Pes lineares dos vinculos primérios,
satisfazendo a equacio (A.17) identicamente.

2~ Pode levar a novas eguagles que independam dos
multiplicadores u e involvam somente os qL e P, constituindo
assim novos vinculos., Estes novos winculos, gque serfio denotados
por x , serdo chamados de vinculos secundarjos.

4- Pode impor condig¢®es aos multiplicadores u t

Se a condigio de consisténcia de algum dos vinculos cair no
terceiro caso e levar a um novo vinculo, dever-se-4 fazer a
verificagio de sua consisténcia também, tornando a cair num dos
trés dltimos casos, repetindo a seguir, o© processo até que n3o

sur ja mais nenhum outro vinculo secundario.

A3 -~ VincuLos DE PRIMEIRA E SEGUNDA CLASSES:
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Apesar da origem distinta, a divisZo dos vinculos em
primarios e secundirios n3o ¢ de grande importancia. YUma divisZo
mais importante deles ¢é a de vinculos de primeira e segunda
classes gue & definida a seguirs

Yinculos {(ou fung@es) de primeira classe sHo os {(as) que
possuem parentéses de Poisson nulos com todos os vinculos, e
aquéles que nio forem de primeira classe deverZo ser de segunda
classe.

Os vinculos ser@o denotados por:

¢a . Vinculos primarios de primeira classe.
¢ N Yinculos primirios de segunda classe.
oL
X, . _, Vinculos secundarios de primeira classe.
X ..., VYinculos secundarios de segunda classe.
(=}
Na notacio acima, indices sem linha s3o referentes 2 vinculos

primarios e, com linha, a secundirios; indices latinos s3o
referentes a vinculos de primeira classe e, Iindices gregos, a
vinculos de segunda classe.

Com esta classificagio a hamilioniana total, gque agora se

escreve:

+ § d’x u &F CA.18>,

&, devido a consisténcia dos vinculos, uma fung3Zo de primeira
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classe e pode-se escrever o gque segue abaixo:

{0, > Hb =40, Hb e [ Qo L g b s
=4{¢ , H}=o0 CA. 19, oD

{xo." HT} = {xa" Hc} + I d7x {xa" ¢m} u' =

fi
e

o~
P

-
a o
——

o

O CA.19. %D

{6 » H }={s , H}+ J‘dax{qam > ¢, o o+ Idax{¢a , ot u’ o=

i
.
S

s H b+ Idax{¢a ,

A
“
g~
o
)
&8

0 CA.19. D

{xa" HT} = *xc*', HC} + J‘dax{xa(, (éﬁ} o o+ J‘dax{xc‘,, ¢a} u® =

= {x,.» Hob+ fadx, ., ¢ pd =0 CA.10.d

Estas equacBes serfo gteis na préxima segio.

Ad - PARENTESES DE DIRAC:

NMeste estigio, deve-se reduzir ao wmiximo o ndmero de vinculos
de ' segunda classe, formando, através da combinag3o linear

destes, vinculos de primeira classe. Tendo isto sido feito, entio a
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matriz C dos parénteses de Poisson entre os vinculos de segunda

classe independentes:

@ » P P s P,
C = R 'g} b2, ’9} CA. 20D

{ 2,0 ¢, }t i x,0 x4

{(10],(14] -1

possul inversa Cc .

Seja { E‘u } o conjunto dos vwinculeos de segunda classe qba e

X, Ent3o, pode=se reescrever as equagBes (A.18.c3 e (A19.40

comos
2 .
g, Hp+ [a% it , o p o =
3
=47, » Hb+ [axc, o x 0 CA.21)
Multiplicando esta udltima pela matriz inversa ¢! temses
- 3 -t o )
uox - fdix (7T DT {gy » H_} CA. 22>
e
3 N § oL —~ .
a7 ce™ ) {€,, H}p =0 CA. 23>

A derivada temporal total de uma fungio ACqu-,,p 5775 B H
v

Rxga, H b+ [d4a, ¢ tu® s [d{a, ¢ pu” =

= A, H b+ [ada, et u® = fa¥da, ¢ KDY , H_} =



as

= {A, H_} 4 fd®x{a , ¢} u® - fd®x{a , zv}(c")"“{fy , H_}

CA. 24>

Chega=-se assim & seguinte expressio para H‘r=

- a - -1,V - p
H'r = Hc + u qﬁa Ep < { Eu s HC } CA. 253
Definindo=se os parénteses de Dirac entre duas f{ungSes

AiCq, p) e Az(g, p? por:
{Ac, Az} = JAc, Az} - fd®xqas, £ }(c“‘)”“{fu , Az} CA.26),

entio:

*

(A, HEY =4a, H} - fdxa, £ KEHE L H s

o {A » H_r} CA.27),
pois todos os {E'u > HT}- se anulam jia gue H'r £ de primeira

classe. Ent3o A pode ser escrito como:
A=1{a, H } CA.28)
T

Além dissn, os vinculos gue eram considerados como igualdades
fracas, podem agora, trabalhando-se com parénteses de Dirac, ser
considerados como igualdades fortes, no sentide de gue o0s seus
parénteses de Dirac com gqualguer fungdo das variadveis candnicas

s3io nulos, como & mostrado abaixo:



14e}
Pas s o = qae s - A, e, g b -

= {Ac, L b= A, g b el =0 CA. 300

AD - VincuLos GERADORES DE TRANSFORMAgoES DE CALIBRE:

Se houver vinculos secundarios de primeira classe na teoria,
HT nZo ¢ a Hamiltoniana mais geral possivel que conserva todos os
vinculos. Pode~se ainda estende-la adicionande uwma combinag3o

linear destes vinculos secundarios de primeira classe y @
a

H

=H_+u’ ¢ +vix -t c™H Y £, H 4 CA.31),

a“ : ’ . . ' . , .
onde os v s3o fungBSes arbitrarias . Essa Hamiltoniana estendida
continuarid conservando todos os vinculos. Com ela, a evolugXo no

tempo de uma fungio A(quhijcm) sera dada por:
1

A:{A,HE}={A,Hc}+u°{A,¢o}+

eV A L x b AL e e L HoY CA. 32

4

Na equacdio (A.32), hs fungB®es arbitrarias u e v® . Portanto
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a evolugio temporal de A n3¥o ¢ unfvoca. 0O que ocorre ¢ que nem
todas as varidveis can®nicas sZo observivels, o numero destas
¢ mator do que o necessério, ocasicnando o que se chama de
arbitrariedade de calibre na teorjia. Dado um estado fisico
inicial, existe mais de um conjunto de variiveis que levam a um
mesmo estado fisice posterior. Para se eliminar estes graus de
liberdade espurios, ¢ preciso impor novos wvinculos 1ndependentes
dos demais, e gue tenham parénteses de Poiszon diferentes de zero
com o©0s vinculos de primeira classe ¢a e X .- A condigdo de
consisténcia para estes novos vinculos, gue denotaremos por g, €

ar

g. , implicarid na determinagio das fungSes v e v¥. A evalugZo

b -
temporal de A € agora univoca.

A inposigdio dos vinculos g, 9,. di-se o0 nome de fixagio de
calibre e os vinculos de primeira classe ¢B e xa, sdo geradores
de trasformag@es de calibre, isto &, s3io geradores daquelas
trasformagtes candnicas que n3c mudam o estado fisico do sistema.

Nio existe uma demonstragio geral de gue vinculos secundarios
de primeira classe também sejam geradores de transformagBes de
calibre, e que a Hamiltoniana estendida seja . a geradora das
transformagBes temporals nas variaveis candnicas. Ha no entanto,
razties para se postular que gqualquer vinculo de primeira classe ¢
gerador de transformagSes de calibre. Uma delas ¢ que a disting3o
entre vinculos primarios e secundarios, que & baseada na
Lagrangeana, nic ¢ natural do ponto de wvista Hamiltoniano,
enquanto gue a classificagio em primeira e segunda classes provém
dos parénteses de Poisson, que fazem parte da estrutura da

formulacZo Hamiltoniana. Além disso todas as teorias Hamiltonianas

estudadas até hoje confirmam a conjectura de gque qualquer vinculo
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o

de primeira classe & gerador de transformag®es de calibre.
De acordo com o que foi discutido nos Glitimos parigrafos,

pode-se concluir gue o pumero de graus de liberdades da teoria

Serat

n__:EH-nza- ng - ni | CA.33),

onde nz ¢ o numero de vinculos de segunda classe, e ni & o ndmero

de vinculos de primeira classe, que €& igual ao dos novos vinculos

impostos g, e gb‘.



APENDICE B

ForMaLisHo ADM

Numa tecoria relativistica a coordenada temporal £ tratada

indistintamente das coordenadas espaclais. Porém quando se

trabalha na formulacgZo Hamiltoniana, definem-se momenta candnicos

como derivadas da Lagrangeana em termos das "“velocidades", e isto

quebra a simetria gquadridimensional, reservando a coordenada

temporal um papel de destaque.

Na formulagZo Hamiltoniana da teoria graviacional as equag8es
=30 particularmente complicadas e © significado fisico delas n3o
fica muito visivel. E conveniente ent3o utilizar um formalismo

. . . 8,175 163 .
desenvolvido por Arnowitt, Deser e Misner » e conhecido

coma formalismo ADM, gue permite uma melhor visio geom&trica das

equagfes, tornando-as, neste sentido, mais simples.

Este apéndice & wuma introdugio ao formalismo ADM. Ele &
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dividido em tres segfest A primeira segio trata da separagio do
espago~tempo no espago e no tempo; na segunda s3o discutidos os
conceitos de curvatura extrinseca e curvatura intrinseca, tanto do
ponto de vista gqualitativo quanto gquantitativo; a dltima mostra de
forma resumida os principais passos para se escrever a agio de

Einstein-Hilbert na forma ADM.

Bt - SEPARA;ZO 3+1

Seja X% = X% x® uma hipersuperficie tipo espago arbitraria
num espago-~tempo de topologia R @ Mddj. Em cada ponto dela hid uma
base de 3 vetores XZ = Xm,a tangentes A hipersuperficie, e um

[2 4 . .
vetor n wunitario e normal a mesma.

X n =20 C(B.1.&D

nn = ~1 C(B.1.v)

Essa  hipersuperficie pode ser deformada ao longo do espago-tempo
de modo gque se tenha uma familia de hipersuperficies de 1
paramatro t X7 = XTexT, ).

0O vetor deformagio NY = ia, que ¢ mostrado na figura B.1

abaixo, faz a ligagio de pontos em duas hipersuperficies que
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a
apresentem as mesmas coordenadas ® . Esse vetor pode ser escrito

&t o
em termos dos vetores da base {h, X}, comos
. + a

ND(

il
z
o}
+
=
>

(B. 2>

e —~ s i~
onde N e N sZ%o as duas componentes conhecidas como fungSes lapse

e shift respectivamente.

FIGURA B.1

. ~ o . oy
A figura mostra o vetor deformagZo N fazendo a ligac%o entre
L M ~ . < : o -
o ponts ® da hipersuperficie inferior Z, com o ponto x da hi -
. . L] o o
persuperficie superior ¥ , e as suas componertes na base {n',x 2.
5 a

As componentes de um campo arbitririo A na base {nm, X~ }

s a
sAo?

A = A n"n’ CB. 3.0

Do o

A = A n"x? (B.3. 1)

[ 0 o3 L

A = A X" xf (B. 3,
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A variagio dessas componentes, guando a hipersuperficie Xx* e
deformada, indicam como o campo Auv varia ao longo do tempo.

A decomposigdo do espago~tempo & particularmente simples para
o campo gravitacional , pois duas das componentes de guv na base

{nm, XZ }» de acordo com as equagSes (B.1.ad e (B.1.%), s3o:

g = g n n = =1 {B. 4. 0D

4 ]
- o yF
g, = g‘:‘elg n Xi (4] CB. 4.v)

A outra componente seri representada por h @

h =g X" x° CB.5)
L) oug 1 h]
A partiir da decompousicZo anterior, pode-se obter as

componentes do campo g nuna ocutra base mais geral, onde o vetor
[
o o

n & substituido pelo wvetor N que £ tipo tempo, mas nIo

necessariamente ortogonal as hipersuperficies tipo espago.

n = — = —. X (B. 5>

As suas componentes s3o:

N = o - - 2 a,, o a b B -
9o = G, N7 N =g N 0™ 4 NXDON 0+ XD

u

g CNn®nf 4 NONSXT 4 NONUXE 4 NNEXOXTy =

ol



onde ¥ = h Nb
a ab
gDL = N‘.
g’ =g X"x° =2 n

ou, representando na forma matricials

£ facil verificar que sua inversa &:

1 N"
. O _ N N®
9 - % km [
N " NN
N N2

km B
onde h"" & a inversa de hLJ .

(2]
Pode-se representar n na base

maneirat

{th

CB. 8.

(B.8. %),

CB.S>

(B.106)

} de uma outra
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o~ P | Na
n =g’ n" =(=N, O, 0, 0) (B.12>
3 op
B2 - CURVATURAS INTRINSECA E EXTRINSECA
0O tensor h X qgue €& a projegdo de g sobre a

1] @@

hiperzuperficie, pode de fato ser considerado coms sendo a métrica
do tri-espago. A curvatuwra intrinseca da hipersuperficie & entio
definida e calculada da mesma forma que a curvatura do

espago=-tempo, s&é que, usando as derivadas espaciais de -h_L no

3

lugar das derivadas espago=-temporais de g . A wmedida mais
&

natural da curvatura intrinseca sers, portanto, o escalar de

. 3 1}
curvatura do tri-espago R = h'! R” .

A curvatura extrinseca n3o possui gnélogo no espago-tempo,
pois pressupde um espago exterior . Serid mais ficil compreender o
seu significado, olhando para as figuras (B.2.« e (B.2.v) que
representam duas superficies bi-dimensionais num espago Euclidiano

tri-dimensional.
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FIGURA B.Z2.a FIGURA B.Z. v

A figura (B.Z.a) representa um plano, gue tem curvaturas
irtrinseca e extrinseca nulas. A figura (B.Z2.t} representa o mesmo
plano, agora curvado, gque apesar de ainda possuir curvatura

intrinseca nula, possui agora curvatura extrinseca diferente de
ZTera.

Do ponto de vista quantitativeo, a curvatura extrinseca devera
2 N . . L=
ter um valor preporcional 3 derivada covariante do vetor n no

espaso-tempo (ver figura B.3).

= - 3 1Y n (B.13)

onde os parénteses em torno dos indices significam simetrizagfo e

¢ . . . ~ . .
1" @ o projetor sobre a hipersuperficie.
(=}

i =& +# n” n (B.14)



108

FIGURA B. 3

A figura mostra em linha pontilhada o vetor n" transportado
paralelamente do ponto x" para o ponto x'+ dx' sobre a hipersu—-
perficie Z.

As componentes mais importantes s3o as k 3
%

E o= - a7 4 o s 4o Bl n =
1) 1 L J ] {3 )
= - . = n r‘a = n 1._.0 =
13 gy = 1) o 1)
= - L N g°% + - g 3 =
2 Oty } [= RPN 1l ™A
k
= 1 (N + N h D N ¢h + h ) =
zN iy AP 1] zN kiy 3] iyt iir k
1 o ¥
= (N + N ~—-h =—-2z2HNTI" 3=
zN 1) 1s b 1] k 1)
= L ¢N +N -HBD> (B.15),
F3 ] 1) o 1
onde as barras " ~ " indicam derivadas covariantes em relagZo ao
tri-espago.
As outras componentes s3o:
k= N Nk (B.16.

o0 1}
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: - {(B.16.bD>
oL 1)

B3 - A AI;;E.D DE EmNsTEmN-HIEBERT NA Forma ADM

O objetivo agora € escrever a agio!

S = [d% (-'?*% €B.17)

em termos das guantidades N, NL, h‘w_ e ktj’ gue s3o as relevantes
na formulag3o ADM.,

A raiz guadrada de —-g sera:
c_g)ir’z = N h1/2

CB.183)>

onde h = dst th

‘R sera escrito simplesmente como R até o final de seu cialculo:

L H ot
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o 1 Ly O L5 O, §
- * +
9 K wat g R Lo j g R 1l =
o0 L (o 11 o ov 1k (s}
= + + ™4 -
g R o0 g R [s1al% d [o]s) ki
oi lk 3 ic _lo io ik o
R - - -
o ki oiLol g gDO R Lk
Lo 1k j 1] O i) 1 _
- g gg R+ g7k + g R CR.10>

Lo Q

Deve-se calcular apenas os tLensores R s B » E e
13k 1Ok GLO
RD,_k uzando-se a expressio geral de rR” o em termos das conexSes:
] V0t
o
R = - - r - 7 CB. 20D
o WA, o vy 2 Fot o@ g vot
) o ]
Antes poreém, calcula-ze as componentes da conex3o: I oo I"J_}c ’
s L
o ] O - &
r-  , rr 7T » usando-se a expressio geral de I em termos
o 10 1} BT
das componentes da matricas
tad
" =2 g + - > CB.21)
L 2z ¢ gp;..‘., i gpl*, 4 g.‘-”-’p &

-~ 4
Subentende-se que Fpgv £ a conexio no espago-tempo Fp“v

indice 4 serd omitido até o final do caiculos

r 01 =9 roon * 9 rlot =
= L + > 4 - -—-n-NL C =
R Yoo, oi,o & Feo,0 z2 2 Yo, ,o o Yo,
k N o
== 2o [CNND, - (N, ) 4 (N 4R - N D=
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2_%%N’#Hiznnkuk'\+ 1szNhH’t+
1 »
N
* 12 K .+ ﬁu_ NV =
2N » v ’
% 1 a_tk b 1 2
= N, = — N K """  h = —— (N _+N - h_
N L Nz Lk ™ 2 ig b iy} Lj
1 4 'y
= N - € .+ N - h2 =
N L N i (g L)
_ 1 _ 1 ]
= N Nk

/

De forma semelbante pode-se obter, para as outras

conexio as sequintes expressdess:

o L] o v 1
FOO—N[N-i-NN,]—NNjkij]

i R 1
P © T Y W R

P i 1 1 agm
F,LO-N{ k1+(NN),/L+PNNkLm]
s) 1
2 vy M kl;

o

Calculo de R :

i ik
RD - O _ 0 ‘ + r‘o. r..cr - ]_.0 ]_.o'.r =

11k 1ky 3} 1l k M= 1k ker L)

= 1° - o,_ + ° + Fl, -
tky ] s k 10 1k h]8 ik

CB.23. a)

componentes da

CB.23.v)

C(B.23.)

(B.23. 4

CB. 23. <)
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- r° re . et
ko i KL i
1 i
= Ry 2y - o Gy t
3 £ P 4
+ e - -
g N, e Nk gk )
1 3,k 1
+ (=~ i + -
¢ N it X ik N k'\k >
- LY N -t P - 1 -
( N h’k N N kkp X N k).j )
3 a.l 3
- - -+ =
¢ N T ij N kij )
= -1 ¢ o 4k -t CB. 24>
N ik, j ij Wk iy ke ik L *
Somando e subitraindo o mesmo termo
1 3.1 i 3.1
N r}r.j ke - T LY
a componente r° ik fica-
1%
R® = -1 ¢x. -k _ O CB. 25. )
1k N Lj-k ik.j

Cialcula-se as outras 3 componentes de maneira semelhante,

obtendo-se as seguintes expressies para slas:

™m 3 ™m i ™m m m
R ik R Lk * N N ik - 13k + ok i k\.k -k k k\l
{B.25.1%)
o 1 o 1 i 1
= - - +
R Lok N k'\.k N N, ok + N N/L Lk
+ N kD -k Kk €B.25. 0
N il ok Lok S e



[ [ o k ¥ \ % i
Ro = 5 L X, N+ N N =N kN "N/kaku_
1oLk K i

Substituindo as expressfes acima em (B.19), depois de algima
algebra, obilem—-se:
i

R=t_f{-2n?f -8Bk +NC»R+ K-k KD -
| i) ] 1}

1

2NCK -8 k> ~2CK -x NIV ¢B. 267
i i ~} i

A

Este resultado pode ser generalizado para um espago=tempo de d
dimensSes, sendo necessario apenas substituir °r por R para ficar
de acorde com a convengZa. Ele ¢ usado no capitulo {.

¢ usado po capltule 1.
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