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RESUMO

FEste trabalho sonsiste no estudo sistemdtico de grupos
usados freqgilentemente na Fisica da Matéria dondensada e na
Ouimica Quantica. Desenval vemos basicamente trés mélodos de
cilculo.

O primeiro permite obter todos o=z subgrupos de grupos
soltveis finltos., Mostramos também que ¢ possivel usar o método
para calcular todos os subgrupos dos grupos infinitos de
Shubnikov definindc cdpias finitas deles.

O sequndo permite calcular recorrentemente a tabela de
tragos (e irreps) de um grupo, partindo da tabela de tragos (e
irreps) do grupo final de sua série derivada. Como todos os
grupos solUvels possuen Uma seérie derivada que termina no grupo
unidade, este célculo €& aplicavel a todos o5 grupos de
Shubnikov, sejam eles finites ou infinitos.

O terceiro £ um método simultines de rotulagfo e calculo
das irreps de um grupo finito com pelo menos uma série candnica.
Este mesmo método permite adaptar em simetria espagos veloriails

finitos.



ABSTRACT

The aim of this work is a systematic study of the groups
assoriated to Condensed Matter and Quantum Chemisiry. The
primary geoal has been the development of three methods of
cralcujation.

The first one allows the determination of every subgroup
of a finite =solvable group. We show that it is possible to
extend this method te finite coples of an infinite Shubnikov
aroup.

Secondly we give a recurrent method to calculate the
character table and the irreps of a group, frem the character
table and the irreps of the tail group in its derived series.
Since every solvable group has a derived series which ends in
the unit group, this method alsc applies to Shubnikov groups.

Finaliy, the third meihod simultanecusly iabels and
calrulates the irreps of a finite group with at least a
canonlical segquence. This method alse allows the symmetry

adaptation of finite vector spaces.
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INTRODUCAO

A importancia da teoria dos grupos na Fisica em geral e
particularmente na espectiroscopia ja € notadamente conhecica e
comprovada. O estude sistematico dos grupos que aparecem em
problemas de fisico-quimica tem sido feite em muitos textos e
artigos amplamente difundidos. Entretanto, as pesquisas mais
comuns no tema estio estreitamente relacionadas com grupos
especificos associados repetidamente a uma ou outra
espectroscopia esou ac estudo de moléculas.

Nosso propésite n¥o ¢ resolver exaustivamente um grupo
caracteristico de algum problema particular e sim tentar atingir
propriedades e resultados gerais de cilculos os mais abrangentes
possiveis. Em conseqiléncia, © cobjetive deste trabalho é

fundamentalmente um estude sistemitico das seqliéncias de grupos



finitos soldveis e o céleulo das redes que podem ser construidas
a partir delas. Para tanto ¢ necessaric o conhecimentoc de
tabel as de tracos, representa¢®es irreduziveis Cirrepsd, fung®es
base, coeficientes, enfim, todos aqueles dados que levem &
praofunda compreensic dos grupos em questio. Quando possivel, ©
estude fol estendide a alguns grupes infinitos que também
aparecem com freqiéncia nos problemas da Fisica.

Comecamos esta tese, dando no Capitule 1 as ferramentas
basicas inerentes 4 teoria dos grupos e necessarias 2o
desenvol vimento do trabalho e, no Capitule 2, as completamos com
o5 conceitos  bisicos das  Algebras semi-simples  que  Serdo
indispensaveis ac célculo de rotuladores e a adaptagdo em
simetria. Para facilitar a leltura, os teoremas que permitem a
decomposi¢¥o das Algebras semi-simples em algebras simples s3o
dados no Apéndice A.

Da MecAnica Quantica sabemos que dado o Hamiltoniano de
um sistema e o conjunte de todos os operadores que comutam com
ele, esse operadores formam um grupo, chamado vulgarmente CGrupo
do Hamiltoniano. O operadores, em geral lineares e unitarios,
possuem representacdes cujas fung®es base estic associadas numa
forma bDem determinada As autofung®ezs e aocs autovalores do

Hamiltoniano.

Um aproveitamento maximo da teoria dos grupos implica no
conheci mento da teoria das representagBes irreduziveis,
coeficientes de acoplamento, iso-~escalares, técnicas de calculo
baseadas em tensores irreduziveis, etc. Portante, & necessério
saber escolher as representag¥es mais convenientes. Desta forma,
os primeiros passos consistem em determimar as combinag¢Ses

lineares dos conjuntos degener ados de autofungdes do



Hamiltoniano que se transformam como as bases das representagles
irreduzivels de wum grupo, e calcular seus coeflclente=s de
acoplamento. Entretanto, dada uma representagio de um grupo, ums
transformagio de semel hanga scobre ela gera outra representagio
equivalente. Uma vez que as fungSes base e seus coeficientes de
acoplamento n3oc si¥c invariantes sob este tipo de transformagSes,
torna-se imperative estabelecer © menor ntmero de conjuntos de
representagcdes equivalentes que permitam tratar todas as
situac®es possiveis de célculo.

Unma forma de diminuir a arbitrariedade de uma irrep de
ur: grupo consiste em considerar somente irreps sdaptadas en
zimetria as =eqiidncias de seus subgrupos maximos. Este enfeoque
doe problema obriga a estabelecer métodos que permitam a
construcio da rede total de subgrupos de um dado grupo e o©
calecule das irreps adaptadas em =imetria a cada seqiiéncia da
rede. Por outro lade, estes métodos facilitam o tratamentc de
sistemas que envolvem descendéncia em simetria, seja por quebras
espontAneas ou n%o, perturbagdes, etc.

OQutre problema a ser abordado consiste em estender os
cileculos desenvelvidos para grupos finitos a grupos infinitos.
Esta extensiico & imprescindivel para o= grupos espacials
cristalograficos e magnéticos, conhecidos na literatura por
grupos de Shubnikov.

As contribulige®es mals relevantes que esta tese traz aos
problemas j4 relacionados podem ser resumidas nos seguintes

Lépicos.

1> Séries de composigio.

No Capitulo 3, onde tratamos especificamente de seqliéncias
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de subgrupos, mostramos que toda série de composigfo de um
grups soluvel finito & candnica e veremos que esta
propriedade pode ser estendida a todo grupo de Shubnikov
G, usando a série de composigXo do grupo fator G-T , sendo
T o] grupo das transl agbes da rede de Bravais

correspondente,

Apresentagies de grupos.

No capitulco 4, desenvolvemos um método para determinar as
apresentac®es de todos o= =zubgruposz méximos de um grupo
finito e soldvel. Também mostramos que este processo pode
zer eztendide aocs grupos infinitos 4ge Shubnikev usando
“"ecopliaz finitas” deles. O resultado permite achar com

cimplicidade toda a rede de subgrupos de um grupo soltvel.

Tabelas de tragos.

No Capitulo B construimos um método iterative para a
obtengXZo da tabela de tragos de qualquer grupo soluvel
finito. Como qualquer subgrupo de um grupo soldvel &
também solivel, o processo pode ser usado para calecular as
tabelas de tragos dos grupos contides em qualquer
seqiiéneia e com el azs determinar se uma dada série € ou nio
candnlica. Tratando—se dos grupos infinitos de Shubnikov, ©
método ¢ aplicavel ao ciélculo das irreps que contém uma
outra irrep pertencente ao grupo da rede de Bravaiz para

um vetor arbitrario.

Adaptacio em simetria & rotuladores.
Finalmente, no Capltule B, desenvol vemos um mé&todo
numérico que permite adaptar em simetria a uma seqléncia

canfnica as bases dos espagos vetorials finitos, usando



somente as tabelas de trages do= grupes na seqgléncia.
Mostiramos que se escolhermos come base do espago veteorial
oS elementos do préprio grupe, o método permlite também
obter asz irreps do grupo maior da seqliéncia, j4& adaptadas
en simetiria a seqléncia em questico. Ainda neste capitule
construimos rotuladeres para as irreps adaptadas segundo

zeqliénci as candnicas.



CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DE GRUPOS

Neste capitulo apresentamos um resumco da teoria basica
necessiria & compreenslo do nosso trabalho, na forma de um
conjunte ordenade de definig¢8es e teoremas. Existem inumeros
iivros de Teoria dos Grupos dentre oz quais escolhemos alguns
que nos parecem mals convenientes e gque enumeramos nas
referéncias {11 a [221. Os onze primeiros apresentam os grupos
atraveés de um tratamento mais matemitico enquanto que o5 onze
tltimos abordam problemas mais especificos de um ponto de vista

fisico.



1.1- Grupos

Dado um conjunto G, uma operac;ZO algdébrica entre dois
elementos do conjunte (e que em geral escreveremos como um
produte) & definida como aquela que tem por resultadoe um valor

anieco, que também pertence a G e pode ser realizada entre

quaisquer elementos de 6. Ainda mais, a ordem na qual os

elementos sE2o tomados ¢ relevante, iste &, se (g ,gp?

- J

pertencerem a G, ngJ_ =g, podera ser diferente de gg = g, mas
J r

gk = gL devem periencer ac conjunto G
Diz-se que um conjunts nEe vario G, no qual esta
definida uma operacfo algébrica chamada produto, ¢ ou forma
grupo (em relaglio a essa operaglcd se as seguintes condigdes
forem satisfeitas:
(1> A operacio & associativa,
(2D Existe a operaglc inversa dentro do conjunto.

Se a operagie for comutativa, G serid dito um grupo
abetianc ou comutativo.

Um grupe diz-se finito quande tem um nUmero finito de
elementos. Esse nimero de elementos chama-se ordem do grupo e
escreve-se |G].

Se g & um elemento de G, da condigio (23, existe um
el emento eg, tnico em G, tal que geg = g, chamado elemento
unidade ou itdentidade para o elemento g, sob multz'.plicac;ao a
direita. Este elemento terid a mesma propriedade em relagio a
todos os elementos do grupoe: se g pertence a G e g9, for um
elemento do grupce tal que g9 = 9, {(de (&1 d, existe sempred

entZo, multiplicando ambos os ladeos da equag3o geg =g a

esquerda por g, teremos que gkgeg =99 = g,. Mas de (2D,

t



gkgeg = gieg, e portanto gieg = g cad. Provamos assim, a

existéncia e unicidade em G, de um elemento ldentidade & direita

e', tal gue g_le’ = g, v g, € G. Da mesma forma, podemos provar

a existénclia e unicidade em 6 de um elemento identidade &

esquerda e”, tal que ce"g,L =g, v g, € G. Os elementos e’ e e”
coincidem, j4 que e’ = e' e e”e’ = e”. Portanto, em todo grupoc
existe um elemento Gnico e, tal que ge = eg =g V g e G Este

elemento chama-se identidade do grupo G e a nossa notagfo para

ele sersa 1.
Com um raciocinio andlogo, podemos provar a existéncia e
. | N -4 _ -t _ 4+
unicidade do elemento g tal que ¢ g = gg =1 para iteode

-

g € G. Este elemento chama-se inversa de g.

1.1.1~ SUBGRUPOS

Um subconjunto H de um grupo G chama-se subgrupo de G se
ele forma um grupo com a mesma operagfic definida em &. Entio,
para dizer que um subconjunto H de um grupo & ¢ um subgrupo, €
suficiente que ele satisfaca que:

{11 Se Ch_t, hj'.‘) e H w= hthj e H.
(8> SeheH =2 h el

Entre os subgrupcs de G estfo o préprio G e {1 que =3o
chamados subgrupos triviais. Um subgrupe H ¢ dito subgrupo
proprio de 6 se H# G e H # (1. Se M for um subgrupo préprio de
G e se para um subgrupo H de G, a relagic ™M <« H < & implicar que
G =HoulH =M, entio M sers dito subgrupo mdximo de G.

Seja M um subconjuntoc de um grupe G e H o conjunto de
todos os elementos de G que podem ser escritos como o produto de

um numere finite de elementos de M ou de seus inversos. Isto é,



se h e H,L h = mom_tom o, onde m. ou n{‘ pertencem a2 M. Se [H for
subgrupo de G, os seus elementos deverZo satisfazer as condigBes
1> e (2> acima, mas se }& e H, entZo, pela definigfo de H,
h, =mm = m com m ou m? pertencendo a M V¥V i, MNesta relag3o
estXe implicitas as duas condig@es necessarias. Entdo, o
subgrupo H de G serd um subgrupo gerado pelo subcenjunto M e
escreveremos H = <M>. O conjunto M chama-se conjunte geradeor ou
conjunto de geradores do grupo H.

0O  =subgrupo der ado pelo conjunto dos comutadores
[g_L.gJ_Zt = g?g;igigj de todos os pares de elementos Cgt.gJ_D de
um grupe G & chamado o grupo derivade ou grupo de comuladeores de
G.

Quando um grupo & gerado pelas poténcias de apenas um
elemento, ele & chamado grupo ciclico. Em outras palavras, se o
subconjunte M tiver apenas um elemento m, o subgrupc {m> = (M
gerado por ele ser4 chamado ciclice. E c¢laroe que todas as
poténcias de m pertencem ao subgrupo {m>. EntZo, se a ordem n do
elemento m for finita, isto ¢, se n for o menor numero inteiro

tal ue m" =1, a ordem do grupo ciclico ser4 finita e jigual a
q P g

n.
1.1.2- GRUPOS DE SHUBNIKOV

Do ponto de vista da Fisica Matematica uma grande parte
dos problemas da Teoria do Estado S¢lido resume-se na solugio
matematica da equagXZo de Schrédinger para muitas particulas, na
qual o potencial tem propriedades de simetria de um dos= chamados
grupos espacials cristalogrdficos.

Um grupo espacial cristalografico[dg} ¢ um grupo formado



_10_

por todas as operacBes de simetria de um cristal infinito, que
podem ser operagdes de translacfo e operag@es pontuals C(que
deixam fixo um ponto do sistemad: rotagdes, reflexdes e inversio
através de uma origem.

Suponda o cristal composto por uma cela primiiiva[84]
que se repete periodicamente formando a rede cristalina (rede de
[=s, 86])

Bravais y 0 conjunto de todas as operacdes pontuais que

aparecem ¢& o chamado grupo pontual cristalografico, que, em
geral, nZo ¢ um subgrupce do grupo espacial. Podemos formar 73
grupos espaciais cristalograficos, conhecidos como  grupos
ecpaciais simorfos, tals que o grupo pontual & subgrupo do grupo
espacial.

Cuande as translac®es sic acrescentadas as operagdes
pontuais surgem novas opera¢des de simetria chamadas rotagdes
scerew (combinacZo de rotac®es e translag@es n¥o necessariamente
aoc longo do eixo de rotagcfod e reflexBes glide (combinagfoc de
reflextes e itranslac®es nio necessariamente no planocd. Com a
inclusfc destas operagdes podemos construir 157 grupos espaciais
chamados nao simorfos.

O= 830 grupos espaclais foram estudados por Fedorov por
volta de 1800. Posteriormente (18513 Shubhikov introduziu uma
nova opera¢Xfo de simetria, ou anti-simetria, a partir da idéia
de uma quarta coordenada g que assume apenas dois valores. Esta
coordenada pode ser o spin das particulas, ou duas cores (branco
e preted, ou +1 e -1, etec. Com esta nova coordenada as redes
perderam sua simetria original e foram redefinidas de modo que
novos grupos espacials (grupos espaciais magnéticos ou pretos e
brancosd puderam ser construidos. O conjunto de todos estes

grupos passou a ser conhecido na literatura como grupos de



Shubnz'.hov[ 873. Estes grupos sic usados para descrever estruturas

magnéticas ordenadas, sendo a operaciio de anti-simetria aquela
que inverte o momente magnético.

Ac tLodo, existem B8 grupos magnétices pontuais e 1191
grupos magnéticos espacliais, e, considerando o= grupos pontuais

e espaciais, s3o 1773 grupos de Shubnikov.

1.1.3~ CLASSES LATERAIS

Seja [H um subgrupo de um grupo 6. Se Lt e G e t @ H Ca
menos  de o= 13, o2 produte tH  chamar-se-4&  Elasse fateral
Ccoset™ a esguerds de H em . Claramente t e tH pois H contém
a ldentidade de 6. Duas classes laterais a esquerda de H em & ou
coincidem teotalmente ou s%o disjuntas: sejam tJH e tz[H duas

classes laterais & esquerda de H em &G, com um elemento comum,

por exemnpl o tiht = tzhj para Ch;.hj) e M. Ent 3o,
t™ =nhteH™ e t™ H=hh'H=H a renos de
1 2 L 1 2 L

reordenamentos. Multiplicande por ti a esquerda, temos
tit:itz[H = tZEH = ti[H. Portanto, ou as classes laterais colncidem

totalmente ou nEo existem oz elementos h{ e hj tal que

tihi. = tzhj' Assim, mostrames também que uma classe lateral &
determinada peor qualquer um dos seus elementos, que chama-se
representativeo da classe lateral.

Chamamos classe lateral r:‘t direite de H em G a cada
conjunto Ht, com t € G & Lt & H. As propriedades mostiradas para
as classes laterais & esquerda valem para as classes laterais &

direita. O numero de classes laterais & esquerda e & direlta de

H em G & 0 mesmo e chama—-se indice de H em G.



TEOREMA DE LAGRANGE -~ A ordem e o indice de um subgrupo de um
grupo finito £%o divisores da ordem do grupo.
Demonstragio:
Se 2 ordem de um grupo finito G for |G| e ze H for um
subgrupoe de ordem IMI e indice j em G, entio cada classe

lateral & esquerda de H em & tera |m| elementoz, e

portante, |G| = j|H|.

Dezde que a ordem de um elemento g € igual &4 ordem do
subgrupo ciclice {g> entio, do Teorema de lLagrange, a ordem de
cada elemento de um grupe finito ¢ um divisor da ordem do grupo
e, portanto, cada grupec cuja ordem seja um nUmero primo, &
ciclico e =4 tem subgrupos maximos trivials.

Un subgrupo [H de wum grupo G chama-se normal ou
invariante ou auvtoconjugado Se suas classes laterals 4 ezquerda
e & direita forem iguais. Se H for subgrupo normal de G, nossa
notacio serd G P H ou H 4 6.

Se H for um subgrupo invariante de um grupo G e estiver
contido num subgrupa [F de G, ent3o H serd invariante de F. Mas,
cse H for invariante de G e K for invariante de H, apezar de K
ser subgrupo de G, ele n¥o ser& necessariamente invariante de G,
ou zeja, a propriedade de =er normal n&Eo ¢ transitiva.

Un elemento g, € G diz-se conjugade a um elemento Eﬂ € G
se existir outro elemento g de G tal que g = ggffi. O=
elementos conjugados entre si de um grupo, formam uma clasce de
conjuga¢ao. Cada elementn de um grupo pertence a apenaz uma
clasze. O elemento identidade forma classe por =i mesmo.

Se iH for um subgrupo de G =3 g e G, enti3o

HY = < ghg_1| ¥ heH?> também seria obviamente um subgrupo de G.

Chama-se subgrupo conjugado a2 H e tem © mesmo ndmereo de



elementos que M (uma definigio alternativa de subgrupo
invariante H de G é que H seja idéntico a todos seus subgrupos
conjugados)d. £ f4cil ver que um subgrupe H € invariante se e
somente se ele contém classes de conjugagio completas de
elementos de G. Segue entfo que todos os subgropos de um grupo

abellano X0 subgrupos invariantes.

1.2~ Homomorfismos e Isomorfismos

Sejam G e G’ dois conjuntos em cada um dos quais esta
definida umaz operagic algébrica ou multiplicagas. Diz-se que G e
G’ s3o isomorfos com relag3o a estas duas operagdes se existir

um mapeamnento ("mapping"? ¢, um-a-um dos elementos de G nos

elementos de G, tal que se CgL4%D per tencentes a G

corresponderem rezspecti vamente aos elementos Cgf,g;)
L

pertencentes a G’', entio a 9, C= gﬁab de G corresponderé

=zomente g; (= glg}) de &', ou =eja, ¢{gk) = gL. Tal mapeamento
chama-se isomorfismo entre G e G’ e escreve-se G ~ G'.

Da definigfo ¢ &bvio que dois conjuntos finitos
isomorfos tém o mesmo nimero de elementos. Esses dols conjuntos
poder¥o diferir na natureza de seus elementos e /ou na operacio,
mas eles s¥o indistingiiiveis em relaglo &s suas propriedades:
dado um conjunto com uma operagfo, as propriedades que ele
possuir em relacgido a operagio valem para todos os conjuntos
isomorfos a ele.

Omitindo a correspondéncia um—a—-um e que {g> ccbre Lode
', obteremcs uma generalizagioe do conceito de mapeamento

somorfo. Sejam G e G conjuntos com uma operagic  ou

PJ-

multiplicagXZo. Consideremos um mapeamento ¢ do conjunto G no



conjunto G’ que azsocia a cada elemento g de G uma imagem bem
definida g’ = ¢{gd) em G’. Este mapeamento chama-se homomorfismo
se para todo Cgt,gji) de G com ¢Cgt3 = g: e ¢ng) =g; for
satisfeito que ¢(g§%3 = g;gg. Quande a correspondéncia &
um—a-um © homomorfisme chama-se mononmorfismo, e quando ¢ sobre
epimor fismo. Obviamente se um homomorfismo ¢ simultaneamente um
epimorfisme e um monomorfismo, ele ¢ um isomorfismo.

Em particular, se os conjuntos G e G" formarem grupos &
e ', o anterior também valeri e poderemos dizer que, uma fungio
f definida =cbre um grupce G, tal que f mapea G em &', € um
homomorfismo de © para &' se a relagZfo ngfﬁ) = ng?ngf for
csatisfeita por teodo Cgig%} de ¢ Se um homomorfismos de G em G’
induzir uma correspondéncia um-a-um entre todos os seus
elementos, ele serd um isomorfismo; diremos que G e G s3o
grupos isomorfos, e escreveremos G ~ G'.

Se ¢ for um homomorfismo de & em G, e 1' for a
identidade de &', o conjunto K = {g e€ & | ¢g> = 1’3 chama-se
nicteo ("kernel") de ¢ e escrevemos Ker ¢. Obviamente o Ker @ ¢
um subgrupo invariante de G, ja4 que se k € K e g € & teremos
entZo ¢Cg kgd= gy ' Kkogr= 1",

Da mesma forma, se ¢ for um homomorfismo de G em
G', definimos o conjunto Im ¢ = (¢(g)lg e Gr como a imagem de G

por ¢ ou a imogem do homomorfismo ¢. EntZo se ¢ for um

monomor{ismo teremoes aque Ker ¢ = 1, se for um epimorfismo
Im ¢ = 6', & ¢ serd um isomorfismo se e somente se Ker ¢ =1 e
Img¢ = 6.

O conjunto de todos os grupos isomorfos a um dado grupo
G chama-se classe de isomorfismo de G. Por exemple, todos os

grupos ciclicos de uma dada ordem formam wuma classe de
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izomorfisme, pois podemes fazer um mapeamento isomorfo de cada

um deles sobre o grupo das ralizes n—ésimas da unidade.
1.2.1—- TEOREMAS DO ISOMORFISMO

A seguir enunclaremos os chamados teoremas do ilsomorfismo.
Devido ao seu uso repetido na demostragfo de outras propriedades
dos grupos, ¢ conveniente +trati-los neste caplitul o. A
demonsiragioc destes teoremas segue uma forma completamente
padronizada. Primeiro damos o mapeamente conveniente para
dem-nstrar o tecrema e depois mostramos gue este mapeamento € um
homomor fisme. Em sequida determinamos a imagem e o nucleoc do
homomorfisme, de modo que a conclusfo fica evidente.

Antes de comegar com os enunciados dos teoremas faz-se
necessaArio introduzir o conceito de grupo fator. Se H for um
subgrupo invariante de G, o conjunto de classes laterais de H em
G com a lei de composigio L_LlH-tle = CtLth)IH forma o chamado
grupo fator (ou gquociente)d de G, cujo elemento identidade &
1H = H. Escreve-se G/H e sua ordem & |G} /|H| = j, o indice de H
em G. A inversa de um elemento genériceo tH € Lt7H e a operagio &

assoctiativa: t H-CLtH-L H) = CLtH-tHY-+ H.
i J k i i k

1° TEOREMA DO ISOMORFISMO - Seja a : G + H um homomorfismo do

grupo G no grupe H tal que:

0(=Kercx={ged§[a(g)=1m} e 1 =Ima={ algd >

Para tal homomorfisme valem as seguintes proposigdes:
Ci> O rmapeamento £: (gld -+ olgd gera o 1 somorfismo

H: CGAAKS -+ 0.
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Ciid S N 4 G, entfo o mapeamento ¢(gd - glN ¢ um homomorfismo
tal que g : G + G/N onde Ker ¢ = N e Im ¢ = G-/N. Este
homomor fismo €& chamado natural ou canonico.

Demonstragio:

Cid Primeiro observemos que & estd completamente definido,

Ciid

pois se k e [K, entao SLgkd = algkl = algd. Da

definig¢io de # temos que:
S*CgitKZ)Sngl}O = othil)anzD = an1g23 = aSCgigleD

onde g€ 6K Este resultade mostra que & €& um
homomorfismo com imagem Im o = G/K. O nueleo de & pode
zer determinado levande em conta que ze g € K, entioc
temos que algd =1 , & portanto, Ker & =1 . Isto

gl 6K
mostra que & @ CGAKD -+ 01 & um isomorfismo.

Da definicfo de ¢ temos que

w(goplg ) = gMN gN =gglN=plggyo

portanto © -3 um homomor fismo. Se gze N, entZo
ngiDngzb = p(gil) o que nos mostra que Ker ¢ =N e
Im ¢ = G-N.

2° TEOREMA DO ISOMORFISMO - Seja H um subgrupo de um grupoc ©

e [N um

subgrupe normal de G. EntZe, N nH & um subgrupeo

invariante de H e o© mapeamento @ (HCNAH)) » NH/N ¢ um

isomorfismo.

Demonstragio:

Suponhamos que moe m, pertencem a N n H. Pela clausura
de H e de N o preoduto m m, pertencer4d também a N n H.
Além disso, se m € N H a sua inversa também periencera
aNnH e portanto N H & um subgrupo de H. Uma vez
que N & invariante em G, resulta que N n H & invariante
em M. Sejam h eMH e a fungio alhd = hiN. Ent3o,
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aChibaCth = hihsz = aChihZD ¢ um homomorfismo do grupo
H em HN-N com imagem HN-IN & Ker a = NrH. Mas do primeiro
teorema, temos que HACNMH) ¢ isomorfo & imagem de o,
isto & HN/N.

3° TEOREMA DO ISOMORFISMO - Sejam M & IN subgrupos normais do

grupo G & tais que N € M. EntZEo temos que M /N € normal em G/N e

CGAAND ACHA TN -~ G/M.

Demonstragio:

A primeira parte do teorema ¢ evidente e nos permite
definir o grupo fator (G/ANDXACM/N>. Para mostrar a
sequnda parie, definimos o mapeamento alglN> -+ g, que &
umi homomorfismo de G/N em GM com imagem G-M. Ent3o
g € G/N, pertencerid também aoc nucleo de o se estiver
contido em MMN e, pelo primeiro teorema, obtemos:
CGAND ACMHAMND -~ G-,

1.2.2- SUBRGRUPOS DA IMAGEM DE UM HOMOMORFISMO

Suponhamos que o : G + G° ¢ um homomorfismo. Se H for um
subgrupe de G, entfo H' = alH) = ( og> € G | g € G*r sera um
subgrupo de 6’°. Ainda mais, se¢ H for invariante em G, vale dque
ghg * € H & portanto teremos anDaCh}anD_1 € H' o que mostra
que H* 4 &'. Inversamente, suponhamos que H' ¢ um subgrupo de
G, provarem@s entio que o conjunto oMY = {(g € G| algd € H'>
¢ um subgrupo de G que chamaremos [H. Sejam h1 =) hz dois
elementos periencentes aoc conjunto o HHY, uma  vez que
aChdaCh > = aChh>, concluimos que hh e o *H'>. Além disso,

1

ce he odHSY coms ofh™® = achd™Y, ent¥o h?t

-1
e a CH'D>, e

portanto, o CH’> é um subgrupo de 6.



Corolario: Da defini¢¥o de oCH D, temos que
oCa fcH DY = W, portanto podemos éscrever MDY = M j& que
H* = afH>. Novamente, se H' for invariante em G', teremos que H

também sersd invariante em 6.

Sejam aC[Hib e aC[Hz). dois subgrupos do grupo oflH = G/K.
Provaremons que as seguintes relagBes sEo verdadeiras:
Cid aC[Hzl) Eou:l]—iiDEaC@D - D(EEHZ_C_ZtHigG y &
jH:MH | = laCHDI:alH D].
1" 2 i 2
Ciid aC[Hij ¢ conjugado a o:([HZD se e somente se H é

conjugado a [Hz'

Ciiid> o:C[HZD 4 olC[Hib se e soment.e =se [H2 4 l]-11.

Demonstragio:
(iD Suponhamos que EHZ < [Hi. Se g = {B-E‘-B-tz}. ent.io, por
defini¢&o, algd & {aC[Hi')—a(lHZD} e portanto
o) € aCHO. Usando o mesmo raciocinic para aﬂCEH_LD.
concluimos que &a primeira parte de (1D wvale. Para
mostrar a 1qual dade dos indices t.omemas
[Hi = < t’i[Hz’ - tn[Hz > onde n = t[Hiz [Hzl‘ Ent3zo,
aClHib = cx(tzl)aC[sz, -, aCt“}aC[HZD ¥ e suponhamos gque

aCt.,L) = g OlC‘Lj) para um dadeo par 1.J com g < [Hz' Usando

ot concluimos que t,_L‘t..;1 e H,, o que contraria o fato de

duas classes laterais serem disjuntas. Logo
JolH>:aCHI}| = n = jH:MH_|.
1 2 172
€iid Se H = g[l-izr_:_{—’l onde g € G, usando © homomorfismo «

obtemos: oCH)D = aCgdaCH Yolgd .

Ciii> De €iid temos que dois subgrupos conjugados sZo mapeados
tal que suas imagens s3o subgrupos conjugados; logo se

[H1 for invariante, a([Hib também © seri.



1.2 3- AUTOMORFISMOS

Um mapeamento isomorfo de um grupoc sobre si mesmo
chama-se automeorfismo do grupo. Os automorfismos preservam iodas
as propriedades dos grupos.

Seja g € &, © mapeamentio que leva um elemento g, € & no
elemento g_!g_tg, isto &, a transformagio de todos os elementos
do grupo por ¢g, ¢ um automorfismo de 6. Este tipo de
automorfisme chama-se conjugac'&o por g ou gutomorfismo interno
de © (por g2. O= demai=z autemorfismos do grupe G chamam-se
exlernos. Sob um automorfismo interno cada classe de elementos
conjugados ¢ mapeada em si mesma.

Podemos definir um pr @duto ou multiplicaglo de
automorfismos no sentido deles serem aplicadozs em sucess3an. O
produto de dois automorfismos €& um automorfismo & a operagBo ¢é
assocliativa. Defininde o aulomorfismo identidade como a
transformagio pelo elemento identidade do grupe e como
obviamente exisie mapeamenio inverso para todeoe automorfismo,
vemos que todos os automorfismos de um grupo & formam grupo, o
grupo dos gutomorfismos de G, AutG. Por sua vez, os
automorfismos internos formam um subgrupo invariante de AulG,
chamado grupo dos automor fismos internos de G, InnG.

Seja Z2(06G) o grupo do centro de 6, isto &, o grupc de
todos os elementos de & que comutam com todos os restantes
Cobviamente Z2(G) 4 6G). Se associarmos com cada elemento de & o
automorfisme interno induzido por ele mesmo, obteremos um
mapeamentc homomorfo de & sobre InnG, no qual os elementos de
ZC(6) serfo mapeados sobre a ldentidade de InnEG. EntZo, pelo

primeiro teorema do isomorfismo teremos que InnG ~ G/Z2C6).
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1.3~ Repre;entaczes

A teoria dos grupos na fisieca estid estreitamente
associada com transformag@es de simetria dos sistemas em estudo.
Portanto, queremos centralizar o nosso interesse nas realizagBes
de grupos de transformag@es lineares nos espagos vetoriais da

fisica. O produto de transformag®es lineares ¢ associativo (n3o

necessariamente  comutativod e tem inversa. Portanto, ele
satisfaz a condigio de grupo. Ent3o, um conjunto de
transformag®es lineares, com inversa, fechado em relagio a4

multiplicagfo dos operadores que o representam, forma um grupo
de transformag®es lineares ou grupo de operadores.

Se existir um homomorfismo entre um grupo G e um grupo
de operadores (G2 num espago vetorial linear V, diremos que
G forma ou & Uma representac;go do grupo G. A dimensao da
representa¢io serd a dimensfo de V. Se o homomorfismo for um
isomorfismo, isto ¢, se o seu nucles for igual a um, a
representagio sera dita fiel (“"faithful”d. Caso contrario, ela &
degenerada. Todo grupo possui aoc menos uma representagio fiel, a
representagio regular, isto é aquela que consiste em tomar os
elementos do grupo como a base do espago vetorial V.

Especificamente, uma representagio ¢ um mapeamento ¢ de
um elemento g € G em &Xgd, sendo O(gd um operador do espage V
tal que OCgib-Ong“J = OCglgz). Conseqlientemente, os operadores
da representag3c satisfazem as mesmas regras de multiplicagdo
que os elementos do grupo.

Consideremos uma representaglio de dimensie finita e
tomemos um conjunto de vetores base < |ei>. i=1,2, - ,n > em

V. EntZo, os operadores & gd terfo uma realizagfo matricial I'Cgd



._21 —_

tal que
™
o gd > =yr X _
@ e, 2 Cod |ep VgeG €1.3.1D

j=1

Para dols operadores, teremos a lei de composigio

1]
&g d-0gd |e> = &g E[F(g")kt le> )

k=1

™ 12}
= - o=
Z( zrtgzbjk regd,) les
j=t k=1

= > o= O 5 5 PR
zrcgzgi:’ﬁ lej’ 6Cg g > [e_, C1.3.2D
j=1

Como < [eL> > ¢é uma base, I"Cgib -I"ngi) = I"Cgigzl’. onde  esti
implicita a multiplicagio matricial.

Ent3n, chama-se represenaacao motricial de um grupo G de
elementos g. 2 um grupoc de matrizes (G = ( I"Cg_LD, v g, € G >
homomorfo a G. A lei de combinagZio ¢ sempre o produto matricial
e portanto as matrizes s& podem ser quadradas. A dimensZo da
matriz & a dimensio da representacio ) como
MCgd-TC1d = IC(gid = I'(gd, entZo F(1D =1 ¢ a matriz unidade.
Assim, o elemento identidade do grupo é sempre representado pela
matriz unidade em cada representagdo.

Comn o produto de matrizezs deve satisfazer apenas a
tabela de multiplicagio do arupo, existem infinita=
representa¢Bes para um dado grupo.

Existe sempre uma representagcio unlidimensicnal para todo

grupo G, chamada trivial ou identidede na qual todos os
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elementos do grupo s3o mapeados a4 mesma matriz identidade
unidimengional 1 e portanto tem micleo igual a 6.

Se um grupo €6 tiver um subgrupe invariante [H n3o
trivial, gqualguer representagic I' do grupe fator G/H ¢ também
uma representag3o (degenerada> de . Isto porque o mapeamento
que leva g € G em gH € G/H Ce gH em & gHd> ¢ um homomorfismo de
G no grupo das transformag@es lineares &G /H). Portanto, I' ¢ uma
representa¢io, mas ndo ¢ fiel pois esse mapeamenio ¢ de varios
elementos para um. Reciprocamente, =ze IN'(GY for uma representagio
degenerada de G, entio G terd no minimo um subgrupo invariante [H
tal que M(G> define uma representa¢gio fiel do grupe fator G /H.
Isto provém do fato de que o nucleo de um homomorfismo de G em
G', como vimos, & um subgrupe invariante de G e o grupo fator
G/H é isomorfo a G'. Entf¥o, todas as representagBes (exceto a
trivial> de grupos simples C(grupos que n¥o Lém subgrupos
préprios invariantes?, sZEo fieis.

Duas representagfes de um mezmo grupe chamam-se
eguivalentes se elas estiverem rel acionadas por uma
transformagio de semelhanga. Evidentemente, elas ter3io a mesma
dimensHo.

Definimos como trago de wuna representacao I' de G, o©
conjunto de tragos xr = {xFCgD, ¥YVge G dazs matrizes que

representam os elementos de G, ou seja o conjunto de

r - -
e ZI"_L,LCg) . €1.3.3

L

¥ & um conjunto de |G| tragos nZEo necessariamente distintos.
Note-se que para qualquer representagfo, i (1) = jT'| Ca dimensZo

da representagio)l e que as representagles unidi mensionais



coincidem com os préprios tragos.
Note-ze também gque duas representagdes equivalentes

tém o mesmo iLrago.
1.3.1~ REPRESENTACOES IRREDUZIVEIS

Seja T'CGd uma representa¢gio de G num espago vetorial V e
V1 um csubespago de V. V1 diz-se subespaco invaritante de V com
relacioc a TUG) =ze T(gd x> pertencer a Vi para todo vetor |x> de
Vi’ e g e G C|x> & um vetor arbitrario em V1 tal que
> = xLIéi>).

Uma representagio MG em V diz-se irreduzivel se ndo
existir nenhum subespa¢o invariante em V em relagfo a T(G2, a
menos dos triviais (o prépric V e o vetor nuled. Abreviamos
representacico irreduzivel por IRREP.

Ze V1 for um subespago invariante de dimensZo n em
relacio a I'CG), poderemos sempre escolher um conjunto de vetores
base (;U i =1,8, - .,n¥y em V tal que oz primeiros n vetores

ectiEo em V1' Como

™

&g |e> =)@ |e> < V, C1.3.1.1)
j=1
para 1 = 1,2, - , n e para todo g € G, concluimos que
M{¢g>. = 0 para i =1, -, n, & para J = n1+1, -+, n. Portanto,
3n

a representa¢io matricial T'(gd ¢ da forma

T Cgd rCgd
1 €1.3.1.2
&) Fng)

sendo F1Cgb e FZCgD matrizes quadradas de dimens3o noe



n, = n-n respectivamente e I'’Cgd uma matriz retangular noxXn.
Tendo duas matrizes da forma I'C¢gd, o produte F(gd-T'(g’) €& outra
matriz da mesma forma e mais, I"LCgD-I"_LCg'D = Fthg'D para
i =1,2. Ent&o, as propriedades essenciais de T(GD  est3o
contidas nas representag¢des de menor dimensio ]"1((]3) e I"ZC(B). Paor
cutro 1lado, os vetores base <( éi’ i = n1+1, ,r~11-i-hz > dao
origem a um subespago Vz’ corpl ementar a V:.' Le '\"2 também for
invariante em relagio a TGS, o mesmo argumento usado
anteriaormente levarid a que I''Cgd = 0, e I'(gd) assumiri a forma de
blocos diagonais. Vemos que se T'(CGS for uma representagic de um
grupa G em V e VS for um subespaco invariante de V em relacZo a
G, entio, restringinde a agio de TCGD a Vg, aobteremozs a
representasio de menor dimensio I"UCCBD. Se o subespago Vm nao
puder ser reduzido novamente, FUCG) seri uma irrep e Vg ser& um
subespago invariante irreduzivel em relagfo a GC.

Se os operadores '(gd forem unitarios para tode g € G,
entBo a representagio dir-se-4 unitdria. E trivial mostrar que
qual quer representagfo 'CGD de um grupo finito G ¢ equivalente a
uma representagio unitéria[ag]. Esta também & uma razdo para que

rdgd = 0 na equagls (1.3.1.2), jA que se uma representagio ['(GD

for unitaria, deve valer

+
F1Cg) r*d<gd> l"1C93 O
= = €1.3.1.3>
+ T
o] I"ZC Qo r*cagd 1"2(: qo
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onde FT & a matriz transposta conjugada de .

Se V1 e Vz forem subespagos invariantez de V em relagio
a [iGH e Y;CG) e T}CG) forem os operadores que coincidem com
'CG> nesses espagos, entio V = V1 + VE e T'Cgd = F1Cgl & FZCg)
para todo g € G. Neste caso, a representagio [(G) chama-se soma
direta de I"i e I"z.

Se os subespagos invariantes forem reduziveis em relagio
a ', poder¥oc ser feitas redugBes tais que a irrep Fi apareca a
vezes, a I . a vezes, etc. Escreve-se entfo reGs =

2

= al(G) @« aT (GY e, em geral,
14 2 2

gy = Ee a Tcgd , €1.3.1.4)

o

onde s numera as irreps n3c equivalentes. Portanto, a
representaciZo matricial TC(GD tera a forma de blocos diagonais

e,
1.3.2 - REPRESENTAGCOES INDUZIDAS E SUBDUZIDAS

As relag®es entre as representag@es de um grupo finito
e as de seus subgrupos tém um papel muitoc importante na maioria
das aplica¢®es da teoria dos grupos A Figica. Como veremas n[osS
capitulos seguintes elas serdo fundamentais em diversos pontos
do nosso trabalho. Aqui limitar-nos-emos as definigBes. Nas
referéncias (=26, 30, 311 podem ser encontrados oS
desenvol vimentos necessarios A teoria.

Seja ™ um subgrupc de um grupe finite G tal que
&€ : H] =n. Sejam t , 1 =1, -, n o= representativos da

s
*

clasces laterais A ecquerda de H em 6 de modo que podemos
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escrever G = < txm >. Se y for uma representa¢iio qualquer de H,

estendemos y para todo o grupo G definindo:

yChd se tzigtj = h el

»1GCgy | =
- 0O caso conitrario

O conjunto yptrGCGS  y1BLg), Vg e G 3> & uma representagio de 6

]

de crdem |ytGCGD | |7 |n, chamada representaclic de & indusida da

representagio » de H, ou simplesmente representagfo induzida de
G.

Analogamente, se H for um subgrupo qualquer de um grupo
finite 6, e TMEG) =< T(g>, Vg e &> for umzs representagio
arbitraria de G, o subgrupo de [(G> formade pelas matrizes
I"[H = { TCh), YheH73¥ ouseja a restrigio de I'tGd ao subgrupo
H, ¢ uma representagio de H chamada representagio de H

subduzida da representagio NG de 6.

1.3.3- TECOREMAS SOBEE AS IRREPS DE UM GRUPO

A seguir damos alguns teoremas de muita utilidade, cujas

demonstracSes podem ser encontradas no apéndice A

- Condig¢Zgo de Ortogonalidade (Vide A.7.10

t
(T /161 ) T cad T ead, =86, 6,6, €1.3.3.1)
gl
onde |I"a| ¢ a dimensZo da irrep T _, |G| ¢ a ordem de G e

r'egd = (Ccagd )™
agki‘(sgu:)‘
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- EBelaclo de Completeza (Vide A.B.1D

+
(1/[d3|) Z |I"a| I"O‘Cc_:;lﬁm Fan )m = égg, 1.3.3.&85
oLy ,8
- Tomando ¢ = g’ = 1 na eq. (1.3.32.2) obtemos:
YA = el . C1.3.2.3

=

que ¢ o conhecido teorema de Burnside.

-~ Seja S(t?lb a2 =soma de todos o= elementos de G

pertencentes & classe &, isto &:
8

<0 =
= gi.j 2 g
g€t

1

Obviamente Sct‘iii) comutz com todo elemento g € &, Ent3o, a matriz

A CED =z rcgd .
o 18 [=]
gegi.

de acordo com o lema de Schur (Vide A.97, deverid ser diagonal,
ou seja A (8D = 7\?1, onde I & a matriz identidade. Tomando
o

tragos membro a membro, obbtemos:

Tr ACED = AT [T | =3 x (8> = |8 x (8D ,

L o

get,

M

onde [E?l ¢ o ntimero de eiementos na c¢classe E?i. Assim,
1

ZracQD = cle|/|T |3 x (8> 1 €1.3.3.4)

geﬁ'{_



zendo 8i uma classze de conjugacio de G, 1 o operador identidade
c xatﬁf) o trago dos elementos da classe Et na representacio Fa.
(Como o= +tragos de uma representaclio sZo o= tracos dos
operadores, eles independem da escolha de base no espaco das

representa¢@es. Obviamente, todos os elementos de uma dada

classe itém o mesmo trago dentro de uma representagiod.

= 02 tragos de irreps nZEc equivalentes de um grupo §,

satisfazem as seguintes relagdes:

Ortogonalidade — De (1.3, .3.1D:

CL/|B]> Y |8 | 2 CED 2, 8> =6 €1.3.3.5

18

Completeza — De (1.3.3.2):

E 3
YT /18> x 08> xc8d =6 €1.3.3.6

o

onde i caracteriza a classe de & e = sSoma sobre os tragos das

irreps nio equivalentes,

- Quando umas dada representacioc NG de G & reduzida a
componentes irreduziveis, uUsando as rela¢d®es de ortogonalidade
dos trages obitemos que o numero de vezes que a irrep r;ceb

aparece em ['(ES & dado por

»*
<rir> =5 |8 |/|6]> 28> x 8> . €1.3.3.7)

i

- Condi¢io de Irreduzibilidade — De C1.3.3.7) vemos que

é condig¢Xo necessaria e suficiente para que a representagio NCGD



de tracos {x‘_.} seja irreduzivel, que

Y il lxed|® = |of . C1.3.3.8

1
1.4~ Apresentacgo de Grupos

Quando todos os produtos g_Lgj de pares de elementos de
um grupo © s3o especificados, dizemos que a estrutura do grupo G
estd univocamente determinada. Para grupos finitos esses
produtos %o dispostos em uma tabela chamada tabela de
multiplicaa;Zc:, a qual, portanto, determina a estrutura do grupo.

Apesar da tabela de multiplicagio caracterizar
uni vocamente um grupo finito, quando a ordem deste € multo
grande, esta maneira de descrever o grupo torna-se pouco Gtil.
Como veremos a seguir, uma forma alternativa, conhecida como
apresentacgm de  grupos, ¢ muito conveniente para descrever
grupos finitosz e em particular os pontuais cristalograficos e

seus grupos duplos.
1.4.1- GRUPCS LIVRES

Seja X um conjunto e X' um ocutro conjunto disjunto de X

e que denotaremos por Xt o= ¢ x_"i x e X ¥, onde xt e
simplesmente um simbolo. Definimos a palavre w  como  uma
seqliéncia de simbolos do conjunto XUX™? na forma: w = xj‘ x‘:r.
onde X € X, £ = ¥ e r 2 0. No caso r =0, temos a palauvre

vazia que seri representada por 1. Diremos que duas palavras sio
iguais se e somente se tiverem os mesmos elementoz nazs mesmas

posig8Ses relativas.
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£ £
o i r
Definimos o© produto de duas palavraz w = x &omX% e
r
o T
1 & . .
v = x1 - X como a justaposigio:
[
£ & ” k29
_ 1 r 1 s
wv = X e ) ) ,
i r 1 =
com a convengio wli = 1w = w, A inversa de w & 2 palavra w_i, tem
-5 -&
-4 _ r 1 . -1
a forma w = x - X, » & obviamente 1 = 1.
r

Duas palabras s3o eguivalentes, se for possivel passar
de uma para & outra por meio de uma sequéncia finita de
operagcies do tipo:

2 Inserc¥oc de pares de simbolos consecutivos xx & ou X X
Cwx € XD em qualguer lugar da palavra.
b) Apagamento de pares de simbolos consecutivos xx & ou x '
(x € X2 em qualquer lugar da palavra.
No que =segue, © simbolo [wl, representarid o conjunto de

palavras w equivalentes entre si. Pela definig3c teremos:

Fwlfl1l = [11[w] = [wl

[wllw ™1 = fw *1I{wl = {11].

Como a Jjustaposig®o de palavras € associativa, as classes de
equivaléncia [w]l s%o elementos de um grupo [, que ¢ conhecido
como grupo livre sobre o conjunto X de geradores.

E possivel fazer uma definigZo geral para os grupos
livres. Com este propésito, seja F o grupe livre de elementos
{wl e ¢ uma funcio tal que ¢ : X 4 [F definida pela relagio
o(xi) = [xi‘]. O par Co,F) sobre o conjunto X, serid um Jgrupo
livre sobre X, se para cada fung3oc o : X » G, definida pela

relaclo aCx.LD = g, Cg.L € G, existir um homomorfizsmo £ : F » G
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tal que a = flo.

Demonstracio: . . .
£
Seja R uma funcio tal que ﬁtxii wox Ty = 911 -~ g ', onde
r r
= 4 1 = -1 =
g{ ag%g. Como 9.9, g, g, 1 em G, resulta
3wl = Alvd) se w e v forem equivalentes entre si. Isto

nos permite definir uma outra fungdo (3 tal que

Iwld = Blwd, e como w) € G, deve valer:
FCLwILVID = fAlwvd = BCwWIBCVY = ACIwldBEClvID

e portanto, 3 é um homomorfisme de F em &G, que
simbolizamos por f3 : F +» G. Pela definiglo da fungdo o,

Lemos:
pColxdd = pUlx1d = -[}Cxlj = alx)d
isto &, flo = ao. Se p : F + G for outro homomorfismo de [
em G, tal que o = o, teremos 3o = po, e portanto p = f3,
4

j& que F = <{Im o>. Este resultadce pode ser simbelizade

pelo diagrama:

o;//” d \\\uﬁ
X — G

o=fic

1.4.2- APRESENTAGQOES DE GRUFPOS

Seja Y o conjunte gerador de um grupoe livre F e 5 um
subconjunte de F que gera um subgrupo K de . A unifo [K de Lodos
os grupos conjugados R = U f}K f;‘ ¢ o minimo subgrupo
invariante de F que contém S. O homomorfismo candnice I : F + 6,
def inido pelas rel actes KercCld =k e InCI> = G é uma

apresentacZO de G = ¢ Y | R >,

Exenmplos simples: @n =< x| x =12,



1.4.3- APRESENTACDES FINILITAS

Diremos que um grupo é finltamente apresentado se tiver
uma apresentagfo finita, isto &, se for gerado por um conjunto
finito de geradores e tiver um conjunto finito de relagdes.

Dois tecoremas sio de grande importincia neste tema, um

. {32 .
devido a BE.H. Neuman ectabelece o seguinte:

I-S X ¢ um conjunto de geradores de um grupo
finitamente apresentado G, © grupo tem uma apresentagfo finita
da forma < XO | r, == r_= 1>, onde Xo € X. A demostragio
deste teocrema se baseia em que qualquer ocutra apresentagfo pode

ser posta em fung®o da primeira e portanto serid também finita.

O outro tecrema deve-se a P.Hall[ssj e pode ser

enunciads da seguinte forma:

II- Seja N 4 & e suponhamos que N e G/IN sZo finitamente
gerados, entZo G ¢é também finitamente gerado. A demonstragdo
deste tecrema baseia-se em que o grupo G € a extensaomq de N
por &/N e, portanto, seu conjunto de geradores ¢ a unifo dos
conjuntos de geradores de N e G/N. As relag®es entre estes

geradores s%o as de N, as de G/N, e aquelaz que vém da

S
o um grupo G diz-se extensas de um grupo N por um grupeo K, ee

G tem um subgrupo nermat N' ~ N, cujo grupg fatoy & isomorfo
c!._JK, itato & G/IN' ~ K. Note-se qug @« extensao G neo tem solu-
cac dnica guando somaente N ¢ K sac dadow.
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conjugagcio dos geradores de N pelos de G6G/N, ja que N &

invariante em 6.

Exemplos simples: Grupos ciclicos finitos e infinitos,
grupoes livrez com conjunto gerador finito,
grupes finitos,
grupos policicliccs}*>c contém o= grupos

soluveis).
1. 4.4- APRESENTAGAC DOS GRUPOS DUPLOS DE GRUFOS FONTUAIS

Sejam G ¢ X3 e G ¢ SUCEY dois grupos finites tais que

&B*/Zz ~ G, sendo Zz isomorfo ao grupo do centro de SUCZ2) e dado

por Z, = < z || z2 = 1 . Podemos demonstrar . ) que se G < SOCRD

for apresentado por

03—'—‘{):112 =1 >, €1.4.4.13

o grupo de ordem 26| apresentado por
P P

2

G =<yt|E==z.z =141> , (1.4.4.20
com y, = Cx_L.13, z =(C1,-1) e 1 =¢1,1> serd a solugio da
extensgo central‘**) de ZZ por ®, chamada grupo duplo de G.

Seja ¢>* um homomorfismoe de G* num grupo H. Chamando ¢

e
(%) Um grupo & chamado policiclice se possuir uma sequencia

G, <« 6. ¢« ¢ B =6
1 t+1 n ~
tal que todos oa fatores Gk+1/"3k sao grupoa ciclicos.

La '
(%) Uma extensaoc G de um grupo abeliano N por um grupo H diz-se

caentral quande H < 06D .
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» , ,
o Ker ¢, pelo terceiro teorema do isomorfismo temos

/K~ (6 /2,)/(K/2,) ~ &/K ~ M €1.4.4.3

Esta relaglo mostra que existe um homomor fi smo

¢*: 6" — WY para cada ¢ : G —~ H. E mais, como =z e K*. o
homomor i smo ¢* deve ser tLal que ¢*C23 = 1.

Euponhamoa que {Cx) zeja a fungZo associada ao

homomorfismo ¢ : G — H. EntZo £ toma a forma f*CyD = ¢(Cx,12)

Jja que R(f*Cy}) = £¥C2z) se transforma em R(f(x,12)

i}

1.

Para grupos impréprios, dados na feorma 6 61 x Ci com

G o SOC3D e Ei = < 1 ] i“ =1 > teremos
6 xCV/Z = (6 xC)/Z =~ (6 xC C1.4.4.4
(6, x &) , = (&, x §)/2, (G, > &) CEe

onde GT serd dado por Ci.4.4.2) se 61 for dado por (1.4.4.1D.
Quando G & um grupo improprioc que nfo contém a 1nversio
explicitamente, ele pode ser escrito como Uma expansio em
classes laterais: G = H + igH, onde H c S35 e g (& HY & uma
rotag8o préopria de ordem par (i & a inversiZ3o). MHNeste caso,
cempre existe um grupo G ~ G e G < SO3) tal que G = H + gH
que tem a mesma representagoc dupla (double valued que G pois,
tratando-se de momanto angular semi-inteiro, a inversio ¢ sempre
representada pela matriz unidade. Ent3o, para calcular G* ¢ =6

»

levar em conta que 6* ~ G e G’* ¢ dado novamente pela equagdo

€1.4.4.2>.
Do anterior concluimos que dada a apresentagio de um

grupo pontual ecristalografico, a apresentagio de seu grupo duplo

pode ser obtida usando a &q. C1.4.4.2>.

No capitulo 4 mostraremos como, a partir de uma



apresentagfio do grupo pontual eristalografico ®h' ¢ possivel
cbter as apresentag®es de todos seus subgrupos. Em fungdo destas
aprecenta¢®es construiremos todas as seqiiéncias de subgrupos

»
miximos de ®h e, conseqiéntemente, de seu grupo duplo ®h



ALGEBRAS SEMI-SIMPLES NA MECANICA QUANTICA

Na mecanica quantica estamos interessados em estudar

sistemas fisicos que s3o representados por oper ador es
s

Hamiltonianos hermitianos H. Dado um sistema, as simetrias que

porventura ele possua s3Zo representadas por operadores lineares

que agem sobre as suas autofungdes e que s¥o elementos do grupo

do Hamiltond ano.

Como o Hamiltoniano ¢ invariante sob as operagBes de
simetria do seu grupo, seus autoestados sZo também vetores base
das representacBes deste grupo. As fungBes que s3c solucBes do

oS
sistema representadoc por H formam um conjunto completo e
crtonormal. E fundamental ent¥c analisar as bases dos espagos

nos quais as autofune®es do sistema fisico estZo definidas.



2.1~ Funcges de Onda e Espagos Irreduziveis

A chave da aplicagBo da teoria do grupos a mecinica
quantica estad num teorema de Wigner[QSJ que pode ser enunciado
de diversos modos, como por exemplo:

S um sistema mecgnico qu&ntico for descrito pela
equagzﬂ de Schrodinger apropriada, a representa¢;o do  grupo
desta equa¢go, gue pertence a un autovalor particular, estard
untvocamente determinada, a menos de  uand transforma;ZO de
seme lhanga. Ixcluinde o8 casos de degenerescgncia acidental,
esta represenza¢;o serd irredusivel.

Daqui segue a importancia das irreps pois elas podem ser
usadas para rotular, sem ambiglidades, o©os niveis de energia de
um sistema mecinico quantico.

Outra forma de enunciar o teorema € dgque mostra
claramente a importéncia da teoria dos grupos para a Fisica e
Quimica Quanticas &:

Se R for umo operacgo de simetria do operador
Hami t tontano ﬁ que descreve um cistema mec;nico quantico, e se Y
Ffor ume autﬂfuncgo de ﬁ. ent;o Ry serd tambdm wuno autofuncZD de
H com o mesme autovalor E de energia que y.

Ou ainda, na forma reduzida:

A funczo de onda yw de wn sistema deve ser uma das
bases das irreps do grupo do Hamiltoniaono.

Apesar da importancia d&ébvia que mostram os diversos
enunciados do Teorema de Wigner, devemos salientar que seria um
esforgo demasiado tentar calcular as irreps dos grupos em
questIo se elas fossem usadas apenas para rotular os estados de

energia. Na realidade, o ci&lculo das irreps permite determinar
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os coeficientes de Clebsh-Gordan do grupo, que por sSua vez
servem ac calculo dos elementos de matriz de qualquer operador
que atua sobre os autoestados do Hamiltoniano.

Exemplos da aplicag3o da Teoria dos Grupos & Mecinica
Quantica podem ser encontrados em qualquer uma das referéncias
[12 a 22, 25, 289, 311, e [35] a [38].

Pelo exposto, nosso interesse estarid concentrado nas
fungdes base das irreps do grupo de simetria do Hamiltoniano.
Fara encontré-las necessitamos dos operadores de projegio de
fungdes os quais s3o combinagBes lineares dos elementos do grupo
e, portanto, escapam & estrutura do grupo.

O ideal =eria encontrar uma entidade tal que contivesse
a estrutura do grupo e desse conta das combinagdes lineares de
seus elementos. Istoe &, que fosse fechada sob a lei de
combinagio do grupo, sob a adiglo de operadores e sob o produto
por escalares. Tal entidade existe e chama-se digebra linear
associativa sobre um campo de escalares.

O conjunto dos operadores {63 que comutam com um
hamiltoniano hermitiane formam, ent3o, uma 4lgebra que se denota
. Uma wvez que, Sﬁ = ﬁ6 sl Cﬁab* = S*ﬁ = Cal’-l\j‘r = ﬁ61. 0s
operadores adjuntos {67} também pertencem a ela. Uma 4l gebra com
esta caracteristica & dita guto-adjunta.

No Apéndice A mostramos que toda adlgebra auto-adjunta &
& memi-simples, isto &, pode ser reduzida & soma direta de

zubilgebras "matric" simplea.ﬂa, ou seja,

m=2@ﬂ°‘. C2.1.1)

| 3

onde as & possuem bases “matric” {ec: s r,s 1 . |ﬂ°’|}. e tém
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dimens3o Ldal. O= elementos das bazses "matric" satisfazem a lei

de composigio:

e & =6 &5 e . 2.1.2d

re tu o et ru
Fara cada &, a soma dos elementos efr Cehamados de
idempotentes gprimitivos) ¢ o elemento identidade, e esses

elementos s%o ortogonais, isto &

g
e” = 2 e™ e e® ef = & e . (2.1.3
rr

r=1

Portanto, & ac3o de e & aniquilar fodas as subdlgebras, excelo

e

Finalmente o= e somam a identidade de #:

1 =2e°‘. C2.1.4>
O

Ou seja, a base "matrie" decomp@e um espago vetorial §,
que ¢ invariante sob a a¢Zo dos elementos da algebra &, na soma
direta de subespagos irreduziveis 2%, invariantes sob a a¢lc dos

elementos das subilgebras #~. Este procedimento ¢ chamado

({32a, 401

P
adaptagac em simetria Além disso, a base "matric™” de &

pode ser escolhida de modo gque os idempotentes primitivos sejam

.'.
auto—adjuntos, istoc &, CeTP = eff

Aszim, se o Hamiltoniano de um sistema comutar com os
elenmentos de uma aAlgebra semi-zimples & com uma bazse "matric”
como a descrita acima e |ar> for um wvetor do espago ¥, ele
estara adaptado em simetria, com uma simetria or, =se

ef Jer> =6 6 |ar> , ¥ pBis . (2.1.5)

oxg T8
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Entio, dado um ket ar>, cada um dos kets efz ory,
g =1 = £ Ccom os el ementos da base "matric” sendo

auto-adjuntos) ¢ n¥o nulo; e mals: cada ket d& o mesmo valor
o~
esperado sobre um operador H que comute com o elementos de &,

pois:

<ar| &

H e [ar) = <ar| H e |ar>
re er rr

=<or| H Jor> , s =1, ~ , |2 . cz2.1.65

O conjuntoe de kets {e: | o>

r

subespaco irreduzivel de ¥.
2.2~ Algebras de Grupo

A dlgebra de grupe HCGY de um grupo G, ¢ a algebra que
tem como zze o= elementoz do grupoe. Entio, um elemento

arbitrario A de LEGD) & da forma:

A = CAD , (2.2.13
2 e g
qeb

onde os ¢ (A s3o numeros complexos; se G for um grupeo finito,
g
ACEG3 serd uma Algebra de dimensio finita.

Dado A € HLGD, definimos:

% -4

= CAS . £2.2.23
A 2 cg g
aeh

+
e diremos que A € FIGY & persistente se A = A = O

Um elemento A de uma algebra & ¢ nilpotente se para



alguma poténcia finita p, AP = o.

Lema: Para A1 e Az € JCGY arbitrarios, vale:
+ + ot
Ci> CAAD = A A
1 2 2 4
+
Ciid S A Q0 =3 A A é& persistente

Cii1l) Se A & percistente — A & nZc nilpotente.

Demonstragia:
Cci>
y *
CAA> = {z cCAD e CAD gg }
g.9°
e &
-4 - Tt
=E c CADTY ¢ CAD N ¢cg'd'gt = A A
g 1 g 2z 2 1
q9,9’
e G
L t Tt t
Ciid Temos: CA A = A CAD = A A, uma vez que
Tt
CAD =A, e se Ax O, vemos gue o coeficliente da identidade

+
para A A é&

T »
ZCCADC CA3=zc o e A >0
s (¢ ") («™) (¢}
gE@ gé@ g g

T T
EntZc, A A x O e A A & persistente.

'
Ciii> Se A & persistente =3 A2 = A A e persistente e,

como © quadrado de um elementc persistente ¢ persistente, AZ"

2T

tem que ser persistente para tode n 2 1. Portanto, A" # O,

¥n>1, e assim, A nZo pode ser nilpotente.

A partir deste lema podemos mostrar que as 4algebras de



grupo sfo semi-simples. Vejamos: assumindo que a Algebra de
grupo (36D tem uma subidlgebra invariante 2™ , e tomando A € &
com A x 0, do lema anterior A?A tem que ser persistente e,
portanto, niEoc nilpotente. Como £ & invariante, A*A e R, e como R
contém um elemento nifo nilpotente nZEo pode ser nilpotente.
Entfo, &£ (6> niEo contém subilgebras invariantes nilpotentes e
assim (G & semi-simples.
Uma vez que uma Algebra de grupo #6G) & semi-simples, ela
tem a estrutura discutida acima, ou Seja, pode ser reduzida a
soma direta de subalgebras "matric” simples cujas bases expandem
subespacos invariantes. Como neste caso a base do espago
vetorial & o préprio grupe G, cada subdlgebra “matric" simples
estd ligada a um invariante de 6.
Na Mecinica Quiantica, os elementos do grupe s3o
operadores lineares atuando sobre um espago veteorial ¥ onde

estid definido um produto interno. Transformando os kets de ¥

gly> = |gy>p , |y €8 e ge G,
encontramos:
<gylgy'> = <ply’> , |w e |p> et
T -
Ent3o, o adjunto de um elemento g &€ g = c_:]1 e o adjunte de

T
A e CG> & A . Assim, vemos que as Aldgebras de grupo sXo casos

especliais de Algebras seml—-simples.

MiVeja Apendice A



2.3=- A kepresentacga Regular de um Grupo

Da mesma maneira que trabalhamos ¢com as representagdes
de um grupo G, podemos estudar as representaces da adlgebra de

grupo SCEGI de G. Se

= CAD G,
A Echg e A
gt

entZo a representacic matricial TF'CAD do elemento A da Algebra &

dada por

~
o
W
[N
)

CCA =z c CAY T(g>r = 2 g2 c CAD
g g
geb geb

Este mapeamento ¢ homomorfo, pois

TCA AD =E c CAD ¢ CAD TCgg'D
1 2 g 1 g 4

9,97
e &

= E c CAD e (AD TC(g (g’
9.9
e G
=E c CAD T(gd E e CAD TCg'd = TCAD TCAD.
g i G 2 1 4

geb L= E

Assim, dada uma representacio de G, ela tem associada uma
representagio de #H(EG). Inversamente, como oz elementos de G
formam a base de &G, cada representagfo de #H(EGED contém uma
representa¢io de &.

Obviamente, se um subespaco 3' ¢ § for invariante sob as

operacSez A, ele também o seri s=sob as operagBes a. e
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inversamente, dado um subespago 8’ tal que gir> € 8 V g e 6

e (r> € %", enlio

E chAD glr> € ¥,
geG

J& que 8" & um subespago linear de %, ou seja, contém todas as
combinagdes lineares a]ri} + ﬁirz>, com & e {3 numeros complexos
arbitrarios. Porianto, cada representacio reduzi vel ou
irreduzivel da Algebra de grupo HEGED € também uma representagdo
de &, e vice-versa.

Vimos acima que cada uma das subAlgebras 'matrie” o0
Ccuja soma direta nos dé& a Algebra de grupoc &G, forma um
subespaco invariante, e portanto, dA origem a uma irrep de UGS,
Cada um dos n elementos ei: ¢ um invarianie da Algebra e também
do qgrupos. Mas os invariantes do grupo s3c dados pela soma dos

elementos de cada uma das classes de conjugacio do grupo,

= <)
SC€D 2 g . 2.3.2>
gt

1

Entio, se N for o nmero de classes de conjugagdo, teremos n

€

. . o™
invariantes. Precisamos saber se eles se relacionam com os € .
rr

Uma vezr que os elementos do grupc s3c a base da algebra, os efr
podem ser escritos como combinagBes lineares dos SC8P e
vice—-versa. Maz os e?r sEo ortogonais e os SCER =230 linearmente
i ndependentes, de modo gque n = I, - Concluimos, entio, que o
numero de subilgebras “matric” & & igual ao numero de irreps e
aoc nUmero de classes do grupo 6.

Como um exempls importante conglideraremos a chamada

~
representa¢ao regular do grupo . Para obter a representagio



regular de G, escolhemos a base da algebra de grupo &CG6GI, isto
¢, o= préprioz elementos do grupo como baze do espage vetorial e
fazemos os elementos de G operarem sobre ela. A operagio de G
sobre #HCG) ¢ esccolhida como sendo a prépria lel de combinagio do
grupo. Para determinar as matrizes associadas, denotamos por
{gs} o conjunte de vetores base de (G, ou seja , o préprio
grupo G. Primelro, escrevemcs a agZo dos elementos de G sobre o

préprio G na forma

g g = 2 g, FRCg)AA, C2.3.3

e, uma vez que o lado esquerdo da eq. (2.3.32 tem um unico valor
em G, a reprecenta¢io regular 4 e=squerda tem a forma
R
mcg, = & : (2. 3.4
LB 9 +99.
L J
Para verificar que a eq. (2.3.4> ¢ uma representagfo de

G calcul emos

R R
r®cg> rRcgd. = zé
E gi 1] 9z Jk 9.+9,9

_ 99,9,
i i

J

R
=& = [TC(ggd.
g, r9,9,9, 172 ik
Azsim, as matrizes FRCg) tém apenas um elemento nio nulo & igual
a1l em cada coluna e em cada fila. Além disso, FRCg) tem apenas
zeros na diagonal para qualquer g € 6, excete para g = e, o

elemento unidade de G, De fato, se g = e, temos:

e 1 se e = gkg_.i ou seja, k = j
rpced = ! (2.3.5

O caso contrario



Ent¥o, Ltodos oz elementos da diagonal de r'®ced sZo iguais a 1,
g

enquanto os demais s3o nuleos. Este resultado mostra Ue se
q

definirmos xRCgb = ¢ I‘RCgDii, ent3o xanb = |G| ég o Usando a
i_ ]

eq. €1.3.3.7) obtemos <r“|rg> = xCed, isto &, toda irrep I'_ de
G, estid contida um niimero de vezes igual a sua dimensic na
representa¢3o regular de G.

Para as matrizes dos demals elementos de (G temos:

A= CAY mcay | = CA . 3.
Ecg g = g zcg 5 (2. 3.6)

Assinm, determinameos

o
b
m
T3
2
i
n
]
o
(4—
[
LR}
iR
o
-
m
0y
[
—
fo
L
(L
m
B
r
o
[

a2 gual
contém & representagio regular de G, que ¢ o conjunto de
matrizes <{ I"RCg,LD, v g, = G .

Devemos notar que a representacio regular € fiel, j& que

I'“‘RCgib = I"‘Rngb implica que & = & para todo g..

9.+ 9,9, 9;* 9,9,

g~i e 6. Entfo, isto sd & possivel se g, = g,

Uma vez gue a representaglo regular de um grupe G €
isomorfa a ele , o seu estude revela-nos todas as propriedades
do préprio 6.

A relacZo (2.3.40 € normalmente chamada de representagio
regular & esguerda de G. E possivel definir btambém uma
representagio regular i direita de G de acordo com

g9, @ = Y g Megh

1
resul tando

rR*cgy = 6 -1 . C2.3.7
L gi.’gjg

A expressio dada em (2.3.7) é uma representagio de G,



pois
z r“Cgia_L_ r“c923 L =96 -4 & -1
. J J . glngjgi gj'gkgz
h) 3
=Y, =Y
~ 9002 9y 909,99,
J J
No capitule 6, mostraremos que as duas representacdes
regularesg s3o essencl als na definigio de um oper ador

auto-adjunto que nos permitiri resoclver © problema de rotular as
irreps adaptadas em simetria a seqiéncias candnicas de

cubgrupos.



SEQUENCIAS CANONICAS

HNeste capitulo mostraremes por dois métodos, um de nossa
autoria e outro devide a Wigner, que as séries de composicio dos
grupcs finitos sollveis sBo seqiéncias candnicas. £ para este
tipo de seqiéncias, que no capitule 6 construlremos um operador
auto-adjunto que, 2lém de rolular, permite adaptar em simetria
espacos vetorials finitos e calecular as irreps de um grupo Gt’

adaptadas em simetria a sequéncia Gt 2 Gtu'



3.1- Sequenclas canonicas de grupos finitos arbitrdrios
Diz—-se gque um grupo & tem uma serie ou seqﬁ;ncia de
subgrupos quando ¢ possivel escrever o seguinte arranjo de

grupos:

G o..26G oG o> G > G - SN ¢2.1.12
t i+t L+2 1+3

A série & dita normal se ela for finita, terminar no subgrupo
unidade e cada subgrupo Gi, for subgrupo normal proprio do

anterior, isto &

7yl
i

GC b G G b b G o= L1 C=z.1.20
O i K4

O= grupos fatores G.XG_H £¥o chamados fatores da série normal e
1 18

o numero de fatores & o comprimentco da série. Para a =érie

anterior o comprimento & k.

Uma série normal

G=MH bPH pH b pH =L1> , C3.1.3
o) T 2

& um refinamento da série normal C(3.1.2) se cada subgrupo G_L que
aparecer em (3.1.2) também estiver contide em (3.1.30 e os
compr imentos das duas satisfizerem a relagio k = s.

Duas séries de um mesmo grupo dizem-se isomorfds se os
seus comprimentos forem iguals e seus grupos fatores forem
igomorfos.

Uma série normal que ndo admite refinamentos chama-se
s:s-rie- de composic;zo. Isto ¢, dado um grupo &, a seqiéncia
C3.1.2) & uma série de composigdo, se cada GL for um subgrupo

1 4

normal maximo préprio de Gi. . 8 um grupo G tiver duas séries

-1



de composl¢iEo, elag =¥-Te) lsomorfas C Teorema de

Jordan-~Hol der[ 41 ]) .

Seja H um subgrupo de um grupo G, e I'CEG) = (ICgd, g € G>
uma representagio de 6. O subeconjunte de T'CEGY formado pelas
matrizes I'Ch), h € H, é uma representag¢fo de H chamada restricgio
de (G em H. Diz-se que um grupc tem uma seq&;ncia canonica
guandc © nimerco de verzes dque a8 irreps de cada subdrupo na
seqiiéncia apardecem na restriglio das representag@es do subgrupo
precedente & um ou zero.

Estamos interessados em determinar as condlig®es para que
umz sSeqliéncia de subgrupos seja candnica; vamos mostrar[48]

& > H Conde H nao & necessarliamente normal em G ¢ uma segiéncia

candnica se o indice de H em G, |G : H{, for tal que |6 : H| £ 3

ou |G : H| = 4 quando o grupo
-1
Hg =) gHag s 2(® €3.1.4D
geG

onde (GO ¢ o grupo do centro de &, e & é um grupo pontual
cristalogrifico ou seu grupo duplo correspondente.

Seja y uma irrep de H, T uma irrep de &G e (FIy) 2
frequéncia de ¥ em I’y ou sgeja, o nlimero de vezes Jque a

representagio y ocorre na restrigio Fm da irrep I'. Ent3o,

Clyy = A /fHD Y e e’ €3.1.5)
helH

z z r r » 3%
Y <rip® = Y /M Y D x Chd™ fFCn>™ 2 Cho
r 7 h, . h

L

e H

i

Uszando a completeza dos tragos das representag@Bes, obtemos
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S rjp® = a/Ep y jan |’
r helH

e estendends o somatério do lado direito a todos os elementos de

LR

S rip® s aa/mp Y e | = (6] /H] €3.1.8)
¥ g=G

de modo gue <I|p> €1 V¥V |G : H| £ 3.

Se o grupe G for abeliano, todas as suas irreps s&o
unidimensionais e a seqgléncia G > H & sempre candnica.
Suponhamos entfo que G & nfo abelianc e que H e G s8o tais que a
eq. (3.1.45 wvale, ou seja, o "core" de H em & esta contido no

centro de G, Sob esta hipédtese, mostraremos gque

PRERS IR
heH

Supondo gue na eq. (3.1.6) a igualdade vale, como H nio
Core

& necessariamente um subgrupo normal de G, e o &ks & o maximo

subgrupo invariante de & contide em H, deveriamos ter que

< ore

XCgd =0 Vged&-HT>

De modo que a eq. (3.1.6) torna-se

E | car |® = E | cad |

core
gEG gE[H‘B

Mas &G;"o c Z(EC>, e para g € Z(GY teremos [(g> =1 ei¢, onde 1 &
a matriz unidade. Portanto, erg) = eLﬁerID e assim,

!er93|2 = Ier1)|2 ¥ g € G. EntZo,



- B2 -

z |2 car|® = 2 |2 c15 | = JHET) < an® = |6 . 1.

©
core
gt gEfHG

CQuando G ¢ um grupo pontual cristalografico, temos que

|'t13_L : “1| = 2,3 ou 4 para as seqléncias de subgrupos miximos.
O indice & 4 para as segiliéncias oF > D ' o > p R TS > ¢CF e
h 8h 8 d v
» » .\ .
Uh > Csh , © para as mesmas seqgiliéncias formadas com o= grupoz

n%o deobrade=z. Pela nozsa analise de final do cap 1, e pelos
conhecidos isomorfismos © =~ Hd = tgv -~ mg, s €& necesSiario

mostrar que as seqliéncias © > ma e T > CS e as dos grupos duplos

correspondentes sEo candnicas.

Na Caso dos gr upos nio duplos temos que
cmajq‘:}‘“ = ccabfr”" = 1>, gue substituide na eq (3.1.7> daria
er132:=lG|- que & absurdo. J& no caso dos grupos duples o
nticl eo em ®* & igual & Zz resul tando
x (107 = |®*[/|ZZ| = |©]| = 27 % 3, onde I'* e irrep ©*. Novamente

a eq (3.1.7) resultaria em absurdo, de mode que podemos concluir

que todas as seqiiéncias dos grupos pontuais cristalograficos =sio

canfdnicas.

3.2~ Seqﬁ;ncias Canonicas de Grupos Soliveis

Umza classe especial de subgrupos s3o os grupos finitos
sol;veis, caracterizados por terem uma série de composigdo tal
que todoes os fatores siEe grupos ciclicos de ordem prima. Uma vez
que a maioria dos grupos ligados & Fisica do Estado S6lido e
problemas de Quimica Quéntica s¥o soluveis, ¢ altamente

desejivel saber sob que condi¢®es as seqiéncias de subgrupos de

grupos soltveis sXo candnicas.



TEOREMA — Toda série de composi¢fio de um grupoc soluvel € uma
seqliénecia candnica.
Demonstragio:

Sejam » € Irrep H e I' € Irrep G, O estabilizador de p enm

G esta definido por
Sl = (g e G | 2Ry = 2 Cghg > ~ »C(hd> Y h e M

sende H subgrupoe normal de G, EntAo,

H € S0 = G, (3.2.1>

de modo que podemos decompor G em classes laterais de SGCy).
Eejam Li. tz’ R tl os representativeos das classes
laterals de $(y> em G, com t =1 e t = |G|/|36Cyb|. Ent3Zc M

tem L diferentes irreps dadas por:

r () = thkht:D s k=1, -,

Como

<Mly> = (1/]H]) z em o™,
heH

e rCghg ™ = 2 (KD, temos que <F|yk> = (T'|y> para k =1, . L
Para mozstrar que a restrigio FH contém apenas as lrreps
Yy induzimos a representacfo 16 a partir de y € Irrep CHD.
Do teorema da reciprocidade de Frcbenius[43] sabemos que
o numero de vezes gque a representagio p16, induzida da irrep ¥
de H, contém a irrep I' de G ¢ exatamente igual ao nimero de

vezes dque a representagfo Thi de H, subduzida de T, contém a

irrep y. Como <T|y> # 0, & claro que ' € irrepl(Bd aparece na



represent.agio induzida 16, e desde que o trago de y1t6G pode ser

dado por

= =
16 7 -1 y)
Chd = Ct. ht > = Chd ,
Z QAP =) x
j=1 j=1
onde s ¢ o indice de H em G, concluimos que as ya s¥o as Unicas

irreps contidas em Fm. Podemos escrever ent3oc gque

i
.
x Chd = <T|p> Ex ‘¢ny

v=1

e da ortogonalidade dos tragos temos:

L 1
YT =5<r|py® =5 <r|p® = pfle| /S| = 32
¥ izd i=4
=1/H] Y (X | s e /]H] (x.2.3
heH

Enti%o, das egs. (3.2.2) e (3.2.3) segue que:
Ul < |Se0 | /]H] . ¢3.2.4)

Se o subgrupoc invariante H de G ¢ tal que [G/H| = p Cum
ntimero primol, entfo H ¢ maximo e, da eq. (3.2.13, temos que ou

S Cyd> = Hou F .(p> = G

G G
No primeiro caso a eq. (3.2.4> da <I'{y> = 1 e portanto:
p
I'Chd =zyicm .
i=1
de modo que a condigio necessaria para que & (2 = H €& que

G
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ergD =0 Vge G - H. Esta condig3ic ¢ também suficiente polis
se SGCy) = &, teria que haver ao menos uma classe de conjugacgio
€ de G contida em (G - H> tal que fC€ = 0. Por absurdo
suponhamos que: erg) =0 Vge{G - H. Com este resultado
valeria a igualdade na eq. (2.2.47 e,portanto, <T|y>2 = p, O gue
ndo ¢ possivel pois contradiz a hipStese de que p € um nimero
primo.

Como por hipédtese G/H ~ Cp, G tem, no minimo, p irreps

unidimensionals Kn da forma
k. _ k _ P
xth hdy = Kth H = w com w =1 ,

onde L é o representativo da classe lateral de H em G. Uma vez
que os tragos da irrep I' de & (quando SGCyD = G) sEo diferentes
de zero para pelo menos uma clazse € < {G& - Hy, existem em € no

minimo p irreps niEo eguivalentes F“, relacionadas por:
k k
FfLt™ hd = tht hD Fp(t hd

= o Fp(tk hd VheH 0nipe FP =T

Ent¥o, as relacBes de ortogonalidade para os tragos das

irreps ' de G para uma I fixa podem ser escritas como
™

k k 2
P ES ST W A% Y LR NN L
heH heH
p r
k k 2
DDA ERS S ST AN
k=t heH

Somando as p relagties,



PP

P
2 2 EmnklxI"Ctkh)lz= Eénplﬁl '

n=1 k=i haH n=41

e notando que

obtemos:

pY X = |of = plo]
heaH

gque mostra que Tm ¢ uma irrep de H o portantoe <F|y> = 1.
Resumindo: Uma vezr que por defini¢fo um grupo soltvel tem
uma série de composicio tal que os grupos fatores sac subgrupos
ciclicos de ordem prima, e comoc mostramos que se isto acontecer,
as condi¢Bes de canonicidade das seqléncias s3o satisfeitas,
concluimos que toda série de composigioe de um grupo soldvel &

canfnica.

3.3= O Teorema de Wigner sobre as Seqﬁgncias Cananicas.

De acordo com Wigner[44j, a condig¢ioc necessaria e
suficiente para que uma irrep de um arupc G, considerada como
representa¢fo de um subgrupc H de 6. n3c contenha qualquer
representagfc do subgrupo mais que uma vez & que as subcl agses
de ©, ou seja,os conjuntos {hah™* | h & H>,comuten.

Nesta sec¢Zo mostraremos que no <¢ase das seqiénclas
candnicas © b H com G/H ~ Cp e p um numerc primo, o teorema de
Wigner vale, isto &, todas as subclasses comutam entre si.

Se chamamos t ac representativo da classe lateral tH tal
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que d'_“.p ~ (tlH|Ct[H)p = H>, entZo az classes de conjugagio de G
contidas no complementio de H em 6, tém elementos:

ccttno*m Tt ot o h = vt hon e Bt €3.3.1)
onde OK<p, O<k(p, e Ctlhibk =t™h:, com Bu = W med p. Uma
vez que (ki toma todos os valores entre 1 e p para | fixo e k
variande entre O e p-1, a eg. (3.3.1) permite calcular todas as
classes de conjugagio do grupo G contidas no complemento de H em
G. O segundo membro da mencionada egquagio, mostra que as classes
de G contidas em {G-Hry czoincidem com as subclasses de G em
relagfo ao grupc H e por serem classes de G comutam entre si.
Como as subclasses contidas na classe lateral H, por definigio
colncidem com as classes conjugagio de H, elas também comutarfo
entre =i. Portanto, a tnica poszibilidade em nosso caso de ndo
comutacio, de pelo menos um par de subclasses de 6, € uma
subclasse contida em H e a outra em (G-H>.

Por hipt¢tese o grupo G ¢ tal que G/H ~ !EP e pela teoria
das extensaes[48] a sua estrutura depende do automorfismo
I = t7Ht tal que ¢ e AutBH/InnH. Seja Flg 1 a soma dos
elementos da subclasse de G gerada por H a partir de um elemento
g, Suponhamos que o automorfismoe ¢ de H &  tal que
quf[hi]) = J"[cp(hi'_ﬁ] = f[hﬁ, onde f[htj a f[h‘j} = 0. Sendo FIi]
a soma dos elementos da subclasse de §$ gque contém o

representative da classe lateral tH, concluimos que deve valer:
.}”[hi]f[t] = f[t].i"[hj] . (3.3.2

A quest¥o é: a eq. (3.3.2> & ou n3o compativel com a caomutacio

das subcelasses FI h‘,_] e ¥[t]l ? Mostraremos que a resposta ¢ sim



Com este propédsito observemos que o produto J""[t].f[hi] tem tLodos
seus componentes da forma th CheH), o que mostra que Lodos eles
=30 elementos da classe lateral LH. Como o produto de subcl asses
pode zer decompostio em subclasses completas, & como na classe
lateral tH a= subclasses coincidem com as classes de G, o
produto J"[t]f[h_L] & portanto um invariante de G, Assim, com a

ajuda da eq. (3.3.87, obtemos que
Fih 1XILY = t-ic.}"[hi]f[tl)t = f[hj]f[t] = .J"[t]f[hj] . 0(23.3.3
L

Uma vez gue o mapeamento L 3 tkh gera um automorfismo do grupo
&, & relagic (3.3 3>, vale para qualquer elementc do complemento
de H em G, o que permite concluir que todas as subclasses de 6

per H comutam entre si quando G/H ~ d:p.



SUBGRUPOS MAXIMOS DE GRUPOS FINITOS SOLUVEIS

Neste capituloc desenvelveremos dois métodos para a
obtengZo de subgrupos: um que permite determinar todos os
subgrupns normais de um grupo finito, e outro, especifico para
oz grupos {initos seldveis, gue permite obter todos o =eus
subgrupos. Na ultima parte do capitulo mostraremos como €
possivel USar amhos oS mét odos para determinar as

correspondentes subgrupos dos grupos infinitos de Shubnikov.
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4.1 = Subgrupos Normais de um Grupo Finito.

Se T for ums representagio, nio necessarilamente
irreduzivel, de um grupo &, ela serd um homomorfismo de & em um
grupn de matrizes e, portanto, terd um nucieo definido por
Ker ' = { ge @ Cgd = I'd1> ». EntZo, se ' for reduzivel, ela
podersd ser ezcrita como a soma direta de irreps FG de G:
r =o Fm cujo nucleo seria: Ker I' = N} Ker Fa » ¥ Fu <. Como a
representagdo regular r'® de ® contém todas as irreps de 6, e
como  Ker It = 1, temos que a interseg¢io dos nicleos de todas as
irreps FG de ¢ & igual ao subgrupo unidade, isto € [} Ker Fa =1
v Fa € Irreplidr.

Seja WN um subgrupc normal qualgquer de G e ?R a
representagic regular do grupo fator G/N. A reprezentacko [N de G
dada por T'Cgd = ?Rigmb, sersd, em geral, reduzivel em G e ters
Ker ' = N = Kerlzf onde Ft s%c algumas das irreps Fa de &G,
contidas em ', Isto mostira que Lode subgrupoe normal de G, € a
intersegfo des nuclees de algumas das irreps de 6.

Cbhserve—-ze que se g € Ker ', entio xr(gb = er1) e,
inversamente, =se ergD = er1), por ser [T unitaria I'Cg> = 1, de
modos que g « Ker I'. Assim, concluimos que a determinagio dos
ntcleos das irreps de G pode ser feita por inspeg3o da tabela de
tragos de 6. Em particular, o grupo derivado G’ de & ¢&
G =} < Ker T i xraC1) =1 > e o grupe do centro Z(6> de G, &
constituide por todas as classes de conjugagio gque contém apenas

um elemento.
Exemplo: Os subgrupos normals de ®h.

Na tabela 4.1 e=tiEo dados os tragos do grupo ®h'



enquanto os

ndcl ecs das

651 -

correspondentes

irreps

=30 dados

na

tabela 4.2 com as classes correspondentes e a denominagio de

acordo com a nomenclatura de Schonfield

[ 46]

@h E dCz SCB BCZ 6C4 1 3dh 856 ﬁod B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
19
1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
Zg
Eg 2 2 -1 O O 2 2 -1 6] O
T 3 -1 O -1 i 3 -4 0] ~1 1
19
T 3 -1 O 1 -1 3 -1 6] 1 -1
29
A il 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
1u
A 1 1 1 ~1 -1 -1 -1 -1 1 1
2u
Eu 2 2 -1 O O -= -2 1 O O
T 3 -1 O ~1 1 -2 1 O 1 -1
14
T i -1 O 1 -1 -3 1 O -1 1
2u
TABELA 4.4 - Tracoas das Irreps de O
Ker N'iGrupol] E 3C2 BCS SCZ BC i 3oh 886 50d SS4
A o % b %4 »® x x > 3 ® x 3
19 h
A T 3 3 X b s 3 x
2g h
E 15} % % b 3
g 2h
T . b >
1g L
T €. b4 ®
Z2g 1
A O o 3 x x bl
1
A T p%s * * * x
2u ad
E o bl
3] 4
T {15 >
14
T {13 *
2u

TABELA 4.2

- Nidcleocs das irreps de

o

h
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De todas as interse¢®es possiveis, o dUnico subgrupo
O = = =
invariante novo de " ¢ 0 Hh N o Hh N '[Td C N TId, que
completa a tabela de subgrupos normais de ®h'
A partir dos subgrupos normais de d)h & possivel construir
séries de tD}_ conhecidas como séries chefe ou principais e que

=¥o mostradas na figura 4.1.

N

O, — T, —3 T —s D —» <13

h \\M d 2
Hh Z—} {Dzh/‘—y C,L/

FIGURA 4.1 - Séries chefe de (Dh

A série G =G b - b G P G b - b G & uma sgerie
O 1-1 L ™
chefe de G, se tIS_L for © maximo subgrupo invariante de & contido

em GL Chbvi amente Gi & um subgrupo invariante maximoe de G, mas

—1
isto nZIo & valide para gualgquer outro subgrupe & com respeito
a 6o .
i-1

Da definicfo de série chefe, vemos que Gi—i/G* deve ser

um subgrupo invariante minimo em G’/Gi : suponhamos, por absurdo,
que existe um subgrupo invariante 1 de G, tal que

i = [L/CB,{ = GLA/G'L' Ent%o, pelo primeiro teorema do isomorfismo,

temos Gt =01 £ G , & Por hip&étese, ou L = fE_L ou b = &

- i-1"
Podemos definir grupos soltvelis finitos dizendo que os

fatores de suas séries chefe s3o isomorfos a grupos abelianos

elementares, pois refinando tais séries obtemos séries de

composi¢io com grupos fatores isomorfos a grupos ciclicos de

ordem prima.

No caso de grupos soluveis infinitos, geralmente eles
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nZc Ltém séries chefe nha série de composi¢gio. Comegaremos
estudandos a possibilidade da existéncia de series chefe,
lembrando que os fatores de uma série chefe tém que ser grupos
minimos e, como o grupo é soluvel, estes fatores s&o também
soldvels.

Seja H um subgrupo invariante minimo de um grupo soludvel
6. O grupe derivado H' de H & um subgrupo de H menor que H, pois
H & soluvel. Mas, da hipdtese de que H & minimo, deve valer que
H* = {1> e, portanto, H & um grupc abelianc. Definimos agora o
grupe Hipl = {(h € H | hfP = 13, onde p é um numerc primo. Se
n € Hipl entZo Cghg 2P =1, portanto gha* € Hipl, e assim,
Hipl ¢ normal em G. Disto, e de nossa hipétese de que H & minimo
em G, deve valer que ou HIpl = H ou Hipl = {13. Se Hipl = H,
concluimos que H & um grupo abeliano elementar (isto vale se H
for finitol. Se Hipl = {1, concluimos que H niEo conteém
elementos de ordem finita Cneste caso H & dito um grupo livre de
tor¢Zo).

Se H for um grupo livre de torgZo, definimos HP como o
grupo gerado pela poténcia p de todos os geradores de H
Obvi amente HF & um subgrupc menor que H. Sejam hi. -, hr oS

geradores de H. Como H & invariante, vale que

ke Mo -t 1 K 4k ot K
gth * h™gt =c¢ghg™H?® -~ Cghg™"=h"~h" . C4.1.1
i r 1 r 1 r
EntZe HF = (h':. -, h‘:) ¢ invariante em & pois elevando a p o©

primeiroc e o terceiro membros da eq. (4.1.1) obtemos:

P k:. P kr i S P k;. P k;-
gCh™> = hPy Tg o= Cnty T o (WD
1 r i r

Como HP ¢ maior que {1> concluimos que para H infinito deve



valer que HF = H ¥V p. Esta relagic sé& ¢ vilida se H for o
produte direto de n codplas de @, o grupe aditivoe dos numeros
racionals, pois para este grupo, dado um elemento h, existe
senpre um elemento h1 tal que h = ph1 , e portanto H® = H.

0O resultado acima nos mostra gue grupos espaciais
cristalograficos nZo tém sérlies chefe. Isto fica claro quando
tomamos um grupo espacial cristalografico G e seu grupe fator
G/T ~ P, onde P & um grupo pontual cristalogré&fico no espago de
n dimens®es e T ~ 2, com 2 sende o grupo aditivo dos numeros

inteiros. EntZ%o, uma série de grupos maximos invariantes de G

teria a forma:

G -G PP TE .. Pk Ti R R

1

Mas esta série tem infinitos termos pois existem infinitos
subgrupos maximos T,L de T. Este resultado segue do fato de que
T/Wk ~ A Cabeliano elementar finitod e, portanto, A tem que ser
isomorfe a 2; ;. mas entdo Tt ~ (p2>" que n¥e ¢é abeliano
elementar.

Na se¢Zio 4.3 mostraremos dque ainda assim €& possivel
estabel ecer uma correspondéncia intima entre grupos
eristalograficos com redes de Bravais finitas e infinitas, de
mode a podermos estender todos os resultados obtidos em redes

finitas aos grupos <om redes infinitas,

4.8~ Seqﬁencias de Subgrupos Mdximos de Grupos Finitos Soldvelis.
Nesta sec3o desenvolveremos um método que permite
essencialmente determinar os subgrupes maximos de gualquer grupo

finito soltvel. Aplicando o método iterativamente ¢ possivel



construlr a rede de subgrupos maximos de um grupoe finito soluvel
G. Como todo subgrupo de um grupo G ou & maximo ou & subgrupo de

um grupo maximo, nesta rede estarfo contidos todos os subgrupos
de €.

Inicialmente calcularemos os subgrupos maximos dos

: : - . ™ . .
grupos finitos soluveis de ordem p com p um numerc primo, ou
zeja, dos chamados p-grupos[d'?] e em Seguida resoclveremos o
problema para grupos finitos soldveis.

Seja G um p-grupe e [ o seu subgrupo de Fratitini, isto
¢, a interceccio de todos os subgrupos maximos [M‘L de G, e que

satisfaz o teorema bazse de Burﬁs:idet 48]

F=mn =g GP C4.2.12
t

L

onde G’ & o grupe derivado de G e GF ¢ o subgrupc de G gerado
por todas as poténcias gp dos elementos g de G, Entio, da
relagSo (4.2.17 imediatamente obtém-se que G/F ¢ um grupo

abeliano elementar, o que equivale a dizer que se

G/F = <t F, = ,tF>,

teremos:

tF tj[}‘ = thF tF e CLFYP =TF . C4.2.8D
t

Mostraremos gque um p-~grupo € é gerade pelos elementos
t.i. R t.r contidos no transversal T. Suponhamos, por absurdo,
que o grupo © = < f, T>, onde f € F mas n¥o pertence a T. Da
defini¢ic do subgrupe de Frattini, o subgrupo <T> de € n3c pode
ser maximo em G, uma ver Jue heste caso f estaria contido em
<T>. Portanto, existe um subgrupo M préprio e maxime em G tal

que <T> < M < G, mas come M contém T nic pode conter e,

pertante, este resultado =6 &€ vidlido se <(<T» = G. Do anterior



concluimos que os elementos de [ s¥o redundantes na geragZo de
G, isto &, =e o grupo fator G/F ¢ dade pela eq. (4.2.2D, temos
que G = <t1, - tr>.

Ser =1, F ¢ maximo em & pois a ordem de G/F ¢ p. Se

r > 1, para determinar os subgrupnz méwimos de G precisamos

lembrar a= seguintes propriedades dos p-grupos:

e G & um p-grupo,

[401

*

a2 Qualquer subgrupo de G ¢ também um p-grupo
B> O normalizador de um subgrupo prépric MH de G €&

estritamente maior que H. Entdo, se H for maximo em G, H

15071

zerid também normal em 6
c? Se M for um subgrupo qualquer maximo de G, o grupo fator
G,/M zsera um grupo ciclico de ordem p e, em particular, o©

indice de M em &, {G:M|, sera p[51}.

Burnsidetaa] mostrou que um grupo abelianco elementar de

ordem pr possui Cpf— 132 /Cp - 12 subgrupos mAximos mt distintos
entre =i. Utilizando a eq. (4.2.22, & facil estabelecer os
ger adores destes grupos.
r-t
Temos p grupes gerados por:
(=3 e o o

<t DHULF, ¢t e F, ¢ DU F, ...t DHLF >
4 z 1 5 4 4 i T

r-2
Temos p grupos dger ados por:

L= (=4

< LF, Ct POt F, ¢t *
1 2 3 z

O
St F,....Ct " F >
4 z r

r-3
Temos p grupos gerados por:

o o

CLF, tF, Ct ®HeF,....ct "eF >,
1 2 a ad a9 r

etc. .
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Seguindo esta descri¢io teremos:

que justamente & o resultado ji& mencionado.

Considerando o mapeamento candnico v : G + G, do
primeiro tecrema do isomorfismo segue que [H‘_. = qo—i[lﬂ‘_.) & um
subgrupo de 6. Suponhamos que exista um subgrupo H de G tal que
[Hi. <H=< &G Entic, desde que F & caracteristice’™ em G Cpor
definiciod, ele fLem que ser invariante de H, de modo que o grupo
fator H/TF existe. Umz vez que [}"EL /T & um subgrupo méximo de G /F,
H & igual a & ou a D'ii e, portanto, [Ht ¢ um subgrupo maximo de G.

Uma queztic interessante consiste em delerminar o nimero
de geradores dos subgrupos maximos EHi de um p-grupo & com T
geradecres. Para resolver tal questZo usaremos oS seguintes
resul tados[ 531 :
a>» Se K 4 &, entdo FCKd 4 FCBGD,
b> Se N 4 FCGY, entio FCG/MND = FCGD /IN.

Uma vez que FC(K) é& caracteristico em K, e que M ¢ um

subgrupo maximo de um p-grupo G, segue que: FCM) = FCGY = M 4 G

Usando o primeiro teorema do isomorfisme etabelecemos que
[[NL/[FC[NL) )/ (FCGD ,/[FC[H,L'J ) e [Hi./ﬂ-'CGD

Conforme mostramos acima D'i_L/IFCG) tem r-1 geradores, de

modo que D’li ters r+s-1 geradores, onde p = |FCGD /IFCIN_L)|, e,

p ot
*y Um subgrupo H de um grupo © & dito caracteristico em G s H =< M
V o« e aut G.



obviamente, r < s+1 £ m, onde |G| = p

Tomemos como exemplo © grupo pontual cristalografico iD.ch

que & um p-grupo de ordem 2* dado por:

D =De <] =1>
4h 4

ID4 = <Ot.;»f,6!az= ;Vz= &= Cayd = Cabdd = Cpdd7"= 1>

e calculemos seus subgrupos maximos. Da eq (4.2.10 segue que:

FCh D =F - (&
4h
Entio,

= = i ) = 1.5 5 . Z a
HS‘h o, T ilF, off, piF> {1, &, 7> €z C4.2.3

onde Ep ¢ o p-grupo ciclico aditivo.

Daqui obtemos sete diferentes expressBes para © grupo G
em termos dos seus subgrupes as quais determinam os <sete
subgrupos maximos IF_L de G.

Escrevendo os elementos de l'FClD‘hD explicitamente em mt.

obtemos os sete subgrupos maximos de [D4h dados na tabela 4.3

< off, yF> =3 [M1= il')4 = <a,y,o0
< iF, of> = D’!2= [Dzh = {i,a,d
< iF, »F> = [M3= [Dzh =L,y a7
{ioff, yF> = [H‘= ﬂ’)zd = {io,p, 0
Colf,iyF> » M = ﬂ')zd = Lo, iy, 6
< iF,alF> = [MG= C4h = {i,0p>
<ol , ipF> = [M?= d:"v = (i, iy,

TABELA 4.3 -~ Subgrupos Mdximos de iDd.h
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Para tratar o casoc geral, chamemo= [N_L o=  subgrupos
maximos de um grupo soltuvel finito G e mi o= subgrupos maAximos
de um p-grupo Sp. Como & ¢ um grupo finito, sua ordem pode ser

escrita

™

6| = p" K ., Cp,Kd =1 . Cd.2. 4D

Entico, G pode ser decomposto no produto de dois sul:::ugrupos-[54’1
=% K=KS5% , C4.2.5>
P P
onde |% | = po, |K| = K. Um elemento do produto SPIK ¢ definido
P

por sk, com & = Sp e k e 0L

Uma ver que cada subgrupo de um grupo soluvel &, por sua
vez, soluvel, e sabendo que ¢ indice de qualquer subgrupoc miximo
[N,L em & ¢ uma poténcia m € < n 3 de algum nUmero primo p, temos

que:

N =H K=&KH , 4.2.62

onde !Hi. & um subgrupo de Sp. Para determinar os subgrupocs IH.L.
toma—-se um dos [}'1.‘ e forma-se o© conjunto I}"i_L K que =s& seré
subgrupe mAximo de G se satisfizer a relagio de comutagio
EHi‘ K =K [H_L. Se a relacfo de comutaglo ndo for satisfeita, o
conjunto IH_L!K gera G e & necessirio estudar o subconjunto [H_LfJIK.

onde D'i_L .

)

¢ um subgrupo mnaximo de [Hi. O subconjunto mt,j[K ou &
um subgrupo préprio de & ou entfo ele gera & novamente.

E inmportante frisar que come mid pode =ser um subgrupo
de grupo precedente [Hk Ccom [Hk K sendo miximo em GO nem todo

conjunto satisfazendo a relaglo [Hi_JJK = K ﬂ’iu ¢ um <subgrupo

maximo de oG.
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Depolis de excluir aqueles conjuntos por inspegio e
separar os outros gque nZo satisfazem a relagfo de comutagio,
tomamos © conjunto miJ*&g onde novamente mlJ* & um subgrupo
maximo do subgrupo precedente MLJ , © repetimos o processo de
identificacic. O procedimento deve ser repetido até esgotar os

subgr upos mtgk"" Una vez que G & um grupo finito, obviamente

o numero de passos também o é&.

Para exemplificar o método completos, obteremos agora os
subgr upos ma i mos do grupo pontual cristalografico
(551

o =0e <i|i2 = 1>. O grupce Octaédrico & apresentado por

O = <o,y &lotefi=pP=62=C o *=Copd *=C 08D *=C @1 = 36> *=C p &0 F=1>

Para obter os subgrupos miximos de ®h tais que

™

|®h:mi1 =2, n < 4 , escolhemos

Deste modo Sp = D4h e todos os subgrupos méximos correspondentes

sio os dados na tab., 4.3 Formando os produtos MJK R MLF{'
etc, construimos uma tabela e dela selecionamos os subgrupos
dese jados sem repetic®es. Este processo estd mostrado na tabela
4.4 com os subgrupos formados pelos produtos, incluindo aqueles
que geram ®h’ as repeti¢Bes e os subgrupos maximos de ®h'
Repetindo o procedimento para cada um dos subgr upos
maxi mos de ®h’ determinaremos & rede de sUbgrupos maximos de @h,
a qual & dada a seguir, separada em cince cadeias menores a fim

de facilitar a visualizacHo, nas figuras 4.2 a 4.6.
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M M M
v L. t,).k
M€ =<o,p.8> <3 =0
13 r <i,o0<R> = Dad
<i,65<@E> = Th
<a,&<pE> =0
Cia, &< = Td
<ov<@> = Ds
MEC = <i,o8 (B =04 <, i&@ =01 i@ =Th
z 2 Ciadd<@ = Ta
_ _ {id<@ = Cah
Ci,add iR = ®h{ Coboifp = O
, , _ <radd{p = Cav
Kto, id><R3> = ®h{ L&D = Fh
{HBCB = {i,y,o0 ='[fh
X = 4 i : S = T
0'14‘5:3 Ao, ¥, B LY 18
Car <> = Da
[ <o, ipPd(fH = Oy <Lp><{p> = Th
{Liop>d{f> = '[Fd
<o, &4 = ©
Cip, 824/ = ”lTh
Cioy, <M =
_ . _ . _ <axd{f> = [Da
[Hﬁd:.s = o, Ly .85 ——®h<<a}/.u5><ﬁ> = h{ Cipr< = Th
_ _ o< = Da
(o, i y& <[ = oh{(u;fé)(ﬁ) - .ﬁh
. N ¢ — Ciayd =Td
(Ciay,adr{fpr= {‘,a?’)‘({” = O
<i»< [y = €ah <= Eid
MC = <i,opr{Hr =®h {aypr<f3> =0
e 3 Ciop>< > = Td

¢ . - {iodd{f> = €av
Cie, iprefr = Oh{ Ly =T

<ia, &<y = Td

Cip,oxd = Thn

<ay,&0<F: = 0
MC= <ia, iy, =0 4. _ - Ciad>»<f¥» = Td
7 9 hidiad, ip> {3 hl <iyo<@ = Th
. . <ioddf3> = C3av

N =
- _ Cap><@> =0

‘.(G‘ yLad> = ®h Ciabrif = Ud
TABELA 4. 4 -~ CQnalr\ugza dos subgrupce mdximos de O

W

N

N

N

n
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FIGURA 4.0 - Sequencias de subgrupos mdximos de ®h

4.3 = Grupos Soldveis Infinitos.

Em principic nosso método pode parecer aplicivel apenas
a grupos finitos. Como dissemosz acima estamos interessados nos
grupons de Shubnikov, cuja definigio estld associada a redes de
Bravals infinitas. Podemos trabalhar com grupos infinitos desde
que primeiro assumamos ter uma rede de Bravals finita onde o=
geradores das translag@es fundamentais 1ém uma pericdicidade
dada por parimetros inteiros de ordem m. Temos assim, um grupo
"finite" de Shubnikov e podemos aplicar-lhe o nosso método. Apds
obter o©os geradores dos subgrupos correspondentes & versdo
“"finita®, fazemos as ordens dos geradores das translag@es na
rede de Bravais tenderem a infinito e obtemos, assim, os
subgrupos mAximos do, entio, grupo de Shubnikov infinite.
Ve jamos como podemos exprimir matematicamente estes conceitos:

Seja G um grupo espacial com um subgrupo invariante
n—dimensional das transla¢@8es puras T, A rede de Bravails
correspondente tem a simetria de T e & invariante s=ob as

operages de um grupo pontual [P que determina o sistema
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cristalino de G. Assim: G/T ~ [F.

Como vimos na seglo 4.1, se Z2 € o grupoe aditiveo dos
numeros inteiros, T ¢é isomorfo ao produto direto de n grupos
Z.Por outro lado, sendo Zm um grupo finlite abelianco com m
elementos (adigfo méddulo md) e mZ o grupo aditivo infiniteo dos

inteiros que =Xo miltipleos de m, entfo £ & dado por
£ /mE Zm.

e podemos escrever o grupo das translagBes T como:

T/mT ~ T ,
m

onde por definigio

mT ~ ¢(m&2>"

Li3] LtU

Para definir uma c¢épia finita do nosso grupe &, é
necessario provar que mT também € um subgrupo invariante de 6.
Sejam 2 e B dois vetores de translagio da rede de Bravais.

Ent¥o, a relag¢io

tem que valer para algum r € .

Se t i =1, -, nd) =% os geradores de T, teremos
1

r_i z a t. r = z h i
L L L L
i

i

- - : :
Tomando ma e mb como sendo os vetores translacionzais do

grupa mT, teremos



r Y Zai mo)ro= Zb_t m t.
1
L L

e assim, mT também & um subgrupo invariante de G.
Finalmente estamos em condigdes de definir Gm. a codpia

finita do grupo G, usando o mapeamento candnico
o : G+ G/ mT ~ G .
m

Usande o©o terceiro teorema do isomorfismo podemos

escrever

G /T~ (&/mT}/(T/wT) ~ &/T ~ P

Assim, © grupo @m & um grupo espacial realizado em uma rede com

m células em cada eixo de coordenadas.

N case geral, se H, K, - forem subdgrupos de um grupo
espacial G, ¢ : H, ¢ : K, - ser#o subgrupos de Gm. Entic, dada a
seqiéncia Gm = mm =2 Km = - , o inverso do mapeamento candnico @
fornece a sequéncia ¢ 2 H 2K 2 - , e portanteo, &€ possivel obter

um subgrupo infinito de um grupo espacial, a partir de uma cédpia
finita.

Neste ponto é¢ importante notar que, supondo & conhecido,
entio, como ele é infinito, conhecemo= sua apresentagio. Ou
seja, G & um grupo com um numero finito de geradores e relagdes,
iste &, finitamente apresentado. De arordo com o exposto na
segc¥o 4.1 sobre a série chefe de um grupo cristalografico, este
tipo de grupo ¢ finitamente apresentado de modo que os grupos de
Shubnikov também o sio.

Na nossa construgfio, as cédplas Gm terfo as mesmas

relac®Bes de & acrescidas das relagSes t? =1 ¥V ti e T. Obtidos



os geradores dos subgrupos de @nﬂ eles szaltisfazem as mesmas
rel agcfes e, portanto, para obter os subgrupos de $, basta
eliminar as relagdes adicionais scobre os geradores ‘(,_L e T.

Por tltime lembramos que para as redes de Bravais pretas

(= brancas[Baj, caracteristicas de grupos de Shubnikov do tipo

L8571

IV o isomorfisme T ~ Z° ainda vale e a construgic das

cépias homomorfas G de G pode ser feita como mostramos acima.
m

.



TRACOS E IRREPS DE GRUPOS SOLUVEIS

Como vimos no capitulo 1 a estrutura dos grupos finitos
fica completamente determinada se conhecermos sua tabela de
multiplicagic, pois a partir dela & possivel se obter as
propriedades de um grupe finito e, em particular, sua tabela de
tracos e as correspondentes irreps.

Neate capitulo e no seguinte desenvolveremos um método
recorrente aplicavel a grupos soldvels finitos que permite
simultaneamente calcular a tabela de tragos e as correspondentes
irreps dos grupos. Além disso, as irreps obtidas por nosszo
nétode estioc adaptadas em simetria as séries de composigiEc dos
grupos solUveis. Desde que os fatores das séries de composigdo

dos grupos soltveis 8o izomorfos a2 grupos ciclicoz de ordem
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prima, o método pode ser aplicado recorrentemente a partir do
subgrupo trivial de ordem um.
A imporit&ncia deste trabalho reside no fato que os

[58,59]

métodos conhecidos para os calculos dos tragos basel am-se

na diagonalizagio simultianea das constantes de estrutura do

centro da Algebra de Frobenius[GO], cilculo que em geral &

» n¥Fo
s¢ muito longo, como extremamente trabalhoso. Em relagio as
representagdes, conseguimoes obter irreps adaptadas em simetria a
seqliéncias de grupos scltvels finites, ainda nos casos em que o
método tradicional de indugZo nZo ¢ aplicavel. O método pode ser
estendido a qualquer grupo finito nEoc simples através da
utilizag¢io do refinamento de séries derivadas, que leva a que os

grupos fatores (também para as seqUéncias derivadasd sejam

grupos clclicos de ordem prima.

B.1- Tragos e Representagoes

Sejam G e H grupos finitos taigs que HAd G, e
G/H ~ < tH | CtHO>P = H > com p sendo um namerc primo.

Seja y € IrrepC(H>; como jad vimos, o estabilizador de p
em G & definido por $.(2) = (geG | yIChD=pCghg D™ Chd) ¥V h e H>.

Expressaremos agora, de uma maneira aplicével aos nossos
chalculos dois resultados j& conhecidos sobre as irreps do grupo
6[61]:

-12 A representacio induzida 16, ¢ irreduzivel em G, se o

estabilizador de p em G for H.

Os elementos de matriz das representag®@es induzidas de G

s&o dados por
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Cycttgt ™ se t'gt™) e W
yﬂBCg)LJ‘ = {O caso contréario, €S.1.10

onde O € i,j < p. Desta equagZo, ¢ facil enconirar os tragos

X}‘TG da representagio 16,

P
1y = z;trCtkht'k) Y G TS
k=1

il

O, se h € H, 0{n{p.

Calculando Ixyﬂhc a0 |2 temos:

1/

P
gE(B k=1 heH

= p [H|/l6] =1,

que permite concluir que a matriz induzida p16 € irreduzivel em

G se Sp(yd> = He G/MH ~ Cp, cqd.

Por ocutro lado, desde que p ¢ primo, a outra alternativa

para SGC;V') ¢ 6. Ent&o,

22 Quando SGC}O =G, e G/ ~ Cp a representagfo induzida ptG

é reduzivel em p irreps 1"‘k de G relacionadas por
rjcn‘h: = et (5.1.1°>

Demonstragio:
Neste case temos que Cghg ™D = UCgdp(MUCg ™, ¥V g e G
com UCgd) a matriz unitaria representando g. Se Cgi. gzi) e G

forem tais que gg = g_., pela definigic de Ulgd> teremos:
1% 3



i

f

UCg > UCg)> yChd UngdDUCgl-i) UCg,> ngzhg:) ucg " =

= -1 - -1 = -4
y(gigzhc 91923 3 »C gshgs ) uc gg) ¥ChY UC g, >

EntZo, Ulg) €& uma representacio irreduzivel e projetiva de 6,
pois as matrizes U(gd para g € { 6~-H > estio definidas a menos
de um fator de fase, e a representagio tem ent3oc a forma
UCg1) Ung) = ngi.gz,ga') UCgBD. onde w(gi.gz.gsb ¢ um tfator de
fase de mddulo igual a 1 chamado fator de estrutura da
representagio projetiva.

Notemos rgque um elemento geral g de G, tem a forma
g=1h, Ot <pehecl e & reprezentade por g + UL pChD.
Portanto, o fator de fase de UCtLZ) pode ser expresso em bLermos
do fator de fase e_-L"p de UCLD. Suponhames que VOL> & a
representagfo correta de t, portanto Ut = veedet® eom ¢ real.
Como tF = ho. segue dque uctdP = eip¢yChoD. o dque determina o
ator e 2 mencs de uma poténcia m de @, com o =1 e m
inteiro, Além disso, desde que G/H ~ Cp, G tem ao menos p irreps

unidimensionais dadas por ?\kCtLh) = ‘r;kCt,L[H) = mkt, com 1 £ k = p

e onde nkCtLﬂ—D s%0 as irreps de G/H. EntZco, uma particular

escolha do expoente m apenas produzird um rearranjo das irrepsz

I"k de G, as quais s5o da forma I"kCtLh) = UCt"h'_)ka, cad.

Este resultado nos encoraja a procurar um procedimento
para obter as representag®es de um grupe © na forma irreduzivel,
quando o estabilizador das irreps de seu subgrupo normal € o
préprio grupo 6.

Usando oS resul tados anteriores, encontraremos as
relagc®des para o= tragos das irreps I"l’c dentro de uma dada classe

lateral t'H, para 0 < L £ p e FCh) = pChd
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r
k., t 2 _ 1 -1 -1
Y x et =3 ARSI TN SHUNE Y S T

relH heH & F
T, u

=T
=VYrcah rah rcmd T Chdh
K of k e 2 K ser k TH
il heH
T, p

r

- L =
= (|M|/|rkl3azﬁrku 26Tt 2 e oo
T,
e portanto,
Tkt
Y fx "t |® = H]  se S = 6. ¢5.1.2D

helH

Desta equac¢ioc vemos gque hid ac menos um trago diferente de zero
em cada classe lateral t'H. Por outro lado, =se A.1 e irrep CH>
nio estiver contido na restricio de uma irrep Fk de G sobre H, a
seguinte relagic de ortogonalidade entre os tragos tem que

valer,

T
E ¥y Yt =0 . (5.1.3
heH

A eq. (85.1.3) mostra gque se houver duas ou mais classes
de conjugacio de G dentro da classe lateral tm%, ac menos dois
tracos lrctﬂﬂ) terfc que ser diferentes de zero. Se T&{= A, e
se a classe lateral t'H contiver apenas uma classe de conjugagao
completa de G, a igualdade xrct}h) = 0 tera gque wvaler, em
contradiciio com a eq. (B.1.8). A compatibilidade entre esses
dois resultados, implica que se <t'H» = 8t'), entio nZc haveri
irreps Fk de & tais que FkCh) = yCh) # Aa(h). Isto pode s=er

mostrado usando o seguinte procezzo.

Primeiro vamos provar due o transversal t+ pode sempre
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ser egscolhido tal que sua ordem, o(id), seja po‘, a um inteiro

positivo. Suponhamos que viH é o gerador de G/H. Ent3oc temos que

P

A A ho, ho e H A ordem de h0 sempre pode ser escrita como
oCh > = kp®™™* com Ck,pd =1, e desde que VDX sV & um
avtororfisme de 6/H, podemos sempre escrever t = v}C e entio

Ot

oltd = p, cqd.

Agora mostraremocs gque as classes laterais t*H conteém
elementos em classes de conjugagio completas E0It) de 6, e que,
ou todas elas contém apenas uma classe de conjugagio, ou todas
elas conteém duas ou malse claszes de conjugagio de 6.

Para provar isto, ¢ conveniente escrever um elementio
genérico de & como ‘Lkh, h € H Desde que H ¢ normal em &, temos

ct¥nrcthoc tkhjb ool tk—thtL_kD C t"hh}‘t"‘)
J

1

=th’, 0<L<p e h eH

Suponhamos agora dque tl[H contém apenas uma classe de conjugagdo

€cth de G. EntZo, [8(tD| = |H| = |6|/|€g(tD |, onde €t ¢ o
centralizador de tl em 6 , istoc ¢, o conjunto de todos o=
elementos de G que comutam com tl. Portanto,
C@Ctl} = < t ‘[ tP =1 > e come p & primo, com CL,pd = 1, segue

que Tt = €™, ¥ 0 < k1 < p, cqd. Entio, a eq. (5.1.3)
mostra que se {‘LLCH} = ‘t?C‘LL), e sSe As. € IrreplH) nic estiver
contida em " € Irrep(GD, xrctl'h) = O tersd que valer V O < L < p,
h € H.

Estamos agora prontos para descrever o processo de

cilculo dos tragos das irreps T do grupe finito 6 como fungio

dos tragos e das irreps y» de seu subgrupo normal H, se G/H ~ Cp
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e Smﬁy) = 6. Seja ent3io I' uma irrep do grupo G Lal que sua
resiri¢gfco ao =zubgrupo invariante H de G ¢ uma irrep » de M.
Neste caso, utilizando as relagdbes de ortogonalidade para os

elementios de matriz y(h)aﬁ, podemos estabelecer a igualdade:

-1 _ -1, -1
rcgy, Teai™ o= (7] /1)) ) Meghd g 'v™ . (5.1.4
helH

onde gL,g% € 6. Tomando ¢ = 3 e somando scobre 3, a eq. €5.1.4D

se Lransforma em

~
10
o
(1o}
-
i
M
31
P>
1
v

regd, 2 cg>® = (0] /(m]y ¥ rigm e

hein

No caso em que g, e gi pertencem & mesma claz=e lateral
tkm de M em &, o argumento de ' no somatdrio da eq. (5.1.5)
pertence a IH. Fazendo v = o, somando sobre o e chamando ?f%jés
classes de conjugagio gue contém g e g‘j respectivamente,

oblemos:

x C€D erﬁJ.D* = ({r{/|H]) ¥ xFcghg ™ (5.1.65
heH

com E_L, 83‘ < tkl}-l.

E possivel simplificar a eq. (5.1.6) observando que um
elemento genérico de G pode sempre ser escrilo como g?ﬁ, J& que

se tomarmos gj= tkhi y kL mod p Lomarid sempre todos os valores

3

entre O e p-1 para qualquer valor de k # O mod p e 1 variando

entre 0 e p-i. EntZo, o conjunto

€ (gm™g gh |01 <p, hel>

& igual a ]CGng)] coplas da clagse de conjugagio t‘.’j e também a



- RY -

p cépias do conjunto {h—%%h h € H». Portanto, neste wGltimo
conjunto temos lqug%)l/p copias da classe de conjugagho € e a
J

eq. (5.1.6> pode ger reescrita como:

. » 4
X CED A CEDT = []F]/]‘@J[]z Feaa™ (5.1.7)
gke'gj

onde az classes de conjugagfo 6 e € estFo contidas na classe
1 J
lateral tH.
Como mosirameos, sempre ha uma classe de conjugag3o

€ < {(tLtH> tal que er8mD # 0. Isto nos permite definir
o

r _ r ‘ r r -1
£ CES = (x c13/c|8a[|x cgaap)z x'Cgg > . (5.1.8>

ng‘ga
Substituindo (5.1.7> em (5.1.8) obtemos:
T I r » T N -1
¥ C89 =y C89 ¥ (8a) /[x C8a3| Y CEP e . (5.1.8>

que evidencia o fate de que através da eq. (5.1.8) podemos
calcular os tragos er8G> das clazses de conjugaclio na classe

? comum a todos eles.

" lateral tH a2 menos de um fator de fase &
A fim de encontrar ZPCE J para as classes de conjugagio

m
de € contidas nas classes laterais o1 < k< P> consiruirenns

uma segunda relagfio tomande 8 = a, T = ¢ em (5.1.42, € somando

sobre a e o

I _ T -1 T
X8> = (|T]/|H]) 2 xcg a e €5.1.10)
get M

onde g, < 8m.

Aplicando esta relagfo recorrentéemente para as c¢lasses
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de conjugagio ﬁm contidas nas classes laterais tH, t°H, etc, e

usando (5.1.8>, cobtemos
ETce > = e > e (5.1.11)
m m

onde 8m c t'H. Substituindo esta relagfo na eq. (5.1.100 temos
uma segunda férmula que nos fornece os EFCSWQ para as classes de
conjugagio de G contidas nas classes laterais LHH com 1 < t <p,

que tém a forma:

£hce > = (|T]/|H]) Y £'cg g™ £legd . ¢5.1.12>

get.H

Conhecidos os valores de EPCKm) para toda classe de conjugagio

de G no conjunto {6 - H>, o fator de fase e'?

pode =ser calculado
na seguinte forma: a cl asse de conjugagac 8;1 deve

, . -1
necessariamente estar contida na classe laterzl tF7'MH. Portanto,

das eq. (5.1.112 e (5.1.90 obtemos:

- - —b{p— » i -1 »¥
ETCE™™ = 3 g He™ PP = 3Teg 37 &eTP? = gleg 2Te PR,
o [=3 o o
donde
e P* = f'”csz:‘:'*,/f‘"wa:» (8 1,13

™m
? a menos de um fator LA

Esta equagdo determina e
Note~se gue a escolha de um wvalor particular de m apenas
intercambiarad as irreps Fk e, assim, podemos calcular os tragos
de qualquer irrep Fk a partir das relagdes (5.1.5) a (5.1.95.

Tomando g. = 1, gj =t, o =17 e somando sobre o em
(5.1.40, obtemos a relagio,

FCLd = (T /[HPY 2 Ctn™ pmd (5.1.142
h
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Usando a eq.(5.1.1423 calcularemos I"kCLD a partir de gy k, para

toda irrep py de H, com SGC;VD = @G.
Como o método de indugBo permite construir irreps 16 de
ordem ply], as irreps unidimensionais de G poderiam, em

principio, serem calculadas usando nosso método, a partir de

irreps unidimensionais p de H com estabilizador S_C(»3 = 6. No

G
entanto, noszso método ¢ mais trabalhoso que o uso do mapeamento

canédnico aa : & — G/6G’, onde G' é o subgrups derivado de G. Como

G/G’* & abeliano, se chamarmos )\kCgG’D As suas irrep=, a= lrreps

unidimensionais I“k de G zer o dadas pela igualdade
I“kC gl = KkC aG' o para ?\}' e Irrepl(G/G*D. Como as irreps
r r
G k,
. x = x " F
S Top - j r
B E ¥ Tt h o v fcm
=t
O
Y o kv T

O

ESTABI
LIZADO . Cy D= H T Ly = 6
RES G e G g

I cid +T ¥ €15 Iy I -y
IRREPS o ™. m o r octd=—F Ex “PCin™ Dy Chd

O <m<p k,g l[HI
T octd =y (AP helH
o p.1 ot
TABELA 5.1 - Tabela de trag¢os e irreps de G ot e @ rotulam as

irrepa de H de ordem maior que um, k’ é um valor fixo de k e p &
um ndmero primo tal que wf = 1.
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unidimensionais de G resultam da aplicaglo de nosso método a
irreps de H com estabilizador igual a 6 e dimensio 1, é
necessario aplicar o método apenas a partir de irreps )y tais que
Sy = G e || > 1. Na tabela 5.1 mostramos os tragos e as
irreps de ordem maior que 1 calculadas pelo método de indugio e

por nosso método, e os correspondentes estabilizadores.

5.28~= As Irreps do Grupo Octaedrico

Nesta segic desenvolveremos como exemplo o grupce O,
construiremos suas irreps e as compararemos com as obtidas pelo
método tradiciconal de indugZo usando as irreps dos subgrupos
normais. Este grupo & interessante por trés razdes:

12 Ele & um dos arupos mais conhecldos entre os
espectroscoplstas & como tem apenas 24 elementos, sua estrutura
de subgrupos é simples.

11> Uma vez que o estabilizador das irreps B (i = 1, 2, 3
de [Dz em O & Sl‘DCBt) = ID‘, para obter as irreps de © ¢ necessario

Lt

o (%)
procurar as representagoes pernttidas

de [D‘. EntZo, este é
um exemplo tipico da aplicagZc do método de indugio onde ©

estabilizador & tal que H & SG z €.

-
iii2 © grupo © & um grupo monomial[&“] , isto. &, todas as

representagdBes podem ser induzidas de irreps unidimensionais dos

seus subgrupos, o que torna facil o cilculo das irreps de O

b
%) Uma rapresentacac permitida do estabilizadoer SGC}’) associada a umc

irraep ¥ de um subgrupo normal H de G, é qualquer irrep de S5 (3D que

G

subduz um miltiple de }.
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usando métodos alternativos.

5. 2.1- 0 METODO DE INDUCZAO.

Primeiro tentaremos obler todas as irreps de © pelo
método tradicional de indugfio. A tabela 5.2 mostra os tragos do
grupo [Dz e os estabilizadores de suas irreps. Usando esta

tabela, calculamos os tragos da representagio induzida Ai‘l‘ O

A1t O A11O

x 1> = % (3> =8, 2110

> =0 ‘v‘ge{ﬂ)—iDz}

Dos iragos de @, pode-ze deduzir que Ai‘? O = Aies‘ Aze =bB. Devemos

notar que isto jflustra ¢ caso em que © processo de indugio

falha, isto & para adgquelas irreps de 6 indugidas de

representag®fes permitidas do estabilizador, gque ¢ o prépric G

Fara calcular T1 =) T2 a partir de B1 de EDZ precisamos saber as

|
i z ¥ »
iDz \ 1 Cf2 Cz C:2 S(DC ¥ SU Cyd
Ai 1 1 1 1 © T
B i1 -1 D <c?,cl> D
1l 4 4’ T2 2
B i -1 1 -1 D <c¥, > D
z 4 4 z z
B 1 -1 -1 1 D <c”,c> D
a 4 4 2 z
TABELA 5.2 - Tragos o oeatabilizadoraes das irrops de {Do

as irreps permitidas ' de D que subduzem B, i.e. F_L'L D, = B,.

Da tabela de tragos de iD4 Cveja tab, 5.3 & fécil ver que as



representagBes permitidas s3o Az e Bz’ e elas dic as

representagdes induzidas T; e T; de © na forma irreduzivel.

Dz o Dz
D, 1 ¢ ooy ac. ac
2 2 2 z 4
A 1 1 1 1 1
1
A 1 1 -1 -1 1
2
Bi 1 1 1 -1 -1
B 1 1 -1 1 -1
z
E = —& O | C O
TABELA %.3 - Tragos das irreps de [D4
o xi-y)
CEEANS

Agora, usando que

—_— 2 —
®—ﬂ>4$ﬁﬂ)‘e(’:’ lD“, H)4-[Dz$a[D2,

onde o = C:Fy}. 3 = C;yz com oy’ = o ,obtemos para T; de ©,
010 010
TCad = - 1 00 TCH = O 01 R
* 001 ! 1 00

BZCh) O o)
T;Ch) = ) BSCh) O ' BLCh) € irreps(Dz)
O O BiCh)

Finalmente, se A2 for a irrep unidimensional de © com

miclec T, terid que valer Tz = AETi' Entio,

TCoO = -TCed , T =TAH , TChd = TChd V¥V h e D
F4 1 2 1 2 1 2
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5. 2. 2— NOSS0O METCDO.

Para calcular a tabela de tragos e as irreps de © pelo
nossoc método, primeiro fazemos célcules sobre o grupo T,
comecando com as irreps de II)2 ¢ depols obtemos as irreps e
tragos de © a partir dos de T. Desde que o grupo tetraédrico &
T = EDZ & 3 IDZ @ fx‘z [Dz, onde 3 [Dz = 8D, a tabela de tragos para
i) pode ser calculada na seguinte forma: as irreps
unidimensiocnais de T sZFo determinadas do mepeamento candnico

T » '[f,/'II)2 ~ €_, resultando

com T =A , " =E , T =E_ e w =1. Desde que as irreps B
o i 1 ] 2 2 b
de II)2 sZo representag@es conjugadas, a ouitra irrep de T &

tridimensional, e seus tragos podem ser c¢alculados usando o©

nétodo de indugZo:

9

B,
¥ Chd =2x ‘thy |, x'Cg> =0 Yge<T-DyY
iz4
T Ve . o, & _Cyd
1 o AC ac* o
2 k-]
A, 1 1 1 1 ©
E, 1 1 © w” T
E 1 1 w? @ T
z
T 3 -1 o) o) ©
TABELA 5.4 - Trocos @ ectabilizadores das

trreps de T. (f3 = C;yz‘ W= expi(2ri,3))
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O resultade ¢ dado na

tabela 5.4, gque também mostra os

estabilizadores das irreps de T em ©. A representagZio T de T &
BZChD O 0
T = { }, TChy = ¢ BSChD O

0 0 81Ch)
onde Bi_Ch) e irrepSClDz}.

o0
oo
o QO

As irreps unidimensionaisz do grupo © s3io determinadas do

mapeamento candnico © » ©/T ~ C,, de modo que

1

lat

[

)]

)

(W
il
i

Agora, usando a eq. (5.1.13, seque imediatamente que

o 1 E‘.ZChD 0O
ECad = {1 O } vy  ECh) = s

O ECh
1

onde EI,LChD € irrepCUS.

Finalmente, para calcular '1'1 e T2 uzamos a eq. (5.1.8) e

as tabelas de multiplicagio dos grupos T e ©. Ent3o

g’“cec;a = [27C1> + x‘"cacza}/a =1,
r - T -
£ (8L = 2 (3C) 1,
onde [ = 'I‘i, 'I‘2 e CIm = GC;. Subztituindo es=zes valeres na eq.
(5.1.13) obtemos que e'® = 1. De acordo com a nomenclatura de
Milliken' O°7, temos:
T Ti Tz TZ
Py ‘cac;:) = -1, x CBCY =1, x 6D =1, x ABCH = -t
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il all
(]
1 3C 8C 5C? 5C
2 5 2 4
A 1 1 1 1 1
1
A 1 1 1 -1 -1
F4
E 2 e -1 0 0
T1 3 -1 G -1 1
T 3 -1 O 1 -1
Z
TABELA 5.5 - Tracos das irreps de O
Ca =7

2

Se colocarmos a exprezsio de T € irreplU> obtida de mz na
eq. (5.1.12d, teremos o seguinte resultade para o elemento a,

que esti de acordo com o eobtido pelo método de indugio,

o1 0
TCad = — 1 00 e T = AT
1 00 i 2 21

5.3= Irreps e Tragos : Uma Simplifica¢;o ao Método de
Bradley e Craknell
Bradley e Cracknell[adl propuseram um método para
calcular as irreps de um grupoe G a partir das irreps de seu
subgrupo H quande G/H ~ Gp. com p Senda um numero primo.

0O método consiste em calcular uma quantidade QXD

através da seguinte relagEa:

QR = (1/|H]) § rCtht™ R pch™ €5.3.1)
helH
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onde ¥X & uma matriz escolhida convenientemente, tal que QXD &
unitaria.
Uma vezr que a quantidade
reL™ @Ry = (1 /|H|) 2 yChd TCE™* R pch™> €5.3.2>
helH

-1
comuta com ¥Ch), do Lema de Schur segue que (L DQCA

portanto,

QC¥O = A TCLd . C5.3.3>

Vejamos como € possivel simplificar a equagio (5. 3.12.

Tomando R = y(h;fi, a eq. (5B.1.2) fica

-1, T e !
ree™ = (1 /{H]) ) TChtTh T
helH

]
=

I . (5.3.4>

Tomando os tragos do segundo e terceiro membro da eq. (5 3.40
™

obtemos erthaD = erCiD, onde o valor de h& deve ser fixado de

modo que xrcthab # 0. Usando este resultado nas egs. (5. .3.3) e

-

(5. 53,12 temos:

* - — -
retd = [xrtij/llH[xPCthDP )zthht ‘h;h . 5. 3.5
neH

Agora, trocands h por h'h em (B.3.5, e substituinde., no

resultado, h’ por h, obtemos finalmente:

* - -
reed = (x1C1d/|H|x Cth D) 2 y(thCth > Tty . C5.3.6)
helH

Observe-se que a equag3o (B.3.6) pode ser derivada

diretamente da nossa eq. (5.1.5> tomando g9, = t e gj = thm.



£ possivel modificar a eq. (B.3.6> de forma a evitar o

cilcule do trago erthaD. A partir da eq. (B.1.62 podemos

calcular IxFCLha3| em funcZo de (hd, o que nos permite
definir:
r r 1, -1 -1 )
actY = (€1 /W] Cth 2 [2) ) rCtht TR (5.3.7)
helH

de modo que

ACLY = zTCth DT /xfCth | = & Teey (5.3.8)

Mas ACt2P = &'P¥ reenf = &P yiho} nos da e % a menos de um

fator de fase o' (of = 1), e, portanto, obteremos I'CL2.

Como todoe grupo soltvel tem uma série de composigdo
cujos fatores sHo grupos ciclicos de ordem prima, o mét odo de
inducZo junto com © método de Bradley e Cracknell e nossa
simplificagfo, permitem calcular as irreps de dimens3o maior que
um, de qualquer grupo soltivel em uma forma recorrente comegando
com o grupo unidade. As irreps de dimensZo igual a um podem ser
calcul adas através do mapeamento candnico G » /G, onde G’ ¢ o
grupe derivado de G, e G/6G' & abeliano.

Em principio, as eds. (8.3.7) e (5.3.8> permitem
caleular com simplicidade e elegincia I'(LDd, mas para obter os
tracos das irreps de G € necessario calcular FCLDkyChD para
todos os geradores das classes de conjugagio de G contidas em
{G - H>. Na pratica, se estivermos interessados somente na
tabela de tracos de G e nas irreps dos geradores de G, o méitodo
descrito na secdio 5.1 & mais prétice. Por outro lado, se
desejarmos somente as representages dos geradores, o método

descrito acima € mais simples.



ROTULADORES E IRREPS ADAPTADAS EM SIMETRIA
A SEQUENCIAS CANONICAS

Mo capitule anterior construimes um metodo que permite
calcular a tabela de trages de grupos finitos soldveis e de
alguns cutros grupos finitos. Neste capitule desenveolveremos um
métode para calcular as irreps orientadas segundo uma segléncia
candnica, conhecendo somente a tabela de tragos dog grupos na
seqidncia. Trabalhos recentes nesta area podem ser encontrados

nas referéncias [65] e [6B6].
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6.1~ Rotuladores

Dado um grupc G com pelo menos uma =érie candnica
G = GO = 61'3 Gz o> Gitb'“, terminando em um grupe abellilano,
construiremos um operador A com a finalidade de adaptar em
simetria a base do espago vetorial e tal que todos seus
autovalorez evidenciem a descendéncia em simetria das irreps dos
subgrupos na seqﬁénciaiﬁ?}.

A chave para a construgfio deste operador consiste
essencialmente em adotar a nota¢Zc de Bethe para as irreps, de
nmodo que os autovalores do operador sejam nimeros inteiros dados
numa forma conveniente para rotular as irreps de cada grupo na
seqliéneia. Para construir A, necessitaremes apenas da tabela de
tracos dos grupos envolvidos na seqiidncia e veremos dgque a
diagonalizagio de uma particular combl nagao linear da
representagfoc regular & direita e da representag®o regular a
esquerda do operador A nos dard as irreps adaptadas em simetria
4 segqléncia candnica.

O operador A serd constiruido como uma combinagio linear

%)
dos idempotentes principais na adlgebra dos subgrupos GL

Seja I' uma irrep do grupo Gk com c¢lasses de conjugagdo
¥ . Sendo ll’"] a dimensZo de ', definimos um operador oque € a

T

expressao dos idempotentes da Algebra de Gk:

Plce> = c|r|/]6, > ¥ 2’ cod™ g
5eB

= c|rj/ic, > ) xced” scEpd €6.1.1)
i

~

*) Veja apendice A



onde
Ir|

r — -
X egy = Erccpkk e sce D 2 a
k=1 geﬁt

=30 os elementos do centro da algebra de Gk.

Entiao,
PTcG > PTCEDO = et Teg o™ of g™
k Ko 2 2 X -9, X ngj 9,9,
IGk‘ 9479
3 Gk
‘ri ‘r}l rt -
) —H_z E )‘r(giJ* t {'*'11:3)* gy 0
IGk[ 97 %5
onde g, = 9,9, Em fungfoc dos elementos de matriz, temos
» LRI
r T _ Eud > v »*
PTCGOIP (G = — z rega. Theg2  T'Ca)d a,
Ile oL 8, T
9%
_irir w5 -  x x
- N r g‘:‘l)aﬁ Y4 { 2 (S0 ua T Cg{}pa o
le! 93 Iy
o,B L,
e usando a completeza dos tragos das irreps,
. (e G, |
r r _ R »* k
PICEY P CGD = — 2 rreg), g, brrr Gog Cus
X8 ,F

= &

rr

| Pega® g =6 PTCG ) (6.1.2>
rr’ IG I EX 95 S5 T ’ ko T
k gg
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Devemos notar gque se g“1 = g*. PFCGk) ¢ um operador autco-adjunto
e, neste caso, ele ¢ um operador projecfo. Por outro lade, se os
elementos de Gk nio =30 operadores unitarios, PFCG‘CD nio &
auto—adjunto, mas se @k for um grupoe finito, sempre s=sera
possivel escolher I"Cc_:;D'r = I"Cg-!) e, neste caso, as
representagBes de P’ na base das irreps de (IBk serio matrizes

auto-adjuntas & o nosso resultadoe permanece valido.

Da eq. (6.1.12 temos:

1 r r 1 ™ * T
—_— CE> P CG DO = x (82 » €81 SC8D> ,
vy e, 'Z ' o

e somando sobre [,

1 r r _ 1 ™ »x T
— X8 PTCe = z [ - zx (837 X (8D ] SCE D
o 1T S )
&5  SCED
=ESC8i) 2= 2
: et 18]

onde |8 | ¢ a ordem da classe 8j. Daqui ,
J

s8> = |8 2 xfesd Pleey €6.1.3)

d
e AT

Esta equa¢8o mostra que as representagdes dos operadores
SC??iD dentro do espago |I"y> sf3n dadas por matrizes diagonais com
autovalores ClE | /IT]> Y CEn.
1 L
Para construir um operador auto-adjunto que rotule as

bases das irreps de um grupo finito, definimos o operador

I"nl
1€, |

I I
— n — " »
NCG D = En PG = zn 2’5 cgd™ sced .
i2]

n i
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e chamando

1 z rn »
a = n | | x (&>
1 |Gk| - ™ 1
t emos
NCB ) = zai SCED (6.1.4)

1

Vemos que NCGk) pode ser calculade usande apenas a tabela de
tragos do grupo Gk.

Agora, se tivermos uma seqiléncia

G > o> 226G |,

e sendo b-1 um limite =superior para o numerc de irreps de cada

subgr upo Gtcw.série, definiremos o operador rotul ador por:

L
_ -k
A= b NCGkD CB.1.5D
k=0O
Uma vez que o= operadores N(Gk) comutam ¥ k., os
autoval ores Kj de A tém a forma Kj = nonfkan e S3oc numeros

inteiros na base b.

Mostraremos agora como usar o operador A para calcular
as irreps adaptadas em simetria correspondentes a uma seqliéncia
candnica. Para tal, chamemos FCg)hh, ao elemento de matriz de
uma irrep de G adaptada em simetria & seqliéncia candnica
G = 60 -} @1 Do D GL’ l embr ando que dﬂ & abeliano.

Para simplificar a notaglio vamos omitir o subindice Ny

em ', uma vez que FCgth,# QO e e zomente =e,
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Além disso, como T(gd esta, por hipdtese, adaptada em

simetria, temos que:

1

rcg> .= [T 5hkn, 1< . Y ge6 (6.1.6)

< § < = - f = e
Com O=<4i =i wp non o ony e u nn’ o

Uma vez que a expressio para o operador A em termos dos
elementos do grupo G &
T, | "
__.___] 2 x “cgd” g, €6.1.75
I(EF-:I ge@p

vemos que a representaglo regular de A esta diretamente
relacionada com a representa¢ico regular do prdprio G. De fato, o

ij-ésimo elemento de matriz da representagio regular & esquerda

de A & dado por:

| T

KV 2 th[

!'\

C & ; (6.1.8)
] 2 X 9 gi.’ggj

Destsa equagic temos:

ELA,A rega | =
L XN
j

T, |
p'* Tk y egp™ & rcgd>
= n - . P
z z z k ! I X g 9,99 gJ o
L n k g=b .
) k K
onde a & 5 impSe que g = gsj?} Logo, o lado direito da

9. + 99
v J

equagdo anterior fica:
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Da relag83c de completeza para as irreps, segue que

L * v Lk »*
2 A TCgd ], —Zb n, TCgd’ . 6,
J j.k

= t-k * = *

[Zb n, ] regdX . = x rcgd’ ., (6.1.9
k

de modo que ¢ elemento de matriz TCQ)% i =1, -, 6D & a

j—ésima componente do autovetor da representagic regular &
esquerda de A

Analogamente, escrevendo os elementos de matriz da
representagio regular 4 direita de A, temos

r\’"l [ ™

|
R B -k K K »x
A = Zb an .......___2 = M (6.1.10d
k nk i ki ge@P v J

e a sua aplicagio sobre o elemento FCgP, resulta em:

ZRA,. regd . = A'TCgd__, . €6.1.11d
1] J A LR

J

Entic, das equagSes (65.1.9) e (6.1.113 e do fato que “A

R . .
e A comutam, temos que os autovetores normalizados da matriz

A, c5.1.120

tomam a forma:

ey = (P /6] 1T &Y regd | (6.1.13)
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onde AA’ = n.n - nn'n’ - n e e ¢ um fator de fase
o1 Vo 1 t
arbitrério para cada autovetor.
No que segue mostraremos que € possivel usar a eq.
(6.1.13> para obter uma irrep I'* equivalente a .

No apéndice A, mostramos que os idempotentes principais

da irrep I' de &, satisfazem as relagBes:
e e L= e (6.1.14D

. r
onde por exemplo e tem a forma,

»

o
Y
.
3
L

e =(|r[/|¢~.g_}2rc93 g . 6

ES
Poatd S

9(:"‘@
Substituindo a eq.(6.1.15 na eq. (6.1.14), reordenando e usando

a condigic de unitariedade de T, obtemos:

rcgs = ([T]/]8]) 2 reg> . Tlgad . C6.1.163
g. G

1

A relagfio (6.1.160 mostra gue na verdade ¢é necessirio conhecer
apenas uma fila Cou eolunad da irrep I' para todo g, € G, para

caracterizar I completamente.

Seja u um valor arbitriric de A, para o qual definimos a

fila
rrcgy . = uP™gd /uMfced = e"‘o“““"—‘”‘“"*"’rc-g)m . (B.1.17

As outras filas de '’ devem ser calculadas através da eq.

(6.1.1868>, da qual obtemos:

* = * 3 * —
mogd = ([T /]8]) 2 Pregy, o
g, €6
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= gHOWRITRILe oy €6.1.18)

¥,

o

A equagcho (6.1.187 mostra que I'' = Uru? onde U = e-iawmé
=28 oT

& uma matriz unitaria.
6.2~ Aplicagao

Como  exemplo da utilizagBo dos rotuladores tomemos

a seqléncia candnica C‘ = CZ, com
L'

@ ={ e, ya, &, o, ia, iy, 10b, iyd > ,

onde o = C , ¥y =L, &=C, e i é& o operador inversio. As

o 2 2ot & =C
@O . 4
av (Lo ULy oy
€T e i
T, 1 1 1 1 2 ¥
r 1 1
Fz 1 o | | 1 1 1
r 1 -1
r 1 -1 1 1 -1 b-d
8
r 1 1 -1 1 -1
4
r 2 4] o |-z o
=
Tabela 6.4 - Tabelas de tracos de C-‘ @ G:z
v

de modo que para os operadores N, teremos:

NC¢;V) = (1/1][80& + (Be -~ Bya + ipdle + &3]
NC(E) = (1,&3)(39 - iypD
e entio,

A = BNCC 2> + NCLC D
av 4

Uma vez que estamos interessades em construir ¥, e que
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os tragos das irreps de ambos os grupos s$3oc reais, basta
calcularmos a repre=zentagio regular a4 esquerda de A e =zomarmos a
representagio regular & direita nmultiplicada por b°. Com isso

temos a matriz da figura 6.2.

i 5030.0 -505. 0 —-1262.5 -505.0 0.0 -303.0 0.0 -252 5—‘
-~BO5. O S3e,. 0 ~50%.0 -4282. 5 -252.0 0.0 -30z. 5 .0
-12352.5 -50%.0 INI0.O0 -ROo5.0 .G -25e.5 a. o -303, 0O
-mO%.0 —12482.% -505.0 9¢390.0 -302.% .0 -253%.0 a. O
0.0 -253.0 0.0 -9502.5 J3050.0 -50%.0 ~1282. 5 505 . O
~003.0 o0 -252.% 0.0 -505.0 89030.0 -505.0 -1Z6Z.0
5.0 -302. 5 0.0 ~2%3 0 -1262.5 -50%.0 3030.0 -505. 0O
L. o.0 -30%.0 0.0 -505.0 -1262.5 -505.0 3939 O
Figura .1 - Roprasontag:;o matricial do operador ¥ = LA*b2+ RA.

Diagonzlizando a matriz de ¥ obtemos os autovalores
1111, 2282, 3832, 4141, BiGL, BiB2, B2Hl, BES2. A matriz

unitaria M gque diagonaliza ¥ ,é&

M= cava?

O T

Esta mairiz fornece as irreps adaptadas em =zimetria & seqléncia
do exemplo, e em cada uma de suas colunas, da ezquerda para a
direita, podemos ver os autovetores correspondentes aos

rezpectivos autovalores encontrados.



CONCLUSOES

Nesta tese, desenvolvemos métodos com a finalidade
de obiter da esirutura de subgrupos de um grupo scldvel finite, o
cAlculoe de suas irreps orientadas segundo seqiiéncl as candnicas e
a adaplagiEo em simeitria das fung®es base de espagos wvetoriais
finitos sobre as quais o= elementos do grupo atuam.

Dentro da classificagio de grupos finitos e soltuveis,
temos o= grupos pontuals cecristaleograficos C(em duas ou iLrés
dimens®es), seus grupos duplos e seus correspondentes grupos
magnéticos. Grupos em dimens@es malores como por exemplo o grupo
hipercﬁbico[sgj em 4 dimensSes também podem ser estudados por
esses métodos, pois a ordem do grupo hipercitbice em gquatro

dimensSes & 384 (2%3) e pelo Teorema de Burnside[egl este
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grupos & soliivel .

Entretanto, este conjunto de trabalhos foli feite viszando
a extensfo dos méitodos a grupos sollUvels infinitos através do
uso de cédpias finitas introduzidas na Ultima parte do Capitulo
4. Um exemplo disto € o estudo dos grupos magnéticos esou duplos
da rede cristalina cabica, através de sua estrutura de subgrupos
& de suas irreps que contém uma dada irrep expCi?.?D do grupo
das translages T . No caso, a menor cdpia finita do grupo
cristalografico clbico em trés dimens®es tem ordem 384 c48x2”,
sendo 4B a ordem de @h) o que implica gue sua tabela de
miltiplicac8e ocuparad aproximadamente 2 MByles de memdria do
computador . Isto possibilita 2 sua manipulagio em computadores
pessoais do tipo 388, com memdria maior ou igual a 4 MegaBytes.

Usando nas copias finitas geradores de ordem 2 par as

fur

translagies, nos asseguramos que o grupo dos automorfismos de T
zeri igual aoc de Tw, Jj& que £ e Za Ltém grupos de automorfismos

isomorfos a Ez,

Com o prop&dsito de aplicar o5 métodos dados nesta tese,
estamos desenvolvendo um programa de computagio que permite
construir arupos finitos soltuveis usando sua série de
composigio. O programa atualmente calcula a tabelsa de
multiplica¢3c do grupo, sua estrutura de classes, zeul grupo do
centro e o grupo derivadoe com a sua tabela de tragos. Como
préoxime  passo pensamos  lmplementar o calculo de todos o=
subgr upos invariantes e (et subgrupos maxi mo= com  Suas
correspondentes apresentag¢@es, todas as seqlidncias candnicas e
suas irreps Ccontendo uma dada irrep de T) orientadas segundo
uma daquel az seqléncias, com as correspondentes func®es base.

A extens3oc do programa para o céleulo de gr upos
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cristalograficos duplos, grupos magnéticos de todos os tipos e
de suas co-representac®es, nZo envolve dificuldades e permitira
que o programa atinja também um objetivo didatico.

Uma aplicag3o importante consiste em estudar os grupos
cristalograflicos em n » 3 dimensdes. Possivelmente muitos destes
grupos sdo solUvels e tém aplicagBes na teoria das fases
cristalinas incomensuréveiszo}_

Outro tema que estd intimamente ligade aocs métodos
desenvolvidos nesta tese € o calculo de niveis de energia e a
parametrizac®s das probabilidades de transigdo de modelos
cemi ~empiricos de fons complexos em matrizes isolantes ou

magnelicas.

Na referéncia [685] mostramos que a diagonalizagio de uma
combina¢¥o linear de nosso operador A com certos operadores
irreduziveis invariantes, permite simultaneamente rotular e
calcular as energias dos orbitais |IJM» a um elétiron. Devido &
que os diferentes coeficientes necessarios aocs calculos dos

niveis de energia das camadas d’ e "

podem ser tabelados,
esperamos ne futuro acrescentar no nosso programa uma =ubrotina
para este tipo de cilculo.

O conitinuo crescimento do poder de cidlculo dos
computadores pessoals, nos permitirad incluir em nosso programa a
solugido de modelos semi ~empiricos cada vez mais sofisticados,

que facilitarZo ainda mais no futuro a andlise dos resultados

provenientes de diversas especiroscopias.



APENDICE A

ALGEBRAS LINEARES ASSOCIATIVAS

Una vis3o mais ampla das algebras lineares associativas
pode ser oblida da leitura, entre outras, das referéncias

(381, [58B]1 e [711.
A.1- Algebras

Una dligebra linear associativa & scobre wum campo de
escalares ¥ ¢ um conjunto ndo varzio de operadores lineares {Ag,
fechado sobr adigio e produte de operadores, e sob o produto de

operadores por escalares. Qu seja, os elementos da 4&lgebra

satisfazem oS mesmos axiomas que os elementos de um espago

vetorial, e mais
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(iD Se A, A € & w=» AA e A
L ] L]

Ci1id Se A, A e A € & == 12 CAADA = ACAAD
i i k t ]k v J k

20 ACA + AD = AA + AA
1R k 1] 1k

33 (A + A +
. AJ_D . ALAk AjAk

Ciiid Se A, A e & e o, ReF = CaAIBAY = CoCAAD
o

Uma vez que o elementos da Algebra satisfazem os
axiomas de um espagoc vetorial, o concelto de independéncia
linear se aplica e portanto o terd bases cujo numero de
elementos seri a dimens;o de &, Isteo &, numa &lgebra de dimensio
n, pode-ze encontrar um conjunte de n elementos linearmente
independentes, @, @, vy o, tal que cada elemento da algebra &

expresso de maneira Unica

aa + o6 + -+t oo,
i 1 - n N
onde o e F. 0= elementos ai. a,z. N a,n. faormam uma base da
1
Adlgebra. Se
ea. =Ec,_ e CA. 1.1
v ijk  k
k

. . g . . .
entic o conjunto de n” numeros c | define a algebra; e esges
L

jk
numeros sio as constantes de estrutura da dlgebra.
Dagqui por diante, falaremos apenas em "algebras”,

entendendoe que noz referimos Az Algebras lineares associativas

de dimensio finita sobre o campe dos ni@meros complexcs
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A.2- Subalgebras

Se uma algebra & tem um subconjunto linear B que forma
por si mesmo uma algebra, ent@ic £ € uma subdlgebra de A e
denotamos R & & Se X é fechado sob o produta de elementos de #,
ou seja, se para cada elemento Al e & e cada elemento E% e E oS
produtos AS% e Bfﬁ pertencerem a X, entico E s=serid chamada
subdlgebra itnvariante de . Note-se que se B e D forem

subAl gebras invariantes de &, entfoc Z + D também o sera, pois

HCR + I = AR + D £ R+ D
(% + T4 = B + D & B + D .
Suponha agora que uma &lgebra & de ordem n possua duas
subal gebras invariantes & e D, tais que E N D =0 e LD =L

Ent3ic, qualquer elemento Ai de & pode ser escrito univocamente

na forma

com Be B e De D Similarmente,

de modo que

A + A =CB +B> + (D + D>
i 2 i 2 1 2

E, uma vez que X e D sZEo subAlgebras invariantes de #&, o5
produtos IEBiD2 e 1)1E32 devem pertencer a ambas, mas R e D sio

disjuntas, portanto esses produtos sio nulos e, entdo,



As=sim, as propriedades de & s3%oc exatamente a soma das
propriedades das 4&4lgebras independentes £ e D & & dita uma
algebra redusivel e & eguivalenice éz soma direta das adlgebras & e
D & = B & D

Uma 4lgebra gque nZ%o & reduzivel £ dita irredusivel.

Vemos que para estudar as propriedades das 4lgebras basta.

analisar as estruturas das adlgebras irreduziveis.

A.3- Elementos Idempotentes

Uni elemento e de uma adlgebra & zerd um idempotente

se ele gatisfizer a relagio: e’ = e, Diz-se que um idempotente e
& unidade em & e eA_L = Aie = A_L v A_L € &. HNeste caso a notagio
sersd e = 1.

O conjunto de elementos da forma EAie claramente forma

uma Algebra para a qual e & a unidade, pols
eCeA_LeD = CeAtEDe = eAie

Um idempotente e & dito um primitive em & se e for o
nico idempotente na Algebra ese.

Dois idempotentes e e v.=.-‘j s3o ortogonails se
eLeJ = ejei = 0. Claranmente, a soma de dois idempotentes
ortogonais ¢ também um idempotente. Um idempotente sera chamads
principal em & se nFo existirem em & idempotentes ortogonais a

ele. Obviamente o elemento unidade & um idempotente principal.

Se um idempotente e for exprimivel como a2 soma de dois
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ldempotentes, na forma e = e +te, com e ortogonal a e ele
ser& dito reduzivel; caso conitréric serid chamado i{rreduszivel. Se
a &Algebra possuir outre idempotente além da unidade, entfo ele
ser&d reduzivel pois 1 = e + (1 - ) e como 12 =1 e e = e,
{1 - ed = (1 -~ ed o que implica que el — e = (1 - ede = (. E
simples provar que cada idempotente, e em particular a unidade
de uma 4lqgebra, pode ser expresso como uma soma de idempotentes
irreduziveis.

Se existir A e & tal que A = &, entio a 4lgebra «

conterd um idempotente. Vejamos: seja {ai, @, s an} uma  base
de . Ent%o, cada elements de A = & pode ser exdpressao coma Uma
combi nagiEo linear de elementos Aa,{, i =1, -, n. Assim
{Aa,i, -y Aa,h} ¢ uma base de & e

gl

ZGLA&i=0==}aL=O’l=1’ s N

Entdo, se AX = 0, X € & == X = (0. Mas desde que AZ = &, deve
existir um elemento e € &, tal qgque Ae = A. Assim, re? = Ae, e

ACe® - e = 0 = e’ = e; portanto e ¢ o idempotente cad.

A.4- Elementos Nilpotentes

Un elementos A de uma &lgebra & & nilpolente Se para
alguma poténcia finita p. AP = 0. Se também o produto AAJ for
nilpotente para cada elemento Aj de &, ent3ic A =eri chamado
propriamente nilpotente em & Assim, cada produto AAJ ¢ também

nilpotente, pois se CAAJ,DP = O, entiEo

p+l

CAAj} = ACAAJ_DPAj =0
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Um elemento nilpotente nEo ¢ idempotente.

E simples mostrar que os el ementos propriamente
nilpotentes formam uma subilgebra invariante de . Definimos
como nilpotente uUma &lgebra & tal que, para alguma poléncia
finita p, Z” = 0. Note-se que uma subidlgebra de uma &lgebra
nilpotente &€ também nilpotente.

Se M e A s8c subidlgebras invariantes nilpotentes de &,
entZc M + & também o &, Para ver isto basta investigar as
poténcias de M + #. Uma vez que (M + M" pode ser expandida em
2" termos, cada um deles envel vendo um produto de ordem r, Se em
um desses termos, M ocorrer q vezes, entio ¥ ocorrerad r - g
vezes. Desde que M e A s3o invarianles, esse ternmo Lipice =zera
un elemento de H' e de 4 Escolhendo r suficientemente
grande, vemos que AT = 0 ou 4% = 0, e entEc M + & & nilpotente
e também invariante, j& gque M e A& o sHo.

Pode-=ce mastrarETa] que cada &Algebra qgue ngo

D

nilpotente contém:
(i) um elemento idempotente;
Ciid um primitivo idempotente;

(iiiD> um idempotente principal.

A.5~ Algebras Simples, Semi=-simples, '"Matric" e Autoadjunta

Alguns tipos especiais de &lgebras ndo nilpotentes sdo
de grande interesse na Mec&nica Quantica e por isto vamos
estudar =sua estrutura.

Unma &lgebra & & dita semi-simples se ela nio tLiver

nenhuma subilgebra invariante nilpotente, e & chamada simples se
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ela for nic nilpotente e ndo contiver nenhuma subalgebra
invariante. E &bvio que uma Algebra sinples & semi-—simples.
Uma algebra & ¢ chamada uma dilgebra matriec simples se

ela tiver uma base {a,rg; r,s =4, -, fr tal que

CA 5 1D

@ @
re Lu st ru

E fAcil ver que umas Algebrz matric simples ¢ zimples.
A sequir demonsiraremos alguns teoremas necessarios a

anadlise da estrutura das Algebras =sinmples.

Leme 4. .5.1- S= e for um idempotente de ums &lgebra simples <,
entio ede serd simples.

- Seja £ uma subilgebra invariante de esle; uma ver que
AEH também ¢ subidlgebra invariante de & & & & simples,
entico HABg = K. Notando que efe = £ <« ede, temos:
efe = edBde = Cededflede) = B, De modo que n3oc ha

subslgebras invariantes de ede, a nfEo zer ela mesma.

Lema A.5.2- Se e for um idempotente primitive de uma &lgebra
gimples &, ent3o cada elemento nic nulo de ede terd um
inverso multiplicativo em ede.

- Seja (A ® O) € ede —a Aede S ede. Como e & a
unidade em ede e como & & simples, temos que HJAH = 4.
Ent'z‘fo,(eﬂe)r = (edereded’ = Ceﬂe)CAeﬂe)r. e como edfe &
nic nilpotente, Aede também o &. Assim, Aede deve ter
um idempotente, © qual tem que ser e, pois Aede < ede
e e & primitivo. Conseguentemente, & tem que ter um

inverso multiplicativo em ede.

Lema A.5.3- S e for um idempotente primitivo de uma 4&lgebra

simples &, entio ede seria unidimensional.
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— S=zja A um elemento nZc nulo de ede, € n um inteiro
tal que A" seja uma combinag¢io linear nio nula de e e
poténcias menores de A, isto &
n—1
AT = c e + Ec,Aj.
o J

j=1

Uma vez gque a correspondénte egquagio algébrica enm

termos de uma variivel escalar pode ser fatorizada,

C r sEo as ralzes do polindmic J, Lemos que

™
A" - Echj—coe= NMNcaA-red =0,

i=1 )=1

Usando o lema A 5. &2, notamos que BD =0 (¢ com
B,.D € ege P implica que ou B = O ou D= 0.
Conseqientemente, um dos fatores A - re}_) tem que
ser nulo, de modo que A & um miltiplo de e, e

portanto ege € unidimensional.

5.1 - Uma 4&lgebra simples & tem um conjunto de
idempotentes primitivos mutuamente ortogonal s
{'err; =1, -, >, a soma dos gquais €& o elemento
unidade.

- Das seg®exs anteriores, =abemos gque Se & & nio

nilpotente, eia tem um idempotente primitive, que

chamaremos e, © uma unidade e. Se e, = e © tLeorema
esti demonstrado. Se S e = (e - e“) é um
idempotente tal que e“Ce - eﬁ) = 0. A Algebra
simples (e - eu)ﬂCe - eﬂ) por sSua vez, lLem gque

conter um idempotente primitivo, digamos e Vemos
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que e e = e [(e ~ e D e 1 = 0. Se
11 22 11 11 22
Ce — en} —e, T O a prova ezta completa; CRE0
contrario, temos aue considerar a) idempotente
Ce - eﬁ) -e . Continuando, encontraremos a
seqiéncia decsejada de idempotentes primitivos
ortogonats e T €y de modo que
¢
e e =6 e = e = Ze cad.
rr 8sge re re rr
r=1

Lema A. 5. 4- S e e e forem idempotentes primitivos numa

Teorema A.

1

dlgebra simples o, ent3do ei.ﬁ!ife2 sera um espago
un:di mensional.

— Desde que & nfEo tem subidlgebras invariantes n3o
triviais, .ﬂfeiﬁ = e g4 = A, e .ﬂiei‘dezbﬂ = 4., Entie,
podenss escolher um elemento A € eiﬂez, nZo nulo.
Supondo que & € um subespago (niEo necessariamente uma

4l gebrad de eiﬂez tal que A & & e notando do lema 3

que eiﬂfei ) ez.ﬂez =%o unidimensionais, obtemos

e e [ X = e de [} e HA¥de
17 2 1 2 1 2

e e [} (e de DN e e D
17z 11 2 2

f

ei.ﬁ'fez NA& =4

Ent%o, ou A4 & uma subilgebra invariante gue nEo
cont.ém A, ou HAL = 0. Mas como & & simples, H4¥g = O e
desde que & tem um elemento unidade, & £ HA4H = O.
Ent3ic, # =0 e ei.ﬂfez ¢ unidimensional. Com estes
resul tadons estamos prontos para provar gque cada

Algebra =simples ¢ uma algebra matric simples.

B2 - Se {e , €, =, €% for um conjunto de
14 22 ff

idempotentes primitivos mutuamente oritogonais que
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somam a identidade de uma Algebra simples &, enti3o &

Leré uma baze {e , T, =1, —, > tal que

=

EL Sy Em conseqgqliéncia, toda &lgebra simples

é umz Algebra matric =zimples.

— Definimos o espagos ﬂ'tzae Lﬂeu. Felo lema A. 5.4,
1= >3-4
celes s3o todos unidimensionais. Como & € sinmples

ﬁuﬁfﬁ = &, e

o = e e = e s Ae = e e e ge
rr =18 L rr s tt uu

ru rr uu

re st tu

Egscolhendo & = u = r = 1 nesta relagic temos:

g =4 g A & 4
11 ia =i 44 1e =i

Assim, deverio existir €. € g e e € ﬂi tal que
= =)

=] it

e = = e para s =%, —, . Escolhends u =1 &
i &1 i1

s =1, temns: .ﬂt =‘ﬂ”gﬁt, de modo qgque podemos

r
definir um elemento de & , e = e e , & L.
rt rt ri 1t
EntEo,
2 2 z
Ce e 27 = (e e e e 37 = (e e e
ra &r ri iz i 1ir ri 44 4ir

2
= Ce e D = e e & - g e e
ri 4r ri 41 4r ri1 4r rr
Mz=, h& apenas um idempotente e ern ﬂ;r , ent3o,
rr
e = e , @ finalmente
ri 4r rr
e — e e e e =& e e
re tu re ®s tt tu st rs su
e e - e e e e - e e e = e e = e
ra Su ri 4o =1 1u red 44 4du ri 4u ru

cqd

Agora voltemos nossa atengio para as Algebras
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semi-simples seguindo © mesmo esquema due para as &algebras

cimples.

l.ema A.5.5- Uma subidlgebra invariante B de uma Algebra
cend —simples & & semi-simples

- Seija D uma subilgebra invariante de . lLembrando que
# = 4, temos

3

(DD = [(HDHDIPw € (BHPw < DPw

mas como D # O & invariante em &, ela nic pode ser
nilpotente. EntZo, (HD0OF # 0 tal que ¥ # O para
tode p. Azssim., E nfo contém subdlaebrasz invariantes

nilpolentes.

lLema A5 6- Se 2R » & for uma subilgaebra invariante de umz
dlgebra semi-simples &, enlio & serd a soma direia de
Xk e uma segunda subdlgebra semi-simples Db, invariante

em &: H =% & D.

- Do lema A.B5.85, B ¢é semi-simples e entdoc tem uma
unidade e. Seja 1 a unidade de & Defini mos
e’ =1 - e. Agora, V A e &, temos que elhe’d = R, ji
que B ¢ invariante. Mas Cehede = O desde que e’'e = O,
e como € & a unidade de X, eAe’ = 0. Similarmente,
e"Ae = O, Ent&o, A = ehe + e'Ae’ & a unica
decomposigio de A de modo que & € a soma direta de &
e I = e’se'. A Algebra D € invariante em & pois

3 »

e e = ee’ = 0 e D & semi-simples desde que uma
subilgebra invariante nilpotente em o seria invariante

também em .

Lema A.5.7- Se & for uma subilgebra invariante de uma &lgebra
semi—simples &, e D for uma subalgebra invariante de
R, entic D serd uma subdligebra invariante em &.

- Do lema A1.B zeque que B e D =28o cemi-—cimples, e do
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lema A.1.6, B =D e D e of = %' &« D e D com unidades

b', d, e @’ em R', & e D' respectivamente, que sio
ortogonais: b'd = b'd’ = dd' = db” = d'b’ = d'd = 0,
Assim, #HD& = Hdlde = DD = D, e D & invariante em &,
cqd.

Tecrema A.5.3 - Qualquer &lgebra semi-simples ¢ a soma direta

Unice de subilgebras simples invariantes.

—Se & for unidimensional, o teorema vale. Para mostrar
¢ tecrema por indugdo, suponha que vale Lambdém para
dlgebras de dimensioc menor que a dimensio de &
Vejamos © qgue ocorre para & Primeiroe vamos mostrar
que & ¢ & Eomna direlas de subidigebras invariantes
simples: pelo lema A S 7Y vemss gues exicstis ums sub-
Algebra invariante minima, .#1 de &, gque nIAo contém
nenhumna outra subalgebra invariante e ¢ simples. Se
.5-:3’1 = & o teorems estsd demonstrado. Se szfi = &, entdo,
pelo lema A B. &, haverd uma algebra invariante semi-
simples Jd; < & tal que & = .2?1 @ Jrf;. Desde gue a dimen-
s8o de .ﬁ’; é menor que a de &, .xf; pode ser decomposta
como a gsoma direta de subilgebras invarianles:

i
# decomposigioc &€ Unicsa, seja E uma subilgebra

s = .ﬁ'z & .ﬁfg » v, e H = .Ffi & .ﬂ’fz & . Para mostrar que

invariante simples arbitraria de . Ent3o, & facil
ver gue sz_L ME ou ¢ zZzero ou €& uma subil gebra
invariante de .gfl e de E. Mas szl e X nio podem ter
subidlgebras invariantes préprias pors s80 simples.

EntZo, ouﬁin£=00u£=xf§n£=ﬂ_

T
t

Finalmente, podemos dizer que uma algebra semi-—-=simples &

& 5 soma direla de Algebras matrics simples a,

g = 2 e &£,

ot

com a @g—ésima Algebra matric simples # tendo, de acorde com o
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teorema A. 5.2, uma base

A base matric de & & entio a uniio de cada uma destas bases,
para as &lgebras matric cimples cuja regra de multiplicagdo de

seus elementos &,

O elemento unidade e” de cada subidlgebra matric simples

A7, & a soma de idempotentes primitivos,

Estes elementcs unidade 3o Unicos e oriocgonzis, U =eja

O f :
de modo que e aniquila todos s elementos das  subalgebras

maitric simples, excelio oz de A

Finalmente, a soma dos e” & a identidade de 4

Na MecAnica QuAntica trabalhamos com um espago vebtorial
V, fechado, scbre o qual atuam operadores. HNeste espago esls
definido um produto interno e operadores adjuntos, ou seja, ce

ur e |v>r € VY, 0* & o operador adjunio de & e & definido por:



<Ou|v> = (u!(‘)*v) onde |Ou = 0!1,1) e |<:~"v> = O‘r

Chamamos dlgebra autoadjunta a uma Algebra & de
operadores tal que o adjunto de cada elemento de & também
pertence a ela.

Seja & wuma 4lgebra autcadjunta e X uma subalgebra
invariante de & Se B > 0O for um elemento de X, entio
B*B e #2 € £ Como B » 0, existe um ket |v> € ¥V tal que

B iv) # 0 e o elementa de matriz <V|B*B|V> & niZc nulo. Assim,

BTk = 0 e, similarmente, C(BTEX? = (B'RoVeB R = 0. Seguinde o
raciocinic podemns  ver que para gualguer poléncia ko= ",
-’-

-k . . .
n=1, &, -, (BB # ¢, de modo qus as subidlgebras invariantes
das Algebras autocadjuntas sio n¥o nilpotentes. Vemos assim que

as &lgebras autvadjuntas s8o semisimples e, portanto, tém uma

estrutura como a descrita acima.
A >
A.B6~= Representagoes de Algebras

Uma representagac wmatricial de wuma &algebra & & um
conjunto de matrizes (e que forma uma imagem homomorfa de .
Teto &, se I"CAij, T‘CAZD, I"CASD forem matrizes que representam os
elementos Ai, Az e AB e &, e k for um nimero complexo, entio,

(1> AA = A ==z TCAD TCA D =TCA D,
i 2 3 1 z ]
Ciid> A + A = A == [CAD + TCAD =TCAD,
1 2 a 1 2 3
Ciiid> kA = A_ == kT'CAD = TCAD.
1 2 1 2
A representagio é fiel se cada elemento de & tiver uma
representacfo matricial distinta de todos o= demais elementos,
A_L " AJ -3 'CAD = T‘CAJJ, vV A, Aj = .

Dizemos que a representacio T'(# & reduzivel se ela
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puder ser levadz & forma de blocos por uma transformagio nan
singular U,
riCAD o

TCAY o UrcAU T = VAeod
0 TI,CA

Nezte caso dizemos que a representagio I € 5 soma direta de T e
1

Fz e escrevemss [CHD = T;Cﬁﬁ + TECﬂ?. S uma representacfo nio

puder ser levada & forma de bloces diagonais  por uma

transformagic nic singular, ela sers dita frredustvel.

Teoremz A B.1 - S5 oz slemsentos de uma &lgebre semnl-simples
. ox .
Com base matric {¢ , o, r, 5, variando’ forem
re

expandidos em termos da base matric como

i = Er cAY e~
o re re

Lo 3 4 =]

entioc as matrizes FQCA) CA e > com o (r,s>-€simo
elementa  sendo FQCADVJ formaric uma representagio

irreduzivel de .

- Para mostrar que as matrizes TI'CAD  formam  uma

representacio, vejamos que:

ZFCAA)‘ = AA zZI'“CA) r CAD e &f
o 1 2 re 1 2 o 1 ru [ 2 ts

Tu ts
otFu
[+ & of =}
fte
o o
mas = eﬁ = e , entio:
ru ts o ut re

o
A1A2 - E zrot(A:EDrt rﬁCAzbls ers

ors ot

o 1
Mas os e si0o linearmenie independentes,
re



T CAAD =2F‘CA3 T CAD
&x i 2 rg o i rt o 2 ts

t

Como a representacio de e‘fu enm I"O(C AD &

rce s =6 & &

»
o tu rs op rt us

entzo F&CA) & uma representagioc dada por matrizes
de dimensZio [Falz‘ Ela forma uma &Algebra de dimensZo
[Falz a qual n¥c pode ser mudada por uma transformag3o
nio singular, como aconteceria se FOFAD fosse

dizaoonalizavel a bloscos. Assim, [ CAY é irreduzivel.
[e ¢

A seguir, demonstraremos um tLeorema que nNos permitira
encontrar as relagcdes de ortogonalidade e completicidade das

irreps de um grupo G, sem utilizar o caminho convencionzl wvia

lema de Schur.

s

Teorema A.B.2 - Os elementos da base matric de uma algebra de

grupos sio dados por:

-1
7. = UIr 1718y ) r7e™ g
geb

-~ Como G & uma base para a algebra de grupe £0GD,

]
]

elemsntos da base matrie podem ser expandidos como:

o - o
) Echercf) g .,
gels

mas

o~ - o »
g e 2 cg,CergD g g
g G

Fazendo gg’ = g” == g’ = g_ig". temos:



j— o 14
g Pl’ﬁ B 2 © -1 ncercj g
g”E‘I‘-\ (9 }
=2 ¢ ce” D 21‘* cg™.  ef . Cad
( -1 ,,) re e~ tu t
E
_ o _ o
ge = Ei’" Cg)tu e e . El"ﬁ(g)t & ; éur e
& tu gtu
= o = o ”
r o>, el z ZFO{CQDU c »Ce7D g”. (b
t g'eh t

Cormzrando &5 eqe. {22 e (b2, primeire schre a base do

c ce® > = 2 rcgd c Ce’d Ced
-1 . rs ot iy g its
(g "g") )

e sobre a base maitric,

2 c e3P cgm =6 _ & T Cgd . Cdd
-1, re & tu ot us o tr
orep (997
Fazendo g” = g na eq. (¢), temos:
cce” D = 2 " dgd c ce”™ D Ce. 12
1 rs o tr =1 ts
t
(=)
gc(e“}zzz Fregd c e, Ce.ad
1 re = tr g te
t gl
comeag =1, a= fer = 1t na eq. (dd, temos:
2 c ey Trcgm =6 (1> =6 . (£.1
o te o tu us ot Lt us
g"E(B

E assim,
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t gl

Comparando as egs. (ed e (fD,

g C1Ce:‘s3 = |r | s _.

o rs

e, fazendo novamente g’ =

g na eq. (cd obtemos

f.ad

—4 o b o
"}y =
Ermcg 3 1 zrm(g:‘»tr c o] Z r g™ e e

T t

r

YT, (T l/e) 6, = mee™ (n, /18]

o -1
= ™
e Cen Zrang > ¢

{

= (T |/|C

o que completa a prova.

A.7T- Relacges de Ortogonalidade

Agora vamos obler o teorema

representag®es matriciais do grupo.

Teorema A.7.1 - Para wuma 4lgehbra

catisfazem:

_1 -
Y P T e =
ae®G

— Do teorema A B.2 temos

. -1
J r:ng )Gu '

de ortogonalidade para as

de grupo &(Gd  as

|G|/|I‘O‘[) s , 6,9

£ wr st

irreps
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L= -1
el‘ﬁ h [Ircxi/ltﬁi) z ran )nr g >
qeG
e
F - y—1 ]
= (I 1/18]) e e
gl
Assim,
o £ 2 -1
et eh. = U dIr 1718 ) Y T, o>
g,9° €5
% T (g™ '
9 2,99
Tomando o g’ = g’ teremos.
e”™ ef

el = U lir, 1/

2 -1
G|*) E rcgf x
g",q€C

mas também,

= e
re tu xf wst ru

-y 1 1
= 6,6 [T /181y T ca™) o
gll@

Comparande os coeficientes dos elementos do grupo

-1 PP —
(T 1718 10) T,8e73,T, (ca™ gy, =
geb

= I atdd ~L
éocﬁéstroc(‘g ? ) *

ur

multiplicando por FﬁCg”)vu e somando sobre u,
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(r,1/le

r (¢g’>

-1 ro- 1.
) 2 roccg Dsr rﬁcg )vu & gJuL =

gé@
5}

= £ » o ey —1
e Bt 21“ Cg™ T cgm™™) .
u

-1 " T o
(lrﬁl/wgl} E ruCg jcr rﬁ[g ¢g™> 1g)ut -
geb

-— (5 é rfg[gucgn)_")

op si wr

Finalmente

-1 _ N
(Ir 1 /183 Y rca™  Ted =6 6, 6 . CA7.19
geb

O tLeoremas A.B.1, AB &2 e A 7.1 proporcionam os
resultados da teoria de representaces das Algebras de grupoes.
Dentre estez resultadozs, o teorema da ortogonalidade das irreps
¢ frequentemente mostradoe wvia lemaz de Schur. O= efs =30
definidos atraveés do Leorema A 6.2 ¢ az regras de muliiplicagfo
da base matric s5o mostradas seguindo s teorema da
ortogonal i dade.

Defininde o trago da a—ésima irrep de um elemento A

de uma algebra semi-simples como

fCX

¥ =E rced
L=4
vemos que a relagfSo de ortogonalidade para oz tragos segue
diretamente do tearema A . 7.1 fazendo r = 5, w =1, e somando

zobre r & L na relagio
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obtemos

o x g - o o™
(1/]e}) E XCd T xTCagy =6 (X g0 /Xl
gE'ﬁ:v

A.8- Relagoeszs de Completeza

Das definigdes anteriores temos que

™
rr

N 1 & X £ . . .
& usando a expressiac de e em fungio dos elementos de matriz de
ry

T obtemos:
[

Se definirmoz a aglo dos elementos g € & sobre o espago de

1 2

coordenadas x  como sendo g fCX> = fCg @ ¥ = £fC(x’D para

= > .
qualquer fungio continua de X, aplicando 1 obtemos

UE

red =Y s )y T e ™) redy
g=b o®

mostrando que o termo entre parénteses na expressic pode ser

exprimido da seguinte forma:
gl

(1/16]) Y Ir | 2™ =6 . . CA.8.1)

Uma vez gque x?Ci) = |Fa|, o resultado anterior permite obter o

teorema de Burnside que toma a forma
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(1/]6]) Y a%c12® = 1
(=]

A equzgic (A 2.10 parece =ser um caso particular, com

¢ = 1, da relagHo

= »
(jecad|/18]) ) x"cad 2%cgd” = 6, CA. 8.2
<

comumente encontrada na literatura. Para mostrar que ambas s3o

equivalentes usaremos a igualdade

XPCg)d zQCgJ)* = (21D /1@

) z xafg\ggjg_i‘i . Ch B 3D
g=G

similar a4 eq. (%.1.68). S= somarmos sobre a em CA.B. . 3) e usarmos

CA.B. 20 obtemos:

o & » - . -4 -1
¥ x%ca > x%cgp” = 2 (1/16]) z x> g g9 fg> =
o g(-EG o

= E & -4 = Colad 6 0= (|6]/{8Cad|) 6 . .

que mostra z equivalénciz das relagBes de completeza expressas
pelas equagdes CA.8.10 e CA.8.30.

A relagio entre o procedimento desenvolvide aqui e o
padr&o pode ser melhor visualizada considerando—se a geragic
algébrica das representagdes pela agioc da Algebra sobre um
espag¢o vetorial. Sequindo este caminho podemos ver que a teoria
daz representagBes ezté implicita na estrutura algébrica e

vice—-verza,.
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A.9- Lema de Schur

Suponhamos dque existe uma matriz A tal que AI'Cgd = T'CglA

para todo g € &. Da definigio da base "matric® e; »  podemos
caleular
E A et = 2 e’ A CA.©.1D
*xE  PF o BYr
£ £

oy ~ r
Multiplicands ambos oz merbros desta equagZo por e e usandc o

Hw
teorema A 5.1 encontramos que
% »
( 2 AT el s = A e Ch. G2
e fr v By v
e
No caso ¥ # 4 esta equagio se transforma em
»* %
A el =0 == A =0, ¥y#Ep, CA. S 32
re  ow TH

e ze ¥y = y, usando o rezultado de (A.9. 32 em (A 9.23, temos que

De CA.©.3) e CA. 9.4 concluimos que a matriz A é um miltiplo da
matriz identidade: A = AI. EntiEc, uma matriz A, arbitraria, que
comuta com Lodas as matrizes de uma representagdo TCSED, € um
maltipleo da matriz identidade. Este resultado ¢ conhecido como

Primeiro Lema de Schur.
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