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RESUMO

No primeiro capitulo deste trabalho aplicamos a técnica de
projeg¢do ortogonal, para a formulagido de um ©principio
variacional valido para sistemas holénomos e ndc holénomos. As
equagbes de movimento decorrentes sdo expressas como projecgdes
do vetor de Euler nc subespa¢o ortogonal aos deslocamentos
infinitesimais compativeis com os vinculos.

No segundo capitulo formulamos os fundamentos da geometria
nao holénoma, baseados nas projecgdes dos deslocamentos
infinitesimais. Construimos a conexdoc nidc holdnoma, como a
derivada parcial do projetor. Devido & ndo integrabilidade dos
vinculos, a conexdo ndo €& simétrica, induzindo torgdo e
curvatura. Deste ponto de vista os sistemas n&do holdnomos s&o
andlogos aos sistemas hamiltonianos generalizados, submetidos a
vinculos de segunda classe.

0 terceiro capitulo & dedicado a dquantizagdo dos sistemas
vinculados. Formulamos primeiro © problema no espago de fase,
obtendo uma forma candénica escrita por meio do projetor. Em
seguida aplicamos o principio da correspondéncia em coordenadas
cartesianas, © que resulta em um operador de Laplace-Beltrami
modificado pela presengca da derivada do projetor. O mesmo
resultado & obtido via integral de caminho. Como resultado, a
hamiltoniana quantica adgquire um termo adicional proporcional a
curvatura escalar induzida pelos vinculos. Outro fato importante
é o aparecimento de uma fase ndo integravel na fungao de onda

compativel com os vinculos. Assim, a gquantizacgdo dos sistemas



ndo holdénomos deve ser realizada no gquadro da quantizacgdo
geométrica.

No guarto capitulo estendemos para a geometria simplética o
método dos projetores. O projetor no espaco simplético determina
uma 2-forma singular, que define os parénteses de Dirac.
Portanto, o projetor neste contexto & parte da &algebra de
Lie-Poisson induzida pelos vinculos. A formulagdo do projetor no
espaco supersimplético visando a quantizac8o da teorias de gauge
relativisticas & o desdobramento natural de nossas futuras

pesquisas.
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INTRODUCAQ

Caminante, no hay camino,
se hace camino al andar,.

Antonio Machade (1940)

Apresentamos nesta tese alguns resultados dos nossos
estudos sobre os sistemas mecdnicos ndo relativisticos sujeitos
a vinculos diferenciais n#do integrédveis, chamados de nao-
holénomoes. |

Usando a técnica de projegdo ortogonal, originalmente
desenvolvida por C.M.Amaral (1), abordamos tanto a dinamica

classica (2) quanto a dindamica quantica (3) dos sistemas enm

questdo. Além disso generalizamos, para o0 espago simplético
{ 4 ), a técnica de projegdo.

———0 espaco de configuragdo induzido pelos vinculos nédo
integriveis apresenta a peculiaridade de possuir métrica
singular. Por isto, estes sgsistemas apresentam as mesmas
caracteristicas dos sistemas hamiltonianos generalizados,
estudados pela primeira vez por Dirac (5) e independentemente

por Bergmann (6). Foli por este motivo gque empreendemos o©

presente estudo.
As propriedades geométricas do espago de configuragdo dos
sistemas estudados coincidem com as propriedades de uma

variedade ndo-holénoma dotada de conex3c nio-simétrica. Os



espagos de configuragdo dos campos de gauge incluem-se també@ém na
categoria ndo-holdénoma. Desta forma, o nosso estudo mecénico, se
estendido aos campos relativisticos, nos fornecer@d um método
geométrico simples para tratar as modernas teorias de gauge.

No nosso trabalho a conexdo ndo integravel desempenha o
papel fundamental de toda a teoria. Ressaltamos que o estudo da
geometria dos sistemas holénomos, dissipativos, via conex&o
linear, foi desenvolvida por nds em (7).

Um sistema holdnomo sd pode oa;;;r determinados pontos no
espago de configuragdo euclidiano. Um sistema ndo-holdnomo, ao
contrario, pode ocupar dgualquer posigdo. A caracteristica
principal dos sistemas ndo-holdnomos reside neste fato
qualquer ponto do espago de configuragdo & acessivel, porém sO
por determinados caminhos, Isto reflete o fato de que sao as
tangentes A&s curvas que sdo restringidas pelos vinculos
diferenciais nao-integriveis.

A dependéncia de percursso entre dois pontos foi o que
atraiu a nossa atengdo e norteou as nossas pesquisas. Procuramos
estudar o sistema do ponto de vista topoldgico : Se nem todos os
caminhos entre dois pontos sdo admissiveis, entdo o espago
possul uma topologia ndo-trivial. O espago dos caminhos entre
dois pontos do espago de configuragio & decomposto em classes de
curvas topologicamente equivalentes, podendo ser classificado de
acordo com os grupos de homotopia (8).

A existéncia dos vinculos ndo-holdnomos & relativamente
recente, pols s6 foi reconhencida em 1894, quando Hertz em

"Principles of Mechanics" (9) estabeleceu a diferenga entre



vinculos holdénomos e nao-holénomos.

Na literatura sobre sistemas ndo~holénomos encontramos
contribuicdes dos mesmos eminentes pesquisadores que muito
contribuiram para o desenvolvimento da fisica matemidtica.
Encontramos, entre muitos outros, nomes como Hadamard (10),
Appel (11), Hamel (12). Sobre as propriedades geométricas das
variedades ndo holdnomas podemos citar Schouten (13), Cartan

(14), Synge (15}, Vranceanu (16) e Vanderslice (17) .

Recentemente Koiller (18) desenvolveu um importante estudo sdbre
os sistemas ndo-holdnomos wusande a moderna linguagem da
geometria diferencial.

Sobre o principio variacional encontramos contribuig¢des de

Morse (192), Saletan (20) e Rund (21).

Baseamos o© nosso método nas 1intmeras pesquisas sobre
geometria do espago de configura¢do holdnomo, desenvolvida por
vadrios pesquisadores.

Entre estes, destacamos o trabalho pioneiro de Jacobi (22)

aplicado aos sistemas conservativos holdénomos esclerdnomos . O

principio variacional de Jacobi, que extremiza a expressio

j (E-v )% at , (1)

determina gue a trajetdéria do sistema seja realizada ao longo de
uma geodésica da variedade riemanniana ws-dimensional, com
métrica positiva definida dada por

ds® = guvdxvdxu = 2(E-V)dt® . (2)

Esta geometrizag¢do ndo & ideal, uma vez gue a métrica



depende das condig¢des iniciais, através da energia total E. A
notacdo tensorial foi usada pela primeira vez por Ricci e

Levi-Civita em um artigo bem conhecido (23). Encontramos al as

equacdes de Lagrange na forma covariante relativa a métrica:
2
ds® = g _dx’dx* = 2Tdt? . (3)
1y
Porém esta geometrizagdo & parcial, uma vez que a forga externa
ndo faz parte da estrutura geométrica. Nesta abordagem, a
derivada covariante da velocidade ao longo de uma curva &
igualada & forca externa.
0 estudo geométrico diferencial, de um sistema de

particulas ndo relativisticas foi desenveolvido por Synge, sob o

nome de " Geometria da Dindmica " (24). Neste trabalho a

curvatura induzida pelos vinculos & usada para analisar a
estabilidade das geodésicas no espago de configuragdo, com
métrica definida através da energia cinética T do sistema.

0 grande estimulo & interpretagdo fisica da geometria das
variedades surge com a geonetrizagdo de Einstein do campo
gravitacional relativistico em 1916 (25). Nesta teoria, o
movimento de uma particula & realizado ao longo de geodésicas do
espago-tempo guadridimensional. Esta descrig@o & possivel pela
introdugdo de uma conexdo linear, compativel localmente com a
métrica de Minkowski.

A correspondente descrigdo ndo-relativistica sé foi
possivel a partir da nogdo geral de conexdo, estabelecida por
Weyl (26) em 1918.

A nogdo de conexdao 1-forma permitiu a Cartan (27) a

descrigdo covariante da gravitagdo ndo-relativistica no



espago-tempo de Galileu.

A homogeneidade temporal & introduzida por Trautman (28) em
1964, gue desenvolve uma teoria Newtoniana analoga a
relatividade geral. 0 espago-tempo neste trabalho & uma
variedade X4dotada de conexdoc afim, homeomorfa ao espago
Euclidiano guadridimensional. Neste espago existe uma
hipersuperficie tridimensional t = const definindo uma folheagdo
de X4. As linhas de universo sdo geodésicas de X4 em relagio &
conexdo afim Fsa ( vyoo,0 = 0,1,2,3 ).

A geometria induzida pelos vinculos ndao-holénomos & uma
geometria dotada de conexdo ndo-métrica, como mostramos no
capitulo 2 desta tese. Neste ponto necessitamos de algumas
considera¢des sobre a fisica associada a um espag¢o cuja conexdo
ndo decorre de uma métrica.

Como & bem c¢onhecido, no eletromagnetismo o efeito
Bohm-Aharonov (29) & uma consequéncia da multiconectividade do
espago. Também__nas teorias de Yang-Mills os wmonopolos e
instantons possuem propriedades determinadas pela
multiconectividade do espacgo.

A multiconectividade implica em transporte paralelo ndo
trivial, mesmo em um espag¢oc de curvatura nula. No caso do
eletromagnetismo este transporte & realizado pelo proprio
potencial eletromagnético, gque age como uma conexdo afim. De
modo geral os campos de gauge sdo as conexbes ndo métricas dos
respectivos espagos. A geometria dos campos de Yang-Mills pode
ser estudada a partir dos trabalhos de Atiyah (30).

0 conceito fisico relacionado a esta geometria deve-se a

Dirac (31) , que generaliza a fung¢do de onda de um elétron por




meio de um fator de fase dependente do caminho. Como
consequéncia, a carga elétrica & guantizada.
Esta idéia fol generalizada para campos com leis de

transformagdes locais ndo abelianas por Yang e Mills (32).

L3 * 3 o~ L3 S )
No estudo, sugerido por Dirac, da dinamica guantica dos

sistemas ndo-hol&nomos, Eden (33) propés uma fase néo

integravel, a fim de tornar a fungdo de onda compativel com as
restricgdbes fisicas impostas pelos vinculos.

No nosso estudo a fase nio-~integravel surge naturalmente,
porque trabalhamos com o sistema fisico em um espago
nio-holéinomo definido convenientemente. Deste modo, © nosso
estudo & intimamente ligado as teorias modernas de gauge, via
conexdo nao-holénoma.

Com o projetor, & possivel guantizarmos o sistema néo
-holénomo simplesmente pelo principic da correspondéncia. A
grande vantagem do nosso método reside nos dois seguintes fatos
fundamentais: 1) trabalhamos com coordenadas cartesianas; 2) nao
usamos multiplicadores de Lagrange.

O primeiro fato permite aplicarmos diretamente o principio
da correspondéncia. O tratamento usual de eliminacdo de vinculos
holénomos, por imersdo da variedade riemanniana R, u~-dimensional
em uma variedade euclidiana E v—dimensional impede o uso do

principio da correspondéncia

p = - th ———— (4)

porque a ordem dos operadores ndc & bem definida no processo de



simetrizacdo (34) . © principio da correspondéncia aplica-se
corretamente &s coordenadas cartesianas ortogonais, como & bem
sabido :

P, = - th —— . (5)

Com o método de projegdo, podemos trabalhar com coordenadas
cartesianas ortogonais sem necessidade deintroduzir os
multiplicadores de Lagrange. Os multiplicadores sdo outra fonte
de ambiguidades no processo de guantizagdo, pols seus momentos
candnicos s8o nulos, se forem vistos <como coordenadas
adicionais. Se forem encarados como meros pardmetros auxiliares,
dos quais o movimento ndo deve depender, o método fica restrito
aos sistemas holdnomos.

Descrevemos © momento generalizado ndo-holdnomo como uma
fungdo 1linear dos momentos e das coordenadas cartesianas
ortogonais,

— AM
HV_AV(x)pU' (6)

onde Aﬁ & o elemento de matriz do projetor. Simetrizando e

aplicando o principio da correspondéncia obtemos o operador

R 8 aA‘;
H=—1[A” + ] , (7)

onde o Wltimo termo do lado direito & a contragdoc da conexdo

ndo-holdénoma . Este termo & responsidvel pelo surgimento da



curvatura escalar na hamiltoniana quintica. Observamos que & um
efeito puramente quantico, devido a simetrizacdo dos operadores.
A curvatura escalar adicional, modificando o operador de

Laplace-Beltrami, foi descoberta por B. de Witt (35) na

quantizagdo do sistema classico no espago de configuragdo
riemanniano. O mesmo resultado, a menos de uma constante, foi
obtido por Blattner (36) e por Simms e Woodhouse (37) no

contexto da quantizacdo geomé&trica (38).

0 nosso resultado, pelo principio da correspondéncia, é
mais simples e mais geral, porgue aplica-se também aos sistemas
integraveis. Neste caso por uma transformagdo de coordenadas

obtemos

i

~ 3 8 1n u(q)
I = =i [ -+ 1/2 ] ' (8)
aq 3 q

onde p é& a medida invariante da variedade riemanniana imersa no

espagco ambiente euclidiano:

g xV a‘x‘M 1/2
: [ auv . (9)
8dq 849

u = det

Obtivemos em (3) o resultado de (35) utilizando a integral

de caminho na variedade ndo-holdénoma. Um resultado andlogo foi
obtido no contexto dos sistemas hamiltonianos generalizados,
para vinculos de primeira classe, por Bukhbinder e Lyakovich

(39).

Em relagdo aos sistemas hamiltonianos generalizados de



Dirac, ressaltamos que os vinculos nido-holdnomos 880
equivalentes aos vinculos de segunda classe. ©Os sistemas
holénomos sdo egquivalentes aos sistemas de primeira classe. A
condi¢do para que um sistema de vinculos seja de prineira

classe,
1 ¢, o} = ¢ , (10)

coincide com a condicdo de integrabilidade dos campos vetoriais
associados a um sistema pfaffiano.

A relagdo (10) & a condigdoc necessdria e suficiente para
gue a evolugdo de uma observavel ndo dependa dos multiplicadores
de Lagrange. O método de Fadeev (40) para dgquantizacdo de
sistemas lagrangeanos singulares depende crucialmente da relagao
acima. Ou seja, aplica-se em principio aos vinculos de primeira
classe. A generalizacgdo do método para os vinculos de segunda

classe fol desenvolvida por Senjanovic (41).

Da mesma forma, a quantizagdo de Fradkin e Vilkovisky(42)
aplica-se em principioc aocs vinculos de primeira classe.
A generalizagdo aos vinculos de segunda classe foi

desenvolvida por Batalin e Fradkin ( 43 ).

0 tratamento usual dos vinculos de segunda classe consiste
de redefinir os parénteses de Poisson, de tal modo gque uma
observavel e um vinculo de segunda classe possuanm parénégs nulos
entre si. Estes novos parénteses sdo conhecidos como parénteses

de Dirac (44).

Mostramos em (4) que o projetor pode também ser definido no



espage simplético. Quando isto & feito, descobrimos gque este
operador define uma 2-forma simplética degenerada. Como & bem
sabido, uma 2-forma degenerada define uma variedade

pré-simplética (45). Como consequéncia, o projetor determina os

parénteses de Dirac compativeis com os vinculos de sedgunda

classe (46).

A gquantizacdc das variedades pré-simpléticas & tema atual
de pesquisa. Os espagos pré-simpléticos surgem naturalmente, na

dinamica relativistica (47) e nas dindmicas dependentes do tempo

(48), além dos sistemas hamiltonianos generalizados ( 49), e nas

teorias dos campos de gauge (50).

A gquantizac8oc dos sistemas pré-simpléticos, via mergulho
coisotrdépico em uma variedade simplética, fol desenvolvida por
Gotay e Sniatycki (51). ©O projetor. define uma variedade
coisotrdpica, via projecdo da 2-forma simplética.

Assim, ao introduzirmos os projetores na geometria
simplética abrimos um amplo campo de aplicagdes do nosso método
aos problemas atuais, como a geometria simplética das cordas

(52) e a cohomologia da carga BRST (53), (54), ( 55). A

geometria simplética permite uma formulagcido da mecénica
hamiltoniana‘ manifestamente invariante face a transformagdes
candnicas. Por este motivo, o espago simplético apresenta-se
como uma alternativa para a formulacgio manifestamente
invariante das teorias das cordas. Nestas teorias, o
espago-tempo e as varidvels fantasmas s30 tratadas como
variaveis Fhamiltonianas. A formulagdo de uma geometria

supersimplética & necessdria para uma formulagio covariante da

10



teoria das cordas.

0 método dos projetores adaptadoc aoc espago supersimplético,
visando o estudo de cordas, serda um dos temas de pesquisa a ser
desenvolvido a partir desta tese.

Um ocutroc estudo a ser implementadc com a ajuda do projetor
refere-se a definicdo de classes de medidas p e v associadas a
um espa¢o de Hilbert intrinseco & variedade simplética. Esta
pesquisa situa-se no quadro da gquantizagao geométrica
desenvolvida por V.Guillemim e S.Sternberg (56). Estes autores
propuseram um projetor ortogenal, no é;;;go de Hilbert
intrinseco associado & variedade simplética. O estudo da relagdo
entre o nosso projetor e o de Guillemin-Sternberg poderd ser

itil na formulagdo da geometria diferencial do espago de

Hilbert, outro tema gque pretendemos desenvolver.

11



CAPITULO 1
PROJETORES E PRINCIPIO VARTIACIONAL
1- INTRODUCAO

No presente capitulo introduzimos o método de projecido
ortogonal, na formulacgdo de um principio variacional
generalizado para sistemas ndo-holdnomos. A generalizag¢do do
principio variacional aos sistemas submetidos a vinculos né&o
integraveis foi desenvolvida, por outros métodos, por Saletan e
Cromer (20}.

0 ;gzéulo das variacdes com condigdes suplementares &
conhecido como o© problema de Lagrange, e & um dos mais
importantes problemas do calculo variacional (Rund 21 pag 323).

0 problema de Lagrange néb pode ser aplicad;_airetamente
aos sistemas ndo-holdénomos, porgue dele ndo obtemos o principio
de D’Alembert, como veremos.

Para formularmos o problema de Lagrange nao-holdnomo,
construimos um projetor ortogonal, gque seleciona as curvas
compativeis com os vinculos. A construgdo e uso da projegio
ortogonal na mecénica classica foram propostos pela primeira vez

por C.M. do Amaral, com o objetivo de ndo eliminar coordenadas,

no tratamento dos sistemas holdnomos ( 1 ). A extensao do método

aos sistemas n3o-holénomos foli por nds realizada em ( 2 ).

12



Comegamos a eXposicdo estabelecendo a diferenca entre
sistemas holdnomos e ndo holdénomos. Estudamos o problema de
Lagrange e mostramos a sua inconsisténcia gquando aplicado aos
sistemas ndo inteqgraveis . Passamos em seguida a descrever a
construgdo do projetor, procurando desde o inicio empregar a
notagdo da geometria diferencial.

Com a selegdo das tangentes ds curvas variacionais, obtemos
as equagdes de movimento oriundas de um principio variacional
nioc-holdnomo. © resultado obtido mostra gue o vetor de
Euler-Lagrange & um vetor nulo do projetor.

Estudamos aguli os sistemas com lagrangeanas L(x,X) nao

singulares :

a°L
det ——| 0 . (1.1)
ok’ axM

A relagdo do projetor com as lagrangeanas singulares sera
discutida no capitulo III.
No nosso método, as coordenadas cartesianas ortogonais séo

usadas por 1mpossibilidade de efetuarmos uma transformacgdo de

coordenadas, devido & ndo-integrabilidade do sistema de
vinculos. Assim, comecemos pelo estudo das coordenadas
generalizadas.

2- COORDENADAS GENERALIZADAS
Consideremos um sistema mecanico composto de P particulas

independentes. As coordenadas cartesianas retangulares destas

13



particulas serfo representadas por x¥ (v =1,...,8 = 3P ).

0 problema do movimento & resolvido se conhecermos as N
coordenadas como funcgdes do tempo, t. O problema também sera
resolvido se escolhermos um outro conjunto arbitrario de

coordenadas,

d, qd4, r-+->9 - (1.2)

Em certos casos podemos expressar um conjunto de
coordenadas em fungio de outro conjunto,
x* = ¥ { a

Qyeevsd ) - (1.3)

1’

Para isso, & necessari®é gque o jacobiano

atH

det ———| i mv = 1., (1.4)

g q

tenha posto n, isto &, a matriz acima deve possuir ~ linhas
independentes.

Na transformagdoc (1.3), passamos de um conjunto de «
coocrdenadas cartesianas retangulares para um conjunto de N
coordenadas arbitrérias.

Entretanto, se o sistema de particulas estiver submetido a
¥ vinculos integréaveis ( holdnomos ), & possivel caracterizar a
posicdao do sistema por um conjunto de s = ¥ - u coordenadas
arbitrarias independentes q, (i =1,...,5s =N — ¥ }, de tal modo

que as coordenadas cartesianas retangulares sejam expresssas em

14



fungao das novas coordenadas,

= 1 a, ae..,d ) i (1.5)

neste caso o jacobiano deve ter posto igual a s = N - K, O que
expressa o fato de existirem ¥ equagdes de vinculos entre as
1%
coordenadas X.
As coordenadas arblitrarias independentes sdo chamadas de
coordenadas deneralizadas, e o numero s coincide com o nimero de
graus de liberdade do sistema, 1isto &, com namero de

deslocamenteos infinitesimais independentes,

3- ESPACO DE CONFIGURA(;XO

0 espagoe de configuragdo & formado pelo conjuntec das
coordenadas generalizadas ( q,9d,, ---r9q ), no qual cada ponto
representa o sistema de P particulas, sujeito a u vinculos, em
um determinado instante. A evolugdo deste ponto com o tempo
representa o movimento do sistema ao longo da curva descrita

neste espaco pelo conjunto de funcgdes

q =q(t); a=qg(t);...7 q, = q,(t). (1.6)
Estas equacgdes representam a solucdo do problema dinamico.

As propriedades geométricas ( métrica, curvatura, conexio
,etc. ) do espago de configuracdo holdénomo, ndo relativistico,
coincidem com as propriedades deométricas de uma variedade

riemanniana s-dimensional com métrica positiva definida. A
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interpretacdo fisica da geometria diferencial intrinseca do
espago de configuragdo pode ser encontrada no trabalho clissico
de J.L.Synge " On the Geometry of Dynamics " (24).
4- VINCULOS NAC HOLONOMOS
Se os ¥ vinculos formarem um sistema n&o integravel, o
processo de transformagdo de coordenadas ndo podera ser

realizado, mas o nimero de graus de liberdade serd ainda

S = N - M , (1.7)
e portanto teremos mails coordenadas do que graus de liberdade .
Como consequéncia, notamos dois fatos fundamentais :

1} O principio de ag¢do estacionédria n3o pode ser aplicado
de modo imediato;

2) A geometria diferencial do espag¢o onde se realiza a
dindmica ndo mais coincide com a geometria riemanniana com
métrica positiva definida.

A existéncia de vinculos que ndo impdem restrigbes nas
posig¢des do sistema mecdnico sd fol reconhecida em 1894, quando
Hertz introduziu a distingdo entre vinculos holdnomos e néo
holénomos (9). Até entdo, supunha-se que se as coordenadas
fossen indé;;;dentes, as suas varliagbes também o seriam. Isto &
verdade apenas no caso dos sistemas integréaveis.

Nos sistemas ndo-holdnomos dqualquer posigdo do espago de
confiquragdo original pode ser atingida, porém =sd por
determinados caminhos, compativeis com os vinculos,

Vamos ilustrar este fendmeno com um exemplo simples, e

bastante conhecido.



5- EXEMFPLO

0 protétipo de um sistema mecénico submetido a vinculos néo
integraveis é o de um disco de raio R que rola sem deslizar em
um plano horizontal.

As coordenadas necessarias para descrever a posigao do
centro de massa do disco, sdo cinco:

( x, v ) para determinar a posigdo do ponto C de contato
do disco com o plano; o angulo ¥ que define a rotagdo do disco;
o angulo ¢ entre a tangente ao disco no ponto C e o eixo dos x;0
angulo © que indica a inclinagdo do plano do disco em relagdo ao
planc (x,v}.

Assim as cinco coordenadas determinam um espago de
configuracdoc 5-dimensional. O vinculo consiste na condigdo de
rolamento sem deslizamento. Esta condig¢do se expressa pelo
conjunto de equagdes diferenciais

dx = R cos¢ dy , (1.8)

dy = R sen¢ ay . (1.9)

Mostraremos gque dqualquer posicio do espago 5-dimensional
pode ser atingida sem violar as restrigfes acima.

De fato, consideremos um ponto inicial P (Xo’yb'%f¢5'9&
e um ponto final P qualquer (xl,yldh,¢lﬁa). Atingiremos P,
partindo de P s usando o seguinte procedimento:

Primeiro rolamos o disco até ao ponto ( x ,y ) ao longo de

um arco no plano (¥x,y), de comprimento

AL =R (Y -9 +2ku), (1.10)

17



onde k & um nGmero inteiro arbitrdrio. Em seguida, giramos o
disco em torno de uma perpendicular passande por C no ponto
(X1’Yﬂ' até atingirmos o &angulo ¢ . Finalmente inclinamos o
disco até a posicdo 8. Deste modo, gqualguer outra posigdo pode

ser atingida.

6-GRUPO DE HOMOTOPIA
0s vinculos nao-holonomos condicionam as velocidades e néo
as posigbes. Portanto existem curvas gue devem ser excluidas do
principio variacional porgue suas tangentes violam os vinculos.
como conseguéncia, nem todas as curvas serao
topologicamente equivalentes. Isto &, uma curva gue obedega aos
vinculos ndo pode ser deformada continuamente em outra que
viole os vinculos. Topologicamente isto significa gue uma curva
fechada ndo pode ser reduzida continuamente a um ponto. Podemos
ilustrar este fato com o exemplo do disco.
Consideremos o plano R?, onde estd a proje¢do da
velocidade do centro de massa do disco. 0 vetor velocidade, de
acordo com as equacdes de vinculos (1.8) e (1.9), pode ser

escrito localmente como

dx dy
s~ = cos¢(x,Y)

= sen¢(x,y) , (1.11)

ol
n

onde ds = R dy .
Assim podemos escrever o campo de velocidades definido em cada

ponto do R® :



V = 0 cos¢(x,y) + V seng(x,y) (1.12)

]
onde U e v s&0 vetores unitdrios ortogonais.

A funcdo V pode ser singular em um determinado ponto do R®.
Vamos supor que o disco execute um circuito fechado 7, no
plano(%,y). Assim V & uma aplicag8o do circuito fechado 7 do
espago fisico em um circulo s’ , como se verifica na fdrmula
(1.12). A cada volta completa , do vetor velocidade, no espacgo
fisico, corresponde uma volta em s. Entretanto, o circulo
s'nao depende do raio do circuito 7. Se ¥ for deformado
continuamente em um circulo de raio £ infinitesimal, a variag&o
de V continuar& a ser 2nN . Logo a fungdo V & singular no ponto
€ =0, para N #= 0.

Em topologia o nimero N estd relacionado com o primeiro
grupo de homotopia do circulo Hi(sl), gque & isomorfo ao grupo
dos inteiros Z. Isto quer dizer que o espago ndo & simplesmente
conexo.

E interessante observar que a férmula (1.12) coincide com
a de um spin planar de mddulo unitdrio. A teoria de homotopia &
aplicada neste caso para descrever os defeitos de um meio
ferromagnético. Para tal descrigado ver Nash (op.cit. 29), pag
244. o

A estrutura topoldgica ndo trivial do espago né&o holdnomo
revela-se pela existénecia de conexdes ndo métricas, ndo
integraveis, como veremos no capitulo 2 . Este & o mesmo tipo de
fenémeno gue ocorre no monopdlo magnético, nos instantons e no

efeito Bohm-Aharonov, e de modo geral nas teorias dos campos de
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gauge. No caso ndo-holénomo a multiconectividade do espago &
induzida pelos proéprios vinculos.

A estrutura do espago de configuragdo do disco que rola sem
deslizar & a seqguinte: um cubo tri-dimensional com os lados
opostos identificados e parametrizado pelos angulos (¥, ¢, 8),
do planoc (X,Y) Este & um espago fibrado, representado pelo
produto topoldégico local

M =R xT , (1.13)

onde R° representa o plano cartesianc e ™ = g x s x s
representa o toro tri-dimensional, como produto topoldgico de
trés circulos S'. © espago de configuragdo neste exemplo & um
espagco 5-dimensional tendo por base um espago cartesiano
2-dimensional, e por fibra o T,

No caso holénomo, a estrutura topoldgica do espago de
configuracdo & mais simples. Como exemplo, o© espago de
configuragdo de um péndulo duplo & um 2- toro P = s x g

obtido com a eliminagdo de duas coordenadas.

7- CLASSIFICACAO DOS VINCULOS
Consideremos N particulas cléssicas descritas por um
sistema de coordenadas cartesianas retangulares. O vetor posigéao

da v-ésima particula e o vetor velocidade sd@o escritos como

r, =x,i +y,i¢ ka ;7 v =1,...,N (1.14)

fv = kvl + ij + zvk . {1.15)
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Um vinculo diferencial ou cinematico & expresso pela equagdo

¢(t, r

IR SRS o . ) =0 . (1l.16)

Um vinculo é dito finito ou geométrico se ndo depende

explicitamente das velocidades

£(t, r, ) =0 (1.17)

0 vinculo diferencial mais comum nha mecédnica depende
linearmente das velocidades,

N
$( t,r,t,) =Ye t, +D=0, (1.18)

onde e, pode ser visto como a v-é&sima componente de um vetor
r—dimensional, gue em geral depende da posigdo e do tempo. A

funcdo D pode também depender da posicio e do tempo

Um vinculo finito impde restricgdes sobre as coordenadas de

posicio. Um vinculo diferencial impde restrigdes sobre as
velocidades. Cada vinculo finito do tipo (1.17) origina um
vinculo diferencial, por derivagio temporal

. d f
il t’rV ) =Y VvV T i‘V A o , (1.19)
onde
8 f a f 4 f
vvf = i+ j o+ kK . (1.20)
3 XV a yV d z

0 vinculo diferencial (1.19) & chamado integravel ou
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holénomo. O vinculo (1.18), dque ndo resulta da diferenciagio de
uma fungdo & chamado de ndo-holdénomo.

Os sistemas submetidos a vinculos finitos ou diferenciais
integrdveis s&o chamados de sistemas holénomos. Os sistemas
submetidos a vinculos diferenciais ndo integraveis s&o chamados
de nio-holdnomos.

Observamos gque a existéncia de vinculos ndo integraveis
isoladamente ndo define o sistema como ndo-holénomo. Em certos
casos & possivel, por uma combinagdo adequada, tornar o sistema
completamente integriavel. O estudo da integrabilidade de um
sistema de vinculos diferenciais (1.18) reduz-se ao estudo das
condigdes de integrabilidade do sistema pfaffiano

' =Y e

Este sistema & completamente integravel se

J

; ax’ = o . (1.21)

ef 5 e’ - e's ef = et . {1.22)
[ R 4 wyv L v
K, Ly, J = 1,...,08 , V = 1l...,K

JK . '
onde CL & uma constante. Um estudo destes sistemas, usando a
linguagem da moderna geometria diferencial, foi desenvolvido por

Hermann {57).

8- EQUAQ@ES DE MOVIMENTO

Estabelecemos aqui as equagdes de movimento de um sistema
conservativo descrito por ~ coordenadas ¥’ e submetido a u
vinculos ndo holénomos (1.21). Para simplificar, consideramos a

lagrangeana ha forma
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L= T(x,%) - v(x") (1.23)
onde T(xv,kv) representa a energia cinética e V(xv) o potencial
externo.

Em alguma ocasides usaremos a notacdo compacta
8 a d

14 v "t dt

a =
v v

[}
Ht

e sempre a convencdo de Einstein sobre a soma de indices
repetidos.

As equacdes de Euler-Lagrange tomam a forma

d,9,T - 3,T=0Q +F, , (1.24)

onde Q, = —avv s8o as componentes da forgas externas
conservativas e Fv sdo as componentes da forgas de vinculos.

Estas equacdes sdo reescritas usualmente na forma

d,8,L - 8,L = & 8,9 , (1.25)

onde A= AJ(X,X) sdo os multiplicadores de Lagrange. O sistema
de equacgdes acima, junto com as equagdes de vinculos, formam um
sistema de N + ¥ equagdes gue permitem determinar as N + ¥
incdégnitas XV,AJ. A dedugdo destas equagdes, entretanto,nio &
satisfatdria, uma vez que nd3o parte de um principio de acdo
estaciondria. As equagdes (1.25) s&o aceitas devido ao sucesso

empirico, de acordo com Rund ( 21 pag 355).
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Examinamos a seguir o principio variacional sujeito a

condicdes subsidiidrias, nao integréaveis.

9-PRINCIPIO VARIACIONAL
0 problema consiste em determinar a curva dque além de
satisfazer as condigdes (1.21) torna extrema a integral de agao
S(C):
L2
S(I') = | L(x ,%")dt . (1.26)

t
1

0 estudo deste problema tem interessado um grande numero de

fisicos e matematicos desde os trabalhos de Bolza (58),e tem

sido reexaminado de tempos em tempos. Entre essas revisdes
podemos citar Carathéodory, Morse , Saletan e Rund, como ja
mencionamos na Introducgéao.

Procuramos obter as equag¢des (1.25) comparando os valores
de S{I') segundo um conjunto de curvas compativeis com os
vinculos. Assim consideramos uma familia de curvas
caracterizadas por um paré@metro £ , de tal modo que cada curva é
determinada pela edquagio:

xV = ¥(t,e) ; (1.27)

a curva que extremiza S(I') corresponde por escolha a & = 0 ¢

xV= xv(t).
Uma curva vizinha a curva extremal & dada por

x’(t,e) = x7(t) + & 27 + 0(g”) (1.28)

)
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v s s
onde 17 = 5 = ; & diferenca,

sx” = x”(t,e) - x°(t) = ¢ 0 , (1.29)

chamamos de variacfo virtual.

As tangentes também diferem infinitesimalmente:

x/(t,e) = x(t) + e 47 + o(s") , (1.30)
” 8 %V
onde o= |€:0 ; o deslocamento virtual & definido por
AxV= (%Y (t,e) - %7 (t))at = & #7dt . (1.31)

No caso holdnomo as variacdes virtuais pertencem ao espaco
dos deslocamentos virtuais. De fato, consideremos a variacdo
virtual de um vinculo holénomo, esclerdnomo,

sf’ = 3VfJ(x)8xv = a)sx’ . (1.32)

Considerando as equacgdes de vinculos (1.21), observamos gue
6b¢J(x,k)AxV = e;Ax =0 (1.33)

~ J J
No caso holdénomo temos ev = a

. J J
pr bois aﬁ¢ (x,%) = avf (x).

Esta igualdade significa que as variagdes virtuais s&o

f = ~ - a~ J J
ortogonais as foérgas de vinculos. No caso n&o-holonomo a, * e,
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e como consequéncia as variagdes virtuais ndo coincidem com os

v v
# 83X

deslocamentos virtuais: Ax
Considerando gue o principio de D’Alembert expressa o

trabalho realizado em um deslocamento virtual,

E ( 4.8,L - 8, L) ax" =0 , (1.34)
mostraremos gque o principio variacional convencional ndo se
aplica aos sistemas diné&micos naoc holdnomos.
Efetuemos as variagdes da integral de agdo considerando
extremos fixos, para simplificar:
nv(tl) =a"(t) =0 .

&

Substituindo (1.28 ) e (1.30 ) na integral de agdo (1.26) temos

t
2
S (g) = [ L ( x7(t) + ¢ 773 £7(t) + ¢ 47)dt, (1.35)

t
1

e expandindo o funcional em torno da curva extremal temos

8 5

S(e) = 8(0) + & 57— [

+ 0o( %) . (1.36)

Deste modo identificamos a primeira wvariagdo de S como

88 = & —5— |€=0 ¥ (1.37)

e calculando a derivada do funcional S no ponto e£=0 temos
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t
a s 2 » »
- |e=o = )V: [avL‘n + 31’)1' h :Idt . (1.38)
t

Integrando o segundo termo do lado direito de (1.38) por partes

obtemos

t
2 t 2
v, v 2_ v
.[apL hodt= [ n apL]t J [ n dtapL }dt . (1.39)
t

0 primeiro termo & nulo devido & hipdtese de extremos fixos.

Substituindo (1.39) em (1.38 ) e multiplicando por & temos:

t
2
v
sS =[ E [ d,8,L - 8 L dt ]en dt = 0 , (1.40)

t
1

e tendo em conta ( 1.28) ficamos com

t
2
[ D [ d.9,L - 3 L dt ]vadt =0 . (1.41)
v
t

1

Reescrevendo o integrando de forma compacta temos a condigdo de

estacionaridade da acgdo
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2 2
eJ ¥ Evnvdt = J D Evaxvdt =0, (1.42)
t Y t VY
1 1
com E, = dt aﬁL - BVL representando o vetor de Euler.

1t

Se o sistema for holdnomo temos axv AxY e portanto obtemos o

principio de D’Alembert

2 v
J L EAx dt = 0 . (1.43)
t

No caso nao-holénomo este procedimento ndo pode ser
efetuado pois AxY # sx”. Isto &, ndo obtemos o principio de
D’Alembert.

A férmula (1.42 ) pode ser vista como um produto escalar
entre os vetores E de Euler e 1, cujas componentes sio
respectivamente Ev e nv, v = 1,...,8. Com esta observacgio,
podemos formular um principio variacional generalizade valido
também para sistemas ndo holdnomos. Para isto temos gue obrigar
as variacgdes virtuais sx’ a pertecerem ao subespaco ortogonal a
EV. Isto pode ser realizado com uma formulagio deométrica, como

a descrita a seguir.

10- CAMPOS VETORIAIS
Considerando a forma da equag¢des de vinculos (1.21), vemos

que as restrigdes sdo impostas no espago tangente:

J

¢’ = e;( x,%) ¥’ =0 (1.44)
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J=1,...,6 ; ¥V = 1....,N.

-

Podemos gerar ® contravetores em cada ponto (x,%), a
partir do gradiente em velocidades, supondo vinculos homogéneos
nessas varidveis:

J J

e x,%) =0 . 1.45

Ll X%) = 3,0 (1.45)
As componentes e; serido definidas em relagdo a dada uma

base do espago ambiente, composta de ~ tensores linearmente

independentes gue serdo designados

| a¥ > ; u=1,...,n (1.46)
0 espago ambiente pode ser dotado de um tensor métrico

definido pelo produto escalar
< a“]av> = guv , {(1.47a)
com a dualidade definida por

a¥ > =38 . (1.47b)

Desta forma associamos a cada equacgdo de vinculo (1.21) um
' J . -~ . -
campo tensorial | e > cuja representagado na base ambiente &

escrita como

e’y = | a¥ >e; , (1.48a)
J=1,...,4 ; v =1,...,¥
cujo dual & representado por
<e | =¢<al. (1.48D).
K K il
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Assim o produto dual local implica em

J
1%

- 43 J J
= e, eu = SK . (1.49)

Como as equacdes de vinculeos (1.21) sdo independentes,

J v
| >=¢e" <a | a’>e
4 K u
J v . v
os |e’> formam um espag¢o linear ¥—-dimensional local.
Para gerarmos uma base completa, utilizamos r-u vetores

arbitrarios, 1linearmente independentes, cuja representagdo na

base ambiente &

ley = | a* >e; , (1.50a)
i = 1,..,84, 4 =1,..,N,
com o respectivo dual
<e|=et<a]. (1.50b)
i i 43

Vamos supor ortogonalidade local entre © espago interno,
designado pelas letras romanas minGsculas, e © espago externo,

designado pelas romanas mailGsculas
i J. _ _id _

e e > =e"e =0 . (1.51)

No espaco externo temos um tensor métrico local bem definido:

< el &’ > = eKue; = gKJ(x,k). (1.52)
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Com o auxilio de g, podemos definir os campos vinculares
covariantes
14
IeJ > = |e >gKL. (1.54)
Cabe aqui uma observag8o:adotamos a regra de soma dos Indices
repetidos, em diagonal descendente da esquerda para a direita v

Esta notacdo & Gtil, como veremos na definig¢do do operador de

projecgéo.
Se definirmos a base < a, | como um campo vetorial local do
espaco tangente,
a
<al| = ’ (1.55)
33 3xu

temos a 1-forma dual

[ a > = axt (1.56)

7

cujo produto dual & definido pela convengdo usual

<a | a >=32 . (1.57)

Assim os campos tensoriais locais associados aos vinculos podem

ser escritos como

e’ > = dxue:l , (1.58)
— A lt
| e > = dx €, 7 (1.59)
J Ju g
<el =e , (1.60)
axt
p 8
<e|=e (1.61)
y T oaxM
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As 1~ formas associadas aos vinculos ser3o definidas de modo
geral de acordo com (1.58) e (1.59). E os campos vetoriais, como
(1.60) e (1.61).

12~ 0 PROJETOR

i

J J .
As componentes eu e suas reciprocas e podem ser obtidas

por projegdo do vetor local sobre o vetor do espacgo ambiente:

K _ b K _ K
< avl e > = < av| a” >e =e (1.62)
< eJIav >s=eM<a|a’>=¢eV. (1.63)

O operador de projegdo & definido pela propriedade de

idempoténcia (59). Assim definimos o projetor sobre o espacgo

externoc como

Q(x,k )= 1 e >< e |, {(1.64a)
ou seja,
a
Q= dxueJ ev ; {1,64b)
Hod g &Y

-

portanto o projetor & um tensor do tipo ( 1,1 ).
Os tensores induzidos pelos vinculos sdo auto-tensores do

projetor, como pode ser verificado diretamente:

K J K K
Q(x,% )| e > =] e >< el e > = e >, (L.65)
e como consegquéncia.
2 J
Q° =l e’ ><e lef ><el =l e’ ><el (1.66)

Usando (1.62) e (1.63) determinamos as componentes do projetor:
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0
Ll =
1
A
()
<
©
W
=
v
[}
]
o
=

(1.68)

onde aﬁ € a funcdo delta de Kroneker. Com esta definigdo,

P opt J -

verificamos que as l-formas | e > sdao os tensores nulos de A:
J

Aje >=0

r

(1.69a)
ou, em componentes,
TR
A e, =0 . (1.69b)
A ag¢do dual de A se escreve
<e'la=o0, (1.70a)
ou, em componentes,
e’AV = o (1.70b)
11
Com o

auxilio de A as componentes das velocidades
compativeis com os vinculos serdo escritas como

*
%’ = k“AZ (1.71a)
e
£ =AM % b
, =R, (1.71b)
onde i”

& uma velocidade arbitraria. De fato vemos gque (1.71a)
obedece a equagdo de vinculo tendo em conta (1.69a):

*
e’ = %MAVe’ =0 .
v uw v 2

(1.72)
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concluimos que os deslocamentos virtuais e as variacdes virtuais
devem pertencer inteiramente ao espago interno e portanto devem
ser escritas como

*

*
AxY = Ax“AZ . sxV

= ax“Az , (1.73)
v Vo . . .
onde AX e 8x s3o arbitrarios.
12- PRINCIPIO VARIACIONAL GENERALIZADO

Consideremos a integral de acgio

2
s = | 1 (x,%) at , (1.74)

t
1

e efetuemos as variagdes de acordo com (1.73):

2 ST )
35 = | 8x  E, dt = 0 , (1.75)
tl
ou seja t,
[ ax“AZEvdt =0 ; (1.76)
t

H

como os 8x sdo arbitrarios podemos escrever

V —
Au Ev =0, (1.77)
portanto o vetor de Euler & um vetor nulo do projetor.

Explicitamente,

AY [ d, 9,L - oL ] =0 , (1.78)
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M, = 1,..,N,

O conjunto de equagdes (1.78), Jjunto com as equacgdes de
vinculos (1.21), determinam completamente o movimento do sistema.
Mostraremos que as equacdes (1.78) sdo as equagdes de

movimento provenientes do principio de D’Alembert:

E, = 8,¢°A, . (1.79)

Usando a propriedade de complementaridade do projetor

(1.68), reescrevemos (1.77) como

E, =0, E,, (1.80)
e de (1.67) temos
1% _ J v _
Qu Ev = eu e Ev eM < eJ| E > . (1.81)

O produto escalar em (1.81) & a componente da forga de vinculo

na diregdo < e |, e portanto

J
E =¢e A = 8.¢°A_ . 1.82
" g AT 98 ( )

Assim os usuais multiplicadores de Lagrange AJ sdo as
componentes das for¢as de vinculos, escritas no referencial
local. Observamos que esta formulac¢do do principio wvariacional

nos fornece as equagdes de movimento corretas, na forma

encontrada por Whittaker (60).

13- EXEMFLOS
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PRIMEIRO EXEMPLO

Como ilustracdo do método consideramos um exemplo cléssico
de sistema ndo-holdénomo. O sistema consiste de um par de
particulas de massas iguais M = 1, cuja distdncia relativa a &
admitida constante. O sistema & suposto mover-se em um plano
vertical sob agdo de um campo gravitacional constante, de modo
gue a velocidade do centro de massa seja sempre colinear com o
vetor dque une as duas particulas. Este & o modelo de um "patim®
idealizado. Existem dois tipos de vinculos: a) holénomo e b) nio
-holdénomo.

A lagrangeana do sistema em coordenadas cartesianas tem a forma

1
- 2 2 2 2 -
L = > ( kl + kz + k3 + k4 ) g ( x, + X, ) . (1.83)
e os vinculos sdo expressos pelas equagdes
1
2 2 2
a) > [ ( x-x )"+ (x, - x) - a ] =0, (1.84)
¥ + % X =X
2 1 2 1
b) = ; (1.85)
X + 3 X - X
3 4 3

onde ( X1’X3) e (xz,x4) sdo as coordenadas cartesianas de
cada particula no plano e (kl, X3) ' (X2,24 } as velocidades.
Definindo ( xz-xl) = u e y2-—y1) = v temos as eqgquacgles de

vinculos na forma diferencial
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¢ = -udx + udx, - vdy, + vdy, = 0 , (1.86)
$° = -vdx - vdx, + udy, + udy, = 0 . (1.87)
Os vetores locais < eJ[ tem componentes

= ( -u, u, =v, v ) , (1.88)

=( -v, -v, u, u ) , (1.89)

e possuem a mesma norma 3

e>=2(u2+v2)=2a2. (1.90)

O projetor tem a seguinte representacdo matricial

v - u 2 vu
1 0o -
2 2
a a
2 2 2 vu
v u 1 - 0
2 8.2
_ 1 a 2 uv vi- u? . (1.91)
Q - 0 — 1 -—
2 2 2
a a
2 uv Vz'- 112
- > 0 - > 1
a a

Aplicando as equagdes e movimento (1.80), obtemos o sistema
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vi-u
1 % 2 vua
X; = + > 2 — { k; +qg) , (1.92)
2 2a 2 a
X vi- u?
2 % 2 vu
k; = + > 1 - k; +g ), (1,93)
2 2a 2 a
- 2 2
X_+g v u 2 vu
%X +g-= - ——— (%, +4g) - —— % ,(1.94)
3 2 2 2 1 2 g 2 2
* 2 2
x4+g v u 2 vu
X +g= - —— (k. +g) - —/8 %I . (1.95)
4 2 222 3 2 a2 1
Definindo b = i{+ iz e gq = k5+ k4, somando e subtraindo (1.92) e

(1.93), obtemos as eqguagdes
uﬁ + 2vg + v& =0 , (1.96)
t'v —-uv+’ =0 . {(1.97)
Estas equagdes, junto com as equagdes de vinculos
v: + u® = a° ' {(1.98)
by - qu = 0 . {1.99)

determinam o movimento do sistema, e coincidem com as equacdes

encontradas por Gantmacher (61, pag 24 ).
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SEGUNDO EXEMPLO
Como segundo exemplo consideremos um disco de raio R rolando
em um plano horizontal obrigado a permanecer na vertical. Os

vinculos neste caso s8o escritos na forma

1

¢ = %kcos(x) + ¥sin(x) -Ré =0 |, (1.103)

¢2 = ksin(x) = ycos(x) = 0 , (1.104)
onde x y s8o as coordenadas cartesianas do centro de massa , @ é& o
angulo de rotagdo do disco e ¥ & o angulo entre o disco e o eixo
dos xX. O primeiro vinculo expressa a condigdo de rolamento puro. 0
segundo vinculo determina gue a velocidade mantenha-se na linha da
projec¢do do centro de massa no plano x-y.

Na auséncia de forgas externas a lagrangeana tem a forma.

L=1/2[ I6% + J%° + ME + §9)]

, (1.105)
e a hamiltoniana correspondente se escreve
2 2 2 2
Pe px p_ PY
H = + + + . (1.106)
21 2J 2M 2M

O projetor tem a seguinte forma matricial:
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r -
R’cos’y R°cos2y R cos ¥y 0
(1 + R®) 2(1 + R?) (1 + R%)
R°cos2x R%sin’y R sin y 0
2 2 2 -
= : + +
A 2(1 + R) (1 + RY) (1 + R%) (1.83)
R cos ¥ R sin % 1 - R® 0
(1 + R%) (1 + R%) (1 + R%)
| 0 0 0 1
Os momentos canonicos s&o
Hx = Rcosy Py > HY = Rsiny Py > He = Py > Hx = px J(1.84}
onde usamos
8 L
= A" . (1.85)
8 X
1%
A hamiltoniana vinculada pode ser escrita
*
H = (/2[R /M + 1/Dpg + /e, (1.86)
as equagdes canénicas tomam a forma

. 2 .

8 = (R/M + 1/I )P, x =(1/3p,, (1.87)
Pe = 0 s ?x =0 (1.88)
cujas solugdes sdo imediatas:

g = wt + W, s ¥ = Qt + Qo .
(1.89)
Py = const , px = const
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CAPITULO 2

GEOMETRIA NA0-HOLONOMA -

1- INTRODUCAO

De acordo com Klein, uma gecmetria pode ser definida por

meio dos invariantes do grupo que age sobre uma variedade (62).

cartan (63) @ foi o primeiro a propor a generalizagdo do

conceito de Klein. Esta generalizacgdo consiste em definir a
geometria por meio dos deslocamentos isombérficos de uma
geometria local, ao longo das curvas de uma variedade
subjacente. Assim foram estudadas a geometria riemanniana, a
geometria afim, a geometria projetiva, e a conforme. Cartan
também estudou vdrios casos em que o© espago local possuia

diferentes grupos de transformacdc ( 27).

0 estudo da geometria nd@o-holdnoma como uma geometria de
Klein generalizada fol realizade por Vanderslice (17).

0 postulado fundamental desta geometria r;;;re—se aos
deslocamentos infinitesimais compativeis com uma curva do espacgo
subjacente rx~dimensional AN. Vamos construir este postulado com
o projetor, introduzido no primeiro capitulo.

Consideremos uma familia de curvas de A~ passando por um

1

pento X, em cada direcgd@o %" representada localmente por

t ., (2.1)

O deslocamento infinitesimal compativel com os vinculos, na direcgédo

P a0 QO‘Vu}O GL\"AIOV CAINAT G
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serd escrito com a ajuda do projetor:

* _ v, i
ax"” = ax’ab (2.2)
v o v I
onde dx = lim & o 0 1/e ( x (t+e) x (t)).
Como vimos no primeiro capitulo,
T | P ey |
AV = SV e, e (2.3)

sdo os elementos de matriz do projetor, escrito em coordenadas
. J .
do espago amblente,e (%i as componentes das 1-formas locals,

definidas pela restricdo.

| e > = dxue; = 0 (2.4a)
J = 1. * IH
3

e 0% e? sdo as componentes dos campos vetoriais dualis:

<e | =¢e" " (2.4b)

(2.5)

Desta forma 1introduzimos naturalmente o projetor na geometria

njo-holdénoma.
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2- CONDICOES DE INTEGRABILIDADE
Consideremos o subgrupo dos deslocamentos infinitesimais

compativeis, ao longo de um paralelogramo de lados axM e sxM.
Este subgrupo foi chamado por Cartan de grupo de Lolonomia.

Se o0s deslocamentos, como grupo, reduzirem-se a identidade)

dizemos gue a curvatura & nula na regiio. Usando o postulado

(2.2), obtemos

o

T v, o VAl a0 PV
AX 3 (Ax Av )A“ A (8x AV )Au AX"Ex va 3 (2.6)
onde
R® = [aA”—aA”]A“ ] (2.7)
PV bV vop 1
Se Rgv = 0, o deslocamento infinitesimal & completamente

integravel. Neste caso a geometria & holdnoma na regido definida
pelo percursso. Se Rgv # 0, a geometria & ndo holdnoma. Portanto
o projetor contém a informagdo sobre a holonomia do espaco.

Se efetuarmos as derivadas em 2.7, tendo em conta (2.3),

chegamos & mesma expressio de Weyl ( 64 ) pag 717.

A integrabilidade de (2.2) implica em

* *
62xlu azxu

- - 0 . (2.8)
a xpaxv a xvaxp

No caso ndo holdnomo, chamamos o objeto definido por

8% xM* -
—— = -3 A" =T (2.9)
a xpaxv pv pY

de conexdo ndo - heoldnoma, A partir desta definicgdo verifica -se
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1
pv

conexdo afim, sob transformagdes de coordenadas:

facilmente que T transforma-se como as componentes de uma

Vv
8 x
x"1= x" (x });  ax”’ = ax! —— (2.10)
d x H
-1 a x¥ 3 xF — 3 x* a xM
s =[ T _— ] . (2.11)
pv axPr  ax¥r BT axP? ax"? ax”

3- GEODESICA NAO HOLaNOMA

Deduziremos a expressdo da geodésica ndo holdnoma, supondo
que o espago subjacente AN‘ possua uma conexdo métrica. A
geodésica ndo holdnoma por definicdo serda toda curva que torne
estacionario o comprimento do arco elementar e obedeca ao mesmo
tempo as restrigdes impostas pelos vinculos.

Ressaltamos neste estudo, que a variedade n&g holonoma &
mais geral do que a variedade riemanniana, pois possibilita a
coexisténcia de transporte paralelo métrico com transporte
paralelo ndo métrico. Achamos que a variedade ndo holdnoma pode
ser Util na descricdo geométrica das teorias unificadas como a
do eletromagnetismo com relatividade geral. A conexdo néao
holdénoma & independente da métrica da variedade ambiente, como

veremos a seguir,

Seja uma variedade ¥ - dimensional com coordenadas locais { x? }
(v =1,...8 ), cujo elemento de arco, positivo definido, é& dado
por
2 _ TR .
ds” = dx"dx guv ; (2.12)
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consideremos ainda os deslocamentos condicionados  pelas

condig¢des suplementares

J=1,..0 (2.13)

Esta equacgdoc obriga que a curva restringida seja ortogonal

em todos os pontos aos tensores locais. Assim as variacgdes deven

obedecer as equacgdes

8x“euJ= o . (2.14)

A variacdo estacionaria do arco (2.12) compativel com

vinculos nos fornece:
- vV, i
3 J ds J 3 Av axu ) (2.15)

v o .o
cnde & €& o primeiro tensor de curvatura.

Il
<3

e = &V 4+ M kp{uvp } = (2.16)

A
e A{u p } o simbolo de Christoffel de segunda espécie.

os

A solucdo estacicnaria de (2.15) consistente com (2.14)

sera, como Vvimos no primeiro capitulo ,

eHA¥ = o , (2.17)

com a condigdo adicional sobre as tangentes
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*
¥V = k”AZ . (2.18)

O problema reduz-se a achar um tensor de curvatura due
obedega (2.17) tendo em conta (2.18).
Derivando covariantemente a equagdo (2.18) ( ao longo de
uma geodésica compativel com os vinculos ) temos
v

® pyx| YV *
V¥ gPTgH {p y } = Al + %P g VAL 5 (2.19)

dispensando o uso do simbolo (*) e considerando (2.17) obtemos

v
.V P M % } _ v ] _
+ ¥ Xk v =0 2,20
x [ {ue A , (2.20)
onde Vpé a derivada covariante do projetor.
Este resultado & o mesmo encontrado por Synge, due

entretanto ndo usou o método de projecgdo (op.citl5s).

A derivada covariante do projetor em relacdo 4 métrica 9w

pode ser calculada diretamente :

. o o
v A, oh, + AP T Tohy

Os dois tltimos termos anulam-se pois sio as projec¢des de uma

mesma conexdo métrica no mesmo subespago 3

P px  _ P A% - - =
A vrap FavAp Fav rov °
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e portanto

v AP =5 AP
g v o v

coincidindo com a definigdo da conexdo ndo hol&noma (2.9)
vA =AY =-TV (2.21)

Assim a conexdo ndoc holdénoma & induzida Gnicamente pelos

vinculos, via projetor.

4-PARALELISMO
A variedade n&do holdnoma admite portanto paralelismo mais

geral definido por meio da conexdo

v ¥ v =V

= + 2,22
Pou = Tou * Tou - (2.22)

13 L] - 13 ~ - 13 []
O primelro termo & devido a métrica ambiente e o segundoc depende
Gnica e exclusivamente dos vinculos.

A propagagdo paralela de um vetor contravariante sera

) =0 . (2.23)

A conex&o I' ndo & simetrica, produzindo torgdo:

v
fo)

v =V =V v
T =1/2( T - =1/2( 8 A’ - 8
/2( Tpp ) = 2720 8 A7 = 8,A

it ou up ) . (2.24)
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Os vinculos ndo holdnomos também contribuem para a curvatura do

espago:

RE = 3TH . 5T H,FTHE A _TH A

Rvpa = avrpc aprav + thfpa thrav . (2.25)
Se o sistema for completamente integridvel, teremos torcdo nula e
a curvatura RH também nula.

vpo
Observamos, na formulagdo acima, gue os indices dos espagos

internos ( 5 ) e externos ( J ) ndo aparecem. Portanto esta
teoria & invariante face as transformacdes desses espagcos neles

mesmos. Analisaremos agora a conexdo no grupo de transformacdes

locais.

5-GRUPO NAO HOLONOMO
Consideremos v formas pfaffianas independentes definidas no
espaco ambiente v dimensional :

a

| ¥ > = dx"e 3 (2.26)

u
a=1,,.N3 = 1,,..8 .,

OBSERVACAO :As letras maiisculas (1,7,k,L) designam os objetos
do espago externo, as mindsculas ( 1,Lk,1)ldesignam os objetos
do espago interno, e as mintsculas (a,b,c,.) designam os objetos
do espaco ambiente como um todo. Os tré&s conjuntos tem cardter
tensorial face ao grupo de transformacdes locais . As letras
gregas (u,v,p,6 ) tem cardter tensorial face ao grupo das
transformagdes de coordenadas.

xHr o= xM Y (2.27)
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A forma guadratica positiva definida

a 2

N
ds® = ¥ ( dr® )? = axflax’ g (2.28)
uy
a=1
& invariante face a um grupo ortogonal que transforma o

sistema (2.1) em um outro sistema de n formas independentes:

—a - b a
> = | e >a , (2.29)
o que implica em
—a b.a
e = e A 2,30
" b ( )
com a condigdoc de ortogonalidade
c .b _ b
Ag A, =34 . (2.31)

0 estudo dos invariantes deste grupo ortogonal &
equivalente ao estudo das propriedades de uma variedade
riemanniana com métrica positiva definida.

A generalizagdo para os espacos ndo holdénomos consiste em
determinar o subgrupo que deixa invariante a forma quadratica

N~M

ds® = ¥ dsiz) i = 1,.44.N"H

’ (2.32)

e, simultaneamente, as 1-formas locais
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e’> = dx”e; ) J=1,...n - (2.33)
Nestas condig¢des o subgrupo ortogonal terd a forma
—] _ i j =-J - K J
e’ > =| e >A, ) | e >=] e >A (2.34)
1,7 = 1,..0—H s J =1,...H ,
com as condigdes subsidiarias:
L I R |
Ak A1 = Sk 3 {(2.35)
K k
Al =A; =0 (2.36)
det| A| # 0 (2.37)

6-SISTEMA MECiNICO DE CAPLYGIN

Se considerarmos um subgrupo do grupo ndo holdénomo, impondo a

condigdo de transformagdo ortogonal também no espago externo

L K _ _K
ALA =8 (2.38)
entdo a forma
M
ds® = Y ( ds’) 2 (2.39)

& invariante.

Neste caso a métrica do espago ambiente

ds? N-H i, 2 " I, 2
8" =Y (ds’)" + Y ( ds") {(2.40)
i=1 J=1

pode ser decomposta em uma métrica vertical e outra horizontal

por meio do projetor:
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? )* , (2.41)

[~] =

M
2 _ u,v n.v — J
ds™ = dx Audxv + dx Qudxv = S ds”)

St

e as edquagbes de vinculos podem ser colocadas na forma

X =b % , (2.42)
i i J

i =1,..8-4; J =1,..4 ,
onde os coeficientes ndo dependem . das coordenadas X . C disco
gue rola sem deslizar encontra-se nesta categoria. Os sistemas
mecanicos submetidos a estes vinculos s&c conhecidos como
sistemas de Caplygin (65). Na teoria dos sistemas hamiltonianos
generalizados, que veremos no préximo capitulo, estes sistenmas

sdo os que admitem uma separacdo simples entre os graus de

liberdade fisicos e nao fisicos.
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CAPITULO 3

MECANICA QUANTICA DOS SISTEMAS NA0O-HOLONOMOS

1 - INTRODUCAO

Neste capitulo aplicaremos o método dos projetores no
processo de quantizac¢do dos sistemas ndo-holénomos.

0 projetor determina uma métrica singular no espago de
configuragdo, © que permite estabelecer uma analogia completa
entre os sistemas padrdo submetidos a wvinculos e os sistemas
hamiltonianos generalizados.

Uma das vantagens do uUso de coordenadas ndo holénomas
reside no cardter cartesiano das mesmas. Como € bem sabido,
neste caso o principio da correspondéncia entre as variaveis
classicas e os operadores ho espag¢o de Hilbert ndo introduz

ambiguidades, (66). O operador momento compativel com os

vinculos introduz anomalias na &algebra quantica, devido &
dependéncia funcional imposta pelo projetor. Estas anomalias
refletem o afastamento do homomorfismo entre a algebra de Lie
classica e quiantica.
O processo de quantizagdo pelo principio da correspondéncia faz
aparecer adicionalmente a curvatura da variedade n&o holdénoma.
O processo de quantizagdo do sistema ndo-holdnomo via integral
de caminho também modifica a hamiltoniana quantica, por um termo
proporcional & curvatura escalar .
A fungdo de onda adgquire um fator de fase ndo integravel,
proporcional a conexdo-ndo-holdnoma. Para evitar ambiguidades na

definigdo da fungdoc de onda, impomos a condicgcdo de

53



pré-quantizagdo geométrica, necessaria nos casos em que o espacgo
ndo é simplesmente conexo . E interessante observar que os
Propagadores de Feynman dividem-se em N—H classes de
equivaléncias, correspondendo cada classe a caminhos
homotopicamente diferentes. O propagador total & a soma sobre
todas as classes. Evidentemente no caso holénomo o espago &

topologicamente trivial: todos os caminhos sfo equivalentes.

2 - VINCULOS E SUAS CLASSES

A dquantizagdo dos sistemas classicos submetidos a vinculos
que ndo decorrem da forma da lagrangeana apresenta dificuldades
anidlogas as encontradas na quantizégéo dos sistemas
hamiltonianos generalizados, de Dirac ( 2).

Dirac introduziu a importante dif;;;nga entre vinculos de
primeira e segunda classe. Mostramos que os vinculos de segunda
classe sdo analogos aos vinculos ndo-holénomos, e os vinculog de
primeira classe anidlogos aos holénomos.

Os vinculos de primeira classe por definigio sdo aqueles
cujos parénteses de Poisson com outro vinculo e com a

hamiltoniana s&o nulos. Ou seja, eles formam uma algebra de Lie

fechada em relagio aos parénteses de Poisson :

{ o ot

cfs" (3.1)

{ H, ¢K} =cl¢ (3.2)
onde CiK e CE sdo em geral constantes. As condigdes acima sdo
as condig¢Bes para que a evolugdo de uma observavel permaneca
todo o tempo em uma subvariedade definida pelos vinculos.

As relagbes (3.1) expressam também as condigdes de
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integrabilidade do sistema pfaffiano local:
|eJ> = dxue; . (3.3)

u

de formas (3.3), as condigdes de integrabilidade expressam-se

. J = . . .
Assim, se < e'| = e € o campo vetorial assocliado ao sistema

pelos parénteses de Lie

[ < e, < eK| ] = Cix< e . (3.4)
0 que implica em
%5 e’H- eJaaaeKu = ij et . (3.5)

Neste caso os vetores e’ e ef pertencem inteiramente ao espacgo
externo, na terminologia do capitulo anterior. Os vetores e’
associados aos vinculos ndo-holénomos nio obedecem as relagdes
(3.5). ©Os sistemas que obedecem (3.5) sdo completamente
integraveis e portanto holdnomos., Por outro lado, os vinculos
(3.3) supostos lineares nas velocidades assumem a seguinte

forma no espago de fase:

¢’ ( x,p) = e''p, . (3.6)

Calculando os parénteses de Poisson obtemos

4 ¢J, ¢K} = ok% V- oT% aaexv )pv‘ (3.7)

Portanto (3.7) & equivalente a (3.1) se o sistema for

completamente integrdvel. Assim os sistemas holdnomos podem ser

55



chamados de primeira classe e o0s ndo-holdnomos de segunda

classe, na terminologia de Dirac.

3 - LAGRANGEANAS SINGULARES
Os sistemas hamiltonianos generalizados caracterizam-se
pelo fato de possuirem © hessiano da lagrangeana nulo:
8°L
det| ———|=o0 . (3.8)
ax” axM
0 estudo destes sistemas & importante, pois eles sgd8o a versao
finita das teorias dos campos de gauge.
Com o auxilio do projetor produzimos uma lagrangeana
singular que representa o sistema vinculado, tal que
*
8%L

det| ————|= det| Av

=0 (3.9)
ax’ axt

n ’
pois 0 projetor & um operador singular.

Esta equagdo expressa uma geometria com métrica singular,
ou seja, uma geometria com conexdo afim. Se os vinculos foren
holénomos podemos, por transformagdo de coordenadas, induzir uma
variedade riemanniana com métrica positiva definida. Se os
vinculos forem ndo-integraveis somos obrigados a trabalhar com
todas as coordenadas em uma variedade n&o-holénoma, com conexdo
nao-holdnoma, estudada no capitulo 2. Antes de estudarmos a
quantizac8o via projetor, descreveremos brevemente os métodos

usuais de quantizagdo dos sistemas hamiltonianos generalizados.

4 - QUANTUMGEOMETRODINAMICA
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A proposta de Dirac, para a quantizag¢dc canénica dos
sistemas generalizados submetidos a vinculos de primeira classe,
consiste em trabalhar com todas as coordenadas e momentos como
se fossem independentes, e impor restrigdes ao vetor de estado.
No contexto da teoria gravitacional este procedimento &
conhecido como quantumgeometrodinadmica (39).

Consideremos o sistema classico ;;_espago de fase, com
coordenadas ( x“,p ) =€; 4 =1,..,8, submetido a ¥ vinculos de

o
primeira classe ( hol&nomos ):

JK ,L L

#e) =05 | o), of=c; | m o=l

] (3.10)

J;,k,L = 1,..,H4.

As equagldes de movimento, usando multiplicadores de Lagrange,

tomam a forma

. * % J
F={F,n}; H =H+ 29 . (3.11)

A quantizagdc consiste na substituicdo das coordenadas x™ e
~ ~

do momentos plu por operadores e pu que satisfacam as relacgdes

de comutagao

[, p,]=ms! , [x,%x]=[p,p] =0. (3.12)

Por hipGtese existe um ordenamento dos operadores p e % tal

podemos escrever



A A A Y Ak A
[¢7, ¢] =c)" ¢", [¢; H ] =c] ¢". (3.13)

0 vetor de estado | ¥ > deve satisfazer as eguacdes de
Heisenberg

:\ A Ak

v >=[x" "8 ]| ¢v>, (3.14)

; A A%k

P, | ¥ >=[ P, H ] |¥>, (3.15)

| ¥> =0 . (3.16)
As equagdes (3.14) e (3.15) sdo consistentes se as relacgdes

(3.13) forem validas, isto & se

[ 67, 81| ¥ > = c’* ¢ v >, (3.17)
[47, & ]| ¥ > = cl ' v > . (3.18)

-

Portanto esta teoria sé se aplica aos sistemas holénomos, isto &

acs vinculos de primeira classe.

5 - QUANTIZACAQO VIA FIXACAO DE GAUGE

Um outro procedimento, valido para vincules de primeira
classe, consiste em determinar adegquadamente uma superficie
compativel com os vinculos (fixacd3o de gauge), e impor relacdes
candnicas de comutagic entre as variaveis ai definidas.

Os vinculos diferenciais lineares nas velocidades
restringem apenas os momentos. Deste modo as transformagdes

canénicas no espage de fase reduzem-se &s transformacdes
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pontuais. Neste caso podemos trabalhar na representacdo de
configuragdo. Este & um caso particular em gue o espago de fase
possul um espago de configuragdo e um espago de momentos
separados.

Nestas condigdes, podemos realizar uma transformacio
candénica tal que as novas varidveis separam-se naturalmente em
varidveis compativeis e incompativeis com os vinculos. Para isto

introduz-se uma fung¢io x’ ( x ) de tal modo que

Xl =m' 0y oy, k=1, (3.19)
com det| MK| # 0. As novas varidvels serdo escritas
coletivamente

i J
Qu = (4q.,9), PU- = (pinJ)l (3.20)

i = 1,..N -M ,
com qJ = Xj(x). A funcéo X’ & a chamada funcdo de gauge. Quando
imponos X = 0, ela define a subvariedade compativel com os
vinculos.

Este caso corresponde a uma particular transformacdo do
grupo ndo-holénomo ortogonal, sd3o os sistemas de Caplygin, como
vimos no capitulo anterior. Assim & possivel colocar os vinculos
na forma
¢’ =p, - t(d, X', p)=0. (3.21)

Estes vinculos sdo obtidos pela transformacio dos vetores locais
A . (3.22)

A transformagdo (3.22) acima deve preservar a 4&lgebra dos
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vinculos. Calculando diretamente os parénteses de Poisson,

obtemos

{ ?; 9 } = e { fJ,fK+ . (3.23)

O dltimo termo & nulo sobre a superficie de gauge, isto &,
guando impusermos os vinculos: p, = 7. o primeiro termo =6 é
nulo se os vinculos forem integraveis. Portanto este método nio
se aplica aos vinculos ndo-~holénomos, ou de segunda classe. Este
método apresenta dificuldades uma vVvez gque nem sempre a
determinacg8o da superficie pode ser realizada. Também nem sempre
a transformagdo local & ortogonal,

Um método que em principio s6 & aplicével aos vinculos que
obedecam as relagdes (3.1) e (3.2) & o metodo de Fadeev ( 40),
baseado na integral de caminho de Feynman. o

0 método candnico nfdo & satisfatério, pois ndo existe
procedimento para determinar a funcio de gauge gque define a
superficie compativel com os vinculos. O método alternativo foi
proposto por Fadeev . Este método usa a integral de caminho de

Feynman sobre uma medida definida convenientemente. A expressao

da matriz S proposta por Fadeev tem a forma

+o
<out|S|in > =[ exp [ 1/h I % Puku - H (X,P)]dt T dy (x(t),p(t)),
] t

(3.24)
onde a medida
—(N=HM)

du = T &8( X’) §(¢')det|M’"| T dqudpu(ZHh)

" (3.25)
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é invariante face & transformagdo do grupoc ortogonal estudada no
capitulo 2. Isto significa que a medida independe da escolha de
x’ = 0. Por isto a quantizagdo de Fadeev & gauge-invariante e
soluciona o problema da escolha de x’.

A generalizagdo do método de Fadeev, para incluir vinculos

de segunda classe, foli realizada por Senjanovic ( 41). O método

consiste essencialmente. em multiplicar a medida de Fadeev pelo
termo

JK|1/2 , (3.25)

T s(6’) det|g
onde

g* = { o) a“} (3.27)
sdo os parénteses de Poisson entre os vinculos de segunda
classe.

0 método de Fadeev ndo & aplicdvel de modo totalmente
satisfatério as teorias de gauge relativisticas, como as teorias
de cordas por exemplo, uma vez gque ndo & Lorentz-invariante.

Com o objetivo de reescrever a integral (3.24) de forma que
a mesma seja manifestamente Lorentz-invariante e ao mesmo tempo
gauge-invariante, Fradkin e vVilkovisky (42) introduziram
variaveis fermiénicas adicionais, consideraé;;- elementos da
dlgebra de Grassmann. Estas varidveis s&do conhecidas como
fantasmas e fantasmas conjugados. Nao trataremos aqui este
método, embora seja possivel a extensdo dos projetores para as
supervariedades, equipadas com coordenadas grassmannianas.

Passaremos 3 descricgdo da quantizagdo por meio do projetor,
vdlida para sistemas de vinculos integraveis ou ndo. E

conveniente desenvolvermos inicialmente a formulagdo no espago
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de fase.

6 - SISTEMAS NKO-HOLONOMOS NO ESPACO DE FASE.
Consideremos um sistema clissico, com nimeroc finito de
graus de liberdade, descrito no espag¢o euclidiano.( em coordenadas

cartesianas ortogonais) pela lagrangeaha

L { x,%) =172 ¥"&" - V(x), u,v = 1,...x ,  (3.28)
e u vinculos ndo integraveis, na forma
¢’ = kue;(x) =0 ; J=1,...x . (3.29)
A partir da definicdo de momento generalizado
8L
p = (3.30)
i ax“
escrevemos os vinculos (3.2) no espaco de fase:
¢’ = eJVpV =0 . (3.31)
Portanto os vinculos dependem essencialmente dos momentos. A

transformagdo de l.egendre sobre o sistema livre nos fornece a

hamiltoniana

H = prV - L(x,%) . (3.32)

7 - EQUAGCAO DE MOVIMENTO
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A partir das equagdes de Fuler-Lagrange deduzidas no

primeiro capitulo

d oL 3L
] =0 , (3.33)

A“[ -
VI at ok M 5 =M

obtemos as equacdes de movimento no espaco de fase:

" " dH
A = - A 3,34
" Pu T ' ( )
v oH
¥V = (3.35)
apv

Estas equacgdes podem ser expressas por meio dos parénteses

de Poisson. Para isto redefinimos os momentos generalizado como

g 9L
T = A ) (3.36)
H Hog x®
ou.
o
I = A 3.37
" wPo - ( )

(3.38)

e substituindo Az pa em ( 3.34 ) e levando em conta ( 3.35) temos
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) , ©oH aAg 8H
I =-A + — P 3 (3.39)
H ax” ax” ap,, o

a partir da definicido dos parénteses de Poisson

af  ag ag af
lt,9}= - , (3.40)

o M
ix g ax a
pu pu

podemos escrever finalmente
I ={ m, H } . (3.41)

As coordenadas de posigdo, como j& ressaltamos no primeiro
capitulo, nao sofrem restricdes por parte de vinculos

diferenciais. Deste modo podemos escrever
e { %M, H} . (3.42)

As edquacgdes (3.41) e (3.42) s8oc as equagdes de movimento no
espago de fase de um sistema sujeito aos vinculos (3.31).

Observamos que enguanto a hamiltoniana permanece inalterada, os
parénteses de Poisson entre as coordenadas IIu e x" modificam-se

devido a presenca dos vinculos

{ %, x“} =0, { %M, HV} =, (3.43)
_ Qf_ o - o
{nu,nv} u[ 5,y = 0 A% ]pa = 1P, - (3.44)

8 - QUANTIZACAO VIA PROJETOR
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O projetor permite, como vimos,trabalhar com as coordenadas
cartesianas ortogonais, sem a necessidade de introduzirmos os
multiplicadores de Lagrange. Este multiplicadores introduzem
novos vinculos se vistos como coordenadas adicionais, pois séo

nulos seus momentos conjugados
p, =——— =0 . (3.45)

Por outro lado, se os multiplicadores forem considerados
fungdes arbitrarias das dquais as equagdes de movimento nido devem
depender, a validade do seu uso & restrita aos vinculos
holdnomos. De fato, para que uma fungido F possa Ser observavel
fisica & preciso gue a sua evolugdo temporal ndo dependa dos

multiplicadores. Se considerarmos a hamiltoniana na forma

* J
H = H + A¢ . (3.46)

a fungdo F deve ser tal gue

J K

{ F, ¢’ } =Dpl¢" . (3.47)
Uma vez gque evolugdo temporal de F se escreve como:
. _ u L
F = { H, x } + A { ¢, F} ’ (3.48)

vemos que o tUltimo termo & nulo sobre a variedade definida
pelos vinculos de acordo com (3.47) Entretanto (3.47) & um
sistema de ¥ equagdes diferenciais de primeira ordem, para as

quais as condig¢gdes de integrabilidade sao
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{ ¢’ ¢K} = c’fg" . (3.49)

Como jad vimos, as relagdes acima ndo sdo verificadas para
vinculos ndo-holdnomos. Deste modo o método dos projetores & uma
alternativa para a descrigao classica e quantica dos sistemas
ndc-holdénomos, uma vez gue dispensa © uso dos multiplicadores de

Lagrange.

9 - EQUACOES DE HEISENBERG

0 projetor permite concentrar nos operadores as informac¢des
sobre os vinculos, e © vetor de estado pode ser considerado
arbitridrio. Neste caso as equagdes de Heisenberg devem ser

escritas de acordo com as equacgdes (3.41) e (3.42)
 ly>=[x* 8] v> , (3.50)
m | y>=[ Hu’ H] | v > . (3.51)

onde 1T & o operador momento definido em (3.37) devidamente

simetrizado:

I = + . .
p= /2 CA, py + P A ) (3.52)
10 - FATOR DE FASE GEOMETRICA

As equagles de movimento (3.14) e (3.15) devem ser

equivalentes a (3.50) e (3.51), e portanto escrevemos
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§u|~y>=ﬁ vo> (3.53)

ul
Na primeira descrig¢do o vetor de estado & restringido pelos
vinculos, ficando livres os momentos. Na segunda descricio
ocorre o inverso. A arbitrariedade do estado |¥ > permite
absorver os fatores introduzidos pela simetrizagdo ( 3.52).
Representaremos a diferenga entre o estado | ¥ > e o estado

| ¥ > por meio de uma fase geométrica dependente de posicéo
| e>=e® y> . (3.55)

Com esta escolha garantimos que as duas descri¢des possuam a

mesma distribuicdo de probabilidade, de acordo com

<V | ¥>=<yY | ¥>= J f7 @.du . (3.56)

Para mantermos o principio de superposicdo, a fase geométrica

deve ser a mesma para estados diferentes no mesmo ponto do

espago. Assim, se | vo> e | ¥, > s&o dois estados distintos,
temos

- olB
C1|‘I’1>+Cz|‘1’2>‘e [cl|w1>+cz|w2>] . (3.57)

A
Um operador O genérico de uma descricio relaciona-se com o
AR . . .
correspondente 0 ( ndo confundir com conjugado )} da outra

descrigdo pela transformacgdo
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Lif A%
e B 5" ef =

e o . (3.58)
11 - QUANTIZACAO GEOMETRICA
Como as coordenadas de posigdo do sistema ndo-~-holdnomo
comutam , podemos escolher a representagdo de configurag¢do para

escrevermos a equacao de Schroedinger

¥ *
ih = H ¥(x,t) (3.59)
com a condigdo subsidiaria
5 av
-ihe({(x ) —=0 . {(3.60)
v 8 %V
a
onde usamos o principio da correspond&ncia P, -ih m
ax

-~ valido em coordenadas cartesianas.
A fungdo de onda compativel com os vinculos, na

representagdo de Schroedinger, se escreve de acordo com (3.55)

¥x,t) = ey (x,t) (3.61)
calculando §u@ obtemos
a v 8 8 3 B
-ih % = e [— ih 3 x + h I ] v, (3.62)
K M
isto &,
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8 a B

X + h ax
M 9

= B _ -18

puT =e"[ - ih 5 e ¥ . (3.63)
Portanto se ¥ for uma solugdo da equagdo de Schroedinger de

uma particula, ¥ representa a solugdo da mesma egquagio para uma

particula em um campo adicional andlogo ao eletromagnético.

-

Assim identificamos o momento vinculado :

a a B
4 x ax
M 1L

A,
I = - ih . 3.64
g =L ] (3.64)
A forma da fungdo B deve ser tal gque (3.64) seja

consistente com o momento simetrizado:

A v v

I =172 A + A . 3.65

" /2 (AP, P,A, ) ( )
Calculando diretamente de (3.64) vemos que a fase 8 deve ser da

forma
- B, v v
B = 1/h { dx ( Qupv + va“ ) , (3.66)
onde usamos a propriedade de complementaridade dos

projetores,

Bo_ g _ M
AL = 3, Q, ; (3.67)
usando o principio da correspondéncia obtemos

A v u
I ¥ = -ih ATS + 2 89 A ¥ ' .6
i ( Ao, +1/28 A ) (3.68)
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12 - ANOMALIAS E MEDIDA NULA
Do capltulo anterior, sobre a geometria ndo-holdnoma,
vemos que o Ultimo termo de (3.64) & a contracgido da conexao nao
holénoma.
_u _ u _ =
Fuv =48 A" =T .

H v v

O operador momento pode ser reescrito como.
A _ _ u —
o = ith ( Avau + 1/2 FV | (3.69)

e a fase quantizada como

A

B = 1/h J daxM (- szv ) + (1/2) 1 J dx“Fju ) (3.70)

0 Gdltimo termo de (3.70 ) & o responsavel pelo aparecimento
do termo de curvatura escalar R na expressdo da energia cinética
quantizada . Estes termos sdo conhecidos como anomalias,que
sSurgem ho processo de simetrizagdo dos operadores :

¥ _ .2 o = B
H = h"1/2 ZLJA aa + 1/2 FM 3 ( Ava

+ T +
8 1/2 T, ) vV (x) . (3.71)
Em geral ndo podemos esquecer os termos adicionails, que
revelam o afastamento do homomorfismo entre a Aalgebra das
observavels cléassicas e quanticas .
A fase induzida pelos vinculos pode ser vista como a fase de

Berry (67) no caso quantico e como o &ngulo de Hanhay no caso

cldssico ( 68 ).

Para sistemas integraveis ( primeira classe) obtemos o
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resultado da quantumgeometrodinamica, de Bukhbinder e Lyakhovich

( 39). Os vinculos podem ser eliminados por imersdo de uma

variedade riemanniana com métrica positiva definida, na

variedade euclidiana ambiente,

a qi 8 qj

gij = ———————;-SUV ’ (3.72)
8 xIu ax
MU, = 1,...8 ; i, = 1l...8-4
e o momento reduz-se a
= - (o +1/2T ) (3.73)
1
com
&g Ln i
r= _ 3 (3.74)
; 2 4 q]_l

onde i a medida da variedade riemanniana

|12 . (3.75)

u = det | 9,
Para vinculos ndo-holdénomos, ndc podemos realizar a
imersdo. O espago ambiente & n&o-holénomo, e a medida & nula,

uma vez que O projetor & singular:

=0 . (3.76)
Entretanto, como a conexdoc induzida pelos vinculos &

antissimétrica, o espago ambiente possui curvatura holénoma e

torgdo, como vimos no capitulo 2. Este fato revela-se nos

comutadores
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[T ,0 7 =818y + R _y . (3.77)
w e Ly o (1%

O primeiro termo & a torcgdo, e surge também nos parénteses
de Poisson (3.44), o segundo térmo & devido a simetrizaclo. Se o
sistema for integravel os dois termos sdo nulos. Portanto, a

quantizagdo de vinculos holdnomos via projetor & livre de

anomalias.

13 - FASE NAC INTEGRAVEL
Considerando a fungdo de onda restringida ¥ obtemos o

comutador

~ A - 22 2 _ a2 _ .2
[p,p ¥ =n[a;, ¥ -0 v] =n"(T +R, )¥ (3.78)
onde
_ _iB o -if3
Ty * R =€’ (T, 8, +R,)e . (3.79)

A funcgao Thv’ no contexto quantico, exprime o fato de que a
variagdo da funcdo de onda entre dois pontos do espago de
configuracgdo depende do caminho tomado entre os pontos. A
funcgiao de onda ¥ que contém a informacdo de ndo holonomia & o

andlogo quantico da coordenada ndo-holdnoma
*
xH = J dxaAz , (3.80)
cujo valor & indefinido em um ponto gqualquer da variedade, e a
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diferenca entre as coordenadas de dois pontos depende do caminho

entre esses pontos.

14 - PRE-QUANTIZACAO GEOMETRICA
Estudaremos agora o processo de quantizacdo a partir de uma
agdo classica n3o integravel. O protétipo de tal sistema & o de
uma particula elétrica no campo de um monopolo magnético.
Generalizaremos o formalismo do projetor para estes
sistemas , no proéximo capitulo. Por enquanto estabelecemos o
problema no espago de configuracio. Definimos a acgao

classica nao-integravel como 2

c _ LV LU
S —J[ XA P, - H] dt , (3.81)
t1
e portanto c
8 8
HV =""——v . (3.82)
Jd x

Para vinculos ndo-hol&nomos esta fase depende do caminho, devido

-~

a ndo-integrabilidade dos vinculos

(3.83)

onde Tgv = ng _Fgl & a torgdo da variedade nao-holdnona.

Uma agdo classica nao integravel implica na impossibilidade
de uma descricdo Hamiltoniana global, uma vez que para tanto &
preciso que a 1-forma dx“pJu seja ndo-degenerada, o que nao
ocorre com a 1l1-forma dx”Ava do sistema nio holdnomo. Os

sistemas que s3o descritos por uma 2-forma degenerada sido
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chamados de pré-simpléticos.
Usando a complementaridade dos projetores, a propagagdo da
fungdo de onda entre dois pontos pode ser escrita de acordo com

a agdo (3.82)

b
¥(a,b, tte,7) = J exp(s) [ exp(- —[axoy, p)]v pir(v1. (3.30)
a

Consideramos aqui os caminhos que partem de um ponto

inicial a, compativel com os vinculos, e chegam em um ponto

final b. Evidentemente para um circuito fechado devemos ter

¥ (x(0)) = exp (-i/h I dx“Q P ax* y¥ (x(2m)) ; (3.85)

usando o teorema de St.© kes,
. TN . i Vo
i/h J dx QuPV = i/h J dx™ A dx Tuvpa ' (3.886)
¥ o)
onde ¢ & uma superficie fechada limitada pelos caminhos ¥

Para evitarmos ambiguidade na definigdo da funcdo de onda

devemos impor a condigéao

. L v O _
i/h J dx™ A dx Tuvpa = 27T n , ne 2 . (3.87)

Isto significa que os vinculos induzem uma torcdo 2-forma em um
espago fibrado ( sobre o espago de configuragio ) com a

condigdo
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i/h J T=2mTn , nea. (3.88)

Esta condigéo leva a quantizacédo da carga no
eletromagnetismo, como foi mostrado por Dirac (35) e também &
quantizagdo do spin, interpretado como © momento angular
intrinseco (op.cit 38).

15 - INTEGRAL DE CAMINHO

Em 1948, Feynman (69) introduziu uma integral sobre as
trajetdrias de um sisté;;—cléssico de particulas no espago de
configuragdo, a fim de obter a teoria quantica do respectivo
sistema. A integral de caminho representa o operador de
propagagdo K(a,b) como uma integral definida com uma medida
apropriada no espago das trajetdrias entre dois pontos a e b do

do espago de evolugdo do sistema:

b
X (a,b) = [ exp (i/h S )D(x(t)) . (3.89)
a

O propagador no espag¢o de configuragdo correspondente ao

sistema vinculado serd escrito como

b
K" (b,a,7 ) = [ exp (i/h 8 )exp(B)D(x(t)) , (3.90)

a

onde 3 & a fase nado-integravel induzida pelos vinculos. Assim, a

a solugdo da equagdo de Schroedinger

ih 9y = H Y (3.91)

€ representada por
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¥ (b,¥) = K (b,a,y)¥(t), (3.92)

ou seja, de acordo com (3.33),

U(x(tre) 7 ) = J exp(ES W (X()D (%) (3.93)

onde
t
2
s€ = J [ 1/2 x“xVAuV— V(x) ]Jdt . (3.94)

t
1

A lagrangena sob a integral é ndo-standard, pois, com ja vimos,

det | A = 0.

HVl

A integral de caminho pode ser aproximada para integrais

gaussianas usando o método de Garrod (70), que consiste em

aproximar a trajetéria por um conjunto de trajetérias
retilineas.

Para isto dividimos o intervalo temporal (t1’tz) em N partes
iquais & = t., "t Aproximando a trajetéria por uma reta neste

intervalo, podemos escrever (3.94) como
ol - - u_v
5 (ti+1 ti) /e 71 Auv {3.95)

onde n, = ( Xv(t1+€)_xv(ti))' Exponenciando temos

i

v
s AL ) - (3.96)

exp ( S%((t, ~t) = exp(

Expandindo em série de Taylor os termos da exponencial obtemos:
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exp %= exp( s, )exp ( s) , (3.97)

onde
i
_ va

S, = sz L 7 (3.98)
e
S = (ih e H[1/2 'Y - 1/6 2’ TR~ 178 2%t %F TR TV 4

oA or o
v. o A o =i .

1/8 7 n'm rcm,a + ...]QW ; (3.99)

. -~ - . ~ A
agqul usamos Auv = Suv - qu e a equagdo da geodé&sica nac-holonoma
i S V. PTEH

X + X% va 0 . (3.100)

A forma quadratica na exponencial determina as integrais

gaussianas:

t2

i 2
Jexp [2eh 5 Suvnvn” ] (1 +e58+ £ 8 +..) (¥

t
1

v v 2 3.101
+ 078w +1/2n"afa) w + ...)D(m) ( )

Resolvendo as integrais gaussianas em coordenadas cartesianas,

e desenvolvendo ambos os lados de (3,93) em potencias de ¢,

oy h @ h 2

W+0(ez)zap+ﬁ'1ie ["TV (A ¥ )w+—*Rw}.

b+ e I v v 6

(3.102)

Comparando os monémios em & identificamos a hamiltoniana
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qgquantica:

. h° h
W ===V (8,90 - —RY .

2
(3.103)

Esta hamiltoniana coincide com hamiltoniana encontrada por
Sniatycki ( 39 pag 134 ). Aqul o termo adicional & proporcional
a curvaturéf—;scalar R assoclada & conex3 ni&o-holénoma e o
operador de translacdo se escreve

v, s A, 8, + 1/2 T ) (3.104)

A quantizagdo geométrica da energia cinética na representacgio
de configuragdo, em um espago de configuragdo riemanniano, foi

estudada por Blattner (op.cit 36) e por Simms e Woodhouse ( 37);

entretanto o resultado de ambos difere de (3.103) por um fator
1/2. Este fator & devido a simetrizagdo do operador momento que
no nosso calculo foi considerado. O primeiro a chegar ao termo
adicional de curvatura foi De Witt ( op.cit 35 ).
16 - APLICACOES

Como ilustrag@o do processo de gquantizacdo via projetor,
vamos estudar dois problemas em fisica nuclear gque envolvem
sistemas cléssicos de particulas e vinculos. A inércia coletiva
em fisica nuclear & um problema de vinculos gque né&o podem ser
eliminados por transformagdes de coordenadas. Usando os
multiplicadores de Lagrange, Amiot e Griffin ( 71) determinaram

uma hamiltoniana quintica compativel com os vinculos.
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A - PROBLEMA DO CENTRO CENTRO DE MASSA

Consideremos a lagrangeana do problema a N-particulas

1 2
L(r ,f,t) = — L mE - V(|ri—rj|) . (3.105)

Para separarmos o movimento do centro de massa realizamos a

seguinte transformagdo de coordenadas:

i i (3.106)

onde R & a coordenada do centro de massa. Esta transformagio

induz o sequinte vinculo linear:

Z mq = 0 ; (3.107)

neste caso as componentes do projetor s&o

1
L — (3.108)
] ] Em?

o momento candnico se escreve

; . g L
L (3.109)
3
e as relagdes de comutacdo tomam a forma
m m
a j a j 1]
{ri,l'[b}= Sb (Si— ——-—2—))a,b=x,y,z , (3.110)
Y m
i j]
{r,r, }y=(0, I"} =0

. (3.111)
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Vemos a partir destas relagdes que as particulas n3o sao
independentes. Se considerarmos um sistema de N particulas

idénticas teremos

a J — a jo_
(rp, M) y= 82 (8] - —/—)

. a,b = X,Y,2 (3.112)
/

Portanto no limite de N >> 1 as relacgdes de comutacio
tornam-se candnicas. Ou seja, neste 1limite o modelo de
particulas independentes da fisica nuclear & uma boa
aproximacio.

A hamiltoniana vinculada sera

1
* I 'y
H=Wzn‘.n‘ + V| r-r | ; (3.113)
m X mej
como I' = p1 - ———— ,obtemos a seguinte relacdo para um
L m ;

m

k

sistema de particulas identicas:

I'=p - —x— =p -<p> . (3.114)

.o . X *
Nestas condigdes a energia entre dols autoestados de H

seria dada por

1 .
<W|H*|W >=—;§ <y |¥ (p - <p>) (p' - <p>|¢ >+< Y |V]| ¢ > ,(3,115)

ou seja ,
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1 <p>2

— 2 — — »
E = oM <p >+ <V > T (3.116)

Os primeiros dois termos de (3.116) formam a energla média
das particulas individuals e o dltimo termo & a energia cinética
coletiva. Neste casc a inercia coletiva & igual a massa total do
sistema M . Este resultado estd de acordo com o0s célculos de

Amiot e Griffin.

B- OSCILACOES DA FORMA NUCLEAR

0 método dos projetores serda usado agqui no célculo da
energia coletiva do modelo ndoc esférico de Born e Mottelson de
acordo com o procedimento de Peierls-Yoccoz (72). As coordenadas
coletivas <Q> e <I> sdo tomadas como médias dos operadores de

quadrupolo

(1) 2 2

¢ =<Q> =% (22;-x -y, ) , (3.117)

1
¢ = <P> = —— ( ¥ 4zipzi - 2x:ipxi - 2y€pyﬁ ) (3.118)

m
onde <Q > & o momento de quadrupclo intriseco e <P> & o momento
coletivo candnicamente conjugado. Estas relagdes podem ser
consideradas como vinculos sobre as coordenadas de cada nucleon.
A metrica simplética ( ver capitulo 4} pode ser calculada por
meio dos parénteses de Polisson e seus elementos ndo zero sdo

1 1

g12={<Q>,<P>}— - <(} 18 z?+4 x?+4 yf)>= (8N<r2>+4<Q>) s

m
(3.119)
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-1 . & a3 ' .
onde 9,, = (MQ ) € justamente a inércia coletiva do sistema.

Consideremos a hamiltoniana nuclear cujo potencial harmbnico &

deformado cilindricamente segundo os parémetros o e B;

N 1 N
= _ r r
H Y SR Pl.Pi +1/2 ¥ ( ri.rj) , (3.120)
i=1 i=1
onde r‘i' = aaxii + aayij + Bzzik.

A energia do sistema vinculado & dada pelo valor médio da
hamiltoniana vinculada tomada entre auto-estados arbitrarios,
E=<y | H| v >, (3.121)

onde <y¥| & um estado a N nucleons devidamente antissimetrizado e

c . . . -
H & a Hamiltonianan compativel com os vinculos,

HS=——— T PiAf P+ 1/2 F (r;Ajir;) , (3.122)
1,7 1]j

ou usando o projetor complementar,

1
- o j
H=H shm L F,Q Pyjm /2 F (r{Qri) . (3.123)

A representagdoc matricial do projetor Q tem a seguinte

forma neste caso:

(3.125)

com
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X X X -2 Xz
X in i

4 i ] J
3.126
Q= — Y.X YY. -2Y.z . ( )

i M i i3] i)

-2zixj—221yj 4 zizj

A hamiltoniana wvinculada toma a forma:
. 12 Qz

H =H - —55 - ~5% . (3.127)

O primeiro termo de (3.76) representa a hamiltoniana de
particulas independentes e os dois Gltimos representam as
contribuigdes coletivas: cinética e potencial.

0 potencial coletiveo & da forma

2

Q® = T ( 28727~ a®x7 - «7y? )?

, (3.128)
Este potencial somado ao potencial de Hoapresenta duplos

minimos carateristicos do fendmenos de quebra espontinea de

simetria;foi estudado por nés no quadro da mecanica estatistica

usando o funcional de Landau-Ginzburg (73).

Recentemente Leviatan e Shao estudaram as deformacdes
quadrupolares e mostraram a existéncia do mesmo fendmeno de

quebra espontanea de simetria (74).
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cAPITULO 4

GEOMETRIA SIMPLETICA

1-INTRODUCAO
No capitulo anterior usamos a técnica dos projetores em
um espago de fase, gue admitia um espago de configuracgio
separado do espago dos momentos. Esta separagdo & devida a
linearidade dos vinculos em relagdo aos momentos.

No presente capitulo vamos generalizar o método dos
projetores para qualquer tipo de dependéncia funcional dos
vinculos, nas varifveis fundamentais do espago de fase. A
construgédo dos projetores neste caso geral sé& & possivel se for

formulada em uma variedade simplética,como mostramos em (4).

A formulagdo da mecénica em variedades simpléticas foi

5 . C =
deenvolvida inicialmente por Cartan (75). A versdo moderna dos
sistemas hamiltonianos e 3lagrangeanos em variedades simpléticas

pode ser encontrada em R. Abraham e J.E.Marsden (76), ou em B.

Doubrovine, S$.Novikov e A Fomenko (77) ou ainda em M.de Leon e

P.Rodrigues (78) gque em particular desenvolvem a teoria dos
sistemas lagrangeanos degenerados usando também a idéia de um

projetor, entretanto na linguagem global.

2 - VARIEDADE SIMPLETICA
Uma variedade E de dimensdoc par, caracterizada por uma
2-forma w fechada e nfo degenerada, & chamada de simplética e &

representada por ( E, w ). A forma simplética «w possui as
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seguintes propriedades:

dw = 0, VX#0 3Y: w X,Y ) =0

onde X e Y sao dois campos vetoriais,

tangente TMX.

b e s v
Denotaremos as 28 varidveis do esgpacgo de fase por £, de

tal modo gue para v = 1,..,8, & = (g

v

1, ¢ =p .

definidos no espacgo

1,.

. N

(4.1)

,& para v = n

A condigdo dw = 0 localmente implica na existéncia de uma

1-forma | 8 > = dg‘uAIu tal que | w > seja exata:

8 A d A
w > = deHa dg¥o , = dasa dg”[ V“— v ] = d|6 >,(4.2)
u, v = 1,-.,2N -
Observagao : Com a nossa convengdo de soma adotada no primeiro

capitulo, a agdo do operador d ( derivada exterior ) & a partir

da direita para a esquerda.

Como @ & nao degenerada temos

det | Wy | = 0
e portanto a inversa & definida:
ov o
w oW, =8
vu M

A identidade de Jacobi & uma conseguéncia de dw

(4.3)

(4.4)

0:

(4.5)

Em virtude de (4.2)jexiste uma transformag¢do f, difeomorfa,

!5
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que deixa w invariante:
| 8’> =} 6 > + df ; (4.6)

como d°f = 0, temos
| > =| vw> . (4.7)
Quando o espago de fase admite um espago de configuragdo e um

espag¢o de momentos bem definidos, ( sem vinculos ) temos.

k+N K+N j K+N j J+N K+N
w’ = - w 1w = (4.8)

e neste caso a 2-forma simplética se escreve
| > =7 dq" A dp, (4.9)
| 8 >= ¥ dq'p, . (4.10)
3 - EQUACOES CANONICAS

Para os sistemas simpléticos, definimos o campo vetorial

associado &s funcdes definidas no espago simplético

. a f a -
<f|= wh = = oM 3,fa (4.11a)
3¢ a &-H 1!
e a 1-forma associada como
af = | £ > = ag” a,f . (4.11b)
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A partir da definigdo dos parénteses de Poisson
- VU
{f,h) =0u"0f5h , (4.12)

verificamos que o produto simplético ( dual) é uma aplicacdo da

variedade simplética na dlgebra de Lie-Poisson:
<f | h >={f, h} . (4.13)

Com este formalismo, as equagdes canénicas de movimento podem

ser escritas na forma

-

v 1%
g = <H|g" =Moo = (H &) , (4.14)
v =1,...,28v .
Dizemos que o campo vetorial < H | gera um grupo

uniparamétrico de transformagdes na variedade simplética 2n

dimensional de tal modo que

<H| w>=dta H=| H> ai , (4.15)
0 gue implica na invaridncia da 2-forma w > sob agdo da
derivada de Lie segundo o campo hamiltoniano:
L<le =d<H| w>+<H|d w>=0. (4.16)
O primeiro termo & nulo devido a d°H = 0 e o segundo & nulo
porque w & exata : d | w > = 0.
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4 - PROJETOR NA VARIEDADE PRE—SIMPLE/TICA

Existem sistemas dinamicos nos guais | w > & exata apenas
localmente. Um exemplo de tal sistema & o que descreve o
monopdlo magnético (50). Neste caso a 2-forma & degenerada.

As variedades que se caracterizam por 2-forma degenerada
s8o chamadas de variedades pré-simpléticas ( 51).

As variedades ndo-holdnomas, por pOSSuir;;_uma conexdo néo
-integravel, entram na categoria de pré-simpléticas. 0 método
dos projetores pode ser generalizado para 0 espago
pré~-simplético, usando uma abordagem geométrica andloga a
desenvolvida no espago de configuracgéo.

Consideremos as 2n coordenadas do R°" denotadas por gV e

um conjunto de 2 vinculos de segunda classe ( ndo-holdnomos):

J, WV
() =0 J=1,..., 24 ; (4.17)
vV=1,.,.,2N,
Associamos a estes vinculos o campo vetorial
HY _J

_ M J -
= W 6V¢ 6u = e’d (4.18)

|
v

e a 1-forma associada | e’ > com agdo & esquerda,
| el > = dg“au¢2 dg”e; . (4.19)

Assim o produto simplético & uma aplicagdo da subvariedade
simplética, definida pelos vinculos, na d&dlgebra de Lie das

fungdes que definem os vinculos:

<el | e > = w”ve; eﬁ ={¢’, ¢} . (4.20)
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Como os vinculos sao, por hipbdtese , . de segunda classe, ©

3
produto simplético & diferente de zero:

< e e >=4g =+ 0, (4.21)

g g =38 . (4.22)

Assim a inversa g, nos permite definir a 1-forma

— qeM K _ M
|eJ>-dEeugKJ-d§ . (2.23)
e o campo vetorial
_ . VH_K _ VU
< eJ| w'e g .8, =w euﬂv . (4.24)
A partir da definig¢do geral de projetor
A=I—|eJ><eJ| , (4.25)

onde I & a matriz identidade 28 X 2n, obtemos o projetor

simplético

- T = i, J ap
A=1 dg& e, eBJaa (4.26a)
ou em componentes
o o J ofy
AN =8 -e w'e . 4,26b
u M BJ ( )
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A propriedade de idempoténcia verifica-se diretamente a partir

da definicgdo (4.23):

e’ >< e |eK ><e_ | =| e’ >< e . (4.27)
J K J
5 - PARENTESES DE DIRAC

Consideremos duas fungbes f e h definidas mno espago

simplético e calculemos o produto

<f | A]h>. (4.28)

De accordo com (4.26) temos

<f]A|lh>=<f|h>- ¥orf e waﬁe; a.h g .(4.29)

Tendo em conta (4.26) e a definigdo dos parénteses de
Poisson (4.13), verificamos imediatamente que (4.28) & o

paréntese de Dirac entre as fungdes f e h,
J K *
<flAl h>={f ,h} - {f,¢" H¢",h)g, = {£f,h} . (2.30)
Podemos interpretar este resultado observando que o produto
simplético & realizado com a projegdo da 1-forma associada a

fungdo h

*
| b >=A| h > ’ (4.31)

gue & ortogonal aos campos vetoriais associados aos vinculos:
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J * J
<e|lh >»>=<e|A| h>=0, (4.32)

J = 1,...,24
Isto significa que o produto simplético na variedade

compativel com os vinculos define o paréntese de Dirac.

6 - VARIEDADE SIMPLETICA INDUZIDA
Portanto de (4.32) vemos que o© projetor define um
subespago H da variedade simplética ambiente E, tal que
J *
| e H e | £ > e orth(H)

< ¢ (4.33)

3
onde orth(H) representa o conjunto das formas ortogonais a H.
De acordo com Souriau ( 45 , pags 75 e pag 90 ), uma

variedade V mergulhada na variedade simplética ambiente E & dita

*x
coisotrdpica se a 2-forma sobre w definida em V for tal que
*
Ker{w ) = orth H y (4.34)

onde H & o espag¢o tangente de V.
* . .
O Ker(w ) & formado com o conjunto das formas ortogonais
a H,isto é ,
J J
< e f >=0;1=1,,,.2(v ~x) V<e"| e H . (4.35)
Logo vemos que © projetor permite a definicio de formas
definidas em orth(H) associadas a fungSes do espaco simplético,
v

*
£ >= Al £ > = aegt AL df 1 =1,...2 (v - x), (4.36)
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e também a campos vetoriais

uy, B
w AT 8. ha . 4,37
v Biu ( )

*
<h | A=<n_ |
3 3

Calculando o produto simplético dos tensoresdefinidos em orth(H)

obtemos

<h [ £ >=<nh] Al f >=203ns¢ 4.3
1 [ j - 1] l j > = Bt 1 (4.38)

onde usamos a propriedade de idempoténcia.

Assim, de acordo com (4.30), o© produto simplético dos
. L] L] -~ L]
tensores projetados coincidem com os parenteses de Dirac na
. - . A -
variedade compativel com os vinculos. Aqui os parenteses sdo

reescritos em fungdo da projegdo,

v
AHB = M Ag , (4.39)
onde
A“B = w“VAB = w“B - w“VerBae . (4.40)
1% v o

os A"V definem os parénteses de Dirac no subespago compativel

com os vinculos:
*
{f, h) = A“Vavfa“h . (4.41)

Para verificarmos este fato basta usarmos novamente a

¢



definigdo dos parentéses de Poisson (4.13).
A variedade orth(H) & pré-simplética, pois os projetores

sdo singulares, isto &,

det| Al | = o. (4.42)
7 - OBSERVAVEIS
As variagbdes infinitesimais compativeis com os vinculos
devem pertencer ao subespago definido pela métrica simplética
A“V, e portanto

V¥ o

dg” = df

v
24

A (4.43)

Definimos as varidveis fundamentais compativeis com os

vinculos como
u* _ v, u
£ = | ag'A . (4.44)

Evidentemente as coordenadas g“* sdo indefinidas em cada
ponto do espago devido E nao integrabilidade. (A integral (4.44)
€ dependente do caminho ).

A partir da definigdo dos pargnteses de Poisson (4.13)

temos

(e, gy = (4.45)

e portanto
CeM, ey =gt Y (2.426)

onde & sdo varidveis arbitrarias. A relagdoc de involugdo assume
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um cardter geométrico-

K

(", ¢"y =A% " =0 (2.47)

isto &, os campos vetoriais gerados pelos gradientes simpléticos
sdo normais & variedade definida pelos vincules.
As 1-formas assocladas &s observavels fidevem pertencer

também ao subespag¢o orth(H) e portanto escrevemos formalmente
*_ * _ u v
£ = J [ £ >= [ dg Au 8,f, - (4.48)

Com esta definig¢do garantimos que os parénteses de Poisson
entre as observdveis coincidam com os parénteses de Dirac:

* _ (1304
{f,h })=A"8,°f35nh . (4.49)

u

8 - PRINCIPIO VARIACIONAL

Vamos considerar © uma 1-forma definida no espago
simplético ambiente e w a 2-forma simplética

o = d&fa (4.50)

TR

w=do = att A ac’ o . (4.51)
vu
A agdo simplética se escreve, de acordo com Balachandran et

al.( 50 pag 125),



t2
S(y) = J [ dg”Au - H(£)de } , (4.52)

t1

v, . . . R C s .
onde H (£°) & a hamiltoniana em variaveis arbitrarias. Variando

a agdo de acordo com os vinculos temos
p* v v
S = -3 =0 . .
8S(7) [ dg [dg W, H(& )dt ] 0 (4.53)

D * - .
As variacbes dg“ nao sao todas independentes, mas usando o

projetor de acordo com (4.43) podemos escrever
55(y) = [ dg“Aﬁ [ dngvu - BuH(g)dt] =0 (4.54)
como os dg“ sdo arbitréarios, temos
Az [ évwvu - 5 H (£) ] =0 , (4.55)

ou

*
v AV“auH , (4.56)

VE v o,f
onde £ = £ Aa waB .

A eduagdo de movimento (4.56) pode ser escrita na forma
canbnica, tendo em conta a definigdoc dos parenteses de Dirac
(4.41):

e = Ao m = ( 1, ey (4.57)
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Esta equagdo pode ser reescrita em termos de uma
* « s
hamiltoniana H definida no subespago orth(H). Escrevemcs

formalmente a integral da 1-forma

* _ x _ I
H = { | H > = { d¢ Au 8 H , (4.58)
Usando (4.44) e a definigdo dos paré&nteses de Dirac obtemos :
vk * p¥
& ={ H, & } . (4.59)

9 - FORMA PRE-SIMPLETICA
A subvariedade definida pelos vinculos & uma variedade
pré-simplética definida por meio de 2-forma degenerada. De fato

consideremos a l-forma obtida por projecio

L o* - Voo
6 = df Aa = d& AV Aa . (4.60)
rortanto
* *_ i v o, M v o _ o

w = de = d&"A df Av wau + 1/2 d€"A d& [ avAu BHAV ]Aa .

(4.61)
ou seja,
*_ i * M v

w = d&" A dgu + 1/2 d&" A d £ Suv (4.62)

0 tGltimo termo expressa as condigdes de integrabilidade dos
vinculos. Como j& vimos, no espaco de configuragdo este termo &
a torgdo da variedade ndo-holénoma. No caso simplético este
termo estd ligado & torgdo nos espagos de Finsler generalizados

também conhecidos como espagos de Lichn erowicz, como foi
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mostrado por Klein ( (79), pag 47).

Na formulagio candnica as trajetérias definidas pela forma

sio geodésicas do espago de Lee ( (80) pag

- . o *
pré-simplética, w

) ) o - %
433), onde a matriz simplética correspondente 4 w tem a forma

(4.63)

onde S & a matriz formada com Suv e A a matriz que representa o

projetor ( Aﬁ Yo M, V= 1,...,N

10 - QUANTIZACAO GEOMETRICA

A formulacgdo simplética nos permite naturalmente

descrever a quantizagdo geométrica.
Agqui associaremos &s fungdes de onda Y(&),no espago de

Hilbert, campos vetoriais e 1-formas definidos no espago

tangente & variedade simplética

<y | =" w”Van 3 (4.64)

w !
| ¥ > =1 de“auw . (4.65)

Por outro lado, os campos vetoriais e 1~formas associados
aos vinculos devem aniquilar os tensores associados a fungdo de

onda, para expressar a restrigdo ao sistema:

<e | y>= w”Va¢;auw ={¢’, v} =o. (4.66)

Esta expressdo & mais geral do que a que estudamos no capitulo
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Se considerarmos a representacio de configuracidoc e vinculos
lineares nos momentos, o paréntese de Poisson (4.66 ) reduz-se &
férmula (3.60):

i 9¢” & Y Y
{¢, ¥} = = e =0 . (4.67)

m u
d d
Py X

Como o tratamemto simétrico da posicdo e do momento viola o
principic de incerteza, temos que escolher fungdes qgue dependam
apenas dos momentos ou apenas das posigdes, separadamente. Este
procedimentec & conhecido como polarizagdo e & discutido
exaustivamente em (51).

Os campos veto;zais ( 1-formas) associados & funcio de onda

arbitrarias devem ser projetados, para fornecer o campo vetorial

( 1-formas ) compativel com os vinculos:
v >= aJyv>=]yv>-]e >¢, v). (4.68)
Verificamos imediatamente que
<e | ¢ >=<ely>-{¢, yr=o0. (4.69)

11 -~ TRANSPORTE PARALELO

Se interpretarmos 8* = dgv Ag Au como a conexado l-forma,
podemos transportar paralelamente uma funcdc de onda arbitraria,
como vimos no capitulo 3. Neste caso a fungido de onda aguire um

fator de fase
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o= [ exp J 8" ] VR (4.70)

usando o teorema de Stokes obtemos imediatamente

[ o* = J W ) (4.71)

r a

Para evitar ambiguidades na definig¢do da fungdo de onda

devemos impor a condicgdo

*
{ w =2 N |, (4.72)

LI . .
¢ dgue garante que a curvatura 2-forma w € um 1intelro da
cohomologia de DeRham . Esta & a condig¢8o de pré- gquantizacgdo
geométrica, necessaria e suficiente para a existéncia de um

fibrado gquéntico, (cit 51 pag 6 ).
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