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RESUMO

A relacao entre as diferentes temperaturas presentes
em um plasma radiativo & examinada e o significado fisico da
temperatura de Eckart & discutido. Uma lei de evolucao para a
temperatura de um fluido imperfeito relativistico & deduzida.
Com este resultado um método geral de obtencao do comportamen
to termodinamico de um modelo cosmologico arbitrario & descri-
to. O procedimento & aplicado, em um grau crescente de comple-
xidade, para modelos homogéneos e isotropicos (tipo FRW) e ino
mogeneos e anisotrOpicos (tipo Szekeres), cujas solugdes ge -

rais sdo simultaneamente estabelecidas.

As propriedades geometrodinamicas de tais modelos
sao também investigadas. Para solugoes do tipo FRW com fluido
perfeito, mostra-se que a dinamica do fator de escala se reduz
a que descreve o movimento de uma particulaclassica.Modelos fe
chados sao analogos a osciladores harmdonicos e o tempo que de-
corre entre duas singularidades consecutivas & calculado em
fungdo do pardmetro da equagdao de estado. Mostra-se também que
uma subclasse dos modelos inomogeneos do tipo Szekeres evolue
para modelos do tipo FRW para quaisquer valores do indice adia
batico da equagao de estado e do pardmetro de curvatura da se—

¢ao espacial.
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NOTACAO E CONVENCOES

Assinatura da métrica: (+---)

Indices repetidos sao somados sobre todo o espectro de valores

indicadeos no texto.

Diferencial parcial: 99 = )
axu P
[l L] R 1
Simetrizagao de tensores: A = = (A + A
¢ () =2 By o)
. . . - : 1
Antissimetrizac¢cao de tensores: A = = (A - A
¢ [uvl 2 ! TRY vu)
Derivada material covariante: o ponto significa derivada ao lon-
go das linhas de matéria; p = uapHa, dB = uqu”a..., etc.

Em nossas unidades 887G = c = 1.
(6]

. . o
Deriwvada covariante: DBu = 1 HB-



"A naturneza ama esconden-se”

(fragmentos, Heraclito de Efeso)

0 universe ¢ grande ¢ cabe
nesta fanela sobre o mar.

0 mar ¢ grande ¢ cabe

na cama e no cofehac de amai.
0 amor e grande e cabe

no breve espacc de bedlfan.

(Amar se aprende amando,
Carlos D. de Andrade).



INTRODUCAO

A cosmologia € a parte da fisica onde se investiga a
estrutura de larga escala do universo. Em principio, seu prin-
cipal objetivo & a obtencao de um modelo cosmolégico que predi
ga os resultados das observa¢Oes astrondmicas. No contexto da
relatividade geral, o estudo tedrico das questdes cosmologi -
cas pode ser iniciado quando se conhece a estrutura geométri-
ca do espaco-tempo, a gqual & determinada, via as equagdes de
Einstein, pela distribuicaoc de matéria do universo. Todavia,
como em qualquer outro ramo da fisica, a construcao de modelos
cosmologicos envolve o uso de hipGteses simplificadoras, que
visam tornar o problema matematicamente tratavel.

Usualmente, & adotado o ponto de vista da fisica
classica macroscOpica. SupbGe-se que a matéria do universo cons
titui um fluido, ou seja, as irregularidades locais, tais como
estrelas e galaxias, nao sdo consideradas. Isto significa que
o problema & abordado no espirito da termodinamica, a qual na
descricao de um ga&s ndo estuda o comportamentc individual de
atomos e moléculas, e sim, define quantidades macroscépicas
(pressao, densidade, temperatura, etc) e estuda suas rela -
goes. Esta hipOtese basica de trabalho, relacionada com a es -
trutura de larga escala, implica que a descrigao do cosmos tem
necessariamente um certo conteiido fenomenoldgico. De fato, o
teste de qualquer particular modelo exige que observadores lo-
cals me¢am as quantidades macroscopicas de interesse fisico .
Neste sentido, como observado por Gehéeniau e colaboradores{i),

a area interdisciplinar da cosmologia é a legitima herdeira



dos métodos e técnicas ordinariamente empregados em hidrodina
mica ou mais geralmente na teoria termodinamica para proces -
sos fora de equilibrio.

Historicamente, o comportamento geometrodinamico das
solugbes cosmoldgicas (singularidades, evolucdao, movimento de
particulas de teste, etc), tem sideo mais cuidadosamente inves-
tigados do que os aspectos relacionados com as propriedades
térmicas (distribuicao de temperatura, producdo de entropia,
etc) . No entanto, além de ser essencial para completar a menci
onada descricao fenomenoldgica, a analise termodinamica de mo-
delos cosmologicos mais gerais pode ter consequéncias observa-
cionais. Por exemplo, a presente entropia adimensional por par
ticula, que & uma medida da razao entre o numero de fotons e
de barions no universo atual (nY/nb N 108), pode ter sido ge-
rada atraves de processos dissipativos que ocorreram no univer

SO primitivotg’lg)

. Nesse contexto, o primeiro objetivo do pre
sente trabalho & responder a sequinte questdo: Como a analise
termodinamica de um modelo cosmoldgico arbitrario pode, pelo
menos em principio, ser realizada de forma completa ?

Por outro lado, o tratamento termodinamico de um
fluido em expansao (universo) pressupde, como sera visto na
parte principal do texto, um conhecimento pelo menos parcial
de sua dinamica. Por sua vez, esta também exige uma bateria de
hipoteses adicionais que vao bem além da simples possibilidade
de uma descrigao hidrodinamica. Assim, por exemplo, as hipdte-
ses de homogeneidade e isotroplia espacial conduziram para uma

classe de solugOes cosmoldgicas razoavelmente idealizadas. Em

tais modelos, todas as propriedades sdo determinadas a partir



do conhecimento de uma Gnica func3o de escala universal, a qual
depende apenas do tempo. Curiosamente, mesmo em uma situacio
aparentemente simples, os aspectos dindmicos e térmicos nio fo-
ram examinadas em todo o seu possivel grau de generalidade
(ver Capitulo II).

Mais recentemente, modelos do universo onde as possi-
vels inomogeneidades de grande escala s3o consideradas, vém sen

do bastante investigados(zéflg’gl-gg)

. Como veremos nos Capitu-
los III e IV, para modelos inomogé@neos a situacio & no minimo
bastante insatisfatdéria. Existem poucas solucdes cosmologicas
inomogéneas exatas que podem ser utilizadas como modelos realis
ticos para o universo. Além disso, na maioria das solugdes co -
nhecidas, o tratamento termodindmico tem sido ignorado ou estu-
dado de forma incompleta(lli_lll).

Nesse contexto, como mais uma contribuig¢do no sentido
de preencher as duas lacunas mencionadas acima, discutiremos no
presente trabalho uma série de aspectos dinamicos e térmicos
de modelos cosmologicos homogéneos e inomogéneos.

Por simplicidade todos os nossos resultados, demons -
tragdes, etc, serdo apresentados na base de coordenadas (x>} .
As linhas gerais de desenvolvimento do nosso trabalho s3o0 as
seguintes:

Apresentamos, no Capitulo I, os conceitos bisicos da
termodinamica relativistica para processos fora de equilibrio.
A expressdo geral do tensor de energia-momentum para um f£luido
imperfeito relativistico e as relagdes constitutivas sio obti-

das no contexto das chamadas teorias de primeira ordem. Deduzi-

mos também uma lei de evolucdo para a temperatura de fluidos



imperfeitos, que permanece valida mesmo quando todos os proces-
sos dissipativos atuam simultaneamente. Além disso, em conexao
com a teoria cinética, a relacao entre as diferentes temperatu-
ras presentes em um plasma radiativo & examinada e o significa
do fisico e operacional da temperatura de Eckart é discutido .
Finalmente, através de um procedimento alternativo, a expressio
do coeficiente de viscosidade volumar radiativa, originalmente
determinada por Weinberg(g}, e reobtida.

No Capitulo II, investigamos o comportamento dindmico
e térmico das cosmologias homogéneas e isotrdpicas. A solugdo
geral e unificada para os modelos do tipo FRW contendo um flui-
do perfeito & apresentada e a termodindmica & discutida em deta
lhe. Mostra~se também que a equacdo descrevendo a dinamica do
fator de escala & reduzida, na forma conforme, a equacao de mo-
vimento de uma particula classica. Os modelos fechados siao ana-
logos a osciladores harmdnicos, e o tempo que decorre entre du-
as singularidades consecutivas & expresso como uma funcdo conti
nua do parametro da equagéd de estado. Fechando o capitulo, a
analise termodinamica & estendida a fim de incluir uma classe
de modelos com viscosidade volumar. A lei de temperatura e a de
pendéncia temporal do fator de escala sio explicitamente deter-
minadas e todos os resultados sao comparados com o caso adiaba-
tico.

No Capitulo III, uma motivagdo tedrica para o estudo
de modelos inomogéneos & discutida e o critério de inomogeneida
de espacial, utilizado no corpo deste trabalho, & definido. Em
seguida, as solucgdes inomogéneas de Szekeres (classe II),na for

ma originalmente estudada por Bonnor e Tomimura, s@o apresenta



das. Na sequéncia, supondo que o meic material dos modelos pode
ser interpretado como uma mistura de dois fluidos,uma nova clas
se de solugoes do tipo Szekeres & estabelecida. Suas proprieda
des dinadmicas sdo detalhadamente examinadas e mostra-se gue uma
subclasse de tais modelos evolui para solugoes do tipo FRW para
quaisquer valores dos parametros livres das cosmologias homogé-
neas e isotrdpicas.

Finalmente, no Capitulo IV, uma classe de solugdes
parabolicas do capitulo anterior & generalizada através da in -
trodugao de uma corrente de calor no meio material. Os aspec -
tos dindmicos e térmicos de tais modelos sao examinados. Uma
subclasse de tais solucgoes evolui para as cosmologias do tipo
FRW no limite de grandes valores do tempo cosmologico. Mostra-
-se também que a distribuicac de temperatura que determina o
fluxo de calor tem as propriedades fisicas esperadas.

E importante mencionar que os principais resultadosma
tematicos utilizados nos capitulos estao expostos nos Apéndi -
ces A, B, C e D. Contudo, o tema do Apéndice E tem um "status"
diferente dos anteriores, pois constitue um resultado adicio -

("—-'"-"'112) - Por

nal sobre termodindmica de modelos do tipo Szekeres
ter sido obtido na formulagao de fluido simples, a qual nao cor
responde a linha de desenvolvimento enfatizada nos capitulos 3
e 4, consideramos mais conveniente descrever tais resultados em
separado.

Para finalizar, com o intuito de facilitar uma eventu
al consulta por parte de pesquisadores interessados no assunto,

mencionamos que o nosso contato com a literatura indica que as

contribuigdes originais do presente trabalho encontram-se nas



sequintes segdes: 1.3, 1.4, 2.2, 2.3, 2.4, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6

r

4.2, 4.3, 4.4 e também nos Apéndices B, C e E. Tais resulta -

dos foram publicados nas referéncias citadas no texto.



CAPITULO I

FLUIDOS RELATIVISTICOS

Neste capitulo, considerando os postulados da termodi
namica de processos irreversiveis, obteremos a forma mais geral
do tensor de energia-momentum {(TEM) para um fluido imperfeito
relativistico e também uma expressdo para a lei de evolucado de
sua temperatura em fungao dos fluxos dissipativos. Inicialmen-
te apresentaremos os conceitos e as limitac¢oes da teoria termo-
dindmica padrdo para processos fora de equilibrio. A conexdo en
tre esta teoria fenomenoldgica e a teoria cinética dos gases
sera feita, no final do capitulo, através de um exemplo especi-
fico conhecido como plasma radiativo, o qual ncs permitira com-
preender melhor o conceito de temperatura em sistemas fora de
equilibrio térmico. Os resultados que se sequem serio amplamen-—

te utilizados no corpo deste trabalho.

1.1 - ALGUNS CONCEITOS EM TERMODINAMICA DE NAO-EQUILIBRIO

A fim de unificar dentro de um Gnico e coerente esque
ma todos os fenomenos irreversiveis ocorrendo em fluidos sim -
ples ou misturas, a teoria termodinadmica padrao para processos
fora de equilibrio (c¢lassica ou relativistica), foi construida

tendo os seguintes principios como base conceitual(g'ﬁ):



Pl. Principio de Equilibrio Local (PEL)

P2. Principio de Entropia (PE)

O PEL postula que dentro dos elementos infinitesimais(*) de vo-
lume do fluido existe um estado de equilibrio (local) embotra o
fluido, de um ponto de vista global, se encontre fora de equili
brio. Experimentalmente isto significa que os valores das gran-
dezas termodinamicas associados as diversas "células", tais co-
mo a pressao termostatica e a temperatura s3ac as mesmas gque se-
riam obtidas como se cada "célula" fosse subitamente isolada
permitindo-se gue chegasse ao equilibrio(g). Analiticamente ©
PEL implica que a relacao de equilibrio de Gibbs permanece lo -
calmente vélida guando expressa em termos de varidveis especifi
cas, ou seja, através de quantidades extensivas por unidade de
particula ou de massa. No dominio relativistico, a relacdo fun-

damental de Gibbs, toma a sequinte forma local(z'g)

Tds = d(p/n) + pd(l/n) , (1.1.1)

onde s & a entropia especifica por particula e T, p, n e P
denotam respectivamente a temperatura, a densidade da matéria-
-energia, a concentragao de particulas e a pressao local no flu
ido. Como uma consequéncia do PEL, € geralmente admitido due o©
fluido deve satisfazer as mesmas equagdes de estado que sdo va-
lidas no equilibrio, as quais sdo naturalmente independentes dos

gradientes(é).

(*}

Este termo tem aqui uma acepgao hidrodinamica. Os elementos sao peque -
nos relativamente as dimensoes do sistema, porem suficientemente grandes
a fim de conter um grande numero de particulas. Deste modo nao apenas as
medias podem ser efetuadas, como refletem ainda uma propriedade local.



0 segundo principio nos diz que na presenca de proces
808 irreversiveis existe uma producdo de entropia por unidade
de volume e por unidade de tempo ou, equivalentemente, uma fon-
te local de entropia o a qual, pela segunda lei da termodini-
mica, € sempre positivo definida. Matematicamente tal princi -
pPio implica, a nivel classico ou relativistico, na existéncia
de uma equac¢ao de balango para a densidade de entropia tendo o
como um termo de fonte. No contexto da relatividade especial

tal equagao tem a seguinte forma(g'é):

-_'-:02 0 r (1-1-2)

onde % & o quadrivetor fluxo de entropia. Nesta equacido a en -
tropia deve ser visualizada como uma espécie de "caldrico" nao
conservado dotado de uma fonte local nao negativa (gquantidades
conservadas tem divergéncia nula). A forma explicita da corren-
te de entropia sera deduzida adiante.

As equacdes (1) e (2), que si3o as expressdes matemati
cas dos dois principios basicos, fornecem as chaves de acesso a
teoria fenomenoldgica de fluidos imperfeitos relativisticos. Co
mo sera visto na préxima secio, combinando-as com as equacgdes
de movimento do fluido, &€ possivel determinar simultaneamente
as relagdes fenomenoldgicas obedecidas pelos fluxos dissipati-
vos presentes no TEM, bem como a propria expressdo analitica da
fonte de entropia ¢ . Além disso, a teoria de equilibrio & recu
perada no limite em que a produgao de entropia desaparece (o0=0).

A abordagem descrita acima tem sido sistematicamente
aplicada tanto a nivel classico quanto no dominio relativisti-

co(g’éfi) . Sua extensdo para a teoria da relatividade geral
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(TRG) € imediata se o campo gravitacional varia lentamente ao
longo de um livre caminho médio ou de um livre tempo médio das
particulas do fluido (&), Nestas condicbes a validade do princi
pio de equivaléncia permite que eguag¢des covariantes sob trans-
formacoes de coordenadas gerais sejam estabelecidas pela técni-
ca usual de acoplamento minimo: a substituicdoc simultanea da ma
triz de Minkowski NaB pelo tensor métrico riemannianco Jop ©
das derivadas do espacgo-tempo plano por derivadas covariantes .
Acoplamentos termogravitacicnais diferentes do referido acima ,
apesar de ser uma possibilidade tebérica, ndo serdao considera
dos neste trabalho(ll)-

Finalmente, € importante mencionar algumas limitacoes
da teoria assim construida, as quais s3o decorrentes da adogdo
do primeiro principio (PEL). De fato, a validade do PEL esta
restrita aos processos que estao fora, porem permanecem proxi-
mos ao equilibrio. Isto ocorrera se os gradientes de espago e
tempo das fungoes de estado sao suficientemente pequenos, de
modo que relacgoes fenomenoldgicas lineares possam fornecer uma
descricao adequada de tais processos. Para gases diluidos, por
exemplc, como foli demonstrado por Prigogine(lg), a ideia de pro
ximidade do equilibrio pode também ser justificada via teoria
cinética. Neste caso, os resultados obtidos na teoria fenomeno-
1logica coincidem com aqueles derivados por meio da equagao de
Boltzmann, se na expansao da funcao de distribuicao apenas o
primeiro termo &€ retido; isto e, tomando-se F = FgtFqs onde Fy
é a funcado de distribuicao para os estados de equilibrio com
|F1/F0| << 1. Em virtude da linearidade das equacOes fenomenocld

gicas resultantes e da mencionada justificativa cinética, a vex

sao da termodinamica de ndo equilibrio construida a partir dos
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dois principios basicos é também denominada de teoria de primei
(13,20) . .

ra ordem.Alguns autores—'~—" preferemcaracterizar as teoriasde

primeira ordempelo fato do fluxo de entropia ter, no maximo,ter

mos lineares nos gradientes (ver eq. (1.2.20)).

1.2 - TEORIA RELATIVISTICA GERAL DE FLUIDOS IMPERFEITOS

Os estados termodinamicos de um fluido simples rela -
tivistico estao caracterizados por um tensor de energia-momen -

B

o - a
tum T, uma corrente de particulas N e uma corrente de en -

tropia s*. as equacoes de movimento do fluido estdo contidas

nag leis de conservacao
T = 0 ’ (1.2.1)

N =0 . (1.2.2)

Como foi visto, a seqgunda lei da termodinamica exige que a in -

tensidade da fonte de entropia deve ser nao negativa, ou seja,

IV
o
.

o
S“Ot 2 (1.2.3)

1.2a - Limite Adiabatico

Escolhendo um referencial hidrodinamico arbitrario ,

cuja quadrivelocidade u”  satisfaz

o
uu, = 1, (1.2.4)
. - . P af o o Do , -
as variavels primarias T , N e § tomam no limite adiabati-
(2,3,86)

co as sequintes formas'='~'-—
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8 = ou®uf - % (1.2.5)

N* = nu* (1.2.6)

s = nsu® , (1.2.7)
onde o© tensor

L AIPURP L Y (1.2.8)

- . . o
€ o projetor sobre o espago de repouso local no referencial u

o gual por (1.2.8) satisfaz

gt =0, (1.2.9)
a B _ La

h%gh", = n%, (1.2.10)
haa =3 . (1.2.11)

As quantidades p, p, n, s Jjuntamente com a temperatura T sao
invariantes (escalares) de simples interpretagao; sdo valores

proprios medidos pelos observadores co-moveis com o©s elementos

(2)

de volume do fluido'=". Tais grandezas estao relacionadas atra-
vés da lei de Gibbs (1.1.1). Como veremos adiante, a partir do
limite adiabatico da teoria geral,segue dasegs. (1.1.1)H1.2.2)e
{1.2.5)-(1.2.7) que a produ¢do de entropia & nula, como seria

esperado para os estados de equilibrio térmico.

1.2b - Estados Fora de Equilibrio

Em principio, para incluir processos dissipativos

tais como, condug¢do de calor e viscosidade, & preciso introdu
zir termos adicionais nas variaveis primarias descrevendo o
fluido perfeito. Antes de exibir tais modificacdes devemos ob -

servar que a presen¢a do processo de transferéncia de calor
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levanta uma interessante questdo relacionada com a definicao
. . {(*) « . s o -

da quadrivelocidade u’ . E preciso especificar se u & a qua-

drivelocidade do transporte de energia ou a do transporte de

(11) @

particulas. Na abordagem de Landau-Lifschitz € defini-

do como sendo a quadrivelocidade do transporte de energia ("dy-
namic frame"). Na abordagem de Eckart(z) u” & tomado como sen
do aquela do transporte de particulas ("kinematic frame"). Ambas
as teorias admitem implicitamente que os gradientes de espago e
tempo das grandezas fisicas sao pequenos de forma que apenas 0OS
termos de primeira ordem nos desvios do equilibrio precisam ser
considerados. Em particular, a menos de algumas identificagoes
envolvendo os fluxos de calor e difusao de particulas, as ex -
pressOes para a taxa de producao de entropia sao iguais. De fa-
to, excluindo certos critérios de estabilidade para perturba-

coes de densidade, as duas teorias sdo equivalentes(lg)

.Contudo,
sendo a de Eckart mais conveniente no contexto cosmolégico, nods
a adotaremos no presente trabalho.

As equag¢des de movimento do fluido estao contidas, co
mo no caso de equilibrio, nas leis de conservacao (1.2.1) e
(1.2.2). Além disso, desde que a densidade de nimero de particu

las seja medida por um observador co-movel com o elemento de vo

lume do fluido ("kinematic frame"), a corrente de particulas e

D

ainda definida pela equacao (1.2.6). Contudo, aoc TEM (1.2.5)

adicionado trés novos campos(g’i’lé)

TG'B = puauB - (p—‘n‘)hogB + qu-uS + unC{- + 'ITOLB , (1.2,12)

(*)

Classicamente nao existe ambiguidade. A quadrivelocidade hidrodinamica
esta associada ao fluxoe da massa. Contudo, na Relatividade um fluxo de
energia envolve necessariamente um fluxo de massa,
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onde qa, T e HQB denotam respectivamente o fluxo de calor, a

pressio viscosa ("bulk viscosity”) e o estresse viscoso {("shear
. . " o aB

viscosity stress"). Os fluxos g e T pertencem ao espago de

Qo . . .
repouso local de u e satisfazem os seguintes vinculos:

o _ _ aB _ _ _
u'g, = u NGB = g&Bﬂ = ﬂaB NB& =0 . (1.2.13)

E bem conhecido(é'li)

que a decomposig¢ao geral do tipo (1.2.12),
satisfazendo os vinculos acima, pode ser realizada indistinta-
mente para qualquer tensor simétrico de segunda ordem. No entan
to, o significado das parcelas irredutiveis sdao fixados a par -
tir de consideracoes fisicas relacionadas com a grandezaem gues
t3o. Para o TEM de um fluido imperfeito, as expressoes dos cam-
pos T, qa e 18 , bem como o termo de corregao na corrente de
entropia (1.2.7), serdo determinados através de restrig¢des im -
postas pelo segundo principio basico, isto &, gque a intensida-
de da fonte de entropia & naoc negativa. £ o que veremos a se-
guir.

Pelo principio de equilibrio local as variagbes da en
tropia especifica s (fora de equilibrio) estao restritas pela
equagaoc (1.1.1). Tomando a derivada covariante de (1.1.1) ao lon

go das linhas de universo da matéria e usando as egs. (1.2.2)

e (1.2.6) verifica-se facilmente gque

T(nsu"‘)”Ot =5 + (p+p)® , (1.2.14)

onde 9 = u & a taxa de expansao e o ponto denota derivada

|l

covariante ao longo das linhas de matéria. Para calcular o lado

direito da equagao acima, multiplicamos (1.2.1) escalarmente
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por u® e usamos a decomposicao (1.2.12). Apds algumas manipula

¢Oes a lei de conservacao da energia toma a forma abaixo

uaTaB”B = 6+(D+p—ﬂ)e + q%la - ﬁaqa - UM|BHQB = 0. (1.2.15)

- . o L,
Sabe-se tambem que a derivada de u , presente no Ultimo termo

da expressao acima, satisfaz & sequinte decomposigéo(g’lé)
_ & 1
onde
N -2
OaB =3 h ah B(uM|V + u\)HLl 3 thV) ] (1.2.17)
e
S BRI i}
WOf.B =3 h ah 3 (uqu u\)”ll) . (1.2.18)

$3a0 respectivamente os tensores de cisalhamento ("shear") e ro-
tagao dos elementos de volume do fluido. Portanto, considerando
afB

que o tensor T satisfaz os vinculos (1.2.13), segue de

(1.2.16)-(1.2.18) que a lei de conservacao da energia (1.2.15),

pode ser reescrita como
; o = a a
P+ (p+p)8 = 76 - T|jg + gD + 7 Tup - (1.2.19)

Inserindo este resultado na eq. (1.2.14) e definindo a corren-

te de entropia s fora de equilibrio pela expressao

o
s = nsu® + %T , (1.2.20)

. -~ . o
a divergencia de S toma a forma
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B,.c .

q h (q -Tu_) T
@ _ B ' ][a o T8

Si|a = o2 + o T . (1.2.21)

Portanto, o principio de entropia podera ser satisfeito por
(1.2.21) se os fluxos forem definidos pelas seguintes relagoes

lineares nos gradientes

& = xo° ; oF = hBa('IHOL—TﬁOL) , (1.2.22)
T = 78 ' (1.2.23)
waB = naaB , (1.2.24)

onde ¥, L e TN sdo respectivamente os coeficientes de condu -
gac térmica, viscosidade volumar ("bulk viscosity") e de cisa -
lhamento ("shear viscosity"). Na verdade, considerando as equa-
goes (1.2.22)-(1.2.24), a intensidade da fonte de entropia dada
por (1.2.21) pode ser reescrita como

s ] (o]
a X¢ 9, C82 no oy

S”Ot = - 5 + T + T ' (1.2.25)

T

cuja positividade fica automaticamente garantida se, para qual-
quer configuragao do fluido, os coeficientes fenomenoldogicos sa
tisfazem ¥ > 0, £ > 0 e n > 0. Além disso, considerando que
no limite adiabatico q(1 = 7 = EGB = 0, a corrente de entro -
pia s* em (1.2.20) se reduz a expressao de equilibrio (1.2.7)
e a intensidade da fonte de entropia se anula, como fol anteri-

ormente observado.
Em resumo, na formulagdao de Eckart, o conjunto basico

de equagoOes governando a teoria relativistica de um fluido im -
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perfeito de uma componente sdao as seqguintes: as leis da conser
vagao (1.2.1) e (1.2.2) com p*B e n* dados respectivamente por
(1.2.12) e (1.2.6), a relagao de equilibrio de Gibbs em sua for
ma local (l1.1.1 ) e as equacdes constitutivas (1.2.22)-(1.2.24),

af

com qOt e T obedecendo os vinculos (1.2.13) e ligados & inten
sidade da fonte de entropia pela equagao (1.2.25). Note-se gue
tal sistema é indeterminado pois, em principio, existem quinze
equagOes independentes e dezessete gquantidades desconhecidas |,
enumeradas a seguir: as trés componentes independentes de cada

a B

. o3 o . .

quadrivetor u e g, cinco do estresse T e ainda m, p, P .,
. el . - 4

n, T e s. Ab initio, da mesma forma que na teoria cla551ca(—) ’

o comportamento do fluido podera entdo ser completamente especi

ficado adicionando duas equagoes de estado, digamos

p = p(n,T) (1.2.26)
p = p(n,T) . (1.2.27)

E importante mencionar que, apesar de bastante revela
dora da fisica subjacente a uma grande classe de fendmenos, as
teorias de primeira ordem apresentam algumas dificuldades do
ponto de vista tedrico e experiméntal. De fato as versbes clas-
sicas das relagdes fenomenoldgicas (1.2.22)-(1.2.24) ndo descre
vem adequadamente diversos processos. Nos fendmenos de relaxa -
¢ao acustica, por exemplo, rela¢des lineares nao sao satisfato-
rias no limite de alta frequéncia ou curtos comprimentos de on-
das tal como manifestado nas experiéncias envolvendo propagagao
de ultra-som em gases rarefeitos e no espalhamento de néutrons

(15)

em liquidos'—=’'. O mesmo acontece com a propagacgio de foénons

(16)

em s6lidos no limite de baixas temperaturas As equagles
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constitutivas (1.2.22)-(1.2.24) determinam também um conjunto
de equag¢Oes parabdlicas, indicando a possibilidade de velocida-
des infinitas para a propagag¢ac de sinais térmicos e viscosos .
Além disso, nao existe um problema de valor inicial bem defini
do para fluidos em rotagéo(lg). Aparentemente, tais dificulda-

des podem ser evitadas, através de uma extensido das teorias de

primeira ordem, conhecida como termodinamica estendida. Tal te-

oria originalmente proposta por Muller(lg'lg) foi posteriormen
te melhor fundamentada por Israel{zg), Pavon e colaborado-
res 2| a diferenca fundamental entre esta ultima e a  teoria

padraoc aqui apresentada, & que a hipotese de equilibrio local é
abandonada. Consequentemente, a forma local da 1lei de Gibbs
(1.2.12) & modificada pela presenca de termos dependentes dos
fluxos dissipativos. Em virtude das corregoes da termodindmica
estendida serem mais efetivas em regimes fortemente transientes,

tais correg¢bes nao serdo consideradas no presente trabalho.

1.3 - EQUACAO DE EVOLUCAQO DA TEMPERATURA(D

Mesmo na auséncia de processos dissipativos, um flui-
do que encontra-se localmente em um estado de expansaoc (8 > 0)
ou contracgdo (0 < 0) deve, naturalmente, modificar sua tempera
tura ao longo do tempo. Portanto, a fim de completar a solugao
do problema termodindmico devemos, no caso geral, determinar a
influéncia dos processos fora de equilibrio na taxa de variacao
local de sua temperatura. Mostraremos agora que a equacac de
evolugao da temperatura & uma consequéncia natural das leis de
conservacao, da relacdo de Gibbs e da equacgao de estado (1.2.27).

De fato, se p = p{n, T entio
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L ] _ ap} L ] [ap] L]
p = [——~ T + |%= n . {1.3.1 )
aT n an m

Substituindo a equacao acima na lei de conservagao da energia
(1.2.19) e usando a conservacao do numero de particulas podemos

escrever

30} & _ [nf20) _ _ oo 0B _ 4o
[BT]nT = [%[Bn]T p é}e + 8 + uaq + OuBW q”a L{1.3.2 )

()

Por outro lado, o fato de que ds na lei de Gibbs {(1.1.1)

uma diferencial exata implica que

3 .1 .,9p 0+ [ .1 Lap ]
E?f {ET [(gﬁ)T - (“HE)@]H = [%H {HT (gT)n{]T , (1.3.3)

ou ainda
apl . _ n|le
T[BTJ p + p n[an] . {1.3.4 )
n T
Inserindo a eqg. (1.3.4.) em {1.3.2 ) obtemos que
i _ _[3p 1 = O af _ o
T = [ap] g + 35 [%e tu,g o+ o T q"é] . {1.3.5)
n Tiss
aT
n
Como esgperado, se fluxos dissipativos estao ausentes, qa = 1 =
= WGB =0, a eq. (1.3.5 ) nos diz que no regime de expansao ( ©

> 0), a temperatura diminue, o contrarioc ocorrendo para esta -
dos de colapso (6 < 0). Note também que as correcgdoes dissipati-
vas em (1.3.5 ), incluindo a divergéncia do fluxo de calor, sao
de sequnda ordem nos desvios do equilibrio. £ facil mostrar

também que se apenas o processo de transferéncia de calor e
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considerado, a substituicao de (1.2.22) em (1.3.5 ) conduz a
forma relativistica da equagdo de Fourier para fluidos em movi-

mento.

1.4 - O PLASMA RADIATIVO: COEFICIENTES DE TRANSPORTE E A TEMPE-

RATURA DE EQUILIBRIO LOCAL (22)

A teoria macroscdpica descrita nas secgoes anteriores
pouco tem a dizer a respeito dos coeficientes de transporte, as
constantes de proporcionalidade entre as forgas e os fluxos ter
modindmicos, além da positividade dos mesmos. Em principio,tais
coeficientes devem ser dependentes das variaveis termodinamicas
locais (n,T) e da espécie de sistema em questdao. E também espe-
rado, para sistemas que se encontrem fora mas proximos do equi-
librio, que estes coeficientes sejam independentes dos gradien-
tes.

Um dos objetivos basicos da teoria cinética relativis
tica & fornecer uma base de sustentacdo para a abordagem fenome
nolégica, ou seja, reproduzir a partir das interagdes entre as
particulas do fluido, as quantidades primarias (TEM, fluxo de
entropia e de particulas), suas leis macroscépicas (conservagao
de energia, producgao de entropia, etc) bem como obter os coefi
cientes de transporte.

Com a finalidade de discutir o conceito de temperatu
ra no contexto das teorias de primeira ordem bem como exempli-
ficar um calculo de coeficientes de transporte, consideraremos
a seguir um sistema especifico, de particular interesse em pro-

blemas de astrofisica e cosmologia, para o qual os resultados
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cineticos estiao bem estabelecidos.

O plasma radiativo(g’gé)

e um Sistema constituido por
uma mistura de dois fluidos cuja componente basica sao quanta
de radiagao (fotons, neutrinos ou gravitons) de livre tempo mé-
dio finito 1 . A segunda componente & um melo material de 1i -
vre tempo médio T,r Suposto em equilibrio térmico na tempera-
tura Tm. Isto significa que Tm S5 T de modo gue todas as pro-
priedades de transporte do plasma sao devidas exclusivamente
aos quanta da radiacgdo.Por hipdtese,aradiac¢ao esta fora porém prd
Xima ao equilibrio com a matéria, de tal forma que &€ suficilen-
te obter a corre¢ao na sua fungdo de distribuigao de equilibrio
até termos de primeira ordem no livre tempo T .

Foi Thomas(gg) quem obteve pela primeira vez a solu -
gdo correta da equacao de Boltzmann relativistica para este sis
tema, tendo calculado os coeficientes de transporte de condugao
térmica e viscosidade de cisalhamento. Weinberg(§), derivou uma
expressao para o coeficiente de viscosidade volumar, mostrando
que o fluido de duas componentes comporta-se na realidade como
um fluido simples na formulagio de Eckart. Uma considera -
vel simplificagao dos resultados de Thomas foi posteriormente
estabelecida, através de uma formulagao manifestamente covarian

(24) e Straumann(gg). A discussio dos métodos e

te, por Masaki
técnicas utilizados na obtengdo das solugoes da equacao de trans
porte relativistica esta além dos objetivos do presente traba -
lho. Assim, ao obter o TEM do plasma,que sera apresentado a se-
guir, omitiremos os cilculos relativos a corregao da fungao de

distribuicdao dos gquanta. Para maiores detalhes veja as refs.

(24) e (25).
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O tensor de energia momentum da mistura & dado por

af _ OB af
T =Tm * T : (1.4.1)
onde
T?i) B pm(Tm'l’”umuB - Pm(Tmrn)haB ' (1.4.2)

e 0 TEM do meio material suposto em equilibrio na temperatura

T . O TEM da radiagido T?i) deve ser calculade cineticamente

m
Por definigéo(éil:
ap o, B d3K
™" = g J K'K'F(X,K) ~—5 (1.4.3)
K020 K
onde K & o 4-momentum da radiacio (KuKa = 0) e F(X,R) é a

fungao de distribuicao, invariante de Lorentz, dos gquanta de ra

3., -

diacdo. F & normalizada de tal modo que gF(X,K)d3Xd K & nime-

e}
ro de quantas no elemento de veolume d3X, com 3-momentum K cuja
extremidade esta localizada no elemento d3K. 0 fator g & igual
a (21r)-3 vezes o numero de estados de spin dos quantas de radia
cio ( em nossas unidades h = Kg = ¢ = 1).

Por hipdtese, a radiag¢3o esta prdoxima ao equilibrio

com o meio material. Nesse caso, podemos tomar

0 1
com |F{/F,| << 1 e
wK, -1
FO(X,K) = [%xp( T ) - {] ' (1.4.4)
m
onde u* é a 4-velocidade do meio material. Para F = F e facil

0'
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mostrar que (1.4.3) se reduz ao TEM de equilibrio(gé), ou seja,

4 1
g J g. KK'Fy —5 = NT_uu 3 NT h {1.4.5)
K 20
com a constante N = %ﬁ g. Para completar o TEM devemos obter o
termo de interacdo tomando F = F1 em (1.4.3), com F1 satisfa -
zendo & equacac de Boltzmann para radiacgao
oF
o

K ——% = L(Fl) , (1.4.6)
X

onde L & o operador de colisdao. ApOs uma conveniente lineari-

cao do termo colisional Straumann (25) demonstrou que
a B, 43K 4 08 lag Tmo 1
g 0 K'K'F, -5 = " 4NTmT (u u” - §h )(E_ + 58)
K 20 4 m
wtdT 8. BA a .
+ 3 (h™"u"+h""u )(Tﬁ]A‘Tmul)
4
4NT <
m o B
+ 15 a . (1.4.7)

Portanto, das expressoes (1.4.1)-(1.4.5) e (1.4.7) segue due

af _ 4, _ m , 1 a B
T = {pm(Tm,n) + NT _} 4t (T; + 3 e{}}u u o+
4 -
NT — T
{pm(Tm,n) e |1 - At + % e{}} n®8 +
— m
3 4
4NT 4NT T
m aA B BA o . m aB
3 T (h""u” + h™"u )(Tﬂ|l - Tuy) + 55— O . (1.4.8)

Comparando a equacgac acima com a forma geral (1.2.12), para o



-24-

TEM na formulacdoc de Eckart, obtém-se diretamente os coeficien
tes de viscosidade de cisalhamento {(n) e condugao térmica (x)
em funcao da temperatura da matéria e do livre tempo médio T

)

No entanto, a expressac para o coeficiente de viscosidade volu-

.

mar nac & imediatamente reconhecivel de (1.3.8). Comoc observa-
do por Weinberg(jl) isto ocorre porque as quantidades fisicas
acima estdo expressas em termos da temperatura da matéeria T
enquanto na abordagem de Eckart a temperatura é definida Qe
acordo com a hipotese de equilibrio local. Para obter o coefici
ente de viscosidade volumar %, Weinberg introduziu na mistu-
ra ¢ que ele denominou de temperatura de Eckart T, impondc gue
a densidade de energia comdvel uauBTOLB seja igual a densidade
de energia total p(n,T) para o equilibrio térmico a temperatu-
ra T. Schweizer(zé), generalizando o trabalho de Weinberg no
contexto das teorias de segunda ordem, referiu-se a temperatu-
ra de Eckart como sendo a temperatura fisicamente relevante na
mistura. Assim, e interessante obter o coeficiente z de tal
maneira que torne explicito a conexao entre a temperatura de
Eckart e um procedimento operacional que permita, pelc mencs em
principio, realizar a sua medicao. Como sugerido por Yourgrau
et al.(g), um procedimento que parece consistente com a hipote-—
se de equilibrio local, mesmo no caso de misturas, €& o seguin -
te: "Para medir a temperatura em um ponto arbitrario de um
fluido fora de equilibrio térmico, isole um pequenc elemento de
volume na vizinhanca do ponto e permita a matéria contida nele
chegar ao equilibrio. A temperatura medida para este estado de
equilibrio definirda a temperatura no ponto considerado". No Jue

se segue demonstraremos que tal prescrig¢do operacional naoc ape-

nas conduz naturalmente a temperatura de Eckart, mas proporcio
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na também um método mais simples de obter a expressaoc do coefi-
ciente de viscosidade volumar do plasma radiativo.

Primeiramente deve ser observado que o coeficiente

deve surgir da parte isotrbpica de (1.4.8) [compare com a for

ma padrdo de Eckart (1.2.12)]. Assim, nds consideraremos, sem

perda de generalidade, apenas os dois primeiros termos no TEM

(1.4.8).

Definindo a temperatura cinética efetiva da radiacao

%m 1
Tr—_-Tm E_ - T (?Ir:'l'—j-e)] . (1.4.9)

a parte isotropica T%B de (1.4.8) pode ser reescrita como:

T%B = E)m(Tm,n) + NT]ﬂuauB + E’m(Tm'n) + %— NTShaB ]

(1.4.10)

Vemos desta expressao que a radiacao comporta-se como se esti -
vesse em equilibrio na temperatura Tr' Note que o TEM acima pos
sui dols termos caracteristicos da forma de fluido perfeito. No
entanto, a diferenca de temperatura entre as componentes & res-
ponsavel por uma troca irreversivel de calor entre elas. Este
é 0 mecanismo macroscOpico que explica qualitativamente a exis-
téncia da viscosidade volumar no plasma radiativo. Como demons-

(27)

trado por Udey e Israel 0 argumento & essencialmente o mes

mo no caso de um fluido simples relativistico de particulas ma-
(*)

teriais

Considerando T e n cOmO variaveis termodindmicas in

(*)

As particulas com velocidades proximas a da luz tendem a se comportar
como uma componente radiativa,
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dependentes, seque da equagdo de evolugdo (1.3.5 ) que

= - _[%p_} o+ o0(1) (1.4.11)
o
m n
ou ainda,
T—m + %—e= 09 + O(T1) , (1.4.12)
m
onde
p:pm‘l'pr ’ pzpm-"pr
e
0-1- [%P.] ) (1.4.13)
P n

Substituindo (1.4.12) em (1.4.9) obtemos

T. =T, (1 - tQO) . (1.4.14)

Note que se p l;) entao 0 -+ 0 e T > T

3 r o’ de forma que um

gas de radiagao nao deve apresentar viscosidade volumar.
Introduziremos agora a temperatura de Eckart T atra-
vés do "Genddken Experiment" sugerido por Yourgrau e colabora

(9)

dores . Esta serd fixada impondo-se que qualquer elemento de

volume contendo matéria e radiagdo, nas temperaturas Tr e Tm’
quande isolado devera termalizar na temperatura de Eckart T

Portanto, seque da calorimetria ordiniaria que

(1.4.15)

onde

ap
1 m
C = E [WJ r (1.4.16)
m' n
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ap
-1 _r
.=t () (1.4.17)

sdo os calores especificos (por particula) e volume constante ,
da matéria e da radiag¢ao, respectivamente.

Substituindo (1.4.14) em (1.4.15) obtém-se facilmen

te que
Cr
T =1 {1 + TRH) , (1.4.18)
m Cr+Cm
< c
T =T (1 - —2 _ 1R0) (1.4.19)
. crC ] 4

Por outro lado, usando as equag¢oes (1.4.16)-(1.4.19) mostra-se

que
C 3
r _ ANT” . o) , (1.4.20)
C.tCh (gg)
3T n
ou ainda,
c irg =1- (3417%21) ol = iipm‘/ g;)mn *oln)
r m ° n P n

{(1.4.21)

Portanto, as egs. (1.4.18) e (1.4.19) podem ser reescritas co-

mo
T=T|:1+——4F~f:-—~—m€| (1.4.22)
m (BQ/BT)H ! s

e
T—T1+(1——-M—)me (1.4.23)
r {BD/BT)H ' T

Note que Tm’ Tr e T diferem por termos de primeira ordem no 1i
vre tempo médio t . Logo, substituindo T. dada acima no TEM

{l.4.10) e isolando pm(Tm,n) e pm(Tm,n) nas expansoes
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Bpm 2
pm(Trn) = pm(Tm:n) + (_B—T_)n(T*Tm) + Ot ) r
Bpm 2
P (T,n) = p_(T_,n) + (z=2) (T-T_) + 0(t?)

onde T -T €& obtida de (1.4.22), & facil demonstrar que (1.4.10)

toma a seguinte forma:

T%B - [%m(T,n) + NT%}uauB - [%m{T,n) + % Nt - 4NT4T92§]haB )

(1.4.24)
Finalmente, comparando a expressao acima com o tensor de energia

momentum isotropico, viscoso, na formulacao de Eckart [ wveja

(1.2.12)}

%8 = pu®u® - on® 4+ cen®f (1.4.25)
temos que
c = ant?R?c (1.4.26)
exatamente o valor obtido por Weinberg(g}.
Para um gas de radiacao ({1=0) e portanto ¢ = 0 como ob

servado anteriormente. Além disso, como Tm e T diferem por ter -
mos de 0{7), podemos substituir diretamente Tm por T nos dois

Gltimos termos do TEM geral (1.4.8). Segue entdo que os coefici-

entes ¥ e n, no "calibre" de Eckart, tomam a seguinte forma:
X = % NTBT ’ (1.4.27)
[ S
_ 4NT4T

(1.4.28)



CAPITULO II

MODELOS COSMOLOGICOS HOMOGENEOS E ISOTROPICOS

2,1 -~ INTRODUCAO

0Os conceitos de homogeneidade e isotropia espacial
foram introduzidos na Cosmologia Relativista por Einstein, ao
formular o problema cosmologico no contexto da Relatividade Ge

ral(zg)

. Homogeneidade espacial significa que observadores em
diferentes posigdes do espago tém a mesma visdo tipica e, exce
to por irregqularidades locais, as quantidades fisicas relevan-
tes em uma escala suficientemente grande (% > 100 Mpc) sao in-
dependentes da posi¢do. Por isotropia espacial entende-se que
as propriedades fisicas s3o independentes da dire¢do. Tais hi-
poOteses, razoavelmente restritivas, eram permitidas na época
até pela inexisténcia de dados observacionais, e tinha a fina-
lidade de tornar o problema tratavel do ponto de vista matema-
tico.

A combinagdo das hipoteses de homogeneidade e isotro
pia implica que o espago, em larga escala, & isotrdpico em tor
no de qualquer ponto. Geometricamente, isto significa que tal
espac¢o & maximalmente simétrico, ou equivalentemente, de curva
(29)

tura constante '’ . Existem apenas trés classes de modelos que

satisfazem esta condigdo e se tornaram tao amplamente aceitos
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que os astrofisicos costumam denomina-los indistintamente de
"modelo padrao” ou modelos do tipo Friedmann-Robertson - Walker
(FRW). Tais modelos preveem os resultados mais antigos e melhor
estabelecidos em cosmologia observacional(é): o deslocamento
para o vermelho das linhas espectrais dos objetos distantes
(fluxo de Hubble), a existéencia da radiacg¢ao cosmica de fundo
(RCF), correspondente a temperatura de corpo negro de aproxima-
damente 3K e a abundidncia cdsmica dos elementos leves, notada -
mente, do hélio e do deutério. A escolha dentre os trés modelos
dependeria essencialmente de medidas mais precisas da constante
de Hubble e do parametro de desaceleragéo(é). De modo geral,
os tres resultados experimentais acima evidenciam que o univer-
s0 ndo e estdtico e nem estacionario e que, provavelmente, ex -
pandiu-se a partir de uma fase extremamente densa e quente (era
da radiagdo) para o estado atual dominado pela matéria.

Apesar da enorme limitacdo tebrica em considerar ape-
nas espagos de curvatura constante (ver Capitulo III), nao nos
deteremos aqui na discussao das evidéncias experimentais que mo
dernamente possam justificar as hipoteses de homogeneidade e
isotropia espacial. Ao contrario, considerando a formulag¢dao pa-
ra fluidos dissipativos apresentada no capitulo anterior, fare-
mos um exame tedrico das propriedades dindmicas e térmicas do
fluido autogravitante que € fonte de curvatura de modelos homo-
géneos e isotrépicos(*).

As propriedades dinamicas, por exemplo, sao determina

das a partir da solu¢do da equacao diferencial para o fator de

(*)

Como veremos adiante, a existencia do mecanismo de viscosidade volumar e
compativel com as propriedades de homogeneidade e isotropia espacial.
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escala. Tal equagao depende, no caso mais geral, de trés para-
metros: a constante de curvatura (k)}, o iIndice politrédpico da
equacao de estado (y) e o coeficiente de viscosidade volumar
(2} . A cronologia dos modelos conhecidos ilustra claramente que
as solugdes dependem fortemente dos valores assumidos pelo
trio de pardmetros vy, k e ¢ [ver refs. (30), (32), (33) e (34).
Na verdade, mesmo considerando ¢ = 0, solugles explicitas per-
mitindo valores arbitrarios do par (y,k) ndo tinham sido esta-
belecidas até recentementééizIMBﬁsituacéosemelhanbaocorrendo

com as propriedades termodindmicas. Estas e outras questdes re

lacionadas serac tratadas em detalhe no presente capitulo.

2.2 - EQUACOES BASICAS

As propriedades geométricas dos modelos cosmoldgicos

homogéneos e isotropicos estdao contidas no elemento de linha

de Robertson-Walker(éh(ég)

2 2

ds

at2-r%(¢) |ax? + o2 (%) (d62+sen28d¢2):l . (2.2.1)

A funcao o(X) & definida por:

senX se k=1
X se k=20 (2.2.2)
senhX se k = -1 '

_ senvkX
vk

a(Xx)

onde k & o parametro de curvatura da secdo espacial. Se positi
vo, negativo ou nulo, os modelos sdo frequentemente denomina-

dos por fechado, aberto ou plano. Os valores diferentes de ze-
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Considerando as egs. (2.2.1) e (2.2.3) mostra-se{é)
que as egquagtes de campo de Einstein (ECE), GaB = TaB’ reduzem
-se a:

.2
p = 3[55+§5] , (2.2.4)
R R
e
R R Rk
P_3§_=_2___“_ . (2.2.5)
R R R2 R2

Observamos das ECE acima que o efeito total do mecanismo de vis
cosidade volumar é simplesmente substituir a pressac termostati
ca p por uma. pressio termodinamica efetiva p' = p-3¢ %

Por outrc lado, as equacoes de conservagio do numero

de particulas, da producgdo de entropia e da taxa de variacao da

temperatura, dados respectivamente por (1.2.2), (1.2.25) e
(1.3.5 ) tomam as seguintes formas:
n+né= 0 , (2.2.6)
2
. ce
s = =7 R (2.2.7)
- S} TP £ 2.2.8)
T - ap n T(_a__p_) hd ( - .
T

Logo, a fim de integrar as egs. (2.2.4)—(2.2.8), além das equa
goes de estado (1.2.26)—(1.2.27) & necessario, em geral, uma
expressdo para o coeficiente de viscosidade volumar ¢ o qual,
apenas no limite de gas diluido, pode ser deduzido através da

teoria cinética.



2.3 - 0 LIMITE ADIABATICO (¢ = 0) (Zs51,54)

Neste caso, vemos da eq. (2.2.8) que equagoes de esta
do do tipo p = p(n,T) e p = p(n,T) nao precisam ser simultanea-
mente impostas ao sistema de eqgs. (2.2.4)—(2.2.8). Em princi -

pio, uma equagao do tipo p

p{n,p) ou mesmo uma equacao de es-
tado barotropica p = p(p) ¢é suficiente para tornar o sistema
matematicamente determinado. No entanto, antes de integrar o
conjunto completo de equagdes, consideraremos a sequinte ques-
tdo: quais as limitac¢des na forma da equagdo de estado p =
= p(n,p) que podem ser deduzidas a partir de principios fisi-
cos gerais ? Em outras palavras, sem entrar nos detalhes da mi
crofisica satisfeita pelas particulas materiais, qual a forma
geral p = p(n,p) imposta pelos principios de conservacao da

energia e do nimero de particulas ? Seguindo Tooper(éz),

exami
naremos esta questao supondo que o fluido esta localmente subme
tido a um processo politrdpico, ou seja, para o gqual é valido

uma relacao do tipo(li'éz'ig)

p==cn |, (2.3.1)

onde C € uma constante dimensional e Y & o indice politrdpi-
co.
Para determinar a densidade de energia p = p(n,p) ob-

serve que as leis de conservacaoc (1.2.1) e (2.2.6) implicam que

dp _ _ dn
4 - " . (2.3.2)

Substituindo a eq. (2.3.1) na equacao acima obtemos
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<|©

gB =R
o ap - v ' (2.3.3)

que € uma eguacdc diferencial linear nioc homogénea de primeira

ordem, cuja solugao geral é dada por(ié):

p=Bp/ Y+ (v-1lp , se vy #1 (2.3.4)
e

P =Bp +plnp . se Yy=1 |, (2.3.5)
onde B € uma constante arbitriria. Seque ainda da eq. (2.3.1)

gue a expressao (2.3.4) pode ser reescrita na segquinte forma

o =amm + (yv-1)"t p , (2.3.6)

cnde m € a massa de repouso das particulas do fluido e A uma
constante adimensional arbitraria.

A equagac (2.3.6) acima permite recuperar as equagoes
de estado ordinariamente empregadas no dominio cosmologico. Par
ticularmente, se A = 0 a eq. (2.3.6) reduz-se a conhecida equa-

gao de estado barotropica ("gamma-law")

p = (y-1)p . (2.3.7)

Além disso, se A =1 e p =0 temos o casc de poeira (p = nm) ,
que €& também descrito pela eq. (2.3.7) no limite y = 1. Final -

mente, se A =1 e v = 5/3 temos a expressao

p=mm+3p . (2.3.8)

Esta equac¢ao, como demonstrado por Juttner(—£'~§) usandc argu -

mentos estatisticos, corresponde & equacao de estade de um gas
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ideal monoatdmico relativistico, no limite em que a energia tér
mica das particulas & bem menor do gue a energia de repouso
2
(K,T << mc7).
B
Argumentos de natureza geral também podem ser utiliza
dos a fim de impor limites nos valores admissiveis do indice Y.

Para um gas relativistico sob condigoes adiabaticas, como de -

monstrado por Curtis(éé) e Israel(él), a velocidade do som (em
, ] ~ dp 1/2

unidades de velocidade da 1luz) e dada por vy = (d ) . No ca-

so da eq. (2.3.7}, por exemplo, temos Ve = (Y—l)l/z. Natural -

mente, se esta velocidade exceder a velocidade da luz & sempre
possivel escolher um referencial de Lorentz local no gqual wuma
onda aclUstica deslocando-se entre dois pontos A e B, chegaria
em B antes de ter partido do ponto A; o que violaria o princi -
pio de causalidade. Portanto, o indice Y néo-pode exceder o va
lor dois. Mostra-se também que a estabilidade contra colapso me
canico exige que Y seja maior ou igual a unidade(ég). No caso
da lei gamma (2.3.7), tais limites (1 £ y £ 2) envolvem os ca-
sos usualmente considerados de maior relevancia fisica em cosmo
logia, a saber: poeira (y = 1), radiacao {y = 4/3) e matéria
ultra~rigida {(y = 2). De interesse também & o caso y = 5/3 na
eq. (2.3.6), que deve fornecer uma descrigao mais precisa do es
tado do meio material proximo e logo apds a era do desacopla -

mento entre a matéria e a radiagao (T = 5X103 o

K) .

A positividade da pressdo termodinamica para fluidos
de particulas materiais em regimes de/ou prdximos ao equilibrio
é a garantia de estabilidade contra colapso mecanico (48} Contu
do, dado o TEM de um campo fisico {escalar, eletromagnetico ...

etc), a decomposicdo deste tensor em componentes irredutiveis

paralelas e ortogonais a 4-velocidade vH & sempre possivel,ou
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, - . - oy 2,6
seja, e uma decomposicao matematlca(—'—) [ver eq.(1.2.12)]. As-
sim, para tais sistemas & interessante estudar suas proprieda-
des termodinamicas como se fosse um fluido, mesmo que represen
tem estados de press@o negativa. Considere, por exemplo, o caso

de um campo escalar com densidade lagrangiana

L=+ 3,63% - V() . (2.3.9)
Calculando o TEM, T = 9, & 9L Ig_,, vemos que para mode-
af o 8(88¢) af

los homogéneos e isotrdpicos, podemos sempre reescrevé-lo sob a

forma do TEM de fluido perfeito, isto &,

Tog = Py * PeIVVe = PyIyp v (2.3.10)
cCom
0g = 3 80+ VIO (2.3.11a)
e
By = 3 8% - vy (2.3.11Db)

(*).Logo, Se $2>> V()

onde V(¢) & o potencial do campo escalar
temos uma equacgao de estado do tipo matéria ultra-rigida (P¢ =
= p¢) e se &2 << V(¢) temos p¢ = —p¢, a pressao & negativa
se V(¢) & positivo. Tal situagdo ocorre, por exemplo, no de -
nominado cenario inflacionario do universo primitivo ("vacuum-
-stage"). Na verdade, o campo escalar no universo de Friedmann,
para certas classes de potenciais V(¢), pode ser macroscopica-

mente descrito como um fluido perfeito satisfazendo uma lei gam

ma do tipo (2.3.7), com indice adiabatico no intervalo 0 £y s 2

(*)Se variagoes espaciais fossem permitidas (modelos nao homogéneos), um ter

mo do tipo % (§¢)2 deveria ser adiclonado as expressoes da pressao e da
densidade de energia.
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[ver ref. (49)}. Em geral, ndo podemos aplicar a tais sistemas
a lei de conservacao do numero de particulas. Restricgoes mais

adequadas podem ser estabelecidas via as condigdes de ener -
ia(ég)

g . Usualmente tais sistemas satisfazem a condicao de ener
gia fraca (p > 0) e de energia dominante (|p| S p); porém, a
condigao de energia forte (p+3p 2 0) & geralmente violada.

No que se segue, suporemos que o indice Yy esta res-
trito ao intervalo 0 = y £ 2. Tal hipotese permitira tratar de
forma unificada a termodindmica dos modelos para qualquer va -
lor de v, incluindo aquelas que nao descrevem um fluido perfei
to ordinario. Como veremos adiante, a termodindmica que sera ob
tida para Y no intervalo [0,1) é razoavelmente patoldgica .
Contudo, seus resultados constituem uma consequéncia natural
da descricac de fluido, se esta & explorada até as UGltimas con-
sequencias. Conjecturamos que tal descrigao fenomenoldgica pode
ra ser reproduzida, sob certas condigoes, atraves de metodos
estatisticos ou cinéticos na teoria de campo especifica (tempe-
ratura finita).

Tendo em vista os comentarios acima, retornaremos ago
ra ao problema de integrar o sistema (2.2.4)-(2.2.8) para ¢ = 0.
Resultados quantitativos serac exibidos apenas no caso da lei
gamma (2.3.7). As consequéncias da equacao de estado (2.3.6),no
contexto dos modelos do tipo FRW, foram recentemente discutidos
pelo autor e M.O. Calvao na referencia (51).

Combinando as eqs. (2.2.4)-(2.2.5) e {(2.3.7), obte -
mos que o fator de escala R satisfaz a equagao diferencial de

Friedmann-Robertscon-Walker (FRW)

r

RR + (53'2-'—2)&2 + (5—}12—)1( =0 (2.3.12)
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cuja integral primeira pode ser escrita como {(Apéndice B)

.2 R, 3y=-2
R™ = (-"E') - K ' {2.3.13)
onde R03Y—.2 & uma constante de integracéo convenientemente

escolhida para dar uma descricao unificada aos modelos.
Mostraremos agora que a dependéncia das grandezas fi-
sicas no fator de escala R & facilmente determinada a partir
da integral primeira acima.
Substituindo (2.3.13) em (2.2.4) e usando (2.3.7), ob

temos para a densidade de energia e pressao

R. 3y
p = ;%'(ﬁg) ' (2.3.14)
R
0
e
_ R, 3y
p = 2052 (2 (2.3.15)
Ro
enquanto das egs. (2.2.6) e (2.2.8) segue que
R0 3
n = n, (7?) ’ {2.3.106)
e
Ry 3{y-1)
T = T0 L?T) ' (2.3.17)

onde ny e T, denotam respectivamente a densidade de numero
de particulas e a temperatura no instante em que R = RO'

Para completar a analise termodindmica do caso adiaba
tico nds observamos que a constdncia da entropia especifica &
uma consequencia da eq. (2.2.7). Na verdade, integrando a lei

de Gibbs (1.1.1) com o auxilio das egs. (2.3.16}) e (2.3.17) &
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facil mostrar gue a entropia especifica, a menos de uma constan
te aditiva arbitraria, & dada por

s = % . (2.3.18)

nyToRg

a gual pode ser reescrita como [ver eq. (2.3.14)=(2.3.17)1]

s = %ﬁf i (2.3.19)

Entdo, como uma funcao das varidveis de estado, s satisfaz a de

nominada relacdo de Euler (22)

(potencial quimico nulo) como es-
perado para estados de equilibrio.
Analisemos as consequéncias da lei de evolugao da tem

peratura (2.3.17). Se y > 1 a pressao é positiva com a tempera

tura decrescendo ao longo da expansao. Contudo, se y < 1 (pres-

sdo negativa), temos um resultado ndo esperado. Neste caso, a
temperatura cresce durante a expansdo. Particularmente, para
3

um estagio de vacuo (y = 0), temos de (2.3.17) T v R™.

£ importante enfatizar gue nossos resultados permane-
cem validos para todos os valores do pardmetro da curvatura k.
Além disso, a dependéncia de todas as quantidades termodindmi-
cas com o fator de escala R foi determinada considerando ape -
nas a integral primeira (2.3.13). Naturalmente, para obter a
dependéncia temporal de qualquer grandeza fisica & suficiente
substituir na respectiva expressao as solugbes de R(t), obti -
das a partir de (2.3.12) ou equivalentemente, de (2.3.13). Como
& bem conhecido, o comportamento das solugbes depende fortemen

te dos valores dos parametros Y e k. Alguns livros-texto(i’é’

33) e mesmo a literatura mais especializada(ég), exibem solu -

¢Oes apenas para valores isolados do par (y,k), perdendo assim
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a unidade e continuidade do espectro completo de solugoes. Na
verdade, a solugao geral e unificada da egq. (2.3.12), para to -
dos os valores dos parametros Yy e k, fol recentemente estabe
lecida na referéncia (54). Como demonstrado no Apéndice B [eq.

(B.13)1, tal solugao toma a seguinte forma:

=-A
2R 2R K
0 - 1/2 0 3y-2.1/2
- - - T - Y r1-
t (R) t, 3v=2 K " (1-K) (RO) Y= [1 K(R/RO) ] F(R),
{(2.3.20)
_ 3y _ - . -
onde A = T3y-2) t0 = t(RO) e uma constante de integracgaoc e
F(R) a funcao hipergeométrica
_ 3y-4 O 3y=-2
F(R) = F [ETE?:ET R 1 K(R/RO) ] . (2.3.21)
0 indice Y nas eqgs. (2.3.14)-(2.3.21) nao estada matematica -

mente restrito a gualquer intervalo. Em particular, solugdes de

vacuo, originalmente estabelecidas usando-se a constante cosmo-

logica, podem ser recuperadas no limite Y = 0, ou seja, p = -p.
Neste caso, combinando as egs. (2.3.14)-(2.3.15), obtemos para
a constante cosmoldgica o valor A = 3R52. A escala de tempo t0

€ ajustavel para cada valor de v , de modo a fixar as escalas
de tempo usualmente consideradas na literatura.

Através de uma transformagdo linear na fungao hiperge
ométrica (Apéndice B), a solugao acima pode ser reescrita em uma

forma alternativa:

2R 2R 1/2
_ 2R, 1/2 _2Rg (. 3y-2
ER) -t (Ry) = 335 (1-K) 26 (Ry) - 3725 |1-K(R/Ry) ]
(R/RO)3W2G(R) , (2.3.20a)
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onde

G(R) = F[ 1, 3; 1-K(R/R;) . (2.3.21a)
A conveniéncia no uso de uma outra solugdo estd associada com a
simplicidade matematica na obtengao de certos casos limites. Ob
serve também que as solugdes acima, em geral, nao podem ser in-
vertidas obtendo-se R como uma funcdo do tempo. Isto aconte-
ce somente se K = 0. De fato, tomando o limite K - 0 nas eds.
{(2.3.20a)-(2.3.21a), como demonstrado no Apendice B [eq. (B.1%}],

temos para qualquer wvalor de v

3y (t_to) 2/ 3y
0
Considerando a identidade(éi) lim {1 + %)d = ¥ , a equacao
g
acima fornece para Y = 0 a solugao cosmolégica(kade—Sitter(ég)
t—tO
Ry
R=R, e . {2.3.23)

Além disso, fixando a escala de tempo na eq. (2.3.22) em t,; =

= 2R0/3y, nés recuperamos a forma restrita das solug¢oOes planas
{(ndo inclui de Sitter), usualmente apresentadas na literatu-
ra(20)
2/ 3y
- 3yt
R{t) = R, (2R0) . (2.3.24)

Um aspecto que também merece ser examinado, pois per—
mite uma visualizacgio mais simples da dinamica dos modelos do
tipo FRW, estd relacionado com as solugdes (2.3.20) - (2.3.21)

(54)

quando expressos em forma paramétrica'—'. Introduzindo a varia
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vel tempo conforme n satisfazendo

dn = dt/R , (2.3.25)

e definindo um novo fator de escala Y pelas transformacgoes

Y = 1n R (y = 2/3) (2.3.26)

- gl3Y2)/2 (v # 2/3) ,  (2.3.27)

a equagao (2.3.12) toma a seguinte forma:

YY" =0 {(y = 2/3) (2.3.28)

3y-2,2

Y" + (—2—"1 KY = 0 (Y :Ié 2/3) r (2.3.29)

onde uma linha denota derivada ordindria com relagao & vari-
avel n.

O caso vy = 2/3 comporta-se sempre como uma particu-
la livre. Se Y' = 0 e K = 1 temos o modelo estatico de Eins -

(ﬂ) (R « t pa-

tein (R = RO) e se Y' # 0, & o modelo de Milne
ra qualguer k). Mais interessante do ponto de vista fisico € o
caso Y # 2/3. Segue da eq. (2.3.29) que o comportamento dindmi-
co do fator de escala Y & igqual ao de uma particula livre (K=0)
um oscilador harmonico (K=1) ou um "anti-oscilador" (K=-1).

Integrando a eq.(2.3.29) temos a seguinte solucao ge-

ral:

v =y, senvK (wn+9§) , (2.3.30)

/K

onde Y, e § sdo constantes de integragdo e w, a frequéncia do

oscilador ("anti-oscilador"), é dependente do parametro y



0

A integral primeiro (2.3.13)

como

142
2 ¥ +
e substituindo a eq.

= Ré3Y—2)/2. Portanto,

inversa da transformacao (2.

cala

R(N) = R

_ .3Y-2.

Rw™Y™ =

o

(2.3.30)

escolhendo a
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5 . (2.3.31)

pode ser reescrita em termos de Y

2,2 1 2

5 0 ’ (2.3.32)

na expressao acima temos Y, =

"fFase"™ § = 0 e usando a

3.27), obtemos para o fator de es -

senvkK |§I:g|ﬂ 2/(3y-2)
[ 2 ] , (2.3.33)

VR

que & a solugao paramétrica unificada para R se v # 2/3. Note
que o intervalo de variagdo do parametro n depende de K. Se
2m
K=1, 0 = n = N2V se K= 0,-1 temos 0 = n < «,
A solugao t{(n) & obtida por substituicao direta da
expressao acima nas eqs. (2.3.20)-(2.3.21) cu(2.3.20a)-(2.3.21a).

Para as egs. (2.3.20)-(2.3.21) temos:
-4
2R. K 2R
e 0 ey 1/2 _-0 -A 3y-2

t(n) -ty = —3=3~(1-K) " F(ng) - 3575 K CF()cos (VK |55 n) '

(2.3.34)
-1
onde Ng = (arcsen /ﬁ)(3Y-2)/2 e F(n) & dada por
VK
_ 3y-4 1 3, 2 3y=-2
F(n) = F [é(3Y-2) » 30 5 i cosVK |5 |n:} ' (2.3.35)

com expressoes semelhantes para o

caso das eqgs.(2.3.20a) -
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-(2.3.21a). Para modelos de poeira (y=1) e radiacao (y=4/3) ’
(*)

as solugoes unificadas obtidas a partir das egs. (2.3.20) ,

(2.3.34) e (2.3.35) séo(éi):

{a) Poeira {y = 1, p = 0)

/2

1
R, (- arcsen/K{R/R )
em = 2| R ~ At R
/K 0 0

(2.3.36)

_Forma paramétrica:

N
senvK = 2 2R
R(n) = R, (——2) ' t{n) = > (0 - sen/Kn)  (5.3.36a)
VK VK
onde 0 = n =7 seK=1e 0 £n<wo® ge K=20,-1.

(b) Radiagao (y = 4/3, p = 1/3p)

” 1/2

& _ 0 R ,2

(R,_zK{l-E-K(.R_.,)] } . (2.3.37)
0

Forma paramétrica:

R

R(N) = R, senvKn , t(n) = ig (1 - cosYEKn) ,(2.3.37a)
VYK

onde 0 £ n < 17n/2 se K=1 e0£n-<w®?wsgeXK=20,-1.

As equacgOes (2.3.29) e (2.3.30), implicam queY0=RgY_2

€ um valor maximo de Y no caso dos modelos fechados, o que apon

(*)

Um algoritmo para determinar todas as solucoes da equacao (2.3.12), que

sdo redut{vels a funcoes elementares, esta apresentado no Apéndice B,
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ta também para o carater ciclico de tais modelos. Como demons -
trado no Apendice B, R0 é um valor maximo para o fator de esca-
la R somente se y > % , 1sto &, quando as soluc¢des satisfazem
a condigao de energia forte. De fato, se vy < % R = R0 é uma
condicao de minimo {estacicnario se y = %). Os modelos com Yy >
3 partem de uma singularidade (R = 0) em um instante que pode
ser fixado em t = 0. Apos atingirem o madximo R = RO’ inicia-se
o recolapso de volta & singularidade. Vemos da eq. {2.3.33)
que, na variavel "tempo conforme" o retorno & singularidade
ocorrera para o valor maximo n* tal que wn* = 7, ou seja ,

n* = ;?12 . Para saber que tempo real este valor de n* corres -

ponde na coordenada tempo cosmoldogico, devemos primeiro fixar a

escala de tempo tO na eq. (2.3.34), tal que t{n=0) = 0. Em se-

guida, tomamos K = 1 e substituimos n* nas eqs. (2.3.34) e
(2.3.35). Feito isto, considerando a identidade de Gauss ( eq.
A,25), obtém-se facilmente a seqguinte expresséo‘éﬂ):
2r, i/ 2 1“(—2(3\“{_2))
T = =373 _6Y=2 (y > 2/3) , (2.3.38)
2(3y-2)

onde T é a funcao Gamma.

Como esperado, o tempo de vida dos modelos fechados diminue com
o crescimento do indice Y . Este é um efeito tipico da relati-
vidade geral. A densidade de massa gravitacional efetiva na TRG
é definida(ég) como p, = p+3p = (3y=-2)p. Logo, gquanto maior o
valor de Yy maior serd a desaceleracdo gravitacional (que con-
tribui para deter a expansdo a partir da singularidade. Este re

sultado pode ser mais facilmente entendido pela analogia com os

ciladores harmonicos. A constante eldstica na eq. (2.3.29) ’
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K =(3Y_2_2

B , cresce com o valor de y . Portanto, para massas

unitarias (universos) oscilando com igual amplitude (R = R o

O)l'
menor periodo transcorrera para o oscilador de maior constante
elastica.

E interessante comparar também o tempo de vida dos mo
delos fechados, expresso na eq. (2.3.38), com o limite superior

(éﬁ). 0 valor maximo

T, S ROW, estabelecido por Tolman e Ward
corresponde ao modelo de pceira (p = 0). Tal resultado foi obti
do a partir de consideragdes gerais, isto &, sem envolver a in-
tegracdao das ECE ou mesmo uma forma particular para a equacgao
de estado. A idnica condicldo imposta foi a nao negatividade da
pressdo e da densidade de energia. De fato, tomando vy =1 na
eq. (2.3.38) temos T = R,7, que & o valor maximo no intervalo
das pressbes positivas (y 2 1). No entanto, se o fluido satis -
faz 3 condicao de energia forte (y 2 2/3), segue da eq.(2.3.38)
gue o tempo de vida dos modelos pode crescer 1indefinidamente

{ver Fig. 2.1).

0.28 RO'IT

J

—

2 ¥

FIGURA 2.1 - Tempo de vida dos modelos fechados em funcao do parametro Y .
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2.4 - LIMITE NAO-ADIABATICO (g # O)(l)

Considerando o sistema completo de equagdes (2.1.4)-
-(2.1.8) examinaremos agora a influencia da viscosidade no com-
portamento fisico dos modelos apresentados na segao anterior.Pa
ra determinar as quantidades dinamicas, seguindo Belinskii e Kha

(33)

latinikov , suporemos que o coeficiente de viscosidade volu

mar & uma funcgao poténcia da densidade de energia

C = ap ' (2.4.1)

onde @ & uma constante dimensional e o pardmetro v esta res-
trito ao intervalo 0 = v £ 1.

Neste caso segue das eqgs. (2.2.4), (2.2.5),(2.3.7) e
(2.4.1) que o fator de escala R satisfaz a equacao de FRW gene
ralizada [ver eq. (2.3.12)]
rRE + CLA RS+ (3 - 230 @RV R =0, (2.4.2)
para a qual infelizmente nac conhecemos uma integral primeira ,
valida para valores arbitrarios dos trés parametros Y, Ke Vv .

Contudo, para ilustrar o tratamento termodinamico e outras pro-

priedades genéricas nés consideraremos 0S8 casos K = 0 e v = 1/2
mantendo Y arbitrario. Nestas condigoes a eq. (2.4.2) reduz-
—-5e 4

Rﬁ. + (_3Y-._._..___._...._32‘/§u'—2)é2 = 0 ' (2.4-3)

cuja integral primeira € dada por
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Ro 3(y=-v/3a)=-2

R = (E"-) . (2.4.4)

Comparando a equacao acima com (2.3.13) para K = 0 e sua solu -
gdo (2.3.22), vemos que a solugdo de (2.4.3) ou (2.4.4) pode ser

escrita sob a forma

.

(2.4.5)

R

(t-t,) 52/3 (y-/30)
R(t) = R, [1 » 3(r=/3a) 0 :I
2 0

Da mesma forma que no caso adiabatico, as expressoes
da densidade de energia p e pressao p sao facilmente obti -
das combinando-se a integral primeira (2.4.4) com as eqgs.

(2.2.4) e (2.3.7). Temos que

3 Ry 3(y-v3a)
0 =2 Y (2.4.6)
R
0
e
_ R, 3(y-v3a)
p = 3(Y21) (ﬁg) . (2.4.7)
Ro

Naturalmente a expressao para a densidade de particulas como uma
fungao do fator de escala nao & modificada [ver egs. (2.2.6) e

(2.3.16)1

(2.4.8)

Examinaremos agora a influéncia da dissipac¢3o sobre a
lei de evolugao da temperatura. Para fluidos usuais, a positivi
dade do calor especifico implica que (BD/BT)n > 0. Portanto ,
qualitativamente, segue da eq. (2.2.8) que o efeito da viscosi

dade volumar no caso de um universo em expansac (8 >0), & dimi-
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nuir a taxa de decaimento da temperatura. Inversamente, para es
tagios de colapso (6 < 0), a temperatura cresce mais rapidamen-
te do que na auséncia da viscosidade. Tais efeitos podem ser fa
cilmente entendidos considerando gue o universo & um sistema fe
chado e que a viscosidade volumar reaquece continuamente o meio
material, independentemente do seu estado de expansdo ou contra
cao.

Diferentemente do caso adiabatico, uma andlise guanti
tativa do comportamento acima mencionado exige, como mostra a
eq. (2.2.8), uma expressdo para p(n,T). Por simplicidade, vamos
impor a relacao pressao—temperatura usualmente aplicadé a ga -

ses ideals, isto é:

p = nT . (2.4.9)

Assim, das egs. (2.3.7) e (2.4.9) acima temos

o = (yv-1)"% nr (2.4.10)

e combinando as egs. (2.2.4), (2.3.7), (2.4.1) e (2.4.10), se =

gue que a egqg. (2.2.8) pode ser reescrita como

T _ R
= -3 (y-1-30) %, (2.4.11)
cuja solugcao é dada por
RO 3(y-1-v3a)
T = T0 (ﬁm) . (2.4.12)
Note ainda que a pressdao termodindmica, p' = p-3¢ %, por (2.2.4),

(2.4.1) e (2.4.4) assume a sequinte forma
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1 R, 3{y-V30)
pr = Jlmlam) 0 : (2.4.13)

Ry

A consistéencia das eqgs. (2.4.6)-(2.4.7) e (2.4.11)-(2.4.13) é
facilmente observada comparando-as com suas correspondentes pa-
ra o caso adiabatico. De fato, tals equagdes reduzem-se ao sis-
tema de egs. (2.3.14)-(2.3.17) no limite o = 0.

Exatamente como no caso adiabatico, a dependéncia tem
poral das guantidades fisicas sao obtidas por substituig¢ao dire
ta da solucao (2.4.5), para o fator de escala R{(t), nas respec-
tivas expressoes. Com relagao a esta dependéncia, o efeito da
viscosidade volumar em relagao ao caso adiabatico, é substitu-
ir o indice adiabatico vy por um parametro efetivo Yy =y - /3a
(compare as equag¢Oes correspondentes nos dois casos). Observa-
mos também que a taxa de producao da entropia especifica & tam-
bém uma funciao do fator de escala R. Manipulandoc as equacoes
(2.2.4), (2.4.1), (2.4.4), (2.4.8) e (2.4.12) obtemos de
(2.2.7) a seguinte expressao para a taxa de produg¢ao de entro -

pia especifica

r. 3(y=V30)/2
:'s=—9‘f”-°*—2 (22) . (2.4.14)
n.T.R
0070
Como esperado, o limite adiabatico (é = 0), & recuperado da

equa¢do acima tomando o limite o tendendo ao valor zero.
Finalmente, comentaremos brevemente a lei de evolu -
gao da temperatura (2.4.12). Para y > 1+/30, a temperatura do
fluido diminuira ao longo da expansao como esperado para flui-
dos usuais. Contudo, para vy < 1+/30, a temperatura do fluido

aumentara com a expansao. Note gue agora & possivel escolher um
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valor de Y positivo, por exemplo, 1 < y < 1+/3a, de forma a
garantir a positividade da pressao termostatica p porém com a
pressao termodinamica p' sendo negativa [ver egs. (2.4.7) e
(2.4.13)1].

Estados com pressao termodinamica negativa em flui -
dos ordinarios sao meta-estaveis, e n3o estao excluidos por qual

quer leil da natureza(éz’ég)

. Em geral, tais estados estao conec
tados por transigdes de fase tal como ocorre em um liquido de
van der Waalé superesfriado ou superaquecido. Tais sistemas sao
hidrodinamicamente instaveis, sendo possivel ocorrer formacgao
de bolhas, cavidades ou mesmo um colapso eSpontaneo(él’ég).

Na verdade, se a pressao termodinamica (p') € negati
va, vemos das eqs. (2.2.4) e (2.2.5) que R pode ser positivo.
Desta forma, tal como ocorre no cenario inflacionario, © uni -
verso pode expandir aceleradamente. Portanto, um fluido ordina
rio com pressac termodinamica negativa proporciona um mecanismo
alternativo aos modelos inflacionarios dirigidos por uma cons -

(36-38)

tante cosmologica efetiva (pressao do vacuo).



CAPITULO III

MODELOS COSMOLOGICOS INOMOGENEOS EM EQUILIBRIO TERMODINAMICO

3.1 - INTRODUGCAO

As observagoes astronomicas relacionadas com a dis -
tribuigcao de matéria visivel e da radiacao cosmica de fundo
(RCF), sao usualmente mencionadas como uma comprovagac experi-

mental das hipoteses de homogeneidade e isotropia espacial do

(3,6,61)

universo . De fato, a propriedade mais notavel da RCF

& o seu alto grau de isotropia em torno da nossa posigao. A
existéncia de uma anisotropia de dipolo (AT/T < 10—3) & geral
mente atribuida a um efeito de velocidade do nosso sistema em

relagao ao referencial no qual a RCF deve ser perfeitamente

isotrépica(gg). Contudo, alguns trabalhos experimentais mais

(63,64)

recentes sugerem a existéncia de uma pequena contribui

¢ao de quadrupolo. Se confirmado, tal termo nao pode ser expli

cado como um simples efeito de velocidade e indica anisotropia

(65)

no passado ou no futuro . A existéncia de um campo magnéti-

co cosmico & outra indicagao contra a isotropia, embora os da-

dos experimentais nao sejam conclusivos pois os efeitos desse

(66}

campo podem ser mascarados por campos locais'—'. Existem tam

bém indicac¢oes de uma orientagao sistematica do eixo das ga-

léxias(éz'ég). Um resumo da situacgao observacional referente a

anisotropia pode ser encontrado nas refs. (69}, (70}).
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A verificagao direta da hipotese de homogeneidade
& bastante parecida com a da isotropia. Nos modelos expansionis
tas, existem horizontes de particulas, isto €, a maior distan-
cia acessivel a um observador num dado instante de seu tempo
proprio. Portanto, existem regides do espaco-tempo, das quais
nao temos recebido nenhuma informagdo e estamos supondo "a pri-
ori" que tais regides sado homogéneas em larga escala.

O deslocamento das linhas espectrais das fontes de
radio indicam homogeneidade e isotropia engquanto as galaxias
Oticas sugerem inomogeneidades na escala dos superaglomera -

dos(zl). Na verdade, existem evideéncias de uma rica aegtrutu -

ra(zg’ZE) em aglomerados, filamentos, bolhas,... etc. Medidas
relacionadas aos quasars sdo usualmente referidas como indican-
do homogeneidade, mas existem algumas analises gue indicam o}
oposto(Zl). Portanto, apesar da opiniao ortodoxa de que o uni -
verso &€ homogéneo, a validade desta hipdtese decorre principal-
mente de uma aplicagdo do "Principio Cosmoldgico" ou da navalha
(*)

de Occam , do que de sua comprovagac experimental direta.

Por outro lado, mesmo considerando que no futuroo acu
mulo de dados observacionais possa justificar o "Principio Cos-
mologico”, ab initio, para explicar uma certa propriedade exibi
da por um dado sistema fisico, deve-se investigar modelos teori
cos suficientemente gerais, que permitam o sistema nao possuir
tal propriedade. Assim, se pretendemcs explicar a isotropia do
universo atual devemos examinar modelos cosmoldgicos gue no pas

sado eram anisotropicos. Similarmente, uma compreensdo da admi-

(*)

William de Occam, fildsofoc do século XIV, defensor do critéric de sim -
plicidade na escolha entre diversas teorias.
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da homogeneidade espacial do universo, exige o estudo de mode-
los inomogeneos.

Neste contexto, discutiremos no presente capitulo uma
nova classe de cosmologias espacialmente inomogéneas. Em segui-
da, mostraremos que tais modelos constituem uma fase primitiva
inomogénea e anisotrdpica dos modelos do tipo FRW, com £fluido
perfeito, para cada escolha dos parametros Y e K.

E importante enfatizar que a discussdo sistematica de
modelos inomogéneos & uma tarefa no minimo ingrata, pois exis -
tem diversas maneiras independentes de se introduzir as inomo -
geneidades. Até o presente, nenhum esquema geral de classifica-

cao, tal como o de Bianchﬂzg’gg)

para modelos homogeneos, € co -
nhecida. A seguinte definicdo serd suficiente para caracterizar
os modelos inomogéneos que serdo discutidos neste trabalho. Di-
remos que € espacialmente inomogéneo o modelo cuja dimensao da
6rbita do grupo de isometrias atuando na secdo espacial & menor
ou igual a dois. Em particular, isto significa que as hipersu -
perficies ortogonais ds linhas de fluxo do fluido ndo sdo Srbi-
tas do grupo, tal como ocorre para os modelos da classificagao
de Bianchi. Certamente este & um bom critério para identificar
a existéncia de inomogeneidades pois e independente de sistema
de coordenadas. Por tal definicdo vemos também porgque é impossi
vel um esquema geral de classificac¢3o para modelos inomogéneos
baseado no conceito de grupo de isometrias. Em principio, de-
vem existir varias solucdes distintas sem vetores de Killing .

(75)

Este & o caso, por exemplo, das solucdes de Szekeres que se

rio examinadas a sequir e generalizadas na segdo subsequente.
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3.2 - MODELOS INOMOGENEOS DE SZEKERES

O mais geral conjunto de solugOes conhecidas das equa

coes de Einstein, sem constante cosmologica, & constituido pe-

(75)

los modelos inomogéneos de Szekeres ——' . Tais solugdes estao di
vididas em duas classes usualmente denotadas na literatura por

I e II. O0s modelos da classe II foram descobertos independente-

mente por W.B. Bonnor e N, Tomimura‘zgfll).

O contetdo material dos modelos &€ composto por uma po
eira cujo fluxo & irrotacional, geodético e normal &s hipersu-

perficies {t = cte}. Em geral, as métricas pertencentes as duas

(78)

classes nao exibem vetores de Killing , sao do tipo D na

classificacdo de Petrov e as geometrias das segdes espaciais

sao conformalmente planas(zg).

A classe I inclui os modelos esfericamente simétricos

(80,81)

de Tolman-Bondi e a classe de modelos com simetria plana

discutidos por Eardley, Liang e Sachs(gg). Tais solucbes sao

usualmente utilizadas para modelar colapso gravitacional nao-si

métrico(ﬁé'gi). As solugdes da classe II generalizam os mode -

(85)

los homogeneos de Kantowski-Sachs e tem sido geralmente es

(86)

tudados como mcdelos cosmolbgicos —' . O seguinte teorema, pro-

(79)

vado por Spero e Szafron para as duas classes,sera util mais

adiante: "Qualquer solugdo de Szekeres com p = pl(t) & espaci-
almente homogénea do tipo Friedmann ou Kantowski-Sachs, ou en-
tao admite um grupo de Bianchi dos tipos I ou VI".

O espago-tempo de Szekeres foi covariantemente carac-

(87)

terizado por J. Wainwright em termos do seu tensor de Weyl

e também por Szafron e Collins(§§), usando o esquema de sime-

trias intrinsecas. Mais detalhes a respeito das duas classes po
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dem ser obtidos nas duas Ultimas referéncias e também nas teses
(89), (90) e (98). Aqui nos estamos particularmente interessa -
dos nos modelos da classe II, pois & esta classe que estd mais
diretamente relacionada com o nosso trabalho.

Bonnor e Tomimura(zg), estudando a evolugdo das solu
¢oes da classe II, mostraram que alguns de seus modelos evoluem
para cosmologias de Friedmann com segao espacial euclideana ou
aberta (ver Tabela 3.2.1 adiante). Portanto, em principio, tais
solugoes podem descrever uma fase primordial inomogéna do uni -
verso atual..A fim de comparar com os modelos que serao apre
sentados na proxima secao, faremos aqui um resumo dos princi -
pais resultados obtidos na ref. (76), doravante identificada pe
las iniciais BT. Apenas os modelos mais importantes do ponto de
vista fisico serao considerados.

A métrica em todos o0s casos € a seguinte:

2

ds? = at?-g?ax?-r? (ay’+n?

az? (3.2.1)

onde

Q = Q(X,Y,Z,t) ’ R = R(t) e h = h.(Y)-
(3.2.2)

As fungoes R e h sao determinadas pelas equagoes diferenciais

JRE + RZ + K = 0 (3.2.3)
2

adh L kh=o . (3.2.4)
5

dy

As equacdes de campo (Apéndice D) determinam que a funcgao Q é

separavel na forma
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Q =4AR + S (3.2.5)

com a fungao A(x,y,z) tendo uma forma especifica para cada esco

lha do parametro K, enquanto S(x,t) satisfaz 3 equacao

RE + RS + Rs = B , (3.2.6)

onde B & uma fungao arbitraria na variavel x.

0s modelos sao classificados de acordo com o valor de
K, o parametro de curvatura da secdao bidimensional t e X cons -
tantes, e sao denotados pela letra P (parabdlico, K = 0), H
(hiperbdélico, K = -1) e E (eliptico, K = 1) , correspondendo

aos modelos de Friedmann com esses valores de K.

Modelo Parabdlico: K=0, h=1

A = B(y2+2%) + oy + vz + w (3.2.7)

onde B, ¢, v e w sao fungoes arbitrarias na variavel x.

2/3

R(t) = t e S =‘% aed/3

Ut_l/B

+ ' (3.2.8)

onde U & uma nova func¢d3o arbitrdria de x. A densidade de maté

ria &€ dada por

£ = . (3.2.9)

Modelo Hiperbolico: K = =1 , h = coshy

A = (ccoshy + vsenhy)coshy + wsenhy (3.2.10)
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v}
il

2Rose,nh2 % . t = 2R0(senhn—n) (3.2.11})

s =pd {coth oo 1) + U coth a

2 2 2
GROA + B
0 = ———y— . (3.2.12)
QR
Modelo Eliptico: K =1 , h = seny
A = (ocosz + vsenz)seny + WCOsy (3.2.13)
R = 2R_sen® 1 t = R, (n-senn) (3.2.14)
0 2 ! o T
=g no_ n
] —-82 (cot 3 1) + U cot 5 , {(3.2.15)
6RgA - B
P=——— . (3.2.16)
QR

Através de uma transforma¢ao na variavel x, uma das
cinco funcgdes arbitrarias de cada modelo pode ser tomada igual
a unidade. Os modelos dependem entdo de quatro fung¢des arbitra-
rias distintas e nos casos H ¢ E de uma constantearbitrériaRU.
A fungdo B presente no modelo parabdlico, embora tendo sido
denotada com a mesma letra dos modelos hiperbélicos e elipticos,
desempenha no caso parabdlico um papel bastante singular. Note
que no modelo P a fungao B aparece tanto na expressao de A
quanto na de §, © que hao ocorre nos casos H e E. Este e outros
aspectos das fun¢des arbitrarias e também o fato da constante

R0 nao aparecer no modelo P serdo elucidados, através de uma

abordagem unificada para cosmologias do tipo Szekeres, na proxi



ma segao.

Finalmente resumimos na tabela abaixo as

ticas basicas da evolugac dos modelos P, H e E,

sentados por Bonnor e
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Tomimura.

caracteris-—

tal como apre -

TABELA 3.2.1 - Evolug¢do dos modelos de Szekeres P, H e E pexrten
centes a classe II.

Modelo Sub casos Evolugao
de: para:
P L#£0 B#0 inomogéneo inomogéneo e
Kasnerx anisotropico
H#0 B=0 inomogéneo Friedmann
Kasner plano
L=0 B#0 homogéneo inomogéneo
anisotxropico anisotropico
H u#0 B#0 inomogéneo K-S Friedmann H
W#0 B=0 inomogéneo K-S Friedmann H
u=0 B#0 homogéneo aniso Friedmann H
tropico
E B+ < 0 inomogéneo K-S inomogéneo e
anisotrdépico
T8+ 0 inomogéneo K-S homogéneo e
anisotropico
Dois aspectos podem ser imediatamente cobservados na
tabela acima: (1) A fungio gera uma evolugdo andmala para o

caso parabdlico. Note que este modelo tende a Friedmann somente
sef= 0, o que ndo ocorre no caso hiperbdolico. (2) O modelo
eliptico (E) n3o tende a Friedmann. Tais pontos serao reconside

rados a segquir.
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3.3 - MODELOS INOMOGENEOS DO TIPO SZEKERES: FORMULAGCAO UNIFICA-
DA, INTERPRETAGAO DE DOIS FLUIDOS E NOVAS SOLUGCOES EXA-'

Tas (21)

Considere o elemento de linha (3.2.1) dos modelos cos

moldgicos de Szekeres classe II na formulagcao de Bonnor e Tomi

muras:

as? = at? - g%ax® - r®(ay®+n%az% , (3.3.1)
onde
Q = AR + SR0 , R=R(t) , S =8(x,t) e A =A(x,v,2) . (3.3.2)

Note que em virtude do fator constante RO com dimensao de tempo,
a funcdo S se torna adimensional. As fungdes R e S sao arbitra-
rias e serio determinadas pelas equagoOes de Einstein. Defini -

mos a fungdao h de forma similar a dos modelos do tipo  FRW

[ver eg. (2.2.2)]

seny se K =1
h(y) = Sen/Ky y se K=0 (3.3.3)
VK
senhy se K= -1 ’

enquanto a fungdo A & fixada através da seguinte expressao uni-

ficada

i 2
A= 4ut§92@§12) +(ccosz+vsenz) senvKy + wcosvK y -

/K K (3.3.4)

Por simplicidade ndés preferimos definir a fungao A todavia, es-

ta pode ser obtida integrando-se algumas das equagoes de cam
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po (Apéndice D).
Tomando o limite K + 0 em (3.3.4) a funcao A se re-
duz a

A = ayz + (ocosz+vsenz)y + w ’ (3.3.5)

a qual ndo coincide com a expressao (3.2.7). Contudo, transfor-

mando para novas variaveis y' = ysenz, e z' = ycosz, o elemen-
to de linha da se¢ido t e X constantes assume a forma d2'2=dy'2
)2 - .
+ dz'®, enquanto a funcao A pode ser reescrita como
= ' 2 ' 2 ' '
A= aly + z'7) + vy' + oz' +w , {3.3.6)

que & a requerida expressao (3.2.7) dos modelos parabOlicos. No
te que a eq. (3.3.4) no caso K = +1 reduz-se a eXpressao
{3.2.13) somente se o = 0. O caso K = -1 dado em (3.2.10)
n&o pode ser obtido a partir de nossa eq. {3.3.4). Esta diferen
ca ocorre porque na formulagdo de BT a funcdo h para K = -1 nao
& a continuacao analitica do caso K = +1, tal como ocorre en
nosso trabalho. Fisicamente as duas expressOes sao equivalentes
mas, COmO veremos a éeguir, a eq. (3.3.4) & fundamental para uma
abordagem unificada dos varios modelos.

A forma geral da funcao R em (3.3.2) & invariante

pela segquinte transformacao de calibre

A-+>A'"=A+3§ (3.3.7)

s » s'

S - G(R/Ro) P (3.3.8)

onde & & uma funcio arbitraria de x. Em particular, sera mos-

trado adiante que para K = *1 a funcao o em (3.3.4) pode sem
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pre ser anulada através de um calibre especifico. Isto evidenci
ara o papel singular da funcdo o (B na notacdo de BT) no caso
parabdlico.

Substituindo as egs. (3.3.2)-(3.3.4) nas equacgoes de

Einstein apresentadas no Apéndice D, estas reduzem-se a

3AR(R%+K) + 2RR.RS + SR.(R®+K) - 4aR
_ 0 0
p = 5 , (3.3.9)
(AR + SR;) R

e .2
p=_2_§_R_2,K§ , (3.3.10)
R R
- * - - éz-{-K 2&
RS + RS - S(R + R ) = R_ . (3.3.11)

Antes de integrar o sistema de equagoes acima vamos mostrar co-
mo os modelos do tipo FRW sao recuperados a partir das eqgs.
(3.3.1)-{(3.3.4) e (3.3.9)-(3.3.11). 1Inicialmente nos observa -
mos que a pressdao p definida pela eg. (3.3.10) & uma funcéo
apenas do tempo e tem a mesma forma da pressac em modelos do ti
po FRW [cf. eq. (2.2.5) com ¢ = 0]. Além disso, se S = A{x)R/R0

segue de (3.3.11) que «

M|

KX, e substituindo este wvalor de

¢ em (3.3.9) resulta

=
[N

p =3 [ + 55] ’ (3.3.12)
R

R

que deve ser comparada com (2.2.4). Examinemos agora o elemento
de linha (3.3.1)-(3.3.4). Substituindo os valores de S e « aci
ma na expressao Q = AR+SR0 com A, dado pela eq. (3.3.4),e ab-
sorvendo a fun¢ao A em w podemos reescrever (3.3.1) na se-

guinte forma:
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as? = at? - a%r%ax? - r?(ay?+h?az?) (3.3.13)
com a funcac A definida por
A = (ocosz+vsenz) %@ + wcosvRy . (3.3.14)
K

. Esta classe

H

que é equivalente a métrica original com § = o
de modelos definida em um refefencial co-movel (ua = Gao), tem
um fluxo de matéria que é irrotacional e geodético. Além disso,

o tensor de cisalhamento ("shear") é nulo e a taxa de expansao
do fluido é dada por 0 = 3R/R. Portanto, pelo menos localmente

o elemento de linha (3.3.13) e a métrica de R-W sao equivalen-

tes. Um resultado que & coerente com o teorema de Spero. Note
que a funcdo A em (3.3.14) tem trés fungdes arbitrarias de x,

a saber, 0, Vv e w. A presenca dessas funcdes deve-se a uma
escolha inadequada do sistema de coordenadas para descrever a
métrica de Robertson-Walker. Portanto, em modelos inomogéneos

mais gerais com a fungao A expressa por {(3.3.4) e 5 # ARalR a
existéncia de tais fungdes arbitrarias nao deveraoc ser associa-

das com inomogeneidades pois elas estao presentes mesmo no caso
homogéneo.

Retornemos ao problema de integrar as egs. (3.3.9)-
-(3.2.11). A pressao p dos modelos por (3.3.10) & wuma fungao
apenas do tempo t, enquanto p depende de todas as coordenadas.
Portanto, uma equacdc de estado do tipo barotrdpica, p = plp) ,
ndo pode ser imposta a priori sem perda de generalidade. Na
verdade, um algoritmo envolvendo uma definida escolha da pres -
sdo p tem sido bastante utilizada na literatura a fim de gerar

(89,92-94)

solugdes inomogéneas exatas . Tal algoritmo estabele-
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(94)

cido originalmente por Szafron'=—' pode ser enunciado da seguin
te forma(gi):
(i) Especifique uma expressao p(R,ﬁ,ﬁ) e integre

{(3.3.10) obtendo R{t).
(1i) Substitua R(t) em (3.3.11) e integre a fim de
obter S(x,t).
(iii) Da equacdo {3.3.9) calcule a densidade de energia
do fluido substituindo as espressoes de R(t) e

S(x,t).

A propria solucdo de Szekeres com poeira (p=0), enquadra-se nes
te algoritmo. Naturalmente, as relagdoes unindo p, R e suas deri
vadas nao conduzem a qualquer equacdo de estado barotropica, a
menos que as condigdes previstas no teorema de Spero sejam sa -
tisfeitas, isto &, p = p(t).

Proporemos agora um ponto de vista alternativo a res-
peito do contelido material dos modelos de Szekeres que evitara

o problema da equacgao de estado(gl)

. No contexto de tal reinter
pretacio & possivel também obter novas solugoes inomogéneas exa
tas e estender, de maneira compreensivel, as caracteristicas fi
sicas relevantes dos modelos de Szekeres;envolvendo, por exem-
plo, a classe completa de modelos do tipo FRW.

Inicialmente, relembramos que a eq. (3.3.10) para a

pressdao é a mesma dos modelos do tipo FRW. Além disso, a densi-

dade de energia p em (3.3.9) pode ser reescrita como

P = Ppgw * AP (3.3.14)

onde p é& definida por (3.3.12) e
FRW
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2RR0ﬁé—2SRO(i2+K)-4aR
Ap = . (3.3.15)

(AR + SR) RZ

Portanto, as ECE permitem que o contéudo material dos modelos
de Szekeres com fluido perfeito seja interpretado como uma mis =
tura de dois fluidos com interacdo: o primeiro homogéneo e 1iso
tropico e o segundo, uma poeira inomogénea cuja densidade é da

da por (3.3.15). Assim, parece natural impor para a componente

isotrdpica, a equacao de estado wusual p = (Y—l)pFRW. Nesta des

cricdo os modelos de Szekeres (p = 0), sdo reobtidos no casc li
- . *

mite para o qual a mistura e reduzida a duas poelras( ) (y = 1).

A lei gama para a componente isotropica implica por
(3.3.12) e (3.3.10) que a funcdo R satisfaz a equacdo dife -

rencial de FRW (2.3.12), a saber:

3Y 2 3Y 2)

RR + (== )R + (—=)K =0 ’ (3.3.16)
cuja integral primeira & (2.3.13) e tem solugao expressa pelas
eqs. (2.3.20)-(2.3.21). Substituindo (3.3.16) em (3.3.11) , a

equacgao diferencial para a funcdo S toma a seguinte forma

RE + RS + (§Y3£)Rs = %9 ,
0

(2.3.17)

cuja solugdo, como uma funcdo explicita de R, tem a seguinte ex

pressao unificada (ver Apéndice C)

3y=-4
- g R, 2 20 (R
5= BlgIFy * “(RO’ Fy * X (R ) (Fy-1)  ,  (2.3.18)
onde B e u sdo duas novas funcdes arbitrarias de x e F3, F4

sio duas funcdes hipergeometricas

* -
( )Tal interpretacao foil originalmente sugerida para modelos de Szekeres da
classe I na referencia (100).
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[ 3y-2
- 1 1 . 3y+2 | R_
F3 = F _§Y—2 ! 3y=2 ! 3y-2 H K(Ro) :i (2.3.19)
B 3y2
= *3-‘Y—'4 - 3Y"4 9Y_10 . .B‘..__
Fo = FlI303772Y © 203y=2)" Z(3v-2) ' K(Ro) ](3-3-20)

Note que para Y = 1 as eqgs. (3.3.16) e (3.3.17) reduzem-se as
egs. (3.2.3) e (3.2.6) dos modelos de Szekeres. Como sera mos-
trado adiante, as solugdes gerais de R e S para Y = 1 recaem
nas solugoes (3.2.7)~(3.2.16) para cada escolha de K.

As solugOes inomogéneas estao completamente especifi-
cadas por (3.3.3.) e (3.3.4) para as funcdes h e A, {2.3.20)-
~(2.3.21) para a funcao R(t) e (3.3.18)-(3.3.20) para S. Natu
ralmente pPpo. € P estao definidos pelas expressoes friedman-
nianas (2.3.14) e (2.3.15) , enquanto a densidade da poeira ino
mogénea é estabelecida substituindo S, R e A em (3.3.15). Casos
particulares serdo considerados nas sec¢Oes seguintes.

E importante enfatizar que na interpretacao de dois
fluidos aqui apresentada, o tensor de energia-momentum de cada
componente nao € separadamente conservado, de modo que existe
interagido entre elas. Contudo, a evolug¢do dos modelos é comple-
tamente adiabatica, isto &, ndo existe producdo de entropia. As
componentes podem apenas trocar entropia entre si. Outro aspec-
to interessante & que pode ser adotada uma descricao de fluido
simples, fazendo uso do algoritmo de Szafron. Neste caso a pres
s3o p tem evidentemente a mesma expressao friedmanniana, isto

é, p = éll%ll (R2+K). As consequéncias dessa interpretagao se-

R
rao discutidas no final da Sec3o 5 € no Apéndice E.
Como observado anteriormente, a fun¢do a presente na

expressao de A, desempenha um papel especial no comportamento
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dos modelos parabdlicos. Note que se K # 0, as fun¢des A e S

definidas por (3.3.4) e (3.3.18) podem ser reescritas como

A = (ocosz+vsenz) sen/Ky + wcosvYKy + %% (3.3.21)
VK
e 3y-4
_ =R R, 2 2a R
s = B(R_)F3 + H(-R—) - X (R_) p (3.3.22)
0 0 0
onde
T o= - 28 B = 20
W= w X e B =8 + % . {(3.3.23)
Comparando as eqgs. (3.3.21)-(3.3.22) com (3.3.7)-(3.3.8), ve -

mos que existe uma transformac¢io de calibre particular com § =
= %%. Portanto, se K # 0, a funcdo arbitraria o pode ser elimi
nada das expresstes (3.3.4) e (3.3.18), sem perda de generalida
de. Isto significa que se o # 0 os modelos parabélicos consti-
tuem uma classe especial de solugdes e como o calibre & y-inde-
pendente este resultado permanece valido para qualquer valor de
y. Em particular, isto explica porgque o modelc parabdlico de
Szekeres (Y = 1, K = 0) tem um comportamentc andmalo ac longo
da expansdo se o # 0 (B na notagdoc de BT, ver Tabela 3.2.1}) .
Compare, por exemplo, a evolugdo do caso parabdlico com a do mo

delo hiperbdlico.

3.4 - A FORMA CANONICA DAS SOLUGJES

No que se segue, estendendo a notagac utilizada por
Bonnor e Tomimura, exibiremos a forma candnica dos modelos apre

sentados na seg¢io anterior. O caso parabdlico & determinado to-
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mando-se o limite K = 0 em todas as expressdes unificadas,com

o termo B(%—) da fungdo S absorvido em AR. Para K = *1, a 1i
0
berdade de "gauge" foi utilizada a fim de eliminar a funcao «a.

3.4a - Modelos Parabdlicos (K =0 , h = vy}

2

A = ay” + (Ccosz + vsenz)y + w (3.4.1)
(3y-4) /2 4o (R/Rg) >
3y (t_to)_2/3y
R(t} = ROE- + = T ; O = AR-E‘ROS (3.4.3)
3 R0 3y
P = Pppyw Ap / PERW — EE %) (3.4.4)
0

(3y-6) u (R/R() Y/ 2120 (3y+2) TH(R/Ry)
Ap = .

= (3.4.5)
RS [A(R/R) 41 (R/RQ) Y/ 2o (R/RQ) 3V T/ (3y-2) (37+2)]

P = (¥-1)Pppy (3.4.6)

3.4b - Modelos Elipticos e Hiperbélicos (K = *1, h = EEEKEX)

VK
A = (dcosz+vsenz) EEEﬁEX + wcos/ﬁy (3.4.7)
YK
_ 1 1. 3y+2 3y-2
S = B(R/Ry) F[;Y-Z ' 33 ¢ Fves ¢ K(R/Rg) ] +
3y-4
2 3y-4 3y-4 . 9y-10 . 3y-2
1 (R/Ry) F[;(3y-2) ' T(3y=2y ¢ Z(3y-27 ‘K (R/Rg)

(3.4.8)
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b= Pppy T AP+ P = (¥Lleppy (3.4.9)

2R0§é - 2ROS(R/R0)3Y—2
Ap = 5 . (3.4.10)
(AR + SR,)R

com a funcdo R(t) expressa por (2.3.20)-(2.3.21). Tal como nos
modelos do tipo FRW, todas as solugoes podem ser postas na for-
ma paramétrica unificada, definindo o tempo conforme por dt =
= Rdn. Neste caso, o fator de escala R(n) assume a forma fried-

manniana [eg. (2.3.33)]

R(N)

- R, {sen/ﬁl(3¥-2)/2|n 2/(3y=2) , (3.4.11)

VK

onde o intervalo de variacdo de n & dependente do parametro K.
Se K =1 temos 0 = n = §%§§ e se K =0,-1, temos 0 £ n < «,As
funcdes S{x,N) e t(n) sdo obtidas por substituicdo direta de
R(n)} acima nas expressoes de S(x,R) e t(R}.

Para gualquer valor de K, por uma transformacao na va
ridvel x, uma das fungdes arbitridrias pode ser fixada igual a
uma constante e como t0 & livremente ajustavel, os modelos
dependem de quatro fungdes arbitririas e uma constante positi-
va R, com dimensdo de tempo. Note também gue apenas duas fun -
¢des arbitrarias sdo responsaveis pelas inomogeneidades, B e M
se K=*1 e aeyu se K=0. De fato, se K= t1 e B e u sdo
constantes, as solucdes (3.4.7)-(3.4.10) generalizam os mode-
los de Kantowski-Sachs e uma classe de solug¢des Bianchi tipo VI

respectivamente(gé) . SeK=0ea , It s3o constantes, nossas

solucdes constituem uma extensdo dos modelos do tipo Bianchi I.
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3.5 - SOLUCJOES ESPECIAIS

A existéncia de uma componente do tipo FRW implica
que no contexto cosmoldgico, as solugdes mais interessantes sao
justamente os casos Y = 0 (vacuotpoeira), y = 1 (duas poeiras )

e Y = 4/3 (radiagao+poeira).

3.5a - Modelos Parabdlicos (K = 0)

Neste caso, as solucdes vy = 0, 1 e 4/3 sao facilmen-
te obtidas a partir das expressfes (3.4.2)-(3.4.5). Observe que
considerando a interpretacao usual de fluido simples © modelo

de Szekeres & reobtido para vy = 1.

3.5b - Modelos Elipticos e Hiperbdlicos (K = *1)

Em geral, as funcdes hipergeométricas nd@o sao reduti-
veis a funcoes elementares. Contudo, para as solucdes (3.4.8) e
(2.3.20)-(2.3.21) isto ocorre nos cascs de interesse fisico

(ver Apéndice C).

(i) y = 0 (vacuo+poeira)
R arcsen/K(R/R,) R
s= 2 {1 - (2?2 “Lstgh it
vK
(3.5.1)
o = A+ Ap p=-A = -3R;° (3.5.2)
2
Ap = -6pR/OR (3.5.3)
{ Rocosh(t/RO) se K =1 (3.5.4)
R =
Ry senh(t/Ry;) se K = -1 (3.5.5)
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{ii} vy = 1 (duas poeiras}

Na forma paramétrica temos [veja eq. (3.3.11)]

s = u/K cot VK 2 + %g (1 - 4 /K cot VK 3 (3.5.6)
2 R
R = R, (sen/fh/Z) £ = _% (n- sen/fh] (3.5.7)
VK VK
R
o= (s, p=o0 (3.5.8)
R
0
Ap = 3R, (BR-SR,) / oR3 (3.5.9)
onde 0 £ n 227 se K=1 e 0£n<»® ge K= -1.
(iii) vy = 4/3 (radiacao+poeira)
S = Bn + u (3.5.10)
R = RO EEEﬁEﬁ £ = RO (lZEQEﬁED) (3.5.11)
VK VK
o = i% (RO/R)4 +dp  p = R/RY (3.5.12)
Ry

Ap = 2R [B/Kcotvin - (87 +11) Keos2secVRn] /OR®  (3.5.13)

o]
=
&
o
IA
=
1A
3
)]
D
-
il
Jst
[
o
IA
3

< @ ge K= -1.
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3.6 - QUANTIDADES CINEMATICAS E EVOLUCZO

Tal comoc nos modelos de Szekeres, as solugoes apresen
tadas nas sec¢oes anteriores ndo tém vetores de Killing, sdao do
tipo D na classificacdo de Petrov e¢ o fluxo de matéria é irrota
cional, geodético e normal as hipersuperficies {t = cte} . Os

arametros de expansiao e "shear" sao
P

& Aﬁ+éR0
6 = 2E+WSR0 . (3.6.1)
© 3RE s s
2 1 Hv 0 ,RS-SR ,2
0% = 5 Opyo 2 (AR+SR0) . (3.6.2)

No contexto da interpretacdo de dois fluidos a eq. (3.6.1) pode

ser reescrita como

8 = Opgpy + A0 {3.6.3)

onde eFR = 3R/R e

W

A6 = b (RS-SR
R

Kﬁf{'[')_é') - (3.6.4)
Combinando (3.6.2) e (3.6.4) resulta que
o? = 3 (20)? : (3.6.5)

Portanto, o tensor de "shear" e a parte "anomala" do escalar de

expansdo estiao relacionados e dependem fortemente da poeira ino

- . - . - v
mogénea pois, se S & proporcional a R entao A6 = "V = o, resul

tado que conduz aos modelos do tipo FRW.
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O comportamento assintdtico (no tempo) de todos os mo
delos pode ser estudado através das formas candnicas das solu-
goes e das expressoes (3.6.3)-(3.6.5). A diferenca essencial en
tre a nossa abordagem e a da ref.(76) & que nesta dltima o com-
portamento assintotico foi determinado tomando-se o limite
t+0 e t + «, Note que nas solugles apresentadas nas segles
anteriores, a constante R0 € uma escala de tempo caracteristica
dos modelos, para quaisquer valores assumidos pelo par (v,K).Lo
go, em nosso estudo da evolugao dos modelos os limites acima de
vem ser substituidos por R << RO e R >> R0 respectivamente .
Em principio, tal escala de tempo pode ser determinada a par -
tir das observagoes atuais, como por exemplo, a densidade média
de matéria.

Se a componente isotropica obedece a "condicdo de
energia forte" (y > 2/3), os modelos saoc sempre singulares(ig).
Neste caso, da mesma forma que nos modelos do tipec FRW, as solu
cOes sdo essencialmente parabolicas prdximo a singularidade
(R << RO). A medida que o tempo passa se K = 0, -1, os fatores
de escala expandem indefinidamente, de modo que o comportamen-
to assintotico deve ser estudado para grandes valores do tempo
cosmologico (R >> RO). Contudo, se K =1 e v > 2/3, R, & um va
lor mdximo de R. Entdo, se uma fase do tipo FRW & esperada ocoxr
rer, o limite correto & considerar R RO‘ NOo que se segue, o
parametro Y & restrito ao intervalo fisico 1 £ y £ 2. Todos
os limites foram computades retendo apenas os termos dominantes

nas respectivas expressoes.
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A. Comportamento Proximo a Singularidade

Da equacao (3.4.2) vemos que se R << R0 entao AR+SR
(3v-4)/2

0

"~ uRO(R/RO) . Portanto, apos uma simples transformacao

de coordenadas, o elemento de linha (3.3.1) toma a seguinte for

ma assintotica

as? v at? - R2(R/Ry T ax'? - r¥(ay'P+az'?)
(3.6.6)
que é homogénea e anisotropica se Y # 2. De fato, segue de
(3.6.3)-(3.6.5) que uma conveniente escala de anisotropia é ex

pressa por AB/BFRW v (Y-2)/2 neste limite. Portanto, no univer

so primitivo, a intensidade da anisotropia diminue com o cresci

mento de Y . Em particular, se Y = 2 o modelo & homogéneo e

-

isotropico nos primeiros instantes da expansao. Tal resultado &

. A - . ._ (96
coerente com a conhecida visao nao caotica da cosmologla(——)
("quiescent cosmology"). Com o mesmo grau de precisao segue tam

bém de (3.4.4) e (3.4.5) que

Limbp v 3YZ8 (RO/R)3Y , (3.6.7)
R<<R0 R0

e
limp ELI%lL (RO/R)3Y ) (3.6.8)
R<<R0 RO

Logo, de (3.6.8), (3.4.4) e (3.4.6) nods encontramos p v ¢ 1in-

dependente do valor de Y . Portanto, proximo a singularidade ,
a mistura se comporta como um fluido simples obedecendo a equa-

cdo de estado de Zeldovich ("stiff-matter"). Note gue neste li-
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mite, a densidade da matéria da poeira & negativa [ ver equa-
¢dao (3.6.7)]. Contudo, a densidade da energia liquida p -
Ap & sempre positiva, o que esta de acordo com a condigao de
energia fraca. De fato, proximo a singularidade o conceito de
poeira ndo deve ter significado fisico, de modo que a  mistura
deve ser encarada, para todos os valores de y ,como uma repre -
sentagao macroscopica de "stiff-matter" neste limite. Tal in -

terpretacdo foi sugerida na ref. (97) para uma mistura de radia

cao (v = 4/3) e poeira com densidade negativa.

B. Comportamento para Grandes Valores de R (R >> RO)

Tal como nos modelos do tipo FRW, a medida que o tem
po passa as contribuigles dos termos da curvatura espacial dei-
xam de ser despreziveis. Assim, para R >> R0 o comportamento

assintdtico deve ser separadamente examinado.

(1) Modelos Parabodlicos (K = 0)

Se a = 0, & facilmente obtido de (3.4.2) e (3.4.3)
que, para R >> RO’ Q = AR+SR0 v AR. Portanto, considerando 0s
resultados da secao 3.3, acerca do modelo do tipo FRW, pode -
mos dizer que tais modelos entraram na fase homogénea e isotro-

pica. De fato, de (3.4.4)-(3.4.6) segue que A6/0 0, p v

v
FRW
Perw € P v (y-1)p. Portanto se o = 0, o0s modelos tentem a ho
mogeneidade e isotropia independentemente do valor de Yy . Se
a # 0, cidlculos similares mostram que os modelos sao homogéneos
mas anisotropicos para R >> RO. Contudo, no contexto de uma in-

terpretagido de dois fluidos, tais solug¢des podem ser ignoradas

do ponto de vista fisico pois, a densidade da poeira inomoge -
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nea & negativa neste limite [veja eqg. (3.4.5)].
(ii) Modelos Hiperholicos (K = -1)

Neste caso, as funcdes hipergeométricas presentes na
eq. (3.4.8) sao formadas por séries de poténcias oscilantes.Por
tanto, uma analise direta a respeito do limite R >> RO & difi -
cil de ser encaminhada a partir de tais expansbes. Este proble-
ma pode ser evitado através de uma transformagac linear especi-

fica. Considerando a identidade (A.23) e tomando o limite R >>

RO' cbtemos para K = -1
Rg
Fy o Cl(RO/R} [1 + 0 (?) + ee. ] ’ (3.6.9)
e
(3y-4) /2 Ro
F4 v C2(RO/R) [ + 0 (TT) + oae. , (3.6.10)

onde C; e C, sac duas fungoes que dependem apenas de Y.
Substituinde os resultados acima em (3.4.8) temos Jue

para R >> RO' S v ClB + Czu, consequentemente, AR+SR0 v AR. Pox

tanto, vemos que no caso hiperbolico, a fase FRW para grandes

valores do tempo cosmoldgico € independente da escolha das fun-

cdes arbitrarias (veja Tabela 3.2.1).

(iii) Modelos Elipticos (K = +1)

Como foli antericrmente observado, neste caso uma fase

do tipo FRW & esperada quando o fator de escala transversal R

se encontrar proximo ao seu valor maximo R,. A analise e bastan

te simplificada observando-se que na vizinhanga de Ry RV 0 e
3
3

5 = (—%)x R v 0, de modo que Q v AR indicando que a fase FRW
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& atingida. De fato, seque de (3.6.3) e (3.6.4) que AB/0 v 0 e
portanto 6 eFRW' Além disso, de (3.4.8) e (3.3.2) mostra-se,

absorvendo as fungdoes B e u em A, gque se R + R entio Q ~>

0
AR. Assim, tomando-se os limites apropriados, resultados analo-
gos aos do caso hiperbdlico podem ser obtidos das proprias fun
coes hipergeométricas (3.3.19)-(3.3.20).

Para concluir este capitulo observamos que o conjunto
de solugdes unificadas do tipo Szekeres aqui apresentado eluci-

dou e generalizou diversos aspectos dos modelos originais (poei

ra), dentre os quais destacamos os seguintes:

1. No contexto da cosmologia classica, nossas solugdes constitu
em o primeiro exemplo explicito de que a existéncia de inomo
geneidades no universo primitiveo & compativel com  qualquer
modelo do tipo FRW no futuro, ou seja, para qualquer valor

assumido pelo par (v,K).

2. Nas solucdes do tipo Szekeres apenas duas funcgoes arbitrari-
as, B e u, estldo de fato associadas as inomogeneidades pre-
sentes nos modelos. As trés func¢des adicionais, g, v e w ,

uma das quails pode sempre ser eliminada por uma transforma-

cdo de coordenadas, pertencem a descricdo de modelos homogé-
neos em coordenadas de Szekeres. A constante RO comum a to -

dos osg modelos &, em principio, ajustavel para cada esco -

lha de ¥ e K, pelas observacdes do limite friedmanniano.

3. As solugdes s3o razoavelmente simples. Para K = 0, por exem-
plo, as quantidades fisicas sdo poténcias de t para qual-
quer valor de vy. Para K # 0, tal como ocorre nos modelos do

tipo FRW, as solugdes s3o expressas por fungdes hipergeome -
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tricas. Estas se reduzem a fungoes elementares nos casos de

interesse fisico, ou seja, vy = 0, 1 e 4/3.

Na interpretacao de dois fluidos, modelos como # 0 devem ser
descartados pols a densidade da poeira inomogénea torna-se
negativa para grandes valores do tempo cosmolégico (R >> RO).
Este resultado além de recuperar a simetria dos modelos com
relacao a sua evolugao, mostra que o mais amplo conjunto de
solucgdes nesta interpretacao é fornecido pelas expressoes

unificadas (3.4.7)-(3.4.10).

O conteudo material dos modelos pode também ser visto como
um fluido simples cuja pressao & a mesma dos modelos do tipo
FRW. Neste caso, os modelos parabdlicos com o # 0, apesar de
ter uma evolugao andmala, pols & anisotrdopico para R >> Ry,
constitul uma solucao fisicamente aceitavel do ponto de vis-

ta das condicOes de energia.



CAPITULO IV

MODELQOS COSMOLOGICOS INOMOGENEOS

COM FLUXO DE caror(108,103,111)

4,1 - INTRODUCAO

Historicamente, dentre os processos usualmente consi-
derados na termodindmica relativistica de fluidos imperfeitos
(Capitulo 1), o que tem sido menos investigado no contexto cos-
moldégico é o mecanismo de conducdo térmica. Este fato pode ser
explicado observando-se que diferentemente dos processos visco-
sos, a presenca do fluxo de calor em um fluido autogravitante
implica que o espago-tempo dos modelos deve ser inomogéneo ou

inclinado(lgl)

("tilted-spacetime"). Tais propriedades dificul
tam n3oc apenas a obtencdo de solugdes exatas dos ECE para um
fluido ndo termalizado, como também a propria andlise termodind
mica dos modelos, sem o qual ndo & possivel caracterizar univo-

(113)

camente o fluxo de calor . Em consequéncia, na maioria das

solugoes conhecidas, o tratamento termodindmico tem sido ignora
do ou considerado de forma incompleta(llé—lll).

No dominio da chamada cosmologia classica, a importan
cia do estudo de modelos com corrente de calor se justifica sob
variados pontos de vista. O mais interessante deles esta relaci
onado com o valor da entropia do universo. Como & bem conheci -

do, a taxa de entropia produzida por mecanismos viscosos parece

ser insuficiente para explicar a alta entropia por particula do
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. 8 - ; . - .
universo na fase atual(ﬂ). Alem disso, a influéencia do proces-

so de conducao térmica sobre o conhecido programa de cosmolo -

gia caodtica de Misner(llé-llg)

» nao tem sido até o momento devi
damente contemplada. De fato, se © universo "nasceu" altamente
irregular e posteriormente foi homogeneizado e isotropizado, em
parte devido a acao de processos irreversiveis, & razoavel pen-
sar que o fluxo de calor pode ter desempenhado um papel impor -
tante nos estagios iniciais da evolug¢do cosmica.

Por outro lado, existem poucas solugdes inomogénéas
exatas que podem ser utilizadas como modelos realisticos para o
universo. Pelas razoes expostas ao longo deste trabalho, uma ex
traordinaria excegao é a familia de solugdes inomogéneas estabe
lecidas por Szekeres {p = 0). No capitulo anterior, foi obtido
um conjunto de universos do tipo Szekeres pertencentes a clas-
se II, para o qual mostrou-se que o contetudo material pode ser
interpretado como uma mistura de dois fluidos com interacao.Foi
visto também que as propriedades genéricas dos universos de Sze
keres, interessantes do ponto de vista fisico, estdo presentes
em tais solugbes. Em particular, os modelos apresentam uma fase
do tipo FRW para qualquer valor dos parametros Yy e K.

Neste capitulo, supondo a existéncia de uma corrente
de calor na mustura de dois fluidos, uma generalizagao dos mode
los parabélicos (K = 0) é apresentada. Diferentemente de traba
lhos anteriores sobre modelos de Szekeres com fluxo de ca-
10r(19§'llg)' nos quais a formulacao de fluido simples (algorit
mo de Szafron) foi sempre adotada, a termodindmica dos modelos
foi estudada com razoavel detalhe. Como serda visto adiante, pa-

ra tais solucdes & possivel deduzir uma distribuicdo de tempera

tura que evolue, no limite de grandes valores do tempo cosmolo-
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gico, para a lei de temperatura dos modelos do tipo FRW.

4.2 - 0S5 MODELOS

Considere o elemento de linha do tipo Szekeres (clas-

se II)

2 2

ds” = 4dt° - dexz

- rR%(ay? + n%az?%) , (4.2.1)
onde

Q = Q(X:er-t) r R = R(t) ' (4.2.2)

com a funcao h(y) expressa pela equacido (3.3.3)

hiy) = senvKy K =0, +1 . (4.2.3)
VK

Na presenca de um quadrivetor fluxo de calor qa, a fungao Q to-

ma a seguinte forma {[Apéndice D e Refs. (109)-(111)]
Q = AR + ROS + BM ’ (4.2.4)
onde
A = Aix,vy,z) , B = Bl(x,y,2) s S =S8(x,t) e M= M(t) .

Ry & a constante com dimensdo de tempo dos modelos de fluido
perfeito (Capitulo III). As fungdes A, B e S sdo adimensionais,
de modo que M tem a mesma dimensdaoc de R.

Estabeleceremos agora uma generalizacao das solugdes

parabblicas (K = 0), que evoluem para os modelos do tipo FRW
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mesmo na presencga do fluxo de calor. Neste caso, as fungoOes A

e B tomam a seguinte forma (Apéndice D)

b=
i

(ccosz + vsenz)y + w ' (4.2.5)

B = (Olcosz + vlsenz)y + Wy ’ (4.2.6)

onde ¢, Vv, w, Gpr vy € Wy sao seis funcbes arbitrarias na vari
avel x.
Considerando as egs. (4.2.3)-(4.2.6), as equacdes de

campo, apresentadas no Apéndice D, reduzem-se a:

(3AR+R,S+BM) R? +2RR (R0é+Bb'a)
P = 5 , (4.2.7)
(AR+ROS+BM)R
. * 2
R R
p=-2= - = ’ (4.2.8)
R R2
P o e s _102 _-1 . ) P _1-2
RS+RS-{R4R ~R“}S + Ry B[RM + RM - (R+R "R)M] = 0 , (4.2.9)
_ . 9B 3B
9, = (M/R) (R/Q) [0, O, Ty ! 3z 1 . (4.2.10)

onde o ponto denota derivada com relagao ao tempo.Uma subclasse

dos modelos com fluido perfeito (caso parabdlico), apresenta-
dos no capitulo anterior, sao reobtidos tomando-se M = 0 ou
dB/dy = 3B/dz = 0. Vemos ainda gue qualquer termo na funcaoc M

proporcional a R nao contribui para o fluxo de calor. Note tam-
bém que os universos do tipo FRW com sec¢do euclideana sao recu
perados para M = § = 0 (ver Capitulo III}.

Generalizando a formulacdo adotada no capitulo anteri
or, consideraremos agora a descrigdao de dois fluidos para o

meio material fora de equilibrio térmico, cuja . dinamica e
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governada pelas egs. (4.2.7}-(4.2.10).
Inicialmente, suporemos que a eq. (4.2.7) descreve

uma mistura de dois fluidos, isto &,

P = Pppy T AP (4.2.11)
onde
L
- 3 B
pFRW = 3 ‘ (4.2.12)
R
e Ap, a densidade da poeira inomogénea,tem a forma abaixo

2Rﬁ(R0é+Bﬁ)—2§2(ROS—BM)
Ap = : _ (4.2.13)
(AR+R,S+BM) R

As expressOes (4.2.8) e (4.2.12) sao, respectivamente, a densi-
dade de energia e pressao dos modelos do tipo FRW (K = 0). As -
sim, de maneira equivalente aos modelos sem fluxo de calor, va-
mos supor gue a componente isotrdpica satisfaz uma equacgao de

estado do tipo "leil gama", isto €,

p = (v-1)oppyw - (4.2.14)

Portanto, segue das egs. (4.2.8) e (4.2.12) gque a fungdo R obe

dece a seguinte equacgao:

3Y-2y g2 - o . (4.2.15)

RR + { 5

Além disso, das egs. (4.2.6), (4.2.9) e (4.2.15) temos que

4-3y

37-3) RS = 0 / (4.2.16)

RE + RS + (
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. L) 4_3‘Y .. _
RM + RM + (37:5) RM = 0 . (4.2.17)
Comparando as edgs. (4.2.16) e (4.2.17) acima, vemos

gque as fungdbes S e M satisfazem a mesma equacao diferencial,
a qual coincide com a equagao homogenea dos modelos do capitulo
anterior {cf. eq. (3.3.17})]. De acordo com os resultados do
Apéndice C, para vy # 2, as solucoes gerais das egs. (4.2.16) e

(4.2.17) sao as seguintes:

3y-4
S = B(x) (R/Ry) + u(x) (R/Ry) ° , (4.2.18)
¢ 3y-4
— 2
M= Ml(R/RO) + MO(R/RO) . (4.2.19)
onde B e U sido fungOes arbitrarias na variavel x e Ml’ MO sao
constantes.

As solugdoes acima podem ser simplificadas observando-
-se que a funcao Q expressa pela eq. (4.2.4) & invariante pe-

la seguinte transformacao de calibre

A>A"= A+ 1B + § ; (4.2.20a)
S+58' =5 - G(R/RO) ’ (4.2.20b)
M~>M'=M- 1R ' (4.2.20c)
onde § & uma funcao arbitraria de x e 1 & uma constante. O

conjunto de transformacgOes acima, gque generalizam as eqgs.(3.3.7)

e (3.3.8) para qu = 0, implicam, gque sem perda de generalida -
de, podemos descartar os termos proporcionais a R nas solu-
cOoes (4.2.18) e (4.2.14), isto &, podemos tomar B = Ml = 0.

Finalmente, das egs. (4.2.4), (4.2.11), (4.2.12)

r
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(4.2.13), (4.2.15), (4.2.18) e (4.2.19), temos:

3y-4 3y-4
_ 2 2
R=R0 E'l‘“:?““——R“—”- ' (4.2.22)
0
P=rPpry v 20+ P = (v-1)0ppy ' (4.2.23)
_ 3 3y
R
0
3(y-2) (R, +BM,) (R/RO)—3Y/2
Ap = 2 ' {(4.2.25)
QR
(S'BY)MORO
9y = 5 [0,0,‘Gcosz+vlsenz,(vlcosz—olsenz)y},
20R
(4.2.26)
2 2
3|y-2[M R, (0, “+V. )
q= (g2 - 0™0 31 1 ' (4.2.27)
20R

onde as funcdes A e B estao expressas nas eqs. (4.2.5) e (4.2.6).
A constante t, dos modelos do tipo FRW & ajustavel para cada va
lor de vy, a fim de fixar as escalas de tempo consideradas na li
teratura (Capitulo II). Note que se y = 2 entao 9y = bp = 0.Pa
ra este valor de y , a solucdo do tipo FRW para a matéria rigi-
da é recuperada. Finalmente, relembramos que a formulagao de
fluido simples pode também ser adotada de acordo com o algorit-

mo de Szekeres (Capitulo III).

4.3 - EVOLUCEO

Tal como nos modelos do capitulo anterior, a funcgao
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métrica Q foi obtida adicionando-se termos que estao multipli-
cados por poténcias de R/R0 [cf. eq. (4.2.21)]. Desse modo , a
evolugao dos modelos &€ tambem determinada pelo comportamento da
funcao R(t), que &€ a mesma funcao dos modelos do tipo FRW. Se-
gue entao que se a componente isotropica obedeca a condigao de
energia forte (y 2 2/3), os modelos sao sempre singulares. Nes-
te caso, a constante t0 na eq. (4.2.22) & escolhida de modo
que R(0) = 0. De forma semelhante aos modelos do tipo Szekeres
sem fluxo de calor, o comportamento assintotico (no tempo) pode
ser determinado retendo apenas as poténcias dominantes na varia
vel R/RO. Desde que para Y = 2 as solugoes reduzem-se ao mode-
lo de FRW com matéria rigida, no que Se segue o parametro es—

tara restrito ao intervalo 1 £ y < 2.

A - Comportamento Proximo ao Ponto Singular (R = 0)

Vemos pela eq. (4.2.21) que para R << R, entio Q n

0
(BMO+MR0)(R/RO)(3Y—4)/2.Portanto, proximo & singularidade a

métrica toma a sequinte forma

2 2

2 3y—4
das® ~ at? - (BMy+uRy) ? (R/R;) Y

dxz—Rz(dy2+y2dzz)
(4.3.1)
que & homogénea e anisotroOpica para Y # 2. Como sera demonstra-
do a seguir, a densidade de energia total depende apenas do tem
po neste limite. De fato, segue das egs. (4.2.21) e (4.2.23) que

proximo a singularidade

1im Ap éil:%l (RO/R)3Y , (4.3.2)
R<<R0 RO

um valor que & comparavel ao de [cf. eq. (4.2.24)). Além

PFRW
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disso, combinando as eqs. (4.2.24) e (4.3.2) temos para a densi

dade de energia total

lim p ~ Eil%ll (RO/R)3Y , (4.3.3)
R<<RO R0
e como p = (Y—l)pFRW, segue das egs. (4.2.24) e (4.3.3) que p n
p independentemente do valor de ¥y no intervale 1 £ y < 2, Um

resultado que também & valido para os modelos sem fluxo de ca -
lor (ver secao 3.5). Note também que lim (g/p} = 0, de modo que
R<<R
. 0 .
o fluxo de calor de fato nao afeta o comportamento dinamico bem

proximo ao ponto singular.

B - Comportamento Para Grandes Valores de R (R >> RO)

Considerando a eq. (4.2.21) obtéem-se facilmente que
Iim Q ~ AR[1 + O(R/RO}(3Y‘6)/2]. Portanto, desprezando termos
R>>R (3y-6)/2
da orXdem de (R/RO) Y ; © elemento de linha (4.2.1}, para

R >> Ry, toma a seguinte forma:

2 2 2 2

as? ~ at? - rR?(a%aqu? + ay? + y%az?) (4.3.4)
gue € a métrica dos modelos do tipo FRW expresso em coordenadas
de Szekeres (Capitulo III}. Na verdade, as egs. (4.2.21) e
(4.2.23) implicam, para R >> RO, que p v FRW isto €, Ap/pFRW&
+ 0. Aleém disso, se Q v AR, temos para o parametro de expansao
Qg =2 % + % 4y 3% , due e o mesmo dos modelos do tipo FRW.

Em resumo, os modelos iniciam aproximadamente homogé-

neos e anisotropicos satisfazendo a equacdo de estado de Zeldo

vich (p ~ p), evoluem para uma fase inomogénea e, finalmente ,
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se aproximam da era friedmanniana para grandes valores do tem-
po cosmoldgico. E interessante que para y v 1, o presente esta-
gio de poeira & obtido no limite R >> R, Pporém, nos instantes

iniciais a equa¢do de estado efetiva é do tipo matéria-rigida.

4.4 -~ ASPECTOS TERMODINAMICOS

A fim de estudar o comportamento térmico dos modelos
apresentados nas se¢Oes anteriores, suporemos que a mistura de
fluidos satisfaz as relagOes termodindmicas da teoria relativis
tica de fluidos imperfeitos desenvolvida por Eckart. O obje-
tivo principal & determinar a lei de temperatura obedecida pe -
los modelos, levando em considerag¢ao as exigéncias da segunda
lei da termodinamica. Para um fluido ndo termalizado o prin -

cipio de entropia toma a seguinte forma [cf. eq. {1.2.25)]

S . = - 2 2 O ’ (4-4.1)

onde qOC satisfaz a equagdo de Eckart (1.2.22)

a® = (1 o - Tay) : (4.4.2)
;

A segunda lei da termodindmica estara automaticamente satisfei

ta se a condutividade térmica X for positiva ou nula (X 2 0).

Além disso, como observado no Capitulo I, as equag¢oes acima de-

vem ser suplementadas com a lei de evolugdo da temperatura

(1.3.5). Quando o fluxo de calor & o Gnico processo dissipati-

vo presente no fluido, tal equacdo & expressa por:
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o o
i _ (BP/BT)n lof - a4

T (30/3T)n(9-_T(8p/8T)n + T(ap/aT)n . {4.4.3)

Usando a eqg. (4.2.26) é facil mostrar que a divergéncia do fluxo

- o] . .
de calor € nula (g s T 0) e considerando gque o movimento do
'

fluxo é geodético (a®

0), a eg. {4.4.3) reduz-se a

p__ B/, (4.4.4)

T (3p/9T) ! T
ou ainda,

T 3P 9 R

T = (Bp n (Q +.2R) . (4.4.5)

Em geral, a equagao acima nao € facilmente integravel.Para tor-
nar isto factivel suporemos que a densidade da poeira inomogé-
nea nao depende explicitamente da temperatura. Para um fluido
simples isto sempre ocorre. Contudo, ﬁa mistura de fluidos aqui
considerada, tal hipotese & apenas uma aproximacao, que tendera
a ser exatamente valida no limite friedmanniano. Neste caso ,
(BP/ap)rl = {BP/BpFRw)n = y=1 e assim, a eg. (4.4.5) pode ser

reescrita como

H[He

- (y-1) @ + 2B
(y-1) (g + 23) . (4.4.6)
Considerando gque para grandes valores do tempo cosmologico oS
modelos evoluem para as solucgoes do tipo FRW; isto implica gue
se Q v AR devemps ter T W TFRW {ver eq. (2.3.17)]. Esta condi-

¢do sera satisfeita tomando para solucgao de (4.4.6) a seguinte

expressao:
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R, 2(y-1) ARO y—-1
T = TO (—R*) (T) - (4.4.7)

Por outro lado, usando a eg. {(4.2.26) para o fluxo de calor qa,

as componentes da equacdo de Eckart (4.4.2) sao as seguintes:

aT
% = 0 (4.4.8)
3{(2-Y)M, R
szi - L (2Bi) . i=2,3=y,2 . (4.4.9)
X 20R X

Naturalmente, para obter um tratamento termodindmico consisten-
te, as equacdes acima devem ser compativeis com a distribuicao
de temperatura (4.4.7). Se a condutividade térmica do meio mate
rial fosse conhecida, uma abordagem alternativa seria 1integrar
as egs. (4.4.8) e (4.4.9), usando a eq. (4.4.7) para estabele-
cer a evolucao temporal. Considerando o procedimento anterior ,

observamos que o vinculo (4.4.8) implica em trés alternativas

possives:

(i) BMy + URy = 0
{1i) A = A(MOB + uRO) , A = constante
..., OA _ 3B _ 3
(i) s = T O

No primeiro caso os modelos reduzem-se aos do tipo FRW. No se -
gundo, eles sao homogéneos, anisotrdpicos e o fluxo de calor &
novamente nulo (qa = 0). No caso nao trivial (iii), todas as fun
cOes arbitrarias de x presentes na eq. (4.2.21) tornam-se cons-
tantes arbitrarias. Analisaremos agora as consequéncias do vin-

culo oriundo da n3o negatividade do coeficiente de condugao tér

mica.
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Calculando BT/axl da eq. (4.4.7) e substituindo o re
sultado em (4.4.9), mostra-se que a condutividade serd indepen-

dente do gradiente de temperatura somente se

B = )\AJ‘.QJ ‘ (4.4.10)

onde X e ¥ sdo constantes arbitrdrias. Neste caso, a condutivi
dade térmica assume a seguinte forma

3(2~Y)MOAA(RO/R)3Y/2

X = TR, T My 0+uR, ] . (4.4.11)

v

Portanto, X 0 se e somente se

M0w+URO
- - >
= > 0 . (4.4.12)
Por simplifidade, nas expressoes (4.4.10)-(4.4.12), fixaremos

o valor de ¥ igual a zero. Além disso, como a temperatura de-

ve ser real e positiva, tomamos A =+l e A 2 A . > 0. Portan

to, as solugbes com fluxo de calor aqui apresentadas estao defi

nidas atraves das sequintes expressdes:

2 2

as? = at? - g?ax? - r?lay®+y%az?) (4.4.13)

_ (3y-4) /2 (3y-4) /2
0 = A[% + Mg (R/R) ] + Ry (R/Ry) :

(4.4.14)
A = (gcosz + vsenz}y + w (4.4.16)
P = Pprw t Ap > 0 (4.4.17)
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3(y-2) (LR +M_.A) (R/R.)
Prrw _%T (RO/R)3Y e Ap= ° 20 2
R, OR
(4.4.18)
= (y- . 3(y-1) 3y
P = (Y- 0ppuw = 2 (Ry/R) (4.4.19)
0
3MORO(Y—2}
q, = 5 [0,0,0cosz+vsenz, (Ucosz-vsenz)yl
2QR
(4.4.20)
2,2
3]y=2[M R, (0°+V7)
a= (-q*q )% = 22 , (4.4.21)
2QR
_ AR, v-1
T = T (Ry/R) 2T (D : (4.4.22)
3(2~y)MOA(R/ROY3Y/2 A
= > -
X 2(y-1)uR,T 20, My 20 e >0
(4.4.23)
_3y+12
a 3 (2-Y)(Y-l)uM0(02+V2)2(R/RO) 2
S .y =3 (4.4.24)

3.2
ARO Q°T

4.5 -~ COMENTARIOS FINAIS

Na ultima secao foi obtida uma classe de solucoes
inomogéneas com fluxo de calor, para a qual uma distribuigao de
temperatura fisica fol estabelecida e todos os vinculos termo-
dinamicos satisfeitos. Os modelos sao do tipo I na classifica-
¢ao de Petrov (algebricamente geral). As hipersuperficies espa-
ciais sdo conformalmente planas e o movimento da matéria & irro
tacional e geodético.

E importante mencionar que os vinculos termodinami -

cos tornaram constantes as funcgoes arbitrarias na variavel x ,
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usualmente presentes em solugdoes do tipo Szekeres. Em outras pa
lavras, solugdes com corrente de calor para métricas do tipo
Szekeres (classe II), s3do fisicamente consistentes somente se
O espago-tempo ganha simetrias. Num certo sentido, tal resulta
do & uma consequéncia da segunda lei da termodindmica. Resulta-
dos semelhantes foram recentemente estabelecidos na literatura
para o caso de um campo eletromagnético(gi'lgg).

A simplicidade das solugoes e o fato de podermos efe
tuar uma analise termodindmica completa parecem justificar a in
terpretagac de dois fluidos para o conteudo material dos mode-
los, conforme sugerido ao longo deste trabalho. Além disso, co-

mo demonstrado recentemente(llg),

0 comportamento termodinami-
co de modelos do tipo Szekeres com fluido perfeito,apresenta sé
rios problemas de consisténcia interna, quando a formulagido de
fluido simples & adotada (Apéndice E). Coﬁtudo, existe também
um aspecto bastante indesejavel na interpretagdo de dois flui -
dos. Como foi visto, a condigao de energia fraca nac permanece
valida para a densidade da poeira inomogénea ao longo de toda
a evolugdo cosmica [ver egs. (3.6.7) e (4.3.2)]. Como observa-
do anteriormente, esta condicao & satisfeita somente pela densi
dade de energia total (p = PpRW + Ap). Tal dificuldade estad pre
sente em todas as solugdbes to tipo Szekeres com mistura de dois
fluidos (21s25,97,120)

Finalmente, & interessante observar que as solucgoes
sem fluxo de calor do Capitulo III, foram estabelecidas atra -
vés de uma abordagem unificada de tal modo que os modelos para-
bolicos (K = 0), hiperbélicos (K = -1) ou elipticos (K = 1),

eram obtidos por extensdo analitica de uma Gnica solugao. Ape -
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sar de considerarmos a presenca do fluxo de calor apenas para
uma subclasse dos modelos parabdlicos, acreditamos gque nossos
resultados podem ser estendidos a todas as solucgdes do tipo

Szekeres, pelo mesmo método do capitulo anterior.



APENDICE A

FUNCOES HIPERGEOMETRICAS

Uma generalizacgdo natural da conhecida série geométri

ca

F(z) =1+ z + 22 + z7 4+ ...

’ (A.1)
& definida através da seguinte expressao:
Fla,b,c,z) = 1 + 22 2 , alatlib(b+l) z? +
Ty c 1! c(c+l) 2!
a(a+l) (a+2)b(b+l) (b+2) z° (a.2)
clctl) (c+2) 3t e ! )

gque & denominada série hipergeométrica. A variavel z e os para-
metros constantes a, b e ¢ tomam valores no campo dos com-
plexos. Vemos da definigao (A.2) gque a fung¢do hipergeométrica
F{a,b,c;z) & simétrica em relagdo aos pardmetros a e b.

Muitas funcgdes especiais, usualmente encontradas na
fisica matematica, s3o casos particulares da hipergeométrica.
Dentre estas podemos citar: os polinomios de Legendre, Laguerre,
Jacobi, as fungoes de Bessel e também os polindmios de Hermite.
suas aplicag¢Oes envolvem desde a teoria de espectros molecula-

res até a fisica dos meios continuos(ll'lgz).

Introduzindo o chamade simbolo de Pochhammer(lg—) r

{a)n, onde n & um inteiro, através da relacio
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_ T{a+n)

(a) . = {a+l) (a+2}...(a+n-1) T(3)

n v (A.3)

com I' indicando a funcdoc gamma, a série (A.2) pode ser rees-

crita em uma forma mais compacta, a saber:

(a)n(b)n n

F(a,b,c;z) = ] o %T
n

n=0_

. (ar.4)

Como veremos adiante, a fungdo acima é uma integral particular

(55)

da chamada equacao diferencial hipergeométrica =

2
2(1-z) 3£ + [c - (atb+1)z] S - abF =0 . (A.5)
d 2 dz
Z
Tal egquacaoc contém singularidades regulares(lgé) nos pontos z =
=0, 2z =1e z = @, com expoentes dados respectivamente por 0 e

l-¢, 0 e c-a=b, a e b. Nas vizinhancas de cada ponto singu-
lar as duas solugoOes linearmente independentes s3ao facilmente

estabelecidas pelo método de Frobenius (série de poténcias).

(i) z = 0.

(104)

Seguindo Norlund definimos:

y= 1 c p 2"
n=0

{A.6)

Substituindo a equacgdo acima na eqg. {A.5), obtém-se a seguinte

identidade

[ve]

+ )} [(p+l+n) (p+c+n)C
n=0_0

- p-1 -
p{p+c 1)Coz n+1(o)

p+n

(p+a+n)(p+n+n)cn(p)]z = 0 . (A.7)
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Determinando Cn(p) tal que
(0+1+n) (p+c+n)C ) (p) = (p+a+n) (o+b+n)C_(p) . (A.8)

a série (A.6) serd solugido da equagdo nio-homogénea

2
z(1-z) g_% + [c-(a+b+1)] gg - aby = p(p+c-1)c0(p)zp‘1 . (A.9)
dz
(104)

Segue da eq. (A.8) que o termo geral c, e dado por

+1

(D+a)n(0+b)n

Cn(p) 1) _ (P70 CO , n=1,2,3,... etc . {(A.10)
n n

Portanto, considerando que (1)n = I'(n+1) = n!, a escolha na ex-
pressdc acima de Cp =1 ep=10 ou Ci =1 ep=1-c, impli-
ca que a eqg. (A.5) tem as segqguintes solugdes linearmente inde-
pendentes

F(a,b,c,z) (A.11)
e

l-c
Z F(a-c+1) ,b-c+1l,2-c;z) . (A.12)

As solucoes acima contém restricdes sobre os valores admissi -
veis do pardmetro ¢. Para c = 1 as duas solucgdes tornam-se idén
ticas e para ¢ igual a um inteiro diferente da unidade uma das
duas solugOes divergira. Em tals casos, métodos especiais devem
ser utilizados na busca da segunda solucio linearmente indepen
dente, a qual, em geral, pertence a classe das chamadas solu -
¢0es logaritmicas da equacdo hipergeométrica. Um tratamento com
pleto e razoavelmente pedagdgico de tais casos pode ser encon =-

trado nas referéncias (104) e (105) .



-99-

(ii) =z =1 .

Para evitar a expansdo em série podemos fazer uma
transformacao do tipo x = 1-z, com a eq. (A.5) assumindo a for-
ma(103)

a? d
x(1-x) ——% + [a+b=c+1 - {a+b+1) ¥] a% - aby =0 , (A.13)
dx

que & uma hipergeométrica com o parametro ¢ substituido por
atb-c+l e a variavel z por x = 1-z. Portanto, pelas egs. (A.11)

e (A.12), duas solugoes linearmente independentes de (A.13) sao:

F{a,b,at+b-c+1,1~-2) (A.14)

a

(1-2) S8 Pr(cea,c-b,c-a=b+1,1-z) (A.15)

supondo que at+b-c nao é um inteiro.

(iii) z = = ,

Considerando que a-b nao & um inteiro, as substitui-

goes y = z 2 Yy e z = 1/w, transformam a eg. {(A.5) em uma hi-
1 q

(104)

pergeométrica com parametros a, a-c+tl e a-b+l. Portan -

to, a equacao (A.5) tem ainda as seguintes solugOes linearmente

independentes(lgé)

z %F (a,a-c+1,a-b+1; 1/2) (A.16)
e

2 PF (b,b-c+1,b-a+l; 1/z) . (A.17)

Sabemos que uma equacgado diferencial de sequnda ordem
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contém apenas duas solug¢des linearmente independentes.Portanto,
as solugdes {(A.11)-(A.1ll1l) nio sio todas linearmente independen-
tes. Na verdade, estas solugodes envolven diferentes dominios
de convergéncia existindo, contudo, relac¢des entre as diversas
- . P - (103,104)
solug¢oes na regiao onde os dominios estio superpostog'—=r=22)
Tais relagdes sdo tipicas para um nimero muito maior de solu-

¢oes da equagdo hipergeométrica. De fato, substituindo a varii-

vel independente da equagio (A.5) para uma das seguintes

1 z-1 z
l-z ' =z ' z-1 '

teremos ainda uma equagdo hipergeométrica de mesmo tipo com pa-
rametros modificados(lgé'lgi).
As seguintes propriedades das fung¢des hipergeométri-

cas, apresentadas sem prova, sao bastante Gteis no presente tra

bkalho

F(a,b,c,z) = (1-z) @ , (A.18)
F(%, %, %,22) = (1—22}1/2 F(l,l,%,zz) = z_larcsenz, {A.19)
Fla,b,c,z) = (1-z) S ® %F(c~a,c-b,c,z) , (A.20)

[b-l—(c—a—l)z]F(a,b,c,z)+(c—b)F(a,b—1,c,z)=(c—1)(1-z)F(a,b;}-Lz)

{A.21)

(c-a-1)F(a,b,c,z)+aF(a+l,b,c,z)-(c-1)F(a,b,c-1,2) = 0 , (A.22)
-a z

F(a,b,c,z}) = (1-2) "F(a,c-b,c, Z_1) ’ {A.23)

é% (z%F(a,b,c,z)] = ar(a)zS"1¥(a+t1,b,c,z) (A.24)
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Identidade de Gauss:

_ T{e)T (c=a=b)

Fla,bye,l) = Fema)Tieb)

(A-25)

se b>0 e c-a-b > 0. As propriedades acima podem ser checa-

das nas referéncias (55) e (103 —105).



APENDICE B

SOLUCAO GERAL DA EQUACAO DIFERENCIAL DO TIPO FRWLEQ)

Estabeleceremos, neste apéndice, a solugdoc geral e
unificada da eguacao diferencial que governa o fator de escala

R(t) em modelos do tipo FRW com fluide perfeito [ver equacio

(2.3.12)1

3y-2
2

2

RR + | JRS + (3%5—)K =0 (B.1)

onde y € o indice politrdpico da equacido de estado p=(v-1)p,

e K= 0,1 & o parametro de curvatura. Esta equacioc de evo-

lugdo para R(t) tem a seguinte integral primeira(éi)
7% = (RO/R)3Y_2 -k, (B.2)

onde a constante RO’ real e positiva, & um valor especifico de

R comum a todos os modelos. Observe que a derivada primeira
ﬁ(RO) = (1-K)1/2, para qualguer wvalor de v , & um extremo no
caso dos modelos fechados. Segue também da eq. (B.1}, gque tal

extremo sera um maximo, um minimo ou um ponto estaciondrio, de
pendendo do parametro Yy ser, respectivamente, maior, menor
ou igual a 2/3.

Introduzindo um fator de escala auxiliar y dado por

y = (R/RO)3Y~2 , (B.3)
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a equag¢ao (B.2) toma a seguinte forma:

R

at _ 7o _ -1/2 A
onde
_ 3y
A = 3 37=2) . (B.5)
Para Y = 2/3 (modelo de Milne(ég)), a variavel y nao esta defi-

nida. No entanto, a solucdo para este valor de Y & recuperada

(54)

como um caso limite da solugao geral '—' . Diferenciando (B.4) em

relacdo a y e combinando o resultado com a equa¢ac acima obtém-

-se
a’e 3 at
y (1-Ky) -+ [l—A—(:?“- - A)Kyl av - 0o . (B.6)
d Vi
Y
E conveniente ainda introduzir uma nova variavel dependente Z
definida por
z = 1 - Ky ‘ (B.7)

na qual a eqg. (B.6), para K # 0, assume a seguinte forma

2
2(1-2) L8+ 2 - S -a)z) £ -0 . (B.8)
d 2 2 2 dz
z
Comparando as egs. (A.5) e (B.8) vemos que esta Ultima esta na

forma candnica de uma equag¢ao hipergeométrica com parametros
a=0, b= % - A, Cc = % . Portanto, a solugao da eg. (B.8) e

dada por [ver egs. (A.1ll) e (A.12)]

1/2 1l 3

t(z) = 2 + mz Ftl_A'-f'-i’z) ’ {B.9)
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ou ainda na variavel y

/ 3

t(y) = & + m(1-Ky) 2F(1-—A,%—,~§,1—Ky) ,  (B.10)

onde £ e m sdo constantes. Observe que apenas a escala de tem-
po % & arbitraria desde que a integral primeira, expressa na
eq. (B.4), deve ser sempre satisfeita. Derivando t(y) na equa-

¢ado (B.10), com o auxilio das eqgs. (A.18) e (A.24) mostra-se que

A

dt _ _ mK _ -1/2 _A
e comparando com (B.4) temos:
2R
- 0 -A
m = 3v=3 K . (B.12)

A solucdao t(R), obtida substituindo-se as eqs. (B.3) e (B.12)

na eq. (B.10), toma a seqguinte forma:

-A
2R 2R_K
_ _ “Yo _-n ., 1/2 _ %o . R,3y-2,1/2
t(R) ty = 3y=z ¥ (1-K) F(R,) —37:5—[1 K(RO) ] F(R)
(B.13)
onde t, = t(Rj) & uma constante de integrag¢do (escala de tem-

po), A & a fungao de Y expressa por (B.5) e F(R) @€ a fungao

hipergeométrica
_p3Y=4 13 L (Ry3y-2
Uma forma alternativa para a solugdao (B.13) pode ser obtida

aplicando-se a formula de transformaga@o linear (A.20) na hiper=-

geométrica (B.14). Temos
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2,

{(B.15)

_ LA 3v/2.,.3y-1 3. 4. 3y~
F(R) = K (R/R)) YV FIgl=5 1,55 1-K(R/R()

Portanto, a solugao (B.13) pode ser reescrita como:

2R 2R
_ _ 0 _ey L/2 _ 0 _ 3y=-2,1/2, R 3v/
ERI=ty = 575 (1K) 76 (Ry) — o5 [L-K(R/RG) VT2 () G(R)
(B.16)
onde G(R) e dada por
a 3y-1 3 . _ 3y-2

G(R) = F[3Y-2 , 1, 5 1 K(R/RO) ] . (B.17)

Enfatizamos que a solugao t(R) expressa na equagao {(B.13) ou

equivalentemente por (B.1l6), € a solucgao geral e unificada da
eq. (B.l) para o fator de escala R(t). Note que a transforma -
gao (B.3) poe a eqg. (B.1l) na forma de uma equagao diferencial
linear, o que permite esgotar o conjunto de solugdes possiveis.
Além disso, o parametro ¢ em (B.l1l4) & semi-inteiro, o que
descarta a presencga de solugdes logaritmicas. A conveni&ncia no
uso de uma ou outra solucac esta associada com a simplicidade
matematica na obtencdo de certos casos limites. Assim, por exem
plo, as solugdes planas si3o mais facilmente obtidas a partir
da forma geral (B.16). De fato, tomando o limite K -+ 0 na eq.

(B.16) temos

2R

t o= O - 3y/2
t tO - 3.Y_2 [1 (R/RO) ) G(O) I (B.18)
onde
— 3y-1 3
G0) = Fl3y=5 + 1, 5 + 1) . (B.19)
Pela identidade de Gauss [ver eq.(A.25)] seque que G(0) = - 3y-2

3y
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e substituindo em (B.1l8) temos

2/3y

t-t
" 3y 0
R(t) = R0[§ + TT-( Ry }:l . (B.20)

Em geral, se K # 0, a funcdo hipergeométrica presen-
te na solucdo geral ndo é redutivel a fungoes elementares. Por-
tanto, & interessante saber sob que condigoes isto ocorre e, se
possivel, estabelecer um método geral (algoritmo), que permite
exibir tais solucgbes. Para isto, € suficiente identificar aque-

les valores de Y , para os dquais a integral [ver eq.(B.4)]

Ry

tly) = 3y=3 [ (1—KY)1/2 YA dy ’ (B.21)

& expressa em termos de fungdes elementares. Segundo a referen
cia (106} isto ocorrera quando Yy assumir valores nas seguin-

tes sequencias :

(s) 4 .1-n
Y 3 (F=57)
A=p— n 3 i-2n p=0,il,1‘2,,__
(R) _ 4 (_n_, n=1,2,3,..
"n 3 ‘2n-1
D +
Yé ) % (1n2n)
A:p+l=}> p = 0,%1,+2,..
? (1/3) 1—_ (2n-l) n=1,2,3,...
Yn 3 n ’

onde o indice de contagem foi alterado a fim de que as sequénci
as iniciem a partir de uma solucdo elementar estabelecida na li
teratura, a saber: de Sitter, radiagdo, poeira e y = 1/3.

A existé@ncia de tais sequéncias de vy indica a possi
bilidade de se construir um algoritmo para as solugbes corres -

pondentes a partir das préprias func¢Ges hipergeométricas. De fa
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to, trés fungoes hipergeométricas cujos parametros diferem por
uma unidade satisfazem uma relacao linear com coeficientes que

podem depender no maximo dos argumentos(gé”igi)

( relacdes de
contiguidade). Assim, da solugao (B.13) vemos que, dentre as
quinze relagoes de contiguidade, devemos escolher uma para o}
qual o terceiro parametro decresce ou o segundo cresce por uma
unidade. Desse modo, considerando a relacao (A.18) e iniciando
com uma das quatro solucoes conhecidas indicadas acima, pode -
mos obter, por aplicacdo sucessiva da relacao de contiguidade,
a expressdo da hipergeométrica associada com qualquer valor Yo
Exemplificaremos este método com a sequéncia de radiacgao.Outros

casos podem ser vistos na referéncia (54).

Se o indice Yy pertence a sequéncia de radiagao te-

Yr(lR) _ 4 ( n )

mos = 5 =1

3 e A = n. Assim, a solugao (B.9) toma a se

guinte forma:

£ (u Y/ 25 (1on,1/2,3/2;51~u

= ¢ + m(l—u( ) ' (B.22)

(n)) n) {n)

onde u ., = K(R/RO)Z/zn-l

. As sucessivas representacodes da hi-
pergeométrica acima,para cada valor de n, sao facilmente obti-
dos usando-se a relacao de contiguidade (A.22). Para a = 1l-n

r

b=1/2e c = 3/2 segque de (A.22) que

P1— -1 - L1- _1 (n=1)_
(l-n)F(2-n,1/2,3/3;1 u(n))+(n 2)F(l n,1/2,3/3;1 u(n)) 5 UWn) .

(B.23)

Portanto, se n = 1 temos uma identidade, com a solugao de radia

cao sendo gerada diretamente de (B.22) [ver eq. (2.3.37)]. Esco

(54)

lhendo t(0) = 0 as duas seguintes solu¢des na sequéncia sao—':
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(@ n=2y=28/9,p=-30
2a 1/2 1/2
B 0 { R .2/3 K,R ,2/3 R ,2/3
t=-—+41 - [1-K(=) 1 - (=) [1-K(5) i }
K Ry 2Ry Rg
1
(b) n=3,y=4/5,p=-z0
8Ro2 { R .2/5.1/2 g R _2/5 R .2/5,1/2
t = 1 - [1-K(5) 1 - =) [1-K(5) ]
K2 Ry 8 'R, R

[4+3K(§~)2/5]}
0

A forma conforme das solugoes acima sdo facilmente obtidas subs

tituindo R(n) expresso pela eq. (2.3.33), nas respectivas ex -

(D) Y(S)

e
n ' 'n

pressoes. As solugoes elementares das sequéncias Yy

Yél/3} sao geradas seguindo o mesmo processo(éé).



APENDICE C

SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL

DO TIPO SZEKERES E ALGUNS CASO0S ESPECIAIS(gl)

A fungdo S{(x,t) dos modelos do tipo Szekeres obtidos
no Capitulo III satisfaz & seguinte equacao diferencial ndo ho

mogeénea [ver eq. (3.3.17)]

4-3y
3y-2

20

r
Rg

RE + RS + ( )RS =

(C.1)

onde oo = 0(x), & uma fungio arbitraria de x. R & o fetor de es
cala dos modelos do tipo FRW e Ry, um valor especifico de R, é
o raio maximo dos modelos fechados. Nosso problema resume-se em
obter a solucdo geral S(x,t) ou equivalentemente S(x,R), para
todos os valores permitidos do par (Y,K). Naturalmente deve -
mos considerar que R satisfaz a equagao (B.l) com integral
primeira dada pela eg. (B.2).

Aplicando na eq. (C.l) as seguintes transformacodes:

z = (R/Ry) V™7 . (C.2)
s =21/0Y2) £2,% | (C.3)
e usando as egs. (B.1l) e (B.2), encontra-se que f satisfaz a

equagao inomogénea abaixo
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a’s 3y+2 3y

4l af Kf 20
dz2 2(3y-2) 3y-2

YKz] =— - = .
dz  (3y-2)2  (3y-2)?

z (1-Kz)

(C.4)

Sea=0e K= +1, a eq. {(C.4) & uma equagdao diferencial hiper

geométrica cujos parametros sdaoc a = b = §§%§ e c = 57%%;%7. Se
K = -1, transformando z * -z, a mesma equagio homogénea & obti-

da. Portanto, na variadvel Kz a solugdao da equa¢io homogénea as

sociada a (C.4) & dado por [ver egs. (A.1ll1l) e (A.12}]

{K) _ 1 1 3y+2
fy = B33 2r3y-2'3(3y=-2y ' K&) ¥
(3vy-6)/2(3vy-2) 3y-4 3y-4 9y-10
TRz P53 Gy=37" Z203v-2)" 2(3y-2) ' %% -
{C.5)
onde B e 1 sdo duas fungdes arbitrarias na variavel x. Para
K = 0, considerando gque F{a,b,c,0) =1, a solugio acima reduz-
-se para
3Y-6
€0 gy 2D (c-6)
que & a solucdo geral da eqg. (C.4) no caso @ = K= 0e Y # 2.

A solucgdo da equagdo inomogénea (C.4) € a soma da so-
lugdo homogenea fH mais alguma solug¢ao particular féK). Uma so-
lugdo particular trivial de (C.4), valida para K # 0, & dada
por féK)= - %?. rPara K = 0, outra solucao particular & a seguin

C(0) _ 40z .
te: fp = 37=2) 3y+2) ° Contudo, estamos interessados em uma
solugao particular valida para qualquer valor de K. E facil

checar que a seguinte expressdo unificada & a solugdo procura-

da
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(k) _ 20 1 1 3y +2 )
tp =% WFlyz » 5y=3 » 7(3vy-n » ¥&) -1 (€.7)

p K

Calculando o limite K * 0 na equagao acima (regra de L'Hospi -

tal), obtemos o resultado esperado

(0) _ . _ 4oz
o T im Tp T T2 (3v+2) : (C.8)

£ evidente também que (C.7), para K # 0, ¢é uma solugdo particu

H

indo nas eqs. (C.5) e (C.7) a transformacao z{(R) dada em

lar de (C.1l). Portanto, considerando £ = £ + féK) e substitu-

(C.2), obtemos da eg. (C.3) a seguinte solugaoc unificada

3y-4
_ 2 20 _ ‘
S = B(R/RO)F3 + u(R/RO) F, + % (R/RO)(F3 1), (C.9)

onde

- 1 1 3y+2 3 -2
F3 - F[3'Y—2, 3'Y"2’ 2(3Y—2) ’ K(R/Ro) ] r (C-IO)
e

_ 3y-4 3y-4 9y—-10 3y-2
Fy = FlamyIayr 203v=2)" 2(3v-2)" X(R/Rg) ] . (C.11)

Observamos que as solugdes da equagdo homogénea em (B.5) sao 1li

nearmente independentes somente se o parametro ¢ = iT%%;%T nao
for um inteiro. Se ¥ = (4n+2)/6n-3), onde n & um inteiro, & ne-

cessario obter as chamadas solugdoes logaritmicas. No entanto,co
mo mostraremos a seguir, os casos mals importantes do ponto de
vista fisico, a saber: y=0, 1 e 4/3 estao todos contidos em

(B.5). Além disso, para o caso vy = 2 ("stiff matter™), as duas
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hipergeometrias em (B.5) se tornam idénticas; de forma que
temos ainda uma solu¢do particular (n=1). Como os casos mais
interessantes podem ser obtidos das eqgs. (C.9)~(C.11), as so-
lucoes logaritmicas nao serdao discutidas neste trabalho.
Usualmente, as fungdes hipergeometricas nao sao redu
tiveis a fun¢does elementares. Contudo, mostraremos agora qgue
isto ocorre para as solugdes (C.9)-(C.11) quando v = 0, 1 e
4/3. Inicialmente relembremos que para os medelos com K = =1 ,
conforme discutido no Capitulo III, a liberdade de calibre per
mite eliminar a fungao a. Portanto, nos casos hiperbdlicos e
elipticos precisamos considerar apenas as solugdes do caso

homogeéneo (Capitulo III).

(i) v = 0 (vacuo+poeira)
A equagao (C.9) reduz-se a

2

S = B(R/RO)F(—1/2,—1/2,—1/2,K(R/R0)' ) +

2 2

u(R/RO)' F(1,1,5/2,K(R/RO)" ) ) (C.12)

Considerando a identidade (A.18), & guficiente calcular F(1,1

r

5/2,22), onde z2 = K(R/RO)_2. Usando (A.19) e (A.21) mostra-se
que F(l,1,5/2,zz) = 32_2[1—(1-22)1/22_'l arcsenz] . Substituindo
este resultado em (C.12), apbGs algumas manipulag¢des, obtemos

1/2
_ 3y - 2_
S = HI"{— {l [(R/RO) K]

1/2 arcsenvK(R,/R)
L } + BLE) 2=K]
VK

0 (C.13)

I
=

(i1) v

Neste caso temos de (C.9)-({C.11)



-113-

~-1/2 1 1 1

F[-5/-5:~3K(R/Ry) ] -

s = BEIFIL,1,5/2,K(R/RY] + n(E) =503
(C.14)

0 0
Observe que as fungbes hipergeométricas acima tém os mesmos pa-
rametros presentes na eq. (C.12). Apenas o argumento foi modifi
cado. Definindoc z = K(R/RO) e repetindo os passos do caso ante-

rior, & facilmente obtido

1/2
R arcsenvK (R/R,) R
s=3’£[1—(—1§—1<)“2 0 ]+u(—£-1<)”2 :
/R
(C.15)
(iii) y = 4/3
S = 8(R/RYFI5/5, 5, K(R/RD] + 1 . (C-16)

Usando (A.19) e tomando z = K(R/R0)2 na equacgac acima seque que

arcsen/ﬁ(R/Ro)
S =8 + . (C.17)
VK




APENDICE D

EQUACOES DE EINSTEIN PARA METRICAS

DO TIPO SZEKERES (CLASSE IT)

0 elemento de linha para modelo do tipo Szekeres da

classe II pode ser escrito na forma abaixo(lg):

2 2

as? = at? - g%ax® - rR%(ay’+n?

azy (D.1)

onde
Q = Q(x,y,z,t) , R=R({(t) e h = hly) .
No caso mais geral considerado neste trabalho (Capi-

tulo IV), a fonte de gravitacdo dos modelos & um fluido imper-

feito com corrente de calor, cujo TEM é dado por:

TOLB = (p+p)uuu3 - ptu + qO(.uB + qsua ’ (D.2)
onde q, satisfaz o vinculo uaqa = 0.

As equacoes de Einstein (GaB = TGB) para a métrica
(D.1) com TEM dado na eq. (D.2) tomam, no referencial co-movel
(u* = Guo), a seguinte forma(lgg_llg):
or%p = &% + 2RAR - Q .. - h2(Q y4+hh ,Q ,+hh _.0Q) (D.3)

P ,22 337, 2%, 27, 22 ’ .
R®p = -2RR - %% + h 'h . (D.4)
122
QRp = —Qf{—-éf{-—ﬁR + h_zR_l(Q +hh ,Q ,) ’ (D.5)
/33 22,2
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ORp = -QR - QR ~ QR + R 7MQ ,, (D.6)
q, =0 ' (D.7)
_ ¢ -1;
qu - Q'z - Q,ZR R [4 (D.B)
Qa, = 9 . - Q .R 'R , (D.9)
3 .3 ,3
_ -1
0=0,; - h'h ;0 , , (D.10)

onde o ponto significa derivada parcial com relagdao ao tempo ,

Q ;. = 00 (i=2,3 y,2) e h = db . As condigoes R
L1 yxt .2 dy 0
e o vinculo uaqa = (0 implicam dg = 0. Portanto, consideran

do a eq. (D.7), o quadrivetor fluxo de calor reduz-se a q, =
= (O,O,qz,q3). Mostra-se também que a igualdade das equagoes

(D.5) e (D.6) e as equagoes (D.4) e (D.10) implicam que

h = S‘e?n@ . (D.11)
K
e
Q = AR + BM + ROS ’ (D.12)
onde RO & uma constante com dimensdo de tempo, M = M(t) e S =

= S(x,t). As fungOes A e B sao dadas por

A = 4u(§§—2£KY-Lg)2 + (ocosz+ vsenz) sen/Ky + wcosVKy

p (D.13)
VK VK
B = 4@1(5-%5151/—3)2 + (Glcosz+vlsenz) EEEKEX + wlcos/ﬁy , (D.14)
YK YK
onde «, Gyy Op Tpr Yy Vi, 0@ Wy s80 fungbes arbitrarias na

variavel x.

As equacoes (D.8), (D.9) e (D.12) fornecem para as
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componentes do fluxo de calor as seguintes expressdes:

il

a, = (M/R)(R/Q) (3—3} , (D.15)

M/R)(R/Q) (32) . (D-16)

k!

Finalmente, combinande as egs. (D.15)-(D.16} e substituindo as
expressoes (D.11), (D.13) e (D.14) nas egs. (D.3), (D.4) e (D.6),

as ECE (D.3)-(D-10) reduzem-se a

3(AR+BM+ROS)(é2+K}+2R

ORéé—zROs(é2+K)+2BR§&~2BM§2—4aR-4alM
p = ,
(AR+BM+ROS}R2
(D.17)
2R RZ K ‘
p=--2R_R _ X ) (D.18)
R 22 22
“w aw . i2+K B e & ® . f{2+K
RS+RS-S (R + ) + =— [RM+RM-M (R + )] = 0 , (D.19)
2 R R
R 0
M "R 3B 9B
g = (§) 2 (o, 0, 37 7 3z . (D.20)

As equacdes de fluido perfeito (3.3.9)-(3.3.11) sado obtidos to -
mando-se B = 0. Note também que qualquer termo em M proporcio-
nal a R nao gera contribuicao para o fluxo de calor. Fixando K=
=a =0 = 0 nas egs. (D.fl), (D.13), (D.14) e no conjunto
(D.17)}-(D.19), as equacdes do caso parabolico consideradas no

Capitulo IV sio recuperadas [egs. (4.2.7)-(4.2.9)].



APENDICE E

SOBRE A TERMODINAMICA DE MODELOS DO TIPO SZEKERES

N2 FORMULACAO DE FLUIDO SIMPLES(lig)

Neste apéndice, examinaremos o comportamento termodi-
namico de uma subclasse dos modelos do tipo Szekeres estabeleci
do no Capitulo 3 e posteriormente generalizada, pela introdu-
cao de um fluxo de calor, no Capitulo 4. Consideraremos apenas
o caso de fluido perfeito (M = 0} e adotaremos a formulacao de
Szafron (fluido simples). Como veremos adiante, o principal re-
sultado pode ser resumido dizendo que o limite termodinamico
niao segue necessariamente do limite dindmico. Em outras pala -
vras, se uma classe de solucdes do tipo Szekeres evoluem para mo
delos do tipo FRW, em geral, seu comportmento termodinamico no
limite friedmanniano ni3o serda o mesmo gque € usualmente apresen-
tado por tais universos (Capitulo 2}.

Os modelos sao obtidos diretamente das expressoes
(4.4.13)-(4.4.19) fixando M, = 0 e considerando o

0 PFRW

como a densidade de energia de um fluido simples. O elemento de

+ Ap

linha dos modelos & o seguinte:

2 2

ds? = at? - g2ax?

- R?(ay?+y2az?) (E.1)

onde

Q = AR + R, S ' (E.2)
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' (t-t,) 4 2/3y
_ 3y (770
R = Ry [} + 5 R ] . (E.3)
0
3y-4
_ 2
A = (ocoszt+vsenz)y + w . (E.5)

A pressdo do fluido & dada por [ver eg. (4.4.19)]

p = 3(Y£1) (R/RO)3Y ’ (E.G)

Ry

engquanto a densidade de energia total, obtida das egs.(4.4.17)-
-(4.4.18), pode ser reescrita com o auxilio das egs. (E.2),(E.4)

e (E.6) em trés formas distintas:

_ _ _ AR

p = 7§T [} 1+ (2-7) 5 , (E.7a)
= B - - AR

p Y1 [} + (y-2) (1 Q) ] ' (E.7b)
- _B_|AR 1 . _ - AR ]

Antes de determinar a distribuicdo de temperatura pa-
ra os modelos descritos pelas egs. (E.1)-(E.7), observamos que
a inexisténcia do fluxo de calor aliado ao fate do movimento
ser geodético (aa = ), implica que a temperatura de qualquer
modelo do tipo Szekeres com fluido perfeito & uma fungao apenas

do tempo. Este resultado segue diretamente da equacao de Eckart

o af _
g~ = Xh (T;B TaB) ’ (E.8)

e do elemento de linha (E.1l).
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Para um fluido perfeito, temos das egs. (1.2.2) p

(1.2.6) e (1.3.5) que a temperatura em um ponto arbitrario

% = (x,v,z) satisfaz & sequinte equacédo:

T/T = (3p/30) n/n . (E.9)

Nos modelos do tipo FRW (Capitulo 2), a equac¢do aci-

ma fornece

_ 3(y-1)
Topw = TO(RO/R) , (E.10)

onde T, é a temperatura para R = R, [cf. eq. (2.3.17) 1.

Para modelos do tipo Szekeres a integracao da eq.
(E.9) é possivel desde que se estabeleg¢a uma relagdo unindo as
grandezas 0 e p, as quais, em principio, sao funcdes de T e
n. Inicialmente determinaremos n(g,t). Para o elemento de 1i -

nha (E.1), a lei de conservacdo (2.2.6) & imediatamente integra

vel. Temos

n = £(x,y,2) /QR? , (E.11)

onde a funcdo arbitraria f & estabelecida considerando que se

_ 3
Q -~ AR, n - Nppw = nO(RO/R) . Portanto,
nOARO3
n = — 5 . _ (E.12)
QR

Segue‘da expressdo acima e das egs. (E.2) e (E.4) gque o© termo
n/n na eq. (E.9) pode também ser escrito de trés formas distin

tas:

n/n = —3(ﬁ/R)E%w'+ %(Z—Y)ARlé] (E.13a)
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n/n = ~3(R/R) |1 + %(Y~2)(1—AR/Q{] (E.13Db)
= -3(R/R) |AR/Q + % y(1 - %13-)] . (E.13¢)
Mostraremos adiante que os conjuntos (E.7}) e (E.13) desempe -

nham papéis complementares com respeito aos possiveis comporta
mentos termodinamicos apresentados pelos modelos.
Inicialmente seguiremos o procedimento convencional

Desde que p e T sao fungOes apenas do tempo, podemos substitu-
ir ¢ = o(n,T} por ¢ = p(n,p), € considerando as egs. (E.2) '
(E.4), (E.6) e (E.12), os termos AR/Q e 1-AR/Q presentes na
eq. (E.7) podem ser calculados. Além disso, mostra-se gue uma
equacdo de estado que nido depende explicitamente de x & obti
da somente se usarmos a eg. (E.7a) e nao (E.7b) ou (E.7c). Nes-

te caso temos:

a(2-v) np1—1/Y

o , (E.14)

0o =p+

onde o = n0_1(3(Y-1)/R02}1/Y & uma constante.

Um procedimento semelhante para a eq. (13a) fornece

3Y
2

| .

n/n = - [é + Q LE%IL np_l/f] . (E.15}

ou ainda, usando (E.14)

N

n/n = - 2 y (3p/9p) R/R ) (E.16)

Substituindo o resultado acima na eq. (E.9), uma integral ime -

diata conduz ao seguinte resultado:
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_ 3y/2
T o= TO(RO/R) . {E.17)

Para as condigOes pré-estabelecidas, a lei de temperatura aci-
ma descreve o comportamento termodinamico das solugdes do tipo
Szekeres. Naturalmente a expressao (E.17) nao evolue para a dis

tribuicao dos modelos do tipo FRW [cf. eq. (E.10)]. Em particu

lar, para modelos de poeira (p = 0) temos que a temperatura T
escala com R-3/2, enquanto para a solugdo de Friedmann temos
T = T, = constante.

0

A fim de recuperar a lei de temperatura dos modelos
do tipo FRW, suporemos que em modelos inomogéneos a equagao de
estado pode ser explicitamente dependente das coordenadas espa-

(121)

ciais p = p(?,n,p). Combinando as eqgs. (E.2), (E.4),(E.6),

(E.12), o par de equacoes (7b) e (16b) podem ser reescritas

como :

p =57 [1 + (Y—z)enp"l/z:l (E.18)

ﬁ/n = - 3

e

EL + % (Y-Z)Bnp—l/zj ; (E.19)

onde B(x) = u[3(Y—1)]1/2/An0R0. Seqgue das egs. (E.18)-(E.19) que
ﬁ/n = -3(Y~1)(Bp/3p)n ﬁ/R e da egq. (E.2 ), a distribuigao dos
modelos do tipo FRW & recuperada.

Aparentemente o paradoxo foi resolvido pois, para es-
te caso, os limites dindmicos e termodindmicos se tornam consis
tentes. Contudo, os exemplos particulares estudados sugerem que
podemos considerar outras equacoes de estado. De fato, introdu-

zindo um parametro b, fungao apenas de Y , os conjuntos de equa
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cdes (7) e {13) podem ser descritos nas seguintes formas unifi-

cadas:
= P b AR . AR
P Y-b [: + Y( o ¢ (y-2b) (1 {] . (E.20)
=]
.+ _ _.R 4y AR 1 _ AR
n/n = -3g [% + (1-b) 5 * 3 {y-b) (1 {} (E.21)

Note que as decomposi¢des particulares (7) e (13) sao recupera-
das tomando-se b = % r 1 e 0 respectivamente. Naturalmente
(E.20) e (E.21) constituem apenas decomposicoes mais gerails das
expressdes de p e ﬁ/n, quando expressas em termos de AR/Q e
1-AR/Q. Tais decomposic¢Oes ndo alteram os valores dessas quanti
dades mas conduzem a distintas equacOes de estado quando ¢ e

* ~ o~ -
n/n sao expressos em fungces de p,n e das coordenadas espacl

ais. De fato, agora a equacao de estado é& da forma:

p = 7?5 [% + Y(%E%) cmp_l/Y + (Y-Zb}Snp_l/%] . (E.22)

Segue também de (E.21) e (E.22) que

n/n = =3(y-b) (3p/9p) R/R . (E.23)

Portanto, combinando as egs. (E.9), (E.22) e (E.23) obtem-se

- 3(y-b)
T = T,(R,/R) ' (E.24)

1
que generaliza as egs. (E.10) e (E.l17) para b = 1le b= 3Y res

pectivamente. Além disso, & facil mostrar que para b = 0 a eq.

(E.24) reduz-se exatamente a lei de temperatura gerada pelas
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decomposig¢oes (7c) e (16c).

Observe que a equacdo de estado (E.22) nd3o  depende
explicitamente das coordenadas espaciais somente se b = % Jus
tamente o primeirc caso considerado. Se esta condigdo & relaxa-
da, existira uma classe infinita de comportamentos termodinimi-
cos possiveis, parametrizada pelos valores de b. Para b = 1,
a lei de temperatura dos modelos do tipo FRW é recuperada. Acre
ditamos que esta indeterminaciao na lei de temperatura tem duas
origens: (i) em modelos do tipo Szekeres com fluido perfeito ,
nado & possivel supor "a priori" qualquer equac¢io de estado unin
do p e p a fim de integrar as equagbes de campo. De fato ,
a equagao de estado (E.22) foi obtida apds a integracio e, da
mesma forma que nos modelos tradicionais, a variavel n nao de -
sempenha qualquer papel dindmico; (ii) a lei de conservacio da
energia (contida nas ECE) & sempre satisfeita independente do
valor assumido pelo parametro b. Isto significa que a entro -
pia especifica permanece constante ao longo das linhas de uni -
verso do fluido para qualquer valor de b e da dependéncia tem
poral da temperatura. Mais detalhes sobre o comportamento termo
dinadmico andmalo de modelos do tipo Szekeres com fluido simples

podem ser vistos na referéncia (112).
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