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RESUMO

Esta tese tem duas partes. Na primeira parte
estudamos a criticalidade de mapas de baixa dimensionalidade em

um contexto de grupo de renormal izagio (REGY.

Primeiramente tratamcocs do surgimento do caos do mapa
R =z R R
i - a;xi para =¥ rezazl = 1. Ezstudamos detalhadamente as

criticalidades associadas com o limite k » o das seqliéncias

k = = S - - i - -
o lp = £, 3 e 4 gue oorrespandem, respectivamente, as
. . . K23 o . %K S 2. %k . - .
segliénclas MES B, CkRL> , CELDY 7). © formalismo adotado
reprodur para a e &, e para todos os wvalores de p, os
e P
comper tamentos assintdticos corretos do limite z + 1.
. * - . oo
Discutimos a Cb> & & azsociados - blifurcacio de: mapa
T =y = Ciwajxj‘ +y, — x> (mapa Jde Hénon generallzado? com
bz0 e z 2 1. Para z fixe verificamos que as RG apresentam
apenas duzas classes de universalidade, a congervativa b =1 e a

nio conservativa b = 1.

HNa segunda parte discutimos a universalidade em redes
hierargquicas. Estudamos detalhadamente, a dependéncia dos
expoentes criticos do comprimento de correlagio e do calor
especifico de Percolagifo de ligagdes dos paramelros A, C e b,
dos quais dependem a dimensfo intrinseca D & a conectividade Q
Verificamos gque redes de mesmo D -e‘ 3 apresentam expoentes
criticos gque -dependem dos aspectos topoldgicos da rede.
Provamos que redes planares conectadas pela transformagfo de
dualidade exibem relagBes entre seus expoentes criticos de
Potts do comprimentc de correlagdc 1 e o0s seus expoenles
criticos de Potts do calor especifico (& coincidem. Para uma
classe malis restrita de redes, as redes diamante e iranga,

provamos que outra transformagfo preserva os expoentes v e «o.



ABSTRACT

Thig thegis hag two parts. In the first one we study
the criticality of low-dimensional map=s, within a unified
rencrmal ization—group (RGD frame-work. We discuss the onzset of
chass appearing in the 1 - alx|® map for real =z 2 1. In
particul ar, we study with some detall the criticality
associated with the k » o limit of the pk p-furcation sequences
(p = &, 3 and 4, which correspond, respectively, tc the E*‘k.
cRLY™ and crLH ™ Mss sequences]. The present EG recover, for
both ap and ép and all wvalues of p, tig exact assymptobic
behaviors in the z » 1 limit. We discuss a {b) and & agsociated
with the bifurcation road to chaos of 2 Hénon-like map

generalized as follows: T (x,yD = Cl—a{xlz + v, — bx2; b= 0,
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z > 1>, For fiwxed z, we obtain only twe unive
nemely the conservative (b =13 and the non—conservative

Ch # 13 one=z.

In the =econd part we discuss univer=sality of
nierarchical latitices. We =tudy bond percolation on variety of
hierarchiecal lattices, within an exact renormalization—group
framework. It is observed that correlation length and specific
heat critical exponents, in general both depends on  the
parameters D and Q, and on the topology of the lattices. We
prove that the duality transformation for a Potts ferromagnet
two-rooted planar hierarchical lattice preservez the thermal
eigenvalue. This leads Lo a relatien between the correlation
length critical exponents v of a hierarchical lattice and its=
corresponding dual lattice. Using hyperscaling, we chow that
their specific heat critical exponentz coincide. For a smaller
class of hierarchical lattices - namely of diamond or tLtréss
types -~ we prove that ansther tran=formation also presérves

and o
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CAPITULO I

INTRODUCAO

2 =olucdo & a compreensifo de sistemas dinimicos
n3o-lingares tem sido um de=zafic fascinante deste século.

Muitos dos problemas importantes da fisica., guimica,
hiclogia, engenharia etc., como a turbuléncia, ruidos em
circuitos eletrédnicos e a ndoc previsibilidade do tempo, =%c de
dificil s=soluglec por serem essencialmente nac-lineares. As
solugd@es de =sistemas dindmicos nEo-lineares s53oc em geral
complexas, apressntando desde solugSes periddicas até  solucBes
cadticas.

Embora o problema da turbuléncia n3o tenha sido ainda
resolvido, desenvolvimentos recentes tém contribuldo para uma
melhor compreens8oc do fendmeno da turbuléncia, introduzindo
novos conceltos & abordagens cuja repercussio abrange o mails
diverzos Campos como hidrodindmica, plasma, cosmolodgia,
engenharia elétrica etco,

Jma contribuiciEce importante fol, sem duvida, o
trabalho pioneire de Edward Lorenz [1] de 1263, Lorenz montou
um sistema simplificado de equagles diferenciais para descrever
o movimento de fluidos na atmosfera. Os resultados numnéricos

encontrados por Lorenr mostram dgque equagles total mente



deterministicas apresentavam solugBes erriéticas (o que wviria a
ser chamado mais tarde de atrator estranhod.

Em 1971, D. Ruelle e F. Takens [2] estudando sistemas
dis=ipativos, introduziram o conceito de atratores estranhos
relacionando—o com a turbualéncia. Estes trabalhos representam
importantes marcos na teoria do caos deterministico.
Entretanto, ‘foi no estudo de sistemas dinamicos simples que
nasceram muitas idéias importantes. T. Li e J. Yorke [32],
R. May [{4] estudaram sistemas dinfmicos modelados por mapas

iterativos unidimensiconais da forma x = f {x2J Conde a ¢ um
T a 1

+4
parimetrod, sendo faCxiD uma fungio simples que no caso de May
& o mapa logistico faCx) = ax (1-x), encontrande =olugdBes
periddicas e caos,.

M. Hendn [5] propos um mapa bidimenziconal da forma
CxLﬂ. yiu) = (1 ~ axf + Y. *bxiJ como ma abordagem
reducionista para de=screver sistemas como o proposto
anteriormente por Lorenz, verificando que este sistema dindmico
simples apresenta wun atrator estranho. Estudos detalhados de
muitos autores como M, Metropoliz, M. L. Stein, PFP. R. Stein
[, M. Feigenbaum [7,8]1, Grossman e Thomae [8], Coullet e
Tresser [10] em mapas unidimensionais constituidos de fungBes
unimodais [(B]1 levaram aoc conceito de clazsses de universalidade
na transigio para o caocs. Mais especificamente, na transigdo
para o <aos via a duplicagio de periodo. No entanto, entre
estes autores apenas Feigenbaum mostrou claramente gue em mapas
unimodais a transigfic para o caos depende apenas do maximo da

fungdo f (x0 e n3o de seus detalhes. A= implicag®es desta
=1

importante descoberta n3o foram imediatamente



aentendidas. Posteriormente, a realizacfio de experiéncias em
sistemas convectivos tipo Rayleigh-Benard, osciladores
elétricos nFAo—lineares, reagSes de Belousov-Zhabotinskii
111,131 vieram enfatizar a abrang®ncia da universalidade na
transig8o para o cacs.

A descoberta que uma grande [11-14,37,.80] variedade
de sistemas exibe transic@es para o cacs que s3o universais e
quantitativamente mensuravelis representa um avango comparavel
aos obtidos na teoria de transigBes de fase em matéria
condensada.

Em matéria condensada, as propriedades fisicas dos
gsistemas na vizinhanca de um ponto de transig3o de fase
continua (sem coexisténclia de fasesd, dependem do comportamento
cooperativeo das wvarisveis microscodpicas do sistema. Verifica-se
115,181 gque sistemas fisicos com interagfes intermocleculares
diferentes aﬁresentam o mesmo comportamento critico, © que gquer
dizer que exibem o mesmo conjunto de expoentes critices,
apresentande deste modo, um comportaments universal. A
universalidade também explica porque os sistemas podem Ser
descritos com razoavel precisZo nas proximidades do ponto
critice por modelos de muitos corpos de relativa simplicidade.

Em sistemas magnéticos, um dos modelos mais simples e
mais utilizado ¢ © modelo de Ising [17.,18]1. Neste modelo, o©
magneto € constituido de momentos magnélicos microscopicos que
se orientam apenas em uma determinada dire¢Sc, podendo o
momento estar para cima ou para baixo. Ising {18] resoclwveu
este modelo para um sistema unidimensional e constatou gque n3o

ocorria magnetizacio espontinea a temperatura finita. Onsager



I20} calculou exatamente a fungfo partigio do modelo de Ising e
campo nule em duas dimensSes, verificande a existéncia de
transigdo de fase a temperatura finita. Em trés dimens8es
pode-se calcular os expoentes criticos por métodos numéricos
(s¢ries, simulag®es de Monte Carlo ete.) & verifica-se que o
Jogo de expoentes obtidos &€ distinto do obtide por Onsager.

Em sistemas magneticos, em geral, os expoentes
criticos dependem apenas do modelo que governa as interagBes
microscdpicas e da dimens3o Fuclideana em gque o sistema esta
imerso e do alcance das interagtes. Ou seja, um modelo
disposto em uma rede planar, seja ela gquadrada, triangular,
hexagonal etc. apresenta os mesmos expoentes criticos, o que
vale para uma dimensic Euclideana qualgquer.

Outro modelo muito utilizado ¢ o modelo de Polts
(55,58], que vem a ser uma generalizag3o do modelo de Ising. Q
modelo de Potts apresenta um comportamento critico mais rico e
complexs, contendo como casos particulares o modelo de Ising, a
percolacio de ligagBes C(transig®es de fase geométricasl entre
outros.

Apasar da simplicidade destes model os poucos
resultados exatos em redes regulares (Eedes de Bravais) s3o
conhecidos, sendo oz obtidos por Onsager um raro exemplao.

Nos d¢ltimos anos muita atengBo tem sido dedicada ao
estude de transic@es de fase em redes hierarquicas (2129,
589-63]. Em redes hierdrquicas, a realizagHo de calculos exatos
& possivel. Contude, existem diferengas fundamentais entre
redes regulares e redes hieriarquicas. Redes regulares sIo

homogéneas e apresentam invariincia translacional, enquanto que



redes hierarguicas s3o, em geral, altamente inomogé$neas @ n3o
apresentam invarifncia translacional. Tais diferengas implicam
gue parametros apropriadps para definir a dimens3o = a
conectividade destas redes devem ser definides [22,83]. A
di mens@o (dimensTo intrinsecal) destas redes em geral difere da
dimens3o Euclideana em que ela estid imersa. Estes aspectos
peculiares levaram varios autores [22,27-28] a discutir a
gquest@co da universalidade em redes hierérqguicas.

A existéncia de comportamentos universais em sistemas
dindmicos nfo-linsares e em sistemas magnéticos, permite
traté-los com uma linguagem comum, a do formalismo de grupos de
renormalizagdo [38,43]. Na primeira parte desta tese estudamos
a criticalidade de mapas de baixa dimensionalidade. Mo
capitulo Il fazemns um estuds detalhado da criticalidade do
mapa 1 - a§x|z para z real Cz * 12, usando o método do Jgrupo de
renormal izag8co da igualdade das derivadas {34,381 determinamos
oz pontos criticos a* e az rardes de p-furcag®es de wvarias
rotas para o caocs, como a de bifurcagf@es, trifurcages e
tetrafprcagﬁes.

Ne capitule ITII, discutimos em um contexto de grupo
de renormalizagio (311, a*CbJ e & (raz@es de bifurcag@esl
associadas Com a rota para - o cacs do mapa
r_'x_wi, yﬂii) = g1 - a]x]z Y.~ bx_L) com b 20 e =z xi, bem
comnoe a guestldo da classe de universal idade.

Na segunda parte, estudamos a questio da
universalidade do modelo de Potts em redes hierarquicas,
aﬁravés de grupos de renormalizagl3c exatos. No capitule IV

faremos um estudo detalhado da dependéncia, dos expoentes



criticos do comprimento de correlagfo e do calor especifico,
dos parametros gque caracterizam a rede hieriarquica.

No capitulo V provamos a existéncia de relagBes entre
os expoentes criticos de redes hieridrquicas planares conectadas

por transformag@es de dualidade e diamante-tranca.



SAPITULO T

CRITICALIDADE DAS ROTAS FARA O CACS DO MAPA 1 - aixi”
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T estude de =sistemas dJdindmicos simplez da forma
x'=fﬁ€x}, coms por exempls., o mapa logistico CfaCx3=ax£1meD.
{43, mostraram gque estes apreszentam uma dinimica complicada.

Feigenbaum {8] mostrou gue mapas unimodais, ou seja,
mapas @ em Jgue faCXB apresenta apenas um maximo e =sdo
monotonamente crescentes a esquerda do maximo e decrescentes a
sua direita, tem suas propriedades dindmicas dependentes apenas
na lei de poténcia que governa este masdmo. Introduziu, assim,
¢ lmportante conceito de ﬁlasses de univer=zalidade em =istemas
dinamicos. Mapas com quxD =1 - alxiz 530 mapas unimodais com
Um maximo em X = O e as propriedades dindmicas do mapa dependem
apenas de z.

A descoberta [11-14,30,27.80) de gque uma  grands
variedade de zistemas n3o lineares exibem transigio para © caos
gue S3o universais e gquantitativamente mensuraveis, representa
um avango comparavel aos da teoria de itransigfes de fase em

matéria condensada.

P. Coullet = . Tresser [10]1, & Derrida et al [34]



introdgziram métodos de grupo de renormalizacio para estudar a
criticalidade de sistemas dindmicos da forma x' = quxJ,
estabelecendo uma analogia com fendmenos criticos.

O mapa ' = 1—a]x|z €2.4.10 n¥o apresenta caos para
z <1 [34,36], bem como para valores do pardmetro a < 0 e
a > c.

Neste capitulo estudaremos, em detalhe, a
criticalidade do mapa 1 - alxlz Na segXfo 2.2 ilustramos
alguns aspectos dinﬁmicog do mapa 1 - axz. mostrandoe o
surgimento de algumas seqgiiéncias de p—furcagles. Na =eg3o 2.3
apresentamos resumidamente um método gue permite classificar os
ciclos simbolicamente e identificar as classes de
universalidades das di versas seqgliégncias. Nas sesdes
subseqiientes apresentaremos o método da igualdade das derivadas
[34,35] e os resultados obtidos para o mapa 1 - a]x'z t2.1.15,

para z real z 21 e a e [1,2] das rotas de bifurcagties,

trifurcagBes e tetrafurcagBes para o caos.
2.2- ITERACAC FUNCIONAL E ESTABILIDADE DOS CICLOS

Consideremos a relagfo recursiva

= Cx 3 . ce.a2.15
a n

i+

Definiremos como iterag3o funcional a composigdo:

g
i

B e £ of O ce. 2.2
o (53

P oy =0 CF OF GOdY L, (2.2. 3
o a a



que pode, facilmente, ser generalizada para uma ordem n

qual quer ., A iteragZo da relagi3o recursiva (2.2.12 gera uma

segiéncia {x; i =0, 1, 2, ..., n} gue, em geral, apds algumas
iN

centenas de pontos transientes converge para um  conjunto
{m, x 3 N tal ue e = X e 3 = e
"y 2’ 3’ © 9 1+ i itk i’ k!
constitui um cicle de comprimente p que pode ser finite ou
infinito Caperidédicod.

Como caso particular, teremos p = 1 gue corresponde

ao ponto fixo
o= £ Ty C2.2. 4>

2 critéric de estabilidade do ponto fixe pode ser

obtido facilmente, da seguinte manesira:

Conzideremos Lm ponto muito préximo de:
X, X =N + & e sua primeira iteraglio x = 3 o+ e .
™ r nt+k Tr+d
£ - ‘*
Tomo X =t (x + &),
Tyl a ™
ou
» *
= fx3d + " (x 2 &
i a < T
. . %
obteremos = L7 €T £ x D, o qgue resulta nogs seguintes
T+ ™ <L

critérios de estabilidade:

"
a7 jreds 2] < 1 w ¢ eatdvel
=

&*

¥ .
b2 J£7Cx | X & marginalmente estavel
(=3

I
[

E™ *
Calhy 1Prdx 2 > 1 ¥ & instivel.
) o



- 10 ~

Un ciclo p sera estiavel se

P
e en] = o o£r x> | <1 2.2.5
=Y L

Unm caso muito especial de estabilidade &

H

ir® cx>| =0, Ca. 2. 8
@ L

neste caso, o ciclo € dito superestavel.

Consideremcs © mapa f‘aCxJ =1 - ax". 05 pontos fixos
dados por x* =4 - ax*z =50 }c* =tz aal tda Conde a &= -0.25
para valores reaisi. A smolugio x1ik o §a1+43 & lnstavel
para a > —0.28 e sera sempre instavel. A solugcio
Wl s ;ai *42 & estavel para ~0.85 < a < 0. 7S.

Para o cicleo B teremos:

)= f O e X% o= O
2 a i i a 2
e obteremos os pontos do ciclo atraveés da iteracio
*
x: = f(Z)C:{TD U X, = f‘ZCx:D. gue fornece o3 pontos do ciclo 2
=1+1’4a—3 - Kzl‘-— 4a-3
1 =a 2 =a

A estabilidade do ciclo 2 pode ser analisada por:
£ Pexd = FrOxD £k
i i 2
e teremos que o ciclo & estidvel no intervale 0.75 < a <1.2B.

Com auxilioc computacional podemos verificar gue para



P = 4, 2 regifo de estabiliidade do ciclo =
1.285 < a < 1.3880889, e wverificar gue existe uma cascata ds
bifurcagBes com periodo p = Ek » gque rapidamente converge para

um ciclo infinito em aw = 1.4011585 Cver fig. 2.2.1D0.

A

_;'é;

3

:af
=3
L=
Ry
¥
Q

[ e TR

.
»

Q

Figura 221 - Mostramos  esquematicamente na parte  superior
desta figura as bifurcagSes das sequ;ncias: {(a)
R™ ou 2° e (b) PAR™ (onde P - RL) ou 3x2°. Na
parte inferior, exibimos as 'Fumgges kia) que
descrevem a estabilidade dos ciclos das

sequ;ncias (a) e (b).

Segui ndo a sedqidncia das bifurcagdes, podemnos

determinar a raz83co de bifurcagfo

a_i a8 .
& = £im al-———“— - C2. 2.7

que, para fungBes unimodais z = 2 & universal & = 4.668020. ..



- 18 -

e

05— i

{(z:2) )

0% ] 1.5 2 o

BRI

{3
Q

Figura 222 - Raizes da equacgo x = ¥¥x) em funcao de a.

S gera o surgimento de um

4 iteragEs funcional f;a
clielo 3 para a ligeiramente maior que a = 1.75 (ver fig.
2.2.22. A iteragic funcimonal f::) apresenta, além do periodo 4
da cascata de bifurcages outro perfiodo desconexo Cver fig.
=.2.30. Em geral, a equagio x = f;p} (x>, p=1 ,2, 3,
apresentara 2 rairzes, =sendo que algumas j& apareceram em
pericodos anteriores e, podemos ter, além de bifurcac®es, uma ou
varias p—furcagBes.

Analisando com detalhe esta iteragfo funcional,
veremos que existe um conjunto complexo de segtiéncias da forma
a", 3 x Ek. 4 x a" etc. e seqligncias do tipo 3k, 4k, etc. . &
pfimeiro conjunto de seqidéncias conexo no eixo do parametro a

deve ser distinguido do segundo que & constituido de segiéncias

desconexas gue possuem ponto de acumulagZe e universalidades



) k k
diferentes, respectivamente de 3 x &8 = 4 x 2. Podemos, alinda,

ter um determinado ciclo p com varias seqgléncias independentes,

cada qual pertencendo a uma classe de universalidade.

05

112

05

-051

Figura 223 - Raizes da equacao x - 'F;4}(xl em funr:';o de a.

3
//z‘i.s
1 w
==r
R it D £ |
T o A .
o5 Y £ - b } Ar
{
¢ 05 0
(2l
3
05|
. . ~ ¢z -
Figura 224 - Raizes da equacoes x = fa {x) em funcac de

para valores tipicos de z.

@
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Em relag3o ac mapa 1-a |x|z, podemos afirmar gue para
valores de a contidos no intervalo a « [0, 2] e zz =1,
panoramas Semelhantes ao do mapa 1-ax’ sZo encontrados e a

regiio de estabilidade dos ciclos pode ser estudada

numer i camente.
2.3- SEQUENCIAS M.S.S.

Apresentaremos, resumidamente, (o método das
seqgiiéncias U introduzido por Metropelis, Stein e Stein [8].

Consideremos mapas unimodais da forma fcx = 1 ——a|x|z.
partindo do centro do mapa x = QO e acompanhandc as iteragfes
subsegiientes chamaremos de R ou L se o= pontos cairem a direita
ou A esgquerda do centro, respectivamente. Portanto, cada
seqiiéncia periddica corresponde a uma palavra de comprimento
finito. Este procedimento nos did R para o ciclo €, RL para o
ciclo 3, RLR e rL? para o ciclo 4, e para o ciclo B teremos
trés seqliéncias: ELS, rLZR e RLR.

Consideremos uma palavra P. Podemo= construir outra
palavra com a composig3co H = P x P, onde X = R se existir um
nGmero par de simbolos R em P e x = L caso contrario. H
const;i tui o harménico de P. Una regra de composi¢fo mais geral
* introduzida por Derrida et al. [32] permite selecionar os
harménicos de uma duplicagio de periodos de uma seqiiéncia P
através da composigio P = E*k = P & R R kK .. . De maneira

k

analoga, podemos obter CRLD * para a quadruplicagioc de

periocdos.

Usando propriedades da operagZo =%, Derrida et al.
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[321 mostraram a existénclia de auto-similaridade nas
seqgiiéncias MSS, ou seja, parte da seqiiéncia se parece com a
segiiéncia toda.

Fste fato & nuitco importantes, pois permite [321 a

construgfo de grupos de rencormalizagio.

2. 4— GRUPOS DE RENORMALIZACKO

Un dos problemas da teoria de DbifurcagBes é
deter minar a regifio de estabilidade para todos oz ciclos.

O conhecimento das regiftes de estabilidades dos
ciclos em fung¥o do pardmetro a nos permite construir a fungfo

comprimento do ciclo:

k€Ca 3 = —a— Ca.4.10

Cver fig. 2.2.1)> que descreve a estabilidade de cada ciclo e
kCad) = w, onde nI¥o houver ciclo estavel finito. A fungio kCad
& uma funcio degrau com infinites saltos. Podemos observar
que as zonas de estabilidade de dois ciclos subseqgiientes s3o
adjacentes e, para n suficientemente grande exi ste um ponto de
acumul ag3o a oo Ou =seja, conhecer kCad significa conhecer o
conjunto {an} onde ocorrem as bifurcagBes, © Jgue permite
determinar N tsext. exatamente.

Em =analogia a fandmenos criticos em matéria
condensada, vamos introduzir um método de grupo de
renormal izac¥o gue permite a determinagXZXo de a* e &, que sdo

respectivamente os valores aproximados do,ponto de acumul agio
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a_ e da razi3o de bifurcacSes & .
o0 exli.
Fagcamos as seguintes consideractes:

Nos pontos superestiaveis de cada ciclo.

=
s = 7 f'@ (x> =0 . (2. 4.22
(=8

Esta condi¢fo ocorre para um determinado valor de a que
chamaremos de 23 do intervalo de estabilidade, e podemos

estabelecer a condigio
,0 = s CﬁpD =0, C2.4.33

onde = Ca 2 @& a condig3o de superestabilidade calculada no
p P

ponto superestavel do ciclo p e s, (&

> é& a condigdo
o P

L

calculada no respectivo ponto do ciclo p’.

A equagdo C2.4.3> permite estabelecer uma relagio

2 = FCa > , C2.4.4>
P

P

onde FCE 2 & uma funglo definida no ponto 3.
P
Derrida et al. [34] estenderam a expressio (2.4.4.0
para todo o intervalo de estabilidade do ciclo p através da
igualdade das derivadas
= ,la"> = s Cad , C2.4.55
P

kP

que fornece a relacdo recursiva

a’ = FCa> , (2. 4.6
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gque ¢ conhecide como grupe de rencormalizagcio da igualdade das

derivadas.

Em analogia a grupos de rencrmalizagfo no espago real
[35], teremos uma relagfo recursiva (2.4.6) gque apresenta um

E
ponto fixo a* = FCa 7. Nas wvizinhangas do ponteo fixe teremos

em aproximagfo linear:

a‘ ='FCa*D + [ QE ] La - a*) + . .. 2. 4.7
da a*

2% = aF + A Ca — A + . . . Ca 4B

onde A = =
) | da ) _=*
O papel da relagZio de escala do comprimento de

correlagfo é descrito por:

kCa 2 = . : {2.4.9)

A fungfo kCad diverge segundo lei de poténcia em

k3

a = a da forma:
. % -
kCad  Ca - al . C2.4.10>
Com as equagdes (2.4.8), (2.4.9) e (2.4.10) obtemos
vy = in =
v fn A
Como [7,81
* -
Zim a - a & s Ce.4.115

r-»w



- 18 -

onde & ¢ a raz3o das bifurcag®es definidas em (2.2.7) podemos

através de (2.4.8) e (2.4.11D obter a relacio

=8 ca2.4.12>

estabelecendo uma relag3on direta entre o auto-valor e a razdo
de bifurcac®es.

Este formalismo pode ser utilizade para determinar a
ceriticalidade das seglidncias P o= R de mapas unimodais 1—a}x‘z

podendo ser estendido também para seqii@éncias desconexas como

k k

CRLY™* & crLDH ¥

Vamos apresentar um exemplo simples para ilustrar o

formalismo do grupo de renormalizagZo.

Conslderemos © mapa 1 — ax”.

A condigio de estabilidade no ciclo 1 & dada por:

s, = -Bax, =1 - ¥ i+ . €2 4,13

A condig3io de estabilidade no ciclo 2 &

s, =4a” ¥, X, =4 C1 - ad . €2.4.14D

FPelo método de igualdade das derivadas teremos:
31Ca'3 = szCaD s 2. 4.153

1 - Y 1+4a° = 4 €1 — ad . C2.4.162
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Que fornece a relagfo recursiva:

a’ = 4a° - Ba + 2 , C2.4.17

a gual apresenta dois pontos fixos repulsores:

at = ¢7 * ¥I7 " >o8.

O ponto a® =7 + ¥ 17 D8 = 1.300388 d4 o valor:

Enquante que no ponto a¥ =C¢7 + ¥ 17 D8 = O.35961,
o aute—-valor A =1 — ¥ 17 = -3.128310. Podemos descartar este
ponto por duas razes: 1) o ponte se localiza numa posigio
anterior a primeira bifurcagfo; 2) o auto-valor associado a
este ponto fixo & negativo n¥o tendo nenhum significade fisico.

£ interessante observar gue alguns autorss como
Derrida et al. (341 e Hu [38B1, ac contrario do nosso
procedimento renormalizam o ciclo menor no ciclo maior. Iste
implica que o ponto fixo da relag®o recursiva assim obtida &
atrator, enquanto que pelo nosso procedimento temos um repulsor
em completa analogia com transigfBes de fase. Outra diferenga &
a relacfo entre A e & que, no caso destes autores & & = 1A,

O grupc de renormalizag3c dado por (2.4.73 fornece um
resultado aproximado em relagfo acs valores Ay 1.40115858 ... e
& = 4.68020... da segiiéncia de bifurcagles. A tabela (2.4.10

mostra a melhora quantitativa dos resultados obtidos com grupos



de rencormalizacio, envelvendo ciclos de ordem mais elevada.

TABELA 2.4.1

P’ p a &

1 2 1.30039 5.123i1
1 4 1.30041  4.86448
2 4 1.40142 4.61483
exato 1.401158 4.66020

2.8- A CRITICALIDADE DO MAPA 1 — a [x]|”
Estudamos a criticalidade do mapa
£ x> = 1-a|x|" &.5.1>

atravées do método do grupo de rencrmalizagZc da igualdade das
k3
derivadas [347. Calculamos os valores ceriticos a e as taxas
P
- . , k *} , x
ép daz seqglidéncias de bifurcagdes £ (ou R I, trifurcagdes 3
»
Cou CRL*kj, e tetrafurcagcBes 4k Cou CRL? %L
Adotamos © seguinte procedimento: determinamos

numericamente as raizes de um ciclo p através da relagdo:

x' = f (0 ce.8.2)
<
onde [ (x2 & dado por (2.5.1D. Estas raizes ser3c denctadas
Q.
por x:pa x&mn x%@{.., partindo de cima (fig. =.2.43.

O auto—valor associado ag ciclo p de faCxJ & dado por



i
H
.

)\pC al e 3

onde j € um indice associado as raizes estaveis do ciclo. Por
exemplo, para o cicleo 3, j =1, 4, 8 (veja fig. 2.2.23. O=

grupos de rencormalizagio denotados por RG;?}

, para descrever o

surgimento do caos de uma determinada seqiiéncia de p-furcacBes

s30 determinadas pelas seguintes relag®es recursivas:

)\b,Ca’D = ?\bC‘aD para p = 2, 3, 4. ... C2.5.4>3

cnde b =1, p, pz, pa e b = pb’, pzb‘, pab‘,
Para ewvitar confus®es na nomenclatura, ilustraremos

com alguns casos especificos:

(2

Cio para Riz

calcul amos ?\1'{ a'd ©= :xzc al usando,

respectivamente, a= raizes :-ci“(a’l) e X:Z)(EQ Cver fig. 2.2.40.

CLio para RE‘:;? Usamos :-c;Z)'C a’D e ;{;4)(: al Cver fig.
2.2.3).
CLiLo para R’G:i) usamos a3 ralzes xinC a‘*y) e x:')c al) Cwver
fig. 2.2.3).

Civo para EG;:) usamos x;”{' a‘'d =3 xia)c al Cver fig.

2.8.82.
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Cul para EG::’ Usamos x:nfi a'l = x:”C al {wver fig.
2.2.33,
2y (23 (2
Os grupos RG T, RG e RG descreven o surdimento
12 24 14
de caos da seqiidncia de bifurcagdes. Enquanto gue RG;:)

(4> :
EGM descrevem ¢ surgimento do caos por trifurcacBes e

tetrafurcac®es respectivamente.

*
Oz pontos fixos aproximados a correspondem aos

pib,b
ponteos fixos instaveis de (2.85.45, portanto, satis=fazem a
relagio:
. [ a* = X a” =2, 3, 4
A N S pib’ b p T

O valor aproximado da taxa de p-furcagioc & dado por:

rda' l .Ipb'/b ¢
P S lda I s =2t j
piv’ b
dkbC alda pb’ b
= {285
dx ,{a‘l/da’ l o * 7
<) a =

. 68— RESULTADOS

Com o método descrito na segio 2.5 obtivemos os

resultados apresentados nas figs. 2.6.1~3 & na tabela (2.6.12.

Discutiremos, primeiramente, o limite =z » 1. Para
— _ ~{2) (2> _ wiZy
p =2, 08 Jdrupos 1'-“:‘(::12 s RG“ =3 sz; descreven o comportamento
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assintdtico exato [34]1 & 530 numericamente consistentes com:

*
a €tz ~ 1 + ¢ Czd
2 2

(2.6.12
)
SCzd ~ 8 + 21 2. 6. 83
2 ¢2Cz} o
onde
¢ECZ) + Cz—1)'£n¢ECzD +z -1 =0 (=.6.3>

Note gue fim a*Cz) =1 e ddm S0z = g.
Z-»1 2 - 2 X

(3
Para p = 3 o mesmo ocorre com EG;S e o resultado

obtido & consistente com:

aCzd ~ a (z) + ¢ Czd
h: | 3 3

(2. 6. 4D
(=3
c2—13£3cZ3
5Cz> ~ —g s C2.6.5)
|
onde
1 - alzy |a =z - 1| ~0 C2. 6.8
correspondem aos pontos superestaveis da segliéncia RL e
$ 02D ~ {eziazchn - 11 fagz) - 1] {QSCZJJZ’“'“}" CE.6.7)
A equacio CzZ.6.4> no limite =z » 1 fornece
a:C13 =C¢Y B + 1.2 ~

1.61802 (este & o mesmo valor o gual, no
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lJimite z » 1, toda a janela 3 x 2- colapsal e iimz_ués(fz) = .

Para p = 4, © grupo RG::} fornece:

#*
Zima €z = (€19 + g Vi1
Z1 =

+ 010 -0 Y115 + 113 ~ 1.8302%

Cque coincide com o valor no qual colapsou a janela 4 x Ek), e
fim & (z) = w, que coincidem com os valores exatos [34].
=1 41,4

E 3
Os valores ewatos de g <13 =atlisfazem
P

f;"’c:c =0, z =13 = O, ou

i
O

i -ajlt —a ... {1 —-alt ~af | |

1

p = 2,3,4,... (2. 6.8

Embora nf%o tenhamos uma prova geral, os resultados
acima sugerem gue no limite z » 1 para todos os p., oOs grupos
E;?ib possuen um comportamento assintdtico correto C(para todos
Cb’ ,pbJ) dos resultadoxs exatos.

QO limite z + o tem =ido uma questd3o controversa.

Al guns autores [43-481 sugerem que para p = 2,

fim oo &Czd) < 30, enquanto resul tados de outres
=z

auvtores {7,40-421 parecem indicar que L’imz_’m SCzd =

Nozsos resultados sugerem, em principio, que SC o) =an,

contude, a questZo demanda trabalhos futuros gque permitam uma



andlise mais con;lusiva a respeito do comportamento dos RG
neste limite.

Em relagio a dependéncia com p, notamos gque para p=3
e 4 cSpCzD apresenta um minimo na vizinhanga de z=2 [38] (veja
fig. 2.6.3 e a tabela {2.6.12D. Verificamos que

™mn

min i
mm/ch ~ 15, ©o gue pode ser uma

aproximadamente ch /62(2) = 64
indicagio que para seqliéncias CRLP_ZD*k cS:i'n Cou mesmo cSpCzD
para todos os wvalores finitos de z) cresgam exponencialmente
com p ho limite p » o I=sto implicaria gue o expoente critico
do comprimento do ciclo vpCz) = fn poin cSPCzD se anularia no
iimite p » .

O= resultados entre os limites z 2 1 e z » o s3c una
boa aproxdmagdo gquando comparados com rezultados numéricos
exatos [34]. No caso p =2, © grupo E‘G:: apresenta os

melhores resultados comparativamente, a valores calculados

numericamente.
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Figura 261 - As dependencias em z dos pontos criticos a:_b__ .
das RG associadas as bifurcacoes (p=2),

‘trifurcaeges (p=3) e tetrafurcacoes (p=4). Os
resultados numéricos da ref. [34] estac entre as

linhas pontilhada e tracejada.
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razoes de bifurcacoes

Figura 262 - As depend;ncias em z das

S b das RG, os pontos correspondem a
resultados exatos (ref. [35-35]).
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Figura 2683 - As dependencias em z das raroes de p—furcacges
5 das RG, & e & apresentam um
P’k 9;4.3 41,4

minimo em 2-18 e 2.3 respectivamente. O ponto

indica um resultado exato da ref. [34]



TABELA 2.6.1

p=2
. Exact p=3 p=4
z RGY rRGYY RGY {(numerical) RGY RGY
i 1 ! 1 1 % 1.83929
5 2 2 2 2 w - o
1.1 .a* 1.12519 1.12542 1.12550 1.1236
6 2.84606 2.838 18 2.83032 2.857
16 a* 131561 1.32036 1.32158 1.73047 1.916 88
5 421360 4.09024 3.96930 66.794 6 1841.21
2 a* 1.390 39 1.399 41 1.40142 1.401 155 1.78597 1.94269
5 512311 4,864 48 461483 4.66920 61.6175 1037.93
3 a* 1.501 81 1.51940 1.52250 1.51930 1.866 56 1.97341
5 7.25324 6.55992 5.918 71 5.9880 85.689 2 1182.48
4 a* 1.569 25 1.59230 1.59575 1.907 65 1.98544
5 9.31426 8.089 56 6.999 43 7.29 123.544 1802.96
5 a* 1.616 63 1.64304 1.64652 1.93170 1.99111
5 11.3499 952224 7.949 66 170.607 274201
6 a* 1.65252 1.68093 1.684 32 1.68326 1.94713 1.994 14
5 13.3734 10.88540 8.808 31 9.2997 226.182 4023.66
7 a* 1.681 00 1.710 56 1.71379 1.957 68 1.99592
5 15.3901 12.1939 959717 290.059 5689.92
8 a* 1.704 33 1.73449 1.73755 1.965 25 1.99704
5 17.4027 13.4572 10.3301 10.948 362.150 7787.26
9 a* 1.7239] 1.75430 1.75719 1.97089 1.99777
5 19.4126 14.6820 11.0168 442.412 10363.5
10 a* 1,740 63 1.771 00 1.77373 1.77264 1.97521 1.998 28
& 21.4206 15.8733 11.6643 12.3762 530.820 13 466.9
20 a* 1.832 86 1.859 15 1.86078 1.991 77
5 41,4623 26.5207 16.7790 1860.63
30 a* 1.873 49 1.89565 1.89677 1.99585
5 61.4843 35.7376 20.5271 3997.91
o0 a* 27 29 202 2 29) 207
5. o (2 oo (? (2 ? o l(?) o (?)

.- ¥ ~ e
Oz pontos criticos (a) & as rarxces de p-fucacoes para
valores tipicos de z das RG e resultados numericos exatos

das refs. [{3435]



CAPITULO III

CLASSES DE UNIVYERSALIDADE DO MAPA DE HENON

3.1~ INTRCDUCAC

Q mapa de Hénon [B] tem atraide muita ateng8o nos
vltimos anos porgque apresenta esguemas bidimensionais de
bifurca¢B®es do tipo Feigenbaum, cadeias de Birkhoff e atratores
complexos [5,35,468-48] e por sua aparente relag3o com situacBes
experimentais [50].

G mapa de Hénon contém casos particulares, como o©
mapa conservative bi-dimensional (que preserva a aread, bem
como no limite extremamente dissipativo, o mapa unidimensional
Cn3c inversivell estudado por Feigenbaum [7,8]1.

Neste capitule estudaremos, através de grupos de

renormalizac®c, as classes de universalidade do mapa (821

TCx,y) = €1 - a|x|”™ + y, — b €3.1.12
para z 2 1 @ b > 0 (b > O corresponde ac mapa dJue preserva a
orientacio e, por isso em principic tem mais interesse fisicol.

0s mapas de Hénon e Lozi sZo obtidos com z =2 e z = 1,

respectivamente.
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O jacobiano associado a (3.1.13 € igual a b. Para
b =1 teremos o mapa conservativo bidimensional, b < 1
corresponde ao mapa dissipative e b > 1 ao mapa expansivo;
b = 0 fornece o mapa dissipative 1 - a]x[z estudade no capitule
II. Analisaremos a dependéncia da taxa de bifurcagBes & dos

parametros z e b.
3.2- GRUPO DE RENORMALIZACAD

O mapa €3.1.1) apresenta uma estrutura de ciclos cuja

estabilidade pode ser analisada pelos auto-valores deo jacobiano

- iry i, z—1
z a sign Cx 0 x| i C3.8.13
-5 O

jE
1l
EE

? =50 as abscissas do ciclio n.

onde x?’

Em analogia ao método da igualdade das derivadas [34]
aplicado em mapas unidimensionals, vamos introduzir um
método £51] no gqual o grupo de renormalizag¥o € construido com
a preservagdc do auto—valor de un ciclo n’ em relagio a do
ciclo n.

Vamos, através de um interessante caso particular de
€3.1.1>, qual seja z = 2 e b = 1 (mapa de Hénon conservativol,

ilustrar o método de construg3o do grupo de renormalizacfo.

Consideremos, entio, o mapa:

Cuc’, ya-_-, = 1 - ax? — '_‘f) £3.28.8>



O ponto fixo Cou ciclo n

{4} 1+ 1+a

132 & dado por Cx*,y*l’

£ §) (1}

que fornece X = = X,
45 2 ) 1)
(13
Mi - Eaxi 1
-1 O
cujos auto—-valores s3o dados por:
A+ ax n + 1 =0,
ou
2
Ao+ fil +1 =0,
cnde fi = ani”. O ¢giclo n = 2 & obtido por:
3y r _ +
{xi - 1 ax, ¥ oo
b —bix
i) L 2 J
=]
® ) r 1 - ax® + y o)
z = i i
yz r . —bx1 o~
Substituindo as relagdes C3.2.8)

obteremos a equagio:

2

a s 28 XK

+ 8x + a 4

que fornece as abscissas do ciclo 2, que s3o:

a—-3

O jacobiano do ciclo n

(2 1
b4

2

Ci—axfzny*)

e (3.2.12 Tfica

C3.2.32

C3.2.4D

CH.&8.5

em C3.&.4),
a~3
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. (1>
~Eax
4

fornece a equagio de auto-valores:

22+ a1 - aazxixzn +1 =0

2 (2 (D
>

o, definindo f2 = 201 - 2a x D

,;\2+f‘2)\+1=0

Construiremos < grupo de renormalizagEo

coeficientes de mesma poténcia das equagBes de

C3.2.83

igual ando os

autto—valores do

ciclo 1 com os da equaglo do ciclo 2. Mo cazo (3.2.3) com

{3.2.8), gue resulta em:

f1Ca'3 = fZCaD s C3.2.72
i1 +a" -1 =28 -7, {3.2.83
que pode ser escrita da forma:
a* = 4a° - B4a + 35 , €3.28.9
com
a* = E8 r Y 50 e 6= - 4 yBEE . €3.2.100
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na forma do grupo de um mapa unidimensional tratado no capitulo
anterior. Considerando um caso geral de (3.1.10 teremos as
seguintes relagles recursivas:

1

—-za' sign b{i“(a' YD1 |>e:i Car b 12_1

= z%a% stign [x:Z’Ca,b::x;Z’c-a.bj}

x | Pca b a7 - b, ¢3.2.11)
2
b* =k , (3.2.18>
(1> (1) (£ 3]
onde >, satisfaz Tdx,yd = C(x,y> {(lembramos Jgue y, ~ —bx1

o x:z’ - xiz)f} s%o solugBes de TCTOx,yD = Ux,y23.

3.3~ RESULTADOS

Usando as relagBes recursivas (3.2.112 e (3.2.1282

obtivemos, de forma explicita para z = 2 e b qualguer

a’ = 4a® - 8 ¢b + 137 + 2p* + ob® + 13° + gb + 2 . C3.3.12

4
gque, Jjuntamente com b? =bz apresentam um ponto totaimente
instAvel Ca ,1) onde a_ = (&5 + Y88y ~ 8 = 4.1328, o resultado
numerico exato [49,5113 & 4.1362, bem como dois pontos
seml ~estavels Ca ., O com a_ = ¢7 + ¥ 173 ~ 8 = 1.35804, cujo

d a
valor numérico exato & 1.4014 e Co,a0 Cver fig. 3.3.12.
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Figura 331 - Fluxoe das RG no espaco dos par;metros (ab)

corresponde a rota de bifurcagges para o caos, do caso z=2
(mapa de Hénon). O circulo vazio denota o ponto fixe
semi-estavel. A linha critica a*(b} corresponde as regioes
b <1 (dissipativa) e b > 1 (expansiva) pertencem a classe
de universalidade de Feigenbaum, b=1 constitui uma classe

diferente de universalidade .



As razfies de bifurcagfes
fixos sZo para b = 1, ée = 9. 0623,
(45,511 8.7210,

exato & 4, 66825,

& calculadas
o wvalor

e para b = 0, éd = 5.1231

nos  pontos
numérico exato &

(o walor numérico

Oz comportamentos assintdticos de a*Cb) s¥o:

¥
a¥ =a +38 b » O c3.3.2)
d b
»>
a = acb Cb » 13 C3.3.3
[ =]
* 2
a = adb Cbh » oD C3.3.42
Num CASO z gualguer, as rel acfies recursivas
apresentam uma descrig3o similar ao caso z = 2., e as eguacdes

(3.2. 2-47 podem ser generalizadas para:

a’ = aglzd) + allzb Cb + o C3.8.5>
a® = a cz [1+%2Cb—i)] b > o 3. 3.6

e
a’ = alzb’ (b » o €3. 3.7
Az relagBes recursivas (3.2.112 e (3.2.18) RG>
fornecem wuma descrig@co da criticalidade do mapa 3.1.1. A
equacio (3.2.12) (b = b® nEe depende de a e 23 apresenta trég
valores fixos: b =0, b =1 e b = w As RG apresentam uma
interessante propriedade: s3o invariantes frente &
transformag®o Ca,b) » Carb®, 1-bd, e como conseqiiéncia, a

regifio b > 1 pode ser

mapeada na regifio b < 1,

sendo gue a



linha critica satisfaz a seguinte propriedade (possivelmente

exatal:

=

ATl bY = a )b C3.3.8>

~~

Figura 332 - A dependencia em 2, de a e a, e as

" . N < .
correspondentes razoes de bifurcacoes & e de associados

- C

- g -
com a rota de bifurcacoes para o caos do mapa de Henon
generalizado, os subscritos c e d referem-se aocs casos
conservativos b = 1 e dissipative b = ©O. Os casos a, e ch

foram reproduzideos da ref. [41]



Esta propriedade ¢ consistente com (2.3.85-72 e as
regifies b > 1 C(expansivad e b < 1 (dissipatival) pertencem a
mesma classe de universalidade. Este quadro nos leva a
concluir gque occorre um crosscover em b = 1. Ou seja, enguanto
que o ponto eritico a* varia suavemente com b, as razsez de
bifurcag®es apresentam somente dois valores para um dado z, gque
=3o 6¢ para b =1 e 6d para b # 1.

A fig., 3.3.2 exibe a dependéncia com z de a s a5 6«:
e 6d. Verificamos que, enquanto a, cresce monotonamente com =z,
tendendo aparentemente para 2 no limite =z + o, a_ cresce
rapidamente, apresentando um compor tamento aparentemente
di vergente para este limite. A razfZo de bifurcagdes 6d cresce
monotonamente com z, ac contrario de 60 Jque apresenta um minimo

pertoc de z = 2.



CAPITULO 1V

TEANSICEES DE FASE EM REDES HIERARQUICAS E UNIVERSALIDADE

4.1~ INTRODUGCEO

Noz iltimos anos, uma gr ande quant i dade de
publicagc@es [21-29]1 tem =zide dedicada ao estudo de transicBes
de faze em redez hierarguicas. Ezte grande interesse =ze deve

zo fato de ser possivel, através de processos de dizimacBo,
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obter grupocs de renormalizacfc exato
que fornecem expoentes criticos n¥o clissicos.

Apesar da boa descrigl3o gualitativa de endmencs
criticos de modeloz magnéticos, como por exemplo, o modelo de
Potts em redes hieri&rquicaszs, existem diferengas fundamentaisg
entre redes hieridrquicas e redes de Bravals. Fedes de Bravals
s3o invariantes por translacfo = homogéneas, snquanto que redes
hierirqulicas n3o apresentam tals simetrias.

Aspectos peculiares a redes hierf&rquicas, comoc a
defini¢io de parimetros apropriados para ¢ formalismo de grupo
de renormalizag3o tém sido tratados em  varios trabalhos
[82,231, em especial a defini¢Zo de dimensZEo, conectividade e
comprimento de ecscala.

Mais recentemente, a questiEo da universalidade em



redes hierirquicas +t&m sido discutida [23,27-28]. Neste
capitulo, atraveés de diversos exempl os, apresentamos um
pancrama de como o= expoentes criticos do comprimentoe de
correlagio v e uma quantidade ;p diretamente relacionada com o
expoente critico do caleor especifico wvariam em fung®o dos

pardmetros de uma rede hierarquica.
4.2- REDES HIERARQUICAS DE LIGAGOES

Redes hierérquicas s3o definidas como o limite
infinito de um processo de decorag3oc de ligagBes por uma célula
basica. A célula basica tem dois terminais entre os gquais a

decoragio € realizada (ver fig. 4.2.1D2.

SOy

| b=2 diamond

b=2 tress

Figura 421 - Geracac de redes hierarquicas diamante e tranca

(a) corresponde a uma ligagao (b) a celula basica .



Pedas hi
inomogéneas e n¥c  aprezentam invariineciz translacional,
azpectos que contrastam com as redes de Bravais. ¥aufman e
Griffits [22] notaram que era necessirio definir adequadamente
a dimensio e fator de escala em redes hierdArquicas para que o
comprimento de correlagfo ficasse bem definido. Esta quesiZo
foi tratada por Melrose [221, que introduziu as definigBes de
dimensio intrinseca D, conectividade Q e do parmetro de
eqcala b

Estas defini¢Bes estio ligadas a célula basica Cver
fig. 4.2.1Ch335. ) parimetre de escala b é definide como o
niamera de ligac®es associade ao menor caninhs entre o= dols=
terminais.

O nimerc de agregacZo A é definido como o numerc de
ligagBe= da célula bi=zica.

Outra definiclo conveniente é o ceorte minimo C, que é
definido como o numerco minimo de ligagBes que é necessario
cortar para desconectar um dos terminais.

A dimensSo intrinseca e a conectividade =30 definidas

por:

fn A _dn C
DEaT € Q= mw

Em redes regulares D =d =1 + 0 (onde & ¢é a dimensio
Fuclideana), enquants gque em redes hierAdrquicas, em geral,

D> 1 + 0 [61].



4.3~ UNIVERSALIDADE EM REDES HIERARGQUICAS

Expoentes criticos de sistemazs magnéticos tém sido
ampl amente estudados através de modelos como Ising, Potts,
Heisenberg, etc., em redes de Bravais. SHo conhecideos alguns
resultados exatos [20,88-88]1, e muitos resultados com boa
precis3o (métodos de sériesd, gque permitem testar o importante
conceito de universalidade. Em redes de Bravais & aceitoc como
provado, gque os expoentes criticos de um sistema magnético
dependem apenas da dimensioc da rede e da dimens3c do spin do
modelo considerado, e n3o doszs detalhes geométricos da rede.

Uma questifo importante que se coloca em transigfes de
fase em redes hierdArquicas &: qual ¢ a dependéncia dos
expoentes criticos com os parimetros associados com a rede.

Melrose [23,81]1 estudou o 'comportamento critico do
modele de Ising em redes hierarquicas, e observou que redes
hieradrquicas imersas em uma dimensZo Euclideana d exibiam
expoentes criticos com dependéncia nos parametros D e Q.
Frisou, contudo, que estes parAmetros n3o eram suficientes para
caracterizar estas variag8es.

Mais recentemente, Hu [27] mostrou, atravées de um
conjunto de contra éxemplos de expoentes criticos do modelo de
Ising em redes hierarquicas, gue redes com o mesmo D e Q
apresentavam expoentes distintos, atribuindo erroneamente a
Melrose a assertiva: "D e Q servem de critérioc para 2a
uni versalidade®™.

Estudamos o comportamento critico, de percolagio de

ligac®es em redes hierarquicas, em uma série de conjuntos de



redes hierarquicas com pardmetros comuns, para analisar a

dependéncia,. dos expoentes criticos desta particular classe de

universalidade do modelo de Potts, com os pardmetros A, b e C,

4.4~ GRUPO DE RENORMAIIZACAO E EXFPCENTES CRITICOS

Usando o método do corte-colapso [25]1, obtém-se,

para

uma determinada rede hierdrguica uma relag®o recursiva da

forma Cver Apéndice AD:

p’ = R Cpd . c4.

Linearizando esta relagZo em torno do ponto fixo

»* _ *
p’ =p + ACp-—p2>+ . .. c4.

dR
[ onde k = HEE Ip* ] , & considerando gque préxdme de p*

-1

E~Cp—-p> P c4.

juntamente com a relag3oc de escala

g’:%, ca.

obteremos:

o b 4.

4.13

4. 58>



A relacio de hiperezcala [(B0] relaciona of expoentes v e a
P

2~ a =D , C4.4.5>

™
= - o= T = Y. Cd.4.72

[

o)

7
™

4.5= RESULTADO=S

Usande o método do corte-colapso para efetnar a
dizimacHo sobre as células basicas das figs. 4.8.1 a 4.5.6,
ohtivemnos os resultados apresentadeos naz tabelas (4.8.13 a
c4.5.77.

0= resultades da tabela (4.5.1) referem—se a redes
hierarquicas cujas células bisicas s3o do tipo apresentado na
fig. 4.5.17¢2, denominadas de redes diamante, cuja célula
bisica & rconstituida por b ramos em paralels, cada um com b
ligagdes em série. Este Lipo de rede possui A= b = C = b,
portanto, D=2 e =1 independentemsnte de b Mo

apresentamos valores de up. pois como A = bz. a equaclo C4.4.70

b

A
fornece » = 2 . Verificamos gue o= expoente= » e vp variam
p P P

cuavemente com o conjunto de parimetros  {A,C,bx. Estudos

numéricos [24]1 sugerem que vp e, consedqlientemente vp di vergem

na limite b » o

~

A tabela (4.5.8) mostra que o= expoentes up e up

respectivamente da rede diamante com b = 3 Cver fig. 4.85.1Cad2

e de outra rede com oz mesmos parémetros Cver fig. 4.5.1Cb33



2Ze diferentes.

Naz tabelas (4.5 3), (4.5.42 e (4.5.5) listamos
valores de p*, A, up e ;p, de varias redes com o2 parametros
CA =8, C =12, b = 35, {A =12, € = 2, b = 4> e {A =13, C = 3 e
b =33 respectivamente. Podemos verificar que para um conjunto
de redez com os mesmos parimetros (A, € e b> e, portanto,
mesmos D e Q, que os expoentes criticos dependem de aspectos
topolédgicos da rede.

Na tabels (4.5.82 aprezentamos oz valores de p*, M,

v e v das redes cuja célula bisica ¢ mostrada nas figs.

F P
4.5 .8Ca) que possui o2 parlmetros A =86, C =32, b =2 com
=
_in B n = e = P -
D= s € 0 = m s e Tig. 4. 5.8 com g= pardmetraos {A =5,
in & in 2
C =2, h=3 com D= 5 € 0= S E=stas redes poscuem

pardmetros D e ( diferentes. Contudo, poszuem o mesmo A e XA,
aprecentando valores diferentes de v e iguais de vp

=3
v

» .
Oz valores de p, A, v e das redes diamante Cver

P P
fig. 4.5 .6Lad) e tranga (ver fig. 4.5 .8(b)), ambas com A =4,
B =2, c=2el=2e Q=1 sio apresentados na tabela 4.5 7).
Verifica-ge que X, up = ;p =¥o iguals para as duas redes.
Hu {27] obteve resultados semelhantes ang da tabela
C4.3.6) para o modele de Ising e, da Silva e T=zallis [24]
verificaram para o modelo de Potts, que redes diamante e tranga
com o mesmo A, b e O possuem o mesmo expoenie v
Estes resultados n¥o s¥o0, portanto, cases singulares
e como mostraremos no  capitule V, s¥c¢  consegiiéneia de

transformacBes que conectam as redes hieridrgquicas e estabel ecem

relagBes entre seus expoentes criticos.
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TABELA 4.5.1

B A Yp
b= 2 0. B1BO330S8S 1.527864 1.63528
b = 10 0. B3BO70043 3. QOORBT 1.89177
b = 107  ©.os6583001 11. 95177 1.B85626
b = 10°  0.900277045 52. 34204 2. 32714
b = 10° ©.coooses17 120. 5826 2. 84017
b o= 10"  ©.000000843 248. 52 3. 34716

Valores tipicos de redes diamantes (fig. 45 1(c)).

Estudos numericos {[ref. 24] sugerem que vp+m no limite bsw

TABELA 4.8.2

* Fal
Figura A ] v
g P ) o P
4.5 1Cad O. 6822327 1.95081 1. 844028 3. 288085
4.8 1CBD o. 58 1.948538 1. 85090 3. 30180

Redes hierarquicas com A = 8. b - 3 e C = 3.

Figura 451 - Redes hierarquicas, todas com mesmo D = 2 e

Q =1, (a) e (b) possuem o mesmoc A, b e C .



TABELA 4.5.3

Figura p* A v ;
i P
4_4.2Cad O. 6960968 1.82312 1.82934 3. 46258
4.5 2Chd 0. 62881 1. 868837 1.77714 3. 363753
4.5, 2Ccd 0.78787 1.773289 1. 80861 3. 60881
Os  valores de p”,‘)\,up a ;p de redes | hierarquicas com

A=8C=2eb-= 3.

TABELA 4.5.4

Figura p* A v tE
P P
4.5, 3Cad . G, 70830 2. 016268 1. 97620 2. 84385
4.5, 3Ch> 0. 62881 1. BB557 1. 77714 3. 36375
Os  valores de p*,)\,u e v de redes hierarquicas com
¥ P

A=12C =2 eb = 4.

(81
fol Ih) ic) Lot

Fig4.52- Redes hierarquicas Fig. 453 Redes hierarquicas

com A =8C =2 e b =3 . com A= 12C= 2 e bs 4 .
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TABELA 4.5.5

EaY

Figura P A 1 2
|5 P
4. 5. 4Cad 0.5 2.1723 . 3TIET 3.22113
4.5 4Ch3 0. 43662 =2.19170 . 40008 3. 26879
4.5, 4Ccd Q. 62373 2. 15031 . 43448 3. 34800
4.5 4Cd> 0. 53833 =.18811. .48733 3. 33241
Qs valores de p*,?\,vp - ;p de redes hierarquicas
A =13C = 3 e b 3

(al

te)

LR

Figura 454 ~ Redes hierarquicas com A - 13, C - 3 e b = 3.



TABELA 4.5.56

Figura p* LY © 1
P P
4.8.85Cad O. 38033068 1.6815602 1.3336888 3.4475339
4.5 8Cb3 0. 84837489 1.68815602 2.113848 3. 4475339

* -~ el
Og- valores de p X a v de redes hierarquicas com
P I3

A=6C=3eb=2eA=6C=2eb-=3.

Figura 486 - Redes hierarquicae com A -6, C =~ 3 e b =~ 2,

A=6C=2eb =3 respectivamente .



TABELA 4.5.7

»* ~~
Fi a by "
gur P v, .
Bl .
4.8.6ca> 45D CIB1-15? In 2 oz
e 2 ncd B1-13 I B51-1)
~1 31 '
4566y 315 C{B1-152 = i 2
2 2 incd B1-1D e B1-13

Redes diamante e tranc’:a com A =4 C=2eb =2

Figura 48T - Redes hierarguicas diamante e tranca com A = 4,

C=2eb=2.



CAPITULO V

TRANSFORHACBES E EXPOENTES CRITICOS DO FERROMAGNETO

DE POTTS EM REDES HIERARQUICAS PLANARES

5.1- IMNTRODUGCAD

Neste capitulo, mostraremos que os resul tados
apresentados nas tabelas 4.1.68 e 4.1.7, bem como os encontrados
por Hu [27] e, da Silva e T=sallis [24] sFHo conseguéncia de
transformacles que conectam redes A hierdrqguicas e que
estabelecemn relagBes entre os expoentes critices destas redes.

Provaremos que a transformagio de dualidade [285,61)
do ferrcocmagnetc de Potts em redes hierarquicas planares
preserva o auto-valor A Isto estabelece uma relacfo entre os
expoentes criticos » das redes conectadas pela transformagio de
dualidade. Usando a relag3o de hiperescala, podemos mostrar gue
os expoentes criticos do calor especifico de uma rede
hierarquica ¢ o de sua dual coincidem.

Uma outra transformaciZo [28,62] restrita a uma classe
menor de redes hierarguicas, as redes diamantes e trancgas
generalizadas Cver fig. 8.1.1D, transformam uma rede diamante
generalijizada em tranca generalizada e vice—-versa Cgues

doravante, chamaremos abreviadamente de rede diamante & trancga,



respectivamentel.

{a)

T

&
&
&
¥

(b) |
| T1p .
Tor

Figura 51.1-

Provaremos que a transformagiio diamante-tranga TD

— 2

Nas figuras Bilac) 1) 511bd) mostramos

reapectivaments, calulas basicas de redes

diamante e tranca conectadas pelas
Tar - - -

transformacoes "iL, TDT e TTD- Circulos vazios

representam oe terminais e circulos cheios os

gi tiose internosa.

T

ou, a transformagcio tranga—diamante T'rn presarvam os expoentes

e Al



5.2~ TRANSFORMACOES DE DUALIDADE

Consideremos o model o de Potts am uma rede

hierarquica planar. O Hamiltoniano & dado por:

onde a soma € sobre os sftios primeiros vizinhos 2 & &€ a delta
de Kronecker. As wvariavelis o estic scbre os sitios da rede
hierarquica e a constante de acoplamento J esti associada as
ligagBies que conectam os sitios.

Usaremos uma variivel adequada, a transmissividade

térmica,

c35.2.1>
associada a cada ligagfo da rede hierarguica [28].
A transmissividade dual v {23] ¢é definida por:
= —2 -t . (5.8.2>

1 + g - 13¢

A dizimaglo dos sitios internos da célula bAsica de
comprimento b, e nimero de agregac3oc A, fornece uma relag3o da

forma:

tr = GCLD CB. 2.3



onde &t ¢ a razido enitre dois polindmios de t  Cver
Apéndice AD.

0 auto—valor térmico da rede hierarqgquica & dado por:

dGl Ly

Tdat !t*

A= CS.2. 4>

onde t* & o ponto fixo de (5.1.3>, ou =zeja, tﬂF = G-Ct*‘j.

Considerande gue em redes hierdrquicas planares de
dois terminais, a relaci3o recursiva associada a uma célula
basica estid relaciocnada com a relag8cs recursiva de sua dual
pela equag8o [26]:

-y
ooty = b = SCTD CHB. 2.5

1 + Cqg-1> &7

e podemos provar a seguinte propriedade:

Propriedade 1 -~ O auto wvalor térmico de uma rede
hierarquica planar e o de sua dual coincidem.

A prova & imediata. Tomemos a derivada da egquagdo
(8.1.8> em relagio a t e usando a regra da cadeia no lado
direite Clembrando gque T & conectado com t pela equagio
CS.1.&33 e, finalmente efetuands as derivadas no ponto fixo £

E, conziderando que T* = TCt*:) e (‘:‘(t*l‘: = t*, verl ficamos

que:

o ] B 2.6

o que leva a igualdade entre os auto-valores térmicos das redes



R
associadas a G e sua dual G, ou seja,

A= N, (5.2.7>
onde A & dado por (8.2.40 e
~ sy | ;
= —_ - =
s S ] IT 5. 2. 82
Colorario 1: Seja b o0 comprimento de uma célula
bidsica de uma rede  hierarquica, e b o comprimento

correspondente de sua rede dual, a esquagio (5. .2.7) pode ser

escrita como:

1.2 dse

onde v e » s3o, respectivamente, o0s expoentes criticos do
comprimento de correlag3o da rede hierarquica e de sua dual
respectivamente, Usando a definigio de dimens3o intrinseca, e
o fato de que a transformagﬁo de dualidade preserva o nimerc de

agregagio, podemos ainda rescrever (5. 2.8 como:

Dy = D . C85.2.100

Corolario 21 Usando a relagfo de hiperescala para

redes hierargquicas [6B01, Dv = 2 - o, bteremos como consegliéncia
imediata:

o= o €s.2.110

Mostrando, desta maneira, gue © exposnte critico do calor



especifico de uma rede hierdrquica planar e o de sua rede dual
sd3o iguais. E importante notar que as relaglBes entre os
expoentes criticos dados pelas equagfies (5.2.100 « (5. 2.110 s3o
validas para qualquer rede hierarguica planar. No caso

particular de b = B, ent3oc teremos também v = v
5. 3- TRANSFORMAGSES ENTRE REDES DI AMANTES E TRANGAS

Consideremons uma classe restrita de redes planares
divididas em duas sub—classes, as redes diamantes generalizadas
e as tréngas generalizadas. A célula bisica de uma rede
di amante € constituida por n ramos em paralelo, cada um com b
ligagdes em série.

A célula bisica de uma rede tranga é.constituida de b
sub-células em série, onde cada uma tem N ligag®es em paralelo.
Por exemplo, as células basicas da figura (5.1.1ad e em
(S.1.1cD geram redes d;amantes com b=E, N=2 e b=3, N=2
respectivamente, enguanto que as das figuras (5.1.1b> e
(5.1.1d> geram redes trangas com b=3, N=2 e b=2, N=3,
respeclti vamente.

As expressfes GDCG%3 de diamante e tranga,
respectivamente, das redes hierarquicas com b e N quaisqguer,

s3c dadas por:

b, iy BN
GDCL.b,N3 - 1~ £di—t "3 »~ [1+Cqg-1DL 7> , 5. S, 10

14Cg-13 €C1-t% ~ [1+cg-13t""

N
G CL,b, N> = 1— <C1-t3 o~ [1+Cg-1DLi) ¢

14+Cq-19 <C1-t> .~ [L+Cg=1ot3™

&
2
£
L
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Pelas equagles (5.2.10 e {(5.2.2), podemos verificar

que existe uma relagioc entre Gn e G-r dada por

GT Cw,b N = [ GD {t, b, N3 }b ' C5.3.3

b
onde w = L, Desse modo, redes diamante e tranga podem ser
conectadas por duas transformagc®es: a diamante-tiranga Tn’r dada

por

T : & CL,b,ND » I[G Ct,b,N)lb = 3 Ctb,b.NZi , 8.3 45
DT ) 1] D 3

e sSua inversa

b
L
b
&

T{rb : G-r Ct,b, NI » [GT Ct,b,N)li/b =6 ¢ sy N3, <
onde as igualdades (5.3 .42 e (5.3.8) s3o conseqiéncia de
(5.3, 3. Transformagdes TDT e T’rn equl valentes a estas, foram
propostas por Ottavi e Albinet [B2].

Propriedade 2 - Redes hierarquicas diamante e Lranga
com os mesmos b e N possuem o mesmo expoente critico de Potts

de comprimento de correlag3o ».

A prova ¢ obtida facilmente. A equagfo (5.3.3
»*
derivada em relagcio e aefetuada em Lo, Juntamente com
» * *
w = wit D =+t |, fornece » = M .
T D
Como b & o mesmo para as rede diamante e tranga,
conectadas por T, isto implica que v = v .
DT T o}
Corolario: Como, as redes diamante e tranca

conectadas por TDT oL TTD tém o mesme b & o mesmo ndmere de
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agregacio A, ter3o as mesmas dimensBes intrinsecas. Atraveés das
relagBes de hiperescala, segue—-sSe que seus expoentes criticos
do calor especifico s8c iguais: aT = aD.

£ importante observar que, se b # N (D # 20, enti3o a
rede tranga n3oc & a dual da diamante e, no caso particular
b =NCD =2), a transformagi3o Tn'r €@ a prépria transformagfo de
dual idade. Além dissco, wli) = 7(iL) ©o que fornece a eguagio do
ponto critico TS o S 0, gue no limite b + 1 se
reduz a ™% + 2t* -1 = 0, cuja soluclo & ¥ = 1.c1 + /D que €
a temperatura critica do modelo de Potis em redes auto—duais.
Portanto, no limite b + 1, redes diamante e tranga tornam—se
auto-duais.

Redes diamante & +trangca podem ser conectadas por
transformag@es definidas pelas equagBes (5. 3.5 e (85.3.3,
reépectivamente a de dualidade T e a diamante-tranga Tp Cver
fig.5.1.12.

As redes hierarquicas planares conectadas por T
possuem © mesmo o, e seUs expoaentes criticos do comprimento de
correlacfio est¥o relacionados por Dy = Do

As redes hierarquicas conectadas. por Tn'r CTTD

Po=Esuem O mesmo ¥ £ .



CAPITULO VI

CONCLUSOES

Neste trabalhe estudamos a criticalidade de sistemas
dinimicos n3o-lineares, model ados por mapas de baixa
dimensionalidade e a criticalidade do modelo de Potis em redes
hierarquicas, atraveés de métodos de grupo de renormalizagdo.

A linguagem de grupo de renormalizagdco permite,
portanto, analisar a criticalidades = as classes de
universalidade em uma larga wvariedade de sistemas, de uma
maneira simples, fornecendo resultados aproximados e descrigio
gualitativa muito Gtil para o entendimento destes sistemas.

Na primeira parte deste trabalho apresentamos um
esztudo detalhado da criticalidade do mapa dissipativo
unidimensional 1 - a]x[z. Usamos uma metodologia de grupos de

: A
renormalizacioe que permite a obtencio dos pontes criticos a e

das razr®es de p-furcagbes para as segiénclas Ek (p =2
bifurcag®ess, 3" {p = 3 trifurcagdesd & 4* tp = 4
tetrafurcag®es) para gualgquer z real C(z 2 10, Os resultados
obtidos podem ser resumidos da seguinte maneira:

cio Confirmamos numericamente gue para p =2.3,4 o
formalismoe do grupo de renormalizag3oc (RGD r eproduz o

comportamento assintédtico exato no limite = » 1, o gue poderé
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ser verdadeiro para todos os valores de p, de todas as
seqiiéncias existentes de p, para um determinado p, independente
dos valores de b’ e b dos ciclos usades para a ceonstrug3o do

RG.

”
Ciio Cs pontos ceriticos a (22 crescem monotonicamente de
<]

* *
ap(i] 1 = ap(zD £ 2 a 2 quando z cresce de 1 a o, e satisfaz
»* * *
az(z) < aBCzD < a‘CzD ac longo da mesma variag3o de =z. As
taxas de bifurcacBes &(z) aumentam monotonicamente., enquanto
que as taxas 53(23 e §4C23 [e possivelmente todas as taxas

épCzj V> 2] apresentam um minimo na vizinhanga de z = 2. E

S Cz) < 5Cz3 £ S5 Cz2) ¥ z =1,
2 3 4

Criilo Os resultados obtidos na aproximagio de RGE para

z »>>» 1 n¥o nos permite uma andlise conclusiva do limite z » o,

Para p = 2 alguns autores [43-48] sugerem Jque 52C23 = 30
fimz»w
Szl =
enquanto outros [7,40-42] sugerem que 2 .
{imz>o0
Civd 0 gquadro geral descrito pelas RERG sugere que para =z

fixo & (z) cresce exponencialmente com p no limite de p » ®, =e
P
isto ocorrer ent3o o expoente critico do comprimento do ciclo

vpCz) se anula no limite p » co.

L]
w2 A tabela (2.6.13 mostra resultados de apCz) e é%(z)
comparados com alguns resul tados exatos conhecidos na
literatura. Estes resultados sugerem, em principic, que os

*
valores exatos do ponto critico a (z) e das razBes das



p-furcacBes 6pCz) serfo obtidos no limite:

*
a fzd = fim a o b
il b it
b’ <b
e
& Czy = dim &
e b P
b’ <b
Hu [B41 mostrou que para p =2 e z = 2, esta convergéncia &

realizada.
Estudamos também o mapa de Hénon generalizado
Cx? ,v'2> = TCx,¥y3 = (1 — ajxlz + y, —-bx3 gue contem coms caso
particular o mapa 1 - a]xlz para b = 0. Com um formalismo
adequado de grupe de renormalizagio, discoubtimos a*CbD e &
associados as bifurcagBes deste mapa, encontrando os seguintes

resul tados:
Cio Para wum =z fixo, as relagBes recursivas dos RG

apresentam apenas duas classes de universalidade, a dos

sistemas conservativos (b = 1) e n3o conservativos (b # 13.

Citd As RG, equacBles (3.2.11-12) sZo invariantes sob a
zegul nte transformagcio (a,b)d » {asb", 1-b), © gque implica que a
regifo b > 1 pode ser mapeada sobre b < 1. A regifio expansiva
b>31 e a dissipativa b < 1 pertencem a mesma classe de
universalidade. O presente quadro implica gque um crossover
ocorre em b = 1. 0 gque gquer dizer gue, enguanto a* varia
suavemente com b, as raz®es de bifurcagBes apresentam somente

os valores & (b = 1) e éd (b = 13 Cpara z fixod.
=



- B2 ~

CiitD Os resultados numéricos estfo. em concordincia com os
obtidos por Derrida et al. {34,511, Bountis [49], Zisocok [531,
Cvitanovic [14] e Collet et al. [48B], mas estBo em desacordo

com Hu [54] gue sugere de & varia suavemente com b.

Ciw2 A dependéncia em z das raz@es de bifurcagBes &CzD
Crota dissipativad e cSchZ) Crota conservatiwvad apresenta
compor tamentos bem diferentes. Engquanto que chC zJ cresce
monotonicamente com =z, tSCC z) apresenta um minimo préximo de
z =2, e diverge em =z = 1, e possivelmente em 2 + o
parecendo-se assim com o comportamento {411 das taxas de

p-furcag®es (p > &) das rotas ndo conservativas.

Na segunda parte deste trabalho estudamos a
criticalidade do ferromagneto de Potts em redes hierarquicas,
através de grupos de renormalizagio. Mais especificamente
analisamos a gquestfo da universalidade em redes hierdrquicas.

Estudamos a dependéncia dos expoentes criticos do
comprimento de correlag®o e do calor especifico, dos parametros
A (ntmero de agregag@iol, b (fator de escalal e C Ccorte minimod
das redes hierarquicas. Verificamos que os expoentes criticos
v Cdo comprimento de correlag8c) e o (do calor especificod
dependem, em geral, do conjunto de pari3metros A, b e C, bem
como de aspectos topol dgicos das redes hierarquicas,
contrastando deste modo com as redes de Bravais.

Atraveés de exemplos verificamos a existéncia de
relag@es entre expoentes de redes com aspectos topolédglcos

diferenciados. Mostramos gue estas relagBes s3o consedqgiiéncia



das transformag@es gue conectam estas redes. Provamos gue
redes planares conectadas pela transformag3o de_r dualidade
possuem o mesmo auto valor térmico A, o gue estabelece uma
relagio entre seus expeoentes do comprimento de correlagio a
saber: Dv = 5‘;, onde D & a dimensfic intrinseca da rede e 5 a
de sua dual, e v e b sXo os respectivos expoentes criticos do
comprimento de correlagfo, e seus expoentes criticos do calor
eépecifico s3o iguais.

Para uma classe especial de redes, as redes diamante
e tranc¢a, provamos gque a transformacg3o TDT CTTDJ gque conecta as
redes diamante e tranca, estabelece a igualdade entre os
expoentes v e dos expoentes o de ambas as redes.

Uma extens3co natural deste trabalho seria um estudo

de a e & ., para p > 5, do mapa 1 - a[x[z, bem como para =z

P P
grande, verificar a convergéncia do método das RG(?)b

., para b’
e b pertencentes a ciclos grandes, a fim de esclarecer a
controvérsia exi stente na literatura, a respelto do
compor t,amen{,c de .:52 no limite z » . Podemos também estender o
método de igualdade das derivadas para mapas do tipo
i - a]xlzi - b]xlzz, para exztudar sua eriticalidade e
existéncia de crossover no espa¢o dos pardmetros a e b.

Outro probl ema interessante & o] estudo das
transformacBes de dualidade e diamante-tranga para o modelo
cubico em redes hierargquicas planares, bem como estudar a

criticalidade de redes diamantes e trangas com b = N Cmesmo

ntimero de ligag®es em série que em paralelod no limite b » 1.



APENDICE A

METODO CORTE-COLAPSC

A transmissividade do modelo de Potts ¢ dada pela

edquacio

£ l' BTJ C e
= CAiLD

T i40g-1d exp {:k__qT ]

que se reduz a transmissividade de Ising,
—&7J
Li = - - =27 7 CASD
JL‘H;q_i:) e LWJ
B
se o = 2. O arranjo de duas ligagBes em série, cada uma delas
con uma transmissividade t(U I =1i,8& {ver fig. Al al
=

_ H
apresenta, como transmissividade equivalente total tqm, obtida
apds se farer o itrago paarcial sobre os g estados do =pin

central CS;), a expressio

N & B (2
q a -



A Ltransmissividade equivalente para duas ligacBes em paralelo
C P Cver fig., AlbY & dada pela expressio
T
D

f{ )}n B {'f 145y {. :2}]D e
Fa J = s ) AL

O o4 1 5;
kg tq t¢ g ¢ Y9
1 {z)
B AT 4
14 g | 44 27 tq 4
O 52 . . %z
{o) (p) (c) {d) (=)

Figura Al - Grafos de dois terminais. Os circulos cheios
ivazios) representam os sitios internces  {externos} do
grafo

onde

o T - t-q
RO R e T C A%

& a variiAvel dual da transmissividade (281, a2 gual mapeia a
regifio de alta em baixa temperatura do modeleo de Polls
bidimensional. O metodo corte—col apso (251 calcula a
transmissividade equivalente [gue chamamos de Gi{t:’}}'J} de
qualdguer grafo com dois terminais, sejam eles redutiveis ou nac
a arranjos em série-paralelc. Vamos super, no caso geral, um

grafo de dois terminals com transmissividades t;u. Entao
&y = Mot ey o Dot
q q g

b . ande o numer ador- N LN
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denominador I s#o, ambos, fungfes mnultilineares dos £y e oa
1

) (e e R .
vertanos (colapsamos’, istoe &, assumimos t 7 = 0 ¢t = 13,
a q

- . 1O} €13,
Temnos entfo novas transmissividades equlivalentes, & £G o,
3

J

que sio dadas por

& ety
i a

o)
N
d

¥

i

¢ {t,;”} 3 /D;D ¢ {t,:’} 3 C ABD

r Glii) ¥
J

4 &

NY oo Yyt
B = h)

it

{:'{t,;”}':) cet My ¢ AT
=

onde o conjunto {t,;u}' excl e t(p. A multilinearidade de N =
L Ei

D implica gue

{4

Nt ™My = ci-P NP cee s eaat Y NP ooy en € AEY
1 < | I o J =3
2
D oect 33 = c1-tYy O e Mreaat P D ey C AT
o g ] q a i q

A utilizaglo exaustiva das egs. (A8) e (A9 constitue o gue &
chamadeo metodo corte—colapso. Se a ligagBo a ser cortada
Ccolapsadal apresenta, ela prépria, denominador diferente de 1,
ent3o as equacBes acima se alteram., fornecendo, por exemplo
para o numerador [londe assumimos que t = NV, , a
expressio:

{3 [4n BT & [T SR (i
NPy NP7 Yy 2o ey
1 =1 J g

=
()
™
e+
12
A
|
o
)
i

CALOD
havendo uma expressfo similar para o denominador. Obviamente,
se g = 2, oz resultados obtidos se referem ao modelo de Ising.

O=s tracos parciails sobre os sitios internos dos grafos s3Eo



realizados automaticamente. Como exemplo wvamos calcular a
transmissividade equivalente do grafo mostrade na fig. CAlcD.
Oﬁ grafos colapsado & cortado est3oc mostrados nas figs., CaAld e
Aled, respectivamente, onde temos atuade sobre a ligagd3o

central da fig. CAlc). Cbtemos

Nt 3 2t? + cgq - &y v*
g 4 g9

gVt 3 = — = _ FXER
4 DoCt D i+ €g — 10 ¥
a q
=3
; NPt 3> 4t® 4 acg-aoi? 4+ g ® Lt
. — a4 _ G : - : CALED
4 DCt 3 1+ &g-13 t° + {g-13" t
4 a g
Portanto,

2% + 2t? o+ sCg-2ott + Cg-Ey (g-35t°
&t 3 o= 2 . S | Fee CALSD
= 1 + BCq-i3t” + Cq—ijt: + Cg-12Cg-at ]
=4
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