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ABSTRACT

In this study we examined the quantization of a
scalar field ¢({x) in the Minkowski space time (in curvilinear
coordinates), in curved spaces and the processes of generation
of particles resulting form these gquantizations. We studied
the quantization of a real massive scalar field in systems of
orthogonal separable coordinates in the bi-dimensional Minkowski
space time. It was investigated the definition of the vaccum
state in some of these systems trought the calculation of the
Bogoliubov coefficients. We calculated the propagators
associated with the above metioned systems.

In a second step we discussed the guantization of
a real massive scalar field in a isotropic non singular
cosmological model {homogeneous). A base of functions that is
solution of the Klein-Gordon equation was presented. This work
made possible the calculation of the Bogoliubov coefficients
and the rate of creation of matter in this cosmological model.

The gool of this work was to shy some insight
about the (still open) concept of ﬁarticles as entities dépeﬁding
on the observer, as‘well as the processes of creation of matter

in the context of general Relativity theory.



RESUMC

Neste trabalho examinamos a quantizacao de um cam
po escalar % (x) no espago-tempo de Minkowski (em coordenadas cur
vilineas), em espagos curvos e os processos de criacao de parti-
culas que advém destas gquantizac¢Oes, Iniciamos estudando a gquan
tizacdo de um campo ¢(x) real massivo-em sistemas de coordenadas
ortogonais separaveis no espago-tempo de Minkowski bi-dimensio-
nal. Investigamos a definicdo de um estado de vacuo nos siste-
mas de coordenadas de Rindler, Milne e Kalnins-Miller através do
calculo dos coeficientes de Bogoliubov e mostramos como aparecem
distribuicbes térmicas guando calculamos o valor esperado do ope
rador numero de particulas nestes vacuos. Mostramos gque, apesar
de termos em principio seis diferentes vacuos, apenas dois des-
tes sao unitariamente nao eguivalentes.

Em seguida repetimos os calculos ja conhecidos do
Propagador de Feynman no espago-tempo de Rindler € no espago-tem-
po de Milne, utilizando os modos de di Sessa. Para finalizar,
mostramos que o propagador de Feynman no universo de Milne diver
ge se utilizamos os modos de Sommerfield. Calculamos, entao, Os
propagadores retardados e avangados utilizando estes mesmos mo-
dos e mostramos gue o resultado coincide com os propagadores as-
sociados &8s coordenadas cartesianas.

| Numa segunda etapa tratamos da guantizagdo de um
campo escalar real massivo num modelo cosmoldgico nao  singular,
espacialmente homogéneo e isotrdopico, assintoticamente plano (Mo

vi



delo de Novello e Salim). Apresentamos uma base de fun¢des gue
é solucdo da equacao de Klein-Gordon, possibilitando o céalculo
dos coeficientes de Bogoliubov, interpretados como a taxa de
criacao de matéria neste modelo cosmolégico.

Este trabalho pretende contribuir para a compre-
ensao da noc¢ao, ainda insatisfatoria, de particulas como entida
des dependentes do observador, assim como os processos de cria-

cao de matéria no contexto da Relatividade Geral.
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CAPITULD 1

Introducao

Do esfor¢o empreendido pelos fisicos na tentativa
de gquantizar o campo gravitacional dentro do projeto de unifica
¢do das forcas da natureza, interessantes possibilidades e no-
vos efeitos até entao desconhecidos surgiram. Embora todas as
tentativas feitas até o momento, com o intuito de incorporar a
gravitacdo num programa gquintico n3o tenham obtido &xitos satis
fatorios, importantes resultados em teoria de campos em espacos
curvos e em coordenadas curvilineas (no espago-tempo de Minkows
ki) apareceram na literatura culminando com o famoso resultado

[1},E2]'

de Hawking demonstrando que um buraco negro & capaz de

emitir radiacdo teérmica.

[3]

Alguns anos antes Fulling » trabalhando no espa
go-tempo de Minkowski, demonstrou que um observador uniformemen
te acelerado constroi uma representacido adequada da algebra dos
operadores diferente daquela construida por um observador iner-
cial, existindo portanto uma multiplicidade de vicuos na teoria
Quantica de campos num espaco-tempo plano. Dando seguimento a
estas investiga¢des, Unruh demonstrou, através da introdugio de
um detector hipotético, que o vacuo de Minkowski (associado a

um observador inercial) para um observador acelerado nao & um

estado puro, mas um estado misto térmico no gual a temperatura



& proporcional & aceleragidoc. O sistema de coordenadas natural-

mente adaptado a um observador acelerado, conhecido como coorde

[5]

nadas de Rindler

[6]

foi exaustivamente estudado na literatura.
Como Kalnins demonstrou, no espag¢o-tempo de Minkowski bi-di-
mensional temos dez sistemas de coordenadas no qual a equagao
de Klein-Gordon & soliivel por separagac de variaveis. Em todos
estes sistemas de coordenadas podemos a principio efetuar a gquan
tizacdo candnica de um campo classico. No entanto a tarefa nio
é tao simples, pois aparecem problemas na definiglo do estado
de vacuo. No momento em que siao utilizadas transformagdes ge-
rais de coordenadas a definicao de estado de vacuo (invariante
de Poincaré) torna-se ambigua. No espagco-tempo curvo tal pro-
blema ocorre necessariamente uma vez que o grupoc de Poincaré nao

[7]’

€ um grupo de simetria de um espago-tempo curvo. Parker

[8],[9]

Grib, Mamayev e outros partindo desta ambiguidade na de-
finicao de vacuo, apresentam processos de criacac de matéria no
contexto da Relatividade Geral. Estes autores definem vacuos
em diferentes instantes de tempo, em varios modelos cosmoldgi-
cos, demonstrando gue estes vacuos pertencem a diferentes espa-
¢os de Hilbert (representagoes nao equivalentes da algebra dos
operadores). Um dos modelos cosmoldogicos mais estudados e o
chamado modelo isotropico, descoberto por Friedman[lol, (1922)
que parte da hipdtese gque a matéria estd distribuida homogénea
e isotropicamente no espago. Uma propriedade fundamental deste
modelo e seu cardcter ndoc estacionario e a existéncia de umesta
do singular com respeito ao tempo, estabelecendo a origem evolu
tiva do universo a partir deste estado singular - o Big-Bang.

Entretanto o estudo de criacac de matéria neste modelo esbarra

em duas dificuldades especificas. A primeira € a existéncia da



singularidade, que torna a defini¢8co de um estado de vacuo ini-
cial para os campos quanticos extremamente delicada. A segunda
€ a auséncia de uma regido assintoticamente plana, onde a teo-~
ria relativistica dos campos se baseia para definir particulas.
Assim se coloca o problema conceitual de como definir entidades
que chamamos de particulas dentro da estrutura da Relatividade
Geral, ou melhor, como combinar uma teoria Quantica, que se ba-
seia em principios globais com uma teoria que se baseia num prin
cipio local - o Principio de Equivaléncia{lll.

Uma das maneiras de contornar as dificuldades ci-
tadas & acoplar os campos existentes na natureza com a gravita-
¢ao, introduzindo na densidade lagrangeana produtos destes cam-—
pos com o tensor de curvatura e suas contragdes. Novello e Sa-

[12]

lim {(1979) , apresentam um modelo cosmologico onde adicionam

& densidade lagrangeana de Einstein-Maxwell um termo do tipo

[13]

RAuAu, bastante semelhante ao termo de Proca conduzindo en

tdo a uma eletrodin@mica nfo linear onde o f&ton adquire uma "mas
sa” proporcional a Rl/z.

As equacOes de movimento que obtemos utilizando o
Principio Variacional admitem uma solucio cujo elemento de 1i-
nha & do tipo Robertson-Walker com curvatura espacial negativa.

Em coordenadas esféricas (r= senh x, 8, ¢) e tempo cdsmico t

este elemento de linha & do tipo

ds? = dt2 - a(t) [ =92 4+ r2(362 + sen26 de2)]  (1.1.1)
1+7r2

onde

i

a(t) = (af + t2) (1.1.2)



sendo a; uma constante positiva. O elemento de linha (1.1.1)

pode ser escrito na forma
ds? = C(n) [dn2? ~ dx? ~ senh?y(d062 + sen?0 d¢2) ] (1.1.3)

onde
Cin) = a: cos h2 n (1.1.4)

sendo 1 o tempo conforme.

As motivacgoes que nos levaram a estudar a quanti-
zagao de campos clissicos neste modelo cosmologico, assim como
mecanismos de criagao de particulas tornam-se transparentes se
notamos que este modelo cosmologico & ndo singular e tende as-
sintoticamente (t ou n +» ) a dois distintos universos de Mil

nell4l (Miine 1932 - Bonai 1952151y,

Assim, este modelo cosmo
logico & assintoticamente plano e sua evolugio cdsmica consiste
entdo de um periodo infinito de contragdo até um ponto de curva

tura maxima onde os invariantes geométricos ndo divergem (por e

xemplo

v
R RMY = b =5 )

seguido por outro periodo infinito, agora de expansio.
Desta forma o modelo de Novello e Salim evita as
dificuldades citadas anteriormente que aparecem no modelo pa-

drao.



Além disso, neste modelo a equagdo de Klein-Gor-
don, como mostraremos, € exatamente soluvel em termos das fungdes
de Mathieulls]'[17].

Esta possibilidade de expandir o operador de cam-
po ¢ (x) numa base de funcgOes completa nos permite esclarecer al
guns aspectos ligados a criacao de matéria assim como a nocao
de particulas como entidades dependentes do observador. Finali
zando, queremos enfatizar que o modelo cosmoldgico estudado nio
€ mais um exemplo artificial para testar a teoria de campos em
espacos curvos, como O modelo de Bernard e Duncanlle], mas O e-
lemento de linha (1.1.1) aparece como solucdo de um sistema de
equacOes de Einstein e Maxwell modificadas por um termo na den-
sidade lagrangeana que quebra a invariancia de gauge do eletro-
magnetismo.

A apresentacao desta tese pretende ser auto-sufi
ciente e foi organizada da seguinte forma: no capitulo dois,
fazemos uma breve revisao da segunda quantizacdo de um campo es
calar massivo em espacgos curvos, introduzindo a definicdo dos
coeficientes de Bogoliubov assim como as funcdes de Green da
teoria. ©No capitulo trés, apresentamos o resultado de KXalnins
descrevendo os dez sistemas de coordenadas onde a equacao de
Klein~Gordon & soluvel por separagdo de variidveis, no espaco-tem
po de Minkowski bi-dimensional. Em seguida gquantizamos um cam-
po escalar real massivo em trés destes sistemas de coordenadas,

[19]

a saber, Rindler, Milne e um sistema estudado por Costa e

mostramos como naturalmente aparecem vacuos unitariamente nao

equivalentes (Efeito Fulling=-Unruh). No capitulo quatro

si[20]. NoO ca

comparamos alguns destes vacuos entre



pitulo cinco, calculamos alguns propagadores associa-

dos a estes sistemas de coordenadas fazendo, para isso,
um  estudo detalhado de como definir frequéncias positi
vas e negativas em sistemas de coordenadas  nao estacionari-
05[21]. No capitulo seis, fazemos uma revisio da segunda guan-
tizacao de um campo escalar massivo na métrica de Robertson-Wal
ker. Apresentamos, em seguida, o modelo de Bernard e Duncan e o
modelo de Novello e Salim. Mostramos que a equacio de Klein-
-Gordon para um campo massivo real € exatamente soluvel neste
modelo cosmoldogico em termos das fungdes de Mathieu e harmdni-
cos esféricos generalizados[22]. Utilizamos entao esta base de fun
¢oes completa para efetuarmos a gquantizagao do campo classico
?(x), que fol expandido numa série de Fourier onde os coeficien
tes da expansdo sac os operadores de criagao e destruicdo de
gquanta do campo.

Em seguida procuramos uma representacao adequada
da algebra dos cperadores, ou melhor, a construcac dos esta-
dos fisicos da teoria. Definimos um estado de vicuo |Oin> em
t > -—=, onde a geometria € plana e computamos por meio dos
coeficientes de Bogoliubov o numero de quanta presentes neste
estado em t + ® (onde a geometria & novamente plana) apds o u-
niverso evoluir através de uma fase de contracao seguida por
uma fase de expansao.

No limite guando o valor minimo do fator de esca-
la do modelo (a,) & muito menor que o comprimento compton asso-
ciado aos gquanta do campo escalar (ma, << 1) encontramos uma ex
pressdo explicita para o nimero dos gquanta criados devido ao ca

rater nao estacionario do modelo. No outro limite (ma, >>1)



mostramos que ndo h& quanta criados durante a evolugido do uni-
verso.

Neste limite o comprimento comptom das particulas
( % ) é pequeno comparado com a, que €& o comprimento caracteris
tico sobre o qual variam as dimensdes do espago-tempo.

Nos apéndices apresentamos os resultados matemati
cos que foram utilizados no corpo da tese. No apéndice (A) a-
presentamos rapidamente propriedades de algumas fungoes especi-
ais. No apéndice (B), as funcdoes de Bessel sio descritas em de
talhes assim como as fungdes de Mathieu no apéndice (C). No a-
péndice (D) as autofuncgodes associadas ao laplaciano no triespa~
¢o com secao euclidiana, com curvatura negativa e com curvatura
positiva sdo listadas. No apéndice (E) mostramos explicitamen
te como encontrar alguns coeficientes que normalizam as bases
de fun¢des que utilizamos no decorrer da tese. No apéndice (F)
a demonstracao rigorosa de um resultado envolvendo variaveis
complexas para o calculo dos propagadores retardados e avanga-
dos no universo de Milne & feita e, finalmente no apéndice (G)
fazemos a extensdo analitica do teorema de adigio das funcgoes

de Bessel.



CAPITULO 11

0 CAMPO ESCALAR EM ESPACOS CURVOS

2.1 Quantizagao de um campo escalar real massivo em siste-
mas de coordenadas curvilineas no gspago-tempo de Min-
kowski e em espagos curvos

Nos 4ltimos anos tentativas de generalizar teori-
as que envolvem equa¢Oes de onda lineares descrevendo campos de
spin zero, meio e um'[23]'[24] que formulamos no espaco-tem
po de Minkowskl para espacgos-tempo curvos, trouxeram novos e in
teressantes resultados. Com o objetivo de evitar as dificulda-
des decorrentes do estudo de equagOes descrevendo campos de
spin maior que zero, tais como o problema da invariancia de gau
ge para o campo eletromagnético - a existéncia de graus de 1li-

)[25], estudaremos apenas

berdade nao fisicos para o campo AU(X
0 campo de spin zero. Assim, alcancaremos o0s mesmos resultados
fundamentais daqueles obtidos com o estudo de campos de spin
maior que zero simplificando de forma relevante os calculos en
volvidos.

Iniciaremos estudando um campo escalar classico

real massivo @(x”,xl) = ®(x) definido sobre um espago-tempo de



Minkowski d~-dimensional satisfazendeo a equagdo de Klein-Gordon

Uy
& + m2o =
7 TR m o . (2.1.1)
A equagao (2.1.1) pode ser obtida usando-se o)

Principio Variacional se escolhemos como densidade Lagrangeana

L=1 (Ve o - mae2) | (2.1.2)

Quando a teoria for gquantizada o termo m sera in-
terpretado come a massa dos quanta do campo descrevendo particu
las neutras de spin zero.

A generalizagido da equagdo (2.1.1) para um espa-
go-tempo curve &€ feita supondo uma métrica de fundo gaB(x), ig=-
to &, um espago-tempo {M, gaB(X)} classico onde a eguagao de
movimento satisfeita pelo campo ¢(x) & linear, desde gue ndo e-
xista auto-interacaoc entre as particulas.

[26], a existéncia

Como demonstrou Choguet Bruhat
de solug¢des das equacoes de movimentos dos campos fisicos conhe
cidos exige uma variedade glcbalmente hiperbdlica e crientada
temporalmente, de forma gque o problema de Cauchy esteja bem co-
locado. A generalizacao mais simples da equacgao (2.1.1) para
espagoé—tempo curvos & obtida simplesmente substituindo a deri-

vada simples ,H pela derivada covariante ;U de forma gue a e-

guagac de Klein-Gordon se escreva

g'V o, + m2o =0 (2.1.3)
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A egquagao (2.1.3) pode ser escrita como

L (/=g g"V o + m3¢ = .
%:5( g g ,u),v m 0 (2.1.4)
Com este procedimento dizemos gque © campo ¢(x) es
tad minimamente acoplado ao campo gravitacional gaB(x). No en-

tanto, a equacao (2.1.3) nao € a unica generalizacao possivel
da equacao (2.1.1). Poderiamos adicionar termos do tipo
RMY Q,U:v ou R? que se anulam no caso da curvatura ser zero.
Note-se que a equacdao (2.1.3) nao éinvariante sob
o grupo das transformacoes conformes, caso o campo tenha massa

nula. Uma transformagao conforme na métrica (x) & definida
gaB

como:
Iop (X) > gy (x) = Q2(x) g . (x) (2.1.5)
onde {I(x) & uma funcao real, continua e finita, Com esta trans

formacao os simbolos de Cristoffel, o tensor de Ricci e o esca-

lar de curvatura se escrevem como:

P e _ P -1,.:p p _ po
Fuv - va = Tuv + 8 (SU Q;v + 8 Q;U Iy 9 Q;a)
(2.1.6)
v =V -2_V -1 1 pv
R + R = i "R - (a-2)8Q ) +
H H H ( ) ( );U:Dg
_ -1.-4,,d-2 POV
+ (@=-2)" 9" ) 069" 8 (2.1.7)

3

R-R=0&+ 2(@-2)®@ ") ghv +
FRVEHAY
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+@-n@-o@h e "o, (2.1.8)
Podemos encontrar também como se comporta o campo

${x) sob a transformacgao (2.1.5):
d(x) » F(x) = 02~ D/24 4 . (2.1.9)

Se exigimos que a equagao de Klein-Gordon (2.1.3)
para um campo de massa nula seja invariante sob a transformacgao
definida pela equagao (2.1.5), temos que modifici-la adicionan-

do um termo proporcional ao escalar de curvatura, a saber:

—‘/%5 (v-g g“"@ ) + (m2 + £§(dA)R)® = 0O (2.1.10)

onde E(d) =% -2

Quando utilizamos este procedimento dizemos gue e
xiste um acoplamento ndo-minimo entre o campo ¢ (x) e a geome-
tria. Pode-se mostrar gue existe um conjunto de solugdes da e-
quagao (2.1.10) que forma uma base no espago das solucdes des-
ta egquacao. ' Vamos entao definir um produto interno ( , )
no espaco das solugoes da equacao (2.1.10).

Sejam f({x) e g(x) duas sdiu§6es da | equagao

(2.1.10). O produto escalar (f,g) é definido como

(f,9) —iJf(f‘é’u g*) /=g, azt

= —iJ(f gt | - £ g% /=g act (2.1.11)
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onde 4z = n"daz, com n” sendo um vetor unitario orientado para
o futuro, ortogonal a hipersuperficie de Cauchy I e dI & o ele-
mento de volume em I. Por exemplo, se escolhemos um sistema de
coordenadas tal que I & a hipersuperficie x° = cte, entdo

d-1

dZO dx” ... dx e

dx
dZi = 0 . (2.1.12)

O conjunto de todas as solugOes complexas de (2.1.
10) gue possuem quadrado integravel e cujas primeiras derivadas
sobre a superficie de Cauchy I tem também quadrado integravel,
formam um espacgo de Soboleff 27] Hl.
O produto escalar definido pela equagio (2.1.11) &

hermitiano. Entretanto, para as solugoes da equacao de Klein-

Gordon, este nao & positivo definido. Isto é:
(£, g)* = (g, f).
Segue-se dal que
(£*, g*) = - (£, g)* = - {qg, £) .

A equacgao (2.1.10), da mesma forma que a equacgao
(2.1.1) também pode ser obtida de um principio variacional se

postulamos a seguinte densidade Lagrangeana:

o5=%-@(g““¢ & - (m® + £(d)R)2) . (2.1.13)
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0 momento canonicamente conjugado a %(x) & defini

do como

T(x) = —T%éL— = /=g ¢°" ¢ . (2.1.14)
1 0) !
A passagem da teoria classica para uma teoria

quantica se fundamenta em trés pontos:

19) A algebra dos operadores
29) As equacoes dinamicas
39) A construcao dos estados fisicos
Vamos examinar cada um dos itens acima e mostrar
como se torna problematica a construcao dos estados fisicos quan
do tentamos formular uma teoria de campos gquidnticos em espacos
curvos ou emcoordenadas curvilineas no espago-tempo de Minkowski.
Para a construgdo da algebra dos operadores, deve
mos postular que ¢(x) e m(x) s3o operadores agindo num espago
de Hilbert dos estados fisicos e pedir gue as seguintes rela-

goes de comutacido se cumpram:
[¢(x), o(x")]; = (r(x), m(x")}, = 0

(2.1.15.a)

i ¢d71

[ex°, xH), 1x% x*hi; (xt-xrh)

(2.1.15.b)

A covariancia da teoria nos garante que as rela-
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coes de comutacdo (2.1.15) independem da hipersuperficie tipo
espag¢o L escolhida.

No estudo das equacgoes dindmicas cabe aqui uma im
portante observacao. Na teoria de campos formulada no espago-
~tempo de Minkowski em coordenadas cartesianas, conhecendo-~se a
densidade Lagrangeana podemos Obter o tensor momento-energia

7"V e os geradores de translagdes:

pV = JT“vde (2.1.16)

onde o Hamiltoniano é a componente zero da expressao acima. Uma
forma de generalizar para espagos curvos ou coordenadas curvili

neas o Hamiltoniano, e defini-lo como

H = J /=g ar, ™ g (2.1.17)
onde EU e um vetor de Killing do tipo tempo. No entanto, se es
te vetor de Killing nao existe nem mesmo assintoticamente, a de
finicAo de um Hamiltoniano H torna-se problemdtica. A existén-
cia de um vetor de Killing do tipo tempo torna a equacao (2.1.
17) bem definida, podendo-se demonstrar que as equagdes de movi
mento (2.1.10) coincidem com as equagles de Heisenberg.

Ja examinamos © primeiro e o segundo itens expos-
tos acima, faltando apenas o exame dos problemas que surgem
quando desejamos construir um espa¢o dos vetores estados |1 >
que descrevem os possiveis estados fisicos do sistema numa me-
trica de fundo curva. Para isto, vamos rever sucintamente a

construcio do espaco dos vetores estados no espacgo-tempo de Min
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kowski. Vamos entao estudar a quantizac¢io do campo ¢(x) em um
toro (d-1) dimensional de lado L, © gue corresponde a assumir
condi¢Oes periddicas utilizando um sistema de coordenadas carte

. o -
siano x" = (x, x).

A equacdo (2.1.1) admite um conjunto completo(uk,

u;) onde

1 i(i X wxo)
X -
d-1)1/2 e . (2.1.18)

u, {x) =
k (2wl

Os modos u, (x) tém fregquéncia positiva definida
(momento k e energia W = V{2 ;42 ) e qualquer solugac da egqua-
cao (2.1.1) pode ser escrita como uma série de Fourier envolven

*
do u, (x) e uy (%) .

0 operador de campo ¢(x) e expandido como:

.].

—_— *
¢ (%) —}Z{ K uk(x) (2.1.19)

a uk(x) + a

onde a, e a; sdo operadores gue agem no espaco dos estados fi-

sicos.

Para o campo escalar, o0 produto interno definido
pela eguacao (2.1.11) nac €& positive definido. Podemos esco-
lher a base {uk, u;} de forma que

(u, (x), ui(x)) =0

(uk(X), uk.(X))

|1
I
o9

(uy (x), ug, (x)) Kkt (2.1.20)
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{Temos, entao, um conjunto ortonormal completo {uk, u;}).
Como estamos quantizando o campo ¢(x) em um toro

(d~-1) dimensional, temos que

ZWji
ki = — ig =0, #1, 22, ..,
Nesta tese usamos alternadamente a guantizagdo no
toro de lado L (discreta) e a guantizac¢ao num volume infinito
(L » =, gquantizagao continua). A passagem do discreto para o

continuo & trivial e & feita substituindo o somatdério da egua-

¢ao (2.1.19) por uma integral:

2m . d-1 d-1
& r
( I ) k‘*Jd k

e
d-1
Sklc' - 8(k=-k") .
Substituindo a equacdo (2.1.19) em (2.1.20) encon
tramos as relagées‘de comutacao para os operadores ak e a;, a
saber:
+ -
[ak' ak'} - Skkl
- T T _
[akf ak|] - [ak, ak'] - 0 - (2.1.21)

Podemos entao construir o espago de Hilbert dos

estados fisicos encontrando uma representacdo adeguada da alge-
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bra dos operadcres.

Uma representagao conveniente é a chamada repre-
sentagao de Fock. Os vetores estado sio constituidos a partir
do estado de vacuo |0 >, o estado de zero particulas. Os esta-
do de vacuo tem a propriedade de ser aniquilado por qualgquer o-
perador de destruigao a

kf

a, 10> =0 ¥k .

O estado de uma particula |1k > & construido a-

plicando-se o operador ai no estado do vacuo, isto &,

Desta forma podemos construir estados de varias

particulas

Ty I )o0> (2.1.22)

Utilizando a Hamiltoniana cantnica

H = Jdd_lx (m o -L)

e a expansaoc do operador de campo ®(x) (2.1.19) chegamos a:

.1 ¥ +
H = > ay 3y + ay ak) (2.1.23)

;o
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O operador acima e divergente quando calculamos
seu valor esperado no estado do vacuo e para contornarmos esta

dificuldade, usamos © ordenamento normal (: :).
(2.1.24)
de forma que < 0] Hreg lo>= 0. (2.1.25)

O ordenamento normal equivale a subtrairmos a quan

tidade % i w, do valor esperado do operador H no estado do va

cuo. O método utilizado para a renormalizacdo do operador H se

torna problematico quando trabalhamos em espacos Curvos pois,

de alguma forma, a energia do estado de vacuo deve ser responsd -

vel pela curvatura do espaco-tempo, ndo podendo ser desprezada.
Finalmente temos que o operador numero de particulas associado

no modo k & dado por

N, = al a (2.1.26)

(2.1.27)

[N, H] = 0 (2.1.28)

Os problemas ligados 4&as ambiguidades na de-

finicdo de particulas aparecem quando notamos que a repre
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sentacao da algebra dos operadores ndo & univocamente determina
da. Para mostrar isto, vamos introduzir o conceito de transfor

magao de Bogoliubov.

2.7 As Transformagoes de Bogoliubov

Em 1958 Bogoliubov[28], estudando um sistema de
fermions, introduziu um conjunto de transformac¢des lineares nas
bases que expandem um campo fermionico Y (x) de tal forma que as
relagoes de comutagao ficam preservadas, razdo pela gual chamou
-as de transformacoes candnicas.

No caso de um campo bosonico vamos mostrar cOomo
aparece naturalmente as transformacdes de Bogoliubov. Para is-
to, vamos supor a existéncia de um segundo conjunto ortonormal
completo {vj, vg} de forma que o operador de campo ¢ (x) possa
ser expandido utilizando-se a base {u; (x), u;(x)} assim como a

base {vj(x), vg(x)} , ou melhor:

_ T oo
¢(x) = E a; ui(x) + a. ui(x) (2.2.1.a)
e
T oo
= . . : ; 2.1,
d (x) % b] v](x) + b:j v](x) {2 b)

Como temos duas expansoes (a principio distintas)

do operador de campo ¢(x), temos dois estados de vacuo, isto e:

a; |0 > = L+ i (2.2.2.a)
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b, |0 > =0 v oo . (2.2.2.b)

Assim, geramos dois espagos de Fock distintos. Co
mo supomos que o conjunto ortonormal {ui, u;} assim como o con
junto ortonormal {v., vg} sdo completos, podemos escrever  os
modos novos {vj, vg} como uma combinacdo linear dos modos anti

gos:

vj(x) = § aji ui(x) + Bji u;(x) , (2.2.3)

e inversamente

i
1
o]
<

1

X v, B.. v*(x) (2.2.4)

. (%)
1 j 31 3J Jj1r ]

Os coeficientes da expansao (2.2.3) e (2.2.4) sao
chamados de coeficientes de Bogoliubove podem ser obtidos usan-
do-se a definigdao do produto interno (2.1.11) entre os modos no

vos e antigos

aij (vi, uj) (2.2.5.a)

™
It

- {v.

*
i3 i uj) . (2.2.5.Db)

Se os dois conjuntos de modos estao normalizados,

os coeficientes de Bogoliubov ays € B satisfazem as seguintes

J ij
relagodes:

o % - B (2.2.6.a)

. BLY =6,
% *i3 %kj ij Pkj ik
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8 = 0 . (2.2.6.Db)

L a,.B, . L L0
3 1]k 1] kj
Da mesma forma que escrevemos © conjunto ortonor-
mal nove como uma combinacaoc linear do conjunto ortonormal anti
go (e vice-versa) também podemos escrever os operadores aj e ag
. ~ . t s
como uma combinagao linear de bj e bj fazendo uso dos coficien

tes de Bogoliubov:

*
a. = I a.,. b.-+8.i b. (2.2.7.a)

e
b, = % a.. > al 2.2.7.b
5 = & aji a;, - Bji a; - {(2.2.7.b)
Quando os coeficientes de Bogoliubov Bij sao dife
rentes de zero, as duas quantizacOes baseadas nos modos

* * - -~ . .
{ug, vy}, j0> e fvj, vj}, |6 > ndo sd3oc necessariamente equiva-
- , + -
lentes. De fato, o vacuo |0 > (associado a ay e aj) contém par
ticulas associadas aos modos vy e da mesma forma o vacuo |0 >

contém particulas associadas aos modos u, . 0 valor esperado do

operador N; = ai a, calculado no estado de vacuo [0 > &
— = 2
<0 N; |0 > )J: |53i| , (2.2.8)

*
0 que nos leva a afirmar que o vacuo associado aos modos {v.,v.!}

1]
|2 particulas associadas aos modos ui(x). Deste

té z .
contém : |BlJ
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modo, gquando os coeficientes de Bogoliubov Bij sao nulos, o8
vacuos [0> e |0> sdo ditos equivalentes.

A possibilidade de encontrarmos diferentes repre-
sentacoes da algebra dos operadores na Teoria Quintica de Cam-
pos foi levantada pela primeira vez por Wightman[zgl{1967). Es
te argumenta que, devido a existéncia de infinitos graus de 1li-
berdade do campo classico de Klein-Gordon, quando passarmos a Te
oria Quantica construindo a algebra dos operadores, escolhendo
uma representacac apropriada desta algebra, tal representacao
nao sera unica, mas apenas uma das diferentes e ndo equivalen-
tes representacgdes desta élgebra[30]. Temos entao que, encon-
trar um argumento fisico plausivel, de forma a selecionar uma
destas representacgoes. Varias tentativas para elucidar este

[31] num interessante arti-

problema foram feitas. Padmanabhan
go, comega tratando um oscilador harmdnico unidimensional com
frequéncia w e mostra gue existem estados gquanticos gue sao in-
variantes sob as transformacoes de Bogoliubov. Neste caso, ©0s
operadores N e N t8m o mesmo valor esperado gquando calculado
nestes estados |¢ > ou melhor:

< 6| at

ale > =< g] b! blg > (2.2.9)
Em seguida, generaliza o resultado acima para varios graus de
liberdade.

Seguindo uma outra linha, e estudando bases de fun

¢oes, Dray e Manogue[32]

fazem a distincao entre conjuntos com
pletos e conjuntos equivalentes. A questdo de completeza ndo & trivial ndo

tendo sido abordada pelos amntores citados. Voltaremos a trata-la
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quando estudarmos os sistemas de coordenadas de Milne e de Rin
dler.

Dray e Manogne estudaram a eguivaléncia de doisg
conjuntos ortonormais, ou seja, em que condigbes um conjunto pode ser ex-
pandido em termos do outro. Mostram que existem conjuntos que satis
fazem as identidades de Bogoliubov (eq. 2.2.6) e que ndo sdo e-
quivalentes! Assim, nos céalculos de produgdao de particulas, a-
onde a completeza dos modos nac estd bem estabelecida, os resul
tados obtidos podem conduzir a interpretacdo equivocadas.

A produgdo de particulas na presencga de um campo

elétrico é bastante conhecida na literatura!33]. ainda na déca

da de 40, Schiff, SnidereaWeinberg[34J’[35]

quantizam um campo
escalar na presenga de um campo elétrico estatico e mostram gque
as frequéncias dos modos ndoc s3c necessariamente reais, nac e-
xiste uma correspondéncia entre frequéncias positivas e negati-

vas na expansac de Fourier do operador de campo e, surpreenden

temente este conjunto de fungOes ndao mais forma um. conjunto ortogo-

nal.

Este resultado e conhecido na literatura como Pa-
radoxo de Klein. Voltemos a questado das diferentes representa
¢oes da algebra dos operadores. Podemos encontrar uma expres-

sdo relacionando o vacuc |0> com o vécuo [0 > :

IO):——I_.-_

L expl{2 z blwv., b’} |0> (2.2.10)
<0]0> 2

3k ~3 Tk

onde ij é a amplitude de criagd@o de pares e & dada por
S 85 BL* ey (2.2.11)
ij = 1 % ng %ok . 2.
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A amplitude < 0|0 > nao é necessariamente conver-

gente e para um campo bosdnico, temos apenas a garantia gue
uj;1 existe.

A questao fundamental que se coloca &: Como esco
lher entre dois espagos de Fock distintos gerados a partir dos
vacuos |0> e |0 » ? O conceito de particula torna-se nebulo-
so e passa entao a depender da decomposigdo escolhida (ver eq.
2.2.1). Esperariamos que, de acordo com © espirito da Teoria
Geral da Relatividade, expresso através do Principio da covari=-
ancia geral, que sistemas de coordenadas fossem fisicamente ir-
relevantes. No entanto, como veremos no capitulo III, dependen
do do sistema de coordenadas escolhido, temos diferentes bases
de fungdes para expandir o operador de campo ¢(x), tornando am-
biguo o conceito de particula. Diversas tentativas para respon
der a questao=~ Como definir particulas? - foram tentadas na 1li-
teratura. Nachtman[36]’[37](l967) se utiliza do Propagador de
Feynman para dar resposta a questao acima. Ainda fazendo uso
do propagador de Feynman e utilizando a nocdo de particulas
"in" e "out", Rumpf e Urbantke [38](1977) pretenderam resolver a
ambiguidade acima mencionada. Tentativa diferente & feita por
Castagnino, Verbeure e Werder{39](1975) que definem particulas
por meio da diagonalisagao instantanea do Hamiltoniano; o mesmo
método & utilizado por Grib e Mamayev e Mostepanenko{g]’[g]para
o modelo Cosmologico de Robertson-Walker. Este método tem a  desvantagem
de apresentar uma taxa infinita de producdo de particulas.

Isto ocorre poils os estados de vacuo definidos em
diferentes instantes de tempo pertencem a diferentes espagos de

Hilbert (representacfes ndo equivalentes da algebra dos operado
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res). Um caminho para tentar solucionar o problema &€ formular
a teoria apenas em termos das fun¢Oes de Green, evitando assim
discutir o problema da diagonalisacdao.do Hamiltoniano. Na
secao seguinte faremos umestudo resumido das fung¢dOes de Green
da teoria no espac¢o-tempo de Minkowski em coordenadas cartesia-
nas e em espagos curvos e depois, no capitulo cinco, apresenta-
mos alguns exemplos bastantes elucidativos de calculo de fun-

coes de Green em sistemas de coordenadas curvilineas.

2.3 As fungoes de Green associadas ao campo escalar - um
tratamento geral

Antes de apresentarmos as diversas fungOes de
Green associadas a0 campo de Klein-Gordon no espac¢o-tempo de
Minkowski, vamos mostrar como aparece © método das fungoes de

Green. Para isto, vamos supor a existéncia de um campo classi-
co ¢(x) onde uma corrente externa j(x) age como fonte do campo.

Assim, a equagao (2.1.1) torna-se[40}

Vog + m2d = 3 2.3.1)
m - X . - -
n U,V 3 (x) (

Com as funcoes de Green, temos um poderoso méto-
do capaz de encontrar solugdes da equagao acima. Para isto, va
mos supor a existéncia de D(x, x') = D(x-x'), solugao da equa-
cao

Vg + m2p = 6% (x-x") . (2.3.2)

P UV
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Uma solu¢do geral da equacgdo (2.3.1) deve ter a

forma:
o(x) = d(x) + Jddx D(x, x") j(x") {2.3.3)
onde ®(x) & solugdo da equacao de Klein-Gordon homogénea

e, Fmilx) =0 . | (2.3.4)
O bi-escalar D(x, x') tem um significado fisico
bastante simples. Representa o campo no ponto x gerado por uma
densidadede corrente unitaria localizada no ponto x'. £ impor-
tante lembrar que as solugoes das equagoes (2.3.2) e (2.3.4)
nao sdo tnicas, de forma que devemos impor condicoes de contor
no apropriados dependendo do problema fisico em consideracgao.
Com a teoria quantizada, as varias funcoes de
Green da equa¢ao de Klein Gordon podem ser obtidas quando cal-
culamos o valor esperado no vacuo do produto de operadores de
campo. Vamos definir o valor esperado no vacuo do comutador

e anti-comutador dos campos
i Aa(x, x') = <0|[o(x), ¢(x")1]|0> (2.3.5)
2 (x, x) =<olremx), ex )1, j0> (2.3.6)

onde [ , ], indica o anti-comutador dos operadores de campo.

+

Na literatura A(x, x') & conhecida como a funcaoc

de Pauli-Jordan ou fun¢ao de Schwinger, enquantocpnaﬂ(l)(x, x')
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€& chamada de funcao de Hadamard. Estas funcOes de Green podem
ser decompostas nas partes de frequéncia positiva e negativa, a

saber:

iax, ") = 0V x, x') - AT (x, x° (2.3.7.a)

-+

p ) (x, xy = 2Tk, x') + AT (x, x') (2.3.7.b)

onde A+(x, x') e A (x, x') sdao dadas por

B (x, x') = <0]0(x) d(x')]0 > (2.3.8.a)
e
A (x, x') = <0|®(x') ¢(x)]|0 > . (2.3.8.b)
As fungdes A+(x, x') e A (x, x') sioc conhecidas
como as funcOes de Wightman. Fazendo uso da definicao de

A(x, %') definimos as fun¢des de Green retardadas e avancadas:

bolx, x') = - 0(x°=x%") Mx, x') (2.3.9.a)
Batx, x') = 8(x" -x%) b(x, x*) (2.3.9.b)
onde
e(xo) <r 1 x° >0
| o x° < 0

& a funcdo degrau.

As fungOes de Wightman 2T x, x') e AT (x, x"), as
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sim como a fungao de Pauli-Jordan, A(x, x'}, satisfazem a equa-

¢3o de Klein-Gordon homogénea

(VY o + m2o) AT (x, x') =0 (2.3.10.a)
FRVIAY ! T

(n*V ¢ + m29) A(x, x') = 0 (2.3.10.b)
rE eV
enguanto que as fungOes de Green AR(x, x') e AA(X, %x') satisfa-
zem a equag¢do de Klein-Gordon nao homogénea

"V o + m20) AL _(x, x') = 6%(x, x') . (2.3.11)

PRV A,R
Finalmente vamos introduzir o propagador causal, de-
finindo elementos de matriz dos operadores do campo ordenados
temporalmente. Este propagador foli introduzido por
Feynman e &€ definido como o valor esperado do produto ordenado

dos operadores de campo calculado no estado de vacuo

iAF(x, X') = <0|Te(x)o(x")]|0 >

o ) o,

= g(x° - x -x%) AT (x, x")

(2.3.12)

+

A (x, x') + 6(x
0 propagador de Feynman AF(x, x') satisfaz a e-

quagao de Klein-Gordon ndo homogénea

"V ¢ Ly mEe) BLlx, k') = - s9x, x') . (2.3.13)
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Pode-se mostrar que

ing(x) =% A (%) + ie (x) ()]
O
onde ¢ (x) = —75T é a fungdo sinal no tempo.
X

Desde gque A[l){x) € uma fungdo par em x enqguanto

que A(x) e e£(x°) sfo funcdes impares (x} &€ uma funcao par

A

F
em x. FEnquanto A(x, x') se anule fora do cone de luz, o propaga-
dor de Feynman nio obedece a esta regra. Este resultado pode
ser visto pela expressdo do propagador de Feynman em termo da

fungdo de Hadamard e da fungao de Pauli Jordan. O propagador

de Feynman pode ser escrito na forma

d-2
-1 2 —a
Ao(x, x') = S 2m? y 4 g {2 (2m2(a-ie))l/2
F ., d/2 - J-+ 1€
(4mi) 1
sd-~1
. 2
(2.3.14)
onde cr=-%(x-x')2 e H(z) € a fungdo de Hankel de segundo ti-
po. (o termo ie foi acrescentado para indicar o contorno corre

to na integracdo no plano complexo Re k_ x Imk .
O passo seguinte & generalizar todo o formalismo
exposto brevemente acima para espagos curvos Riemanianos.
Seja, entao, Md uma variedade globalmente hiperbo
lica, onde I & uma superficie de Cauchy na variedade. Conhecen
do-se os dados de Cauchy sobre I, ¢r(x) e éz(x) {%(x) = f(X)’O)
uma solucao para a eguagdo de movimento para o campo (x) & da-

da por

¢(x") ='L G{x, x") éz(x) dEx-JG(x, x'}’unu ¢z(x) dEX (2.3.15)
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onde G(x, x') &€ a generalizacao da funcic de Pauli-Jordan para

espagos-tempo curvos, satisfazendo a equagado

"V e(x, X').u.v + (m2 + £(d)R) G(x, x') =0

. (2.3.186)
A solucao para o problema de Cauchy (ver equacio

2.3.15) pode ser também obtida fazendo uso da definicio do pro-

duto escalar dado pela equac¢ao (2.1.11), isto é:
$(x) = -1 (0(x'), Glx, x'))., . (2.3.17)

Pode-se mostrar que G(x, x') deve satisfazer as

seguintes propriedades:

G(x, x'")

il

-G(x', x)
Gix, x'") =0 se x' x € I

nuaLlG(x, x') =y 1/262 {x, x") se x, x'€ I
[} — a ) -1/2 ' = =~
onde ¢ G(x, x'}) = — G(x, x') e ¥ 5-(x, x') & a funcao
H axH L
delta de Dirac sobre a hipersuperficief com métrica'yuv.
M

7 1J”v 3! Glx, x') =0 se x, x' € I.

Desta forma, este propagador G(x, x') pode ser de
finido exatamente como o definiamos no espaco-tempo de Min-

kowski

iGx, x') = [¢(x),¢(x")] = < 0] [®(x),o(x")]]|0 >.(2.3.18)
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Como ja tivemos a oportunidade de observar, uma
teoria de campos em espacos curvos apresenta uma série de difi-
culdades devido, por exemplo, a ausencia de simetrias gue encon
tramos naturalmente no espago-tempo de Minkowski. Uma destas di
ficuldades & a inexisténcia de uma maneira natural de definirmos
frequéncias positivas e negativas dos modos solucdes da equacio
de Klein-Gordon.

0 que geralmente acontece em métricas nao estacio
narias ou em espac¢os-tempo com horizonte de eventos (Schwarzschild
por exemplo) & que abase de fun¢bes que é solucdo da equagio de
onda com freguéncia positiva e negativa definida numa regido do
espago~tempo nao tem mais frequéncia positiva e negativa defini
da em outra regido.

Como mostramos que podemos encontrar repregenta-
¢oes distintas da &lgebra dos operadores quando utilizamos dife
rentes bases de funcbes para a expansdo do operador de campo
?{x), vamos estudar como se comportam as diferentes fungoes de
Green da teoria quando efetuamos uma transformagao de Bogoliubov
na base de funcgbes que utilizamos na expansao do operador de cam
po ¢{x). Como vimos, a existencia de diferentes espacos de Fock
esta ligado a nac anulac¢do dos coeficientes de Bogoliubov Bij
(ver eq. 2.2.8).

Seja entao {uj(x), u;{x)} um conjuntd completo so
lugdo da equacac de Klein-Gordon. A expansac do  propagador

G{x, x') emtermos destes modos é facilmente obtida e &€ dada por:

* *
i ' = % ) . ! - . . ' < 3. .
iG{x, x'") : uj(x)uj(x ) u](x)uj(x Y . (2.3.19.3)

Substituindo (2.2.4) em (2.3.19.a), encontramos:



-32-

: ' = * ' _ * . '
iG(x, x") E Vi(x) vi(x ) vi(x )Vl(x ) . (2.3.19.Db)
Logo, a funcao de Pauli-Jordan é invariante sob
as transformacgoes de Bogoliubov definidas pelas egs. (2.2.3) e

(2.2.4). Assim, G(x, x') & conhecida na literatura como a fun-
cdo de Green independente do vacuo.
A segunda fungao de Green a ser generalisada & a

funcao de Hadamard G(l)(x, x'), que & definida como:
(1) vy - '
G (x, x') = <0I[¢(X),¢(X )]+|0 > -

Da mesma forma que fizemos com o propagador de
Pauli Jordan, podemos obter a expansao de G(l)(x, x') usando o

conjunto completo {uj(x), ug(x')} , gque nos da

¢ (x, x') = & u,(x) u*(x') + u¥(x) u.(x') . (2.3.20)
3 3 J ] J

No entanto, a expressdo (2.3.20) ndo & invariante
sob as transformagoes de Bogoliubov, nos levando a uma multipli
cidade de fungodes de Hadamard, cada uma correspondendo a uma di
ferente expansdo do operador de campo ?(x) (ver eqg. 2.2.1). No
caso de termos apenas dois espagos de Fock nao eguivalentes

(B,. = 0) gerados por |[0> e |0> temos que definir

1]

ek, x =< Tlle), ex), |0 > .

A terceira funcdo de Green a ser generalisada é o

propagador de Feynman que sera representado por GF(x, x').
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. P . = in
Assumindo a existé@ncia de dois vacuos [0 > e

|0OUt > definidos no infinito passado e infinito futuro, Gib-

(411, [42]

bons e Perry definem o propagador de Feynman como

onde GF(x, x') satisfaz a equagao
9" G lx, ')t (m2 4 E(AIR) G (x, x') =
= /‘—_:19 sd(x, x') . (2.3.22)
Supondo lOin > = [OOUt3> podemos utilizar uma ba

se de funcoes {u (x), u (x')} solucaoc da eguacido (2.1.10) pa-

ra a expansao de GF(X, x'), obtendo:

lGF(X, x'") = ? B(XO-—XO') ui(x)u;(x') +
O, _ ,© '
- B(x ®x) u; (x) u, (x") ] (2.3.23)

Substituindo (2.2.4) em (2.3.23) por um calculo

direto, chegamos a:

iGg{x, x') = {e(xo— °')(amlanlvm(x)v (x') +

z
i,m,n

* Bmi Bnlvm(x) v, x') - a;i Bnlvm(x)v (x') +

~ Bon O3 Vo (X) VA (x")) + 0 (x° -x%) (o ok, vi(x) v (x") +
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*
+ Bml Bnl m‘x) v (x) - “mi Bnl vm{x) vAlx) o+
~ Bm: unlvm(x) v (x')) . (2.3.24)

Da mesma forma gue G(l)(x, x'}, o propagador de Feynman Gbe x")
nao & invariante scb as transformacoes de Bogoliubov.

Na tabela abaixo listamos as diversas funcgdes de
Green da teoria, o comportamento frente as transformac¢des de Bo

goliubov, as simetrias e o suporte de cada uma delas [431,

TABELA 1
COMPORTAMENTO | SATISFAZ | SUpoRTE | SIMETRIAS
NOME STMBOLO FRENTE T.B. EQ. K-C
G{x, x') =
Pauli Jordan Glx, x") Invariante Homogénea
=« G{x', %)
L.
Funcao Green Nao
G (x, x") Invariante - )
Retardada R Homogenea' '
- | “ GA(x, x')=
- 7
Funcao Green — Nao GR(X s %)
GA(x, x") Invariante -
Avangada Homogenea
+ G+(x, x )%=
6 (x, x') | Nao Invariante | Homogenea My +
Funcoes =-6G (x',x)
de
- - - G—(X: X')*z
Wightman G (x, x') | Nao Imnvariante | Homogemnea My
==0G (x',x)
Propagador . Nao G;(x, x')=
Gp (x, x') | Nao Invariante P%
de Feynman Homogenea ='—GF(K',X)




CAPITULO 111

0 METODO DE SEPARAGAO DE VARIAVEIS

3.1 0s sistemas de coordenadas ortogonais separaveis da

eguagao de Klein-Gordon no espago-termpo de Minkowski
bi-dimensional

Na construgdo de uma teoria de campos utilizando
o formalismo candnico, & fundamental a identificacdo dos modos
de frequencia positiva e negativa quando expandimos o operador
de campo ¢(x), utilizando uma base completa de funcgoes. Para
gue isto seja possivel, temos como condigdo necessaria a separa
bilidade da equacac de Klein-Gordon; desta forma, selecionamos
as transformacoes de coordenadas permitidas pela teoria.

0 estudo de equacoes diferenciais parciais, os
grupos de simetria destas equacoes e os sistemas de coordenadas
nos quais as equacOes admitem solugoes separaveis, tem uma lon-
ga histdria. Mais recentemente em 1965, Winternitz e Fris[44]
mostraram explicitamente como as simetrias e a separabilidade

estdo intimamente ligadas.

Estes autores, utilizando o formalismo da teoria

de grupos, estudaram os sistemas de coordenadas separdveils cor-
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respondentes a autovalores do operador de Laplace Beltrami em
espacos curvos bi-dimensionais com curvatura constante.

A seguir Miller, Boyer e Kalnins[45]’[46] e [47]
classificaram os sistemas de coordenadas separaveis de uma sé-
rie de equagoes diferenciais parciais que aparecem na Fisica.
Logo apds, Kalnins e Miller usando métodos da teoria de grupos,
conseguem caracterizar em termos de operadores de simetria de

28 ordem da equacao de Klein Gordon ndo homogénea f f

:010 - ,1',].:
= vy*f os sistemas de coordenadas nas gquais a equagao admite so

[6]

lucoes separaveis. Finalmente, Kalnins demonstra que no es-
pago-tempo de Minkowski bi-dimensional existem apenas dez sis-
temas de coordenadas nos quais a equagao de Klein-Gordon ad
mite solugoes separaveis.

Vamos expor os resultados encontrados por Kal-
nins, exibindo os sistemas de coordenadas existentes no espaco-
-tempo de Minkowski bi-dimensional (d=2) nos quais a equacao

de Klein-Gordon pode ser soluvel por separacao de varidveis. Co

mo o elemento de linha & escrito na forma

ds? = ggq(u,v) duz + g, (u,v) dv? (3.1.1)

estes sistemas (u.v) sdo chamados de sistemas ortogonais.

Seja um operador diferencial Q, onde
Q = (..3;14-82X0 +m?) , Qo(x) =0
Dizemos que S & um operador de simetria da equacao Q ¢ (x) =0, se
[$,3] = R(x)Q onde RCF
onde F é o espago vetorial das fungoes complexas analiticas no interior de

um aberto conexo D.
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SISTEMA 1
_ 2
5S=P) P, , Py, (P} +P,)2
9 ] o 9 1 3
onde P, = P, = M= -({x° % $x 2
1 5;6 T2 T it ( ax1 on)
sistema de coordenadas cartesiano (xo, xl).
Solu¢bes separaveis:
9(x%x) = exp [i(ax® + Bx™)] a2 - g2 (3.1.2)
SISTEMA 2
2
S =M
Este operador estd relacionado com as coordena-
das polares u, v.
o
X = u cosh v 0 £ u< =
1
X" = u senh v -—m < y < @ . {3.1.3)
As equacOes separaveis sio:
(92 L Z2 + m2)Uuu) =0 (3.1.4.a)
duz2 u?
dz
( + 12) Viv) =0 , (3.1.4.b)
dv?2
e as solucdes tém a forma
.= UV =4/a3 (muweV , (3.1.5)



-38-

= - 2
StbT T @T

onde Jv(z) sao as fun¢bes de Bessel de primeiro tipo com v2 =

=%—- 12, B parametrizacao dada pela equacao (3.1.3) cobre a re

giao do plano xl-—xo dada por x%z xl > 0. Para Os outros

quadrantes, podemos definir coordenadas separaveis similares.

SISTEMA 3
S = u2 3 - v29
vV uu

XO - %_(u2+v2) - <7 <@

1

X =uv 0 fv<ew (3.1.6)

As eguacgdes sao

d2

( + m2u?2 + mA) U = 0 (3.1.7.a)
du?
d2

( + m2v2 + mA) V=0 (3.1.7.b)
dv?2

onde as solucdes da equacao de Klein-Gordon tém a forma

¢, = UV=D(i)\_1 (e, (1 +1i) Ymu) D

(e, (1 + i) vmv)
5 )

(ilé-l)
(3.1.8)

S ¢, =-mArd

A A €17

onde Dv(Z) & a funcdo parabdlica cilindrica (para maiores deta-

lhes, ver apéndice A.4).
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SISTEMA 4
- 2 - 2
5 = u2 3 v2 3

X~ = uv —e<y <®

(3.1.9)

1A

<
A
8

X =%(u2+vz) 0

As egquacOes obtidas utilizando este sistema de
coordenadas sao exatamente iguais s equagtes do sistema 3 onde

apenas substituimos m por im.

SISTEMA 5
s= (u+v)"! us_ - vi )
v uu
As coordenadas sao:
Q 1 5
X~ = ¥l (u-v)2 + u+v
1 1
X =—§(u—v)2+u+v —o<y, y<® (3.1.10)

As solugbes separdveis tém a forma

¢)\=UV=¢€1(u) d>€2(v) ey = 1
Sy = Ao,
onde
- Ay1/2 2m 2,372
¢y(2z) = (z + ) Jesg L3 (240 } (3.1.11)
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SISTEMA 6
S = 4 ( senh u - senh v)—l (senh u 9 -senh Vv 9__)
vv uu
As coordenadas separaveis sao:
x% = 3 [cosh (%5Y) + senn (23¥))
—w<y,v<w
1 1 u=-v u+v
X" = % [cosh | ) - senh ( y1 o, (3.1.12)
2 2 2
e as equagoes separadas tém a forma:
d2
(d ~ + m? senh z + A)¢(z) = 0 Z =u, v (3.1.13)
2

A equacado (3.1.13) é uma equacdo de Mathieu modi
ficada (para maiores detalhes, veja apéndice C) e a solucao & cons

tituida de produto de funcdes de Mathieu.

SISTEMA 7

As coordenadas separaveis nas definidas por

u+v
e

N

senh (u - v). +

]
I

—o< u,v<o

utv (3.1.14)

[ NI
()]

senh(u-v) -

>
i
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e as equagbes separadas, sao:

2
(c;iuz +m2e2u- VvZ3) U = 0
(d‘iz - mze?V - vy =0 (3.1.15)

q)\)z = J__t_\,(m eu) Jiv(imev) (3-1.16)
] tb\)',_ = v q)\)z
SISTEMA 8

S = (e2v_ e2u)—1 (ezva - e‘?‘u 3 )

uu vV
x® = cosh (u-v) + % e u+v)

© < U,V < ®

%t = cosh (u-v) - % e(u-+v) (3.1.17)

Este sistema de coordenadas e bastante semelhan-
te ao sistema nimero 7. As solugdes da equacdo de Klein Gordon
toma a forma

o, = J, me") I, (me”) (3.1.18)
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SISTEMA 9
S = cosh? u + senh? v)":L (cosh®ud + senh? va_..)
- Vv uu
o
X" = senh u cosh v
- u’V < oo
xl = cosh u senh v {3.1.19)
A equagao de Klein-Gordon separa nas eqguacdes
2 2
( d + B2 cosh2u + A) U = 0
duz 2
d?2 me _
(dvz -5 cosh2v + A) V= 0 (3.1.20)

Temos novamente equagoes de Mathieu modificadas. As

solucCes sao fungdes de Mathieu que obedecem

59,= (A- %o

2 A

SISTEMA 10

S = (senh? a - senh? b)_‘.L (senh23? senh? b3 __)

bb a

Temos dois sistemas de coordenadas separaveis

cosh a cosh b -w< g <

—_

’_].

S’
"
¥

senh a =senh b 0b<e= (3.1.21)

b
I¥

onde a equagao de Klein-Gordon separa nas eguagoes
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(dd;z+m—22coshzz + A -%i)ri:(z):O z=a, b
Sd>;\= )\da)\ (3.1.22)
e
ii) x% = cosho cosh B 0 <a<2m
xl = senh o senh g D£R<m

2 2 2
(;zz)—%cosh2z+)\+%-)¢(z)=o z=0,RB
S ¢y= X ¢, (3.1.23)
3.2 Teoria Quantica de Campos num sistema de coordenadas

nao estacionario (d=2), 0 sistema de coordenadas de
Milne-Schucking

Nesta secdo estudaremos, com bastante detalhe, a
gquantizacao de um campo escalar real massivo utilizando o segun
do sistema de coordenadas proposto por Kalnins. Com esta eéco—
lha, as superficies ((xo)z-(xl)2==cte) aparecem naturalmente.

A idéia de se postular relacdes de comutacio entre
os operadores de campo sobre as hipersuperficies Ny x"xY = cte
& bem antiga, tendo sido formulada por Dirac ainda na década de

50[48]. Seguindo o principio que o conteldo fisico de uma teo-
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ria ndo pode depender da escolha da superficie que utilizamos pa

ra postular as rela¢oes de comutacao, Tomonaga[49] <) Schwin~

ger[SO] demonstram que gualguer hipersuperficie tipo espago pode
ser utilizada para se efetuar a guantizac¢do. No estudo do pro-
blema de Cauchy assim como na descrigac dos vetores estados |y >
da teoria, a quantizacao sobre o hiperbolédide nuvxuxv==cte > 0,
apresenta interessantes vantagens.

No limite nao relativistico (c » =) estas superfici-
es tendem a x° = cte. Além disso, por uma transformac3o de Lo-
rentz homogénea, o0s pontos do hiperboldide permanecem sobre es-
te. Desta forma, a relacidc de comutacao entre Os operadores nes
ta superficie bem como as condi¢des iniciais s3o manifestamente
invariante de Lorentz. Apesar disto, apenas na década de 70 apa
recem Os primeiros trabalhos fazendo uso da idéia acima exposta.

(51] efetuam a quantizacao

Fubini, Hansen e Jackiw
de um campo escalar real sem massa, utilizando estas hipersuper-
ficies, porém trabalhando no espaco-tempo Euclidiano. Em segui-

da dj.Sessa[52] (53]

e Sommerfield utilizam a mesma hipersuperfi-
cie para a quantizagdo de um campo massivo em duas dimensdes es-
pa¢o - temporais, ﬁas, por razdes que ficardo claras a sequir, as
quantizac¢des nd3o sio equivalentes.

Consideremos um espaco-tempo de Minkowski bi-dimen-

sional (d=2) com elementoc de linha

ds? = nuv(hﬂidxv = (dxo)2 - (dxl)2 .

Utilizando as transformacdes de coordenadas dadas

pelas equagdes (3.1.3)
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x° = £ cosh 1 0<E<m (3.2.1.a)

%1 = £ senhn mo<n <o (3.2.1.b)

© elemento de linha de Minkowski escrito nestas coordenadas cur

vilineas & dado por

ds? = d€2 - &2 dgn2 (3.2.2)

Esta transformagdo cobre apenas a regiao x% > | %
(cone de luz Futuro (F)). ©No sistema de coordenadas (&, n), co
nhecido como coordenadas de Milne-Schucking, observadores iner-
ciais gue percorrem as linhas de universo n = cte percebem o Ung'
verso se expandindo a partir de x° = 0. As superficies £ = cte

sao hipérboles onde postulamos as relagdes de comutacido (2.1.15)

entre os operadores de campo.

As transforma¢Oes definidas pelas equagdes (3.2.1)
podem ser extendidas de forma a cobrir o cone de luz passado (F)

a saber,

x° = - £ cosh 1 0 <E<w (3.2.3.a)

x° = - £ senh n —m< <o | {(3.2.3.b)

Usaremos também as variaveis T, X definidas a par-

tir de £ e n pelas transformag¢des:

aT a>0 (3.2.4.a)

Y

i
RIS

t

(F): n= aX
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(P}): n=aX £ = -atT

!
LT
o

(3.2.4.b)

Para efetuarmos a qguantiza¢ao do campo de Klein-

Gordon no espago-tempo de Milne (F) devemos, em principio, en-

contrar uma base de fungoes solugoes da equagdo de Klein Gordon,

a qual se escreve nas coordenadas T, X como:

g2 2aT
_ + 2 (I) =
( T3 %2 e m2)e (T, X) 0

(3.2.5}

Por conveniéncia de notacdo a variavel ¢ sera deno-

tada por y (0 < y < ®). Assim a equacdo (3.2.5) se escreve como:

3 2z 3y + y2m2)d = 0 . (3.2.6)

Utilizando o método das separacdes de variaveis as

solucdes ¢. e ¢* da equacdo (3.2.6) sao
A A q

iraX
¢, v ety (my)

¢K " e—llax X;\(myl .

A parte dependente do "tempo" y € uma equagao

de
Begsel usual
d?2 1 4 2 =
( dy? y dy + m2 + — )Xk(my) o, (3.2.7)

de forma que a equagao de Klein-Gordon (3.2.6) possul dois con-
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juntos completos ortonormais sobre o produto escalar (2.1.11), a

saber:
{uy, w3l e lvy, vt
— _ i mTA/2 _ixaX (2}
u, ly) = 55 & e HiY (my) (3.2.8.a)
<
w¥(y) = == eM/2 gmirak () 3.2.8.b
" _ i -1/2 _i)aX
v,ly) = = 5 (senh | al) e J-illl(my) (3.2.9.a)
<
x _ i ~1/2 _-i)aX
vily) = 3 (senh T[A]) e Ji[AI(mY) (3.2.9.b)
onde Hii) e H;i) sao as fungoes de Bessel de terceiro tipo ou
fungao de Hankel de ordem imaginaria enquanto gue Iy e a fun

cao de Bessel de primeiro tipo de ordem imaginéria[54][55].

Como ambos os conjuntos (3.2.8) e (3.2.9) s3do com-

pletos, o operador de campo ¢ (x) pode ser expandido na forma
- ” + *
b = Ju)dl(aM(A)®A + aM(A)QA) (3.2.10)
onde identificamos aM(A) e a;(k) como operadores de destruigao
e criagdo de guanta do campo, satisfazendo as relagoes de comu-

tacgao

lay () s 2, ()] = [ag(0), ag(A')] = 0
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[aM(A), aM(A)] =6(A=-2") .

No entanto, para que esta identificagdo seja pos
sivel, & necessario distinguir modos de frequéncia positiva e ne
gativa. Seoespago-tempo tem uma geometria estacionaria, existe
um vetor de Killing tipo tempo K que gera um grupo de Lie unipa-

rametrico de isometrias. Os modos ortonormais que satisfazem,

Ikll = - iwu

onde Ly & a derivada de Lie comrespeito a K sao identificados

como modos de frequéncia positiva. Temos, assim, uma forma tri
vial de definirmos modos de frequéncia positiva e negativa[ssl,
e o0 vacuo associado a esta escolha € chamado de vacuo de Killing
ou vacuo trivial.

Como o elemento de linha ds?, escrito nas coorde
nadas de Milne-Schucking & ndo estaciondrio (veja equa¢do3.2.2)
e as linhas de universo X = cte ndo sdo curvas integrais de um
vetor de Killing tipo tempo, a definicao de frequéncia positivae
negativa se torna problematica para um observador de Milne. Di
ferentes solugdes para este problema foram apresentadas na lite

ratura por Sommerfield e di Sessa.

A guantizacdo de di Sessa - di Sessa afirmaqueo

conceito de frequéncia positiva e negativa exige, para a sua de-
fFinica . - . 521,157
inicao, a complexificagao do espago~-tempo de Minkowski .
Desta forma, os modos de frequéncia positiva serao aqueles que

se anulam quando a coordenada temporal tende a -i«, Observa-se

que

, (2)
lim H, (my) = 0. {(3.2.11)
iA
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yh}—ico

Temos, portanto, que os modos definidos pelas equa-
coes (3.2.8.a) e (3.2.8.b) tém frequéncia positiva e negativa
respectivamente e os modos (3.2.9.a) e (3.2.9.b), n3o tém fre-
quéncia definida.

A construcao de um espago de Fock dos estados de vé
rias particulas & implementada assumindo a exist&ncia de operado

~ —a- a ~
res de criacao aﬁ(k) e de destruicgao aM(A), de forma que

aM(A)]0M>=O ¥ oA .

Mostraremos, a seguir, gue a quantizagdo efetuada
por di Sessa, utilizando o conjunto completo (3.2.8) para a ex-
pansao do operador de campo ¢(x), coincide com a quantizagao u-
sual (nas coordenadas cartesianas (x°, xl))que se utiliza de on-

das planas {uk(x), u;(x)} na forma

. 1 o
uk(x) :——'“"—:L'm el(kx - wx7) (3.2.12.a)
(dmw)
. 1 o
uf (x) = 1—1/2 g~ d (kX" —wxT) (3.2.12.b)
(4Tw)
ou seja, o vacuo |0>, associado a expansdo do operador
de campo usando como base de fungdes ondas planas coin-
cide com o vacuo associado aos modos (3.2.8). Para provarmos is

to, basta calcularmos os coeficientes de Bogoliubov Bpk entre os

modos (3.2.12) e (3.2.8) (ver equacado 2.2.8).
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Utilizando a definicido de Buk dada pela equagéo

(2.2.5.b) e (2.1.11}), mostramos que[20]

Milne Cart.

B =~ Cuy, ug’) =0 . (3.2.13)
Para esta demonstracao vamos definir a variavel z =
= % ea.X {a > 0) de forma que a expressao (3.2.12.a) se escreva Ccomo:
1Y (az(w-k) +-X (0+k)
u (y, z) = 1 a az
k'Y NS V) .
(4mw) (3.2.14)

Substituindo as equacgoes (3.2.14), (3.2.8) e

(2.1.11) em (3.2.13), encontramos apds conjugacao:

* - _ Milpe Cart, _
Bpk = ( uﬁ, uy ) =
B
_ 1 ~ /2 JQE (az)“lufi“J‘(HWJIY3§'3elyA/2(3 2.15)
Y (4me) /2 ’ i g o
onde
Alz) = az(w-k) + = (+k) | (3.2.16)
Entao
Tu/2 ) . oy iLa(z)
B*k::_:ii_MTrﬁ a"“Jy[% Hfllfdzz (1“'F1)A(z)e 2 +
K 4 (2mw) e
_ (é% Hii)},[dzz— (1p+1) Jiy/2 Alz), (3.2.17)
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Necessitamos, entao, calcular as duas integrais

: ¥
s 14 A(z)
szz (ip+1) 72 e (3.2.18.a)
s ¥
s 14 A(2)
szz (iu+1) =2 Alz) . (3.2.18.b)
Para o calculec de (3.2.18.a) vamos utilizar a
formula
® -— 1 2
I xalexp[—l—;(x+%{—)}dx = Imp> 0
(o} Im B2p >0
ia1T
_ o T2 (1)
= 17TB" e H_ 4, (Bp)
(3.2.19)
Desta forma a integral (3.2.18.a) fica
P4
szz—(iu+1) ele‘Z) _
o iv w+k -ip/2 -7wp/2 (1)
= 17 a (‘w—_—"}'{‘) e Hiu (my) . (3.2,20)
Para o calculo de (3.2.18.b) vamos reescreve - la
na forma
T i<Aa(z)
sz - (iu+l) 72 Alz) =
_iy iEA2) Ciu-o iHA(2)
=a(m-k)szz He +g(m-—k)szz H e

Utilizando novamente a equagac (3.2.19), temos:
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. U
_ 15 A(z)
szz lue 2 =
-1p+1 . \
T -ig(-tu+l) (1)
—lﬂ(a) (U.)—k) e _Hiu(my)
e
s Y
_ isAa(z) =
Idzz iy 2 2
-iy~-1 L .
-i={(-1pu-~-1)
- +
—im ()T etk 2 T2 #Y )
ip+1l

Com os dois resultados acima, a eguagao {3.2.18.

b) se escreve como

. Y
. i< Aa(z)
Idzz_(lli+1) e 2 =

:'”aiue—WU/zln(E%FE)_i“/z(Héi{_1(my)-Hiit_l(my))
Usando gue
Hi(i)—l(mY) B HS}L 1 (my) = 2d—gﬁy—) Hii) (my)
temos
sz - (iu+1) ei%{“z’ A(z) =
_anaiv @ MG TIE & Hii) (my) (3.2.21)

Substituindo {(3.2.20) e (3.2.21) em (3.2.17) ob-



-53-

temos finalmente

* —
B'uk -
-Tu/2 -ip/2
_ e T S gD & (1) () & Ly _
2 (2rw) /2 TR ;) dy iy iy ay iy )

Desta forma os vacuos [0> e |OMI> sdo idénti-

Ccos,

Fulling, Parker e Hu [59]

, usando uma representa
cao integral das funcoes de Hankel, chegam ao mesmo resultado.
Estes autores mostram que os modos (3.2.8.a) s3ao apenas uma su-

perposicao linear dos modos (3.2.12.a), ndo ocorrendo entio uma

mistura de frequéncias positivas e negativas.

A guantizacdo de Sommerfield - Sommerfield utili

za o fato que o operador

oo

D= Lmdx(("g%cb)z“‘ (% 612 +e23T

m2¢2) {(3.2.22)
gera translacOes em T, sendo chamado assim de gerador das dila-
tacbes. Mostra-se facilmente que D satisfaz a equaclo de Hein

senberg
. 0
(¢, DI = i=x ¢ | (3.2.23)
Com o resultado acima e a propriedade adicional

do comportamento assintotico de J;y sobre o cone de luz (T~ - «,

y > 0}, isto é

-



-54-

ei?\aT
lim J,, (my} < - (3.2.24)
il 21AP(14-i A)

T + =

Sommerfield define (3.2.9.a) e (3.2.9.b) como os
modos de frequéncia de dilatacdo positiva e negativa, respecti-
vamente. Substituindo (3.2.9), (3.2.10} e (3.2.24) em (3.2.22)

obtemos

D(T) “%J QA Gy () Ey () +3, (0 3]00)  (3.2.25)

T - = @

onde EM(A) indica que utilizamos os modos (3.2.9) para a expan
sao do operador de campo ¢(x). Construimos assim um espaco de
Fock, sendo o vacuo gue gera este espago representado porIf%i>.

Temos, entdo, que o estado fundamental satisfaz a

a 0. > =
ay (1) [Ty, 0 v oA (3.2.26)

Mostraremos, a seguir, que o vacuo |0 > associa-
do as ondas planas, ndo coincide com o vacuo associado i quanti
zacoes efetuada por Sommerfield. Portanto, para um observador
de Milne, o vacuo cartesiano [0 > & um estado que contém parti-

culas. Para isto basta calcularmos os coeficientes de Bogoliu-

bov B

|k entre os modos (3.2.9) e (3.2.12}.

Um calculo analogo ac anterior nos da:
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Milne Cal;rt

- mi/2 .
= = 173 (wfi)lu/z H>0 . (3.2,27.a)
2(mw senh m ) w
Assim
_ 1 1
!%Jklz T 271w eZﬂu_ 1 . (3.2.27.b)

Substituindo (3.2.27.b) na equacéo (2.2.8) encon-

tramos o numero de particulas existentes no modo A, isto &

—t .= _ (" 1 1
<0] ay (A) aM(A)IO >—-‘L dk i ezﬂx-l .
Esta guantidade diverge logaritmicamenteIGO],

{1]

pois como notou Hawking temos uma taxa de producao constante

de particulas num tempo infinito. A guantidade acima divergen-

te também indica que os vacuos [0 > e |0M3> sao unitariamente

nao equivalentes. A taxa de criaclo de particulas & dada por

d = _ 1
=7 <0l Ny fo> = W (3.2.28)

que tem a forma da radiagdo de corpo negro. Desta forma um ob-
servador inercial no universo de Milne gue constroi uma repre-
sentacdo da &lgebra dos operadores baseada no vacuo IBM > mede

o vacuo cartesiano |0 > como um estado térmico cuja temperatu-

ra & dada por

6 = = e~ 3T | (3.2.29)
i
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Para este observador o universo de Milne

porta como um Big-Bang (T+®, 8§ +w e T=-0, §->0),

Para terminarmos o estudo da gquantizagao
verso de Milne, vamos comparar OS VAcCuos |0M:> e |0, >
implica em calcular os coeficientes de Bogoliubov entre

dos (3.2.8) e (3.2.9). uytilizando (2.1.11), (3.2.8) e

temos

-TV

- _ * e 1/2 _
Buv'_ (Vu' u,, ) (E“Eéﬁﬁffﬁ) S (u=-v) .
Utilizando (2.2.8) temos
< Tyl MO [0y> = < mw) > = [aufe |2
[61}[62]

Aplicando a regra de ouro

se com—

no uni-
o que
0s mo-

(3.2.9)

(3.2.30)

podemos encon-

trar a taxa de criacao de particulas associadas aos modos i. As

sim, o numero de quanta associado ao vacuo IOM > no modo X, cria

dos do vacuo |0, > por unidade de tempo &

d — - B 1
3T < OMI NM(A} IOM > = ST {3.2.30.a)
e -1
e da mesma forma
s —= _ 1
35 < Oyl Ny() [0y > = S2Thk _ 4 - (3.2.30.b)

Todos os resultados desta sec¢do podem ser

quematizados pelo diagrama a seguir.

es-
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5.3 Teoria Quantica de campos no sistema de coordenadas
de Rindler (d=2)

As transformacgdes de coordenadas (3.2.1) e (3.2.3)
nao estdo definidas em todo o espaco tempo de Minkowski. Para as

regices fora do cone de luz devem ser acrescentadas as seguintes

transformagoes:
x® = £ senhn 0<E<w (3.3.1.a)
xl = & coshn —e <y < (3.3.1.b)

para a regido x! > |x°| (regido 1) e
x® = - £senh 0<E<w (3.3.2.a)

x* = -~ £ coshn —m<<® (3.3.2.b)

para a regido —xt > Ix°| (regido II) (veja figura 1 abaixo).

Ty

Fig.: 1
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Utilizando-se o sistema de coordenadas (n, &),

escreve-se 0O elemento de linha ds?2 como

ds? = £2dn2 - g2 . (3.3.3)

O sistema de coordenadas (n, &) definido pelas
transformagoes (3.3.1) e (3.3.2), conhecido como coordenadas
de Rindler € o sistema de coordenadas naturalmente adaptado a

um observador com aceleracao propria constante[51[63]

. E inte-
ressante notar a semelhanca da figura 1 com o diagrama de Krus-
kal que utidizamos no estudo da métrica de Schwarzschild. As
coordenadas de Rindler s3o apropriadas para descrever a re

giao do espago-tempo de Minkowski que no caso de Schwarzschild

seria a regiao r 2 2m.

Da mesma forma que fizemos na secdo anterior va

mos definir para a regiao I as varidveis T, X pelas transforma-

coes:

n = atT (3.3.4.3a)

ax (3.3.4.b)

s
I
@[
®

Utilizando as variaveis (T, X) o elemento de 1i

nha (3.3.3) se escreve como:
as? = e?3%(gr2 - axz) . (3.3.5)

Mostra-se facilmente gue a aceleragdo propria
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de um observador de Rindler & dado por

-aX

acel. prop. = a e ' {3.3.6}
onde acel. prop. = IaOLaLOtII/2 .
o _ .4 B _ -2aX .o
a’ =vo, gv = 51 ~
X=X X=X
H -
L S = e 2% g .
ds . o _
X=X X=X
Desta forma as hiperboles
1 o
(x")2=(x)2= (% ey 2 - cte,
sdao linhas de universo de observadores com aceleracao propria

constante. As curvas X =cte sao curvas integrais de um vetor de
Killing tipo-tempo B==€% (8"=1, B*=0), onde B & um gerador de
"Boosts".

Notemos gue para um observador de Rindler o cone
de luz & um horizonte de eventos. Um horizonte de eventos para
observador & definido como a fronteira de uma regido do espaco-
-tempo que €& causalmente isclada deste observador. Um observa-
dor de Rindler que se encontra na regidao 1 nunca recebera si-
nais luminosos provenientes das regioes (II) e (F), desta forma
metade do espaco-tempo estéd desconectado causalmente deste ob
servador. ’
Aplicando-se o Principio de Equivaléncia, conclu
imos que este observador em repouso nas coordenadas de Rindler,
sofre a acdo de uma forga gravitacional constante. Outra forma

de chegarmos a este resultado é através do estudo do elemento

de linha (3.3.3) que descreve um campo gravitacional estatico,
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gerado por uma distribuig¢do plana infinita Qgde matéria[64]'[65].

Embora as transforma¢des de coordenadas definidas
pelas equagdes (3.3.1) e (3.3.2) sejam matematicamente vilidas,
a realizagdo de um observador de Rindler nio & fisicamente pos-
sivel, uma vez que para acelerar um observador ou um detector de
forma que este percorra as linhas de universo X = cte, necessita
riamos de uma quantidade de energia infinita[ss].

A quantizacao do campo ¢ (x) se efetua exatamente
como fizemos no caso de Milne.

A equacao de Klein-Gordon nas varidveis (T,X) se

escreve (regiao I) como:

92 92

aT2 dX2

( + e%®n?) oqT, X) =0 . (3.3.6)

Utilizando-se a separagao de variaveis e definin
do a variavel

eaX 0<z < w (3.3.7)

N
I
wrh—!

a parte espacial da equacao de Klein-Gordon é uma equagio de Bessgel

az 1
A

2
e é%__ (mz_h%;)]xv(z) =0, 0<v<eo (3.3.8)

[

de forma que os modos nhormais, solucdes da equagdo (3.3.6) que
tém frequéncia positiva e negativa respectivamente, relativa ao

tempo de Rindler (mn), sao:

==

/2 e-ivnK.v(mz) (3.3.9.a)

1
(senh 7mv) 3

¢v(n, z)

* 1 1/2 ivn
¢v(n, z) = {senh wv) e Kiv(mz) (3.3.9.Db)

onde K, sao as fung¢odes de Macdonald.
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Os modos (3.3.9) estdo normalisados de acordo com

o produto escalar (2.1.11)

(0yr &) = 8(v - u) (3.3.10.a)
* *

(¢, dJu) = —-05(v - ) (3.3.10.b)
*

(6,0 ¢) =0 (3.3.10.¢)

{(compare com 2.1.20).
Utilizando a equag¢ao (2.1.17), podemos encontrar

0 Hamiltoniano de Rindler

1 d 0 Z2aX
H—EJdX((ﬁé)z‘}'(ﬁ@)z‘i‘e

m2¢2 (3.3.11)

onde o momento canonicamente conjugado ac campo ¢(x) & dado por

T = & ¢ . (3.3.12)

A guantizagao € implementada transformando ®(x) e
T(x) em operadores, obedecendo a adlgebra dada pelas egs.{2.1.15)
agindo num espaco de Hilbert a ser construido. Para isto, expan

dimos o operador de campo ¢ (x}) na forma
o ( )—wd{() ¥ an(v) ¥ (3.3.13)
n, zj)} = A v aR Y ¢v aR Y ¢v . 3.

Substituindo em (2,1.15}) a eg. (3.3.13), encontra

mos as relacbes de comutaciao entre 0s operadores aR(v) e a%(v), a
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saber:

[ag (v}, al ()] = 6(v - ) (3.3.14.a)

I

t + -
[aR(v}, aR(U)] [aR(v): aR(U}] =0 . (3.3.14.b)
Assim, podemos construir um espago dos estados,

partindo de um estado I0R> tal que

ap(v) [0, > =0 LAY . (3.3.15)

Como veremos pelo calculodos coeficientes de Bogo
liubov, o espaco de Fock gerado a partir de |OR:> nao coincide
com o espago de Fock gerado a partir de |0 >. BAqui cabe uma ob
servacao importante.

A guantizacao de um campo classico numa sub-re
giao do espaco-tempo de Minkowski conduz a uma determinada re-
presentagao da algebra dos operadores completamente diferente
da representacao usual[68]. Isto levou Letaw e Pfautsch[egla
conjutura de que na formulacdo de uma teoria de campos em siste
mas de coordenadas estacionarios, a existéncia de representa-
¢Bes nao equivalentes da algebra dos operadores estd relaciona
da com o fato que um dos sistemas de coordenadas tem horizonte

de eventos. No entanto Sanchez e Whiting[70][71]

exibem um
contra-exemplo da conjectura acima. Quantizando um campo sem
massa, estes autores apresentam sistemas de coordenadas sem ho-

rizonte de eventos, onde ocorre producao de particulas.

Para demonstrar a n3o equivaléncia entre (0> e
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|0R > basta calcularmos os coeficientes de Bogoliubov entre

os modos (3.2.12) e (3.3.9).

0 resultado € bastante conhecido na literatura e

dedugbes recentes sdo apresentadas por Leel72] ¢ Takagi[73]
Rind. Cari.
BUk =T ¢’u r Up ) =
- 1 w=-k ., iu/2
[27w(e?™ 1y 172 e (3.3.16)
de forma que
_ 1 1
Exl? = 7 C=m, ) . (3.3.17)

Utilizando a equacaoc (2.2.8) encontramos um re-

sultado idéntico a equacdao (3.2.28):

<0l af ) ag]o > « ——1 (3.3.18)

e -1

Assim, um detector em repouso no sistema de coor

denadas de Rindler registra o vacuo cartesiano |0 > , como um
estado térmico contendo Ty particulas associadas dos mo-
e -1
dos v. Uma prova alternativa para a demonstracao deste resulta
[74]

do foi efetuada por. Weiss e Unruh gue usam o formalismo de

integrais de trajetoria.

Utilizando a relacao de Tolman § = o encon-
- "9oo .
tramos que a temperatura da distribuigao Plankiana {3.3.18) e

dada por:
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1. prop.
6= 2285 DIOP (3.3.19)

onde

(acel. prop.) ' = 2 &% | (3.3.6)

Com © objetivo de analisar mais cuidadosamente a
situacao descrita, imaginemos uma familia de detectores em re-
pouso em diferentes pontos no espaco-tempo de Rindler (ver fi-

gura 2).

= X

(x,,0,)

{x,,e,}

Fig. 2

Apesar de cada detector (observador) medir uma temperatura di-

'—ax [t . - . - A
), estes estao em equilibrio termico. Para

a
ferente (e"2ﬂ e
gque dois corpos estejam em equilibrio térmico em diferentes pon
tos num campo gravitacional, ndo precisam ter necessariamente a
mesma temperatura. Para garantirmos o equilibrio, devemos pe-

dir gque a taxa entre as temperaturas, deve ser igual ao "red

shift" gravitacional que um foton sofre desde a sua emissao
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pelo detector (A} até a absorcgao pelo detector (B)[65].

Assim:
6, freq. 2 %2
T Tre 1 T (3.3.20)
e
%B 8, V.
_
Z I
Fig.: 3

(Na deduc¢ao acima, a frequéncia prépria de radiacido é dada por

v [75] )
goo&)
3.4 Teoria Quantica de Campos num sistema de Coordenadas

de Kalnins-Miller (d=2)

Dentre os dez sistemas de coordenadas classifica
dos por Kalnins e estudados por Miller o sistema de coordenadas
definido pelas transformacdes (3.1.14) apresenta propriedades
interessantes. Este sistema de coordenadas foi também estudado

por Costa[76][77{ e & naturalmente adaptade a um observador ini-
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. . . e} . .
cialmente inercial (x7> ~=}, gue se acelera assintoticamente

- . ) - o)
até atingir uma aceleragao constante (x =+ «}.

vamos definir as seguintes transformag¢oes de co-

ordenadas:
x° + x1 =2 senh a (T + X) (3.4.1.a)
xoa>9==-% exp[-al(T ~ X}1 (3.4.1.b)
onde x¥ = (x°, xl) sao as coordenadas cartesianas enquanto que
XM = (T, X), sdo as coordenadas curvilineas em estudo.

O sistema de coordenadas (T, X) nao cobre todo ©
espago-tempo de Minkowski (como em Rindler ou Milne), mas ape-
nas a regiao x° - xl < 0, No entanto, podemos extende-lo anali

ticamente de forma a cobrir todo o espaco-tempo. (ver fig. 4).

!

xO

—. X

T=c¢te

X=cte

Fig.: 4
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0 elemento de linha ds? escreve-s¢ nas coor-
denadas (T, X) como

2aT

dsz = (e~ + 2%y (ar2 - gx2) . (3.4.2)

A aceleragao proOpria de um observador que tem li

nha de universo X =cte & dada por

acel.propria = af{e 2aT e2ax)—3/2 e22X ,
X=X
(3.4.3)
de forma que

lim acel. prépria (T, X) = 0 e
T + - (3.4.4.a)
lim acel. prépria (T, X) = a e 2% = a, - (3.4.4.b)
T > o

As superficies T=T, = cte sao utilizadas para

postularmos as relacOes de comutacdo entre os operadores de cam
po na quantizacdo. Segindo os mesmos passos que efetuamos em
Rindler e em Milne, vamos procurar uma base de funcgles para ex-
pandirmos gualquer solugao da equagdo de Klein-Gordon. Nas va-
riaveis (T, X) a equagao de Klein-Gordon & escrita como

32 82 4 m2(e” 22T 4 o286, x) = 0 (3.4.5)

T2 3xX2

{
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Definindo as variaveis yez pelas transformagodes

y = = 3T (3.4.6.a)
a
z =%ef"X , (3.4.6.b)

a equagdo de Klein Gordon (3.4.5) separa nas seguintes eguacgdes

d2 1 4d v2
+ = = 4+ 2 4 = 8.
[ m z JF(y) = 0 (3.4.7)
e
dz2 d v =
[622 + z dz o z2 1G(z) =0 (3.4.8)

onde ¢ = F(y) G(z).

Para a equagao (3.4.8) temos come solugao Iiv(mz)
e Kiv(mz) que sao, respectivamente, as func¢Oes de Bessel modifi
cadas de primeiro tipo de ordem imaginaria e as fungbes de Mcdo
nald de ordem imaginaria. A solugdo Iiv(mz) € descartada pois

diverge para z >~ , exatamente comc no campo de Rindler (ver =a
P

- - 1,2
equagac 3.3.8). Para (3.4.7), temos como solucgao Hi; {my) e
Jiv(my) exatamente como no caso de Milne (ver equacgao 3.2.7).
Assim, existem dois conjuntos completos distintos: {uA, ui} e

{VA, v:} a saber:

~2TA
_ 1 . a(l-e 1/2 (1)
a4y =g 7 ) Hy ) (my) X, (mz) (3.4.9.a)
<
- 2TA
* 1 ,A2(l-e i/2 (2)
u}\ h 5 { T ) H_ik(my)Ki;\(mz) (3.4.9.b)
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v, = ()2 5 )k, (me) (3.4.10.a)
<
vie (Y25 L my)ky, (m2) (3.4.10.b)

Aqui novamente se coloca a questao de como defi-
nir modos de frequéncia positiva e negativa num sistema de coor
denadas nao estacionario. Nao repetiremos aqui toda a discus-
sao ja efetuada para o caso do sistema de coordenadas de Milne.
A conclusao final &€ que o conjunto {VA, v;} satisfaz o critério

de Sommerfield de frequéncia positiva e negativa, isto &, na su

perficie x° - x1 =0 (T>«», y>0) estes modos sao autovetores
. O
do operador 157 -

Por outro lado, o conjunto {uh, u;} satisfaz o
critério de di Sessa de frequéncia positiva e negativa. Denota
remos entao o conjunto{uk, uK}de modos "in" enquanto que o con
junto {VA' vK } sera chamado de modos "out".

Observadores inerciais (T -+ -=) escolhem os mo-
dos "in" como modos de frequéncia positiva e negativa de forma
que o operador de campo ®(x) fica expandido como

o = dex[ain (Mu, +a P ()ull . (3.4.11)

Observadores com aceleracao constante (T > «) es-

colhem os modos "out" para a expansac do operador de campo na

forma
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out +tout
a

° = Lmd?\{ M AR PV I (3.4.12)

Exatamente comc em Milne temos dois vacuos dis-

tintos |0, > e |0, > gque geram dois diferentes espacos de Fock.

A

A
out

. - in -
Os operadores de destruicgao aA (M) e a, (A) aniguilam estes va

cuos respectivamente, isto é:

in

ay (X)|o,> =0 LA (3.4.13.a)
Ut M T, > =0 ¥ A (3.4.13.b)
aA A - L - - L]

Um detector inercial que ndo mede particulas (o
sistema esta no estado de vacuo |0A> ) no infinito passado (T~
> - ®) em repousc neste sistema de coordenadas (X =cte) regis-
trara a presenca de particulas a medida que ¢ tempo passa. Onu

mero de particulas observadas associadas aos modos v & dado por

,.%_
out cut :
<0, |aAu (V) aAu (v) [0, > = qu |prl2 (3.4.14)

onde va sao os coeficientes de Bogoliubov relacionando os dois

conjuntos completos (3.4.9) e (3.4.10) dados por

- _ *
Boy = = (vyr ul) . (3.4.15)
Substituindo (2.1.11), (3.4.9) e (3.4.10) em

{(3.4.15), obtemos:

B o= §(u=v) - (3.4.16)
v (2™ _ 1)1/2
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Temos, portanto, uma situagdo semelhante ao caso

Milne. © vacuo IOA > contém uma distribuic¢do térmica de parti

culas "out" cuja temperatura € dada por

- aX =1

b = 8¢ S
= 5= - (3.4.17)

Para finalizar este capitulo, vamos comparar os
dois vacuos |0, > e [0, > associados respectivamente aos mo-

dos (3.4.9) e (3.4.10) com o Vacuo cartesiano |0 > calculando

os coeficientes de Bogoliubov

in Cart in Cart.
arc.
)k = - (u,, u}: ) (3.4.18.a)
e
out Cart.
out ¢ .
85 R OO S (3.4.18.Db)

Os modos cartesianos (3.2.12) escritos nas coordenadas y e

Z2 se escrevem como

1 -i/2 [ w~k

w(y, z2) = ——=—— e (222 (X_Z2) ya(w+k)yz).
k (4ﬂm)1/2 a AN

(3.4.19)

Utilizando (2.1.11}, (3.4.9), (3.4.10) e (3.4.19}

obtemos:

i Cart, - i
Bi?k-art _ 1 s Re {F(1-1 ) (E%ZEE )1v}
7{2Vvw a senh V)

(3.4.20)
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e
Bout Cart. _ (_\)_)1/2 e~ TV/2 (w—k)i\)
vk W 2I'{l1 = iv) senh7 Vv 2a
(3.4.21)
logo
inCart.z_n 1 2 _ 1 w -k
’6\)k l T 27m2Vw a senhTw v Re2{ T(1 - iv) ( Z2a )}
(3.4.22)
e
out Cart. z 1 1 .
IB'vk | T 2mw - 2TV (3.4.23)
e -1
Temos entdo uma situacdo similar ao universo de Mil
ne e Rindler com excec¢do do resultado encontrado na expressao
(3.4.22). Castagnino sugere gue este resultado deve-se a que o

sistema de coordenadas associado ao fluido de observadores nio sa
tisfaz o critério de rigidez de Born.

No capitulo seguinte mostraremos gque, apesar ter-
mos em principio seis diferentes vacuos, apenas dois destes sao

unitariamente nao eguivalentes.



CAPITULO 1V

AS TRANSFORMAGOES DE BOGOLIUBOV, 0S DIFERENTES
VACUOS E AS DIFERENTES BASES DE FUNGOES

No capitulo anterior, estudamos gquatro diferentes
sistemas de coordenadas, dois deles estaticos - o cartesiano e o
de Rindler -e dois ndo estacionarios onde chegamos a varios va-
cuos nao equivalentes.

>, o>

Mostramos como estes vacuos |0, >, |0 R

M M

out = . < .
|0 > estao relacionados com o vacuo associado ao

o a

A
sistema de coordenadas cartesiano |0 > . NAo mostramos, entre-
tanto, como estes vacuos, definidos em diferentes sistemas de

coordenadas curvilineas se relacionam entre si.

Os novos resultados gque apresentaremos surgem da

- - in out - i
comparagao dos vacuos |0A > e |0A > com os vacuos de Rlndler
(|05 >} e de Milne (|oy > e [0y >)-

Substituindo (3.3.9), (3.4.10) e (2.1.11) em
{(2.2.5.b), obtemos
Rind out *
BUT = - (¢)_\), VT) = 0 s (4.1-1)
desta forma |8 _|2 = o.
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Substituindo (3.3.9), (3.4.9) e (2.1.11) em

(2.2.5.b), obtemos

Rind in

Rind 1N .
= - (‘bur uT)

HT

1

z—e—z'ﬂ'—"j—-—i (S(]J—T) L] (4.1-2)

Substituindo (3.2.7), (3.4.10) e (2.1.11) em

(2.2.5.b), obtemos

Milne out Mitne OUL
B\)T = - (V\) . VT) = (4.1.3)
e, finalmente, substituindo (3.2.8), (3.4.9) e (2.1.11) em
(2.2.5.b), temos
Miine in Milne i?
Bp'[ = = (up r u,[) = 0 . (4-1-4)

Com os resultados obtidos acima acrescidos dos re
sultados (3.2.30), (3.3.16), (3.4.16) e (3.4.20), podemos cons-
truir o seguinte diagrama, onde a temperatura satis

faz uma relaci3o de equivaléncia[zo].

SOMMERFIELD + A8 = 0 - ouUT - A8 =0 - RINDLER
AB =2 0 AB = 0 AB = 0
DI SESsA + 4E = 0 -+ IN -  AB = ? -| MINKOWSKI

Figura: 5
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A unica excegao & o resultado obtido quando cal-
culamos os coeficientes de Bogoliubov entre os modos cartesia-
nos e os modos "in" (3.4.20). Uma analise mais profunda deste

resultado ainda esta para ser feita.



CAPITULO V

AS FUNGOES DE GREEN ASSOCIADAS AO
CAMPO ESCALAR - UM TRATAMENTO ESPECIFICO

5.1 Os propagadores no espago-tempo de Rindler (d=2)

Como vimos na seg¢dao 3.3, para um observador ace-
lerado o vacuo de Minkowski cartesiano |[0> é visto como um es-
tado térmico cuja temperatura & proporcional 3 aceleragido do ob
servador. Se desejamos obter maior informacdo sobre o efeito
Fulling-Unruh, devemos calcular o propagador de Feynman
associado ao campo escalar no espago-tempo de Rindler. Mostra-
remos gue este propagador coincide com © resultado dado pela e-
guagao (2.3.14) (d=2), isto &, o propagador de Feyman no espa-
¢o-tempo de Rindler e no espaco-tempo de Minkowski sao identi-
cos.

O propagador de Feynman no espago-tempo de Rin-

dler deve obedecer a equagéo[78]

2
32 _ g_ﬁm - gz.ﬁ_m + ngz)GF =

( an? 33 9g2

—‘;‘G(n-n') S(E - £') . (5.1.1)
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Usando (3.3.4.a), (3.3.4.b) e (3.3.7) e substitu
indo os modos dados pelas equacdes (3.3.9.a) e (3.3.9.b) em

(2.3.23), obtemos para T > T°'

1G(T, z; T', z') =

1

- T — '
iva(T-T )K
ma

- (mZ)Ki\)(mZ') .

L dv senh v e iv
(5.1.2)

-

A integral do lado direito da equacdo (5.1.2) &
conhecida na literatura como uma transformada de Kontorovitch Le

bedev (79} [80]

. Note que estamos integrando com relacaoc ao indi
ce da funcao de Bessel e a prova que qualquer fungio analitica
definida dentro de um aberto D pode ser expressa por uma inte-
gral deste tipo, foi dada por Lebedev em 1951[67].

Utilizando uma representacao integral do produto

de fungoes de Bessel[Bl][Bz]

vy o 1 ivi
KiU(mZ)KiU(mZ Y = 5 Jdk e Ko(mYl) {5.1.3)
onde

Y1 = z2 + z'2 + 2zz' coshmi (5.1.4)

e definindo a variavel u=a|T-T'|, a integral (5.1.2) se trans

forma em

iG(T,2z;T,2z') =
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1 (" ~ivu 7 LAV
= o3 L) dv senh v e Lﬂ)dke Ko(myl) . (5.1.5)
Trocando a ordem de integragao e supondo que
Imu<-1 ficamos com
j,GF(x, Xx') =
= 1 J dr K_(my,) J av senh v e~ (U= AV (5.1.6)
2m2 g o 1 o

A sequnda integral da eguacao (5.1.6) € uma trans

formada de Laplace. Usando a identidade[sol
J e" Pt cenn at dtz—-z-a——z- |Re p| > Re a
p2 -a
o]
podemos escrever
¥ —i(u=Av _ _ 1 1
oz L) dv senh v e o ( = u)24_“2)
(5.1.7)
Substituindo (5.1.7) em (5.1.6), encontramos
iG(x, x') = -—=— r ar K_ (my-) 1 (5.1.8)
pres 2m ) o} 1" [ (A =-u)2 + m2]

A integral (5.1.8) pode ser resolvida efetuando
uma extensiao analitica da variavel A e utilizandoc o teorema de

Cauchy. Por um calculo direto, obtemos finalmente:
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—%rﬁz’(mzo)lfz m2g > 0 (5.1.9.a)
QO
Gplx,x') = <
' 1/2
—f;dem%)/ m2o < 0 (5.1.9.b)
onde g =z22+2z'2-22z"' cosh a(T-T") (5.1.10)

v

W_ V_ o
My (x "=x"")(x" -x'")
€ o intervalo espac¢o-temporal entre os pontos (T, z) e (T' z').
A coincidéncia deste resultado com o propagador

[83]

de Feynman({2.3.12) levou Bolware a afirmar que as duas guan
tizacgoes (utilizando coordenadas cartesianas e coordenadas de

Rindler) sao equivalentes.

5.2 Os propagadores no espago-tempo de Milne - as bases
de fungoes de di Sessa e Sommerfield

Como vimos na secgao (3.2), a construcao de uma
Teoria Quantica de Campos no espago-tempo de Milne nos levou a
duas representacoes distintas, unitariamente nao equivalentes
da algebra dos operadores. Na primeira, o espaco de Fock dos
estados €& gerado a partir do estado de vacuo [0M3> (que coinci-
de com o vacuo cartesiano |O >). Na segunda, o espag¢o de Fock
dos estados é gerado a partir do estado de vacuo |5M:> gue nao
coincide com o vAdcuo cartesiano |0 > . Mostraremos que O propa-

gador de Feynman, guando calculado utilizando-se 0s modos

(3.2.8), coincide com o propagador usual (eq. 2.3.14) enguanto
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que o propagador de Feynman associado aos modos (3.2.9) diverge.
0 cdlculo do propagador de Feynman utilizando o

critério de di Sessa de frequéncias positiva e negativa & trivi

al.
Substituindo os modos (3.2.8) na equacido (2 .3.23)
(yO > v°') temos
iGp(x, x') = Lmd)\ u, (x) u} (x') =
_ 1" ira(X-X") A (2) (1,
= 3 Lmd)\ e e "H.y (my} H_., (my') (5.2.1)
mas
H(l)(zeiﬂ/z) _ 2 e—iﬂv/2K (2) e m<argz <t
im v g 2
e
(2) -iwm/2, 2 _imv/2 _m
Y (z e ) = T3 € K, (z) 5 arg z <

de forma que a integral (5.2.1) se escreva como

. o1 [T ira(x - x') . e
1GF(x, x') = T2 J—md?\e Kiv(lmy) Ki\)( imy') .
(5.2.2)
Utilizando a identidade[so]
r elPX g (a) K (b) dx = w(E‘Lep) K. (w)
- v+ ix v =-1ix aef + b 2V

onde w= (a? + b2 + 2ab cosh p)l/2 e |arg a| + |argb} + jargp| < 7
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a expressao (5.2.2), fica

iGplx, x') =2—1,”K0(—m2(y2+y'2-—2yy' cosha(x-x'))1/2,

(5.2.3)

O intervalo espago-temporal entre dois pontos no

espago-tempo de Milne, & dado por oly, X; y', X') onde
O =y2+y'?~-2yy' cosh a(X-X'") (5.2.4)

Substituindo (5.2.4) em (5.2.3), encontramos

2
—%H( P2 )2 nag s 0 (5.2.5.a)
Q
GF(x, X') = <
-—%KO(-sz)l/Z m2og< 0 . (5.2.5.b)

Fica assim provada uma parte da afirmacdoc ante-
rior.

O resultado acima foi obti@aporCharach{84]util£
zando os modos (3.2,8) num artigo onde o autor estuda o univer-
so de Kasner.

Para finalizar, neste trabalho calculamos as funcdes de
Green retardadas e avancadas, utilizando o criterio de Sommer-
field para a escolha dos modos de frequéncia positiva e negati-
val?1) . para isto & necessario © calculo da func¢ao de Pauli-Jordan.

Esta, como vemos, pode ser separada nas partes de frequéncia po
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sitiva e negativa, a saber:

[e.0]

Imdlvk(x)vx{x') {5.2.6.a)

I

G+{x, x')

0

J d)\v;(x) vy (x') . (5.2.6.b)

G (x, x')

Substituindo (3.2.9.a) e (3.2.9.b) em (5.2.6.a) e
{(5.2.6.b), encontraremos

+ * ' -t
e (E:ﬂ:i',ﬂ') - %J dah ix (n n')

wsenhﬂi)\le J_i|M(m€)Ji[)\|(m€').

(5.2.7.a)

di citn-n")

- " _-1 - '
G (i‘::ﬂig,ﬂ ) _Ej-mm Ji[?\l(mg) J_ilki(mg ).

(5.2.7.b)

Fica assim demonstrada a divergencia do Propaga-

dor de Feynman, pois as integrais (5.2.7.a) e (5.2.7.b} calcula

das individualmente, sdo divergentes pois gquando r+0%, 0

o integrando se comporta como JO(mE)Jo(mE') (ordem zero)

x|
+ r |r| <® na vizinhanga da origem (A=0). No entanto, o cal-
culo de €7 - ¢~ elimina esta divergéncia.

Por outro calculeo direto, temos

G+(ﬂ:5?5':n')'Gv(E;U?E',ﬂ') =



d A
. senh A
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ei?\(n—n'

)

I_symE) I, (mE")

1" i ix(n=-n') , \
; L, L e 3i, (mE) Iy, (mE") (5.2.8)
Definindo
1 i}lz1
fA(Zl' Z,, 23) = Senh 73 © J-ik(mZZ) Jil(mZB)
(5-2.9)
a expresséo (5.2.8) pode ser escrita como:
¢t -6 =1, -1 (5.2.10
= I, 9 .2.10)
onde
O B e 1 (5.2.11)
1 4  w A ! ! e
e
_1 C e
I, =13 J'_md?\ f,(n-n", & LEY . (5.2.12)
Quando mf{ e mf{' ndo sao raizes de Tt |fA| di-
verge na ordem 3t quando A~ 0. Entretanto as integrais
(5.2.11) e (5.2.12) sdo finitas se adotamos o valor  principal

na origem (A= 0).

A funcio fl(zl' Zos 23) & analitica em todo

o plano complexo exceto nos pontos A=ni(n € Z).

Temos entdo

infinitos polos de primeira ordem e o residuo destes polos é fa
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cilmente encontrado, isto é:

~nz4
e Jn(mzz) Jn(mz3) . {(5.2.13)

= |

Res(f)\; ni) =

Para o calculo de I, e I, podemos usar O princi-

pio dos contornos distintos C e C' (ver figura 6).

Im)\

Re A

Im A
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Por construgéoc, exigimos que C2 e C4 cortem o ei

xo Im A no ponto médio de dois polos adjacentes, isto é:

re}

]

Q

+
o=

g el .

Podemos mostrar gue

z, 23
lim dx £,(z., 2~ 2,)= 0 se e — > 1 {5.2.14.a)
ATl 2 3 z
C 2
2
R:q+%—)—oo
e
21 %3
1im adr £f,(2,, 2,4, 2,)= 0 se e — < 1 {(5.2.14.Db)
ATl 2 3 Z
C4 2

(Para uma demonstra¢do rigorosa de {5.2.14) veja o apéndice F).

Pelo teorema de Cauchy,
3 f i 5.2.15)
I‘ fA{Zl' Zor z3)dA = 2mi n£l Res { At ni) (5.2.
C
Tomando o limite de (5.2.15) parag€ >0 e g>>» e

utilizando a equagao (5.2.9), encontramos:

oo

[dod}fx{zl, 2,4 23) = iJo{mZZ)Jb{mZB) +

o - nz, Z, Zj3
+ 2i nil e Jn{mzz)Jn(mZB) se e — <1
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mos:

Milne

[ee]
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Lmdl fA(zl' Zoy z3) = -i.Jo(mzz)JO(mz3) +
. —® -nz,
- 2i n=al e Jn(mzz)Jn(mz3)
z
1 z—3 < 1. (5.2.16.b)
2
Substituindo (5.2.16) em (5.2.11) e (5.2.12), te
i , - _~n(n-n") '
-;’,-(JO(mE) Jo(mE ) +2n£1e Jn(mg) Jn(mE )}
se oM™ 1) %& > 1 (5.2.17.a)
<
_i ' = -n(n-n') '
F0ome) I mE) +2 T e 3 (mE) I (mE'))
se e(”“”"% < 1 (5.2.17.b)
B : ®  -n(n-n') \
700, (mE) 3 mE") +2 I e 3 (mE) I, (mE"))
se eln-n") 'E"g_ > 1 (5.2.18.a)
<
i . Ty -n(n-n") .
—Z(JO(mE) JO(mE ) +2n=2—1 e Jn(mE) Jn(mE ))
se e(n"n') é% <1 (5.2.18.b)

0 intervalo espago-temporal nas coordenadas de

(€, n) & dado por



-8B~

O
It

£2+£'2 - 288 cosh (n=-n') =

- - e—(n—n')(e(n-n')% _ 1)(e(n—n')% -1).

(5.2.19)

Se 0 <0 (0o que corresponde a pontos separados es-

pacialmente) temos duas possibilidades

eM-MIEL 51 e A (5.2.20.a)
ou
e(n-n,')é_g‘ <1 e e(”‘”"-g‘?-,- <1 . (5.2.20.b)
Nos casos dados pela equagao (5.2.20), Il==12de
forma gque G(x, x') = 0,

Se o0 >0 (o gue corresponde a pontos separados
temporalmente), temos também duas possibilidades:

A e T (5.2.21.a)

ou

e( (5.2.21.b)

Tl—ﬂ'),_g_g_',<1 e e(n_nl)g—g, > 1

Utilizando (5.2.17), (5.2.18), (5.2.21) e (5.2.

.11), encontramos
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¢f-cm = -0 e~ F T g (me) g et

n===0co

(5.2.22)

Efetuando uma extensao analitica do teorema de a
dicao das funcgoes de Bessel, a saber

o0

I ms) = L 3 (mp)J_(mg') eiPO (5.2.23)

N==0o0

onde

S = (2 + E'2 - 2rL' cos 9)1/2

(Uma de demonstracdo mais rigorosa do resultado acima & feita

no apéndice G), chegamos finalmente a

ic=c¢"-¢"=-d 1000 E(E—E')Jo(mzo)l/z]
(5.2.24)

A coincidéncia da Fungdoc de Pauli-Jordan quando
calculada utilizando-se os modos (3.1.8) ou (3.2.9), nao & aci-
dental, mas baseia-se no fato de que ambos os modos se relacio-
nam via uma transformacao de Bogoliubov.

As fungoes de Green retardadas e avancgadas Sa0

dadas por

GelE,my E',n') = -0(E-E2") G(E,n; En') (5.2.25.a)

Gpl&,mi E',m') B(E'-E) G(E,n; Ein') . (5.2.25.b)
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Agqui cabe a observaci@o: No espago-tempo de Rin-
dler, apesar de termos duas representacdes distintas da adlgebra
dos operadores, o propagador de Feynman é univocamente definido.
Por outro lado, no espago-tempo de Milne associado as duas re-
presentagoes da algebra dos operadores, temos dois propagadores
de Feynman distintos associados &s duas representagbes da alge-
bra dos operadores.

Apesar do propagador de Feynman associados acs mo
dos (3.2.9) divergir, assumindo que o espectro de A nao conteém
o ponto A =0, esta divergéncia infravermelha pode ser eliminada
e este propagador nao deve coincidir com o propagador usual.

A divergéncia infravermelha dada pela equagao
(5.2.7) & semelhante a descrita por Wightman[85} e Schroer[86]
na quantizacao de um campo escalar real sem massa, no espago-
-tempo de Minkowski bi-dimensional (d=2), onde a fungéo de

Wightman A" tem a forma

a3
1

A+(x, x') = f% J 4Gk cos k(x1 -—xl) e

—w k]

-i|k[(xoi-xo).

{5.2.26)

Esta divergéncia infravermelha ndo pode ser eli-

minada (nao existem bosons livres, m=0 em duas dimensdes espa-
. [87]

-go-temporais), o que levou Coleman a provar em outro con-

"texto que o teorema de Golstone ndo vale em d=2. Uma tentativa

de levantar a divergencia dada pela eqguagao (5.2.7) ou pe-

lo menos detectar sua origem, seria aumentar as dimensoes do es

paco-tempo utilizando as transformacgdes

o]
X

£ cosh nl

&€ senh nl

”
]



-9]1-

Parece-nos entretanto, gque o problema continua,
pois as dimensoes adicionais estdo congeladas, de forma gue a
transformacao de coordenadas correta para detectar a origem do
problema deve ser a transformacdo utilizada por Gromes, Rothe e

Stech[88], a saber:

o = (g2z-r2)i/2 | £ = t(tz - r2) t/2

onde (t, r, 8¢) sado as coordenadas polares usuais e escolhendo

£ = cosh u temos

t=p & = pcoshau

/2

r=p {(£2- 1)l =p senh u

Para concluir faremos alguns comentarios sobre a
formulacao de um teoria de Campos em sistemas de coordenadas
que nao cobrem todo o espago-tempo de Minkowski, mas apenas uma
regiao deste, como os sistemas de Rindler, Milne e de Kalnins-Miller
e o problema do detector dentro deste contexto. Fulling faz @é
rias objegdes sobre os esquemas de quantizacao, apresentados. no

capitulo II, alegando que para altas energias, onde podemos
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construir um pacote numa regiao pequena comparada a distancia
entre o observador e o horizonte de eventos nao existiriam pro
blemas. Estes surgem para baixas energias[89], onde o compri-
mento compton das particulas, torna-se comparavel a distancia
do observador ao horizonte e as propriedades globais do siste-
ma de coordenadas tornam-se relevantes. Entretanto, no espacgo-
-tempo de Rindler temos uma estrutura de quantizacao idé&ntica
aquela efetuada no espago-tempo de Minkowski. Temos uma varie
dade com um vetor de Killing tipo tempo, onde construimos uma
representacao da algebra dos operadores na qual a simetria ge-
rada por este vetor & implementada por um grupo de operadores
unitarios. Como o gerador deste grupo unitario & positivo de-
finido, a construgaoc de auto-estados deste operador sugere uma
estrutura de particula (Representacao de Rindler-Fock).

Outra observacao importante diz respeito ao pro
blema do detector. DeWitt sugere que o estudo do detector tal
vez seja fundamental para o entendimento do efeito Fulling-
-Unruh. Esta hipotese aproxima-se do espirito da Mecanica Quéan
tica, onde os efeitos dinamicos do aparato experimental nao po
dem ser desprezados. Assim, a primeira tarefa seria definir o
detector.

O primeiro modelo idealizado de detector que a-
parece na literatura foi apresentado por Dewitt[go]. Este au-
tor define um detector como um sistema fisico pontual com graus
de liberdade interna e niveis de energia E de forma que a 1la-
grangeana de interacao que acopla os graus de liberdade inter-

na do detector com o campo ¢(x), & dada por
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b= am() (x(1)) (5.4.27)

onde 0 & uma constante de acoplamento (a<<1) e m(1) & o opera-
dor momento de monopolo gue satisfaz uma eguac¢io de Heisenberg

de evolucao:

iH_ T ~-1H T
e m(o) e

m(7) (5.4.28)

H,|E > = E|E >
sendo HO a Hamiltoniana gque descreve os graus de liberdade in-
ternos do detector.

Supondo gque © campo se encontra no estado inici-
al |y, > e o detector no estado fundamental |E, >, a amplitude
de transicao A do campo ao estado |y > e do detector ao esta-
do |E > em primeira ordem da teoria de perturbacOes & dada por:

dt e ° <ylext |y, >

—C0

(1)

o I(E-E )T
A =ia<EhMoHEO>J

{(5.4.30)

onde xu{T) € a linha de universo do detector parametrizada pelo
tempo proprio 1. Desta forma, a probabilidade de encontrarmos
o detector no auto-estado |E > e o campo no auto-estado |woi> e

dada por:

1)
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-i(E-EO) {t=-1"

= a:|<£ﬂnﬂo)]Eo> |2 I ar ['dx' e )<w0l¢{X(1))¢(X(1'D]wO >

[+2]

(5.4.31)

Note que poderiamos ter escolhido outras lagran-

geanas para acoplar os graus de liberdade internos do detector
[91]

com o campo ¢ (x), como por exemplo, faz Hinton- trabalhando
cOom
L) = om0z (" (1)) (5.4.32)
L) = o n(n) b¥2 ¢ (x(1)) (5.4.33)

onde bu € um vetor unitario definido no sistema do detector. £

(1) (2 503

evidente que P e sao diferentes, levando a dife-

rentes respostas a questao de existéncia de particulas no vacuo
¥y > -

Temos duas respostas distintas para a pergunta
"0 que sao particulas?". A primeira baseia-se nos coeficientes
de Boboliubov e a segunda, no espector de poténcia P{w) do de-
tector. (pode-se demonstrar que para observadores inerciais e
observadores de Rindler, as duas respostas concordam). A situa

[92] [66]

cao complica-se guando Letaw e Padmanabham , estudando o

modelo de DeWitt de detector, exibem resultados onde Buv==0 mas

P{w) # 0 e P{(w) =0 (o detector nado mede particulas) mas BU\)io.

Uma linha mals promissora poderia ser o estudo

de correntes ou do tensor Momento-Energia gue sao polindmios
[93]

nos campos e nas suas derivadas. Parker e Fulling argumen-

tam que apdés um plausivel procedimento de renormalisacdo, o ten
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sor Momento-Energia, que @& o principal observavel em um sistema
fisico num contexto envolvendo a gravitacéor nos traz respostas

sobre o problema da correta definigao do estado de vacuo.



CAPITULO &

0 CAMPO ESCALAR EM MODELOS COSMOLOGICOS

A guantizacao de um campo escalar em espacos-tem
po curvos também apresenta o fenomeno de criacao de particulas.
A producdo de particulas por campos gravitacionais que  variam
no tempo & analoga a producao de particulas gerada por campos
elétricos. © campo gravitacional assim como os campos elétri-
cos misturaram as frequencias positivas e negativas associa-
das as bases de funcOes, permitindo a criacdo de pares. Nas se

¢Oes seguintes examinaremos em detalhes como isto ocorre.

6.1 0 Campo Escalar Real e sua quantizagéo no modelo Cos-

mologico de Robertson-Walker

Consideremos um espago-tempc M, quadridimensio-
nal possuindo um sub-espaco tridimensional maximalmente simétri
co. Definiremos o sistema de ceoordenadas (n,r,9.¢) onde (r,0,
¢) sao coordenadas esfericas e n, Ny < <o, & o tempo confor-

me definido em M C M.
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0 elemento de linha em M escreve-se como

dr?

ds? = C anz - —S£°
8 (n} [dn 1 - ex2

- r?2 (df2 + sen?0d¢?)]

(6.1.1)

A furcdo C(n) & positiva e se anula apenas quan-
do n+n; ou n-»mn,. O tempo cosmico t € definido a menos de uma

constante por:
N
t=J an' c(nt/? (6.1.2)

0 tempo cosmico t & uma fun¢do monotamente cres-
cente de n definida no intervalo aberto )t;, t,( . 0 tempo cos
mico & o tempo proprio de um observador comovente com o flui-
do de matéria com coordenadas (r,9,¢) constantes.

A equacao (6.1.1) pode ser escrita como:

ds? = C(n)[dn? - £ h,. dx® dxJ] (6.1.3)
i,j 13
onde
I by dxtdx] = dy2 + £2 (x) (92 + sen2 9 d¢?) (6.1.4)
i,3
e
sen x 0 s yxs 2y €= +1
f(x) = ¢ = < ¥ 0£yse= €E=0
senh ¥ 0syse €= -1 (6.1.5)
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Os valores da constante € = -1, 0 e 1, estdo li-
gados respectivamente as sec¢Oes espaciais hiperbdlica, plana e
fechada,

Vamos estudar a guantizacdo de um campo escalar
real ¢(x) de massa m cuja contribuicdo para o tensor momento e-
nergia nas equagOes de Einstein é desprezivel, de forma a nao
perturbar a geometria de fundo. Exigindo que a teoria seja in-
variante sob o grupo das transformac¢oes conformes (ver equacao
2.1.9), no caso da massa do campo ser nula, a equacao de movi-

mento para o campo ¢ (x) & dada por:

/%:g (=gg* e ) L+ m2HE@R)E = 0 (2.1.10)
onde £(a) =5 922,

Como estamos trabalhando num espago-tempo qua-
dridimensional a equacao de Klein-Gordon conformalmente acopla-

da se escreve:

(v=gg"V & ) +(m* +=2R)E =0 . (6.1.6)
tHY Y [

Al

A equacado (6.1.6) pode ser resolvida por separa-

cao de variaveis, se escolhemos

oy (x) = C“l/?'(n)yk(gc_) Xy (M) (6.1.8)

onde yk(x) é solugao de

23y = -xkry (6.1.8.a)
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= = {g? ~ e)y, (%) (6.1.8.b)

com q assumindo os valores:

q=1, 2, ... se g =1
0<g <= se £ =0 ou -1,
O operador A(3) é o laplaciano associado a parte
espacial da métrica e a expressido explicita das autofungoes
yk(ﬁ) associada as segOes plana, hiperbdlica e fechada, po-

dem ser encontradas no apéndice D.

As fungoes Xk(n) satisfazem a equacio

[dnz g +m2Cin)lx (n) =0 . (6.1.9)

0s modos @k sao normalisados de acordc com o pro

duto escalar dado pela equagao (2.1.11)}, isto é:

g Or) = S0k KD (6.1.10)

Como as autofuncoes yk(ﬁ) ja estdoc normalizadas,

devemos impor que
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Chamando de X;n a solugdo da eguagao {(6.1.9)

gue tem freguéncia positiva guando t-+tl{n->n1) podemos constru

, - ' in#* -
ir uma base de funcgodes {x;n, Xx ' gue gera gualguer solugdo

da equacgao (6.1.9).
Nao voltaremos a discutir como definir modos de

frequéncia positiva e negativa, assunto bem abordado nos capitu

los anteriores. Sendo assim, garantimos a existéncia de um con

, in in¥ - . .
Junto completo {®k e ¢k } com frequencia definida, base para

a expansao do operador de campo ¢, isto é&:

B — in _in + in .in*
¢ = Jdp (k)[aE ¢E + a k @E ) . (6.1.11)
Se ¢ € um campo classico, a, e ai sao fun¢bes complexas e

du(k) é a medida associada as fungdes Yy (), de forma gue

Jdﬁ(_}g) f(k) §(k, k') = £(k') .
out ~
Da mesma forma, wvamos chamar de Xk a solucao
da equacao (6.1.9) gue tem frequéncia positiva guando
t-*tz(n-*nz), construindo, assim, uma outra base de funcoes

out out*
{Xk T Xy } solucdo da equagao (6.1.9).

O operador de campo ¢ & escrito, entdo, como

out out tout *out
+ a

¢ = I . 6.1.12
Jdp(Iﬂ[aE ®p D B ] ( )

As eqguacOes (6.1.11) e (6.1.12) descrevem a mes
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ma situacSio que as equacdes (2.2.1.a) e (2.2.1.b).

*in} out ¢*out} - n
k E ' E sao COll

. in .
Juntos completos, os modos ¢k podem ser escritos como uma com

Desde que { ¢in, o e {0

binacao linear dos modos ®iut_é vice-versa, a saber

¢i“ - Jdﬁ(p)[aEE ot 4 Bp @éOUt] (6.1.13.a)
cu

6P = {dﬁ(k} [op @_]i(n - BQ%"*] (6.1.13.b)
onde

Oy = (o1n @E“t) e (6.1.14)

rp == (0" s T (6.1.15)

Com © campo quantizado ain, alin sao respectiva

mente operadores de destruicdo e criacao de gquanta do campo, sa

tisfazendo as relacoes de comutacgao

[aTin

[ak pa, 1= 3y =0 (6.1.16.a)
e
[ain, ai?n] = §(k, k') . (6.1.16.Db)

. = . in
Estes operadores agindo sobre o vacuo "in" |07 >
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. in -
geram uma base de estados fisicos. Como a e O operador de

destruigao, temos

in in
a 0 > =0
k I v

F

|lin> = aTin|0 >, as

0 estado de uma particula

sim come todos os outros estados satisfazem

+in gn
k k

O operador N;n = a (compare com a equagac

2.1.26) & chamado de operador nimero de guanta associado aoc mo-

do k. Como ja tivemos a oportunidade de enfatizar, a guantiza-

out out+
x  ° %

te equivalente a quantizacd@o cujos vetores estados sdc gerados

cao envolvendo os operadores a nao & necessariamen-

a partir de |01n> . Ou seja, temos um outro espago de Fock ge-—
rado a partir de |0°"%F> de forma que
a;?t Ioout:> -0 v P ,

e por meio de uma algebra simples, temos

<Oin +out _out 0in > = Jd—(k R
la, " ag o | By

|2. (6.1.17)
Esta quantidade e interpretada como o nlUmero de

gquanta "out" com momento p que existe no vacuo "in"., Se as re-

presentacOes da algebra dos operadores saoc nao equivalentes

z 0), a eguacao (6.1.17) fornece o nimero de particulas no

(Bpy
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estado p criadas a partir de um estado de vacuo devido a evolu-
cdo da geometria. A contribuicgdo destas particulas para o ten-
sor momento energia deve ser desprezada de forma a nao alterar
o elemento de linha (6.1.3}).

Nas sec¢Oes (6.2) e (6.3) apresentaremos dois mo
delos exatamente soliveis, exemplificando o que foi exposto nes
ta secao. Em (6.2), estudaremos um universo bi-dimensional com
um elemento de linha tipo Robertson Walker, conhecido como mode

lo de Bernard e Duncan{le].

Este modelo tem importancia apenas
pedagbgica pois nao € solucao das operac¢tOes de Einstein {com
duas dimensoOes o tensor de Einstein Ruv-% Rguv se anula iden-
ticamente). ©Na secao (6.3) estudaremos um modelo onde um campo
de spin um, & acoplado a gravitacao com um termo de interacgdo
gue guebra a invariancia de gauge da teoria. O sistema de Equa
¢Oes de Einstein-Maxwell pode ser resolvido exatamente e uma so
lucdo encontrada apresenta um elemento de linha tipo Robertson-

-Walker com secdo espacial negativa (¢ =-1), onde nd3o hd singu

laridade (razao pela gual & denominado de Universo Eterno).

6.2 Um exemplo exatamente soluvel em duas dimensoes. 0
modelo de Bernard e Duncan!*8!

Seja entdo o elemento de linha de Robertson-Wal

ker bi-dimensiocnal
ds?2 = C(n) {dnz - dx?2) {6.2.1)

onde C{n) & o fator conforme de escala e & dado por
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C(n) = A + B tanh n A,B >0 . (6.2.2)

No infinito passado e futuro, temos

N 2o _ (6.2.3)

Vamos considerar a existéncia de um campo livre
escalar real massivo definido nesse espago-tempo.

A equagdo de Klein-Gordon (2.1.3) se escreve

g2 d 2
on2 ox?2

+ (A+ B tanh njm2] ¢{n,x) = 0 . (6.2.4)

Encontrando um conjunto completo, sclucaoc da e-
quacado (6.2.4), podemos efetuar a expansio do operador de campo
¢i{n,x).

Desde que C(n) nao depende da coordenada espaci-
al, os modos solucao da equagdo (6.2.4) podem ser escritos como

1 ikx
u, (n,x) = ———— e X, (1) (6.2.5)
k (2,“1/2 k

e a parte da equac¢ao (6.2.4) dependente do tempo conforme n &

[ 42

anz T (k2+Cm?)Ix, (n) =0 . (6.2.6)

A equagdo (6.2.6) pode ser resolvida utilizando-se
as fungoes hipergeométricas (ver apéndice A.2).

Os modos normalizados gque sdo frequéncias positi
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vas quando t+~® ou N+ ~®, Sao

in _ 1 {ix . . Lo (2
uy (n,x)-(4ﬂwin) exp { ikx - iw_n - (iw) &n ( cosh n )
.2F1(1+-iw_,iw_; 1- iwin : %-(1+-tanh n)d
(6.2.7)
Note que
. ikx - iw._n
lim wil(n,x) = 1 e in (6.2.8)
k 1/2
(4ﬁwin)

n-?'—m

Da mesma forma, os modos normalizados que se com

portam como frequéncias positivas guando t*® ou n->+«, sao:

uiut(n,X) = 1 1772 exp{ikx-—iw+n-(iw_) ¢n(2 cosh n) .
(4ﬁwout)

. . . 1
F1(1-+1w_ ; iw_ 1+-1w0ut, 511_— tanh n)) .

t2
(6.2.9)
Note que
ikx - iw n

lim %% (n,x) = 1 e out , (6.2.10)

k (47w )

out

n—)m
onde introduzimos a notacao
w = (k2 + mz(A-B))1/2

in
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/2

£
I

(k2 +m2 (A +B}) !

£
Il
ro|—

(wout:twin) . {6.2.11)

Utilizando as expressoes (2.1.11),(6.1.14),(6.1.5),

(6.2.7) e (6.2.9), encontramos

senhz(ﬂw+)

la, [ = (6.1.12)
k senh (ﬂwin) senh (ﬂwout)

| ' senhz(ﬂw_)

8 2 _ (6-1.13)
k senh(ﬁwin) senh (wwout)

onde

o = g, §

k k! k "kk! e

Bk = Pk ok .

Substituindo (6.2.13) em (6.1.17) concluimos que
um detector inercial que nao registra particulas (o campo se en
contra no estado de vacuo) no infinito passado, registrara a
presencga de quanta no infinito futuro. £ importante lembrar que

no caso do campe ter massa zero (Ww_=w =0}, a teoria &

s W
m out’ -

invariante conforme de forma que nao devemos esperar criacao de

particulas (|8, [? = 0).
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6.3 Um exemplo exatamente soldvel em quatro dimensdes -

- 0 modelo de Novello e Salim [22]

Em 1979 Novello e Salim!+21094]

apresentaram um
modelo onde a principal fonte de cruvatura do espaco-tempo € um
campo de spin um, Au(x) acoplado a gravitagao com um termo que
quebra a invariancia de gauge do eletromagnetismo. Este termo

pode ser interpretado como gerando "massa" para o foton. A densidade

lagrangeana do modelo é

= /= s B BV
oL gli+ra Ay R - 3F FYY] (6.3.1)
onde Fuv = Ap,v - A\),M e A e uma constante.
As equacoOes de movimento derivadas da densidade
[95]

lagrangeana (6.3.1), sao:

Y = -ara" (6.3.2)
2 - @B g = -

(1+ A )Guv Aguv L0; 8 + AQ' ;v+ AI{AuAv Euv

(6.3.3)
- M - _ 31 -
onde R-—AHA R Guv_'Ruv ZI{guv e Euv e 0 tensor de Maxwell

_ 1 aB o

Ew =T 9uv FogF + Fu Fy

As equacgdes (6.3.2) no caso de A =0, reduzem- se
as equacoes de Maxwell no espago curvo. O lado direito da equa
¢ao (6.3.2) pode ser interpretado como um termo de fonte do cam

po Au(x). (No caso de A =20, o campo gravitacional & responsa-
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vel pela criagdo de cargas). &As eguacgoes (6.3.3) no casode A=
= 0 reduzem-se as egua¢des de Einstein.
Uma solucao para o sistema de equacgdes (6.3.2) e

(6.3.3) & dada por

A, = (B, 0, Aj(M) = (3 (1+tanh n))t/2 (6.3.4)
e

ds? = at2 -a(t) [T 5 + r2(a92 +sen28 @¢2)1 = (1.1.1)

= C(n) [dn2 - dx2 - senh? X (402 + sen26 d¢2)] (1.1.3)
onde (6.3.5)

alt) = (a_? + t2) (6.3.5)

sendo a, uma constante positiva,.
Utilizando (6.1.12), chegamos a relagao gue ex-
pressa o tempo cosmico t em fungao do tempo conforme, a saber
t = a_ senhn
entao

c(n) = ao2 cosh2 n . (1.1.4)

A geometria descrita pelo elemento de linha
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(1.1.1) juntamente com a equagao (6.3.5), foi obtida independen

temente por Melnikov e Orlov[gﬁ].

Estes autores trabalham com
um campo escalar carregado conformalmente acoplado a gravitacgao.
Este modelo estd baseado numa densidade lagrangeana frequente-

mente considerada no contexto de Cosmologia inflacionaria,
= /G ra-Lenr e o eateromiez 4 00t]  (6.3.8)

A métrica (1.1.3), juntamente com (1.1.4), & so-
lucdo das equagOes de movimento derivadas da densidade Lagrange
ana (6.3.8), com

1

2 =
ao 240 e

s(n) = ((20)1/2 a_ coshn) "1 .

0 elemento de linha (1.1.4) nao apresenta singu-
laridade temporal e & assintoticamente tangente (t~>*® ou n ~>
++ o} a dois distintos universos de Milne. A evolucao coOsmica

deste modelo consiste entdo de um periodo de contragidoc ate um

onto onde a curvatura atinge um maximo (t=n=0) R _R"W =
P g >V
6 - .
= 2 =), seguida de uma fase de expansao. A interessante pro-
0!

priedade de tender a um espaco-tempo de Minkowski descrito em
coordenadas de Milne nos infinitos passado e futuroc elimina com
plicacdes, que aparecem no modelo padrdo, como definigcado de cam

out etc. A semelhanca com o modelo de Bernard e Dun-

in
pos e @
can nao pode deixar de ser mencionada, apenas com a diferenca

que aqui nao temos um modelo artificial, mas um modelo exato on



-110-

de supomos um termo de intera¢dac nao minimo entre o campo gravi
tacional e o campo eletromagnético.

Nosso objetivo nesta segao & efetuar a quantiza-
¢ao de um campo escalar real massivo definido sobre um espago-
~tempo que tem como elemento de linha, a eguagaoc (6.3.6) segun-
[21]

do os passos que apresentamos na segao 6.1

Seja entdo o elemento de linha (1.1.3) dado por

dr2

ds? = C(ﬂ)(dﬂz - 1+ r2

- r2(d92 + sen?9 do¢2)] {(1.1.3)
COom

C(n) = ao2 cosh? n ) (1.1.4)

2o contrario do universo de Milne (ver secgdo 3.2)

a variedade descrita pelas equagdes (1.1.3) e (1.1.4) & geodesi

camente completa. Notemos gue:

noe 3% on 8 n
cin) —s 1 e ‘. t - > e
a
a_ 2 _o 7N
cmillzy S e 2n t> -5 € .
Desta forma, © espaco-tempo descrito pelo elemento de
linha (1.1.3) Juntamente .com a eguagao (1.1.4) tende as-

sintoticamente a dois universos de Milne, respectivamente no in
finito passado e futuro. No entanto, ao contrario dos univer-
sos de Milne (F} e (P) no espago-tempo de Minkowski, descritos

respectivamente pelas transformagbes de coordenadas (3.2.1) - e
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{3.2.3) que definem regioes disjuntas {(a unido destas duas re-
gioes & alcangada mediante um procedimento analitico através da
origem), nouniverso eternc considerado aqui, ndo temos horizon-
te de eventos. Desta forma, o procedimento analitico citado a-
cima, torna-se desnecessario.

Para implementarmos a guantizagao candnica deve-
mos resolver a equacao de Klein-Gordon dado pela equagao
(6.1.6), nesta geometria.

Utilizando (1.1.4), (6.1.7), (6.1.8) e (6.1.9),

encontramos que a parte da equacao de Klein-Gordon que depende

do tempo conforme n satisfaz uma eguacio de Mathieu[16}{17]
[=92 4 g2 + m?2a 2 cosh?n] y. (n) = 0 (6.3.9)
dna2 o k T
escrita em sua forma modificada, como
d? - (A + 2h% cosh2n)y, = 0 (6.3.10)
arz Xx ) X .3.
onde
a 2
A= - (g% + m? ‘2’ ) e (6.3.11.a)
ma_
h= — . (6.3.11.b)
Consideremos a solucao da eguagio {6.3.10) repre
sentada por Mé3)(— n, h), onde o indice Vv & uma funcio complica-

da de A e h (Para uma expressdo explicita de Vv guando h & peque

no, veja apéncide C). Utilizando o teorema de Floguet, chega-~
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mos ao resultado que v € imaginadrio puro. Denominaremos:

(3)(-n,

v
to assintotico (ver equacgao C.10).

A funcao M h} tem o seguinte comportamen

éz‘)(-n, h)wnél’(zh cosh n). (6.3.12)
BE n+>-©e -t
Utilizando o resultado coshn ——= 5 \ 5 + ©
o

a expressao assintotica da funcao de Hankel Hél) {ver eq. B.B)

chegamos a formula gue exibe o comportamento assintodtico de
éB), a saber:
3 3 = oo -2 _"’ I
w3 on, A2y Ty mimt mmk/2 -im/d g 5 g
v ou \{/—oo¥
t 3+ =

que comporta-se como um modo de frequéncia positiva com respei-

to ao tempo cb6smico t. Os modos normalizados sdo:

in VT mk/2 . (3)
Xk (n) = =5 e / M-i}'& (-n, h) . (6.3.14}
Utilizando as expressoes (6.1.7), (6.1.11) e

: in*
(6.3.14) e o conjunto completo {¢;n, ¢;n } podemos expandir o

operador de campo ®{x) definindo, assim, operadores de c¢riacao

a'i‘in e ain
k k

e aniguilacéao e o vacuo [0, in > .

Consideremos, ainda, uma segunda solugao da egua

gao (6.3.10) designada por Mé (n, h). Novamente utilizando a e-
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quagado (C.10), podemos encontrar o comportamento assintdtico de

4
M-('ﬂ; h):
v
4 n-—»>«
M2(r, h)  * g{?) (2n coshn) . (6.3.15)
v ou v
t >
Desde que nilzZ% éE e utilizando a ex-
o
pressdo assintotica da funcdo de Hankel H£2) (ver eq. B.8),che
gamos & expressao que exibe o comportamento assintotico de Mé4)
a saber:
4 n—)—oo — -. o .
m (m, n) —— /2 mimt vk/2 i5/4 0 g g
v ou Tmt
t >

Os modos normalizados que comportam-se como mo-

dos de frequéncia positiva com respeito ao tempo cdsmico, sado:

(2 () :_2@ e-ﬂi/2m_(f_]){ (n, h) . (6.3.17)

Da mesma forma que fizemos com o conjunto comple

out ,*out
$
k'k}

1} podemos utilizar o conjunto {0 para

1 F 3
210 g
to { " K

expandirmos o operador de campo ¢ e definir o vadcuo |0 out > na
regiao t—+« (oun- «),

Para encontrarmos o nimero de quanta "out" no es
tado = que existem no vacuo "in" (ver equacdo 6.1.7)), temos

que utilizar a seguinte relagdo entre as func¢oes de Mathieu:

_4i ,(3) _ .4 ,(3) ,(4) (3)
= Mi’) (- 1) (dn Mi') M{‘) )n=0M\~) {ny +



-114-

d
Cam

_ (3) ,,(3) (4)
Mg>' ug3) Mg () (6.3.18)

n=0
(ver equagao C.13),

- = + {4) *_

Como v=-ik, k€IR e n€R' temos que [Mi.) (n})1 =

= Méi)(n), propriedade que & derivada do comportamento assintdo-

(4) {3}

tico de M% e Mg (ver eq. C.10).
Utilizando (22.3), temos
in out *out
onde
O = Sppr Gy
Bk = akkl Skl

Com os resultados dados pelas equacoes (6.3.18) e

(6.3.19), chegamos a:

_ _ir 7k, a (3) (3) ]
oy 5 e ‘Eﬁ M_ik(n) MoTe h”)n:o (6.3.20.a)
g, — _ir . d ,(3) (4)
k 3 (dn M_ik(ﬂ) M_ik(n)) (6.3.20.Db)

n=0

in - .
Desde que Xk esta normalizado, devemos ter:

2 2 2mk |, d (3),(3)
|Otkl |Bk| = e { an M_i]z M‘“ik) L0
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- (_M .}-EM }-{) =1 . (6.3.21)

Os coeficientes de Bogoliubov B, sao dados por

'k

(4)
ii(m)] + (6.3.22)

n =0

4
dn

= _im
Bk = SR K (=50

Mfi})-{(n) M
A complexidade das fun¢des de Mathieu dificulta u
ma interpretagdao imediata da equagao (6.3.22). Com o intuito
de clarificar o significado da equacdo (6.3.22), efetuamos al-
gumas aproximagdes.
A equacao de Mathieu modificada dagual partimos,

¢ dada por:

d2

anz xk-—{k-+2h2 cosh2n))(k =0 . (6.3.10)
Utilizando a aproximagdo cosh 2n %% e?" para nz 0

e cos h 2n o ei;n para n £ 0, consideramos o sistema de equagBes
5 X - (h-n2 e My = 0 nso (6.3.23.a)

22w - =nzefMxy = 0 R (6.3.23.b)

Uma solugao aproximada da equacdo (6.3.10) & solu
cdo do sistema (6.3.22) com os mesmos dados de Cauchy em n=0,

Para n £ 0 defini-se a variavel x, tal gue

x = -he —®<x <0 (6.3.23)
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de forma gque a equacéo {6.3.23.a} se transforma numa equacéo de

Bessel usual

dZ

1 a _
7 Sk P Eax Kt LTS x =0 (6.3.24)
com
Vo= - ik
2
_]E = (qz + m2 o )2
2
A= ——]22 .
Um conjunto ortonormal completo da equacao
(6.3.24) é dado por
xIPmy = 1w TR/ 251 g oy (6.3.25.a)
k 2 -ik
in _ 1 7 "k/2_(2) n. . 3. 25
Xk (M) = > T e Hi‘}? (he ) (6.3.25.b)
i

Para N2 0 definindo a variavel z-he , a equacao
(6.3.23.b) se escreve da mesma forma que (6.3.24) onde 0<z <>,

Uma base de fungoes nesta equacao de Bessel é dada por

t -Tk 2
Oy = 1 g o mR/2502) oy (6.3.26.a)
k 2 -ik
*out 1 -1k/2 _ (1) n
= V7 H.— .
X, (M =z vme ;% (he) (6.3.26.b)
Aplicando-se a expressao
1 *
Xln ={}onut + BX out

podemos determinar os coeficientes o e B impondo condigéo<m3cog
dicao de continuidade ds solucdes (6.3.25 e 26) e suas derivadas

em n=0 (x=-h e z=h). Assim,
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e"Tk/qul (h) = ae
-1k

-Tk/2 4

(2) 1) + B e~ "K/25(1) (y)
-ik

ik

Tk/2 4 . (1) - e Tk/2.d L(2) +
- dy H—{E(Y)l o€ dy ~ik(y)
_ y:h Yzh
-T1k/2 4 (1)
B e dYHiE Y)‘
=h
chegamos a
TTT{- 1
- e 4 5(1) 4l (6.3.27.a)
<H(2) H(l) dy "~ -ik ik
-ix " Uik =h y=h
™k a .(2) (1)
B = e — H'T— H'L {6.3.27.b)
<H(2) H(l)>y=hdy -ik -1k _
~ik 7 ik y=h
onde
2 (1) -
y < Hv ’ H—v > =
- 42y, 4 (1) _ (1) d (2)  4i _iTv
€ o Wronskiano de Hiz) e Hii).
No limite em gque h € grande, encontramos
B >0
o > g2i(h = /4 (6.3.28)
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de forma que |B[*+>0 e |a|?~+>1. Neste limite, como g - 0 nao
temos ctriacao de particulas durante a evolugao cbsmica. Este re-
sultado pode ser entendido se notarmos gue h grande significa
que o comprimento compton das particulas criadas (%f) € pequeno
em comparacac com a, (comprimento caracteristico sobre o gual a
curvatura do espaco-tempo varia apreciavelmente). Desta forma,
o acoplamento entre o campo ¢ e a geometria, € fraco.

No outro limite, guando h € pequeno, encontramos:

(g)zii -2k
o > Tk {e'“'k __2_______ _ e'iTk ______2_______)
2 senh? 1k r2(1 + ik r2(1 - ik
{6.3.29,a)
_ (%)21k (%)—21k
B> ——k ( - )
2 senh? Tk ~I'?2{1+ ik} r2(1 - iXk)
(6.3.29.b)
de forma que temos
2 _ 1 - * h
lgl? = g p—— [1-cos(4k in 35 + €)] (6.3.30,a)
|af? = L —~ [cos h 2Tk - cos(4k in%+ £)]
2 senh? Tk
(6.3.30.b)

onde € & uma fase independente de h.

Neste limite, onde o comprimento compton das par-
ticulas (%) & grande em comparagao com a, (o acoplamento entre
o campo e a geometria €& forte) encontramos um nimero de particu

las "out" diferente de zero no vacuoc "in".



CONCLUSOES

Nesta tese analisamos as principais dificulda-
des gue surgem guando generalisamos para espagos-tempos cCurvos
e/ou para coordenadas curvilineas a quantizagao candnica de um
campo escalar real massivo livre.

Inicialmente estudamos o efeito Fulling-Unruh em
alguns sistemas de coordenadas ortogonais separaveis no espago-
-tempo de Minkowski bi-dimensional (d=2) através docalculo dos
coeficientes de Bogoliubov. Mostramos gue apesar de termos em
principioc seis vacuos, apenas dois destes sao unitariamente nao
equivalentes. O calculo de propagadores, como as fungoes de
Green retardadas e avancadas e o propagador de Feynman foi efe-
tuado no espaco-tempo de Rindler e Milne. NoO espago-tempo de
Milne foi calculado, pela primeira vez, os propagadores retarda
dos e avancados utilizando os modos de Sommerfield e mostramos,
explicitamente, a concordancia com os propagadores associados
as bases de fungdes ondas planas nas coordenadas cartesianas.
Mostramos também que o propagador de Feynman associados aos mo-
dos de Sommerfield, diverge. Em seguida quantizamos um campo
escalar real massivo livre num modelo cosmoldgico, homogéneo e
isotropico ndo singular. Este, representa um universo que evo-

lui (desde t=-=) de uma fase plana (R =0) até outra confi

uvpa
guracao plana (t=+=), passando por uma fase de contracao até

um ponto de curvatura maxima (t = 0) seguido de uma fase de ex-
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pansdo. Transcedendo um simples paralelc com o modelo de Ber-
nard e Duncan, cuja importancia € meramente pedagbgica, enfati-
zamos O carater nao artificial deste modelo. solucac exata das
equacOes de Einstein-Maxwell modificadas por um termo gue aco-
pla nao-minimamente a gravitacdo e o eletromagnetismo. Neste
modelo cosmoldgico, a equagdo de Klein-Gordon € exatamente soll
vel, permitindo-nos utilizar os métodos padroes da teoria de
campos com o intuito de calcular a taxa de producao de particu-
las devido a evolugao do universo. A propriedade gque tem este
modelo de ser assintoticamente plano (t =t ) (eliminacao de sin
gularidade) nos desvia das dificuldades encontradas no modelo
padrao.

A comparacao de observaveis definidos nas duas
regides assintdticas (t =1t ) foi efetuada por intermédio do cal
culo de coeficientes de Bogoliubov. Mostramos gque a interacgao
gravitacional cria do vacuo |Oin2> um nimero de particulas dife
rente de zerc no infinito futuro.

0 estudo do operador numero de particulas nos
trouxe interessantes resultados. Demonstramos gque, gquando o
comprimento compton das particulas € muito menor que a_ (compri
mento caracteristico do modelo), os coeficientes de Bogoliubov
tendem a zero, portanto naoc temos criacdo de matéria durante a
evolucao cOsmica. NoO outro limite, guando o comprimento comp-

ton das particulas € muito maior gue a (o gue significa gue o

0’
acoplamento entre a geometria e o campo ¢ & forte), a evolucdo
cObsmica e com mecanismo efetivo para a ciracaoc de matéria. A

continua¢do natural deste trabalho € o calculo do propagador de

Feynman e do tensor momento-energia associado ao campo escalar
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neste modelo cosmologico. Outro problema a resolver seria a
guestao do espalhamento inverso: conhecendo-se as condigdes as-
sintdticas das solucdes da equagdo de Klein-Gordon e o espectro
out

de Nk  qual deve ser a forma do fator conforme C(n)?

Todas estas guestoes pretendem contribuir para a
compreensdo do problema conceitual de particulas como entidades
dependentes do observador, efeitos de curvatura e de sistemas

de coordenadas na busca da adaptacao da teoria quantica de cam-

pos com a relatividade geral.



Al

APENDICE A

A fun¢ao Gamma

A funcao Gamma & definida pela integral

r(z) = J e~ t 271 ae Rez > 0 (A.1.1)
Q

Por continuagac analitica, ['(z) pode ser estendi

da a uma func¢ao analitica em todo o plano complexo, com excegao

dos pelos simples em z=-n, n=0, 1, 2 ...

A2

Equac¢ao funcional:

T{z+1) = zT(z) (A.1.2)

'(z) '(1l-2) =

sen T2z

Valores especiais:

I'{n+1) = n! n=0, 1, 2 ... (A.1.3)

“T{1/2) = V7

A funcao hipergeométrica

A série hipergeométrica, convergente para |z} <1
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€ dada por

a, b ® (a) = (b)
e |z) = Eo '"Té%;?ﬁg 2" (A.2.1)
onde
(a)O = 1 (a)n = afa+1l) ... (a+n-1) {A.2.2)

€ conhecido como o simbolo de Pochhammer.

Por continuacao analitica, ,F, pode ser extendi-
da de forma a definir uma fungao analitica no plano complexo =z
com um corte ao longo do eixo positivo real de +1 a + =,

Representagao integral:

a,b _ T(c)
P10 e 12 = FoyTie=D)

1
J 1:1:"1(1—1:)‘3'13'l (1+tz) @ at
(o]

onde Rec>Reb>0, |arg(l-2z)]| <

¥

Para z fixo, (c |z)/F(c) &€ uma funcdo intei-

F
21
ra dos parametros a, b, c.

Se a ou b € um inteiro negativo e ¢ nao o &, en-

tdo a série hipergeométrica se torna um polinomio em z.

Equacao diferencial:

d2

]__...
A z) dzz2

u + w—(a+b+ln)%§—abu=()-(AJ.H

- - a,b
A equagdo (A.2.3) tem como solugdo u= ,F;( ¢ |z).

Se ¢ ndo € um inteiro, a eguacdo (A.2.3) admite uma solucdo li-
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nearmente independente u, onde

u = Z1-—c 2F1(a—c+1,2_{:b—c+llz)

) Simetrias:

a,b b,a|z)

JFilc|z) = B (¢
Formulas de Transformagao:

a’b a a,C“b z

oFilez) = (1-2)° ;FiC ¢ |52%) =
- - c-a,_ c-b

= (1-2)¢737P SF c lz) .

Casos especiais:

i) PolinOmios de Legendre:

n+l, -n -
1 1 -x

Fy | === n=20,1, 2

Pn(x’ =2

ii) Polindmios de Gegenbauer:

= T(zv)nt 251 v+

T + 2v + n, -n -
Cn(x) _ I'{(2v +n) % | 1 -x

iii) ©Polindmios de Jacobi:

+0 +0+B+1,-n q_
p (4P ) = (Pay Lp Fadl T A5

n
n=2=0, 1, 2
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A3 A funcao hipergeométrica confluente

A funcao lFl(i | z) & definida pela série

(a)n n

z_
o (c)_ n!

H 18

a _
lFl( cl z) = n

fn]

convergente para todos os valores de z.

Representacao integral:

)c—a—ld

2 2) t

lFl( c

1
_ T{c) zt ,a-1 _
= & T(c =a) L e t (1 -t

Re c>Rea >0

Para z fixo, 2 | 2)/T(c) & uma funcdo intei-

1Fp
ra de a e c.

Equacdo diferencial:
2
z%u+ (c-—z)%—au=0 (p.3.1)
A equacao (A.3.1) tem como solugao

u = F i| z) e se ¢ nao & inteiro, esta admite uma

solugao independente

Formila de transformagzo:



-126-

. a _ .z c-a
lFl( c| z2) = e 1F1 (c | =)

Casos especiais:

i) Polindmios de Laguerre:

_T(lo+n+1) -n B
= Toroal 171G [ ¥ n=20,1,2...

Ln(a)(x)

ii) Fungoes de Bessel

-ix V
_ e (x/2) v+1/2 .
T, = T 1F1 Qe | 28X
A4 A funcao Parabolica Cilindrica

A funcao u = D (x) é solugao da equacao

d2
dz?

- %;) u=0 . (A.4.1)

rof—

+ (v +
Uma soluc¢ao linearmente independente &
,

u=D_, _,(iz)

e, se V nao & um inteiro, D,(-2z). Se v=n=0,1, 2 ..., en-

tao
D_(z) = o~ /2 exp(—%;)ﬁn(z'l/zz) (A.4.2)
onde
dn
H (z) = (-1)" explz?) exp{ - z2) (A.4.3)
n dzn

e o polindmio de Hermite de ordem n.



APENDICE B

B.1 As fungoes de Bessel

A fungdo de Bessel J, (z) & dada por (A.3.ii) ou

por
()Y
I (z) = —2— F (v+l | -Z2) (B.1.1)
v (V+I) 01 4 Ha
larg zf <
onde
[+ o] xn
oFq lelx) = nzo o) nt (B.1.2)

converge para todos os valores de X.

Equagao diferencial:

d=

1 4 V2 _
t 5 ggut (1- ;3) u=0 . (B.1.3)

A equagao (B.1l.3) tem solucgodes u1==Jv(z) e u,
= J-v(Z) linearmente independentes se v nac &€ inteirc. Se v=n
(n inteiro), entdo J_ (z) = (-1)"J (z) e se v=n, J_(z) &a G-
nica solucao de (B.1.3) gque & finita na origem (z =0).

Podemos definir a funcao de Bessel de segundo ti-

po Yv(z) definida pela formula

J,(2) coswv - J_ (2}

Yv(z) = e (B.1.4)
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para z arbitrario com corte ao longo do eixo real (-, 0).
As funcoes de Bessel de terceiro tipo ou fun-
¢des de Hankel Hil)(z) e Héz)(z) sao definidas em termos

das funcgOes de Bessel de primeiro e segundo tipo pelas fdérmulas
(1) _ .
H, ' (z) = J,(2z) + 1Y (%)

Héz)(3) =3,(z) - i¥ (2) © (B.1.5)

onde Vv & arbitrario e z tem um corte no eixo real (-«, 0).
A seguir vamos apresentar algumas propriedades

basicas das fungoes de Bessel.

1 () = ot @™V (2) - T (2))
82 (g = i G0 - '™ g (2))
1l (z) = ™ uD (2); 1P(z) = e 1™VE(2) (g
J,(2)% = 3 4 (2)

w en* = wld e .

Continuacao analitica:

K (z} = AT elﬁv/2 H(l)(z elﬂ/z) - m< arg z<m/2
v 2 Y
_ dimv/2 -in/2 _n
I,(z) = e J,(z e ) 7 < arg z <
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K, (2) = _%11 e—imv/2 H\()Z) (z a=i7/2

)

-in/2
-T<argze / <

kil
2

Iv(z) e Kv(z) sao chamadas respectivamente de
Funcao de Bessel modificada de primeiro tipo e Fungaoc de Macdo-
nald.

Para finalizar, vamos apresentar o comportamento

assintOtico das funcOes listadas acima.

FungoOes de Bessel de primeiro tipo:

Para x20 e vz o a funcao Jv(x) e real e finita
e tem um comportamento oscilatorio. O comportamento para pegue

nos e grandes argumentos € dado pelas fOrmulas

v
Jox)n — x > 0 (B.1.6)
v 2V T(1+Vv)
J (x) ¥,/2 cos {x - Loy - ;-w) X > |
v y = 2 2 .

X

Fungoes de Bessel de sequndo tipo:

Para x>0 e vz 0 a funcdo Ev{x) e uma funcgio re-
al gue oscila limitada no infinito. O comportamento para argu-

mentos pequenos e grandes € dado por

Y (x) % 2 T(v) x>0 v >0 (B.1.7)
v ax
1
Ay [e— — [s.0]
Yv(x) m‘/;; sen {x 5TV 4ﬁ) X >
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Fungoes de Bessel de terceiro tipo:

Para x>0 evz 0, as funcoes de Hankel H(l)(x) e

sdao func¢des conjugadas complexas limitadas no infinito.

O comportamento para pequenos e grandes valores de x e dado por

onde P=1

H\()P) (x) ¢ + 1 (%)V F(T[\)) x =0 v>0

H\()P)(x) oy 7 eii(x-iwv --}) < >
TX

Hép) (x) % -T-l% log% x>0

ou P=2.

Funcoes de Bessel de argumento imaginario:

Para x >0 e vz 0, temos os comportamentos

vV

I (x) Ay —X x -+ 0

v 2V T(1+v)

v=-1

K, (x) = 20 V) x>0
X
n ex

I\)(X) n _,/—_:—'I;}—(——_ X ~+ ©

K (x) & /7 e =¥ X+ ®™ .
'\) —
2%



APENDICE C

C.1 As funcOes de Mathieu el 7]

A equagao de Mathieu & dada por

dz
dzz2

y + {A - 2h? cos2z}y

n
=)

(C.1.1)

Esta equacao tem duas singularidades essenciais
em z=*®, Suas solugOes sao fungbes analiticas de A, h? para
z € C. Pelo teorema de Floguet as solugdes tem o comportamento

dado por
Y(z+7) = ™ y(2) (C.1.2)

devido a periodicidade do termo envolvendo o cosseno. Se v € R
as solucoes sao limitadas, se v nao é real, as solugdes sao ins
taveis.

O par@ametreo v & uma funcdo bastante complicada
envolvendo A e h2,

Uma solugao de (C.1.1), me (z; h?) & obtida efe
tuando-se uma expansdo de Fourier do tipo

i(v+2j)z

- BN
me,(z; h?) = .3 C)i(h?) e ) (C.1.3)

Substituindo a série (C.1.3) na equacgao de Ma-
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thieu (C.1.1) encontramos uma relacao de recorréncia para

C;j(hz), gue expandida em série de h2?, nos da:

v
C.. . . ]
2] o e d I+ V) h?d 4 o344y (c.1.2)
V' 2%3 51 T (14v+5)
1 4 8
A (h?) = v + ————— K™ + 0(h") . C.1.5
v 2(v2-1) ( )
Desta forma temos
. hm2) = Sivz _ oo 1 di{v+z)z
me (z; h?) e h (4(v+1) +
1 i(v-z)z 4
6T ) + 0(h%) (C.1.6)
As fungéesxnev(z) e Ine_v(z)fv¢ 2) formam um

conjunto de solucdes independentes de (C.1.1).
As fungoes me, (z; h?) tém a seguinte proprie-

dades (V¢ Z):

me_ (z) = me_ (-z) . (C.1.7)

Vamos considerar agora a equacdo de Mathieu modi

ficada:

azz ¥ ~ (A - 2h? cosh2z)y =0 . (C.1.8)
A equacac (C.1.8) tem como solucdo
- . - AV 2 (v+2r)z
Me (z; h2?) = me (~iz; h2) = I C._(h?) e .
v v r=—w 2 (C.1.9)
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As propriedades de M ev(z: h?*) seguem-se de (C.1.3)-
- {C.1.7).
Vamos procurar uma solugac de (C.1.8) denominada

de Méj) com O seguinte comportamento assintotico

lhnMéj)(z,h) = Zéj)(Zh cosh z) Rez~+= {(C.1.10)

(3)

onde Zv

sdo as seguintes fun¢dbes de Bessel:

(1) _

Zv = Jv(z) '
(2) _

z, = Yv(z) '

zé3’ - Hél)(z) e

(4y _ ,(2)
Z., = H, (z) . (C.1.11)

Os Wronskianos de duas funcgoes M(J) SA0 OS mMesmos

Wronskiancs associados as Z(]). Temos entao

<

: -omi3) da L(Ky. () d (k) _ (k) d (3)
(3, X} = My az Mo T M a My My az W
(3,41 = -4, (1,31 = - 1,47 = 2 (c.1.12)
_ _ 2
[112] = —[213] - -[2r4] T
e
. (3Y (_oy = 14 (k)3 3
(3, KM 7 (-2) = [z M7 MOl Mil(z) +
4a L3 »(D (k)
[dz My M\) ]z=on (z) . {c.1.13)
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Para finalizar, notemos que Méj) e Me, sao rela-

cionados pelas formulas:

M) (o; n)

mey(0; h?)

M (2 n) = ) Mey(z; h?) (C.1.14)

M\()J)(z,h) h~0 Z\(}J)(Zh coshz) ¥z, Rez >O0.



APENDICE D

D,1 0 Laplaciano 4*e suas autofungbes em espagos cur-
vos 1221 (g = gy 1971 198)

Vamos estudar em detalhes as autofuncdes Yy due

satisfaz a equagéao

4 (3)

Yy (x) =~ k% y (x) (D.1.1)
onde £ 3 € o operador Laplaciano associado & parte espacial da
metrica v Como a seg¢ao espacial pode ser aberta (e = 0 ou
€ = ~1) ou fechada (€ = 1) analisaremos cada caso separadamente,.

i) (€ = 0) - Secado espacial Euclidiana

As solugoes de (D.1.1) para o tri-espaco euclidi-
ano, sao ondas planas:

1 ik.x%
Y, (X)) = —————— e (D.1.2)
k (2ﬂ)3/2

k=K = (ky, kp, X —w< k. <

3)

27 *
ii) (€ = 1) ~ Segad espacial com curvatura positiva
O elemento de linha desta segao espacial & dado

por

fi J5% axJ ax® = dx? + xn? x(de? + sen26 d¢?) . (D.1.3)
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As autofuncoes de {D.1.1} tém a forma

M
- o+
Yﬁ(x) = FEJ(X) YJ(9,¢)
_15 = (9«; J, M)
2 =10,1, ..., J =0, 1, LB M==-3 ... 3

M . -~ . - .
onde YJ sao os harmdnicos esféricos e 7%

1 & definido por meio

de ﬂEJ onde T, {x) satisfaz a equacdo

) =

T%.J
P 2 2y -1/2 J d 1+J
—(2TT,Q,(E +1}...{(2+32) ) senh X('a—c'as—ﬁx—} COSRX*
(D.1.5)
A funcdo 7} (x) & obtida de 77, simplesmente
substituindo £ por if e x por -ix[87][88].
iii) (€= - 1) - Secao espacial com curvatura negativa

A métrica do tri-espac¢o neste caso € dada por

jzk by dx ax® = dx? + senh? x (@82 + sen? 6 4¢2)

As auto-funcoes de (D.1.1) sao obtidas substitu-
indo x por ix e £ +1 por iqg nas fdérmulas do caso ii (€ =1). Nes
te caso, g & uma variavel continua. Temos entdo

(-} M
yﬁ(x} = qu (%) YJ(9¢) (D.1.6)
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k= (g J, M

0<q < ® J=0,1... M=-J ...J .

Os autovalores -k2? da equagao (D.1.1) sao:

| % | € =0
kK = < [2(% + 2)]1%/2 € =1
(@ + 1172 €= -1

ou escrevendo de forma simplificada

x = (q2 -€)1/2 (D.1.7)
qg=1, 2, ... =1
0<g < » =0 ou € = -1

Desta forma, qualquer funcao definida sobre esta
variedade tri-dimensional com signatura (+ + +) pode ser expan-
dida numa série de autofun¢des de (D.l1.l). A medida de integra

gdo U (k) & dada em cada caso por:

Jd3k € =0
—_— o Z -
Jdu(k) = < 8,3 M . € =1

J aq €= -1 _ (D.1.8)
9]
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Para finalizar, queremos lembrar que as fungdes

yk(x) sdo normalizadas de acordo com

[d3x hl/2

(x) (x) =6k, k") {D.1.9)
J T Yy ==

onde §(k, k') &€ a funcdo § com respeito a medida , isto &

Jd‘ﬁ (k') £(k") 6(k, k") = £(k) . (D.1.10)



APENDICE E

E.1l A Normalizagao de alguns modos solugdes da equagao
de Klein Gordon

Os modos solucbes da egquagac de Klein-Gordon as-
sociados aos sistemas de coordenadas de Rindler, Milne e o sis-
tema de coordenadas descrito em 3.3, estac normalizados de acor
do com o produto interno (2.1.11). Vamos calcular as constan-
tes de normalizagao associada a cada um destes modos.

0 produto interno & definido como:
: b * ( /foov H

Seja, entao, u e u' solugdes da equagao de Klein

Gordon onde u = F(T) G(X) e u' = F'(T) G(x}.
Usando-se integragdao parcial, podemos mostrar
que:
-
Py T Ty 5| e
(uy, 112} = _l——kz—-ﬂ,_z— GkﬁGSL =65(k-%) . (E.1.1)
=T, Xmin

i) Sistema de Coordenadas de Milne

Como vimos em (3.2}, a eguagao de Klein - Gordon
possui dois conjuntos completos de modos (3.2.8) e (3.2.5). Va

mos estudar o comportamento destes modos na sub-regido do espa-
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co-tempo de Minkowski descrita pelo mapeamento (3.2.3) (Milne -
- passado).

i.1) Modos de di Sessa

_ (1) ivaX
uv(y, X) = hJHiv (my) e (E.1.2)
onde N & a constante de normalizacao a ser calculada, e
y = L g-aT (3.2.4.b)
a
Logo,
_ (1)
Fv(Y) = Hiv {my) e
GV(X) _ elvax . {E.1.3)
Devemos, entao, avaliar a expressao
s s
d _=* _ _ d %
E a7 Fu = F,{-ay dy)Fu (E.1.4)
T=T =T
0 o

em alguma hipersuperficie T=cte. Vamos escolher a hipersuper-
ficie definida por T= - =(Y =),
Usando a expressao assintdtica das fungoes de

Hankel para argumentos grandes {ver formula (B.1.8), temos:

. ™V AT
my e

E, (my) NS 2 e y > .
'nmy

Desta forma,
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pug z {(u+v)
d | % 4ia 2 ‘¥
Fv( avy dy)Fu == e . {E:1.5)
y=
Temos gue calcular ainda
>
d _.x Max
G, (X) gx 6,
XMin
Usando (E.1.3), temos
X, -
a _x Max _
G\)(X) ax GH(X) =
XMin
= 2a{u+v) lim sena({v-u)X X+ o . (E.1.86)

Substituindo {E.1.5) e (E.1.6) em (E.1.1), fica-

mos com
TV
(uv, uu) = N2 8 e S{y-v) {E.1.7)
onde usamos gue oc({X) = lim sinL X
I, = o TX

Concluimos que

-V
N=—1—;e /2
2y
Desta forma, os modos de frequéncia positiva (crite-

rio de di Sessa) para Milne-Passado & dado por
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-mv/2 _ivaX

- (1)
u. = e e Hiv {my) . (E.1.8)

L
Vo2
A generalizagdao para Milne-Futuro é direta e en-

contramos, entao, as expressodes {3.2.9.a) e (3.2.9.b).

i.2) Modos de Sommerfield

:LuaXJ

ilul{my) (E.1.9)

v x) = N'

U(Y, )

onde N' & a constante de normalizacdo a ser calculada e VU(X’Y)

sao os modos de frequéncia positiva na regido Milne-Passado.
Novamente usaremos (E.l1.l1) e temos:

>
4 - - _
G, a3y © = 2a{u+v) 1lim sen afv —yu)

X >

(Resultado idéntico a (E.l1.6)).

Temos que calcular, entao,

>
d _x
F —== F
v aT " T= -  ou
y:oo
onde
Fv(y) = Jilv](my} . (E.1.10)

Novamente usando a expressdo assintotica das fun

¢Oes de Bessel de primeiro tipo (ver formula B.1.6). temos

/ 2 cmlvl 1
Fv(my}g Ty cos{my - i 2| Eﬂ) .

Y+ o
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Concluimos que
2
(u,u ) = N'"4 senh 7lu| §(u-v) (E.1.11)

entao

N' = 1 . (E.1.12)

2 /senh 7 | 1]

Desta forma, os modos de frequéncia positiva(cri
tério de Sommerfield) para a regido Milne Passado, & dado por

1 ipaX
Y, X) = J.
vu( ) e llul(my)

2/ senh 7|u

ii) O Sistema de Coordenadas de Kalmins-Miller

Vamos calcular as constantes gue normalizam oS

modos UOUt e Uin onde
' (1) ‘
v % (y,2) = NH (my) K, (mz) (E.1.13.a)
iv iv
e
out .
U (u,z) N 'jiJHW)Kiv(mz) (E.1.13.Db)

de forma a satisfazer (2.1.20), isto e,

H

(U, U)

y S(u=-yp)

i

(U;,UU*) -&(u-u) e
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* =
(U\)l UU) - 0
Utilizando (E.l1.1), temos que
in out, _
w, - Up ) =
. < pag X Max
_ -i (1) d (2) d
T az(v2 - pz) Hi\) (my) (-ay dy) Hiu (K v az dz Kiu) X Min
T=T
o]
(E.1.14)

Usando gque

g‘ X Max a3
K. (mz) (az =— )K. (mz) =20 vz - 12)5 -
v dz "1y X Min 2 senh T p ( H2) 6 (u )

(2) § ., () _4i
Hiv (my)(Y'dy) Hiu (my)‘ = = . {E.1.16)

y= o

A prova do resultado obtido em (E.1.15) sera dada no calculo da

normalizacao dos modos Ugut ) e, substituindo em (E.1.14), obte

moes

in in 2 T
(w™, uim - N - S(u-v) -
v (- e 2™
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Para finalizar, vamos calcular a constante de nor

malizagao N associada aos modos USUt(yz).

Novamente utilizando (E.1.1), temos

*Out * Out
(U0, ux 9T =
: Py pie Max
- i N cay S 4
Sz (viopzy Yoy lmaygg) dy (my) ) Kg(az ) Ky
y=w Mln

= -N? T 6(u-v)



APENDICE F

Demonstracdo de (5,2,1t) %%

Sabemos que a fungao de Bessel Jy (z) é dada pela

expressao

(—l)k (2/2)2k-¥v

0 k! T{v+k+1) (F.1.1)

I (z) = °§

k

Definindo

(a)k afa+1) ... fa+kx-1) ,

Temos

- dzr2)V
Jv(z) T T(v+ 1)

X
b (~22/4)
X ESY (F.1.2)

k=0

Supondo que existe n02>0, tal que

V11e%,|v+n|£nd

Usando a definicao (F.1.2),

k

|(\)+1)k] 2 (n)) ¥V k € N (F.1.3)
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Usando (F.1.2) e (F.1.3), chegamos a:

gy | s el g | (-z2/4) | ¥ )
v ITv+ ] K20k Jva 1y |
[z/2v] " = ]22/4]"
IT(v+1)| k=0 x; pn kK
(o]

A desigualdade acima pode ser simplificada, de

forma que obtemos

](z/2)v| 72
|gy(z)| = ———— exp ( )
v [T(v+1)| 4n,
se
vénl 20, ¥onoe& . (F.1.4)

vamos supor

vl =g+ 3 q € N
Entdo
lv+k|z 2 k € #

e usando (F.l.4}, encontramos

|z/2) V]

< e 2/2
[T(v+1)] exp (z2/2)

3, (2) |

se

[v] = g + % para g € N (F.1.5)
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Usando a definicdo (5.2.10), temos

1 ilzl
Blzer 2p0 23) = goppm ¢ 7 Joga(mEy) Iy, (mzg).
Nos contornos C2 e C4
. _ 1
|_l}\| --q+-2" ge N . {F.1.6)

Usando (F.1.5) e (F.1l.6), temos

1 irzy
< —_———
[flzys 2p0 230 | 5 | 5 X © -
in m2 z 2
(z3/2,) 7 (23 t23)
@I oo le
em C2 e C4.
. . TA .

Mas, como T{ix+ 1)T (12 -1) = Senh % @ desigual

dade acima pode ser escrita como
m2 2
1, %1 ing1 7 22t 23)
| £, 4z, 25, 23)] |-X(e z4/2,) " 5 e
em C, e C,. 2 s )
— {z5+2z)
- 1 2 2 3 -

A expressao o e nao se altera no con-
torno C, e C,, desta forma vamos representa-la por M, ficando
com

z, Z .
M 1 73 ;i
If}\(zl, 22, 23)| < —Tl- |(e E-;:) l (F.1.7)

em C2 e C4.
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Como z; = n - n' que é real e z, e z; (£ ou ')

sao positivos, entdo existe k € R, tal que

z. Z
e+ 3 -k (F.1.8)
.z
2
21 23
Vamos estudar o caso e = > 1(k>0).
2

Usando (F.1.7) e (F.1.8), temos

IL fA(zl,zz,z3)d)\|§|J ]fA(zl,zz,z3)j]d)\| £
2 €2

- a
J 1Mk [“)\ll _
C,

Escolhendo a parametrisacao

. B} 1, i
Cp: A(0) = (a+ 3)e 0

A
<D
A
=

a desigualdade acima se escreve como

1
s . T -k{g+5)sen b
l[ £,dA| < MJ e K g0 = MJ e 2
C2 o] (8]

dé =

Ly ~(q-+%)sen8
2MJ e do. (F.1.9)
o
~_ 28
Se 0£6 £w/2, entao = sen B .

Entao,

1 1, 2
“k(g+3)sen §  -k(q+3) ?9

I
1Y
o
A

e g<m
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m/2 -2 g+ o
[J £,dx] < ZMJ e de =
C (s
2
1
k(g + %)
- ___JEET_ (e 2 -1) ¢ Mﬂl
k@+§) km+§}
Desta forma
zZ, 2
lim ]J £,90] = 0 se el 351
P
g+ C2 2
ge N

21 23

(F.1.10)

Para o casc e E—-< l1(k<0), o contorno C4

2
e um calculo similar nos da

lim iJ £,dx] =0 se e - — < 1,
C

g 4
qEN

é

o



APENDICE 6

G.1 Uma extensgo analitica do teorema de adi¢cd0 das fun-

coes de Besse] 141!

Vamos definir

1

glz) = I (m(gz+£'2 - g2 (z+2) 1'%

= I Im((£+8'2) (£ +5) 17 (G.1.1)

Jo e analitica em todo o plano complexo e a sua
expansao em série de poténcias em torno da origem, contém ape-
nas termos de poténcias pares. Desta forma, podemos eliminar a
raiz guadrada de (G.1l.1) e g(z) é analitica em todo o plano com
plexo, com excecac da origem.

Vamos definir "outra" funcao:

oo

hiz) = I J (mE) J_(m&') 2" . (G.1.2)
n=-«©
A série (G.1.2) & convergente para z = 0.
Desta forma h(z) & analitica em todo o plano com
plexo, com excegac da origem.

Escolhendo |z| = 1

z2 = e 8 £ IR
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hiz) = I J_(mé)J_tme') ™0 =

N= — @

]

Jo(mE)Jo{mE')-I—ZnE1 Jn(mE)Jn(mE')cosrle .

Usando o teorema de adicao para fungoes cilindri

cas, encontramcs

hiz) = J_[m(E2+£'2 - 268 cos 6) /2],
Mas
g(z) = gle*®) = g_Im(g2 +&'2 - 266" cos 0) 1/ 2]
entdo g(z) = hi(z) se |z| = 1.
Como g(z) - h{z) & analitica em @ - {0}e se anula
em |z| = 1, entdo deve se anular em € - {0},
A afirmacdo acima basea-se no fato de que os ze-
ros de qualquer funcao analitica sao isolados no interior do

seu dominio (aberto e conexo) ou a fungdo se anula em todo o do-
minio.
Desta forma obtemos

g ImE2 + €12 - £8' z +2)) 2]

)
g

g (mg) J_(mg') 2" zz 0. (G.1.3)
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i®
e
entao

z(6) = 0 1 b e @ e wusando (G.1.3), temos

I Im(E2 + £'2 -~ 262" cos 0) /%) =

It
™18

. in8
Jn(mE)Jh(mE ) e b€ ¢

n= —

se 6= 1i(n~-n'), temos finalmente

2y = % 3 me)g_(mey (PN

n= -

1
Jo(m(G)
onde

o= (2 + £'2 - 2z¢' cosh(n-n')).
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