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RESUMO

Apresentamos uma teoria completa de campos de spin
dois massivo e nac massivo usando as variaveis de Fierz AaBu'
sua relacao com a teoria usual envolvendo a variavel padrao

wuv e as formulas que permitem a passagem de uma represen-—
tagao para a outra. Desenvolvemos ¢ formalismo Hamiltoniano ,
tanto para © caso com massa cOmMO para © caso sem massa, discu

tindo a estrutura de vinculos de ambas as teorias.

A seguir, a teoria & generalizada para espacos—tem-—
pos curvos onde a variavel de Fierz AaBu é identificada com

0 potencial de Lanczos L As propriedades essenciais des-

aBu’
te potencial, sua ligag¢ao com a energia do campo gravitacio-
nal e com os coeficientes de rotagao de Ricci s3o apresenta -
das. Mostra-se que tal teoria constitui~se na Teoria da Rela-
tividade Geral de Einstein apresentada na formulagao de Jor -

dan-Lichnerowicz, acrescida de um termo dependente do tensor

momento-energia do campo gravitacional.



SUMARTO

Pag.
AGRADE CIMENTOS - e e ot e et e et te e ae e e e e st asiaenanensennanansn 11
RESUMO « v s et e e e e e e e et et et e e iy
LISTA DE TABELAS & veveeeeseeeeee o e aeeteeessaeaesaeinecanseennnes Vi
CONY ENCOES ottt ittt et eeoeeaaeonsnasssensosaneaesnesssnsanoneasens vii
CAPITULD 1 - INTRODUCED L otirrttr et ittt e e sasassnanaenanacnss 1
CAPITULD 2 - 0 POTENCIAL DE LANCZOS v vt et eeerevevansnesosnenennaens 10
CAPITULO 3 - CAMPO DE SPIN DOIS NO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI ....... 20
3.1 = CASD COM MASSA ittt it ottt e eanrsae s vnnennnn 20
3.2 = CASD SEM MASSA ittt et te et eesenasnnennnanaeanas 37
CAPITULO 4 - FORMALISMO HAMILTONIANO PARA AS VARIAVEIS DE FIERZ NO
ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKID 't s e e s eeeesennnnnnnns 43
CAPITULO 5 - TEORIA DA GRAVITACAQD EM TERMOS DO POTENCIAL DE FIERZ-
~ -LANCZ0S: EXTENSAO AQ ESPACO-TEMPO CURVO .............. 91
CAPITULD 6 = CONCLUSAD v ettt ee e e e e e e 103
APENDICE A - FORMALISMO HAMILTONIAND COM VINCULOS +.oonvrnonnnnn... 110

B B O GRAF T et e e i e 121




Tab.

3.1.1

4.1
4.2
4.3

4.4

4.5

4.6

LISTA DE TABELAS

Comparacao entre os esquemas dinamicos de campos de spin

um e spin dois

--------------------------------------------

Variaveis canonicas na representacao de Fierz ......eeees..

Vinculos da Teoria Hamiltoniana para o Caso com Massa .....

Vinculos da teoria Hamiltoniana para o Caso sem Massa .....

Vinculos de 12 e 23 classe do formalismo Hamiltoniano pa

F3 0 CASO NA0 MASSTVO tvmveeeoe e eeaeeeresnseensneneneonnns

Relacao dos vinculos referentes a densidade Hamiltoniana

(4.49) ........

--------------------------------------------

Relacao dos vinculos referentes a densidade Hamiltoniana

{4.49) comm =

5

28
69
70
77

84

88

8%



CONVENCOES

indices gregos variam de 0 a 3
fndices latinos maidsculos variam de 0 a 3

fndices latinos mintsculos variam de 1 a 3

a o
derivada covariante: Vm.B =V 8 + T EBVB
o u ! !
a VT (x™) a o SO + _
onde V 8= “g;@““ € I £B El (gka,ﬁ gAB,E gEB:a
a tura: V> - v = r* v
Tensor de curvaturas: TN sV euv
Tfensor de Ricci: R = R™
enso e i¢cei: £V = € oy
£V
Escalar de curvatura: R = Revg
Assinatura da métrica: (+,-,-,~)
Derivada temporal: $= ) o
g = det guB
“0123 71 © Fi4x T foijk
Tensor de Levi-Civita: naBuv = 1 eaBuv
v=g
*
[#3
Dual de um tensor: }E‘OL8 = % R L
2 U
Atap) = Bag T Pag
Aragr T Pag T Bgg
Constante de Einstein: k = Stf
c

onde G & a constante de Newton e C & a velocidade da lugz

Vacuo.

A

no



capITuro 1

. INTRODUCAQ

Qualquer teoria de campo gue se proponha a descrever
a interacao gravitacional deve satisfazer certas propriedades
basicas relativas a esta interacao.

Primeiramente, a interacdo gravitacional & de longo
alcance, o que implica que as equacoes de campo que a descre-
vem nao devem conter termo de massa.

Sabe-se também que toda matéria/energia da natureza
interage gravitacionalmente com tudo que existe. Como o campo
gravitacional deveria possuir também energia, entdao ele deve
interagir consigo proprio. Assim, as equagGes de campo gravita
cional, além de conterem termos de interagao com todos os ou -
tros campos da natureza, devem também possuir termos de auto -
interacdo, ou seja, devem ser nao lineares.

Qual deve ser o spin do campo gravitacional ? R.P.
Feynman mostra em {l) que o spin deste campo nao pode ser im-
par ja que teorias de campo com spin impar geram interagoes
que s3o atrativas e repulsivas e sabemos gque a interagao gravi
tacional é apenas atrativa; ndo pode ser semi-inteiro pois tais
interacdes jamais poderiam gerar forgas estaticas, como & o ca
so de forgas gravitacionais Newtonianas; finalmente, o spin do

campo nio pode ser zero pois isto implicaria em que a atragao



gravitacional entre gases quentes seria menor gque para gases
frios. Assim, o campo gravitacional deve ter sSpin par maior ou
igual a dois. Escolhendo a hipotese mais simples, afirmamos que
0 spin do campo gravitacional é& dois.

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein (T.R.GJ(E)
assocla ao campo gravitacional o tensor métrico simétrico:guv(x)
de uma variedade Riemanniana gquadri-dimensional. Podemos pen-
sar o tensor métrico como sendo uma extensao natural, fundada
numa interpretacdo geométrica (que explicaria a observagdo de
que todas as particulas descrevem uma mesma trajetéria num da
do campo gravitacional guando submetidas as mesmas condigdes
iniciais(é)), do tensor simétrico wuv(x), usado largamente na
descricao da dindmica de um campo de spin dois no espago-tempo
(4,5,6)

de Minkowski

As equag¢oes de Einstein

Ry, = “KT, (1.1)

s ]
1
o=

v

sdo equacgbes diferenciais de 22 ordem nac lineares para um cam
po de spin deis n&o massivo. Tém como limite para o caso esta-
tico, baixas velocidades (com relacao a velocidade da luz) e
baixas energias, as equa¢des de Newton da Gravitacido. Além dis
so, preveem, em situagoes mais complexas, fendomenos que nNao
podem ser explicados pelas leis de Newton da gravitagao e due
foram confirmados pela observagéo(l).

A T.R.G. satisfaz, portanto, todas as peculiarieda -

dades inerentes ao campo gravitacional enumeradas no inicio des

ta introduc¢ao, estando em total acordo com todas as experién-



cias realizadas até hoje. Além disso é simples e exXtremamente
elegante devido a sua interpretagao geométrica da interagao
gravitacional (gravitacdo & curvatura do espago-tempo). Por es
tas razdes considera-se a T.R.G. como sendo a melhor teoria pa
ra descrever o comportamento do campo gravitacional classico
isto &, fora do regime quéntico.

Todavia, a T.R.G. apresenta alguns problemas teori-
cos graves. Qualgquer tentativa de guantizar a T.R.G. ou unifi-
ca-la Aas outras teorias de campo esbarra em algumas dificulda-
des sérias que, apesar do grande esforco dispendido nas ulti -
mas décadas, jamais foram completamente resolvidas.

Enquanto as demais interacdes da natureza sao descri
tas por teorias de calibre (teorias de Yang-Mills) cujas vari-
Aveis fundamentais sao potenciais da curvatura do espago de si
metrias "internas" da Lagrangeana da teoria, © mesmo nago acon-—
tece com a T.R.G.. A curvatura do espago-tempo nao & obtida
por derivadas primeiras do tensor métrico. Este fato nao 80
dificulta a unificacao da T.R.G. com outras teorias , bem como
praticamente inviabiliza a sua gquantizacdo pelos métodos e téc
nicas convencionais aplicadas com sucesso as outras interagdes
Por exemplo, a gquantizagao covariante esbarra na nac renormali
zabilidade da T.R.G.(g).

Outra diferenga fundamental entre a T.R.G. e as teo-
rias de Yang-Mills reside no significado fisico dos vinculos
existentes nestas teorias. Os vinculos nas teorias de Yang-
-Mills geram transformagdes candnicas que correspondem a rota-
cdes no espago interno da teoria segundo as quais os observa -

veis fisicos permanecem inalterados(g’ig). Na T.R.G., © espa-



go "interno" corresponde a0 proprio espaco-tempo. Sendo assim,
as transformagdes candnicas geradas pelos vinculos correspon -
dem a movimentos no espaco-tempo fisico, estando, portanto, in
terligados com a dindmica da teoria. Esta diferenca & c¢rucial
no desenvolvimento da quantizacdoc candnica. Para as teorias de
Yang-Mills, a imposigao dos vinculos sobre as funcoes de onda
fisicamente admissiveis & gquase gue imediata, estando a dinami-
ca da teoria suleita a agao da Hamiltoniana. Para a T.R.G. a
situagao & inversa: a agao da Hamiltoniana e trivial, enquanto
que a dindmica da teoria esta regida pela imposicdo dos vincu-
los as fungoes de onda(g'lg).

Portanto, a quantizacgao candonica da T.R.G. depende cru
cialmente daestrutura dos vinculos desta teoria. Entretanto, os
vinculos da T.R.G. sao funcgdes complicadas da métrica e de seu

(11,12)

momento canonicamente conjugado .Isto impOe algumas difi-

culdades para a quantizacao da teoria, dentre as gquais a impos

sibilidade de definir um espaco de Hilbert para as fungdes de

(ll). Este problema levou A.Ashtekar

(13,14)

onda da teoria gquantica
a propor a modificacdao do espago de fase da T.R.G. (cons
tituido pela métrica de hiper-superficies tipo-espago imersas
na variedade gquadri-dimensional e seu momento canonicamente con
jugado, a curvatura extrinseca destas hiper-superficies). 0
novo espaco de fase proposto por Ashtekar seria constituido por
uma nova variavel, gque é uma combinacdo da curvatura extrinse-
ca com a conexao de spin, e seu momento canonicamente conjuga
do. Tal modificacdo no espago de fase tem como consequéncia

uma enorme simplificagao dos vinculos da T.R.G. tornando-os se

melhantes aos vinculos das teorias de Yang-Mills. Este resulta



do & extremamente importante e abre novas perspectivas para a
guantizac¢do canoOnica da T.R.G. £2) | Uma das lacunas deste tra-
balho consiste na auséncia de um formalismo Lagrangeano para a
T.R.G. em termos destas novas varliaveis. E importante frisar
gue as novas variavels de Ashtekar sao potenciais do tensor
de curvatura conforme (0 tensor de Weyl).

Assim, as razoes expostas aqul para o fracasso de to
das as tentativas de se quantizar a T.R.G. ou unifica-la aos
outros campos da natureza por um lade & o importante resultado
obtido por A. Ashtekar por outro, indicam que a métrica do es-
pag¢o-tempo nao parece ser a melhor variavel para se descrever
a gravitacdo. De fato, o tensor métrico nd3o é essencial para a
descricao do campo gravitacional mas sim a curvatura do espago
-tempo.

Para verificarmos a existéncia do campo gravitacio-
nal nao basta apenas observarmos a trajetoria de uma particu-
la teste livre no espago-tempo,pois & impossivel distinguir se
a curvatura desta trajetoria & devida efetivamente a atracgao
gravitacional sobre a particula ou & meramente um efeito do
sistema de coordenadas utilizado para a descrigao de sua traje
toria. Para medirmos o campo gravitacional precisamos, outros-
sim, calcular a aceleragdo com que a trajetoria de duas parti-
culas teste livres se separam (desvio geodéetico). Seja N {s)
0 quadri-vetor que representa esta separac¢dao de geodésicas pa-

ra um mesmo valor do parametro afim s. Entdo, a acelerac¢ac do

desvio geodético & dada por(lg)
dznu o B bV
'_T‘_R BU\JVVV r (1-2)
ds



onde VB é a quadri-velocidade das particulas.

Se esta acelera¢iao é diferente de zero, entao pode-
mos afirmar com certeza que as particulas teste estaoc imersas
num campo gravitacional. Nao existe sistema de coordenada que
possa anular esta aceleracgdo devido a covariancia da equagao
(1.2) com relacgaoc a mudancas do sistema de coordenadas.

Assim, o que é essencial para verificarmos a existen
cia ou ndo da interagdo gravitacional é saber se o tensor de
curvatura do espa¢o-tempo & ou nao nulo. Portanto, seria mais
apropriado descrever a interagdo gravitacional através da cur-
vatura e seus potenciais do que através do tensor métrico.

Neste momento surge a seguinte questao: que varia -
vel devemos usar, alternativa ao tensor métrico, para descre-
ver o campo gravitacional ?

Em primeiro lugar, se desejamos manter a interpreta
¢3o geométrica da gravita¢ao (cujo spin deve ser, como vimos,
igual a dois), entdo esta nova variavel deve ser a extensdo a

espa¢os-tempos curvos de alguma variavel que descreva campos de

spin dois no espago-tempo plano, assim como o € guv(x) com
relacao .
G a UJW(X)
Ora, a descrigaoc de um dado campo com determinado

spin n3o é unica. No caso especifico de um campo de spin dois,

Fierz mostrou(ll'lg) gue podemos utilizar tanto o tensor simé

trico %._ (x) (variavel padrao), como o tensor A (%) (vari

uv

dvel de Fierz), anti-simétrico nos dois primeiros Iindices e ci

LVA

clico nos seus trés Indices.
Existe, dentro da estrutura de uma varjedade Rieman-

niana, algum objeto geométrico que possa ser identificado com



a variavel de Fierz ?

A resposta & afirmativa. Este objeto & um potencial
de trés indices para o tensor de Weyl cujas simetrias sido idén
ticas ds da variavel de Fierz e cuja existéncia foi primeira -

9)

mente sugerida por Lanczos(i— (por isso chamado de potencial

de Lanczos) e definitivamente demonstrada por F. Bampi e G.
Caviglia(gg).

No entanto, as equacOes de movimento gue o potencial
de Lanczos deve satisfazer ndo podem ser muito diferentes das
equacdes da T.R.G. devido ao acordo que estas ultimas tém com
a observacao. Ora, as equagées de Jordan e Lichnerowicz(gl’gg)
constituem uma formulacao para a gravitag¢ao baseada na diver -
géncia do tensor de Weyl que se reduz a T.R.G. mediante uma es
colha apropriada de condi¢des de contorno. Do ponto de vista
do potencial de Lanczos, as equagoes de Jordan-Lichnerowicz sao
equacdos diferencials de 22 ordem nao lineares para este poten
cial.

Assim, © conhecimento destes trés fatos (a saber: a
existéncia da variavel de Fierz, do potencial de Lanczos e da
teoria de Jordan-ILichnerowicz) nos proporcionou o arsenai ne -
cessario para a construcao de uma teoria geometrica da gravi-
tacao basecada na variavel de Fierz-Lanczos. Seria, portanto ,
uma teoria de campo de spin dois nao linear (como requer a Jgra
vitacao), cuja variavel fundamental & um potencial da curvatu
ra (como nas teorias de Yang-Mills) que esta relacionada com as
novas variaveis de Ashtekar, ja gue, como estas, sao potenci-

ais do tensor de Weyl, e gue, para condig¢oes de contorno apro-

priadas, reduzem-se as equacoes da T.R.G.



Este trabalho se ocupara da construcaoc desta nova for

mulagao e sera dividido da seguinte maneira:

No segundo capitulo introduziremos o potencial de
Lanczos discutindo suas simetrias, aproximacao fraca, relacao
com a energia gravitacional, com os parametros cinematicos e

com 0s coeficientes de Ricci.

No terceiro capitulo faremos uma revisaoc das equagdes
de movimento para O Campo massivo e sem massa de spin dois no
espago-tempo de Minkowski, tanto para a variavel padrao quanto
para a variavel de Fierz. Construiremos um esquema de equiva-
lencia e compararemos as duas representagles. Apresentaremos en
tao o formalismo Lagrangeano, com suas simetrias de calibre e o
esquema de interagao com ocutros campos. Mostraremos que as equa
¢Oes de campo para a variavel de Fierz podem ser interpretadas
como sendo a aproximacgao linear das equagOes de Jordan-Lichnero
wicz.

No quarto capitulo apresentaremos o formalismo Hamil-
tonianc para a teoria em termos das variaveis de Flerz no espa-
go-tempo de Minkowski. Examinaremos os vinculos da teoria,tanto
para ¢ caso com massa {(todos de 28 classe) quanto para o caso
sem massa (alguns de 12 classe) indicando a existéncia de inva-
ridncias de calibre. E feita a contagem dos graus de liberdade
nos dois casos e mostra-se que a teoria {gque, no caso sem massay,
& a aproximacao fraca da teoria de Jordan-Lichnerowicz) corres-
ponde efetivamente a uma teoria de campo de spin dois massivo
ou naoc-massivo.

No quinto capitulo apresentaremos a representacao de
Jordan-Lichnerowicz da T.R.G.. Faremos a generalizacdo da teo-

ria desenvolvida nos capitulos anteriores para o© espaco-tempo



curvo exibindo a passagem das variaveis de Fierz (Auvk) para o
potencial de Lanczos (Luvi)' Obteremos o tensor momento ener -
gia associado a este campo. Atraves de um principio variacio-
nal chegaremos as equagoes de Jordan-Lichnerowicz acrescidas
de um termo envolvendo o tensor momento-energia deste campo.

Concluimos no sexto capitulo com um resumo dos nos-
sos resultados, dificuldades a serem resolvidas e perspectivas
para futuros trabalhos.

O Apéndice A apresenta um resumo da teoria Hamiltoni

ana com vinculos.



capiTULO 2

O POTENCIAL DE LANCZOS

(29)

Em 1982, E. Bampli e G. Caviglia '’ provaram © se -
gulnte teorema:
Seja a equacgao
MJpr - LuBu;v - LuSv;u * Luvu;B - LuvB;a +
1 1 1
4+ = = -
2 Bawy g T2 Lg%y T Z Tigvw) Yau
1 2 _0X
2Ly T3 o0 9au9gvT 90098y (2.1)
_ A A
onde Lap La LA a hiu ;
*
L =0 L ., +L 4L - ge— 1%® =9
(ad)u ! aBu TLoaB TBua o !
Magyuw = 0 7 Magpwy T 0 0 Magpy T Muvag ¢
*
M + M + M ~ 0 e V=g
aBuwv avBu ERTREE a B f
au
MaBuvg =0
M . tem 10 componentes independentes
aABuv
LGSU tem 20 componentes independentes

A partir desta equagao obtém-se os seguintes resul-

tados:

a) Para qualgquer tensor MaB a equagao (2.1) sem -

uv
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pre admite uma solugao.

b) Toda solucao de (2.1) esta determinada a menos de
um tensor Pagﬁu-PBgau sendo P, um campo vetorial arbitrario.Is
to constitue um calibre algébrico.

¢} Para toda solugdo de (2.1}, o tensor anti-simetri
co LGBA;A pode ser fixado arbitrariamente. Isto constitue um
calibre diferencial que ndo pode, em geral, ser escrito em uma
forma local. No caso de uma variedade de curvatura constante ,
podemos construir com o tensor anti-simétrico Xyg uma quanti-
dade XaB;u que leva o lado direito de (2.1} a se anular iden
ticamente. Isto pode ser visto como a expressao local, neste
caso especifico, do calibre diferencial citado acima.

Este resultado vale para qualquer variedade Riemenni
ana com nUmero de dimensdes menor ou igual a seis.

Em particular, o tensor de Weyl- Waﬁuv dado por

(2.2a) satisfaz as condigoes impostas sobre MaBuU'

_ 1 1
waBuv - RaBuv * 3 RavgBu *t 32 RBugav +
1 1
=5 Ry 2 Roypdpy T
1
+ 5 Rl9,,90,"9098,) (2.2a)
Portanto ele pode ser escrito como derivadas primeiras de um
tensor de trés Ind’ces, ou seja:
W = L + L v i g, +
aBuv aB[uzvl uvloigl 2 “(av)?Bu
1 1 1
+ = RN — - —
2 Lg%y T2 e Tev T2 FswTon 7
2 _OA -
t3 L GiA {gaung guvgsu) (2.25)
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Como o primeiro a sugerir a existéncia deste potenci-
al para o tensor de Weyl foi Lanczos(lg), ele @ chamado de po -
tencial de Lanczos. Surge, portanto, mais uma quantidade ineren
te a estrutura interna de uma variedade Riemanniana que preen -
che um vazio entre o tensor métrico e a curvatura.

0 tensor de Weyl pode também ser escrito em termos
de derivadas segundas da métrica. Existe, portanto, uma rela -
¢3o entre o potencial de Lanczos e o tensor métrico que, noc en-

anto, nio & local. Aquele sb pode ser escrito em termos deste

através de uma Operagéo integral, isto é, o valor de LaB (x) de

9 —
pende globalmente da geometria da variedade.
Seja a equagaoc (2.2) com WﬁBuv = (0 dentro de uma apro
ximacio fraca, isto é:

9, = Nyy +oEhy, (2.3)
onde Mo & a métrica de Minkowski e & & uma quantidade infi-
. 19) .
nitesimal. Um fato surpreendente mostrado por Lanczos(——) & gue

algumas das equacdes (2.2) quando escritas em forma de quater -
nions 830 exatamente as equagOes de Dirac sem termo de massa .

0 significado fisica deste fato ainda é um mistério.

As simetrias de L sao:
aBu
L&Buv= _LBau (2.4a)
+ + = 2.
L@BU LUGB LBU@ 0 { 4b)

Devido as invariancias de calibre apontadas no teore-

ma podemos ainda ter:
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= 2.

LaSpg 0 (2.5)
u =

Lig s = O (2.6)

(2.5) e (2.6) constituem o calibre de Lanczos.

- Aproximagao Linear

Quando é valida a expressidao (2.3), & possivel escre-
ver o potencial de Lanczos em funcao de derivadas do termo per
turbativo (Ehuv)' Com efeito, se calcularmos o tensor de Weyl

dado por (2.2a) em termos da metrica (dada por (2.3)) e despre

2
zarmos termos em € temos:

£
Waguy © 2 [%au,s,v *heu,a,n T Beuya,n T Mav,e,u Y

1 £
-7 oyt L] B " P o, e ey
1 _ .E
_—2— (hIBF\) +|:|h8\) h (B;V);E)nau+
1 £
t 2 (h,u,v + L] h,y - R (a,v),a)nBu +
1 _ 4.E
32 (h,E,u + [ g, h (B,u),a) Tav *
s (OOn-w"¥ . g -no 0, ) (2.7)
3 AL E au By av ' Bu '

c
onde h = h_n b
(S

Igualando (2.7) a (2.2) e usando gue, em primeira or

dem em €, = L tem-se gue:

LaBu;v oBu,v’

_ £ _
Logu = 1 (hua,B huB,a) (2.8)

SO nesta situacido € possivel encontrar uma expressao



-14-

local entre o potencial de Lanczos e a métrica. A equagao (2.8)
& essencial para a passagem das variaveis de Fierz para o© po -
tencial de Lanczos, como veremos no Capitulo 5.

A expressio (2.8) para o potencial de Lanczos nao e
inica devido as invariancias de calibre da equagao (2.2). A es-

colha do calibre:

hv"*',U =0 (2.9)
h“Ll =0 (2.10)
- " - = ' -
para huv ((2.7) & invariante segundo a transformac¢ac huv huv+
£(u v)) implica, por (2.8}, na escolha do calibre de Lanczos
r

(2.5) e (2.6) para LGBU'

Na tentativa de melhor entender o significado fisico

de encontramos algumas relacdes entre este potencial e

Lapyr
quantidades ligadas ao campo gravitacional e a estrutura de de-
terminadas variedades Riemannianas. A primeira delas & com a

(23 ,24) .
—— gque a energia

energia do campe gravitacional. Mostra-se
do campo gravitacional num espac¢o-tempo assintoticamente plano
& dada por:

ig 2.k

E = da s (2.11)

€ (h, - h; )
jBZ if,k ik, &

onde ¢h,, & a parte tridimensional da perturbacac a metrica de
Minkowskii nUV (veja (2.3)) e a integral (2.11} &€ realizada so
bre uma superficie 9L no infinito. Usando (2.8), podemos escre

ver (2.11) em fungac de LaBu da seguinte forma:

E =4 Jaz Liki” da”s (2.12)
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A forma extremamente simples com que a energia gravi
tacional se escreve em termos do potencial de Lanczos sugere
uma profunda ligag¢ao entre estas duas gquantidades. Este fa
to sera investigado com maior profundidade em futuros traba
lhos.

Para determinadas variedades métricas Riemannianas
onde esta definido um campo vetorial tipo tempo Vu, pode-se
escrever o potencial de Lanczos em termos de guantidades cine-
maticas associadas a este campo(gé), a saber: o tensor de ci-
salhamento S (ligado a curvatura extrinseca), o tensor de

rotacao WU a acelerac¢ao au e o fator de expansao 0 . Para

\)l

certas variedades Riemannlanas podemos escrever o potencial de

Lanczos da sequinte maneira:

1 1
= — “+ = -_ .
Pagp T3 [}asp 2 Magy YBua{} (2.13)
sendo
_ B M A . _ A
Y&EU = e, e z€ M T e B:ueAa (2.14)
onde TABM sao os coeficientes de estrutura de Ricci dados porx
A — _ iy o} 6]
YoM T T € p;0% 8% M (2.15)

o . . .
e e, corresponde a um conjunto de tetradas locals tais que:

o B _
© 2% B9ag T "am (2.16)

(veja (26) para maiores detalhes). Note gque Yogu = ~ Ygau-
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Calculemos a aproximacac fraca de (2.13). Neste caso

temos:

e 6%na" guS = nab + EhaB (2.17)
e portanto,

A _ (A £ A

ey = 8T +5 h 3 (2.18)

Ay . E _AE .
{Bu} = 50 (hEB,u + hsu,B huB,e) (2.19)
A _ o AL Q

onde th g = e Jh g = £d OLh g -

Usando (2.14) e desprezando termos de 22 ordem temos:

pam
e
Q

_ e
a8 T Mug,e) T 7 Mute, s (2.20)

Nag © nAB desce e sobe iIndices latines respectivamente.

Substituindo este resultade em (2.13) obtemos:

— h (2.21)

@
w
=
= (M

U[OﬁrB]

o que esta de acorde com (2.8).

De forma geral o tensor de curvatura & dado por:

R :eA e = - Y .YE
aRyV al;uszvl SA8 “Yagiu;v] ST IRY

£

acviB u (2.22)

+ Y
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onde usamos {2.14}.

A partir das identidades RuBuv = Ru\mB e RaBuv+Rauv8+

RLWBU = 0 obtemos de (2.22) as seguintes relagoes:

= + - —
Yo (V] Yuvia; el Yaepfa v Taevfg u

Yuea¥v 8 T YueaYy o (2.23)
= - - + £ 4
TaB [usvl Youlg:ul ~ Yaulvisl © Toep'8 v
£ E €
~ Yoev 8 u T YaesYv u T Yaeu'v B +
£ o
+ Yaequ 8" YaepYu v {2.24)
De {(2.13}) temos:
_ 1 1
Lastusvr * Puviosel T3 E‘ue[p;v] T3 Waug;w *
T Yaugzu T YBuoagv ¢ YBva;u{} *
THE T | (v -Y -Y +y Y=
3 P [a;B] 2 wavsB "TpBRvia 'vaupsf 'vopja
= % [} +y . (y + oy +
3 af usvl uv [as Bl 2 aulB;vl ovl{u;Bl
) . (2.25)

T Yeutasvl © YRv(u;ol

Usando (2.23), (2.24) e (2.22) em (2.25), obtemos,
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Roguv = Tagusvi T Puviase) 7 Xeguv (2.26)
onde
X = (2a A +A o) = (2.27)
afuv aBuv v apBv’ 3 )
e
_ £ _ £ € _ £
aRuv YQEUYB v YangB 1 Yuanv 8 YUEBYV o
(2.28)
Note que A(aS)uv = A&B(UV) =0 e Aaﬁuv = AUvGB'
Tambem XaBuv + Xqv gy + Xapvg = 0.
Assim,
W, (L) =W . (R + X - Tk, 95, *
aBuv apuwv afBuv 2 au?Bv
* Aoy 9yy T Kgu9 -xq)+l><g (2.29)
A8vZan av? By BuJav 6 “Zafuv :
onde Waﬁ"v(L) & o tensor de Weyl em fungao do potencial de
Lanczos (veja (2.2b)), WaBuv(R) & o mesmo tensor em termos
. _ Bv _
do tensor de curvatura (veja (2.2a)), Xau = Xaguv9 e X =
_ G
X g
A métrica de Kasner, dada por:
as? = at? - aZ(t)ydx? - b2(r)ay? - c?(r)az? (2.30)

& um exemplo da variedade Riemanniana onde o© potencial de
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Lanczos pode ser escrito através da f£ormula (2.13).

De fato, ©s unicos YaBu diferentes de zerc sao y011,
Y022, Y033- Assim, © tensor XaBuv e lidenticamente nulo e
portanto {(usando {(2.29)):

W, (L) =W A{R) . {2.31)



CAPITULO 3

CAMPO DE SPIN DOIS NO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

Neste capitulo estudaremos as equagoes de movimento
e o formalismo Lagrangeano que descrevem a propagacgao de um
campo de spin dois, massivo e nao massivo, no espago-tempo de
Minkowski, tanto para a variavel padrao (wuv) como para a vari
avel de Fierz (Au V).

VA

3.1 - CAS0 COM MASSA
i) - Variavel Padrao

Dentro da teoria padrao, o campo de spin dois & des-
crito pelo tensor simétrico wuv que obedeca a seguinte equa-

¢ao de movimento (4, 5):

Tirando o trago e a divergéncia de (3.1.1), obtemos

duas condigoes de compatibilidade:

v =0 (3.1.2a)

MV =0 (3.1.2b)
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Definindo os tensocres:

Ran : ZWuu,S,v " q".fﬂ\),ouu LpBu,u,v l’Uow,B,u)
(3.1.3)

5 - B B\) — 1 ] - i £

Ryu aBuv 2([] Yau T ¥, a0 (a ,u),z)
(3.1.4)

= - 5 o ) L EA

Ro= R, n"" = 4( Clw- ™" . ) (3.1.5)

podemos escrever (3.1.1) da seguinte maneira:
R =L@y + 202 (9 ~vn ) =0 (3.1.6)
TRV 2 v BV T Uy e

Se usarmos as condigdes {3.1.2) em (3.1.1) obtemos:

. 2
(T, +m%y,, =0 (3.1.7)

onde

_ a8
T N

A eguacao {(3.1.1) pode ser obtida da sequinte densi-

dade Lagrangeana:

_ 1wy . B
t=-31 [D Yoy LTI I

| 2
AL SR TURVIRL ST ('“ug,a,:”s -LJw 4w Wuv_ww)]

{3.1.8)

Desde as primeiras investigagdes em teoria de campos,

os fisicos empregaram este esquema para descrever a propagagao



-2 27~

de um campo de spin dois massivo no espago-tempo de Minkowski

que acabou adquirindo um status de unicidade. Esta unicidade

nao &, entretanto, necessariamente verdadeira. A teoria que

apresentaremos a seguir & baseada, em parte, no trabalho de
. (17,18) -

Fierz —"'— que mostrou ser possivel descrever um campo de

spin dois (bem como outros campos de maior spin) por represen-
tagoes equivalentes. Vamos, a seguir, apresentar um exemplo es

pecifico deste esquema alternativo.

1i) - A Variavel de Fier:z

Definimos um tensor de terceira ordem Apvk com vin-

te componentes independentes que obedece as segquinteg proprie

dades:
Aoy = _Avuk {(3.1.9a)
3
O
= = + + = 1.
A 8 0 AGBU AuaB ABua 0 (3.1.9b)
Com o potencial Aaﬁu construimos o campo Caeuv pela
térmulacs
C.o. = A + A +
H3uv adiu, vl uv o, 8]
1 1 1
) A(av)nﬁu t 3 A(Bp)nav 2 A(Bv)nap
1 2 _0A
onde A = Aa_° -ac .
(oA 240V, o £,V
Da definicdo (3.1.10) tem-se que:
“azuv T "Caapv (3.1.11a)
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Caguv = ~Capuu (3.1.11b)
CaBuV - CuUaB (3.1.11¢)
QU
Cagpv™ =0 (3.1.114)
* * x
CaSuv cquv Caguv (3.1.11e)
Portanto © tensor Casuv tem apenas dez compenentes

independentes.
: . ) w,oa
Seja o campo vetorial tipo=-tempo V™ {x ) que repre -
sente um campo de observadores no espago-tempo de Minkowski.Po

demos definir a parte elétrica (E. ) e a parte magnética (Bau)

Gy

do tensor CQSU‘ da seguinte maneira:
¥

B..v

Eau = _CaBqu v (3.1.12a)
_ % B.v
Bau = _Ca8uvv A (3.1.12b)

Equivalentemente teremos:

Ca%pv - [%&chgpvyk

) (n )] vPyYETr &

aees  Nas 8 TRVALSS WRRRTP RLINRY

+ E‘Zaspg(ﬂ“\{nvx“n“}\an) +

n~ on D..Y_TA
MR UPTE naGan)Euvyi] V'V'B (3.1.13)

A analcgia entre os tensores C E B e 0os

asuv’ TRV [5RY;

tensores
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= F V
By Ry

(we]
3

v
*
FOf.\) v

usados para descrever um campo de spin um & evidente. Este fa-

to nos leva a escolha da seguinte densidade Lagrangeana para
o potencial Apvk
| = - & c®Buvg n p8u, (3.1.14)
h 8 aBuv 2 aBu T
em analogia com
1 uv m2 L

{(Daqui para a frente vamos assumir que dimAaBu=(comprimento)
e que estamos usando unidades naturais nas guais R=c=1.)
Ao varliarmos a agao

2

I Y S QT T m”
SO"JdX(Bc CaBuv+2A

afgu

A ) {(3.1.15)

aBu

com relagao a A encontramos as seguintes equag¢oes de movi-

uvAf

mento:

coRuY - a2a%BH = (3.1.16)

analogas as equacodes

uv 2 W
I\‘)

F

usadas para descrever a dinamica de um campo de spin um massi-
Vo,

De (3.1.16) obtém-se duas condic¢des de compatibilida
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de:
a%BHy o9 (3.1.17a)
Bu
p%BH — g (3.1.17b)
,U
Portanto, das 20 componentes independentes de Auvk

sobram apenas 10.
Usando (3.1.17) em (3.1.16) obtemos a equacao de on .

da egquivalente:

2
([]+m%) A, =0 | (3.1.18)

Segundo Fierz, para dque O tensor Auvk possa descre -
ver um campo de spin dois, & preciso que esta variavel satisfa

¢a um vinculo adicional, a saber:

*
apu
A =0 <= A
. B o

U U 2
+ A + A =0
B r}‘ )\a IB B)\ l'a’ (3-1.19)

! .
Podemos separar M Hozoa g €m suas partes irredu -
Fh

tiveis:

Mo = 1o ten) % m LoH]

2
Devido as condigoes (3.1.17) , M[aU] é identicamente nulo, ja
gue:
[ou] aBpo U _ _MuBpo o _
EaETAM 6@611(5 Apo B € Aoo ,8)
_ _acHaY a7y Y
= 26€(A Ty, A A ly,T+ATA 'Y) +
oY Y Y SR Y Y
+ - - —_
26T(A £, A A Ay,€+A€A ,y) 26A(A EY,T A TY,E+A€T :Y)

e portanto,
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Y _ Ay N Y _ s mloul _
A EY, A A AY,E AeA Y 0 M g

Assim, {3.1.19) reduz-se a

mioH) =g (3.1.20)
Isto corresponde a dez condigdes devido a simetria
em ¢ € 1 em {3.1.20). Mas M{QU) tem trago nulo, devido a

(3.1.9b). Assim, (3.1.20) reduz-se a 10-1=9 condigdes inde -
pendentes. Portanto, sao necessarias 9 relagoes adicionais en-
volvendo Auvk dadas ©por (3.1.20) para que esta variavel pos-
sa descrever um campo de spin dois.

Para obter-se {3.1.20) de um formalismo Lagrangeano,
& necessario adicionar-se multiplicadores de Lagrange a densi-
dade Lagrangeana (3.1.14). Isto serd feito com detalhe no capi
tulo seguinte bem como a demonstracao de que as condigoes
{(3.1.20) reduzem efetivamente o nUmero de graus de liberdade

a cinco, como deve acontecer para um campo de spin dois massi-

VO.

iii) - A Equivaléncia

No seu trabalho de 1939, Fierz afirma que as duas re

presentacgoes wpv sao igualmente validas para descre-

e A
VA
ver um campo de spin dois. Elas implicam na mesma teoria e po-
de-se mostrar que sio completamente equivalentes. Portanto, de
vem existir formulas que permitam a passagem de uma represen-

tagdo para a outra e vice-versa. De fato, afirmamos gque tais

formulas sdo dadas por:
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= + ) - B 7\},’ . -2]_

Blev wv[mﬁ] B“),[une}v Tore¥ul La (3.1 a)

" 1 £ 0 £ £

Y = - —= A + —=— (A + A, )+

URY) 2m2 (u v},= 2m2 u €,v VoOE
1 afB
- — A n (3.1.21Db)
3m2 B,ouv
_ 1-B - , -

onde Q = 138 e B e uma constante arbitraria.

Substituindo (3.1.21a) ém (3.1.21b} obtemos (3.1.1} .
Uma vez obtida (3.1.1) e, como conseguéncia, (3.1.2}, inserimos

esta Gltima em (3.1.2la} encontrando as condig¢oes de compatibi-
lidade (3.1.17). Substituindo agora (3.1.21b) em (3.1.21a) e
usando (3.1.19) obtemos (3.1.18}. Assim mostra-se a coeréncia
do sistema de equagoes (3.1.21) com (3.1.1} e (3.1.18).

Podemos ir um passo adiante e considerar (3.1.21) co-
mo as expressoes basicas da teoria que contém, como vimos aci -
ma, as equagdes de evolugao para wpv (equagao (3.1.1)) e para
AuvA (equacdo (3.1.18)). Note que os vinculos (3.1.2) e (3.1.19)
de cada representacao ndo sdo independentes mas apenas conse -
quéncia uns dos outros através das relacoes (3.1.21).

Uma ultima observacao se faz necessaria. Ao substi -
tuirmos (3.1.21a) em (3.1.16), obtemos uma equacao diferencial
de terceira ordem para wuv . Isto, no entanto, nao afetara as
propriedades causais da teoria. O problema de Cauchy continuara
bem posto, como veremos adiante. Este sistema de equagoes dife-
renciais de terceira ordem para wuv quando generalizado ao es-
paco curvo, nos levara as equacoes de Jordan-Lichnerowicz para
a Relatividade Geral.

Se, no entanto, nos mantivermos em uma representagéo,

lidaremos tao somente com equacdoes diferenciais de segunda or -
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dem, tanto numa representagéo guanto na outra. Portanto,se nao
gueremos nos envolver com equacgoes diferenciais de terceira or
dem, nio devemos usar as relacoes {(3.1.21) e trabalhar apenas
numa representac¢do. Qual delas, ndo importa. Ambas sdo comple-

tamente equivalentes gquando descritas em termos de si proprias.

iv) Interacao com Qutros Campos

Na representagao padrao, o campo wuv se acopla com
O tensor momento-energia de outros campos e da matéria (repre

sentado por V) através do termo universal:

- Y
Ligg = £ ¥y, T (3.1.22)

onde f & a constante de acoplamento da interacao. Consequente-

mente, as eguacoes (3.1.6}) serao modificadas para:

R, -3 R+ 2nfy o 0 = —E T (3.1.23)

De gue maneira poderemos descrever O acoplamento de
uma particula de spin dois com outros campos atraveés das varia
veis de Fierz ? Tentaremos responder a esta pergunta atraveés
de dois exemplos particulares e depois passaremos ao casoO ge -
ral.

Considere, primeiramente, © caso de um campo esca =
lar complexo cuja dindmica seja descrita pela segulnte Lagran-

geana:

L. =% ¢ n"Y = V(o) (3.1.24)

- 'U .l'\)
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onde 7 & o complexo conjugado de ¢ e V{¢) & um potencial gual-

quer. Se3ja o operador s definido por

LVvA

Spun T nkvau - nhuav {(3.1.25)

Este operador satisfaz duas propriedades interessantes (compa-

re com (3.1.9)}:

(3.1.26a)

apv TSy, T O (3.1.26b)

Prova-se imediatamente que:

1 UVA— = Hv
E SUV)\(bS b= q);U(b;Vn

Isto nos permite reescrever (3.1.24) da seguinte maneira:

_ 1 UVA—
L¢ =7 Suvk¢s d - V{$) {(3.1.27)

0 fato de o operador S uA apresentar as mesmas Sime-

trias do tensor A

LVA leva-nos a propor um esqguema de intera-

cao entre Bioy © & em termos de um principio de acoplamento mi
nimo, analogamente ao due se faz em teorias de calibre. Para

isso, definiremos o operador Suvk da seguinte forma:

S

UVA S

Gun T RORL, (3.1.28a)

3 =

HVA Suvk + 194

o (3.1.28D)

onde g & a constante de acoplamento da interacgao.
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Portanto a Lagrangeana (3.1.27) &, na presenga de in

teragao, generalizada para:

. 2
1 U\)_’ —_ U‘\))\
+ 7? Au¢,vn o + %T DA AuvA {3.1.29)

£
uoe’
Depois de alguma manipulagdo algébrica, obtemos a se

onde A = A
ul

i a :
guinte expressao para Ltot

— ~ i by __3;._
Ltot = (oU + 3 Ap)¢(av 3 gAv) +
1 2 MWA
+ g g dea A - V{9) (3.1.30)

& a parte sem trago de Auvl’ isto e,

1
A ——3-A_T']

1
LUA ITRRRSDY t3 A

vnul

Assim, podemos afirmar que os efeitos do acoplamen-

to minimo entre A, e ¢ sdo dois: (i) a presenga do tra-
A

go de Auvl’ ALL y¢ €@ apenas o trago, como um campo vetorial mi
nimalmente acoplado a ¢ e (ii) um termo de massa proporcional
a g2|¢|2 para o campo &

BVAT

Vejamos agora o caso da interacdo de um campo de

spin 1/2 ¥ com A . A parte cinematica da Lagrangeana de um
i

SAC

campo spinorial ¥ é dada por:

L= iw*Y“auw (3.1.31)
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+ — ~ . : .
onde § = Yo € v¥ s3o as matrizes de Dirac (veja (27} ).
Seja Zuv = % (Yva—Yqu)' Por c¢alculo direto,mostra-

-se a seguinte identidade:

pHV A 5 HVAD [vnulk

YDYS - Y (3.1.32)

Usando (3.1.32), podemos escrever (3.1.31) da seguin

te forma:

L= 29T im0 -0 0300 (3.1.33)

Novamente fizemos aparecer em [ © operador Suvkque
através de um principico de acoplamento minimo, sera substitu-

ido por Suv em (3.1.33}). Assim, teremos

A

I S TRV _ _ _
R I A LN I R 2 O A
= inY“(au + %?’Au}¢ (3.1.34)

Portanto, segundo este procedimento, o campo ¥ inte

rage apenas com o tragc de A Repare que, como dimA =

BVAT uvai

= (Comprimento)_l, a constante de acoplamento g & adimensional.
Este metodo pode ser generalizado para campos com spin maior
que 1/2 e para o espaco-tempo curvo.

Neste ponto duas importantes observacgoes se fazem
necessarias: i) em uma de suas tentativas de unificar o Eletro
magnetismo a Gravitacao, Einstein incorporou o campo eletromag

(28)

nético a métrica do espago-tempo —'. A tentativa fracassou. A

utilizacao do tensor A, na descricao da dindmica do campo
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gravitacional abre novas perspectivas nesta area ja que assocl
ado a ele existe um campo vetorial AU = AU y  due & o que efe-
tivamente participa do acoplamento de Auvl com OS campos esca
lar complexo e spinorial dentro do esquema proposto acima. Em

outras palavras, ao se escrever A em termos de suas partes

VA
irredutiveis (o que faremos no capitulo seguinte) obteremos co
mo uma de suas partes um campo vetorial Au que pode ser asso-
ciado ao potencial vetor do campo eletromagnético cuja intera-
c3o com outros campos pode ser descrita pelo acoplamentc pro -
posto em {(3.1.28). ii) O acoplamento proposto atraves de
(3.1.30) e (3.1.33) pode ser util na formulacao de teorias de
curto alcance do campo gravitacional como desenvolvido em (29)
e (30).

Nos capitulos seguintes voltaremos a estes pontos
com mais detalhe.

Passemos agora a descricd@o geral da interagao do cam

po A com a matéria. Uma maneira simples e direta de genera-

VA
lizar o que fizemos até agora seria através de um acoplamento

. ¥ .
campo-corrente do tipo Ju\kAqu,em analogia com o termo JUAu

da eletrodinidmica. Entretanto, para que este esquema de intera

cao seja coerente com (3.1.22), Juuk deve ser construido em
termos do tensor momento-energia Tuv .

Embora a presenca de matéria quebre a simetria das
relacoes (3.1.21), tomaremos (3.1.21b) em sua forma original .
Esta & uma escolha arbitraria j& que, devido & interacao, uma

das duas formulas (3.1.21) deve ser modificada.

Substituindo (3.1.21b) em (3.1.22) obtemos:
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Y B G Wy o9 o, E uv
Lint f[ 7B v,e T T A e, T
m m
1 a3
— .\ B,aT {(3.1.35)
3m
onde T = TUU. A acao, a menos de termos de superficies, toma
a forma
} S S _
Sint = J l"J.nt d'x = m2 J A (2 Tk[u,e]
1 T - T %y at (3.1.36)
6 "Alnt, el MeaTy Lo % b
VRV

Podemos usar a conservacgao de T para eliminar o Gl

timo termo de (3.1.36) (alternativamente, poderiamos escolher

B=1w®em (3.1.21) & consequentemente Q = 0, sem perda de gene-
ralidade, e adiar a discussao da conservacao de Tuv)' De
(3.1.36) obtemos a corrente:
g_o=im - L (3.1.37)
LEA 2 “Alu,e] 6 Alu,e] U

A constante de acoplamento f de (3.1.22) & adimen -
sional. Faremos [ = km2 (em unidades naturails) para conforma -
~-la mais tarde a teoria de Einstein. k € a constante de Eins -
tein.

Examinaremos com mais cuidado as consequéncias da
presenca desta corrente para as equagoes de campo. Se usarmos
as definicdes (3.1.4), (3.1.5) e a relacao (3.1.2la) com B = 0
em (3.1.10) obtemos a sequinte relacao:

=u [OLI'B]

cOBrY = % R pHleg, Bl (3.1.38)

.
12
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da variavel padrao ¥ sb6 pode ser feita se impusermos como

nv
condicao inicial uma expressaoc contendo derivadas de segunda

ordem para Y Esta & uma condi¢id0c necessaria para gue o pro

IR
blema de Cauchy seja bem posto.

Gostarlamos de enfatizar que a presenca de deriva -
das de segunda ordem nos dados de Cauchy é& tao somente uma con
sequéncia da passagem da representacaoc Au&u (eg. (3.1.40)) pa-
ra a variavel padrado via (3.l.2la). Se nos mantivermos com as
varidveis de Fierz, as condig¢des iniciais se limitarao a espe
cificagoes sobre A@BU @ suas primeiras derivadas na superfl -
cie de Cauchy.

Para a eq. (3.1.42) & natural impor como condigao
inicial a equagao (3.1.23) escrita de outra forma ( calcula-se

R em fungao de § e T e substitui-se novamente em (3.1.23)):

= & _ 1 2 ¥ _
Suu = Ruv + k(Tuv 5 Tnuv) + 2m (wuv + 5 nuv) = 0
(3.1.43)

como valida em uma hipersuperficie inicial ¥ . De fato, de
éuv(z) = (0, obtemos, em Z

= 1l = k 2, _

R,z ~ ¢ RnaB + kTaB -3 Tngs + 2m Vg = 0 (3.1.44)
(Se tirarmos o trago de (3.1.44), expressarmos R em funcgio de
P e T e substituirmos este resultado de volta em (3.1.44), re
obteremos (3.1.43).) A equagao (3.1.42) garante a validade
da condigao S = 0 por todo espaco-tempo ao futuro de L . As

IRV

sim, a condigdo inicial (3.1.43) junto com (3.1.42) sao equiva

lentes as equacdes de movimento (3.1.23) para avaliavel padrao.
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Ao fazermos a extensdo destas equagoes para o espago-

-tempo curvo e identificarmos C com 0 tensor de Weyl W

aBuv aBuv’

e R com ¢ tensor de curvatura contraido R

e Ly’ chegaremos as

bem conhecidas identidades de Bianchi. No Capitulo 5 examinare-
mos com mais detalhe esta extensao. Concentremo-nos por equanto
no espaco-tempo plano.

A acdo total serd dada por {(veja (3.1.15)):

_ _ 4 _ 1 aBuv
Sp = Sg * Sy = J a’x (- 5 C Coguy *
+ m? a%BH, ¢ RpMEA _ 1L T .)) (3.1.39)
5 aBu T3 Mu,el T3 Mt el e
0 que nos leva a equagao de movimento
CO.SU\»‘ 5 + m2AOLBU - _ _]% TU[O'-;B] + _}é nU[O’-T:Bl (3_1-40)
Subtraindo {3.1.38) de (3.1.40) obtemos:
= 1 =~ k
(R, - g R +kT -3 T““a),g +
. 1 - x _ 2
- (R;3 -z Rnua + kTuB -3 Tqug)’a = -2m AuBu(3'1‘4l)
Usando {3.1.21la) com B = 0 temos:
- 13 _k 2
(Rua 6 Rnua + kTuu 3 Tnua + 2m wUG)pB +
= 1= k 2
- - + - a—
(RUB 6 RnuB kTuB 3 TnuB + 2m IJJuB),a 0
(3.1.42)

A equacado (3.1.42) mostra gque a descricdo da teoria em termos



-37-

Portanto, no contexto da variavel Auvk' a equagao
(3.1.43) para wuv (considerada como uma variavel dependente
relacionada a Auvh através de (3.1.21)) é tao somente uma con

dig¢do inicial a ser satisfeita numa determinada hipersdperfi~
cie I. Esta condicdo € mantida para além de 7 devido as equa
coes dinamicas satisfeitas por Auvk‘

Com isto, concluimos a apresentacao de uma teoria
coerente para um campo de spin dois massivo em ambas represen-
tagéos e as relagoes entre elas. Este esquema alternativo,usan
do as variaveis de Fierz, é a versao massiva para O espago-

-tempo plano da representacado de Jordan-Lichnerowicz para a

T.R.G., como veremos mais adiante.

3.2 - CAS0O SEM MASSA

Neste momento surgem duas questoes fundamentais: tem
a teoria precedente um limite bem definido quando a massa do
campo de spin dois tende a zero ? Assumindo que tenha,sera ela
equivalente & aproximacao fraca da T.R.G. ?

Ao examinarmos as equagoes (3.1.23) e (3.1.40) cons-~
tatamos que o limite para a massa tendendo a zero &€ trivial re

sultando nas seguintes equa¢oes:
- 1 = 3
R, =35 Rn = - kT (3.2.1)

. (3.2.2)
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Ja a relagao (3.1.21b) nao pode ser aplicada no 1limi-
te m tendendc a zerc. No entanto, como veremos mals adiante, as
equagoes de evolucgdo para pequenas flutuagoes do tensor métrico

Aguv’ sobre um espago-tempo curvo de fundeo adguirem um termo de

massa induzido pelo campo gravitacional de fundeo, seja direta-

1/2)

mente através da geometria (isto &, Am ~ R ou pela existén

cia de um campe de forgas caracterizadoe pela constante de New -

—1/2)

ton (Am v {Am) v ok . Neste caso poderemos usar uma

Planck
generalizagac de (3.1.21b) para espaGos-tempos curvos. Este fa-
to sera fundamental para a construcao da teoria geral no Capitu
lo 5.

Vamos agora responder a segunda parte da questao le -

vantada no inicio desta segio. Dentro da aproximacio linear da

T.R.G. dada por (2.3), © tensor de curvatura e seus tracos se
escrevem da seguinte maneira (desprezando-se termos de ordem
62):
R = = (h + h - h ~ h )
aguv T 2 Ul B,V gv,a,u av,B8,u Bu,a,v
(3.2.3)
£ £
R T = + h - h .2,
Ly 2 [:l:} hau AT (o ,u)ﬁj (3.2.4)
Rze([Jh-n""_ ) (3.2.5)
e, 2.
- oE
onde h = haen .

p o= e —2H (3.2.6)
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verifica-se de {3.1.3), (3.1.4) e {(3.1.5) que (3.2.1) & a equa -
cdo de Einstein na sua aproximac¢ac fraca. Por outro lado, usan-
do {3.2.6}) em (3.1.21la) (com B = 0}, verifica-se que AGBU =
precisamente o potencial de Lanczos dado por {(2.8). Portanto, o

tensor C definido em (3.1.10) & o proprio tensor de Weyl

aBpv
dado por (2.7). Assim, a equagaoc (3.2.2) & a aproximacgdo linear
da equacao de Jordan-Lichnerowicz. Do ponto de vista da varia-
vel padrdo, esta equacidc & equivalente as equagOes de Einstein
(3.2.1) desde gue imponhamos condi¢des iniciais aprcpriadas nu-
ma dada hipersuperficie inicial, exatamente comoc discutido na
segac anterior.

Discutiremos agora algumas das propriedades da agao

livre para o campo Auvk no limite m = 0 dado por

_ 4 _ 1 _aBuv
S = [ d'x | 8 C CaBuv) (3.2.7)
i) Invariancia de Calibre
Considere a seguinte transformacao
A ' = A + M - M (3.2.8)
aBuv  TaBu T Twldu a8 8"y Te

onde M, & um campo vetorial arbitrario.

Por calculo direto mostra-~se, usando (3.1.10), gue

A,

CaBuv[Apak] - CaSuv[Apck] ‘

Isto significa que © trago Auup & completamente arbitrario.

Outra invariancia & obtida pela transformacao:
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a, 1
> = A + -3 2.
AaBu Bapu aBy XaB, 2 Xula,8) (3.2.9)
onde  X,a € um campo tensorial anti-simétrico arbitrario. A
transformacdao (3.2.9) deixa invariante o tensor C Conse -

aBuv’®

quentemente, as transformacgdes (3.2.8) e (3.2.9) sao invarian-

cias de calibre da acgao (3.2.7).

Repare que mesmo a agac com termo de interacao dado
por (3.1.39) com m2 = 0 apresenta a invariancia de calibre
(3.2.8) devido a conservacao do tensor momento-energia. Este

fato € andalogo ac gue acontece em eletrodinamica onde a trans -

- ) " - ] - -
formagao de calibre AU = AU + A y esta ligada a conservacgao
r

de corrente (Ju = Q).

r i
Ao desenvolvermos o formalismo Hamiltoniano no proxi-

mo capitulo discutiremos com mais detalhes as invariancias de

calibre de (3.2.7).

ii) A energia

De acordo com o teorema de Noether , o tensor mo -

mento-energia do campo Auvk &€ dado por

a4 al HVA _ o
thg = —aA“M A 03 L§ 8 (3.2.10)
, o
Mas
- 1 _poel
g ¢ Cpoer) 1. PTEY . e
aAuvA 4 “pocy aAuvl uviy *
r PR

Portanto obtemes

£, = _cHviag + L ouvies s* . (3.2.11)
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Uma consequéncia direta da definigao (3.1.13) de
C & a identidade:
aBuv
AUV A _ 1 _puva a
C cBuvA =z ¢C CpuvA6 3 . (3.2.12)
Usando (3.1.10) obtemos uma relagao equivalente a
(3.2.12) dada por:
QAPVA QAP A
+ -
2677 ey T O (g, T Buay, e
oy 1 ..puva o
+ = = C S . 2.
B vy © 3 T4 € PHVA 8 (3.2.13)
Somando e subtraindo 1 CUvAEC §% a (3.2.11)

4 uvie© B T r
usando (3.2.13) e as equagdes de movimento para o vazio
CaBuv y — 0 obtemos a seguinte expressao para (3.2.11):

r
a _ _ 1 _.puvai a L (po)
t g = 5 C cpuv)\ﬁ 3 C .OBOA +
bo2c® VA, oy eV (3.2.14)
Buv VUET A
Alternativamente, podemos usar o formalismo de Eins-
tein da T.R.G. para definir o tensor momento-energia atraves

da variacdo da Lagrangeana (3.2.7) com relacao a geometria. Ob
temos assim uma expressac para o tensor momento-energia idénti
ca a (3.2.14) a menos de uma divergéncia total.

Com isso completamos o estudo da dinamica de um

campo de spin dois no espaco-tempo de Minkowski nas representa

cOes padrio e de Fierz. Mostramos a equivaléncia entre ambas
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e que a teoria construida na representacao de Fierz correspon
de, em uGltima anadlise, & aproximacao linear da teoria de Jor -
dan-Lichnerowicz para a T.R.G.. Passaremos agora ac estudo do
formalismo Hamiltoniano para a representacao de Fierz, sua es-

trutura de vinculos e contagem dos graus de liberdade.



CAPITULO 4

FORMALISMO HAMILTONIANO PARA AS

VARIAVEIS DE FIERZ NO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

Para o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano &
necessario realizar a decomposicgdo do espa¢o-tempo em espago
e tempo para gque possamos definir os momentos canonicamente
conjugados as variaveis de Fierz. Assim, estas variaveis se-
rao decompostas em suas partes irredutiveis da sequinte manei

ra (ver quadro abaixo):

s =
Nome da variavel Nimero de componentes
independentes (ni)
R
sz a, 1 (4.1a)
Y o :
£y = A io 3 (4.1b)
_ 1
Yy F A ) 3 (4.1c)
. =z a,.° 3 (4.14),
1] i3] '
_ o _ 2 8
iy = A(i i) 3 A olnij 5 (4.1e)
. 1 ) _
' Bigk T Pigx T 7 Mk 510 5 (4.1£)
_
iy _ ik _ _
De (4.1) vemos due aijn =0 e Aijk” 0. Exa

minemos primeiramente O caso em gue a massa m dO campo nao

& nula.
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i) Caso com Massa

A densidade Lagrangeana L, definida por

AEUV A + EE a%FH
aBuv 2 afu

pode ser escrita (usando as simetrias (3.1.11) de

CaBuv

(3.1.9) de A . ) da seguinte maneira

Bu
_ _ 1 .iojo _ 1 _.ijko
L= 2 © Ciojo 5 C Cijko
_ 1 ijk& 2 i 1 ij
g C Cijki m~ (& El + aiju +
3 ij , 1 4ijk 1. 1,2
+ 3 BijB + 5 b Aijk + S YTY 3 ¢7) . (4.2)
Note que:
iojo _ Liojo 0000 _ LGouo _
C Niy = C "5 + C Noo = € Moy 0 (4.3)
Cijkon _ Cijkon + Cojoon _ Cajuon =0 (4.4)
tik ik o0 au :
ijki _ ~0juid _ ~0Jok _ _p~0Jo%
C UFpy C N C Neg = € (4.5)

A parte sem traco de Cijki & dada por

~

Ciskz = Cijxe * Cioko™ie t Cjoro"ik T

- Cioo"9k T CHoko"iz

Portanto,

(4.6)
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1= ~i9k1
8 Ciixi’© +
1l .iocjo
7

C {4.7)

iojo
A generalizacgdo da expressao (3.1.10) para um numero

de dimensdes d, arbitrario, é:

Copuv = Pasiu,vl T Puvia,sr *

1
-2 Py T 2w ey T Blap) Mev T

Bavy oyt
PN B ( -n ) (4.8)
(d=2) (a-1) a,rn MapMav Mau By ‘

O0s indices gregos, nessa formula, variam de 0 a (d-1).

Assim, como estamos trabalhando em guatro dimensoes

espago-temporais, Cijkl sera dado por (4.8) para d= 3 (lembran

do gue os indices latinos sao indices espaciais que variam de

-~

1 a 3). Devido as simetrias (3.1.11) teremos entaoc que Ciij
se anula identicamente, isto &,
C = . . L+
ke = Pigik, 21 Y Pxeii,i1 T R0 Mk
ARG Me T P e T Btk T
mn _
oA nMikNy NigNy) = O (4.9)

Usando (3.1.10) e as definig¢oes {4.1), obtemos:



-46-

Ciojo = 3 5 % S, - 3 Y(i,9)

-aGP 0 3 G LR ) gy (4.10)
C.. = i.. + l o . - +
ijko 1jk 2 "k[i,7] ij,k

+ 3 Beri,gr T 3 Nk G Bi£,2 - 3 aii,!@) +

-3 T Bji,l -3 C‘ji,z) (4.11)

Note que se substituirmos (4.10) e (4.9) em (3.1.10), para ob-

termos C.

iK1’ chegaremos a expressao (4.6).

Usando as relagdoes (4.7) e (4.9) na expressao da

Lagrangeana {4.2), obtemos:

L = -¢t®3%. 1 cidkoe
10]jo 2 1jko
- 1 1 1] 3 ij
m (gib + i aija + i BljB +
1 i3k, 1i, 1,2
+ 3 & Y9k 5 VYt ) (4.12)

As equacoes de movimento (3.1.16) e as condigdes de
compatibilidade (3.1.17) escritas usando a decomposicao (3+1)
do espago-tempo sao obtidas da agao S = J L d4x, sendo L dado
por {(4.12), (4.10) e (4.11),da seguinte maneira.

Variagdo de ¢ implica em:

§

&

Il
D

=0 = 4 (4.13a)

O

¢

relagao identica a Ay “ =0 para B8

B

Il
L]
*
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Variando Ei tem~se:

55 i0jo 2 i 4

Bg_i = j —= J (—2C (SCleO + Z2m [ (SEl)d x =0
==>J (2ct0d0 2 2elysp g% = 0 —

s (010 - n?cl = ¢ (4.13b)

idéntica a (3.1.16) para @ = 0, B =1i e u = 0,

Variando Yi temos:

68 _L,~lojog 2.1 4
W = ( == J'( 2C OCinO + mYy (SYl)d Xx =0
iojo 2.1 4
—— (-C + m"yT) 8y, d'x = 0
c0io] ;- mZYl = 0 (4.13c)

relagao esta obtida de (3.1.16) para ¢ =k, B =1, ¢ = j con =-
traindo-a nos indices k e § e usando (4.6) e (4.9).

Somando (4.13b) com (4.13c) obtemos a condigao de
compatibilidade (3.1.17a) para 8 = i, 1isto &, £i+Yi = 0.

Variacgao de Bi. implica em:

]
§s _
sg.. - O 5
1]
ijko 3 2,17 4 _
= f {~-C 6C1jko + 5 R GBl 1d x 0 =

ko4 p2eld - g (4.13d)



-48-

que é idéntica a (3.1.16) para o« = i, 8 = j e p =0

Variacao de aij dara

S, .
1]
— (-2¢-%3%;¢. clIk0s¢,
J iojo ijko
+ % mzaljda )d4x = —
Clojo + 1 (Clkjo + Cl]lo) +
; 0 2 'k
v 1 mzaljéa.:}d4x =0
1]
selojo  (ploik o dodky 12037 Ly (4.136)

;O ;k

obtida da parte sem trago de (3.1.16) para a = 1i, B =0 e U =
= ] simetrizada em i e 7J.

Variando-se 4. . tem—se:
1jk

3S

8244k

co— | iR,
iojo

ijko ijk _
C 6cijko + m2a GA )d X 0 —

O
— J [} Cioko,3 T Sjoko,i’ T Cijk ,0 T

2 ijk _
+ m Al]é}ﬁﬁ d X =0 =

') 2A

Ciix ,o = Cioko,3 ¥ Cdoko,i T

(4.13£)
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gque & precisamente a equacao obtida da parte sem trago de
{3.1.16) para o« = i, B = 3 e pu =k e utilizando-se as re-

lacoes (4.6) e (4.9).

Temos também as condic¢oes de compatibilidade A M

aBu,

= 0 que em termos de suas partes irredutiveis se escrevem co-

mo :

5. = & _ k
i3 72 Yii,91 T %49 .k (4.139)
" _ -]; /Ql ,Q,
T2 e H R (4.13h)
(j& que ¢ = 0).
Nestes calculos usamos as propriedades Ciojonlj =0,
ik _ )
Cijkon = 0, Cijko+ckijo+cjkio =0 e (3.1.9).

Portanto, a Lagrangeana (4.12) fornece as equacgoes
(3.1.16) e (3.1.17) em termos de suas partes irredutiveis. No
entanto, seguindo os comentdrios feitos com relagao a equacgao
{(3.1.19), devemos adicionar as 9 equagoes de vinculo (3.1.20)

ao sistema de equagdes (4.13) para que a variavel AU possa

VA

representar um campo de spin dois.

Definamos:
9 = ¢ MK + g M= A +A +A +
GsUV GBUAT WV ABUATV afv,u “uav,B8 TBuv,a
1 A

- = + +
2 Moo Brg,u) * 2 )
1 A 1 A

2 an{A[a,u] Auu ,X) 2 nvu(A[u,B]+AuB ,K) (4.14)

onde A, = AE
B Be 7

Note que © & totalmente antissimétrico em o, 8

afuv
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. VRV aBuv _ . -
e i; tem tra¢o nulo (eﬂﬁuvn = Q) e ¢ eaBuv =0 ( Ja que
Aagueabuv = 0). Assim, o numero de componentes independentes
de GGBUU & 16-6-1 = 9, o mesmo numerc de componentes de M(GU[

Fazendo a separacac (3+1) do espago-tempo, podemos escrever as

partes irredutiveis de eaﬁuv de modo simples, a saber:
Misk T %idko T Biq,k T Bki,g t S5k, (4.15a)
(1 componente independente)
= -1 i
Nig % %5400 T2 Pi3 Y 7 Br4,9)
1 m 1
--2—Aij ,m EY[J_,]] (4.15b)
(3 componentes independentes)
O... = 8.. = A, .. - 1 o .+
1jk 1jok ijk 2 "k[i,]]
1 1 '8 2
"By TF ki@, By
2 %
+ 2 ﬂk](u ) g 1’1) (4.15c)

(5 componentes independentes)

A parte eijki de easuv tem 3 componentes independen

tes e portanto pode ser escrito apenas em termos do seu trago

gque possui tambem 3 componentes independentes. Mas

a L _ .
ijuBn = (0 = Gij g = eijoo = Nij . Assim,

Y15 2

- (N, (4.154)

Biyex ™ i37k2 T W¥yeki * NpiNy)
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e portanto Nij = J = eijlk = 0.
Igualando as gquantidades definidas em (4.15a, b ,c) a
zero obteremos as nove equagOes de vinculo necessarias para

que a presente teoria nos dé a dinamica de um unico campo de

spin dois. Portanto, adicionaremos a Lagrangeana (3.1.14) o}

AABUY afuv

termo 0 5] onde &

aBuv e um multiplicador de Lagrange.

Entretanto, a pura e simples adigdaoc deste vinculo a (3.1.14)
(ou (4.12)) levaria a uma modificacao das equacgoes de movimen

to (4.13). Para que isto nao ocorra, adicionaremos também a

QaBqupae¢
aBuvposo aBuvprbd

tro multiplicador de Lagrange. Este termo adiciconal implicara

{(4.12) o termo % Q onde Q e ou -

na nulidade de §
aBpv

A Lagrangeana total sera entaoc dada por:

= aBuv 1 ABUYV~0T80
bp = 1 4 & eaBUv+ 2 QaBuvpce¢Q { (d.16a)
Como QlJRQ = -0 temos:
1k 1 aBuv,.pode
TP Mijk * 2 QdBuvaG¢Q o (4.16b)
onde otIK = 330K 13 o goldoo ik o gl3ko o op 5 ga-

da por (4.12).
Portanto, variando a agac em relacaoc a todas as vari
aveis independentes encontramos, respectivamente,

4
8 L
6;J Td x) =0 ==>%_Qa8pvgpoe¢ -0 =£>Qa8uv -0

aBuvpobd (4.17a)
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4
6(J L.d x)
T _ efer:lu
ik 0 077 Pkt Qijoksses -0
4
G(J LA x)
T ﬁ ~pcBed _
grid =07 Nyt Q50050080 =0
— N =0 (4.17c)
4
S{J L.d %)
T _ poSe _
NESI I 0 = Misp * Qispongae” =0
— My =0 (4.174)

Assim obtemos de um principio variacional os vincu -

los Oijk = 0, Nij = 0 e Mijk = § gue correspondem precisa -
mente ao resultado da separagao 3+1 do vinculo eaeuv = 0.

A variacao de Ly com relacao as partes irredutiveis
de A&Bu continuardo fornecendo as equacgdes (4.13) devido a

(4.17a). No final deste capitulo comentaremos sobre a possibi-
lidade da nao inclusao destes multiplicadores de Lagrange a
(4.12).

Calculemos agora os momentos canonicamente conjuga -
dos as varidveis (4.1) e a Hamiltoniana associada a (4.16). Pa

ra isto usaremos {(4.16), (4.12), (4.10) e(4.11) obtendo

Ch
t

DL (4.18a)
S
nto= 22 - g (4.18b)
_ 0&j
pt = 3L - (4.18¢)

el

0Y4i
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pil = 4L _ i3 (4.184)
6Bij
p 4BLVECod 55 oL =0 (4.18e)
aBuvpcdo
_ 6L
P . = — = 0 4.1
iik EERT: ( 8f)
_ &L
;s L _ 4.18
i3 6:[1] 0 ( g)
- 6L -
ik T TiERR - 0 (4.18h)
pid = 8L _cliojo (4.19a)
ISOcij
ik oL -cliko | oijk (4.19b)
8815k
onde L = L, d°x
= - .
As relagoes (4.18) constituem os chamados vinculos

primarios (para uma revisio de sistemas Hamiltonianos com vin-
culos veja o Apéndice A e as referéncias ali contidas).
Usando as definicgOes (3.1.12) ou (3.1.13), obtemos

de (4.19) as seguintes expressoes:

= E.. {4.20a)

Tigk = F19eB x (4.20b)

Note que o fato de estarmos lidando com um duplo par de indi -

¢es anti-simétricos no tensor CaB faz com que os momentos

uv

canonicamente conjugados estejam nd3o s0 associados a parte

"elétrica" do campo | ) (que & o que ocorre no caso de cam -

E..
13

pos de spin 1} como também com a sua parte "magnética" (Bij)'
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0 espago de configuragdes da teoria sera constitui-
do das vinte guantidades em AaBp' dadas por (4.1), mais os no

ve ! e os guarenta e cinco @ ou seja, ao todo

9
Cafuy aBuvpobe’

setenta e quatro (vezes > devido ao fato de serem campos em
trés dimensdes) variaveis candnicas independentes (que denota-
remos simplesmente por q(x)). O espaco de fase sera constitu
ido das 74 varidveis candnicas mais os seus 74 respectivos mo-

mentos canonicamente conjugados dados por (4.18) e (4.19) (de-

notados por p(x)). A Lagrangeana (4.15) & fungao de g e ¢
enquanto a densidade Hamiltoniana & funcao apenas de g € p. Es
ta & obtida daguela mediante a transformagao de Legendre
H(q,p) = pq - L(g,q). Devido aos vinculos (4.18), a densidade

Hamiltoniano total sera dada por:

_ oige ijke . pily  _
Hy = D86+ SR L By~ Lp +

+ MI + Yv.1F + x.pt v+ 2., (PrI-ct) 4+
i i ij

ijkP + RijE.. + Aijkz.

ik ij ijk *

+ D

gOBuvooBe o - _piig. . - 1 gidkg +
ij 2

aBuvpo8ad ijk

117 -1k ij
+ 1 (Yi,j 3 Y ,knij) + 20 Ai 5 ,m +

+ I
o Do
=

+
| Lo
ey
H
T
-
-
()
[=>
+
o)
-«
<
o
+
W=
-
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L, .8

(aj +8 +

N

_-idk [ _ 3
. [i“ijk “eriil toBigLx TLFALED"

1 £ _ I (s - m
tg (o B i),z”jé} 7 Gri91 T %% ot

1
T2 Tii,51) T By k™ Pki, 3 5k, *
1 ,i3k _ 1 aBuv~pabd
P30 S < 7 Qguveoes ¢ ¢ +
+ MI + v.it 4+ x.pt + 2., (pYI-ttd) 4
i i 13
+ DijkP.. + Rijz.. + Al]kz.. +
ijk 17 13k
Q94
+ gOPuvpaBe (4.21)

PaSuvp08¢

onde usamos (4.19), (4.18d), (4.10) e (4.11) para eliminarmos

aij'Bij e Aijk e M, Yi' X. , D

ir Zi57 Pigkr Riy

! Aijk © SuBuvaS¢
sac multiplicadores de Lagrange.
0Os parénteses de Poisson diferentes de zero entre as

varidvels canoOnicas sao dados por:

(5(x), Ty} = & (x-y) (4.22a)
e, 0,1 ()} = 83,87 (x-y) (4.22D)
{Yi(X),Pj(y)} = 6j163(x-y) (4.22c)
(g4 =), P )} = 3 (sfel - 57851 8% (x-y) (4.224)

EThyéwxn(y)} _ 6€Thyﬁwxn 63

aBuvoose O (XY

(4.22e)

{0 (x),P

aBuvpoBd

SETAYSTYN

- . £
onde & & um tensor construido com produtcs de § e com
aRuvpode )
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ETAYITYN

as mesmas simetrias de Q (%) e P {y). Sua forma

aBuvpodd

explicita nao sera necessaria.

{Tij(x),zm(y)} % (-§i6§~6}16;)53(x—y) (4.22f)
{pijk(X),LRmn(y)} = % {61 36k+6m5%62 +
+ aisgai —ééﬁgﬁi—éiéiég—ﬁiégéi)63(x—y)
(4.22q)
g, e, () = 2 etsl-stelysfedx-y)  (4.22m)
{Aijk{x),nmn(y)} =% (6i0‘?—6§6?)6§63(x—y) (4.221)

ijk iik ~
19 ' Pijk’ Aijk e I nao
ijk _
Qijkg = Aijkg

Repare gque apesar de
e o . - ijk

terem traco nem parte ciclica {isto e,
E1jk - EJ_jk

= Pijk = ik = 0) nac retiramos estas partes de

(4.22h) e (4.22i) ja que neste momentc s6 calcularemos os pa-

rénteses de Poisson com HT e todos ¢©s termos que multiplicam

Qijk’ Pijk' Aijk e Fljk em HT Ja tem seus tragos e partes

ciclicas retiradas (veja (4.2.1)). Quando necessario, escreve-

remos a forma completa destes parénteses de Poisson

e eo,n, () =2 gled + eled) 83 x-y) (4.225)

. by
Note que, como acima, apesar de aij e 1 ]

nac retiramos o trago de (4.227) 3& que os termos que multipli

terem traco nule ,

cam aij e ™7 em (4.21) ja estdo sem os seus respectivos tra

¢os. Na proxima secao escreveremos a forma completa destes pa-

renteses de Poisson.
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Verificaremos agora a conservagao no tempo dos vincu
los primarios (4.18). Usaremos para isto as relagoes (4.22),as
propriedades dos parénteses de Poisson listadas no Apéndice A

e a Hamiltoniana total que & dada por:
H = J HT(y)d y (4.23)

onde HT & dado por (4.21). Assim temos:
a) para o vinculo (4.18e):
’ . 1 1

= 1 :—’2
PaBuvp08¢ LP&BuvpoB@’HT 2 haBqupGBcb

obtendo os vinculos secundarios

QaBqupUB¢ ~ 0 X QaBuv « 0

(Qijk S
L 5 B
{pljk = (4.24a)
que correspondem as equacgoes de movimento {(4.17a).
b) Para o vinculo (4.18a):
T = {F,HT} = % m2¢
Obtemos o vinculo secundario
6 = 0 (4.24Db)

correspondente 3 equacao de movimento (4.13a).

c) Para o vinculo (4.18b):



-58~-

L . i Hn(y)
i) = {Hl(x)’HT} _ Jr éﬁq(x) arT(z) d3zd3y
ST (z) “=2
) §(& (v))
o 1 . _~pnab a,b
- JJ 62 § (x=~2) [:ZH (y) 5EQ(Z) +
S (5, (y) £ (y))
- m? k d3za’y =
5%, (2) Y
5{& (v)) 8&. {y
_ .ab a,b 2.k k 3

. 3
3 -
5 J lnab(y) 6; (6 ;xby)) +
Y

2.k

m &7 (y) 6i63(x—y{} d3y =

. 3 .
=2 J [}Hlb(y) 0 (07 (x=y)) mzal(y)63(X-Y{]d3y=

Bxb
3 :
= -2 — J P (y) 63 -y @’y +
ax
2m? J gl(y)63(x—y)d3y =
= -2 2100+ et (x) =
X

= -2t e - wfet )

3 3
onde usamos que ég_lEBXL _ _ 96 (xby)
dy ax

outro modo de obter-se o resultado acima é&:

Il

(nh (=) 1} Jd3y @nab'b(y){ni(x),aa(y)} +

- e e g 03] -

j a’y [}nab'b(y)(—)aia63(x—y) +

Il
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- 2m2€k(y)(~)5ik63(x—y{} =

ib

PRI S

= -2(I

onde desprezou-se termos de superficie ¢ usou-se (4.22b).

Assim, obtemos o vinculo secundario:

1t N (4.24¢)

ou, de (4.20a)

=
1
2
oy
e
2
o

Usando (4.19a) vé-se que (4.24c) corresponde a equa-
gao de movimento (4.13b).
Os calculos que se seguem sao analogos aos que fize-

mos acima. Daqui para a frente exibiremos apenas os resultados:

d) Para o vinculo (4.18c)

2.1
I b + m"y = 0 (4.244)

ou, de (4.20a)

Usando (4.19a) vé-se que (4.24d) corresponde a equa-

ciao de movimento (4.13c). Somando (4.24c) com (4.24d) chegamos
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4 condigio de compatibilidade E£'+y' = 0 (ou seja, de (4.1b) e

(4.1¢), A“lp)= 0

e) Para o vinculo (4.18d)

Devido ao vinculo secundario (4.24a) temos que PT3-113

~ Pl » 0. Assim verificaremos primeiro a conservacdoc no tempo
de iq x 0 e deixarecmos para mais tarde o mesmo calculo para
T.. = 0
1]

*1y _ ij _ 3 413k 3 2.1i]

P = {P ,HT} 2H 'k+2m8

Obtemos o vinculo secundario

plik Lt m?std = o (4.24e)

r

gue gragas a {4.20b) e (4.24a) pode ser escrita como:

2. i3 _
; ,k Tme =0

De (4.19b) e (4.24a) vemos que (4.24e) corresponde a

equacac de movimente (4.13d).

f) Para o vinculo {4.18f)

*

Pisk = “Pigrrfrs = "Hi9x 7 %k, 5]
_ 1 %ypb
1 L, .8
+ 5 la; 7+8 i)'g N3k
onde usames {(4.33a) (G > 0) para eliminarmos ©s termos due

“ijk
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Do
dependem de ik

Obtemos o vinculo secundario:

ik 7 Mgk T ki, T Pisx Y
I PR e ¢ 1 2, .4 N
(4.24¢f)

que corresponde a equacac de movimento (4.17b) combinada Com
(4.19b), (4.17a) e (4.11).

g) Para o vinculc (4.18h)

19k = FigkeBpd T Big P Bri,g Bk, B O

Obtemos o vinculo secundario:

g, . e*IK z g (4.249)

que corresponde & equagdc de movimento (4.17d).

h) Para o vinculc (4.18qg)

I.. = . = 7.. R
Llj {Elj'HT} le + g[1,]] ij ,m

1
2 11,31
Neste caso determina-se © multiplicador de Lagrange
Z..:
1]

m 1
] .. 4+ = . . - . . .
23y = %5 ,m Y7 Vi, a1 T Bra,i) (4.25a)
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Seguindo o procedimento canonico, vamos agora verifi

car a conservagao no tempo dos vinculos secundarios (4.24):

i) Para o vinculo (4.24a):

gLk {Qljk,HT} = ptIk - (4.25Db)
I = {le,HT} = R =0 (4.25c)
R L e (4.254)

Determina-se portanto os multiplicadores de Lagrange Dljk, r*J

e kljk.

j) Para o vinculo (4.24Db)

b = {¢'HT} =M = 0 (4.25e)

ou seja, determina-se M.

k) Para (4.24c)
|:Hlb .- nglj- _ (qib .- ngllHT} _

: . 2 .
_ _ 1 pimk _ 2,1 m if
= 5 I ,m, k mY" + S5 0

que, usando (4.24e), determina YT como sendo:

vt - %— (ot byptt = a . (4.25f)

+R ),R L%

{veja (4.1d), (4.1le) e (4.24b).
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1) Para o vinculo (4.244d):

) {(4.25qg)

m) Para o vinculo (4.24e)

“i3k 2,1i3] _ (idk 2,17 _
[1 Lt B ] {1 ’k+m B ,HT}

!

1 k(1,31 2,13k 2,13 _
2H 'k+mA ’k+mZ 0

que, usandoc {4.24d), determina z*J como sendo

1 k 4
Z.. = = .., o= AL = -A, . 4.25h
i3 72 i30T %y T TR ( ’
(veja (4.1c) e (4.1f)).
Note que existem duas equagoes para Zij: (4.25a) e
(4.25h). A combinacgao das duas gera um novo vinculo:
k 1 -
Aij kT2 gi,j = 0 (4.26a)
que & uma combinagdo das equagoes ~ de movimento (4.13q) e

(4.15Db) .

n) Para o vinculo {4.24q)



-64-

%]

[%ij,k

devido a (4.25h) e (4.26a). Nao surge nenhum noveo vinculo.

13%]- i {Bij kgljk’H

o} Para o vinculo (4.24f)

ik = YigeeHpt T e 51 7 YL 30,k T
m m m
+ A . + A, , - A, . +
k [j,1] ,m 1 k,i,m ik,j,m
2 2 1 )
T3 %5 L0k T3 Pkan oL, T
‘m L 4 2 m
+ = -Y. + + 0. +
2 "il™5,0,m" Yoy T et 2 am)
fm '3 '3 L m
=5 M Yy, Y e T, T2 e
2 .
S mhiay 2 954k
Para chegarmos a este resultadc usamos que £i+yi = 0 e (4.25h).
Obtemos um novo vinculo:
¢ijk 0 . (4.26Db)
Este vinculo vem da equacao (4.13f) apds efetuarmos
as seguintes operagoes:
1Q) Expresse Cijko e Ciojo em termos “14k e Hij atra
vés de (4.19a), (4.19b) e (4.24a).
29} Expresse Hijk em termos de Bij’ aij e suas deri-

vadas espaciais através de (4.24f).

Q A i
3¢) Escreva aij em termos de gi, Yy Aijk e suas deri
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vadas espaciais através de (4.10) e {(4.1%9a).

49) Use (4.13g) e Yl+€l = ( para finalmente obter

Da conservagao no tempo dos vinculos (4.24) surgi -
ram dois novos vinculos: (4.26a) e (4.26b). Devemos verificar

se estes novos vinculos se conservam no tempo.

p) Para o vinculo (4.26a)

K 1 .- k1 N
[}ij kT2 5[i,j1:] = 1057 =5 5,08 B0

ou seja, nao surge nenhum novo vinculo. Para mostrarmos gue es
tes parénteses de Poisson sao fracamente iguais a zero utili-

zamos o vinculo (4.24fF).

gq) Para o vinculo (4.26Db)

Pigk = OggprHpt =0

ou seja, ¢ ¢ uma combinagao linear de vinculos ja existen

ijk

tes e de suas derivadas espaciais, a saber:

12) o vinculo (4.24f)

22) a divergencia do vinculo (4.24f):

L
(i,31,%

ko1
I. . = 5 o

is ,k (4.27)

1 %
T3 85 e

32) o vinculo (4.24e) que aplicado a (4.27) nos da:

2 1 2

1 .2
MBS T T3 % 4,97, B

* i3] .2

N

Aqui termina o processo iniciado em (4.24a). Verifi-
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camos assim que todos os vinculos primarios (dados por (4.18)),
secundarios (dados por (4.24)) e terciarios (dados por (4.26))
gue surgem na teoria se conservam no tempo comprovando que a
Hamiltoniana (4.23) & consistente. Todos os multiplicadores de
Lagrange sio determinados através das relagdes (4.25) ( menos
Saspvp09¢ que discutiremos mais adiante), o gque comprova a
inexisténcia de invaridncia de calibre na teoria com massa. To

dos os vinculos sao de 22 classe.

Calculemos agora as equacaes de Hamilton para
(4.20) :
L 1 -ikj 1 jki
Hl} Lnij,HT} > 1 X > I x t
m2
+ 5 aij , (4.28a)

que corresponde a equacac (4.13e).

Usando (4.20) obtemos:

k&

1
b

iy (3Piye,x ~ id

e

=t = i, 4]

7 1
119k 1 yxr By

) L Lk

i,k Y2y, 4k (4.28b)

2
+ m Aijk

1
5 I
que corresponde a equagao (4.13f).
Usando (4.20) temos:

gija' k k[i,73]

B + E m2ptdk

e
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K 1 m
Sy T2 En T

wbo

m
Y m nij ‘ (4.28c)

|
L

que corresponde a (4.10) atraves de (4.19a)

. _ A B - _
Bigr = toygxeHpt = Mg + Byg o F
1 1 1 % L
2 Prii,31 T 2 %kpaLg) T @ kg 3B ey ) o0 f
1 '3 3
t 7 M (BBj —aj )’2 (4.28d)
gque corresponde a (4.11) através de (4.19b}) e (4.24a)
s _ _ 1 ) &
£y = 18 ,HT} =Y. =35 (o +Bi ),R (4.28e)
onde usamos (4.25f). Isto corresponde a (4.13h)
. _ _ _ i R’ 2{ “ —c
Yl - {Yl’HT} - Xl - 2 (Ci'l +Bl ),i - gl (4-28f)
: - 1
£, = =
que vem de Yi+ji 0 (isto e, A in 0)
. B 3 _ 1 _ K

que corresponde a (4.13g).

A variaciaoc de (4.23) com relacgao aos multiplicado-

SuBuvp08¢ nos

res de Lagrange Zi" Y., Xi’ Xijk’ kijk' Rij

j i
dao os vinculos (4.18).
Assim, a Hamiltoniana (4.23) fornece todas as edgs.

(4.13) e (4.17) ,sejamelas equagdes dindmicas como (4.28a), equa-
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¢des de vinculo como (4.24) e (4.26), equagoes de compatibili-
dade como (4.28e), (4.28f) e (4.28g), e equacoes de definicgao

para Hij e Hijk como (4.28c) e (4.28d).

Passemos agora a contagem dos verdadeiros graus de

liberdade da teoria. Este nimerc é dado por ({(veja Apéendice A):

_ T’lc—ﬂz“Zﬂl

5 (4.29)

onde g é o numero de variaveis candnicas da teoria, n, © ni
mero de vinculos de 228 classe e nl o numero de vinculos de 12
classe.

Na presente teoria, a dinamica de Q dada

aBuvpobo €

por:

} =

QaBuvpo8¢ - {Qaeuvp08¢'HT SaBuvpoe¢

onde S _ estia indeterminado. Assim, eliminaremos a vari
aBuvpotd e

avel t anoni t nju o

ave QaBuvDCS¢ e seu momento c nicamente conjugado do espa

¢o de fase ja que a dinamica de Q € completamente ar

aBuvpofd

bitraria e portanto o seu papel é de apenas ser um multiplica-

dor de Lagrange para © vinculo = 0.

£ A
aBuvipode

Entao temos:
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TABELA 4.1 - Varidveis candnicas na representacao de Fierz,
Ne de com- N¢ de com-
Varisvel Redefi- |ponentes Momentos |ponentes
nicao independen| C.C. independen
tes tes
L .
Alo D 1 I 1
0 -1
AOi gl 3 L 3
2 1
Aii Yi 3 P 3
1]
Aijo ij 3 P 3
o L2 L4 1]
Bii ) 73 % 0215 ® 5 > i >
‘ 1 ) ik
Bigx T 2 Mk1i® 912 ijk > m 5
i ok ik > ik >
ijko %19k 1 249k 1
. - 3 L. 3
ijoo i ij

Assim N = 29+29 = 58.
Os vinculos, todos de 22 classe, sao dados por
(4.18), (4.24) e (4.26).

Note que 9ij2 3 ksljk = () identicamente devido a

(4.24qg) e (4.24e) .Portanto 0 corresponde a 5-1=4 vinculos

“i9k

independentes.Também,¢ijx 2=O identicamente devido a (4.24c)
r
e (4.26a). Assim ¢ijk © 0 corresponde a 5-3 = 2 vinculos in-

dependentes.

Portanto, o conjunto de vinculos da teoria sera:
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TABELA 4.2 - Vinculos da teoria Hamiltoneana para © caso com

massd.

Vinculos de 22 Classe Nﬁmeigdggeggzggggntes
=0 1 (4.18a)
= o 3 (4.18D)
Pt s 0 3 (4.18¢c)
ptl-ctd + o 3 (4.184)

i3 0 5 (4.18Ff)
i ¥ 0 3 (4.189)
Zigx = 0 1 (4.18h)
le * 0 1 3

ik 200 ¢ 5 (4.24a)
Pijx ¥ 0 J 1

v =0 1 (4.24b)
Hib,b‘ngi =0 3 (4.24c)
Hib,b+m2Yi =0 3 (4.24d)
Hijk,k + m2ptl 2 o 3 (4.240)
919k = O 4 (4.24f)
Bij,keijk 1 (4.24q)

1jk,k % 5ri,51 = O 3 (4.26a)
Pig T 0 2 (4.26b)

Agsim n2 = 48 e ny = 0.
Usando (4.29) obtemos
n = 58—43—2x0 - 5 ’

ou seja, © numero de verdadeiros graus de liberdade da teoria

& 5, como deve acontecer para um campo de spin dois massivo
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{n = 2s+1 = 2x2+1 = 5 onde s €& o spin do campo).

1i) Caso sem massa

Desenvolveremos agora o formalismo Hamiltoniano para
o campo de spin dois sem massa nas variaveis de Fierz.
Da densidade Lagrangeana (4.15) fazendo m = 0, obte-

mos a densidade Hamiltoniana (4.21) comm = O:

He = -nijnij -1 iijknijk N
+ (Yy,5 5 Yk,k”ij) + 2t 8:75) m
woamtd mgy e g ES g
# By - 3 Bri,g) " Z nk[iBQj},L) ¥
G “%11,9]1 T 4 nk[iaj]g,Q) ¥

+ 3 Qiijijk - %’Qasuvpse¢9a8uvﬂpge¢ *

- T;j (i 41 = %49 m " 3 Yri, 910 *

-t 3K Big,6 F Pri,g * Bk, i) *

+ MI + YiHi + XiPi + Zij (Pij—Tij) +

+ PijkPijk + Rijzij + Aijkzijk +

;. gBuveofd, (4.30)

aBuvpogd
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A Hamiltoniana sera dada por:

H, = f H,, d7x (4.31)

A conservacio no tempo dos vinculos primarios (4.18)

nos leva aos seguintes resultados:

a} Para o vinculo (4.18e}

v 1
PaBuvpoe¢ oHpd = 2

0 g
“aBquoOe¢

Assim obtemos os seguintes vinculos secundarios:

QaBqupoe¢ (

1Qijk o~
QaBuv z Q == - Tij = 0 (4.32a)

{pijk -

b) Para o vinculo (4.18a)

= ] _
Il W,HT} 0
ou seja, T =0 & satisfeita identicamente.

¢) Para o vincule (4.18b)

=i

q z 0 (4.32b)

ou , de (4.20a)
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ik
E = 0
s 2
Isto corresponde a equagao de movimento (4.13b) com
m = 0. A semelhanga formal entre este vinculo e o vinculo da

. . z - .
teoria do Eletromagnetismo, 7.E = 0 e evidente.

d) Para o vinculo (4.18c)

i il .
{p ,HT} = 177 g @ 0

i:
identico a (4.32b).

e) Para o vinculo {(4.184)

Como no caso com massa, verificaremos apenas a con -

servacao de ptd = 9 ja que Tij % 0 devido ao vinculo (4.32a).

«ij _ i _ 3 qijk
P = {P ,HT} 5 k

Obtemos o vinculo secundario:

1tk g (4.32¢)
Lk

ou, de (4.20b) e (4.32a)

isto corresponde a equagaoc de movimento (4.13d) com

f) Para o vinculo (4.18Bf)

Pijx = ‘PigkHpl = 84

onde eijk estad definido em (4.24f).
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Obtemos o vinculo secundario

%5k ¥ O

g) Para o vinculo (4.18h)

19k = TFigkeHet = Big et Py T Byk,s
Obtemos o vinculo secundario

ik
Bij,kE = 0
h) Para o vinculo (4.18qg)
. 1
R =& . ., = A, T EREV
ij { lj'HT} g[1,]] ij ,m 2 T4,
Assim determina-se Zi' como sendo:
1

2., =2, M 4 =N . . - .

1] 13 ,m 2 Y[lr]] g[lr]]

Devemos agora verificar se os vinculos

(4.32) se conservam no tempo.
g) Para o vinculo {4.32a)
ﬁijk = {Qijk,H b= Dijk = 0
T
1) = (M ,m = rRY = 0
T
prik - {oljk,HT} = Atk -
ou seja, Dl]k, R e Aljk ficam determinados.
h) Para o vinculo (4.32b)

{4.32d)

(4.32e)

. + Z..
jl ij

{4.33a)

secundarios

{4.33b)

{4.33c)

(4.334)
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i1 i _ 1 _imk )
7y = A7 gpHpb = = 5 T g x 50

ou seja, a conservagao no tempo do vinculo (4.32b} € automati-

camente satisfeita devido a existéncia do vinculo (4.32c).

i} Para o wvinculo (4.32c})

piik L opddk oy

ki3]
Pk ST

x &0

=1
-2

ou seja, a conservacdo no tempo do vinculo (4.32c¢c) & automati-

camente satisfeita devido a existéncia do wvinculo (4.32b}.

j} Para o vinculo (4.32e)

(Bij’kaljk) = {Bij’keijk,HT} = Zij'keijk =0
Obtemos uma nova relagao para Zij gue, combinada com (4.33a)
nos leva a um novo vinculo:
Aijm'm,keijk ~ 0 (4.34a)
k) Para o wvinculo (4,324}
Sk = Py Bp) = Mg 203" Ly
S ab T 28T ey

Para chegarmos a este resultado usamos as eguacoes
{(4.33a) e (4.34a).

Obtemos portanto um novo vinculo:

(bijk = 0 (4.34b}
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Verifiquemos a conservag¢ao no tempo dos novos vincg

los (4.34).

1} Para o vinculoc (4.34a)

(a, .M eldky _ o, M }

i3 ,m,% i ,m,k’Hps ® 0

Assim, o vinculo (4.34a) é& identicamente conservado
no tempo devido a existencia dos vinculos (4.32d4), (4.32e) e

{(4.32¢).

m) Para o vinculec (4.34b)

bisg = U0y q0Hp) = 0

ou seja, o vinculo (4.34b) é& identicamente conservado no tempo

devido & existéncia dos vinculos (4.32c), (4.324) e (4.32e).
Portanto, verificamos a conservac¢a&o no tempo de to -

dos os vinculos presentes na teoria, a saber, (4.18), (4.32) e

{4.34).

0 vinculo eijk ¥ 0 soO tem guatro componentes inde -
pendentes devido a identidade
m ijk _
i ,m,ke 0 (4.35)
Prova-se a equac¢ao (4.35) usando-se os vinculos
(4.32c) e (4.32e}.

0 vinculo ¢ijk * 0 sO tem duas componentes indepen-

dentes devide a identidade

ko _
%39 ,x = O (4.36)

gue & consequéncia de (4.32b) e (4.34a).
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TABELA 4.3 - Vinculos da teoria Hamiltoniana para ¢ cas0o sem
massa.

Vinculos Numero de componentes
independentes

T = 0 1 (4.18a)
1t = o 3 (4.18b}
Pt 2 9 3 (4.18c)
Pij - Tij x 0 3 {(4.18d)
piIk 5 g 5 (4.18¢)
I x 9 3 (4.18q)
g3k 1 g 1 (4.18h)
plIk 5 g 5 |
13+ ¢ 3 (4.32aﬂ
R L 1 |
it p :
L 20 3 (4.32b})
piik L w0 3 (4.32¢)
i3k =z 0 4 (4.324)
By keljk = 0 1 (4.32e)
Aijm m kﬁijk > 0 1 (4.34a)
¢ijk 0 2 (4.34b)

" Eliminaremos a wvariavel Q e seu momento ca-

aBuvpobo
nonicamente conjugado PaBuvp08¢ do espacgo de fase da teoria

Como no caso com massa, a variavel Q cumpre apenas o

aBuvpobd
papel de ser um m ultiplicador de Lagrange para os vinculos
(4.32a).

Do conjunto de vinculos apresentados na Tabela 4.2 ,

apenas (4.18a,b e ¢} sac de 12 classe, sendc os demais de 24

classe. Resta saber se nao existe nenhuma combinacao linear
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destes Gltimos ou de suas derivadas espaciais que nao seia de
12 classe. 0 namero de vinculos de 12 classe ny e 7, enquanto
o numero de vinculos de 22 classe n, € 35. Se calcularmos © ni-
mero de graus de liberdade efetivos da teoria n  através de
(4.29), onde n, = 58, encontramos n = 9/2. Isto contradiz o fa
to de que um campo sem massa tem n = 2. Todavia, se en -
contrarmos 5 combinagoes dos vinculos de 228 classe que sejam de
la c¢lasse teremos para n, o valor 30 e para ny o valor
12. Substituindo estes valores em (4.29) obteremos n = 2, como
queremos.

Os vinculos (4.32a) e (4.18f,g e h) sao completamen
te independentes dos demais além de serem linearmente indepen -
dentes entre si., Portante ndao hi combinagdao possivel envolvendo
estes vinculos que seja de 13 classe.

0 vinculo (4.18d) tem parénteses de Poisson diferen -
tes de zero com (4.32d) e (4.32e).

0s parénteses de Poisson de (4.18d4) com (4.324) nos

{Pij(x),Bka(y)} = {Pij(x),BkQ’m(y)}

-1 e, ) 2P
- %{Pij (%) By p(¥) ) n?Pn, =
=28,y sy v g 8] syt n e
- % S[i S(X—y)’i] n, . (4.37)
onde Si% = diﬁg

Os parénteses de Polsson de (4.18d) com (4.32e) tem
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como resultado

abc. _

i] c ‘
{P (X)fﬁab(Y) ’Cv N -

§(x-y) 2P = §(x-y) c13C€ (4.38)

]
bl , C ' C

R

[

0 vinculo (4.32b) tem parénteses de Poisson diferen-
te de zero apenas com (4.32d). Para o calculo deste parénteses
de Poisson precisaremos da forma completa de (4.22]3), ou seja ,

da suva parte sem trago:

o, ),y = 2 (];;') -1 n“nij (4.39)
Assim,
M By ) =
- % éi S(X‘Y),Q,m * % 6; G(X_Y),k,m M
g nm[ké(x_y),il’i (4.40)

0 parénteses de Poisson da divergéncia do vinculo

(4.18d), Plj (x) =~ 0, com (4.32d) tem como resultado a diver -

r]

géncia do lado direito de (4.37) que & exatamente igual ao la-

do direito de (4.40}. Assim,
1] _pld -
{1 ,j(X) P ,j(X)'ekZm(y)} 0 (4.41)

Por outro lado, o© parénteses de Poisson deste vinculo ] j(x)—
r

Pl . (x) = 0 com o vinculo (4.32e) nos da, usando (4.38):

r
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-17 1] abc, _
{1 ,j(x) P ,j(x)'Bab(y),cE )
_ipid .abcy _
{P ,j (X) ’Bab’ch }
= - S(x-y) jel3c =0 (4.42)
Portanto, o vinculo T j(x)—Pl] j(x) ~ 0 tem parénte

ses de Poisson zero com (4.32e), (4.32d) e todos os demais vin-
culos da teoria.

Assim, o vinculo construido com (4.32b) menos a diver
géncia do vinculo (4.184) & de 12 classe. Com os seis vinculos

de 22 classe (4.32b) e (4.184) construimos trés de l2a classe

ST Bt B S (4.43)
¢ ] v ] r] r]

No entanto, como discutido anteriormente, devem ainda
existir dois vinculos de la classe escondidos entre os demais
vinculos de 22 classe para gue a teoria apresente o© namero cor-
reto de graus de liberdade. Examinemos entdo o vinculo (4.324).

Com eijk podemos construir dois tensores, a saber, um
tensor Fijk com as mesmas simetrias de aijk cuja divergéncia no
dltimo indice seja nula (portanto, com apenas duas componentes
independentes) e sua propria divergéncia eijk,k’ também com du-
as componentes independentes. Se este tensor Fijk construido
com eijk for de 12 classe entdo o problema estara resolvido.

Para construirmos o vinculo Fijk usaremos o operador

3. (4.44)

-1 - .
onde A & o inverso do operador Laplaceano.
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. i
Este operador ao atuar em um campc vetorial A™ (x) transforma-o

num campo vetorial de divergencia nula:

. R 7 RS S .
,i i y3 i L%,

Note gque nao baste definir Fijk como sendo igual a
ékleijk pois embora tal tensor tenha divergéncia nula, ele nao
apresenta as mesmas simetrias gque eijk.

Seja portanto o tensor Mijk definido da seguinte for-

ma:

ijk = @055 F % 62keij£ *
- 3 62j Opis = 5 62i:jkz *
+ b(6ijelik + Gij i 6Qi§]£k +
- Giiekgj) - (E%;) E}m?vnk[iemj})a !

onde a e b sao coeficientes arbitrarios.

O tensor Mijk tem traco nulo, & ciclico nos 1Indices

(i,3,k) e anti-simétrico em (i,3). Impondo que Mijk K = 0, de
r
terminamos a e b como sendo respectivamente iguais a -4/3 e
1/3. Assim, definimos Fijk como sendo:
_ 3 _ ~% . =2 24
Piok 2 Mgk = "2%9% F O kPi270 3%k 0 1% ak t
_ = m _ -1, Ji )8
OmeMeri® 33% 7 %19™® %507 k%’ L5
-2 m
A L I .
%k, T ki 97 ,m, 0! (4.45)
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- . e _ ijk _ ik _
£ facil verificar que F(ij)k = Fijke Fijkn
R . )
= Fij x 0 e portanto Fijk tem duas componentes independen
tes
Q tensor Fijk & um vinculo pois & fungaoc apenas de
0. . i 0, ., . Ohvi .
ik e de derivadas de ijk E Obvio portanto que Fl]k tem

parénteses de Poisson nulos com (4.43) e todos os outros de 1@

E = 6.., . S .-
classe Ja que estes os tem com i3k Tambem, como {Gljk(x) '

tem parénteses de Poisson zero com 7. e

Jjik

com as derivadas espaciais de Bijk' Assim Fijk tem parénteses

Simn Y= 00 Figy

de Poisson nulos consigo proprio.

Usando a definig¢ao (4.24f) de & & longo mas di-

19k’

reto mostrar Jque

Figk™ " Miyx i5 L0,k T Tk,

L mi

e, T %1 m, !

(4.46})

A expressao (4.46) assegura-nos que Fijk’ por depen-

der apenas de tem parenteses de Poisson nulos com (uase

ik
todos os outros vinculos listados na Tabela 3.3, a excegao de

(4.34a) e (4.34b) pois estes vinculos dependem de Aijk' Deve-

mos portanto calcular explicitamente quanto valem os parente-

ses de Poisson de Fijk com {(4.34a) e (4.34b). Para isso utili-
zaremos a parte sem trago e sem parte ciclica da relagao
(4.221) :
ik _ (1 ijk _ 1 (kij
{Aabc(x)'ﬂ ()} (3 6abc 6 Sabc
1 ki _ 1 (3 ilk _
& Sabc g Sbalc" ) S {x-y) (4.47)



-83-

ik _ 1 igd L <igdy ek
onde Sibe = 3 (6a6b 6boa)6c.

Das equacgdes (4.46) e (4.47) mostra-se por calculo

direto gue:

(FP % 6 (91 =0

e que

ijk m abc}

(P50 8 " e =0

Resumindo o que fizemos atée agqui,temos que:

a) 0Os seis vinculos de 28 classe mt) 20 e P} 20 se di-
r

videm em trés de 28 classe (pt) = 0) e trés de 12 classe e

.o ’j
-t 0y
b} Os guatro vinculos de 22 classe eijk x 0 se dividem em
dois de 22 classe (eijk,k %~ 0, =sua divergéncia, que tem parén
teses de Poisson nao nulos com ptd 0) e dois de 12 classe
(F... = 0, sua parte sem divergéncia).

1]k

N3io hi outras combinagdes dos vinculos de 22 classe
restantes que sejam de 12 classe.

Construamos uma tabela dos vinculos de 12 e 238 clag
se da teoria sem massa (ver Tabela 4.4)

Portanto n, = 30 e ny = 12. O numero de verdadeilros
graus de liberdade dado por (4.29) é:

58-2x12-30

n = > = 2

Este & o resultado gue esperariamos encontrar para

um campo sem massa.
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As equagdes de movimento da teoria sao dadas por:

1= e, = - 2 ptk Ll

5 & 5 & (4.483a)

i
o

que corresponde a equaciao (4.13e) para m

De {4.20) obtemos para {4.48a)

ki
(iBha,x T

_ 1
i T2

A semelhanca formal destas equag¢des com as equagdes de Max -

-
well %% + UxB'= 0 & evidente.

+ijk _ ijk _ pkli,31 _ 1 &i jk
i = {77, Hpb = 1 7 77 gn o
+ !__ Hij nlk . 1.[]{[l,]] (4.48Db)
2 P L
que corresponde a equacao {4.13f) para m = 0.

Usando (4.20), obtemos para a equacao (4.48b):

€ijaéak + oeRligl o

ou ainda, apos multiplicarmos a eguac¢do acima por Eijb:

. 1 ki _
Bab 72 % (aPmye,x T 0
A semelhan¢a formal entre estas equag¢des e as equagoes de
>
Maxwell %% + YxE = 0 & evidente.
i 7 teigelph = 2y - B g
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et

k 1 m
" Y2 T )m
m

Yot

+

Wi wro

(4.48¢c)
Esta equagaoc corresponde a equag¢ao (4.10) desde que

usemos a definicao (4.19a)

— A — -
ik = PBygxeHpt = Mg

+ 8

ol

ij.k 2

._._l
bt
o
'—J

(4.484d)

Esta equacdo corresponde a equagido (4.11) desde que

usemos a definicao (4.19b) e o vinculo (4.32a}).

b = {o,Hp} = M (4.48¢)
£, = {85, Hpt = ¥, (4.48f)
v, = lyyHph = 1 (4.489g)
Como os multiplicadores de Lagrange M, Yi, X3 es -
tao indeterminados entao a evolugao de ¢, Ei e Y5 & completa

mente indeterminada

i,31 T %11,3] (4.48h)

A equagao (4.48h) corresponde ao vinculo Lagrangeano

(4.15b)
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Note que a compatibilidade entre os vinculos (4.15a)
e (4.15b) implica no vinculo (4.34a) da Tabela 4.4.

0 gue aconteceria a este formalismo caso nao elimi -
nassemos a variavel Aijk da dinamica da teoria atraves da
introducio do vinculo (3.1.20) ? Neste caso a densidade Lagran-
geana para o caso com massa seria dada por (4.12) e para o
caso sem massa por (4.12) com m = 0. As densidades Hamiltonia

nas seriam:

a) - Caso com massa
Ho = —nijnij - % Hijki"ijk +
+ Hij(yi’j - % Yk,knij) + zniinmj’m
+ 2Hij(-£i’j + —% Ek’knij) + Hijk(ﬁij'k +
- 3 Brri, g1 ~ 3 nk[iggj],l) - TR %%[i,9]
ey, (58 g g
AN RYPLES RIS +°)
+ MI + Xiﬂi + YiPi + ZijPij (4.49)

A relacdo dos vinculos da teoria é apresentada na Ta

bela 4.5
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TABELA 4.5 - Relacao dos vinculos referentes a densidade Hamil
toniana (4.49).

Vinculos de 228 Classe Numeigdggengzggzzentes
I =20 1
1t = o 3
Pt = 0 3
Plj 0 3
¢ = 0 1
ik 2.1
g - men =0 3
T[lk kT mzyl z 0 3
¥
ik 4on?pld =g 3
r

O nimero de vinculos de 22 classe é portanto igual a
20. N3o h3a vinculos de 12 classe. O numero de variaveis canoni

cas & 40 (20 para A

wBn  © 20 para 0$ seus respectivos momen -

tos canonicamente conjugados). Usando (4.29) encontramos que o

numero de verdadeiros graus de liberdade n & 10.

b) - Caso sem massa

Neste caso a densidade Hamiltoniana sera dada por
(4.49) com m = 0. A relagio de vinculos da teoria esta dada na
Tabela 4.6.

O nGmero de vinculos de 12 classe €& portanto igual a
16. N3o ha vinculos de 22 classe. Usando (4.29) encontramos pa
ra o numero de verdadeiros graus de liberdade n da teoria o va
lor 4. A estrutura dos vinculos & extremamente simples e for -
malmente semelhante as teorias de Yang-Mills.

As equacdes de movimento neste caso sao iguais as
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TARELA 4.6 - Relacao dos vinculos referentes a densidade Hamil
toniana (4.49) comm = 0.
Vinculos de 12 Classe Namero de componentes in-
dependentes

=0 1

v-l:0 i 3

i Vinculos Primarios

P" = 0 3

ptd 2 0 3

Flk K F 0 1 3

rf -, - .
ik > Vinculos Secundarios
i X 0 ) 3

equacoes (4.48) com excegao de (4.48h) onde, no caso presente,

Zij & também indeterminado. Examinando as equacgoes (4.48a) e
(4.48b) (para o caso massivo deveriamos acrescentar m2/2 aij e
m? 54y do lado direito de (4.48c) e (4.48b) respectivamente )

verificamos que a densidade Hamiltoniana dada em (4.49) com m
diferente de zero e m igual a zero corresponde a uma densida-
de Hamiltoniana para dois campos de spin dois acoplados massi-
vos e nao massivos, respectivamente. O desacoplamento destas

equacoes nos levaria a equac¢dOes diferenciais de 28 ordem para

il o ik , 0o que corresponderia a equac¢oes de 32 ordem para
aij e Aijk através das equacoes (4.48c) e (4.48d). Para m=0
obteriamos:

o s B L _ 1 piki

= T T2k

_ _ 1 jli,k] _1 Sil3,Kk] _ _pij.k

= 5 It Lk > I kT I K (4.590)
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Eijk _ ﬁk[i,j] _ % HkﬁirQ,j 4+
_ % rlik'g,] + % Hk%j'Q,l + % Hjﬂlk'Q,l
NI LA (4.51)
Para mostrarmos (4.50) e (4.51) usamos 0Os vinculos
e Iijk’k = 0.

Na conclusio comentaremos sobre estes resultados.



capPITULO 5

TEORIA DA GRAVITAGAQO EM TERMOS DO POTENCIAL DE

FIERZ-LANCZO0S: EXTENSAO A0 ESPAGO-TEMPO CURVO

Passemos a generalizagao da teoria desenvolvida nos
capitulos anteriores para um espago-tempo Riemanniano arbitri
rio.

Na representacao padrao, a generalizacao da eguagao
{(3.1.1) para gecmetrias curvas introduz algumas ambiguidades,
mesmo que se utilize do principio do acomplamento mini-
nm(i’é’é).Istoseckﬂmeaofatodaquelaequagao conter deriva -
das segundas de wuv' A nao comutatividade da derivada acarre
ta uma ambiguidade no ordenamento das derivadas do campo ¢Uv'

0 mesmo nao acontece na representagao de Fierz. Aplicando e}

principio do acoplamento minimo na definigao (3.1.10), tere-

mos
c ., =A + A +La 4oy 9
v ai[usv] v o8] 2 T (av) P8y
* % Bgn)9av ~ % AaviFou ~ %'A(au)gsv *
#5070 (9,90 - TeuTsy) (5.1)
onde Aav = Aakv;l - Aakk;v

A Lagrangeana L sSe escreve:
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moa o a%Buy 434 (5.2)

NTE

L = [ /=g (- % c_. cuBHV

aRUY afu

com C dado por (5.1}.

aguv

Variando-se (5.2) com relagao a AGBU obtemos:

cPBMY 4 mfa®t o g (5.3)

r

0 trago de (5.3} implica em

aBuv 2,6Bu - =
(C - + m"A )guu 0 = A gau 0 (5.4a})

A divergéncia de (5.3} dara

O EHY + méa®Bu o 1 Lofpy + mlathr o
HAVIFRY U 2 s lvrul P U

o EBUV CE=RTRY) 2.0
(R”,,C HY oy RBEva WYy 2atfe

it

NG

+

[ CB]EUv

+ mZAGBu
UV :

HaN

N

— A" - Loy cflepy (5.4b)

2m

onde usamos (Z2.2a}.
Por analogia com o que fizemos com a equacao {3.1.20},
imporemos as seguintes condigdes sobre Auvk:
* *
L (5.5)
i B P B
Estas condigoes devem ser acrescentadas a (5.2} mediante multi-

plicadores de Lagrange, exatamente como foi feito em (4.16).

Temos assim uma teoria para o campo de spin dois mas-
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sivo representado pela variavel de Fierz que se propaga num es
paco-tempo curvo Riemanniano arbitrario mas fixado. Note que
a métrica deste espago-tempo esta congelada ja que nao varia-
mos (5.2) com respeito a guv(x). Assim, a propria curvatura do
espacgo-tempo de fundo esta determinada e as equagoes (5.3) des
crevem apenas a propagacgao de um campo de spin dols massivo ao
longo de uma variedade Riemanniana. dada "a priori". No entanto,
nosso principal objetivo consiste em descrever o campo gravita
cional (de spin dois e nao massivo) através de novas variaveis
limitando-nos a estar o mais proximo possivel da T.R.G., pelo
menos nas regioes onde esta teoria ja tenha sido testada. Segun
do a visao geométrica de Einstein da gravitacgao, a presenca de
matéria curva o espago-tempo, ou seja, diferentes distribui -
goes de matéria-energia geram diferentes curvaturas. Do ponto
de vista do principio variacional, a curvatura do espago-tempo
seria aquela que minimizaria a agao composta de um termo pura-
mente geométrico e outro relativo aos campos de materia ( e,
eventualmente, termos de interacao entre estes com a gravita-
gao) . Desse modo, segue-se entao ¢ue a curvatura nao deveria
ser fixada arbitrariamente mas, outrossim, emergir das equa -
¢oes de campo. Portanto, as variaveis que descrevem a gravita
cdo devem ser quantidades geométricas ligadas a curvatura do
espago-tempo. Escolhe-se a métrica guv(x) da variedade como
sendo a extensao natural, fundada numa interpretacao geométri-
ca,da variavel padrao wuv(x). Qual seria entdo a quantidade
geométrica que estaria associada a variavel de Fierz ? Qra ,
comparando as equacoes (5.1) e (3.1.9) com (2.2b) e (2.4) ,

é também natural escolher-se o potencial de Lanczos e
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o tensor de Weyl como sendo aquelas quantidades geométricas que
generalizariam respectivamente a variavel de Fierz Auvk e O cam

jele] cuBuv para espag¢os—-tempos curvos. Portanto temos a mao uma
nova quantidade geometrica, o potencial de Lanczos, segundo a
qual poderemos descrever a dinamica do campo gravitacional. Re-
pare que sem a prova de sua exXisténcia, jamais poderiamos dar
uma interpretacao geométrica a variavel de Fierz.

Que tipo de equagOes uma teoria baseada no potencial
de Lanczos deve satisfazer de maneira a nao nos afastarmos do
T.R.G. ? A resposta a esta pergunta ja foli dada ha algum tempo
atras atraves das equacgoes de Jordan—LichnerOWicz(gl’zg), embo-
ra ainda ndo se conhecesse o potencial de Lanczos.

O ponto de partida para a formulacao destas equacdes
basecia~se na existéncia das identidades de Bianchi para uma geo

metria Riemanniana. Estas identidades podem ser escritas de du-

as maneliras equivalentes:

\) —
Ragu 7v = Rutage) (5.6a)
ou, usando (2.2a),
v o1 -1
Magu v T 2 Rufeper T 12 9uaR,e (5.6b)
A idéia de Jordan e seus colaboradores foi procurar
um novo sistema de equacdes (formalmente similar a (5.6b)) tal
que o lado direito fosse identificado com uma corrente
WuBuv.v Fo8u (5.7)

Se nossa intengio & estabelecer um contato entre (5.7)
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e as equacgoes de Einstein

i ~
Ry =2 B9y = kTUv

entao tal corrente deve ser construida apenas em termos do ten

sor momento~enerdgia Tuv da seguinte maneira:

- _k k
Jagu = 72 Tugaser T8 Tuia’, 8] (5.8)
obtendo-se entao
v _ -k k
WuBu FAVERE 2 T.U[Ot:B] T gu[uT,B] (5.9)

Considere a validade simultanea de (5.9) e (5.6). Se
tomarmos a equa¢do de Einstein como valida numa determinada hi
persuperficie inicial I, entio as equag¢des (5.6) e (5.9) propa
gam esta condig¢ado para alem de I tornando, portanto, as equa-
coes de Einstein validas por todo espaco-tempo (o leitor deve
comparar esta discussdo com aquela feita apds (3.1.42)). As -
sim, {5.9) & eguivalente as equacgoes de Einstein desde que se
escolha condigoes de contorno apropriadas.

Tais equagoes ja foram bastante usadas na literatura
como alternativa as equacdes de Einstein para resolver proble
mas de teoria de perturbacdo na métrica de Friedman{él'ég’éé).
Como o tensor de Weyl desta métrica & nulo entdo gqualquer per-
turbacao de quantidades associadas a este tensor, iste e ,
SWaBuv‘ €& certamente uma verdadeira perturbac¢ido e né&o apenas

uma consequencia de alguma transforma¢ido de coordenadas.

Tais equacdes nunca foram consideradas como fundamen
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tais j& que ndo podemos obté-las de uma a¢do onde a  variavel
fundamental seja a métrica (a nao ser para o espaco vazio(éé))
além de serem equagOes diferenciais de 32 ordem para a métri-
ca o que nos levaria provavelmente a teorias guanticas nao uni
tarias.

Entretanto, a existéncia do potencial de Lanczos mu-
da radicalmente este quadro. De fato, se considerarmos tal po-
tencial como a variavel fundamental da gravitacaoc, as equa-
¢oes {5.9) passam a ser equacoes diferenciais de 22 ordem para
LdBu , O que pode eliminar o problema da unitariedade. A apro
ximacido fraca de (5.9) nos levaria diretamente a (3.2.2). A
identificagac neste caso entre o potencial de Lanczos e a vari
avel de Fierz é evidente. Com efeito, basta examinarmos as
equagoes (2.8), (3.1.2la) no caso em que escolhemos B = 0 e
(3.2.6) . As observagdes apds (3.2.6) reiteram a equivalenciaen

tre as equagdes para (wuv(x) (x)) e (AGBU(XJ'LQBU(X))'

Iy

Resta-nos agora obter (5.9) de um principio variacio

nal. Como identificamos C com W e AGBU com L

apuv afu

a acao que fornece a dinamica do campo gravitacional sera, por

aBuv

analogia com {5.2) para m = 0, dada por:

_ | me o LyyaBuv 4
S = g{-gW Woguw ¥ Ly)d x (5.10)
onde L & a densidade Lagrangeana dos campos de matéria.

M
Neste momento nos deparamos com um novo problema. Co
mo consequéncia da descrigao do campo gravitacional em termos
de quantidades geométricas, nao so LGBU{X) mas também guv(x)

devem ser variados na acgdo (5.10). Nao podemos apenas permi -



-97-

tir flutuac¢des arbitrarias de L (x) mantendo guv(x) fixo, a

agu

menos que nos restrinjamos a um particular modelo. Assim:

aBu Uy Tﬁv
oo s e, e o ) ] s
Gy o by
onde T; = 2 35 & o tensor momento-energia da matéria.
2 v

Existe no entanto uma relac¢ao integral entre qpv(x)
e LdBH(X) (veja discussio apds (2.2b)). Portanto, as variagodes
6La8u e éguv nao sio independentes. Para que ¢ principio vari
acional fornegca uma teoria geral coerente precisamos de uma
elacga ntre § 8L .
r gao e Iuv © a By

(35)

Ha alguns anos atras, Ginzburg e outros =  mostra-
ram que as equac¢des que descrevem a dinamica de flutuagdes ar-
bitrarias da metrica Squv (ndo necessariamente pequenas) em
torno de um campo médio <quv> correspondem a equagodes de mo-
vimento de um campo de spin dois massivo sobre um espag¢o-tempo
Riemanniano arbitrario cuja curvatura & fun¢ao de <guv> . Se

a métrica Iy = <quv> + 8g satisfaz as equag¢oes de Einstein

IRy
entdo, devido a ndo linearidade destas equagoes, as equacgoes
para éggv nao sao as mesmas. Termos de massa que podem depen-
der tanto da curvatura do espago-tempo de fundo {(m v vR) ou de
alguma constante universal da teoria da gravitacao (m2 W %)sug
gem nas equacgdes de evolugao para 5guv' Sendo assim, podemos
usar a relacdo de equivaléncia (3.1.21b) generalizada a espa-
gos-tempos curvos através do principio de acoplamento minimo

identiZficando m2 com %E e fazendo Q = 0, obtendo:

_ ar
6guv = -k [%Luav + éLvué];k g +
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_2 B op
3 K [%Laﬁi};o 9 9 guv

H HV

Resta-nos calcular Mab e N em (5.11).

(5.11) com relacdao a L_, , obtemos:
afu

88

| =

J Waprdwn V=g a%x =
aBuv

V=g atx =

il

J WO BHVs
SBu; v

= f WaBuv‘ 3L, V=g d4x

HAY) B

onde desprezamos termos de superficie, ou seja,

MEB3H WaBuv.v

Variando

(5.12 )

Variando (5.11) com relacao a guv' asqguecends O ter-

mo LM’ obtemos:

§s = -

o) =

ap BO_ud_Vp o —
8 I Wu&uvace$g 9 9 9 g

1 =i aBuv
J [; g "W WaBuvégEA +

ool

eB8uv__A aBuwv
W W Buvégsk + 2W

|
>

aRuUv

5w ]/"‘—g atx

(5.13)

A Ultima parcela do lado esquerdo da equacao acima nos da:

V=g a*x =

|

[ wosssu
aBuv

JEW@BW(LEBUME + L 6T )

] =

oEAY 4
+ 2L(va) W GgE&] v=-g d'x =
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+ 2(W L SU),u +
_ 2(w€3“kh“(ﬁu));a:] Sq., . (5.14)
Usando a identidade
WEBuvwkéuv _ % gekwaﬁukueuv

obtemos, apds substituirmos (5.14) em (5.13):

_ 1 _aBuv £A
§g = J [% 16 W W@BUvg +

QEAV VRu (e_A)

L W - % (W L +

Bu);v

b

(va)

1 EQUA_Q
guliv T2 W R (au)’n;

égak V=g d4x

N % (WvBu(ELK)

Assim,

uv 1 pod¢ 1R%
16 W Wpoeed 7

ouvd _ 1 (w¢90(uLv)

1
"2 B ™ > o8 )50 *
_1 boC (U v) 1, HS8v. D
(W Lol T2 0 Tge)) ;0
_ ;L_wp08¢w 1Y, L Weuvk + vuvk
- 16 009 3 “(edr) : A



onde
gHVA o pteaupvy whop Gipv) L wHeov A
0o po (po)
(5.16)
Substituindo (5.15) e (5.12) em (5.11), e desprezan-
do termos de superficie, temos:
_ aBpv k omwlz:8] _ k _wlog,B] — a4
5S—J(W ;\)+2T 6g T )5LOLBUng
(5.17)
onde
- M
Tuv = Xy + Tpv (5.18)
e
TRY 6LG 8 1 . pcod 4
X' =235 723 [J'@W Woeq:’“gdsz
gUV guv P
= ZNuv (5.19)
Assim obtemos as equacgoes:
HAW 2 6
sendo Tuv dado por (5.18).
Fste sistema de equacOes corresponde ao sistema de
Jordan-Lichnerowicz acrescido de um termo extra para a fonte
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T proveniente da geometria. Este termo corresponderia ao ten

HRY

sor momento-energia do campo gravitacional ja que ele
da variacdo da parte puramente geométrica da acdo (5.10)

escalar mediante transformagoes gerais do sistema de

das) com relagdo a Iy

riante de x“v
la(éé)

(dado por

provém
um
coordena

. Isto implica que a divergéncia cova-

(5.19)) Uv.v) é identicamente

{(x nu-

, 0 que deve ocorrer para qualguer tensor momento - ener-
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gia aceitavel.
Este Xy nao apresenta as invariancias de calibre
apontadas nos itens b) e c} do teorema enunciado apds (2.1) .

Das 20 componentes independentes de L dez sao determinadas

aBu’
por (2.1) enguanto as outras dez permanecem arbitrarias. Esta
arbitrariedade de LJSU pode ser usada para se eliminar as dez
componentes independentes de Xuv tornando-o identicamente nu-
lo. Isto é uma consequéncia do principio da equivalencia. As-
sim, embora nao possamos anular XUU atraves de uma transfor-
macao de coordenadas por ser ele um verdadeiro tensor, podemos
torna-lo nulo mediante uma escolha de calibre conveniente para
LGBU'

Note que a equagao (5.20) propaga por todo espago-

~-tempo as equagoes

1 = —
R, - 35 Rg,, = ~k (xuv+Tﬁv) (5.21)

Portanto, as equagoes (5.20) nos levam as equagoes de Einstein

acrescidas do termo Xuv' Este termo & de 28 ordem na curvatu-

ra sendo identicamente nulo para universos tipo Friedman (on
aBuv ~ . e g - -

de W 0). As equacgoes (5.21) sao identicas as equacgoces de

Einstein para a escolha de calibre segundo a qual xuv = 0.

Concluindo, construimos neste capitulo uma teoria da
gravitagado onde a varidvel fundamental & o potencial de Lanc-
ZOS Lasu (interpretado como sendo a extensao a espagos - tempos
curvos da variavel de Fierz AGBU) para o0 tensor de curvatura

conforme W A acao (5.10)}) (cuja semelhanca formal com a

afuv’

acao eletromagnética @ evidente) fornece-nos as equagoes de
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Jordan-Lichnerowicz modificadas (5.20) que por sua vez propa -
gam as equacoes de Einstein modificadas (5.21) por um termo de
28 ordem na curvatura. Tal teoria em nada deve modificar as
previsoes cosmoldgicas da teoria de Einstein ja gque todas es-
tas sdo calcadas na métrica de Friedman cujo tensor de Weyl
& zero, o gque implica na nulidade de Xuv . Quanto as observa-
¢oes no sistema solar, as equacoes (5.21) devem promover modi-
ficagoes de 228 ordem nas medigoes, o que talvez ainda seja im-
perceptivel 3 aparelhagem disponivel. Caso nao o sejam e se
tais modificagoes se revelem incompativeis com as o©bservacgoes
entao, por alguma razac ainda desconhecida para nds, a Nature-
za deve ter calibrado LOLBU de tal maneira a anular Xuv .

Cumpre-nos ainda reiterar que devemos adicionar a

au,* 8
Ala w);s

idénticas as expostas anteriormente a (4.16). Estes termos,por

QMg RY

QB por razoes

agao (5.10) os termos R + % 0
construcao, nao alteram as equagoes (5.20). Neste caso, no en-
tanto, o formalismo Hamiltoniano sera extremamente mais compli
cado devido a presenca da métrica guv(x) como variavel dinami

ca cujas variagoes estao ligadas a fSLaBU por (5.12). Isto

sera objeto de investigacao para futuros trabalhos.
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CONCLUSAO

Motivados pelas razdes expostas no Capitulo 1, cons-
truimos uma teoria alternativa a Relatividade Geral de Einstein
baseada nas variaveis de Fierz-Lanczos.

Comegamos por apresentar no Capitulec 2 o potencial
Lanczos do tensor de Weyl obtendo comc novos resultados a ex -
pressac da energla ADM em termos deste potencial (eq.(2.12}) e
uma relag¢ao explicita entre o potencial de Lanczos e os coefi-
cientes de rota¢ao de Ricci de variedades Riemannianas que se
jam grupos de Lie de constante de estrutura totalmente anti-si
métrica (equacgdo (2.13)). O fato de o potencial de Lanczos ser
um potencial para o tensor de Weyl, a sua ligacdo com a ener -
gia ADM, com os coeficientes de rotag¢ao de Ricci e com a curva
tura extrinseca, mostram que aquele potencial esta relaciona-
do com as novas variaveis de Ashtekar. A relacdo explicita en-
tre estas duas quantidades, no entanto,ainda nao & conhecida.

No Capitulo 3 apresentamos a variavel de Fierz. Cons
truimos uma lLagrangeana em termos destas variaveis no espago-
-tempo de Minkowski cujas equag¢oes de Euler-Lagrange correspon
dem & aproximacdo fraca da teoria de Jordan-Lichnerowicz. Veri
ficamos, através das relacgodes (2.8), (3.1.2la) e (3.2.6) que
a variavel de Fierz pode ser entendida como sendo a aproxima-
¢do fraca do potencial de Lanczos, da mesma maneira que a varl
avel padrac wuv & a perturbacdo de primeira ordem da métri-
ca do espago-tempo. Mostramos detalhadamente a equivalencia en

tre a teoria em termos da varidvel de Fierz e a teoria usual
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em termos da variavel padrao, tanto para O caso COmM massa COmMO
para o casoO sem massa. Examinamos também as possiveis intera -
goes entre a variavel de Fierz e os demais campos da natureza.

Como explicado na Introdugao, a gravitacao deve ser
descrita por uma teoria de campo de spin dois. No Capitulo 4
mostramos gue a teoria desenvolvida no Capitulo 3 em termos das
variaveis de Fierz acrescida dos vinculos (3.1.20) correspon-
de efetivamente a uma teoria de campo de spin dois, tanto para
O €aso com massa como para o caso sem massa. Com este fim, de-
senvolvemos o formalismo Hamiltoniano da teoria, mostramos gque
a algebra dos vinculos & fechada, que as equagoes de Hamilton
e os vinculos secundarios sdo idénticos as equagoes provenien-
tes do formalismo Lagrangeano e exibimos todos os vinculos de
14 classe da teoria sem massa, geradores das transformacoes
de calibre da teoria.

Finalmente, no Capitulo 5, generalizamos a teoria
desenvolvida nos Capitulos 3 e 4 para espagos-tempos curvos .
Identificamos a variavel de Fierz com o potencial de Lanczos

e, consequentemente, o campo C com O tensor de Weyl

aBuwv

waﬁuv . Impusemos a Lagrangeana (5.10} como aquela que descre-

ve o campo gravitacional na presen¢a de matéria. A partir des-

ta Lagrangeana obtivemos o tensor momento-energia do campo gra

vitacional. Mostramos, através do principio variacional, Jue
as equacoes de Euler-Lagrange da Lagrangeana (5.10) correspon
dem as conhecidas equagodoes de Jordan-Lichnerowicz acrescidas

de um termo gque depende das derivadas do tensor momento-ener -
gia do campo gravitacional. A aproximac¢dao linear destas equa-

¢oes corresponde exatamente ds equagdes obtidas no Capitulo 3,
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para © caso de massa nula e na presenca de matéria.

Quais os pontos fortes desta teoria e suas vantagens

frente 3 T.R.G. ?

a}l

b)

c)

d)

A nova teoria tem como campo fundamental a curvatura do es-
paco-tempo e seus potenciais que sao, ao invés da metrica ,
como vimos na Introdu¢do, as quantidades essenciais que
atestam a existéncia ou nao da interacdoc gravitacional. Es-

te fato aproxima a gravitacac das teorias de Yang-Mills.

Obtivemcs, pela primeira vez, as equag¢des de Jordan-Lichne-
rowicz de um principio variacional, que do ponto de vista
das novas variavels, constituem-se em equagGes diferenciais

de 22 ordem nao lineares para o potencial de Lanczos.

Podemos usar a teoria aqui desenvolvida como ponto de parti
da para a construcdo de um formalismo Lagrangeano para as

novas variaveis de Ashtekar.

¢ novo formalismo permite obter um tensor momento-energia
do campo gravitacional, o gue nao & possivel para a TRG
(12 obtem-se um pseudo-tensor que pode sempre ser anulado
num ponto, o que estd ligado ao principic de equivaléencial.
No entanto, tal tensor depende da escolha de calibre para o
potencial de Lanczos, sendo possivel, portanto, anula-lo
mediante uma escolha apropriada de calibre. E desta maneira

que o principio de equivalencia se manifesta nesta teoria.

Mecstrou~se no Capitulc 3 que a aproximag¢ao linear

deste tensor momento-energia difere apenas por uma divergeéncia

total do tensor momento-energia calculado a partir do tecre-

ma de Noether.
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e) As equagdes de movimento da teoria s3o equivalentes as egua-
¢Oes de Einstein acrescidas de um termo proporcional ao ten-
sOor momento-energia do campo gravitacional, caso imponha-
mos condi¢des de contorno apropriadas. Este novo termo po-
de ser anulado mediante uma escolha de calibre conveniente ’
obtendo-se assim as equagOes de Einstein exatas.

f} Pode-se obter do traco do potencial de Lanczos um campo ve -
torial La = LﬂBUgBU dque pode ser associado ao potencial
quadri-vetor eletromagnético. Este fato abre novas perspec-
tivas para a tentativa de unificar o eletromagnetisme 3 gra-
vitagao. Todas as tentativas neste sentido gque utilizaram
a métrica g, como variavel fundamental fracassaram. Alguns
dos primeiros passos para a elaboracao de tal programa foram

indicados no Capitulo 3 (veja as egs. (3.1.30) e (3.1.34)).

(37,38)

g) O estudo de interagOes gravitacionais de curto alcance
nao pode ser desenvolvido no corpo da TRG pelo fato desta te
oria usar como variavel fundamental a meétrica guv‘ 0 simples
acréscimo de um termo do tipo J ng““guv/fg ax =J.4m2/:§d4x
a Lagrangeana da T.R.G., corresponde apenas a uma renormali
zagao da constante cosmoldgica. Nao surgem forgas gravitacio

nais de curto alcance.

0 novo formalismo permite descrever de maneira sim -

ples interagdes gravitacionais de «curto alcance. Para tan-
to, basta acrescentar a Lagrangeana (5.10) 0 termo
J m2L LGBU V=g d4x .

afu

Quais as dificuldades da teoria agqui desenvolvida ?
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a) Apesar de eliminarmos a metrica como variavel fundamental da
teoria, ela se faz presente nas equagoes (5.20) devido a pre
senca de derivadas covariantes e de Tuv nestas equagoes. Co-
mo a equagao gue relaciona a métrica com o potencial de Lanc
zos €& extremamente complicada (& uma relacio integral), tor-
na-se praticamente impossivel, no caso geral, resolver as
eguagoes (5.20) sem conhecermos previamente o tensor métri -
co. Em outras palavras, €& praticamente impossivel tornar as
equagoes (5.20) unicamente dependentes do potencial de Lanc-
zos e das guantidades relacionadas ao conteudo material en -~
volvido naguelas equagoes. Do ponto de vista da quantizagao
canonica, o fato da Lagrangeana {(5.10) ser também funcgio do
tensor métrico torna extremamente complicada a definicgao
dos momentos canonicamente conjugados ao potencial de Lanc-
zos, dificultando a obtencgao da Hamiltoniana da teoria. Uma
possivel solugao para estes impasses seria o de formularmos
uma teoria sobre o espago-tempo plano que fosse equivalente
a teoria aqui desenvolvida. Procedimento deste tipo ja foi
implementado por Grishchuck e colaboradores(gg’ég) ’ para
mostrar que a T.R.G. pode ser entendida como uma particular
teoria de campo descrita pela variavel padrao no espago-tem-
po plano. Para tanto, eles construiram uma Lagrangeana cujas
equagoes de movimento sobre o espago-tempo planc sdo idénti-
cas as equagoes de Einstein desde que se faga a identifica-
gao Y=g quv = -y (Yuv+$uv) onde Yuv & a métrica de
Minkowski em coordenadas curvilineas e ¥ o seu determinan
te. Da mesma maneira, poderiamos construir uma Lagrangeana

particular sobre o espago-tempo planc envolvendo as variaveis
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de Fierz cujas equac¢tes de movimento fossem idénticas as
equagdes (5.20) desde que fagamos identificacoOes apropria -
das envolvendo a varidvel de Fierz, a métrica e o potenci-
al de Lanczos. Desta maneira, teriamos uma equacao de movi-
mento envolvendo apenas a variavel de Fierz onde a metrica
do espaco-tempo seria a métrica de Minkowski em coordena -
das curvilineas. Tal procedimento sera objeto de investiga-

¢ao para futuros trabalhos.

Um dos objetivos primeiros para a constru¢ao da teoria de -
senvolvida neste trabalho fol o de simplificar a estrutura
dos vinculos de 12 classe da teoria. Ao examinarmos a Tabela
4.4 verificamos que, de fato, a estrutura dos vinculos de
l2 classe é simples. Porem, o vinculo (4.45), proveniente
do vinculo Lagrangeano (3.1.20) ndo tem andlogo nas teorias
de Yang-Mills. Caso nao impuséssemos o vinculo Lagrangeano
{3.1.20) obteriamos, para o caso sem massa, os vinculos de
12 classe enumerados na Tabela 4.6 que sdo formalmente idén
ticos aos vinculos das teorias de Yang-Mills. No entanto ,
tal teoria corresponde, como verificado no Capitulo 4, a
uma teoria de dois campos de spin 2 nao massivos acoplados.
Ora, se pudéssemos encontrar um mecanismo pelo gual um dos

dois campos adgquirisse massa {(por exemplo, A ), teriamos

ijk
uma teoria de campo que envolveria um campo de spin 2 nao
massivo (interacaoc gravitacional usual) e um campo de spin
2 massivo (interac¢do gravitacional de curto alcance). Um
exemplo de tal mecanismo foi apontado no Capituleo 3, equa

cao {(3.1.20), onde a interacao da variavel de Fierz com um

campo escalar faz surgir um termo de massa proporcional a
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OP para a parte sem trago de AUUA' Em futuros trabalhos,pre
tendemos investigar com mais profundidade uma maneira de vi
abilizar esta possibilidade que permitiria nao s retirar o
vinculo (3.1.20) da teoria, o gque a tornaria mais simples e
elegante, além de nos proporcionar uma dinamica para uma

possivel interagdo gravitacional de curto alcance.

A teoria desenvolvida neste trabalho nao é ainda equivalen
te as teorias de Yang-Mills por nao sabermos a que grupo de
simetrias estda ligada a invariancia de calibre da wvariavel
de Fierz. Em outras palavras, gostariamos de saber qual o
principio de simetria deve a Lagrangeana da matéria satisfa
zer para que a variavel de Fierz emerja como campo compensa
dor interagindo com tudo que existe. As tentativas de des -

(41,42) se re-

crever a T.R.G. como uma teoria de Yang-Mills
velaram incompletas e o formalismo desenvolvido neste traba

lho abre novas perspectivas nesta area.

Pretendemos ainda, em futuros trabalhos, obter uma

relagio explicita entre o potencial de Lanczos e a nova varia-

vel de Ashtekar bem como uma generalizagao da equacgao (2.13)

para variedades menos especificas.

Vimos, portanto, que a descrig¢ac da interag¢ao gravi-

tacional através das variaveis de Fierz-Lanczos & coerente, es

ta de acordo com todos os fatos observacionais relativos aque-

la interagac e abre novas perspectivas em muitas areas onde a

T.R.G. se revelou insuficiente. Este trabalho constitui um pon

to de partida para a implementac¢iao de todos estes programas.



APENDICE A

FORMALISMO HAMILTONIANO COM VINCULOS

Neste apéndice faremos uma breve revisao do formalis
mo Hamiltoniano com vinculos. Para o leitor gque desejar se
aprofundar no assunto recomendamos as referéncias (9), (10) e
(43) .

Sejam n, campos qi(x), onde i varia de 1 a n, ,Clija

dindmica seja dada pela Lagrangeana

L = J L (qi(X),éi(X)) a’x (A.1)

Os momentos canonicamente conjugados aos qi(x) sao
definidos por:

i §L 3L
phx) = > = 2 (A.2)
.- 2 i
Se a matriz D' (x,y) = 6.L . = 6? (x) for
6qi (x) dq5(y)  8g4(y)

inversivel entao é& possivel expressar qi(x em termos dos
pl(x). Assim, podemos construlir a Hamiltoniana candnica que &

um funcional apenas de qi(x) e pl(x) através da seguinte trans

formagdo de Legendre:

x)q; (x) = L(q, (x),q; (x))  (A.3)

Hota, (), p (x) = phaa;
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A Hamiltoniana sera dada por

Ho= | Hig (x),p"(x)) ax (A.4)

ji
O espacgo de fase da teoria sera constituido;xn:qi(x)
e pi(x). O numero de variaveis canonicas e n, = 2n,.
Seja A(qi(x),pi(x)) e B(qj(Y)er(Y)) duas funcgoes

C Ce - i ~
quaisquer das variavels canonicas qi(x) e p (x}). O parenteses

de Poisson entre A e B é definido como:

(Alg; (0,9 () ,Bla (v) 0T (1)) =

J sA(g; (x) 07 (x)) 8Bla,(v), 07 (v))
= +
qu(z) 6p2(z)
SA(q; (x),p (%)) $Blay(y),py)) ]
- 7 Ty d°z (A.5)
Sp{z} 9y

Os parénteses de Poisson tém as seguintes proprieda -

des:

{A,B} = -{B,A} (A.6a)
{A1+CA2,B} = {Al,B} + C{AZ,B} (A.6D)
{AlAZ,B} = By {Az,B} + {Al,B}Az (A.6C)
{a,{B,C}} +{c,{a,B}} + {B,{C,Al} =0 (A.64)

cnde A, B, Al’ A2 e ¢ sao funcionais de qi(x) e pl(x) e C

& um numero real.

De (A.5) temos:



-112-

. §q. (x) 50J
{q-(x),pj(y)} = J [ = Ep(y) +
i oq (z) épé(z)
_ 5ql(x) 5PJ(Y) d32 _
8 i(z) 6q1(z)

= I (62163(x—z)6%63(y—z)—o)d3z =

= 5]53(x—y) (A.7a)
{ql(x),qj(y)f = {pi(x),pj(y)} =0 (A.7b)

A Hamiltoniana canonica dada por (A.4) e (A.3) gera

formalmente as seguintes equagoes:

éi(x) = {qi(x),H} = SHi = aHi (A.8a)
SpT(x) Ip~ (x)

i i ) _ _ OH

p-(x) = {p~(x),H} = 5q; (%) 3a, (%) (A.8b)

. 13 ~ . .
No caso em que a matriz D j(x,y) nao for inversi -
vel ent3o surgirao certas relacOes entre os q; () e os pj(x) ,

que denotaremos por:

¢m(qi(x),pi(x)) 0 (A.9)

onde m € um numero inteiro que varia entre 1 e ng onde ng < n,.

0 simbolo "= Q0" é lido "fracamente igual a zero" e
significa gue, embora os ¢m(qi(x),pi(x)) sejam realmente iguais
a zero o0s parénteses de Poisson entre eles e algumas das vari

aveis candnicas podem ser diferentes de zero.

As relacdes (A.9) constituem vinculos entre as vari-
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dveis candnicas e por serem provenientes da definigdo (A.2) sao
chamados vinculos primarios. Eles reduzem o espaco de fase da
teoria ao subespaco ¢ = 0. As equacdes (4.18) sio exemplos des
tes vinculos.

Devido a existéncia dos vinculos (A.9), a Hamiltoni
ana {A.4) nao & a mais geral possivel. De fato, podemos substi

tui-la por

_ 3
H, = J HT d (A.10)

onde

P
t

H + um¢m(qi{X),pi(X)) x H (A.11)

onde H & dada por (A.3) e os 0™ s3o0 multiplicadores .de La -

grange.

A Hamiltoniana (A.10) gera novas equacoes de movimen
to:

éi(x) = {qi(x),HT} = figz__ + ™ —Ezm—— (a.12a)

ap” (X) ap~ (X)

° ] i aHT m a¢m

p (x}) = {p (x),HT} X - 3EIT§T + u §§1T§T (A.12b)

Estas sdao as mais gerais equagoes de movimento con -
sistentes com variagoes ﬁqi(x) e épi(x) que preservem os vin
culos (A.9) {(veja por exemplo (10), paginas 45 a 51).

Para que a presente teoria seja classicamente consis

tente & necessario que os vinculos (A.9) sejam preservados por

todo o tempo, ou seja, ¢m z 0.

A evolugdo temporal de uma dada funcao g = glq; (x)

p (%)) & dada por:
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g = J [~4§3—— Jo(x) + —S9 éi(x)] a’x (A.13)

Usando (A.12} em (A.13) temos:

m - L7
{g,H} + u g, et o=

[te]
|

™3

It

{g,H + u 9 ) - {g,u'} ¢ {9, Hy !} (A.14)

m

Portanto, para verificarmos a consistencia da teoria,
devemos calcular os parénteses de Poisson de todos os vincu-
los (A.9) com H., e examinar se eles sao fracamente iguais a

T

Zero ou nao:

- m )
b= {o_ B} + u {o ,¢ .} =0 (A.15)

Quatro resultados saoc possiveis:

i) A equagdo (A.15) é inconsistente e, consequentemente, a pro
pria teoria.

ii} A equacao (A.15) nos leva a combinacgdes lineares dos vincu
los ja existentes ou de suas derivadas espacialis. Portanto

¢m » 0 & satisfeita identicamente. E este o0 caso, por exemplo,
dos vinculos (4.26a) e (4.26b) da Tabela 4.2.
iii) A equac¢ao (A.15) determina univocamente Os u" como fun -
¢Oes das variaveis candnicas. E ¢ que acontece, por exemplo ,
com ¢s vinculos (4.24a,b,c,d,e) da Tabela 4.2.

iv) Obtemos de (A.15) novas relacOes entre os qi(x) e OS pl(x)

que constituem assim novos vinculos xn(qi(x),pl(x)) x 0 chama
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dos de wvinculos secundarios. £ o gque ocorre, por exemplo, com
os vinculos (4.18) e (4.24f) da Tabela 4.2. Deve-se a seguir
verificar se estes novos vinculos sdo conservados no tempo gra
cas a (A.15) e repetir sucessivamente este procedimento ate
gue nenhum novo vinculo apareca.

Se a possibilidade apontada em i) nao ocorrer, ter -
-se-a entdo provado a consistencia classica da teoria.

Por se originarem de (A.15), os vinculos secundari-
os estdo ligados agueles que surgem das equa¢odes de movimento
geradas por (A.1).

Uma vez conhecidos todos os vinculos, como saper
gqual o nimero de verdadeiros graus de liberdade da teoria ? Pa
ra responder a esta pergunta, vamos rever de forma breve e ge-
nérica a distincdo existente entre vinculos de 12 e 28 classe
explicitando também o modo pelo gual tais vinculos removem os
graus de liberdade excedentes.

vVinculos de 12 classe sio aqueles que tém parénteses
de Poisson zero com todos os outros vinculos. Os demais vincu;
los serao chamados de 228 classe. Consideremos a Hamiltoniana
dada por (A.10) e (A.11) onde os ¢_ sao vinculos primarios. Su
ponhamos também que ja tenhamos verificado a consisténcia cléas
sica da teoria, obtendo assim um certo nOmero de vinculos se -
cundarios Ape due se conservam no tempo. Vamos supor também
gue dentre os vinculos primarios ¢m alguns sejam de 12 clas-
se ({(denotados por ¢a) e outros sejam de 22 classe ( denotados
por ¢a). Os vinculos secundarios Xt também serdo divididos
em vinculos de 12 classe (xa.) e de 28 classe (Xa') (ou seja,

para o gue segue, indices latinos com linha ou sem linha deno-
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tam vinculos de 12 c¢lasse e indices greqgos com linha ou sem 1i
nha denotam vinculos de 22 classe). Assim, devido a suposta

consisténcia da teoria temos:
(o sHZt = Lo, H} +u" {3 ,0 } = {¢_,H} = 0 (A.16a)

(bagqui para frente, indices repetidos denotam uma soma nestes

indices e uma integral por todo o espago tridimensional.)

(X e gt = {x . HE + um{xa,,gn}= {X . ,/H} = 0 (A.16Db)
(6,80 = (o, H} + uPlo 0. +
+u® (o 0,3 = (6,8} + u8{¢a,¢8} = 0 (A.16¢)

{XO._rIHT} = {XO'."H} + UB {qurq)g} +

+ u? {xu..$a} = {Xa.,H} + uf

{xa.,¢8} ~ 0 (A.164d)
Suponhamos agora gque os vinculos de 22 classe ¢u e
Xt sejam completamente independentes, de maneira que naoc ha-
ja nenhuma combinacao linear destes vinculos ou de suas deriva
das espaciais que seja de 12 classe. Isto implica gue a matriz
A definida poxr
{¢JOL'¢B} {(bO'.’XB'}

& = (A.17)
{XO'."d)B} {XuIIXBI}

tenha inversa a1
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Seja {gu} o conjunto de todos os vinculos de 22 clas

se X, e ¢a' Assim, em termos de A e Eu, obtemos para
(A.16c) e (A.16d} as seguintes expressoes:
M < 8
I3 T+ b = { + A = .
L HE + (g d.F u £ HE + A 50 0 (A.18)

Multiplicando (A-18) pela inversa de A temos:
H} (A.19a)

(A7)t e, 8} = 0 (A.19Db)

Vemos que (A.19a) determina univocamente os . Assim,
a equacgao de movimento para uma determinada funcao A(qi(x),

pi(x)) &:

=
2

{(a,H} + a0} + u™{a, } =

-1

= {A,H} + ua{A,¢a} - {A,¢a} (a7 %M {£U,H} &

144

r ar -1, v, -
{A,H} + u tA,¢a} - {A,EV} (A7) {QU,H}

onde usameos (A.l9a) e (A.19b).

Isto nos leva a seguinte expressdo para Hop:

- a _ -1,vu
Hp = H + u%¢, £ (8 7) {EU,H} . (A.20)

E facil mostrar que todos os vinculos ¢a' bor Xgu e

Xg sdo conservados no tempo pela Hop, dada por (A.20}. Todavia,

esta nao & a Hamiltoniana mais geral possivel que preserva no
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tempo todos os vinculos. De fato, se adicionarmos a (A.20) uma

combinacao linear dos vinculos secundarios de 12 classe, Xgt s

esta Hamiltoniana estendida continuara conservando os vinculos
no tempo:
a'l'

a
H + u + v +
d)a Xa'

s
14
s
o
<
><
I

=1, vu
- g, ) (g, H) (A.21)

a a' ~ .. : - . .
onde os U e v sao coeficlientes arbitrarios. Assim a evolu -

cdo no tempo de uma fungdo A(qi(x},pl(x)) sera dada por:

. - a
A = {A,HE} ~ {A,H} +u {A,¢a} +

a! -1

v (A, - (AE ) TR fg HD (AL22)

De (A.22) vemos gue a evolugao temporal de A nao e

- . - - . - . a a! .
univoca i3 que depende das func¢des arbitrarias u~ e v~ . Exis
te, portanto, uma arbitrariedade de calibre na teoria, ou se -
ja, estamos ainda usando mais variaveis candnicas do gue as ne
cessdrias para descrevermos a dindmica da teoria. Para nos li-

vrarmos destes graus de liberdade esplirios & preciso impor no-

vas condi¢oes de vinculo totalmente independentes das demais e

que tenham parénteses de Poisson diferentes de zero com ®a e
Xyre A conservacao destes novos vinculos no tempo utilizando
. . - . - a a' -

(A.21) implicard na determinag¢ao dos u e dos Vv atraves de

um procedimento idéntico ao utilizado para se determinar os co

.. o . , .
eficientes u dos vinculos de 22 classe ¢a. Assim, o conjun

to formado pelos vinculos Xt s ¢a, Xgqre ¢a' 9y, © Yyrs onde 9y,

€ gy denotam estes novos vinculos constitue um conjunto de
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vinculos de 22 classe completamente independentes. O nlmero de

vinculos 9y © Gy deve ser identico ao nlmero de vinculos 1

. - a a' - .
e Xa" Desta maneira, os coeflcientes u e v sao determina-

dos e a evolug¢ido temporal de A & Gnica. A imposigdo dos vincu =~
los g e gy, da-se o nome de fixacio de calibre. Os vinculos ¢
e X, sio portanto geradores das transformagdes de calibre, is-
to &, sao geradores daquelas transformagdes candnicas que dei -
xam invariante a dinamica da teoria.

Nao existe uma prova rigorosa e geral para a afirma -
giao de gue vinculos secundarios de 12 classe sao geradores de
transformagdes de calibre ou, equivalentemente, gue a Hamiltoni
ana estendida definida em (A.21) seja efetivamente a geradora
de translacdes temporais nas varidveis candnicas. Encontram-se
na literatura alguns contra-exemplos que negam esta afirma

géo(ii)

. No entanto, Di Stefanoc em (45) mostra que se estes
contra-exemplos forem tratados corretamente, entdo os vincu -
los Xa’ que aparecem nestas teorias sao efetivamente geradores
de transformacoes de calibre. Portanto, todas as teorias Hamil-
tonianas estudadas até hoje confirmam a conjectura de que qual-
quer vinculo de 12 classe, seja ele primario ou secundario, é
gerador de transformagdes de calibre.

Surgem também algumas dificuldades ao se aplicar o
procedimento descrito agui as teorias de campo {(gue possuem in-
finitos graus de liberdade). Para maiores detalhes veja em (1Q),
Sundermeyer, e referéncias ali contidas.

Assim, de acordo com a discussao acima, o} nimero
de verdadeiros graus de liberdade da teoria (n) sera dado pelo

numero de varidvels candnicas (nc) menos o numero de vinculos
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de 28 classe (n2) menos 0 humero de vinculos de 12 classe (n

)

1
menos o numerc de vinculos que fixam o calibre, igual a ny
(ng = nl),r dividido por dois:

~ nc - n2 - 2n1
n_

5 . (A.23)
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