EDISOM DE 30UZA MOREIRA JUNIOR

TEORIAS DE TETRADA DA GRAVITACAO E O ACOPLAMENTO NAO MINIMO

ENTRE OS CAMPOS GRAVITACIONAL E ELETROMAGNETICO

TESE DE

MESTRADO

i o '; ; CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS

Rio de Janeiro

- 1989 -



Hos meus Velhos.



AGRADECIMENTOS

Muita gente nos ajudou a fazer este irabatho. Na

pessoaq de José Martins Salim, nosso orientador:

MINHA GENTE, VALEU A FORCA !



RESUMO

Neste trabalho, estudamos o acoplamento nZEo minimo
entre os campos gravitacional e eletromagnético, nas teorias de
tétrada da gravitagio covariantes frente 3as transformacdles de
Lorent.z globais da tétrada. Efetuamos o acoplamento,
adicionando a densidade de lagrangeana da teoria da
relatividade geral, densidades de lagrangeana de interagfoc nZo
minimas, que s3o invariantes apenas frente as transformagfes de
Lorentz globais da tétrada. Fazemos um estudo detalhado de um
dos aceoplamentos propostos, o qual aparece de uma forma bem
natural e n3io envolve constantes de acoplamento. Apresentamos
a =plugIo estitica e esfericamente simétrica das equagles de
moviment.o resultantes deste particular acoplamento, encontrando
que estas diferem de forma significativa da de
Reissner-Nordstrim apenas para raios comparaveis aos de

Schwarzschild ou de Reissner-Nordstrom.
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INTRODU(:‘.KO

A teoria da relatividade geral, embora seja a teoria
clissica da gravitagZo mais aceitavel, apresenta segundo muitos
autores ‘“arestas n3o polidas” 1,21, Devido a este fato,
diversas teorias alternativas tem sido propostas, dentre as
quais encontram-se as teorias de t.étrada da gravitagio
covariantes frente a=s transformac@es de Lorentz globais da
tétrada [2,3,4,5].

Nestas teorias, o= potenciais gravitacionais s30
gquatro campos vetoriais ortonormais: a tétrada. O campo
zravitacional se manifesta através da n3ce integrabilidade da
tétrada, =sendo este aspecteo anilogo aquele gque ocorre na
eletrodinidmica de Maxwell, onde o campo eletromagnétice se
manifesta mediante a nIo integrabilidade do potencial
eletromagnético. Estas teorias de certa forma generalizam o
conceito de referencial inercial: quandg o campo gravitacional
& desativado, a tétrada torna-se integriavel, transformando-se
no referencial inercial da teoria da relatividade especial.
Esta generalizacXo nos leva a supor que o=s observiveis devam se
referir a4 tétrada gque descreve o campo gravitacional {61 Esta

& basicamente a motivag3o para o nosso trabalho.



Nossa c:um-nt.r-ibuiu;5::;1 a0 estudo das teorlas de tétrada
da gravitagcio encontra-se principalmente na seguinte forma de
acoplamento nfo minimo entre os campos gravitacional e
eletromagnético: na presenga do campo gravitaclional, a tétrada
define em cada ponto do espago~tempo um zist.ema de
“coordenadas™ n3o holdnomo de Minkowski (61 Tomaremos as
expressoes do “potencial eletromagnético” e de suas
“"derivadas", quando referidoz a este sgistema de ‘“coordenadas',
utilizando o método descrito por SCHOUTEN [7] para sistemas de
coordenadas n3io holdnomos. Por este procedimento, somos
levados a uma densidade de lagrangeana nfo minima, onde as
dezesselis componentes da tétrada s3o variivels dindmicas.
Quando o rotacional da tétrada & nulo (o que ocorne
aproximadamente quando o campo gravitacional ¢ muito fraco), ou
o que ¢ equivalente, gquande a tétrada ¢ integrivel, a densidade
de lagrangeana n3c minima torna-se aquela da teoria da
relatividade especial.

O trabalho tem a seguinte orientagXo:

No capitulo I, definimos, a partir da tétrada, os
objetos geométricos necessirios para tratarmos as teorias de
tétrada da gravitagZo. Apresentamos suas leis de transformagZo
@ suas propriedades frente as transformag@es de Lorentz da
tétrada.

! No capfitulo II, apresentamoz a forma geral da
densidade de lagrangeana gravitacional. Dividimozm as interagSes

do campo gravitacional com outroms sistemas fisicoszs em dois

(1) A ser submetida a publicacdao.



tipox, =m=egundo a densidade de lagrangeana de interagZo dependa
ou n3Io da tétrada através do tensor métrico. Obtemox a=
equagfes de movimento e mostramos gque a relatividade geral &
uma teoria de tétrada da gravitag@o covariante frente As
transformagfes de Lorentz locais da tétrada.

No c:api tule III, tratamos o acoplamento entre os
campos gravitacional e eletromagnético. Apreszent.amos algumas
possiveis densidades de lagrangeana n¥o minimas e, para duas
destas, as equac@es de movimento. 0O acoplament.o n3Io minimo
descrito acima é estudado em detalhes.

No capitulo IV, obtemozm os coeficientes dos termos da
densidade de lagrangeana gravitacional, para o= gquais as
equacBes de movimento do campo gravitacional livre apresentem a
=olugio de Schwarzschild. Resolvemos as equagdes do
acoplamento n3o minimo descrite acima para o caso estatico e
esfericament.e smimétriceo, aprezentando a anilise da s=olucio e,
finalment.e, nossas conclusfes,

Ne apéndice A, deduzimos as identidades <(2.3-17). No
apéndice B, mostramos como chegar As expressfSes dos tensores
K“:‘:) €2.3-10). No apéndice €, mostramos que o sistema <4.2-10)
ndo & s=obredeterminado. No apéndice D, apresentamos como

chegamos a=s =olugBes do sistema de equacBes (4.2-16)D.



CAPITULO I

FORMALISMO DE TETRADA

Neste capli tulo apresentaremos o instrumental
matemitico necessario para formularmos teorias de tétrada da
gravitag3o.

Comecemos considerando um espago, cu jas Unicas
propriedades geométricas supostas a principio s3o0 aquelas que
caracterizam uma v.riedade 4-dimensional diferencial: A‘. Nao

ha métrica ou conexao afim predefinidas.
1.1~ A TETRADA

Tomemos na variedade A‘ um =siztema de coordenadas
arbitrario "> e quatro campos de covetores linearmente
independentes <{(tétradad: eAp(x). G indice latino distingue os
covetores e o grego refere-se As compohnentes em relag3Eo ao
sistema de coordenadas. Ambos os i{ndices yariam de 0 a 3.
Temos portanto dezesseis graus de liberdade.

Como os eAp(xb sZc linearmente independentes, temos

da teoria das equag®es lineares que o determinante



e = det ¢\=.-'Hk

a.1-1
& diferente de zero [BlL Assim podemos definir outras
dezessels variiveis eA“(x) através das equagles:
e o M m st 11-2>
v B B
Muitiplicando <1.1-2) por e "(x>, obtemos:
e eV ms . 143>
A Iz

Notemos das equagBes {1.1-2) que o3 campos eA‘u(x) s30

contravetores.

Tomando a matriz de Minkowski:

n, " P m diag. <1, -1, -1, -1 , <1.1-4)>

definamos as seguintes varidveis:

;)
eA“ (- nAn e w 1.1-8)>
e
et - pt® e . <1.1-6>
Multiplicando {1.1-5> por nAc e 11-6> por N, o
obtemos as relagBes inversas:
e? m "t e €1.1-7>
H Ap



e m n e 1.1-8)

Das quatro ultimas expressSes, vemos gque o= indices

latino=s =30 erguldos e abaixados pela matriz de Minkowski®
1.2- TENSOR DE NAC HOLONOMIA

Consideremos o seguinte diferencial que pode nio =er

exato (o trago no d indica este fatod:
dx® = eAP(x) . Pl (12-1

A condigXo necessairia e suficiente para que &t se ja exato,

izsto &, para que as equagdes

et G0 = 9x 1.2-2>

A - e - e 1.2~-32
JH Hw v,u
seja nulo. Neste caso, integrando as equaces {1.2-2>,
-obt.emos:
x* - ol 1.2-4>

AB . .
2y Em todeo o texto, 7 (nAa> argue tabaixal {ndices latinos.



oY ¢ denominado sistema de coordenadas holdnomo [7]1 associado
A tétrada eAH(x).

Se o rotacional & diferente de =zero, n3do podemos
integrar as equag®es 1.2-2) para obter X" 1.2-4> e, portanto,
a rigor, estas coordenadas n3o existem na variedade A‘ em gque a
tétrada & definida. Contudo, podemos considerar que a
expressiio 1.2-1) seja valida localmente, e imaginar que o™y
seja um “sistema de coordenadam", denominado n¥o holdnomo,
definido em um espago tangente local [6,71.

Quando o© rotacional da tétrada ¢ nulo, ou de forma

equivalente, quando o tensor de n3Io holonomia (7]

A = A e : 1.2-5D

& nulo, o espago tangente sobrepde~se a variedade A‘, fazendo
com gue os indices latinos adquiram a natureza dos I1Indices
gregos, istoc ¢ de verdadeiras coordenadas, como podemos ver da
expressXo (1.2=4),

0 tensor de n3Ioc holonomia (1.2-3) desempenha papel
fundamental nas teorias de tétrada da gravitagfo, como veremos
no préximo capi tulo,

No =sistema de coordenadas holdnomo associade a

t.ét.ratlia, quando este existe, temos das equagBexs (1.2-2:

e - 5 . 1.2-6>



1.3~ OUTROS OBJETOS GEOMETRICOS

A partir da tétrada, podemos definir ob jetos
geométricos caracteristicos de duas geometrias afins distintas,
as quais coexistem relacionadas na variedade A“.

Com efeito, podemos obter os objetos geométricos da
geometria métrica-afim Riemanniana, definindo o tensor métrico

por:

z - a e <1.3-1>
cujo inverso &:

o - e 1) N <1.3-2)

Das duas tdltimas express@es e daquelas ceonsideradas
na seg3o 11, vemos que os (ndices gregos =30 erguldos
{abaixados) pelo tensor métrico g‘“ v(gyv)a .

Da definigXo do tensor métrico covariante (1.3-13,
utilizando as expresses (1.1-1), (1.1-4% e (1.1-53, obtemos:

g mdet g m - e, <1.3-3>
ML

ou:

‘el a2 Y - g, {1.3-4>

5 .
(3 Em todo o texto, g‘u (g ) ergue {abaixa) indices gregos.
HY



gue & uma densidade escalar de peso um, renf:-e as
transf ormagﬁes gerais de coordenadas [9].

Quando o tensor de nX¥o holonomia £ nulo, vemos da
igualdade <1.2-6> e da definiglo do tensor meétrico 1.3-1) que

no sistema de coordenadas holdnomo associado a tétrada

& =" » 1.3~3>

em todo o espago, o que o caracteriza como sendo um sistema de

coordenadas holénomo de Minkowski. Portanto, o fato:
A = 0 €1.3-6>

& condig3o suficiente para que a variedade A‘ se ja chata, mas
nio necessiria, como veremos na proxima secFo.

Podemos interpretar os resultados do dltimo paragrafo
do seguint-e modo: consideremos que o espage tangente local
tenha a métrica de Minkowski L sendo por isso denominado
espago tangente de Minkowski {61 Quando o tensor de nXo
holonomia ¢ nulo, este espago coincide com aquele em que a
tétrada & definida, resultando a igualdade <1.3-3).

Uma vez que temos o tensor métrico, podemos
considearar os demais ob jetos geométricos da geometria
Riemanniana.

A afinidade simétrica de Levi-Civita, definida por

(2}

boj -

ad + - 13-7>
& [ g,u o, gav,,u g,uv ,cr] ?
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pode =ser expressa, usando a definig3o (1.3-1)>, como:

{ P } N SRV <1.3-8>
Mo Ly FL 23
onde

"~ = e Pe* €1.3.9>

7 =l [A P - A - A7 ] €1.3-10)
M 2 L FIsY v

um tenzor anti-simétrico nos dois primeiros {ndices, da mesma
forma gque o tensor de nIc holonomia A vp.
Fy
A afinidade T ayp caracteriza a outra geometria afim,

a qual consideraremos adiante.

Da igualdade <(1.3-8>, e usando a definigZo <(1.3-93,

obtemos:
y© me Pt 1.3-11>
M A oM
onde eAp_v & a derivada covariante da tétrada formada com a
afinidade de Levi—Givita" :
e® - e® - { A }e“ : €1.3-12>
M F7 X J¥ I o}
(%) Em todo o texto, utilizames ponto @ v{.rgula B para indi-

car derivadas covariantes formadoa com afinidade { © } .
FY



Usandoe a definig®o do tensor de nFo holonomia <1.2-5)

e a definigio da afinidade I“a‘uv €1.3-9), encontramos:
A “mr -, €1.3-13

isto &, ©o tensor de n%Eo hcolonomia ¢ proporcional a parte
anti-simétrica da afinidade '™
FryE

Levando em conta que a afinidade de Levi-Civita &

simétrica, obtemos das igualdades (1.3-8) e 1.3-13);

A = -7 . €1.3-14)

A T w0 = 7 mo. €1.3-15>

Da definigcio do tensor métrice (1.3-1), usando a
igualdade ((1.3-11) e o fato do tensor Yo €T anti-simétrico
F¥]

nos dois primeiros indices, obtemos a identidade:

g =0, <1.3-163
MO
que caracteriza a afinidade de Levi-Civita como sendo métrica.
Vamos tratar agora a geometria afim, cuja afinidade &

definida em (1.3-9). Consideremos a derivada covariante da
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tétrada formada com esta afinldades :

e -m e - T e . £1.3-17

e =0, £1.3-18>

mostrando que a tétrada ¢ paralela em todo o espago. Portanto,
o transporte paralelo independe do trajeto tomado para
efetuid-io (F“HP & integraveld), tendo sentide falarmos em
paralelismo A distancia (teleparalelismo). Dois vetores
distantes sZo ditos paralelos, quando os dois coincidem apéds o
transporte paralelo de um deles até o ponto de definicio do
outro, ou de forma equivalente, guando sSuas componentes

relativas a tdtrada s¥o iguais. Um espago com a afinidade I o“uv

{1.3-9> ¢ conhecido na literatura como espage de Weitzenbdck

[101.

Da definic3o do tensor métrico 1.3-1O e da
fidentidade <1.3-18) vemos que a afinidade r‘"‘W também &
métrica:

e =0 . {1.3-1%>

L | ot

ot
L

Como a afinidade I’ & integravel, o tensor de

curvatura formado com a mesma ¢ identicamente nulo:

3 Em todo o texto, utilizamos uma barra ¢ ] para indicar

Vel
MY

derivadas covariantews formadas com a afinidade I
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|~ a5 =0 . €1.3-200
S

Ji4 o tensor de curvatura formado com a afinidade de Levi-Civita

{(t.ensor de Riemann-Christ.offel):

Cow <= {2 L R 0

-y I + p ¥ -y ¥ » <1.3-21)

onde usamos (1.3-8) e (1.3-20> para obtermos a igualdade, n3o &

ident.icament.e nulo ({Mo‘v} nZo ¢ integriveld.

Da igualdade em {1.3-21), obtemos a seguint.e

expre=sio para o tensor de Riccil:

I - e - 3L > -
E LY =y i cpa_;p + ¢>>\y rLur oo €1.3-22>
onde o covetor ¢a & definido por:
o L= 4
: = . <1.3-
¢€ - AJO‘ Y . 1.3-23)

A identidade acima segue da igualdade 1.3-14) e do fato de

yo‘v'u ser anti-zimdtrico nos dois primeirez i{ndice=s.

De (1.3-22) obtemos para o escalar de curvatura;
|

RKE Y = -2¢";a - ¢“¢# + % o % AN <1.3-24)

onde usamos a definig3o (1.3-10). Notemos que o primeiro termo
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‘desta igualdade multiplicado pelo médulo do determinante da
tétrada {1.3-4) resulta uma divergéncia:

or

o
#7 _jel = @ |e]> . €1.3~25)

Este fato ¢ importante para identificarmos a relatividade geral
como uma teoria de tétrada da gravitagZo, conforme veremos no

capi tulo II.
1.4~ TRANSFORMACSES DE LORENTZ

Até o momento, consideramos apenas transformagcBes de
coordenadas na variedade A‘_ Nesta =eg¢3o consideraremos
transformagdes da t.étrada, ou se ja, transformacdfes de
“coordenadas” no espago tangente de Minkowski.

Efetuemos uma transformagio da tétrada do tipo:
e — 2 = e s (1.4-13>
onde a matriz {LAB satisfaz a identidade:
L b7} =N R 1.4-2>
podendo =mer fungdo do ponto (docal), (ou nFo <(global). Tal
transformagio ¢ denominada transformagio de Lorentz.

be (1.4-2)>, resulta que:

, 1.4-3)
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onde ([Ld)‘n 4 a matriz de Lorentz inversa:
0. = 5 . 1.4-4>
Das expressfes acima, temos que o tLensor métrico,

definide em 1.3-1>, & invariante frente as transformacgBes de

Lorent=z:

1.4-5>

Kl
L
L

Fry e

Consegiientemente, todos os objetos geométricos da geometria
Riemanniana, considerados na altima segio, s3o também
invariantes frente a estas transformacSes, uma veZ que o=
mesmos sXo definidos a partir do tensor métrico.

ot

A afinidade [ v’ poer sua vez, transforma-se do

seguint.e modo:

r° =mr® +e P ™ 0 s 1.4-85
FrL A PRy 2 C -t A D,»

sendo, portanto, invariante somente frente as transformagBes de

Lorentz globais:
0. = g . 1.4-7>

Da igualdade <1.3-13) e de <(1.4-6>, cbhtemos que o
tensor de nfo holonomia transforma-se como:

A PEmA P re ™ ce
F¥E R Fry (o4 A

2] A D

2t D.v v D,

a. - e L 2. {1.4-8>



A==xim, o tensor de n3o holonomia € invariante somente frente ao

subgrupo que satisfaz a identidade:
- e L =0, {1.4-9)>

ao gqual as transformages globais (1.4-7) pertencem.
Na sme¢Zo 1.3, mostramos que o fato do tensor de n3o
holomonia ser nulo, é condigXo suficiente para que a variedade

A‘ =ze ja chata:

A "m0 aR” LY =0 . <1.4-10D
MV FPErE-4

Mostraremos, agora, que este fato n3do ¢ condigdo necessaria:

o

JELTY-

R I = 04 A"‘H -0 . <1.4-11D>

v

Suponhamo=s que, para uma dada tétrada, o tensor de
nZo holomonia seja nulo. Portanto, de 1.4-10>, o tensor de
Riemann-Christoffel também & nulo. Efetuando uma transformagio
de Lorentz local ILAn(x), o tensor de Riemann-Christoffel
permanece nulo, ja que & invariante frente a esta
transformagdo. Mas o objeto de n3Ioc holonomia pode tornar-se
diferente de zero, como podemos ver de 1.4-8>. Para isto,
basta que a transformagfo em questio nXc satisfaga a identidade
€1.4-9).

O exposto acima demonstra a validade de <{1.4-11).
Entretanto, sempre gque ¢ tensor de Riemann-Christoffel ¢ nulo,

podemos encontrar uma transformag¢3o de Lorentz local que anule
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o tensor de nIo holonomia, conforme mostraremos a seguir:

Quando o tensor de Riemann-Christoffel & nulo,

podemos encontrar um =siztema de coordenadas o'y (sistema de

coordenadas de Minkowski> no qual

em toda a variedade A‘. Portanto, de (1.3-1) temos:

onde e'A‘u %0 as componentes da tétrada em um
coordenadas arbitrario oM. Dezta igualdade,

podemo=s efetuar uma transformagio de Lorentz:

onde eA" ¢ definida em <1.1-2D.

Substituindo as duas Gltimas igualdades

{1.4-12>

€1.4-13D

sgizstema de

vemos - Jgue

<1.4-14>

1.4-15>

1.4-16)

em (1.4-65,



obtemos:

.o z2 o
- X 9 x | 1.4-17)

M2 axd' ax,yax,v

i
T

Usando esta igualdade em <(1.3-13), vemos gque esata particular

transformagio de Lorentz local anula o tensor de nXo holonomia:

AP =0 <1.4-18)>



CAPITULO 1I

» ~
TEORIAS DE TETRADA DA GRAVITACAO

Neste capituleo, apresentaremos tLeorias de tétrada da
gravitag3o. O espago~tempo ¢ considerado uma variedade
4=dimensional diferenciavel, onde o campo gravitacional &
descrito por uma tétrada eA“(x), em um sistema de coordenadas
arbitrario 0.

As teorias de tétrada da gravitag3o =s3o covariantes
frente 2as transformacSes gerais de coordenadas e diferem
basicamente guanto ao grupo de covaridncia interno, isto &, o
grupo de transformagBes da tétrada frente ao qual as eguagfes
de movimento sso covariantes.

Nas trés primeiras seg¢Be=s, trataremos teorias cujo
grupo de covariincia interno ¢ o grupo das transformagSes de
Lorentz globais da tétrada {em forma abreviada L.gt.D
£2,3,4,51. Nestas teorias, o tensor de forca dc' campo
gravitacional ¢ o tensor de nZEo holonomia 12-5) gque ¢&
invariante frente a estas transformagfes. Na presenca do campo
gravitacional, o tensor de nZo holonomia & diferente de =zero e,
consedgiientemente, a tétrada que descreve o campo gravitacional
ndo tem um sistema de coordenadas holénome de Minkowski

associado (o diferencial (1.2-1) nXo & exatod. Na auséncia do
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campo gravitacional, o tensor de nZo holonomia ¢ nulo e,
portanto, temos assgciado a tétrada um sistema de coordenadas
holénomo de Minkowski (o diferencial {1.2-1) ¢ exato).

Na =egio 2.4, faremos uma "“extens3o" das teorias,
tratadas nas secBes anteriores, impondo gue o© grupo de
covariidncia interne seja o grupo das transformag®es de Lorentz
locais da tétrada <{(em forma abreviada: L.Zt.D. Dest.e modo
obteremos a teoria da relatividade geral de Einstein [11L
Como sabemos, nesta teoria, o tensor de forga do campo
zravitacionai é o tensor de Riemann-Christoffel (1.3-21) gue ¢
invariante frente as transforma¢@es de L.Zt. Quando o campo
gravitacionai estiA presente, este tensor ¢ diferente de zero
e, assim, nio temos qualquer sistema de coordenadas holdnomo de
Minkowski associado ou n3o a tétrada que descreve o campo
gravitacional {(trataremos e=ste aspect.o em maiores detalhes na
segio 2.5 Na auséncia do campo gravitacional, o tensor de
Riemann-Christoffel ¢ nule e, portanto, temo=s sistemas de

coordenadas holdnomos de Minkowski.
2.1~ DENSIDADE DE LAGRANGEANA GRAVITACIONAL

Seguindo o procedimento usual em teorias de campos,
vamos obter azs equagBes dinAmlicaszs da tétrada eAM(x), mediante o

segulnte principic variacional: i

s =& [ 2 [ e o ;e wo ] d*x = o, 2.1-1>
a a i FYm
£2

onde « 4 alguma regiZo do espago-tempo e eAH l)(’.M) a derivada



- 21 =

parcial da tétrada em relag3io a coc;rdenada % As variagSes
da tétrada s¥o consideradas nulas na rronpeira de o .

Como na presenga do campo gravitacional, em geral,
nao existe um =sistema de coordenadas privilegiado, as equacfes
dinimicas devem ser covariantes frente as transformagcSes gerais
de coordenadas, ¢ que ¢ assegurado se a agdoe Ia & um escalar.
Neste caso, a densidade de Lagrangeana gravitacional .‘BG deve
ser uma densidade escalar de peso 1, ji4 gque o elemento de
volume d4x 2 uma densidade escalar de peso -1 Isto sugere que

.'EG seja da forma:

£, =L, le] , €2.1-2)
onde L_ & um escalar e je] o mdédulo do determinante da tétrada
<{1.3-4).

Para formarmos o escalar La’ 0 tensor mais elementar
que dispomos, envolvendo a derivada primeira da tétrada, ¢ o
seu rotacional definido em (1.2-3). Assim como estamos
considerando transformacSes de coordenadas no espago-tempo,
também devemos considerar transformagc8es de "coordenadas" nos
egspagos-tangent.es de Minkowski, isto &, transformac®es da
tét.rada. Como neste trabalho estamos interessados em teorias
que =ejam no minimo covariantes frente as transformagfBes de
L.gt., ao invés de tomarmox o seu rotacional para formar La’

t.omaremos o tensor de n3dc holonomia (1.2-5):

A - (o - a > e » 2.1-3>



- 22 =

que, como vimoz na segfo 14, ¢ invariante frente a estas
transformacfes.

Vimos, na =e¢3o 14, que o tensor métrico definido em
{1.3-1>) & invariante frente as transformagBes de L.t No
sentido de obtermos o escalar La a partir do tensor de n3o
holonomia ¢(1.2-8), vamos usar o tengsor métrico e seu inverso
€1.3-2>, para “"de=cer" e “subin i ndices STegos,
respectivamente.

Com efeito, encontramos trés escalares quadriaticos no
tensor de nXo holonomia e invariantes frente as transformag@es

de Lgz.t:

L
Lm - qb;.;
- A ART 2.1-4>
@ MO
L - A AT
= B MO

O tensor qby & definido em (1.3-23>,

Da igualdade <13-4>, vemos gque |e| ¢ invariante
frente as transformag¢®es de L.Lt. Portanto, as equagdes
dinAmicas obtidas do principio wvariacional <2.1-1>, onde La em
€21-2> 4 uma combinac3Zo linear dos escalares definidos em

C2.1-4>:

L o= Z o L., 21-5)
a {v) (L)
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s3o0 covariantes frente as transformag@es de L.g.t. e frente as

transformagBes gerais de coordenadas.

2.2~ INTERAGCAO DO CAMPO GRAVITACIONAL COM OUTROS SISTEMAS

FisICOS

Vamo= impor gque, na presenga do campo gravitacional,
as equagBes de movimento de todos os =istemas fisicos =sejam
covariantes frente Aa=s transformagBes gerais de coordenadas
{principio da covariancia geral). Mas para que isto ocorra, a
densidade de lagrangeana £ que descreve cada sistema fisico
deve =mer uma densidade escalar de peso 1 <{a menos de uma
divergdncia)>, © que por sua vez =5 £ possivel =e £ contem
outros objetos geométricos {(afinidade=, por exemplo?, além
daqueles caracteristicos do sistema fisico em questio (81
Vamos =mupor que estes outros objetos geométricos sejam formados
com a variivel bisica do campo gravitacional: a tétrada eA“(x).
Portanto, para obtermos as equagles de movimento da tétrada
eA‘u (x2, devemos adicionar A densidade de lagrangeana

gravitacional .E’G em (2.1~-1>, a denzidade 2.

Consideraremos que ¥ =eja da seguinte forma:

=2 + Fr , 2.2-1>
F I
1
onde: .?.’F depende da tétrada apenas através do tensor métrico
{1.3-1>, sendo por isto invariante frente as transformagfes de
L.t .Z,’I nXo depende da tétrada através do tensor métrico,

mas ¢ invariante frente As transformag@es de L.g.t.
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Assim, na presenca de outros =istemas fis=icos, o

principio wvariacional (2.1-1) torna-=se:

ST m s [ee + £ + 25 d*x = 0o . 2.2-2)>

2

2.3- EQUACJES DE MOVIMENTO

Nesta se¢Xo, obteremos as equagBes dinamicas da
tétrada eAH(x) que resultam do principio da minima acio
2.2~2). Como a agZo I ¢ invariante frente as transformagfes
de L.g.t. e frente as transformag@es gerais de coordenadas (I &
um escalar), as equagBes =30 covariantes frente a estas

transformages.

Consideremos o termo & _r 31:' d*x de 2.2-2). Uma
Iy

vez Jque .fF 56 depende da tétrada mediante o© tenzor métrico, e

as variagdes c‘Sg‘“v s¥o nulas na fronteira de o, temos a segulnte

igualdade:
4 635‘ Y] <
k2
cS_r.dex-I wcsg dx , €2.3-1>
og
2 2
ohde
52 L L2
.. - a}\ _— {2.3-2>
(5g.uv agpv ag,uvk

¢ a derivada variacional de ZF com relagio a g‘“p. Definindoe o

tensor simetrico
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2 .5:gF
T - . {2.3-3>
T Jel sg™”
a igualdade (2.3-1> torna-se:
. 4 1 HY 4 _
cSI.dex-J‘ET“v e} 5" d°x . <2.3-4>

2 3

Utilizando a meguinte igualdade:

sgHY m —gH* &P e <2.3-5>
@
e expressando d‘Sgap em termos das variag@es da tétrada:
&g - 5 (& e > m e Se® + & se » {2.3-6)
o At g Ao g <] Ao
de (2.3-4), obtemos:
s fe_ dxm [~ T &* se |e| d' €2.3-7>
F i Apd

2 2

Ve jJamos agora o termo I e, + 20 a*x de <(2.2-2).
<2

Notemos que, por definicXo, 2I n3o depende da tétrada mediante

o tenzor métricoe. Levando em conta que as variac@es da tétrada
|
s¥o nulas na fronteira de o, obtemos a igualdade:

&x &2

4 —
6I(:€a+.‘€t)dx-_f[6e + = ]csewdx. €2.3-8>
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onde

S¥E ax ar
a a__ 4 a
Se de ™
Ayl A AplA
2.3-9>
SE ax ax
1 - ¥ - _..._..I_.._
T Jde » fde
Apt Apt A g
sXo as derivadas variacionais de ..E’G e .ﬁ'I em relagio a e
Fe]
Definindo os seguintes tensores sem simetria definida:
1 &
KM m 9 e
Se A
| “%an
€2.3-10D
8¥
" .= 1 1 e ¥
Se A ’
le| A
a lgualdade (2.3-8> torna-se:
& [ee + 25 d'% = [ &Y+ 1" e* se |e| d' . €2.3-11>
a I [ Apt
<3 oY
Considerando as igualdades €2.3-7> e (2.3-11D no
principio da minima agfo (2.2-25, encontramos:
[ & + 1% - ™ o Se  fe| d'x = 0. €2.3-12>
v Apt
<2
Como asg variagSes c.“uarmu s3o arbitrarias, resulta desta

igualdade:
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KT o+ 1Y - T &®* a0 . €2.3-13)

Multiplicando <2.3-13> por eAa e usando <1.1-33, obtemos
dezesseis equagSes diferenciai=s parciais nao lineares que
determinam a tétrada e x> a menos dJde uma

transformagfo de L.g.t. e de uma transformagic de coordenadas:
K" wm T - MY €2.3-14>

Estas equages também podem ser expressas da seguinte

forma:

a2} v {pd 12>

K - T - 1 €2.3-15>

KV m o 2.3-16>

onde vy € [uwrl indicam as partes simétrica e anti-simétrica
dos tensores, respectivamente. Portanto, em €(2.3-15) temos dez
equacBes e em (2.3-16>, seism, Notemos que, por definig3o, o
tensor TY” (2.3-3> ¢ simétrdco.

Devido a invariabilidade da ag3do gravitacional
1l 2 d*x frente as transformacfies gerals de coordenadas,
podemos deduzir <(Apéndice A) que o tensor K" (2.3-10> satisfaz

as seguintes identidades diferencials do tipo Bianchi:

K" + ™" K=o, €2.3-17)

v P =

onde obtemoz o tensor yhu“ do tensor y)‘ ¢1.3-10> “erguendo"”
v
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os dois Jdltimos indices.
Notando que o tensor ym”" ¢ anti-zsimétrico nos dols
primeiros Iindices e usando as identidades acima, obtemos das

equagBes de movimento (2.3~14) as seguintes igualdades:

T,uv - Iv,u + y}\vp 1
Ry o P N

(2.3-18)>

No Apéndice B, mostramos como calcular o= tensores
K v {2.3~-16)> referantas Az densidades de iagrangeanas

[$ %)

gravitacionais
£ = L fe] . €2.3-19)

onde Lci.) =30 os escalares definidos em 2.1-4D. As expressdes

dos !{m’"v SZ0 as segulntes:

a

S R e S VN R

e A AN APV - €2.3-20)

NO & H~ ]

R 4 [yovAyoc _
ot F

a| =

2

1 g,uvA Aod)x + AVHY - Avot.u).

K“"'-z[y‘”m‘“‘"-A“'“)«»— ]
15 )Y o ™ ® 2 N Fat

2.4- TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Nesta segXo obteremos uma teoria de tétrada da
gravitacZo covariante frente AaAs transformag@es de L.Lt. que,

como veremos, & equivalente A teoria da relatividade geral de
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Einstein.

Uma condic3o suficiente, para que as equaclBes

dinAmicas de wuma teoria de tétrada da gravitagZeo sejam
|

covariantex frente as transformagBes de L.it.,, ¢ gque o escalar
La em €2.1-2> seja invariante frente a estas transformag@es
{81. Este fato =ugere gue procuremos pelos coeficientes o
em (21-5> d(gue j& ¢ invariante frente as transformacSes de
Lg.t.>, para os quais La e invariante {11l

Da lei de transformagio do tensor de nZo holonomia

(1.4-8), obtemos que ox escalares em (2.1-4) se transformam da

seguinte forma:

£t =L 4+ 20 - 2D 2.4-1>

onde

(2.4-2)

B.v u G Ao B,v



Portanto o escalar La em (2.1-5) se transforma como:

L =L + o A+ 20 B + ( 2a - o > C +
a ra 1) (13 @ (3

+ { 3a - 2a >b - 2a_ E. €2.4-3>
[} @ 3
Para que L.a se ja invariante, os coeflclentes dos termos A, B,

g, D e E devem =er nulos. Neste caso, a Unica solugdo & a

trivial:

a =0 . (2.4-4D

Concluimos assim, gque n3Io podemos formar um escalar La
invariante frente as transformacSes de Lit, apenas
considerando uma combinacXo linear dos escalares em (2.1-4).

0 fato da densidade de lagrangeana .fa seyr funcio
apenas da tétrada e de sua derivada primeira garante Jgue as
equacBes de movimento sejam no maximo de segunda ordem <um
aspecto comum em teorias de campos). Mas esta situacio n3o
muda, sé adicionamos a .'EG uma divergéncia (de fato, as proéprias
equacdes dinAmicas n3o =e alt.eram [81>. Ent3o, vamos
acrescentar a combinagio linear <21~5> um escalar a“}L“),
obtido do tensor de niZo holonomia <1.2-5), tal que L“, je}
seja uma divergéncia. Como mencionamos no capitulo; I, o

escalar ¢‘7.o_ satisfaz esta condig3o:

@ fe}>

- w T €2.4-5)
(4} i
le]



Vamos agora reconsiderar o problema da determinag3o

dos coeficientex a“, em:
1

L = e~ L., (2.4~6>
a (SN (AW

para os Jquais La ¢ invariante frente as transformag@es de
Lit.. Da lei de transformac3o do tensor de nXc holonomia
1.4-8), temos que o escalar L“) €2.4~5> =e transforma do

seguint.e modo:

<D - A - E> -~ B 2.4-7>

b

L
) 4

Usando esta igualdade e aquelas em <(24-1), obtemos a seguinte

lei de transformagio para o escalar La em (2.4-6»

>

ot
L =L +[a-“’]A+c2a_—a
a a ) 2 Ty

> B + (2o - T B
P (2>

{ 6

[a § [a}
+ 36 - 20 + ¥l p-{2a +22]¢E (2.4-8)>
¢} {2y 2 (9 2

Igualando, nesta express3o, os coeficientes de A, B, €, D e E a

zero, obtemos um sistema de equagBes, cuja solugZo, a menos de

um fator comum, é:

1
S L 2" %" %" 2. 2.4-9>
Portanto o escalar
-4 LM 1 ML Ot 1 ot B
Lo = -2¢ ‘o Ll ¢',u + 3 Ayvoa A + 5 A.uva A C2.4-10>



gera equagBes de 2% ordem covariantes frente as transformacSes
de Llt. e frente As transformac@es gerais de coordenadas.
Comparando €(2.4-10> com <{1.3-24), vemos que La ¢ o
escalar de curvatura de Einstein-Hilbert: R { >).
A combinagc3o Hnear 2.1-8>, onde oS coeficientes
Ay A, e d s3o aqueles em <(24-9>, é conhecida na

Hteratura como escalar de Mgller [31, e o indicaremos por L“:
i 1
L =~-L +-—-L + =1L . 2.4-11>
L] 4 4 2 2 T

Como vemos de (2.4-10>, a densidade de lagrangeana de

Mgpller, definida por:

z =L J|el , 2.4-12>
¥ ¥
difere da de Einstein-Hilbert por uma divergéncia <(Einstein

tinha conhecimento deste fato [111):
R V- g = ¢-2¢" |.=_-|>‘M + 2, . 2.4-13)

Portanto, estas densidades de lagrangeana geram as mesmas
equac®es de movimento mediante o principio da minima agic [8L

Em uma teoria covariante frente as transformagCes de
Lit., as densidades de lagrangeana ¥ (2.2-1> dos =sistemas
fisicos que interagem com o campo gravitacional também devem
ger Invariantes (a menos de uma divergéncia) frente a estas

transformag®es. Este fato é garantido se
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.BI =0, (2.4-14>

isto &, se £ sb depende da tétrada medlante o tensor métrico:

£ = X . (2.4-15>

Supondo gque as densidades de lagrangeana .‘:’F sé_jam
obtidas daquelas da relatividade especial através do principio
de accplamento minimo (nyv > g#v e derivada parcial + derivada
covariante formada com a afinidade de Levi-Civitad, o tensor
Tpv definido em €(2.3-3) & o tensor momento-energia dos sistemas

fisicos na teoria da relatividade geral

Se, no principio da minima aclo (2.2-2), tomamos:

£z = — ¥ (2.4-16>
a 2x ¥
e
EI =0, 2.4-17>
onde # & a constante de Einstein e £ a densidade de

lagrangeana de Mgller (2.4-12), obtemos para as equagBes de

movimento (2.3-14) a seguinte expressio:

<

[K“" - K‘:‘ - ]-—u'r“” , (2.4-18>

Jja que, devido A identidade (2.4-17):

“¥ =0 . (2.4-19>
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Considerando as igualdades (2.3-20) e as expressfes

(1.3-10, 14, 22 e 24), encontramos as seguintes identidades:

=

1 v 1 1 v _
E[K‘:"“ ZK‘:“ ix‘:)]-;e . 2.4-20)
onde G"Y & o tensor de Einstein:

g m R W@ -z "R . <2.4-21)

(NS

Portanteo, as equagles ((2.4-18) sXo as equacSes de

Einstein da relatividade geral:

G"Y w - NTHY . (2.4-22>

Como os tensores Gmm e I"Y s%o identicamente nulos,
as equacBes (2.3-16) se reduzem a uma identidade. As=sim temos
apenas dez equa¢gle=s, e nIo podemos determinar todos o=
dezesseis graus de liberdade da tétrada eA’u(x). Este fato
deve-se A covariiAncia imposta 4 teoria frente As transformagdes
de L.4LL: as equagdes (2.4-18> determinam a tétrada eAH(x), a
menos de uma transformagZo de L.lt. e de uma transformagZo de
coordenadas d{devido & covariiAncia frente as transformagfes
gerais de coordenadas). Ou de forma equivalente: as equagBes
{(2.4-18> determinam o tensor mét.r;lco gyv(x) (e todo= o= objetos
geométricos da geometria Riemanniana), a menos de uma
transformag¢Xo de coordenadas. Portanto, a teoria da

relatividade geral pode ser interpretada como uma teoria de

tétrada da gravitagZo covariante frente as transformac@es de
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qual o tensor de Riemann-Christoffel seja nulo, embora o tensor
de ni%o holonomia seja diferente de zero (notemos (1.4-113),
caracterizando a presenga do campo gravitaclonal Apesar de
existir um =istema de coordenadas holdnomo de Minkowski, este
nXo eztid associado a4 tétrada eA#(x) que descreve o© campo
gravitacional, pois o diferencial 1.2-1) nXo ¢é exato C(notemos
que, naturalmente, nXo nos ¢ permitido anular o tensor de ndo
holonomia por uma transformagio de L.{4t. adequada, pois a nova
tétrada provavelmente nIo satisfaria as equagBes (2.3~14), cujo
o grupo de covariidncia é o das transformagSes de L.g.t.).

KAEMPFER [11]l, referindo-zse a teoria da relatividade
geral, denomina o tensor de nIo holonomia "tensor de forga do
campo gravitaclonal™. Esta denominagio aplica-se nas teorias
cujo grupc de covariancia ¢ o das transformag@es de L.g.t., mas
nXo na teorlia da relatividade geral J(covariante frente Aas
transformag®es de L.Lt.)> , onde o tensor de nJo holonomia tem
um papel anilogo Aquele da afinidade de Levi-Civita (MARSH [12]
também faz uma critica desta naturezad: quando o tensor de
Riemann-Christoffel ¢ nulo, podemos encontrar uma transformag3o
de L.Lt. (efetuada nos espagos tangentes locals de Minkowskid
que anule o primeiro e uma transformag¥o de coordenadas
(efetuada no espago~tempo) que anule o segundo; quando o tensor
de Riemann-Christoffel é diferente de zero, nXo podemos anular
globalmente egtes ob jetos geométricos. Na teoria da
relatividade geral, o tensor de for¢a gravitacional ¢ o tensor
de Riemann-Christoffel.

No contexto da teoria da relatividade geral, diversos

pseudotensores tém sido apresentados como candidatos para



representar o©o momento e energia do campo gravitacional.
Entretanto, nenhum destes quando adicionados ao tensor momento
energia dos outros sistemas fisicos resulta um pseudotensor
momento-energia total com todas as propriedades gque, =segundo
M¢LLER (3], devem estar presentezs em uma grandeza desta
natureza. MgpLLER (31 mostrou que podemos encontrar um
pseudotensor momento-energia total com todas as referidas
propriedades, gquando consideramos gque os dezesseis graus de
liberdade da t&trada tém sentido fisico, isto &, guando
assumimos que a gravitag3Io ¢ descrita por uma t.eor‘ia cujo grupo
de covariincia ¢ apenas o das transformag@es de L.g.t. Nesta
teoria, se o tensor de nZc holonomia ¢ nulo C(auséncia do campo
gravitacional) o] pseudotensor momento-energia do campo
gravitacional também o eé. A lei de conservag3ico do momento e
energlia total pode ser obtida mediante o teorema de Nother.

O exposto acima serve como motivagao para
considerarmos, em dqualquer situag3o, que os dezesseizs graus de
liberdade da tétrada tenham =entido fisico. Contudo, neste
trabatho assumiremos que O campo gravitacional Hvre
comporta-se segundo as equagBes de Einstein para o wvazio.
Somente na presenca de outros sistemas fisicos & que todos os
dezessels graus de lberdade podem adgulrir zsentido fislco.

Nos préximos capitulos, investigaremos as implicagBes
desta hipétese, quando o campo gravitacional interage com o
campo eletromagnético. Estaremoxs tratando de uma teoria
covariante frente as transformages de L.g.t., onde o tensor de

forga gravitacional é o tenmor de n¥o holonomia.



CAPITULO I

~ »
ACOPLAMENTO NAO MINIMO ENTRE OS CAMPOS GRAVITACIONAL E

L
ELETROMAGNETICO

Como salient.a ANDERSON (8], se consideramos apenas o
principio da covariidncia geralo como fundamental, n3o ha por
que nI¥o levarmos em conta termos de acoplamento n¥o minimo na
densidade de lagrangeana ¥ (2.2-1> de interag¥c do campo
gravitacional {descrito pela totrada eAH(x)) com o campo
eletromagnético <(descrito pelo potencial Ap(x)). Estes termos

(por ex.: RYYC et » vaFa |e], onde F ¢ o tensor de

4 Y

Maxwell> wviolam o principic de equivaléncia forte, segundo o
qual em qualquer ponto do espago=tempo, sempre podemos
encontrar um sistema de coordenadas, onde as densidades de
lagrangeana dos sistemas fisicos sejam aquelas da relatividade
especial. Entretanto, aoc contrario do que ocorre com o
principio de equivaléncia frace (igualdade entre as massas
gravit.acioxlma.l e 1inercial), o principlo da equivaléncia forte

parece n3o ser sustentado diretamente pela experiéncia (9,131 e

sua validade pode nIXo ser universal {BL

(% Segundo ANDERSON [8] : Principio da invariabilidade geral.



No nivel quantico (onde o principio de equivaléncla
forte perde sua aplicabilidade em fen®menos essencialmente nXo
pontuais), a consideragcZo de termos de acoplamento n3Io mi Pimo
entre o=x campos gravitacional e eletromagnético ¢ mesmo
necessaria, por exemplo, quando tratamos a polarizagco do
vacuo: o fdton adquire "“"tamanho" e portanto esta sujeito a
for¢as de marée [141

No nivel clissico, a consideragZo do acoplamento nXo
minimo entre a gravitag3o e o eletromagnetismo tem se mostrado
particularmente eficaz na solugZo de problemas cosmoldgicos: o

problema da singularidade [13] e o problema do horizonte [16]1.

3.4~ ACOPLAMENTO NXO MINIMO EM UMA TEORIA DE TETRADA DA

GRAVITACAO COVARIANTE FRENTE AS TRANFORMACOES DE L.g.t.

Yamos supor que na auséncia do campe eletromagnético,
0o campo gravitacional comporte-se segundo as egquacBes de
Einstein. Assim, tomaremos como densidade de lagrangeana

gravitacional a express3o (2.4-16):

2 =l o 31-1>
a 2% M
Consideremos a express3do (2.2-1). Na presenga do

campo eletromagnético, vamos assumir que a densidade de
lagrangeana .“JI seja diferente de zero (neste ponto rompemos com
a teoria da relatividade gerald sendo .‘EF obtida da
correspondente densidade de lagrangeana do campo

eletromagnético na relatividade exspecial, mediante o
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acoplamento minimo:

- 2 pMV -
.E’F - 16m | F“v |e| » I 3.1-2>

onde F;.w & o tensor de Maxwell:
| m A - A . 3.1-3>
Port.ant.o nossa densidade de lagrangeana tot.al é:

¥ =
T

1l o + 2 +2 . (3.1-4>
Z2xn M F I

YVamos agora propor algumas possivels express@es para

a densidade de lagrangeana ZI de acoplamento nioc minimo.

3.2- ALGUMAS EXPRESSZES PARA A DENSIDADE DE LAGRANGEANA NAO

MTI NIMA .E’I

Consideremos em cada ponto do espago-tempo um sistema
de "coordenadas" nXo holénomo de Minkowski definido no espago

tangente local pelo diferencial {1.2-1).

dx® - eAp oo . 3.2-1>

Podemos interpretar a defini¢¥o (1.3-1) como sendo a ' expressio



do tensor méetrico neste sistema de "coordenadas"7 :

e GO = et oo e® oo n 3.2-2
o] v A

Referido a este sistema de "coordenadas", o "potencial eletro-

magnético” € um escalar [6] definido por:

A m=me PGOo A , (3.2-3>
A A ¥

onde A“ & o potencial eletromagnético em um sistema de
coordenadas arbitrario 7> do espago-tempo. Definamos o

escalar:

F = A - A {3.2~4)>

onde AAB & definido por [71:

A - e ¥ ca> . 32-5>
B A,

Considerando as definicBes 3.2-3 e 1.3-9D nesta Ultima,

obtemos a igualdade:

A meH e’ A €3.2-6>

A.B A B PR
{9 Eata Linguagem nao a rigoreosa L sarve APe Qs como motivacdo
para uma forma de acoplamento nao minimo entre os campos
gravitacional - sletromagnetico. o sistema de “coordenadas” nao
holdnomo ndao existe no ®2pocoO-Llempo - ndo pode ser associado a

um referencial inercial, noe gual efetuamos medidas {17}



onde Aylv ¢ a derivada covariante de Jl\|u formada com a afinidade

integravel l"pluv 1.3-9" . Substitulndo ezta igualdade na

definic¥o (3.2-4>, temos:

F wmwe®e”F €3.2-7>
AB A ) pE
onde:
N €3.2-8)
kv B v
De €(1.3-13), obtemos a igualdade:
F =F -A “a , 3.2-9>

My Ry Y o

onde F ¢ o tensor de Maxwell <3.4-3> e A#v’ o tensor de nXZo
holonomia (1.2-5). Notemos que AA e F.\a transformam-se como
tensores frente as transformag¢@es de L.g.t.

Quando o tensor de nEo holonomia ¢ nulo (o que ocorre
aproximadamente para campos gravitacionals muito fracos), as
expressdes 3.2-13, {3.2-2>, 3.2-3 e €3.2-7> tornam-se

respectivamente (notemes {1.1-3> e {1.2-22):

A dxA
ax* = . ax (3.2-10)
(8) Notemos que esta afinidade .o pode ser usada de tal farma
que, na ausencia do campo eletromagnetico, ela deapareca das
equacoes de movimento, quando entao as SUPressces da

rslatividade geral maoc restabelscidas.



n (3.2-11D

i
A = ‘———""A A (3.2-12>
I M
7
Fom 2 X , <3.2-13)
AB C’XA axn MYV

onde ot & agora um verdadeiro =sistema de coordenadas de
Minkowski <¢holdnomo) no espago-tempo. Este Tresultade nos
motiva a tomar a smeguinte densidade de lagrangeana ¥ (2.2-1) de

interagXo entre oz campos gravitacional e eletromagnético:

- - 2 FYE e €3.2-14

onde £_ ¢ dada em (3.1-2) e .r: definida por:

25w LU F AN A - LA TAN A AT e
¢ 8 MY » 2 v o T

€3.2-15>

Para obter as igualdades em (3.2-14), usamos (3.2-7) e 3.2-9).
Quando o tensoer de nic holonomia ¢ nulo {(campo

gravitacional muito fraco), vemos de (3.2-14) e <1.3-3> que, em



um sistema de coordenadas holénomo de Minkowski, a densidade de
lagrangzeana ¥ ¢ aquela da relatividade especial.

Embora a densidade de lagrangeana .‘B: tenha surgido
per uma espécie de "princi;;io" de acoplamento nio minimo,
podemos ainda considerar outras express@ies para 2 densidade de

lagrangeana n3do minima .‘C‘I que gerem equagdies de movimento de

segunda ordem para e® x> e A G, Por exemplo: .
¥ =

) vot

£ = o F AT e e

x: - 3 va ATHY ¢ le} <3.2-16>
2] vogd

.‘BI-yAap“PvA le]

onde o, # e ¥ sZo constantes de acoplamento, cuja dimensZo é:
Y el P i Notemos que estas densidades de lagrangeana
s3%0 1Invariantes de calibre (e portanto nestas teorias a carga
eletromagnética se conserva), o que nIo ocorre com .E:. Notemos

ainda que .E’: nZo envolve constantes de acoplamento.
3.3- EQUACZES DE MOVIMENTO DE e® x> e A GO
b =

Determinaremos agora as equagbes de movimento
decorrentes do principio variacional (2.2-2), quando .'EI ¢ uma
!
das densidades de lagrangeana .‘3: ou .?:: apresentadas na ultima

secio. Considerando (3.1~4), analizaremo=s estes Casos

separadamente,
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Caso a: £ = z°
I 1

Para o tensor I‘:v {2.3~100, temos a segulinte

expressﬁop :
i Sy e N Y it Y
a 41T o - o ®
1~ ATU LW 4 _a _uv
- —— + —
2 an A A Iel xr €
- P AT - FHT YT A ) 3.3-1>
o ot [
e para o tensor T definido em (2.3-3) (tensor momento-energia
do acoplamento minimod (91
1 2 1 o
T =: E = _— [ F F + = F F & ] (3.3-2>
e fyrs 4 He v 4 og O

AV o+ ¥ A% a A” (3.3-3)>

obtemos de (3.3-1) e (3.3-2);

T
(¢ +)] Para obtermos U . procedemos da mesma forma que pora
Q

P N
ocbtermeos K s {Apendice B,
i L
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onde o tensor simétrico E ¢ definido por:

B ml F B o+ lpeg 1. ¢3.3-5)
M 41 oy v 4 op
Para calcularmos o termo entre parénteses em (3.3-4>,

consideremos © principic da minima ag3o (2.2-2>, para varlagSes

do potencial eletromagnético A . Procedendo da mesma forma
¥

que aquela para obtermos as equagBes de Einstein-Maxwell do

acoplamento minimoe [9], encontramos as seguintes equagc@es:

e

Aaﬂu

[
. op

=4

= 0 {3.3-6)

B =

Portanto, a igualdade (3.3-4) torna-se:

THY o BFY - MY m BRY e LB A 3.3-7>

Desta Gltima e de (2.3-18) obtemos:

ToH - - H T <3.3-8>
2 e
Quando o tensor de n3c holonomia &€ nulo {0 que ocorre

aproximadamente quando o campo gravitacional ¢ muito fraco),

esta igualdade torna-se (em um sistema de coordenadas holénomo

de Minkowski): ‘

T - 0, (3.3-9>



e ¢ tensor T (3.3-7) assume a seguinte f‘orma“)

, %pv - E,uv + 1 F,ua( Av -
343 R
{3.3-10>
Fri
- - L pFH AP D g
4 g 1678  op

que ¢é a expressio do tensor momento-energia candnico da
eletrodinAmica de Maxwell, =sendo ¢3.3-9> sua lel de conservagZo

[181.

Considerando €3.3-7) e a identidade €2.4=-20> em

(2.3-14>, temos as seguintes equacdes gravitacionals:

a"’ m - THY , 3.3-11>

que podem ser expressas tamb&m, como:

lrane
atv - - T

me = 0 .

<3.3-12>

Devido A= identidades de Bianchi <¢(2.4-23), temos de <(3.3-12>) a

seguinte lel de conservagio covariante:

- 1dTr
™
oy )

!
LI ¢ B <3.3-13>

rd

(10) Notemos de (1. 3-8 que quando =3 tersor de nac holonomia )

nulo, a afinidade de Levi—-Civila { © } o igual & afinidade
Mo

integravel [F
Iy



Também, destas equagBes, obtemos:
J R <{» = 2T , (3.3~14>
onde usamos a defini¢cXo do tensor de Einstein (2.4-213, sendo T

o tra¢o de tensor T#Y definido em <3.3-7). Notando que o trago

do ten=sor E“v {3.3-5> & identicamente nulo, temos

e

Tomid w1 F°F =L p*®p €3.3-15>
M BT ML 8n AB
J& que o tensor Y ¢ anti-simétrico. Portant.o, na presenga do

campo eletromagnético o escalar de Riemann-Christoffel &
diferente de zero, ao contririo do que ocorre no acoplamento

minimo.

Quando na densidade de lagrangeana total .'BT (3.1-4>,
temos o termo - é— = Aa je] devido as fontes do campo

eletromagnético, as equagcdes (3.3-6> tornam-se:

L (3.3-16>

as quals se reduzem Ais de Maxwell (covariantes frente as
transforma¢es de calibre), quando o tensor de n3¥o holonomia &
nulo. Como F*Y & um tensor anti-simétrico, podemos expressar
as equages (3.3-16) da seguinte forma:
Y e+ LI
o [ o]

F oo AFH e = T8 ef . (3.3-17>

B[ =

Diferenciando €(3.3-17) em relag%Xo A coordenada x'', obtemos a
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segulnte lel de conservagio:

L ¢i* + 44 > |ej 1, =0, (3.3-18)

onde o vetor j‘u ¢ definide por:

€3.3-19>

Portante, a carga eletromagnética n3o =se conserva. Este
resultado JA4 era esperado, uma vez que a densidade de
lagrangeana .’E’IQ <3.2-15> nio -] invariante frente aAs
transformacSes de calibre.

Dos resultados encontrados para o acoplamento n3o
minmo efetuade mediante .EIQ €3.2-15), podemos concluir que o©
campo gravitacional afeta a eletrodinimica, fixando o© potencial
eletromagnético A (x> de modo que o tensor ™Y (33~7) =eja
simétrico e satisfaga a led de “conservagio” covariante

{3.3-13>.

Ve jamos agora o acoplamento nio minimo efetuado com a

densidade de lagrangeana .E'Ib €3.2-16>
Caso b: X = .‘tl
Conzsiderande a definig3o:

' mF  ATTH (3.3-20>

podemos expressar .‘frb da seguinte forma:



- B0 -

2" = a o™ el . 3.3-21>
1 ot

As equagBes de movimento gravitacionals (2.3-14) tém a seguinte

forma:

" 4+ 2BV - xa € A "M+ y"’: > 0% - oY o+ MY @™ o+ n"¢.> +

+ 4 FUAYY - 2 K" FHD + ¢ FPT Y7 1) e 0,
Y o > -3

{3.3-22>

As egquagdes referentes ac potencial eletromagnético s3o:

oty HY 47
F - Bra ¢ A > = — {1 . {3.3-23>
-4 v Cc
Desta altima, obtemos a lei de conservagdo da carga
eletromagnética:
g lel > =o0. €3.3-24>
ebd

Notemos que guando a constante a é nula, obtemos as equagBes do

acoplamento minimo.



CAPITULO 1V

SOL‘U(}GES ESTATICAS E ESFERICAMENTE SIMETRICAS

A importincia da existéncia de solu¢Ses esfericamente
simétricas em uma teoria reside no fato de a Natureza
apresentar sistemas fisicos, em boa aproxima¢3o, esfericamente
simétricos (corpos estelares, particulas clissicas, etc) com
aspectos obzerviaveis suscetiveis de =mer confrontados com estas
solugSes. Como exemplo, citamos a =olugZo de Schwarzschild,

corroborada por testes experimentals da teoria da relatividade
geral 191

Neste capi tulo, determinaremos o= escalares Lc
{2.1-5>, cujas equagBes, conseqiientes do principioc wvariacional
€2.1-1>, apresentem a s=oluglo de Schwarzschild para o campo
gravitacional Iivre. Em seguida, obteremos a solug3io estitica
e esfericamente =simétrica das equagles (3.3-62 e 3.3-11>

provenientes do acoplamento n3oc minimo dos campos gravitacional

e eletromagnético, finalizando com a anilise da mesma.

4.1- SOLUGAO DE SCHWARZSCHILD

Usando um sistema de coordenadas polares esféricas:



0
x = ct, r,

podemoes tomar a seguinte

esfericamente simétrica 1201

- B2 -

4.1-1>

forma para a tétrada estitica e

e wm( R 0, 0, o >
I}
i b
=3 y = { O , © ‘senfcosg, rcosfcos¢, -rsendsendd
{4.1-2>
ez“ = 0 s ebmsenesenep, rcosgseng, rsenfcos¢éd
esy = C 0 . eb(r)cose » -rsend . 4] >
Da definigio do tensor métrico 1.3-1> e das expressies
{4.1-22>, obtemos:
g, = dag. 2™ _a%® %, _rZsen’®), 4.1-3>
1

cujo inverso <:

g“v = diag. (e—zmn’ —eHme, -r-z, —rdzsenhze), 4.1-4>
Da definig3o 1.1-5> e das expressdes <4.1-2> e (4.1-4>,
resulta:
e H =< e 0 . o, o O
e = C O , e ® zenccose, r ‘cosfcosd, -r 'sen Osendd



~b(ry -1 -1 -1
e = C O , € senéseng, r cosfseng, r sen Gcosgd

b -
e = ( 0 , € mcose s -1 1:se.tma%‘ N 0 >

<(4.1-3>

Usando as expressSes (4.1-2) e (4.1-3> na definig3o
{1.3-9> da afinidade integrivel e o temos (as plcas indicam
I \

diferenciagz3o em relag3o a v

r° = a r = ? mople®
o1 12 13
rr‘ = p’ 2 wr? =t
11 21 a4
{4.1-6>
i m -re’” r’ = -senscosé
22 33
r‘ m -re "sen’e P = = coté
3a 23 92

As demais componentes s3o nulas.
Das igualdades <4.1-6> e da igualdade {1.3-13>,

obtemos as seguintes componentes niXo nulas do tensor de n3o

=4

holonomia A
MY

<4.1=-7D

Consideremos o tensor:
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: 1 <A - A b I <4.1-8>
(g2} P HY ISy

Das igualdades (4.1-32, (4.1-4) e (4.1-7), vemos que:

A . <14.1-9>
H

N

1]
Desta Ultima igualdade e da defini¢3o (1.3-102>, obtemos:

> - -A . <4.1-10>

Davemos chamar a atengIo para o fato de as igualdades (4.1-9> e

<4.1-10) serem uma particularidade do caso estatico e esferica-

mente simétrico.
Usando as igualdades (4.1-7> na definig3o (1.3-23),

encontramos para o covetor ¢ a seguinte expressio:
(-8

6 =m0 ,2rte®-1-a,0,01 C4.1-11>

o

Usando as izualdades {4.1-3>, (4.1-4>, 14.1-6> e
<4.1-10> na (1.3-8), obtemos as segulntes componentes da

afinidade de Levi~-Civita:

()= (S )w () e
(2} (22} () oo
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1 - _re—zb 1 - areZe®
22 00

1 -2 2
{ 33 } - -ra sen & 4.1-125

{Z)-{a)- {508

As demais componentes s3Io nulas.

»

1 i >
Podemos agora calcular os tensores K‘(“ }{“z) e l{“:s)
[

em ¢2.3-20>, mediante as expresses estabelecidas acima. Com

efeito, temos as seguintes componentes n3Zo nulas do tensor.

K-
(4

— - - ’2

Ko = 2e 2arb) [a" + Ca'-b’ <a’ + 2r Y - 2r 2a%ce®-1>- ;‘ ]

Kt:) - 2e ' [2»“2&2"-1) - a [ % + 2r“‘] ]

- — — , —_
:} = -2r ze zb [a" + {a’~b'> {(a’ + 2r 1) -a' [%— + 1eb ] ]

:) = Kff) csale ¢4.1-13>
K- '

— » — e
K?:) m e TP [-3" * (g_ - b’ + 2pr* ] a’ - r¥e® - »? ]
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K»? = K2 csc’e R (4.4-14>
o2 i2)
E 2

Kt'm

k' = L <4.1-155
(9 2 {2

A igualdade <4.1~15) & uma particularidade do casc estatico e
esfericamente simétrico.
Consideremos o escalar La C2.1-5). Das igualdades

acima e da definig3o

o m ool + 20 + a R €4.1-16>
i) @ 2}

temos as seguintes componentes nZo nulas do tensor:
3
K'Y = z a. KT, 4.1-17>

(observemos (2.3-10)>3:



- »
K°® = 2e 2a+hy {O! [a" + [;_

-2
+r [ e
{1

1 -4b a’z
K1 = Ze [ - — + {a
2 iy

2 -2 -2b
Kz - 2Z2r e [ - a_”a“ + (o -
4

[t §)

+ o) e’

a
2

- ?
- a- Lo +a)e2b)-2a rlb},
(1) 1)

- b + 2rt ] a’ + 2r 2e® ] +

- »r 2 - 2a r—ia-'] .
i1y

2

+ o
1

1

a'b’ -
)

- o + ad {a' - b’ r_1 + ar—ia’eb] .

K33 - Kzz csczs .

Seja La um escalar em que o €& nulo e .,

de zero. Das igualdades

gravitacionzl livre (2.3-14):

K'Y = o

tomam a seguinte forma:

r -1

-4
4 ) o

b (1-e2b)-2b’-0

A - e2® + 2a’ w0

a® + a’ - ah’ +r

{4.1-18), as

b'> mw O .

(4.1-18)>
diferente
equacSes do campo
{4.1-19>
<4.1-20>
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Este sistema n3oc ¢é sobredeterminado, ja& que a
terceira das equag®es segue das duas primeiras, resultando duas

equacBes e duas incdgnitas (a e b) [9] De sua solugio e da

jgualdade (4.1-3>, obtemos:

4.1-21>

Podemos determinar o valor da constante ro impondo
gue a equagXo de movimento de Newton, de uma particula no campo

gravitacional, seja ‘“restabelecida™ para campos gravitacionais

“fracos" [91

n

» <4.1-22>

cnde 8 & a constante gravitacional de Newton. m ¢ a ma=zsa do
sistema fi{sico gue gera o campo gravitacional e ¢ a velocidade
da lu=z.

r_ tem dimensXo de comprimento, sendo conhecido na
literatura como rale de Schwarzschild A solugcTo <(4.1-21) &
conhecida como solugZo de Schwarzschild (91

Com PR diferente de zero, podemos tomar:

- e a = o a R <4.1-23>

=4 o o
{2 2 (1) (3 3 &

onde o, e o, s%o duas constantes. (4.1-23>) em (4.1-16> para o

nulo, nos da:



1 + 202 + crs = 0 . {(4.1-24>

Considerando esta igualdade, (2.1-5) e (4.1-23>, temos:

L ma (L 4o L =<C1+20 2L 1. (4.1-25>
o (1) 1y 2 (> 2 (®
Portanto, toda teoria, cujo escalar La 21-5> ¢é da forma

4.1-25) apresenta a solug3o de Schwarzchild (213 As

constantes o:(

o e o, s&o arbitrarias, sendo 0'2 adimensional.

M#LLER {21 efetua a aproximagio NHnear para campos
“fracos'" das equagBes (2.3-14) no caso em Jque o tensor i
(2.3-10> ¢ identicamente nulo, obtendo as equagBes de Einstein

linearizadas quando a constante &, em (41-25) é dada por:

& wm - =, <4.1-26)

onde » & a constante de Einstein.

4.2- SOLUCRO ESTATICA E ESFERICAMENTE SIMETRICA DAS EQUAGCES

{3.3-6> e (33-11>

Tomemos para o© potencial eletromagnético estatico e

esfericamente simétrico a seguinte expressfo:

A# = {cam, 0, 0, O . <4.2-1>

Desta e de (4.1-4), obtemos:
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A" = <ce %, 0, 0, 0> . <4.2-2>

DPa definic3o do tensor de Maxwell €31-3> e de <4.1-4D,

resulta:
- maF =c, ! m - F'uce®®
10 O s ] ()
- 10 -2 bl
- F1° - FO,L - e, F'° & - F® u e ¥ C4.2-3>

As demais componentes destes tensores sfo nulas.

Da definigzo do tensor ﬁ#v (3.2-8>, de <4.2=-3D,

{4.4=~7>, (4.1-3), (41-4> e (4.2-2>, obtemos:

2
2

- = F = ¢ - ca’,

10 o4
g ~ 3 -2b
F m - F = o (o - ca’) ,

o o
{4.2-4>

- F = F -ea(c’-—ca"),

1 1
~10 S0l —-2{a+b}
F = - F {c* cat)

As outras componentes sZFo nulas.

Estamos agora preparados para calcular cada termo das
equagBes (3.3-6e11):com efeito, usando as expressSes (4.2-4) e
{4.1-4> na definicZo do tenzor BMY {3.3-5», encontramos as
seguintes componentes nIo nulas:

~ 1 -2 -2ta+b) 2
E°® m _— ™% o7¢ <c’ - ca’



. ondd 1 -2b -2(a+b: 2
E = - — g e {c* - ca’>

B2z . 1 p 2 o aver. | Lory2
8n
BE? a czc’e B C4.2-5>

Consideremos o termo Aula F* Das expressies

(4.2-2), (41-6> e 4.2-4), encontramos para a Unica componente

nIo nula:

[+ 220 Ot -2a —-2{a+b
- e L=
lox

et - aa? . C4.2-6>

Ve jamos o termo ﬁ“v' . Usando as igualdades <4.2-4)

M=

e (41-12), obtemos:

F* = [—e-z‘°+b){(c’—ca’)’— Cc’-ca’> Ca’+b’-2r '3 , 0, 0, 0]
H=1

(4.2-7>
Das igualdades (4.2-4), C44=72 a 4.1-42>,
encontramos:
% ﬁap ATPH - [ - ¢c* - cad are ¥*™® g 0,0 ] <4.2-8>

Observando as identidades (2.4-20)>, temos das igualdades

(41-18) as segulntes componentes n3o nulas do tensor de

Einstein:

Goo - e-2£c.+b> [ r—2 i - ezb) _ Zl‘_ib’ ]



't - —e™® [ r2 - e +2pt a ]

P T R e [ a" + a” ab’ + r ' a - b ]

G = §F csc & . {4.2-92
Usande as igualdades (4.2-5> a (4.2-9) nas equacles

(33-6 e 3.3-11), obtemos o seguinte sistema de equagles

diferenciais ordinarias n¥o lineares de segunda ordem:

(e’ - ca’d - €’ - ca*d> b’ - 21'--1) = 0
o2 r 2 - &% - 2n7'p - §—:— &’ - cand’ =0
4 4.2-10>
eza r—z «a - eZb) + 21'-—13’ + é {c*® - ca’)z - 0
a’® a"t + a’z - a'b’ + r-—1 {a’ - b* ] - % (c’? - ca’)z-O
\.

Este =sistema n3Io ¢ sobredeterminado {(Apéndice GCX: a
quarta equacio segue das trés primeiras. Temos portanto, trés
equacBes e trés funcdes= Incdgnitas: a{r), bd> e cird No
acoplamento n¥o minimo de NOVELLO & SALIM {15], o sistema de
equac®¥es correspondente & sobredeterminado [22]

A primeira equagZo em ((42-10> tem como primeira

integral

c’ - ca’ m - qebr 2 R 4.2-11>
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onde q € uma constante de integragdo. Quando o campo
gravitacional ¢ mudto fraco, temos de (4.1-7) que a’ e b =s3o
aproximadamente nulos. Portanto, de {42-11) vemos que a
constant.e q deve ser identificada como sendo a carga do =sistema
fi=zico esfericamente zimétrico.

A equagXo <4.2-110 nos permite eliminar c(r> das
segunda e terceira equag@es do sistema (4.2-10). As=im, o

sistema que devemos resolver &:

b -2
c’ - ca’=m - ge 1
2a | -1 2b 7 2 2b -3
4 e ™ 1 - 3 - 2b° -r e r = 0 £4.2-12D>
-
2 I r»* 1 - &% + 220 | 4 =2 e2® ™ a0,
| L i
onde:
et
rZ = 23 €4.2-13>
- 8

Esta constante & conhecida na literatura como ralo de
Reissner-Nordstrom [91

Consideremos as seguintes definicSes:

X - a2® , v o= e 2% <4.2-14>

Utilizando estas express®es no sistema <(4.2-12), resulta:
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y _ € _ ~1,2 -2
-z x=a¥
[ -1 _ 1 Y* 21 _-3
[ -1 1 X 21 -3
x-r < 1 ?)"'}—{""—"'Po?r = 0
k.

Adicionando e subtraindo as duas dltimas equag®es, obtemos o

seguinte sistema equivalente a (4.2-15):

-1-2 -2

c’- a —-g¥Y ™

|

c
2
: XYY = =20 X <Y - 1D {4.2-16>

~3

XY’ - X'Y = Eri r

cujas solucfes <{Apéndice D) se dividem em dois casos: i> A = 0
e ii) A # 0, onde A & uma constante de integraciIoc com dimens3o
de comprimento, que identificaremos mais adiante. Ve jamos o

primeiro caso:

i A= 0
X{rd> = 3
i
4
r
Y(r) = 1 - "“”i' (4.2-17D>
A

ccr) w L - cos™! It f: Cr>r D
T 7 r d @
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Onde 3 e p s30o constantes de integrag¢o.

Observando que:

Ccos *x> ™ - —~ €4.2-18)

&%

1 - x

& imediato verificarmos que (4.2-17) & de fato =olugi¥o do

sistema <4.2=-16).

Levando em conta as condicSes de contorno:

fZim X = {im Y = 1 e fdim ¢ = 0 , 4.2-19>
r> W r 4 o r-> ®

isto &, que os campos gravitacional e eletrostitico se anulam
no "infinito", vemos de 4.2-17) que os valores de /2 e » devem

T
ser 1 e ; respectivamente:

2
X<r> = 1
4
b &l
Y(r) = 1 - —:— €4.2-20D
r

ke

clr) = - [
T

-4 @
- Qo= —
r
=

11
2

Consideremos o segundo caso:
|
it A =0
Neste caso, devido ao fato de as fungfBes X<r2, Y2 e

c{r) n3o poderem, em geral, ser expressas explcitamente em

termos da coordenada r, estas apresentam-se sob a forma



parametrica. Expressando a ceoordenada r como fung3o de um

parimetro adimensiconal x, & observando que

-4
g—r - [%] g—x , ¢4.2-21>

0O =sistema (4.2-16) torna-se:

~4-2 -2

NI O
sl
]
S
"

; XY + XY m -2X <Y - D r ' p C4.2-22>

onde os pontos indicam diferenciagfio em relagio aoc parimetro x.
A =olugio do s=sistema {(4.2-16> para A diferente de =zera, pode

ser de trés tipos, conforme a constante adimensional

A [ hd ] C4.2-23>

=eja menor, igual ou maior que a unidade {(notemos os graficeos

ao fim do capltulo)

17 > x <1 :
1/p 172
r<x> =B Y 2 5{[1-(px)z][1—-+—p"-] }
X 1 - px
_ 1P
XCx) - 1 - px . C4.2-24>
SB? 1 + px

YGO = <1 - 307 [ 1 - (pxd? ]“

-1/2p 172p
1 - px _{—2—1 AB 1 - pX s ]
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onde B e a'.:c‘t s%c constantes de integrag3c, e

p =<1~ x> <4.2-28)

r<x> = B v 2 %ex

X(x) m o &

<4.2~260

Y(xx> m {f - x)z

Cix) = [ ax + ca ] e_x

-1

- te

[

AP

o
N3

172
r{x) w B v 2 %[1-?(“:()2] e

bl ™

-1 1
Tt ;x“]

[y
JIN

X{x) m —— o [

-1
Yoo = <1 - x° [ 1+ o ] C4.2-27>

3'_ [ E - tg—" _!. ]
c> m | A [T et L) ag e D™ L2 nx
v 2" ABn b 2 ¢ mx °



onde,

n = ¢x - Y <4.2-28)

Substituinde as func@es (4.2-24), <(4.2=-26), 4.2-27>
e suas derivadas em relag3o A x no sistema (4.2-223%,
encontramos identidades, o que evidencia que, de fato, estas
fungBes s3o solugBes do sistema.

A= expressdes (4.2-24)>, 4.2-26> e C4.2=-27> s3do

fungBSes continuas do parimetro x no segmento:
0 <x<1. (4.2-29>

A funcZo rx) ¢ inversivel neste segmento (r ¢ uma fung3o
decrescente de x>, embora, em geral, nio possamos estabelecer a
fung3do x(r) analiticamente. Este ¢ o (Unico intervale de
variag3o do parametro x que define fungles Xr’ Y(rd> e ci(rd as
quals satisfazem as condicBes de contorno (4.2-19). Como
veremos na proxima seg3o, nZo podemos cbter os potenciais Xd{rd,
Yr) e cird para ralos menores que um determinade raic minimo
I‘o.

Para identificarmos as constantes A, B e co »
consideremos o caso em qie a carga do sistema fisico

esfericamente simétrico ¢ nula. Segue das definig@es (4.2-13),

(4.2-23> e (4.2-25) que:

q=0 + r =0, A=0, p=1. <4.2-303
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Portanto, a solug3ioc ¢ do primeiro tipo. A primeira fungcioc em

{4.2-24) fornece:

1

AB { 2

r -1 {4.2-31)

Levando esta fung3Zo na segunda expressioc em {4.2-24), obtemos:

1 2AB | 2
XD = — t - - 4.2-32)
BBZ r

Da condig3o de contorno <4.2-19> e da fungio (4.2-323,

encont.ramos:

B= — 4.2-33>

Substituindo este valor em (4.2-32), temos:

X(r> = 1 - <4.2-34)

>

Analogamente, substituindo (4.2-31> =] {4.2-33> na terceira

fungio de (4.2~24> obtemos:

Y{(r> = 1 - % . 4.2-35>

Levando em conta estes resultados, temos a seguinte express3o

para o tenzor métrico esfericamente =imétrico 4.1-3):
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a2 = diag. [1 - g— ,y - [1 - é-] R -r? N -r? senze], (4.2-36>

que ¢ a solugio de Schwarzschild. Este fato ja era esperado,
uma vez que r_ = 0 faz com que as duas gltimas equagdes de
4.2-12> =sejam aquelas de (4.1-20) as quais‘ determinam a
solug3io de Schwarzschild (4.1-21), conforme vimos na secio 4.1
Da mesma forma que naquela ocasifo, agora langamos m3o do
limite newtoniano da equacio de movimento de uma particula no
campo gravitacional, para identificarmos A como sendo o raio de

Schwarzschild (4.1-22):

A=xr . 4.2-37>

Substituinde <(4.2-30>, <(42-31> e (42-33> na quarta

fungio de (4.2-24)3, obtemos para o potencial eletrostatico:

172

c{r> m ¢ [ 1 - A ] (4.2-38>
0 by
1
Desta funcIo e das condicBes de contorno (4.2-19>, resulta:
c, = o, {4.2-39>
e portanto:
)
c{rd> = 0 . (4.2-40>

Os valores das constantes A, B e <, em <42-26> e
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(4.2-27) s530 o= mesmos que em 4.2-24) devido A continuidade

das fun¢g@es em relagfo ao parametro A definido em (4.2-23).

4.3- ANALISE DAS SOLUCDES

Inicialmente vamos analisar o caso
&2 A= r = 0.

Vemo=s da igualdade {4.1-22) que, neste caso, a massa do sistema
fisico esfericamente simétrico ¢ nula. Embora esta solug3o
parega, sob o ponto de vista fisico, algo irreal, JjA que na
Natureza, cargas apresentam-se com massa, ela ¢ util sob o
ponto de vista comparativo desta teoria com aquela em que os
campos gravitacional e eletromagnétice interagem segundo o
principic do acoplamento minimo.

Das fungBes (4.2-20) e das definicBes {4.2-14), temos

para o tensor métrico esfericamente simétrico {4.1-3> a

expressIo:

2
r
g = diag. [1 , - [1 - —: ] , -1, -rlzen’e ], <4.3-1>

valida para r > r . Expandindo a terceira fungi3o em 4.2-20)
-

»

em uma série de poténciaz de r—. [23], temo=s para o potencial

!
eletrostitico:

2 2
™ o F4
.c<1~>-3[1+n—jl =+ 13 [-‘]+...], <4.3-2>
T 3 2 2



valida para r » r-a .
Na teoria da relatividade geral, este mesmo problema
ezsfericamente simetrico tem a solug 3o de

Reissner—Nordstrom [91:

r’ r? -1 2 2
gp-diag.[i-l-—:,—{l-l-—:] ,-r,-rsens]
H b o r
<D -q; <4.3-3)

Comparando (4.3-3) com €(4.3-1) e (43-2>, vemos que as duas
teorias apresentam solug@es distintas para o problema: a
component.e goo’ em (43-1), nioc ¢ afetada pela presenga da
carga, enquanto o mesmo n3o ocorre na solucFo de
Reissner-Nordstrém. Qutra diferenca ¢ que o tensor métrico em
(4.3-1> & definido apenas para 1 > r_ enquanto gque © tensor
matrico de Reissner-Nordstrdim, ¢ definido para todo r© > 0. Além
disto, o potencial eletrostatico (4.3-2) envolve a constante de
Einstein a, mediante T (4.2-13>, o que nIFo ocorre na solugdoa
de Reissner-Nordstrom.

Contudo, as duas solugBes tem aproximadamente o mesmo

comportamento para r© » r:

gm) ~ diag. [ 1, -1, -rz, -r’sen’s 1

clrd =~ 9 R 4.3-4)>
T

onde desprezamos termos de ordem maior ou igual a dois em ro/r,

qguando comparadas com a unidade.
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Ve jamos agora o caso

U,)AErQ#O.

Da definicio (4.2-237, vemos que A & funcIo da razio entre o
raio de Reissner-~Nordstrim e o de Schwarzschild, ou de forma
equivalente, entre a carga e a massa do sistema fisico

esfericamente simétrico:

A o= @t [ q ] R <4.3-5)
m

x = 209 <4.3-6)
P
c
e a igualdade <4.1-22). Quando tomamos o valor numérico acima

para x», estamos supondo que o campo gravitacional interaja
segundo o© principic do acoplamento minimo com a matéria
ponderavel e que, no limite de campos “fracos", obtenhamos a
t.eoria Newtoniana (9]

Considerando que as constantes A, B e < s¥o dadas em
(4.2-37), 4.2-33> e {4.2-39), vamos a seguir exibir o]
comportamento dos potenciais X@), Y@) e c(rd> em relagdo a
coordenada r, no intervalo fisicamente aceltavel: 0 <« x <1
(como jaA mencionamos, este intervalo define os potenciais que
satisfazem as condic®es de contorno (4.2-1922,

Os potencials X<rd, Yr) e c(r) sFo definidos no

seguinte intervalo de variagfZo da coordenada r:
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r,o<r < @ , <4.3~7>
onde:;

fim r(x> = @ (4.3-8>

X > 0O

e onde T ¢ o raio de "maxima aproximac3o” do centro de

simetria dado por:

r o= 0
E-]
1Py 172
1 _ .2 1 p
—2—1\9{[1 p][i—p] } 0 « o< 1
r = {im r{(x)= ]
N 1
-1-re- A = 1
2 a ’

- Y. |

{4.3-9>

Os paradmetros p € n sf%o definidos em (4.2-25) e (4.2-28).

Para uma dada massa, ro ¢ uma funciZo crescente de k.
Portanto, de {4.3-5>, vemos que, guanto maior for a carga,
menos podemos nos aproximar da origem. A menor distancia de
aproximagXo ¢ o raio de Schwarzschild, ocorrendoe quando a carga
& nula . = 0).

0 potencial gravitacionat X{r)> ¢ uma fung3o crescente

de r. Seu valor minimo ocorre na vizinhanga de ra'



1/p
i-p
[ i+p ] 0 = 2 ¢
X @ Z4m XCrom e 2 A w1
T
o
2 (TE -1 1 ]
. — — tg —
e 2 n O |
<4.3-10>
tendendo & unidade, quando r tende ao infinito:
Zim X(rd> = 1 €4.3-11)

I>m

Xo, por sua vez, &€ uma fungldo crescente de . Quando

a carga € nula, isto é A = 0, vemos de (4.2-25) e (4.3-10> que:

X, <q =0 =0 <4.3-12)

Na figura 1, encontramos o grafico X(r)> x r para

1
E}
X<{r> & o potencial gravitacional de Schwarzschild (4.2-34).

quatro valores de X Q, 1 e 2. Notemos que para A = (,

0O potencial Y42 ¢ wuma fung3o crescente de r,

anulando-se na vizinhanga de T

£im Ydr> = 0 {4.3~-13>
I > I"o

e tendendo A unidade, quando r tende ac infinito:
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Zim Y(r> = 1 <4.3-14)
T > o
Na figura 2 encontra-se o grafico Ydr> x r. O

potencial de Schwarzschild ocorre para A = 0, sendo igual a
Xdxr)> ((4.2-34) e (4.2-352).

O potencial eletrostatico <(r>, para A < 1, tem um
comportamento, cujas conseqiiéncias fisicas s3o curiosas. ci{rd

de uma carga positiva ¢ uma fungio crescente de r no intervalo:
r <r<mr , <4.3-15>
o -]

onde r. ¢ dado pela segunda igualdade correspondente em (4.3-9)

e r_ por:

r = I r . {4.3—-16)

c x> mz™ 2, €4.3-17)
=2

tornando-se decrescente para r > r e anulando-se no infinito.

fZim c(r) = 0 . <4.3-18>
r s

Az=sim, uma carga positiva, vindo do Iinfinito, =seria
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“repelida” <(nos referimos A interag3io eletrostitica) pela carga
pozitiva na origem, até atingir r, a partir de onde ela
passaria a ser "atraida'.

Esta regifc de atragcfco entre as cargas positivas ¢
muito pequena, gquando comparada ao raio de Schwarzschild
{observemos as figuras 3 e 43, e =5 ocorre no dominio de
definigc3o do potencial eletrostitico, para valores de A menores
do que a unidade, isto &, para:

172 <4.3-19)

31
o~
@

onde usamos (4.3-5). Por exemple, para wuma particula com a
carga do préton, a massa deve sSser no minimo da ordem de
grandeza de ﬂ)—dg, para que esta reglio ocorra A massa do
préton ¢ da ordem de 10_2‘3 e, portanto, esta regiio nio &
prevista.

.Obviamente um comportamento andlogo para o elétron
{cuja massa ¢ da ordem de 10_27g) t.ambém nio & previsto.

Para A= 1, podemos expressar o potencial
eletrostatico analiticamente em termos de . Com efeito, de

(4.2-262, temos:
c(r) m ‘13; s €4.3-202

tendo um valor maxime {g positivad na vizinhanga de r

c = fm clr> = Ze? %_ . <4.3-21>
I > l‘o <
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A razio de <4.3~-21> e <4.3-17D terem a mesma

expressio, encontra-se no fato de gque

£im r =% ro . (4.3-225
Al

Para A > 1, o potencial eletrostatico de uma carga
positiva & uma fungfo decrescente de r, tende seu valor maximo

na vizinhanga de T,

1 12 T -1 1
c = Im c<rd> = 3 (i+—] [—-—tg ———] <4.3-23>
o r 2 2 n
rs r o n
o
e anulando-sze no infinito:
fm c(rd> = 0 . (4.3-24>
r» o
Na figura 3, encontra-se o grafico de c(rd =x r. A

regifo r,<T T, para A = 172, encontra-se ampliada na
figura 4.

Como jJA comentamos, em geral nSc ¢ possivel expressar
os potenciais em termos de um nimero finito de funcgBes
elementares de . Contudo, podemos expressi-los em wna série
infinita de poténcias de ' 0 procedimento, que ¢ aplicado
As solugBes (4.2-24), <4.2-26> a 4.2-27D & iterativo, e
basela~ze na invers3o de séries de poténcias (24} Com efeito,
14

obtemos as seguintes expressBes para as componentes €oo © &

do tensor métrico, e para o potencial eletrostitico:
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rB 1r9r°
e =mi1-_-=-1 + OC4d
o0 b & .
2 2
r v 1 T T, -
. ._[1__3_-‘:_~_______.+o<4)] <4.3-25)
i1 b ol 2 2 a3
r nr
2 2
1 Yo 1%
ey m L1 -2 242 250w | .
r 2 2 & 2
b o I

Cnde ©{(n> indica termos de

ordem igual ou maior a n.

Naturalmente também podemos obter estas expressties através da

solugio por séries de poténcias em r! do sistema (4.2-16).

Quando a gravitagfio e o eletromagnetismo interagem

segundo acoplamento minimo, obtemos para O problema

esfericamente simétrico a solugio de Reissner-Nordstrdém 21

-
] {4.3-26D
r

i
Notemos gque a expressIo do potencial eletrostatico em <(4.3-25)

envolve a massa do sistema fisico, mediante ra, ao contrario de

sua exprezszsio em (4.3-26D,
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Figura 1: Grafico X(r) versus r. Da esquerda para a direita as
curvas referem-se respectivamente a A = 0, V2, 1 e 2.

4w
—

/ T | T T T I 1 T T

lOfs

—
@

Figura 2: Grafico Y(r) vsrsus r. Da esquerda para a direita as

curvas refarem-se respectivamente a A = O, 12, 1 & 2.
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Figura 3: Grafico c(r) versus r. De baixo para cima as curvas

referem-se respectivamente a X = 0, 12, 1 e 2.

Figura 4: Ampliaq%o da extremidade esquerda da curva c(r)

versus r para A = 172,



CONCLUSOES

Neste trabalho, foi possivel formularmos wuma teoria
de interag3o entre o= campos gravitacional e eletromagnét.ico,
onde os potenciais gravitacionais =30 o= vetores que formam a
tétrada. Por wum ‘“principico” de acoplamentoe n3o minimo,
chegamos as equagd@es de movimento (3.3-6> e (33-11> que n3o
envolvem constantes de acoplamento. Eztas equagd@es, no caso
estatico e esfericamente simétrico formam um sistema
determinado, cuja =olugZo fornece praticamente os mesmos
resultados que a de Reissner-Nordstrom, para valores da
coordenada radial r muito majiore=s que os raios de Schwarzschild
e Reissmner-Nordstrom.

Um proximo passo na investigagfo deste particular
acoplamento n¥o minimo ¢ o seu confronto com dados observaveis
(esta teoria viola a cbnserva;zo da carga eletromagnéticad.
Caso a teoria esteja dentro dos limites da observagdo, seria
valide investigarmos uma possivel extens3foc analltica para raios
menores gque o ralco minimo T assim como suas implicag@Bes
cosmoldgicas.

Merece investigagiIo a possibilidade de interpretarmos
:i"“ em <3.3-18) como uma densidade de corrente “eletromagnstica

(esta interpretagio & considerada por NOVELLO & SALIM [151) e a
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anaAlize das propriedades de 3° <r) para a =solugio esztatica e
esfericamente simétrica apresentada no capitulo IV.

Foi pos=ivel, ainda, apresentarmos t.eor;ias de
acoplamento n3o minimo, onde a carga eletromagnética se

conserva, embora estes acoplamentos n3o tenham a motivagdo do

referido aAcima. Para uma destas teorlas apresentamos as
equagBes de movimento. Um préximo passo seria a obteng3o da
solug3o estatica e aesfericamente simétrica, kem como a

possibilidade de =solug®es cosmoldgicas.



APENDICE A

DEMONSTRAGCAO DAS IDENTIDADES (2.3-17)

Consideremos uma transformag3o infinit.esimal de

coordenadas:

' x.""u = 3+ },‘“ x3. AALS

Frente a estas transformag®es, as variac®es locais do covetor

e ) sZo [8)
A

5 e - - ¥ - e ¥ CA2Z2>
Al A it Aol
A variaco local da a¢Xo gravitacional & (notemos (2.3-113):
s fe dxm [ e s5e |e| d'x. CA.3D>
a r> At

2 2

Substituinde nesta express3o a igualdade <(A.2) e usando os

resultados do capitulo I, temos:

- + ¥ ¥
6I$adx--I(K“v{;#+K“vy

£2 £2

o £y je| d*x, CA.4>
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A primeira int.egraéﬁn em (A.4) pode ser expressa como:

v & v < 4
JKE &7 el d'xm [ k" 27 e d'x - [ Kt le] d'%,
[+ ] £2 £2

<A5)

k" £ Je] d'x = ¥ > d%, CA.6D
w HY. L s

2 2

que pode ser transformada numa integral de superficie sobre a
fronteira de Q, onde E{a(x) =) nulo . Portanto, esta

integral n¥o contribui, e a (A4) torna-se:

s fe d%m=- [1 —x“aw £* + KM y"w £ 1 |e| d*x . CAT
£2

Considerando esta express3o, a invariabilidade da

acTo gravitacional:

s [ e d*x = 0 CA.8)
a

<3

e o fato de que o vetor Infinitesimal £%(x) ¢ arbitrario,

obtemos as 1dentidades (2.3-17D>:

K -k ¥ =o0. CA.9D



APENDICE B

CALCULO DOS TENSORES K’: 1,:)

Levando em conta as expressdes do capitulo I, obtemos

por calculo direto:

g
o P B>
de e g o
A
o
gg - —  gHP AN 4 g oAP <B.2>
Au
dle Ap
ai——l- - e Iel B.3
A
An
ol A M
Au
an 7
o - et s Y BB
de =
Al , :

onde o tensor 6‘“;"‘9 & definido por: !

- &% &Y (B.6>

Considerando estas exXpressSes e o fato de que para
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qualquer tensor anti-simétrico TO‘P, vale a igualdade 191
H

L (le] T*> =T (B.7>
|e' - ;

podemos chegar As expressfSes em (2.3-20) dos tensores K‘:' 1,:). O=s

calculos t.ambém s3o diretos, porém tediosos.



APENDICE C

DEMONSTRAGCARO DE QUE O SISTEMA <(4.2-10> NAO E SOBREDETERMINADO

Subtraindo a segunda das equagBes em 4.2-100 da
terceira obtemos:

2a £ o - ga’ DE .1

Ca +b >m - 2_ge”

8r
Diferenciando a terceira equag3o em relagZo a coordenada radial
r, & em segulda, usando as trés primeiras equagBes e a

igualdade (C.1>, obtemos:

e?® fa" + ¢a’ - b <’ + 1 - —3—1—1— e’ - cad = 0 <C.2>
que & a expressZo da quarta equagio. Portanto o sistema
{4.2-10) n3o ¢ sobredeterminado: temos trés funges e Lrés

equagfes independentes.



APENDICE D

SOLUCAO DO SISTEMA (4.2-16)
Da segunda equagio em (4.2-16) obtemos [231:
Yo m 2X 't [ { Xr dr + o ] , MDD

onde a ¢ uma constante de integragio. Da terceira equag3o em

{4.2-16) obtemos:
Y(r> = 2X [ r: 27 X% dr + 3 ] » <D.2>

onde 3 ¢ uma constante. Igualando estas expressdies e efetuando

a seguinte mudanga de variavel:
u = Xr , D.3D

obtemos, apds diferenciarmos em relagdo a 1:

|
ety - [fudr+a] C-20% w + 1. <D.4)>

&

Definindo:
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v:-fudr--l-a -5 v’ a4y, D.5>

de (D.4> temos, apds diferenciarmos em relagio a cocordenada »:

{r r - v >m 0 <D.6>

A solugio desta equag¢3o encontra-se tabelada em
KAMKE (25]. De sua solugio podemos determinar Xd{r> mediante
D3 e (D3 Em seguida, subsgstituimos X<{r> em D12, obtendo
Y{ro. Finalmente, substituinde as exéressESes encont.radas para
os potenciais gravitacionais X{r> e Y{) na primeira das
equacBSes do sistema (4.2-16), cobtemos o potencial eletrostatico
ci{rd. Apds algumas manipulag@es nas expressdes, encontramos

aquelas apresentadas no texto.
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