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RESUMO

Mostramos a existéncia de novas leis de conservagio
gravitacionais, anilogas As encontradas por Lipkin e Ragusa
para o eletromagnetismo. Revisamos o trabalhe de Novello et al,
sobre o© comportamento de monopolos magnéticos gravitacionais,
onde se mostra que seu movimento ocorre sobre curvas de
aceleragic constante. Determinamos, finalmente, az equagdes de
curvas de acelerag3ic constante numa métrica de Minkowski

per turbada.
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INTRODUQXO

l
S3o reconhecidamente importantes na Fisica as simetrias

dos sistemas fisicos sob transformagic de coordenadas, e as
leis de conservagdo que delas resultam. Assim, a invariancia
sob translag¢ic espacial das equacSBes que descrevem um sistema
regultam na conservagio do momento linear, a2 invariancia sob
rotagies resulta na conservagio do momento angular e A
invarliincia sob tranglacSes temporais assocla-se a conservagiao
da energia.

Associam-se leis de conservagio também a invariiancias dos
sistemas ficsicos perante transformagBes n¥o relacionadas as
coordenadas. Um exemplo cléassico & a invarlancla de calibre das
equacBSes de Maxwell, que resulta na conservaglo de carga.

A invariancia dual das equagcBes de Maxwell ja4, ha muito

{103

tempo tem motivado extenso trabalho de

, [(13,0113,£f12]
pesquisa .

De uma maneira dgeral, podem-se salientar
dolis aspectos nestes trabalhos. As equagBes de Maxwell, na
auséncia de fontes, sHo invariantes perante tLransformagSes
dualis, e muitos trabalhos exploram este fato com o obhjetivo de
estudar as leis de conservag3o associadas. SFo exemplos os
trabalhos de Lipkint ?, calkin'?®!, kiwble'''?!, ragusa'®

outroas. E hd os trabalhos Jque propSe a mandtengio de?ta

invariancia das equa¢®Bes de Maxwell mesmo na presenga de

fontes, sendo para lsso necessario admitir a existéncia de

- wvi -



particulas dotadas de carga magnética. O trabalho em que
Diracu:g:i propdiem a existéncia de monopolos magnéticos para
Justificar a quantiza¢ic de carga gerou extensa literatura a
este respeito[14]’[15]’[16].

Neste trabalho estudamos os dois aspectos mencionadeos, no
ambito da teoria da gravitag¢dic de Einstein. No Capitl.lllo i,
depois de fazermos uma revis3o dos ja citados trabalhos de
Lipkin e Ragusa, mostramos a existéncia de novas leis de
conserva¢ac gravitacionais, andlogas as encontradas para o
al etraomagnetismo.

Q Capitule 8 dedica-se ac estudo do comportamento dos
monocpolos magnéticos gravitacionais dque, comno no
eletromagnetismo, s3o introduzidos para preservar a invariincia
dual das equa¢Ses de campo. Expomos o engenhoso argumento de
Novello et al.{S]. em que adqueles autores utilizam o mapeamento
conforme de trajetdrias de polos elétrices gravitacionais em
trajetédrias de polos magnéticos gravitacionais, Ressaltamos
também algumas caracteristicas importantes do movimento dos
monopolos magnéticos, entre elas a de deslocarem-se sobre
curvas de acelerag¢io constante.

No Capitulo 3 fazemos uma revisio sobre observadores
acelerados e de sistemas de coordenadas apropriados para
descrevé-los. Determinamos, em primeira aproximag3o, curvas de

aceleragio constante numa métrica de Minkowski <om perturbag3o

esférica.



CAPITULO 1

NOVAS LEIS DE CONSERVACAO

1.1- Introdugio

Lipkintl], indagando—se sobre o significado fisico da lei

de conservacio

diviE~@E 3L + HAdH-dL]1 + @-/8LIE-{rotEd) + HelrotH>] = 0O, C1.1.1D

que sempre acontece ser vilida para um campo eletromagnético
arbitrarioc no vacuo, procurou expressa-la em notagfo tensorial.
Esta notagfio revelou nove leis adicionais, do tipo da
eq.{1.1.12, ou seja, com a aparéncia de serem matematicamente
independentes do impulsc e da energia.

RagusaEZ], em um trabalho recente, mostrou haver, para o
campo eletromagnético, mais seis leis de conservagio do tipo
encontrado por Lipkin.

Neste estudo, mostramos que também para © campo
gravitacional, na auséncia de materia, & possivel definir
grandezas conservadas andlogas &as encontradas por Lipkin e

Ragusa para o campo eletromagnético.

1.8~ O zilech eletromagnético




Consideremos ¢ Lensor densidade de zilch, definido por

z = B> F -pME Ci.2.1>
HYP H Av, o ¥ Av, o

onde ? é o dual de F , definido como
FoLE L

£ =129 FP C1.2.2d

F=3 nyppo ¢ o tensor completamente antissiméirico, com 7y

Fyv ¢ o tensor antissimétirico que, junto com seu dual, satisfaz

o123

as equagdes de Mawxwell para o vacuo

F“”,V =0, €1.2.3ad

gv o~ o, €1.2.3bD
1

e também as equagBes de onda

a g

=0 , £1.2.4ad

O = o . C1.2. 4D

Diferenciando a identidadeES]

RN

]

_ o
- 174 F g 2 Y . | C1. 2.5

oblemos



A ) _ M o3
FH va’p F .pﬁxv 1.4 & VCFdﬁf >, - C1. 2.6

Diferenciande uma vez mais, e usando as equacSes de onda

Cl1.2. 4>, chegamocs a

BN R VP o L gy gHVES o

Fx C1.2.7D

» F r
o o3

Fazendo usc agora da eq. (1,.2.680 na expressic (1.2.10 de vap’

ocbtemos

= F 2 ANOE

Z .+ F + 1,4q <cF BB, c1.2.8)
Hvp un AvTp # TP Av Spv "oy el

A  expressio ci1.2.85 & util para mostirar al gumas

propriedades de zpvp’ como veremos a seguir. Vé-se

imediatamente, por exemplo, Jque Zuvp 4 simétrico nog dols

primeiros indices,

Z2 =2z . C1.2.9
Hvp  Tvup
e tem trag¢os nulos, pois
2 2B L F B - o, €1.2.105
e Ap o a3 P

i
e também, usando as equagBSes de Maxwell (1.2.3) na expressio

1.2.1)0 da densidade de zilch,



zP = F P _p B 5. Ci.2.11)
MA [RS e
|

Mostraremos agora dgque Z‘uvp.p = 0 . Derivando a expressio
{1.2.8), e usando as edquagdes (1.2.43, temos, apds agrupar os

termos semelhantes,

ot P = Lt o LI TN Y

, , €1.2.12D
e = 2PN o of

onde, nesta dliima passagem, usamos a identidade (1.2.72. A edq.
(1.2.12> ¢ de grande importancia, pela interpretacioc que
[41]

admite. A aplicag¢io do teorema de Gauss » deneralizado para

quatro dimensdes, resulta
§ 2"Pas_ = [ 2M"P, av , C1.2.13
o e
onde a integral do lado esquerdo ¢ realizada sobre uma
hipersuperficie fechada, e dSp sio as componentes da densidade
vetorial que em cada ponto da hipersuperficie & perpendicular a
ela. Egstas componentes sio
ds = caxdx®ax®, ax®dx®dx’, dx’dax*dx’, dax®ax'ax®>.  c1.2.14d

Aszim, a integral do lado esquerdo pode ser desmembrada em

I Z“vodxidxzdxa +



+ feZH ax®dx® +27 2 dx dx®+ 2Pt dx®rax® = o. C1.2.15)
Podemos interpretar zH, definido pela integral wvolumétrica
2 = [ 2% ax®ax® C1.2.16>

como a gquantidade total de =zileh Qque o wvolume de espago

conslderado contém. A integral de superficie,
Y = 2P+ 2Pt axs 2 axtax® €1.2.17)

representa o fluxo instantianeo de zilch através da superficie
que encerra o volume considerads. A e9q.(C1.2.15> é, assim, a

forma integral da equa¢3o de conservagio
azt ax® = - 1M, (1.2.18D

zHv e IMY s%o tensores simétricos e de trago nulo, como
asseguram as equacdes €1.2.9) e (1.2.11)>, Portanto, (1.2.183
estabelece a conserva¢do de nove grandezas independentes.
Ragusa mostrou dque existem seis leis adicionais de
conservacio do tipo das descopertas por Lipkin, ou seja,
envolvendo apenas derivadas de primeira ordem das grandezas do
!

campa. Estas leis adicionais relacionam-se com o tensor

antissimétrico na troca dos dois primﬂiros indices

yHY o EeRp v EVAL C1.2.19>
e AP AP



Para mostrar que YMVP,p = 0 , basta tomar

i
yHe, o BEA g v e, BN qp Yo
e =S A

- pHP _PANOEH oo, C1.2.200

e x A
onde usamos as equagBes (1.2.4a) e (1.2.7). Com um procedimento
analogo ao que nos levou ac estabelecimento de C1.2.182,

pode-se mostrar que YHYP  qa origem a seis novas leis de

conservagiZo.

Assim,
YYo= YR asdtastax® CL.2.21)
define seis grandezas conservadas que obedecem a egquacio

ay?’ _ T c1.2.22

a

dx

ande
GV = [ YH alaxd ¢ v adtaxd YRV axtax®

& o fluxo total da grandeza conservada yHY
§
As expressdes das Jgrandezas conservadas ZHY e YMY em

termos dos campos elétrico e magnético E e H podem ser obtidas

por melo de



E =F.LO ,
v Ci1.2.23
H = - & .AFJk =fLo >
L L jk
que, introduzidas nas eqgs.(1.2.1) e (1.2.19>, fornecem
2 2 (E - (Y xE) +H-CY xD 3, €i.2. 242
%% - ( E x 8E-8L + H x dH at Iy, C1.2. 24bD
20 = 5 2°9° _ [ E ¢V x ED +HCY x D 1
ab =1 (b a (b
- [ E.CY x ED + H . ¢V = HD 1, CL.2. 242D
b -5} (b {a)
obC
Y = [ H x dH/aL - E x JE/0t 1, , C1.2.25ad
Y®° - [ E ¢V x B + H (Y x D 1 -
a { b b {a
- v ow -7
: EbC * E)(a) * Ha( x HD{b) P (i.2. 28D

Um exame destas expressfes mostra que podemos considerar
. OO0 .
como constantes de movimento as grandezas 2, e ainda e, h, e

Xab que s3oc definidas por

i
H

[ E x 90t dx'ax®ax” , 1.2 265

-
I

[ H x aH 8t dxtax’ax® , C1.2.27)



X =] UECI xE),_ +HC7 x HD dxtdxZdx’ . C1.2.28>
S a 4.9 [ {a

[+ 8

Observandg que o trago de Xo.b ¢ 2%, temos que as expressdes

1.2.26>, €1.2.27) e €1.2.28) resultam num total de guinze
constantes de movimente, gque podem ser verificadas mostrando
que as derivadas temporais de todas elas se reduzem a

di vergéncias. Por exemplo,

z
F) 8EY _ 9E _ 8E d°E  _ a & . _ @ OE
a—t[E’*:aT] -G ExI sExFREe-F(eag)
at T v i
e
2 [ ECY x E F HCY x B 1 =
t a (b b ta)
- a . g e _ 2 a2 T
= 3T { E:a. d’Hb/ gt + Hb dEaf at 1 = Ead Hb’ at +Hbd Ea’ at
_ a 8 d 8 ~
= "B ax ax M *Hoax axE.T
18 t 18 1
_ 8 (_ . o 2
"a?[ Ea‘a';“b*“b'é;%)
1 L 1
Ou seja, todas as expressdes abedecem a equagdes de
conservagio:

ax L

ah dH
= I H x '-a—xi- dSL’

4



6Xab

at

= j C~E gH ~3x +H dE 9x >dSs .
a b N b a L L

i Al gumas caraéteristicas interessantes do comportamento das
densidades zHve s¥o obtidas no case de ondas eletromagnéticas
planas no vicuo. Lipkin mostrou gue ondas c<¢ircularmente
paolarizadas transportam zilch, com fluxc linearmente
proporcional a freqiiéncia de coscilagio, e cujo sentido pode ser
o mesmo ou oposto ao sentido de propagagio da onda, dependendo
do sentide da pelarizag®c . Para wver isso, consideremos uma
anda eletromagnética plana de polarizagio arbitréaria
propagando-se na diregic +z, cUjos campos eléirico e magnéitico

podem ser exXpressados comoCS]

E =H = A expC-ikz + iwtd ,

E = -H =B expC(-ikz +iwtd , ci1.2.280

onde A e B s8c amplitudes complexas, podendo ser escritas como

onde a2 e b s3Z¢ coeficientes reais nio negativos, Assim, se 8 =
e’, Ex e Ey oscilam em fase, resultande numa onda linearmente
polarizada. No caso de ondas circularmente polarizadas, a = b.
Sae 8 = 8' + n-28, A = iB, e o wvetor eléirico gira no sentido

anti~horaric para quem vé a onda aproximar-se. Se 6 = 8’ - n/2,



...lo_

A= - 1B, e o vetor elétrico gira no sentido horario.
Introduzindo as expresses (1.2.2092 dos campos elétrico e

magnético nas eq. (1.2.24), temos

2% = jxca™s - B 0 C1.2.30ad
Zobo _ [N LeYals!

=6 2 , ¢1.2. 30bd
2P0 o 5 50 200 C1.2.30c)

Observe que as densidades zHve sdo constantes. Para uma onda
3 *
linearmente polarizada, (A B — AB D> anula-se. No caso de uma
»
onda polarizada para a esquerda, A = iB, e [ikCA B - AB D] = &k

2

(B > 0; e para uma onda pelarizada para a direita,

A= - iB, e [ikCA™B -ABD1 = - 2k |B|?

< 0.
v
Para estudarmos < comportamento das componentes 2+ do
fluxo, devemos expressa-las em termos dos campos elétrico e

. . , . Vo
magnético, como fizemos para as densidades 2Y° . Encontramos

assim,

Z70C 2 29C% _ (¥ x CE x H 21 . C1.2. 3tad

be _ _bco a 2 _

Z2o0¢ - = ve_L . ax (1o2CE° .+ szébd

(=8
- CELE, + HH > 1, C1.2.31bd
1
»be _ 5 zooa [ HE - E H +
ab a b,c a b,c

C1.2. 31c)



Intreduzinde agora as expressdes (1.2.207 dos campos elétrico e

magnético nas equagSes (1.2.31), encontramos

Z2°°¢ = &° 2 = &2 tixca®s - aB™1, ¢1.2. 322

Zobc 5: é: Zooo

i

N 1. 2. 32>

b
1

& &° &° Z°°° | C1.2. 32¢)
3 3 3

Podemos concluir das egs.{1.2.32) que s3c diferentes de zero
apenas as componentes que contribuem para um fluxo na direg3o
de propagagiEas da onda. Vemos também que ondas linearmente
. (s )] "o "
pol arizadas, para as quaisg z° = 0, nZo transportam "zilch®, e
ainda que © sentido do fluxc ¢ o mesmo da propagagio da onda
pelarizada para a direjta, cz%°° » 00, e opostoe ac sentido de
propagagic da onda polarizada para a esgquerda, cz°°° ¢ o.

Cutra caracteristica interessante & o fato da densidade e do

fluxo do zilch serem proporcicnais a frequUéncia da onda.

1.3- Novas leils de conservagfo gravitacionais

Na auséncia de matéria, as equagBSes de Einstein se

escreavemnm

174 =0 , Ci1.3.1D

Para enfatizar esta situagBo, & conveniente trabalhar com o

tensor de Weyl, waﬁyu' definido <como a parte sem tragoe do



tensor Raﬁpv' Admitimos também que, na classe de geometrias com

as quals trabalhamos, © tensor de Weyl satisfaz a equagio

da onda

Ow -n ¥k =0 . C1.3.2)

Pode—-se definir, em analogia ac zilch eletr magnética, o

tensor

_ e B o Mo
Z e wml o~ Yo ’ﬁ ovie - C1.3.3

Vamos primeiramente demonstrar as propriedades de simetria

deste tensor. Derivando a ic:iee-ﬁtj.c:ia\de-L 3

£ e
o] W =1 : <1.3.4>
owa| ¢ oy gaﬁg,uv
onde I = 1.8 W @5 PHY | obtemos

o3

o o ) o
W = 1 - W W . C1.3.9)
o] e T Y=2 ;sgaﬁg,uv o] p hov;e

Levando esta expressio a definigfo (1.3.33 de Za(?yvs , teremos
Za{?pva: T Vo !p,u wa[(?:,ov;s " wma!p,u;s o'lfbpv

—'I;sgaﬁgyv (1.3.62

Esta eéexpressio de Zmﬁ'm)£ Ltorna evidentes as seguinltes

propriedades de simetria
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= = ; 1.3,
Za(?yus zﬁayvs Zaq?vys 1.3.75
Podemos mostrar que também
Zaﬁyvc = Zyvaﬁs . C1.3.8>
expandindo a expressio de Zaﬁpve .
- o o . o o = +

= +
Zaﬁpus woa yw Pouv.e ﬁaﬁ yw aoV;E woa e [lov

fal
+ —
waﬁ ymﬁaapv zgsgaﬁgyu’

e comparando—a termo a termo com

- £ O £ O o o
vaaﬁs oL aw vpﬁm-+ ﬁcrv aw ppﬁm~+ woy awﬁ vof3

e ¥o -
* wm) Ot;e:w o3 I;sg,uvgcq? )

Q zilch gravitacional tem tra¢o nulo na contra¢io dos dois

primeiros indices,

= 0, C1.3.9ad>
a e

e também na contrag¢io do primeiro e dliime indices,

pr = O . €1.3.9bd



Para provar (1.3.8a3, devemos notar que

B P2 _qayqy Yoy Py -y P 1.
oo p ov oo ySd M ov oo U ov
Como noq’?yv;s = O, temos tambeém,
B P oyee =w o 1
ool 4 ovie oo L oviE
E, assim,
o e PWS  _aw P
o e oo p ov;Ee oo pvie
Para provar ¢1.3.8bd, lembremos que
Zogf?luvs = Zyvﬁ’cxs ’
e, portanto,
ol a o e a o Mo o
p =z = R W - W
a3 HY 3o ol 37 oo owul 37 hopey
£9]

Na auséncia de matéria .

i oo

Assim,

3.102

.3.110
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z = 0
oI
Mostiraremos agora que
e o €1.3.12
e
Pressupondo gque O W = 0O ﬁ = 0 , bLtemos
P “ e o3y
e _ g s, . o Tod £_
Za(?#va ﬁcm‘l H; ¥ ihev:e wmal e \Ppv;
- 01 . C1.3.13>
gaﬁgyu
Derivando duas vezes a ldentidade (1. 3.4), obtemos
Or =2% 7 € €1.3.14
Fos o) e |dov;

Introduzinde isto na expressdo (1.3.13) da divergéncia de

Zaﬁyvs . @encontramos
=
Z =12 01 + 1.2 O1 - 01 = 0
o3 e; gaﬁgpv gﬁagvp gaﬁgyv
Ouiras grandezas analogas a Zaﬁpvs , todas com a
propriedade comum’ de possuirem divergéncia nula, podem ser

definidas. Por exemplo,

A - % N wooe , €1.3.15)
of3ve ot op I8 vie ool ley e
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B = % W o+ R W e C1.3.18)
of3uve alex|ou ler vis ot e ler w:e

= § s e _ % T e €1.3.17)

Coﬁyvs ool ou W {er vie otuloo v vy g6

Como fizemos para 2 podemos empregar a eq.(1.3.42 para

ofuve

dispor as expressdes (1.3.15) e (1.3.172 numa outra forma.

Temos entic as seguintes expressdes alternatlivas:

= i © A
Aot{iyvs aa(at‘p,u v e wvie * o) o ; cw 6> w
—I;«s gmpgyu . C1.3.18>
= we + T e _
Cat{?,uve ﬁo-(.:.ui,‘,.u &) wvie ad(ﬂ‘pa ; cw TSR]
-I g g . 1.3.19D

E T OoE T uw

Uma forma mais simples para Ca{s‘yvs pode ser encontrada
expandindo a expressio (1.3.17D
c = we -8 W
oq?yvs Tl £ ve =g Vot v gié
g F=TY: o Ve oY o o g€

Usandc agora as propriedades, de simetria do tensor de Weyl,

temos



_ A -S - wa’ o4 +
af3ve Foptt g vie FoRou g vie
+§ T P - Wd © - |
OB o o v, T o g M E
=@ we° - % wooe . C1.3.200
L=y ot WL ool g uE

As propriedades de simetria de Aaﬁ‘yvs » Ba{?pvs e Ca(?;.zvs s3o

facilmente verificadas inspecionando-se as expresses (1.3.15),

C1.2.18) e C1.3.207. OCbtemos assim

Aa{?yve =T A{?ayvs = - Aaﬂvys,
B = - B = + B 1.3.215
of3uve (opve afvue,
Caﬁ‘yvs = - C,uch?s =7 C(?av,us'

Resta ainda mostrar gque estas grandezas tém divergéncia
nula. Para isto, tomamos as derivadas das eqs.(1.3.15),

C1.3.186Y e C1.3.20>:

£ & o =3 & - -

A = w - W =
oLV E oo o lgr vie ool o lgr) wse
mﬁ £ WP - & T o .
Touoid; g vie Foor; g ;e
'
£
+ cwe - WP =0, C1.3. 22
- - N2 TH o Ve - - =2 o ;€

B £ = & wa' & + & wa’ e =
afure otot|pu: jer vie ot ov; lgt mic



eq.

eqg.
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, €1.3.230

=¥ " ‘¥ F =0 €1.3.24>

dedugio das egs. (1.3.225, (1.3.823) e (1.3.24> usamos a
£1.3.8>, propriedades de simetria do tensor de Weyl e ainda
identidade abaijxo, que pode ser facilmente vista da

C1.3.105,

‘T P =W ‘fe e C1.3.25
OB e [= S P TR o] o vE

Tendo mostrado que A

» E + . L
offuve daﬁuvs Cqﬁpvs = Zaﬁyvﬁ e

di vergente nulo, a aplicagic do tecrema de Gauss nos assegura

que estas grandezas sHEo conservadas, obedecendoe a equagic de

conservagio genérica

f?'"o J- /_g Daﬁpvo ductasidn? = - goq’:‘,a.‘n) i
ax

onde
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Eaﬁyv = J- /—g C Daﬁpvl . Eaﬁyvl 3 dSi i

sendo dSi as componentes espacials da densidade vetorial

Eaﬁpvi

definida pela eq.(l1.2.142 e onde s3da componentes de

qual quer tensor Eaﬁyvp que satisfaga

Eaﬁyvl = r® Dyﬁyvs . rﬁ poYHYE | Daﬁyva .
» i yE YeE re

+ Daﬁpye . rs Daﬁyuy
re re



CAPITULO 2

MONOPOLOS GRAVITACIONALS

=2.1- Introdugio

E fato conhecido que as equasSes de Maxweall da

eletrodinidmica, na auséncia de fontes,

dE
v = v - — a—— =
E c ., x H T o,
1 8H
v - = v _— — =
H o, x E + Ty O .

s3Zc invariantes perante a transformagic de dualidade

E = E’ cos8 + H’ send ,

c2.1.1>
H = - E' seng + H' co=8

Esta transformagioc delixa invarliantes formas quadraticas como

¢ E® + H® > » C E x H 2 e a lagrangiana do campo livre
£ = - F#v F*Y . Para manter esta simetria na presenga de fontes,
torna—-se necessiriao modificar as equagles de Maxwell,

introduzindo | uma classe de particulas dotadas de carga
magnética, chamadas de monopolos magnéticos. As equagdes de

Maxwell seriam, entio,



1 ab 41t
v - = v = o bl
D 47 P, x H Ty + = J° ,
! i1 4B 4n
v = - = - - -
B 4r Pm * x E c 4t M < Jm

Uma situaglo andloga existe para as equagSes do campo
gravitacional. Pode-se mostrar dgque, para o espago vazlieo, as
equagtes de Einstein s8o equivalentes a divergéncia nula do
tensor de Weylia}. Egta formulag¢cio mostra uma notavel
semelhanga com as eguagfes de Maxwell do eletromagnetismo,
sendo porisso gue as  componentes do  tensor de Weyl s3o
separadas em parte eléirica, CEaﬁD, e magnética, CHaB)'
Cbserva-se gque também agqui as egquagles s30 invariantes perante

a transformagio

H —— -E . ca.1.a2

Cutra semelhanga com © eletromagnetismo surge gquando se
modificam as equagBes no sentidoe de preservar a invariancia
perante as transformag@es acima na presenga de matéria, pois
estas modificag@es implicam na introdugcio de uma categoria de
particulas gue, sob a ag¢idc da forga gravitacional, tém um
1
compor tamento distinto do da matéria usual. Zeguinde a analogia
com o eletromagnetlsmo, eztas particulas s3c denominadas

monopolos magnéticos gravitacionals.

O estudo das modifica¢cBes das equagdes de Einstein poderia



ser o ponto de partida para a analise da simetria citada, porém
este nido ¢ o unico caminho.

Umn observador que estej% unicamente submetido a agdo de
forgas gravitacionais, e portanto em movimento geodético, n3o
tem meios de medir a forga que age sobre ele, pols todos os
cbjetos em sua vizinhanga estarfo caindo com a mesma
aceleragdioc. O Unico meio de conhecer a curvatura do espago com
medidas locals ¢ observar as "forgas de marée" entre objetos
vizinhos. Tais forgas atuam sobre corpos que estejam caindo num
campo gravitacional nX¥o uniforme, pols neste caso as linhas
geodésicas se aproximam ou se afastam conforme a curvatura do
lugar. Assim, medindo-se a e@volugdo do vetor na ygque liiga
pontos de mesmo parametro sobre geodésicas vizinhas, e que

satisfaz a equagio

=My W e 1.3

onde sz dxp/ds ¢ o vetor tangente a geodésica XpCs), @ Rapﬁv &
o tensor de curvatura, pode-se conhecer a curvatura do
espago. For outro lada, vé-se através da mesma equagdo como ©
tensor R““Bv governa o movimento geodético. E, assim, razoavel
esperar que uma equag3o anadloga governe o movimento das
particulas introduzidas por conta da preservag3c da simetria
das equagdes do campo gravitacional. As propriedadés de

simetria do tensor de Riemann indicam que a Unica maneira de

escrevermos tal equagio &
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an

9]

= B Wy C2.1.4)
2 v u

o

=

o : -
onde o vetor [17 liga pontos de mesmeo parametro s sobre curvas

oL R .
Y (s) wvizinhas, e onde

RoH = 1.2 p®H%R

3w pof3v

& o dual do tensor de curvatura. A razfSo de introduzirmes a
constante f na eq.(2.1.4) se deve ao fato de gque as novas
particulas seguem um movimento forgado no campo gravitacional,
o admitimos que a razio entre a forga a que siHc submetidas e

sua massa inercial seja caracteristica de cada particula.

2.2~ Partes elétirica e magnética do tensor de Weyl

O tensor de Weyl, waﬁpv » pode zer decomposto em termos de
dois tensores simétricos e de tragos nulos, Eaﬁ ) Haﬁ y Que

s3o, respectivamente, as proje¢des do tensor de Weyl e seu dual

sobre uma curva arbitraria Y%

- 1
Ep " ﬂwmgﬁ.

Hog = ﬁayﬁvs“sv . c2.2.1>

S“ = dY¥/ds ¢ o vetor unitario, tangente a curva Y9 sy, Eaﬁ &



chamadoc de parte elétrica e H ¢ a parte magnética do tensor

o3
de Weyl na diregio sH . Expresso em termos de E e H » O
of3 of3
tensor de Weyl esgreve-se
W _ ¥ 11 T w1
of3 2 ScaE {?]S * o tc’E 31
_ e J VI =5 R V| 72 o SUEN
noﬂ)\ast S 7 SpHorch;?]' ca.2.ad
Usando os tenscores E e H & possivel esc:reever{'?:I um
o3 o3

conjunto de equagSes que s3Eo equivalentes as equagdes de
. . 5]

Einstein, sob condig@®es iniciais .au:lcs--_::;ua\das;.[6 . Usando um tensor

de impulso-energia que represente um fluido perfeito, de

densidade p e pressdo p, temos

H“";vhﬁh"p -3 Eou:wa - E“aapﬁshnsma = Cp + Plo_ (2.2 3a)
";v ekh”y +3H o« H“aepﬁsknem"‘ =13 0 0%, c2.2.30
Hp“hpahps + 1.2 E"“‘“’“’hp“’n‘e’kms’* + 6H"Y -
- 12 H 67 - 12’ 7Y - nm"’(n”‘aﬁspsknme -

- saE’?‘on"Mﬂs’\ =0, ca. 2. 4ad

EPMn %h £ - 1.2 HOHVR 9 4 g€ -
M p 7 Ava

_ ) E Y ) & ow _  _ovpl elaf?
1.2 Ev 8 1.8 Ev w N N SpS}\E{'aaf?v +



+ s“Hﬁwh‘3“#;9‘= - 1/4 Cp + P | ¢2.2.4bd
i
Nestas equaqgdes, h,uv & o projetor sobre o plano ortogonal a Su,

h =g -S5 , 2.2.%

¢ o ponto sobre E 5 @ H 2 representa a derivada covariante na

diregio de &
Lt

E _=E o (2.2.8)
o3 SIED N
Os tensores de cizalhamento, o'uv , rotagfo, w,uv y & a expans3io
& sio dados por
& = 5% c2.2.7
;a
: A &
o =12 h h S - 13 8h ' (2.2.8>
g VY RE I
w = 1.2 K K c2.2.9
¥ e V1 AE
o & a parte de trago nulo do tensor de cigalhamento & N
[ ) [EIT)
& = & - 13 &h , ' C2.2.10)
L e [

e ' & o vetor de rotagZo, definido por



As equagdes (2.2.3) e (2.2.4), na regiio onde T“v = 0 ,
s@o Invarliantes perante a transformag3o
I
E — E’ = cosg¢ E + sen¢g H , ca2.2.11ad
o3 o3 ? Eg ¢ Hop
H —s H* = -~ se E + cosg H . (2. 28.11b>
o3 of3 ne o3 ® o3

Observe que a transformag¢fo (2.1.2 & uma situagfo particular

da transformag¢do mais geral (2.2.110,

2.3~ A equag¢io de movimento dos poeles gravitacionais

Consideremos uma familia de curvas descritas por

X = x%s,@ , c2.3.1d

onde admi timos que X & uma fung3do continua e diferenciavel em
ambos o©s parametros, s e gq. O pardmetro s sera usade para
distinguir pontos sobre uma mesma curva, e quanto o parimetro g
z=er 4 usado para distinguir curvas em uma familia,

Definiremos, para essa familia de curvas, o campo vetorial

s, qd = axtes,qpras c2.3.2>

de vetores tangentes is curvas, ¢ também

Mcs,q) = axfes,qproq . C2.3.3



que descreve o desvio de dois pontos de mesmo par&metro s scobre
duas curvas infinitesimalmente préximas. Intercamblandoc as

gerivadas parcials, temos

as®aq = 3*x%aqas = anras . C2.3.4)

Podemos interpretar o vetor tangente SPks,qD como
representande a velocidade de um observador que se desloca
sobre a curva Xa(s,q) e que tenha adotado o parameiro s como

tempo prdéprio. Com isto, a acelerag¢io de tal observador sera a

derivada covariante de S° na dire¢3do da curva Xots,q).
Portanto,

a%Cs.@ = Ds%Ds = as%vas + T ¥ = §3ﬁsﬁ. cz.3.5
Se aots.q) for sempre nula, Xats,q) gsera uma familia de

geodéslcas, pois neste casco a €9.03. 3.5 se reduz a
a%cs,q = %% 8s? + r;y oxl’ras ax¥ es = o . €C2.3.6D

. , ol
Vamos agora tomar a derivada covariante de [T ac longo da

curva XaCS,q):

o Ds

fl
A
%)

= an®ras + 1 S =
3r

]
7
Q
N\
Q@
£

& By
+ st . €2.3.7
3r

O gue dJqueremos mostrar é obtido derivande covariantemente

ca.3.73,



o*n®ps? = (Dn%Ds) 57 =

—ovses(D1*Ds) + IS (DN Ds)s” . c2.3.8

Usando a expressic (2.3.7) para D% Ds e ainda (2.3.2) e

C2.3.4), obtemos

o

P ox’ras ox¥ raq ax"ras +

DN ps? = graq(a*x"ras®) + T

+ ng(ézxﬁ/asz)axy/aq + 2 rgr axl’ras (8°x¥ rasaq) +
o £ £ < =]
+ . T ax' " r8s ax' s9q ax sads . (2.3.9D
Se 3y

FReescrevendo a eq.(2.3.63 na forma
o*xPas® = 2% - IO ax*ras axt as, c2.3.10

A 2 o 2 ,

podemos eliminar de (&.3.92 os termos A% s8s" . Fazendo isto,

e rearranjandoc os termos, temos
o o o

D*n*ps® = < - T + T AP o

£ 3 ¥ &
- o
6.y . ye rﬁé 6 |y )6xf A= ax' ~sos il

+ a n . C2.3.113

O termo entre parénteses nada mais ¢ que a definigio do tensor

de curvatura. Podemos simplificar a eq. (2. 3.11> para

n®.

D?n® ps?= - R®. .sPs'nC+a® ce2.3.12)
Bré 6



Na auséncia de fontes o tensor de Riemann & igual ao tensor de
Weyl; assim, usando a eq.(2.2.1a2, podemos escrever

H

D% Ds® = Ca - ® >»n° , C2.3.13

relagdo esta que ¢ valida no vacuo.

O significado fisico da weg.(2.3.133 & obtido mais
facilmenie considerands uma situagio particular, em que a® = o.
Como vimos, isto corresponde ao movimento sobre uma geodésica,
e aqui admitiremos que um observador, deslocando-ze sobre uma
geodésica, tenha adotado o parametro s como medida do tempo, e
interprete o desvioc geodésico

za = £ ﬂa(s)

como © vetor posigdo de um objeto que se deslogque numa
geodésica vizinha, O fator positivo £ & a medida da distaAncia

do objeto. Pela eg.(2.3.132,teremos

aZz% qt? = - Eaﬁzﬁ . 2. 3.14)

Consideremos, por outroe ladeo, o problema , tratade de acordo
com a mecAnica Newtonlana,de uma forga proporcional a4 massa e
que varie apenas com a posigdo. Se A%b§3 ¢ o vetor aceleragio
deste campo, s objets tera uma aceleragic relativa ao

obser vador dada por

d’zt at? = AKX + 2 - AlcxM=



= A ax" z° + oz, (2. 3. 15

Comparando as equagles (2.3.18) e (2.3.14), vemos ser valida a

assoclagdo

~ B e—  aA s axs, C=.3.16)

Se o campo de forga admite um potencial ¢(>JD, tal que

L

AL = - dpraxt Cz.3.17

ocbtemos a correspondéncia

E, —— d%gracaxt | 2. 3.1

A condig3o estabelecida pela equagZc de Laplace, Vz¢ = 0,
corresponde a

E =0, c2.3.19)

ou seja, ao trago nulo de Eij ,» Aanalogamente a cond%qﬁo

assegurada pela definigio (2. .2.13.

A equagio (2.1.4) também pode ser escrita como

o'n®.os? = ¢ H“ﬂnﬁ , C2.3. 20D

sendo que esta forma ¢ valida no vacuo. Se impusermos a

eq.C2.3. 200 sobre o comportamente do vetor desvio n* , entdo a



eq.(2.3.133 nos diz que ©og polos H estario sujeitos a um campo

de aceleragdes dado por

a.3.21)

A consideracio da eq.(2.3.212, apenas, n3io nos permite
obtLer as squacSes de movimento das particulas , pois para isso
precisariamos conhecer ¢ campo de acelera¢@es, e este, por sua
vez, depende das partes eldirica e magnética do tensor de Weyl,
que s3o obtidas projetando-o na diregfio do movimento das
partliculas. Estas dificuldades n3o nos 1impedem, contuds, de

obter algumss informages Ulels scbre o campo de aceleragies

(=3 2}

a . Devide A simetiria de Eaﬁ e H P temoas
aa'ﬁ = a-m{?;cl »
ou seja,
a - TE a_ = a - FE

Como T¢_ = r1°% » a iqgqualdade acima, para ser satisfeita, exige

a3 L

que

. . o
e isto em geral sé serid valido se pudermos expressar a como o

gradiente de um potencial ¢:



a =9, - c2.3.22

Outra caracteristica importante do movimente das particulas &

obtida tomando a derivada de a® na direcla da trajetdria,

gs_azaa:évé=CEcé+fHaéj\[6=Q. (2.3 23

Ou =seja, a eq.{2.3.43) nos assegura que ¢ mavimento dos
monopal os magnéticos gravitacionais ocorre sobre curvas  de

aceleragin constante.

2. 4- Mapeamento conforme de trajetdrias de polos E em

trajetdrias de pola H

Uma maneira de contaornar as dificuldades na determinagio
das trajetdrias das particulas assaciadas a eq.(2.3.21) surge
das propriedades simétricas desta tecria, quando estudamos seu
compartamentoe perante tranaformagdies conformes.

Para issc, ceonsideremos uma variedade de Riemann V‘ datada
de uma métrica g“v(ij e um conjunto de geodésicas nio-nulas
caracterizado pelo campo wvetorial tangente Sa(s). onde s & o
paradmetrc afim. Uma transformagic conforme nesta variedade &

dada por !

02

= 2RO
g,uv_u_‘ ;.rv(x} e gvaXD ' . 4.1ad

g+ gHPcxd = e PV gty | (2.4.1bD



5 ’
& RUA DA, XAViER 9.
o SI5AUD, 188- RJ

oo
z
o

BISLISTECA &
L)

~r

Esta transformagZo resulta num mapeamento de V‘ em V‘,
chamado mapeamento conforme, Se adotarmos o mesmo sistema de
coordenadas em ambos os espagos, os elementos de linha serio
relacionados por

~Z

ds? = &?¥ 4s” C2.4.2

O mapeamentc conforme preserva o angqulo entre dois wvetores,

como & Tacil ver da expressio do cossena do angulo,

ta 4
cosCA, B)Y = Aol

(€ AdA™ICBaB™ 177

O tensor de Weyl e seu dual s3o preservados por esta

t,ransformac;ﬁo[ 41 :

-~

W = ¥* , C2. 4. 3a)
v P

¥ = ¥ . C2. 4.3
Ruv By
Lembrando que S = dx®/ds, temos

Pz Gx%ds = e ¥ 2 CE. 4.4

Com isto, as partes elétrica e magnética transformam—se como

2
?

R

12 1
= - W sHs wa“ﬁvs“s E

ce. 4.
o3 oafiv Sad

Gﬁ »
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~r ~r

_ ~ ~ v - v .
e wamvs“s ﬁquﬁvs“s Hos - €3.4.55

O comportamento de outras grandezas, como a expans3o 6, o

cisalhamento duv e a rotacio wuv pode também ser obtido

facil mente:

8 — §=e-w6—3Ce‘w)aSa,

Fed — s = e¥ o , (2. 4.6
L Lw [y
23 et - o
L — W = @ W .
L [IL2)

O simbolo de Christoffel Fﬁv transforma-se como

a _ s OF _ - 2Y ~NOL, _ -2% N
F“v 12 g Cgsy,v grv,y gpv,c b i2 e g le ggy'v+
2y ~ -2y o~ -2y, A _ -2y o~ _
tCe T, Gt eo.p T 90 7" Y. e
- -2y ~ = ~ot - a a ~E ~
c2.4.7D

Vamos agora ver como ¢ o mapeamento das geodésicas,

o 2 _
=cs“,ﬁ+r£ﬁs")sﬁ—o_

7,

Usando as equacdes (2.4.4) e (2.4.7), temos



DSa 3 a NC! a o A O v
D = (¢ e¥ 3 D.ﬁ + C Fcﬁ i T 6ﬁ - w.ﬁ ég + w.p g geﬁ 2
ce? 2€y1e¥ 8B =0 | €2 4.8)

Inserindo nesta expressXo a definigdo

% e

=c§°‘,ﬁ+i"‘:ﬁ§‘3§ﬁ, 2. 4.9

e rearranjande os termos, oblemos

=12 ¢ e'z“’p.ﬁ hoe, CZ.4.100

W, [

onde h®? & o projetor definido por C2.2.5). A equagXo (2.4.10)
nos diz que a aplicag¢io da transformagio conforme sobre a
geodésica caracterizada pelo vetor tangente s, resulta numa

curva acelerada caracterizada pelo vetor tangente FHDH, e cuja

aceleragio, ¢ dada por

X =12 Ce'z%,ﬁ no, ¢z 4.11>

Aqui interessa-nos a transformagioc conforme para a qual

| -
¥R E L e ™ = & ET +r B . 2. 4.12)
; u H H T

IRilizando a expressio para a® dada por (2.4.115, temos

(172 ce™, haﬁ}_“ = e™ES +r WY C2.4.13)



CAPITULO 3

OBSERVADORES ACELERADCS ‘

3. 1—- Introdug3o

Neste capitule estudamos referenciais acelerados,
comegando com © caso de referenciais uniformemsnte acelerados
em um espago plano, e generalizando progressivamente até
chegarmes & situagdo de referenciais dotados de aceleragio
arbitraria num espago curvo. 8o enfatizados exemplos de
cbservadores dotados de aceleragic constante, tende em vista
sUa importincia na descrig¢fc do movimento dos  monopolos

magna&ticos.

2. 2- Referenclais Uniformemente Aceleradoz num Espaco Plano

Antes de mais nada, & necessario comentar o que significa
a expressdo "referencial uniformemente acelerado”. Isto porgue,
no ambito da relatividade especial, existem apenas cbservadores
inerciais & reqras de como raelaciona-los, que =30 as
transformac®es de Lorentz. Portanto, paré inserir neste esquema
um observador n3Io inercial!, serid preciso, de alguma f{orma,
traduzir suaz observag®es para a linguagem de obserwvadores
inerciais.

Isto se faz imaginando-se uma seqgiiencia infinita de



- a7 -

observadores inerciais dispostos em fila, e cada gual dotadeo de

uma velocidade ligeiramente diferente do anterior, de tal forma

que © observador acelefado seja sempre wvisto em repouso pelo
i

referencial inercial com ©o qgqual, em cada instante, estiver

emparel hado. Assim, em cada instante, as observagesz do

referencial acelerado com respeito a posigles, distancias e

velocidades coincidirZo com as observag@ies correspondentes de

um certo referencial inercial.

A Y v v
| 2 3 »
(o] O—s O—w O—=» ., . . .+ O—= observador acelerade
VI VZ VS Vn
@ o= —>» ®—» . . . . @®—» observadores insrciais
0o 0, 0, O3 o,
fig. 3. 13~ Em™m c. da instanie Iy cbservadeor
aceleradeo e’ visio emn Fréepouso por um

observador inercial

Tomemos come exemplo deste procedimento a determinagio das
eguacBes de movimento de um observador gue experimenta uma
1

aceleragidoc constante a na direg3do x de um referencial

inercial. Sua guadrivelocidade satisfaz a condigio

U = 1. ¢3.1.1D

Portanto, ja gue



dCud dr = 2 Cdusdrd « u =0 ,

temos gque a quadriaceleragdio a = dusdr & ortogonal A
guadri vel ocidade. No referencial de repouzo do observadoer
acelerado Ciste &, o referencial inercial em relagdoc ac gual o

obser vader, num certo instante, es3ta em repousod,

a” €O, a, 0, O

e as=im,

aa = - a (3. 2.2>

As eqgquagBes de movimento do observador acelerado num

referencial inercial =3oc

gt _ ° dx _ 1
dr C gy Yo
C2.2.3)
Qﬂoz 5° ggi 1
dr ' odr a

Estas equagles., juntamente com as condigdes

. D, 2 1.2
ufu = CutH® - ut =1,

F¥]

0 o 11

ua = u - g a =0,

=t

o_2 i, 2 2

ata = Ca >" - Ca?d = -a ,



permitem encontrar

at = du” _ u®a
dr ' ’
C3. 2. 40
I 1 S
dr 2,
ou seja,
d®¢ 1 d%x o C3.2.%
, - 4a, S S ua,
dr dr

que admitem a solu¢io particular

-1 -1
t = a senh at , X = a caosh at .

fig. 3.2y — Trajetdria de um objeto com aceleraclo
corstante ac lLlongo do eixo x.



Obser vando gque

num diagrama espago-tempo, a trajetédria serid uma hipérbole,
como € mostrado na ffig. (322D,

£ interessante, antes de passarmos ao estudo de
referenciais com aceleragio arbitraria, fornecermos as
indicag@es de como construir uma base de tetradas para o
referencial dotadeo de aceleragfo constante. Uma maneira simples
de se farzer isto consiste em escolher o eixo do tempo
coincidente com © eixo do tempo do referencial inercial em
relagio ao gual © referencial acelerado estiver por um momento
em repouso. Isto significa que o quadrivetor veloci dade
colncidird com o eixo do tempo; como este guadrivetor tem

médule unitario, decorre naturalmente a identificac3o

O segundo velor € escolhide de uma maneira muito simples: basta
lembrar gue a guadriaceleragfoc ¢ ortogonal A gquadrivelocidade,

Escel hemos, portanto,

0Os putros dols vetores da base, e, 2 e ndo s3o afetados pela

transtformag33o de Lorentz na diregdo do movimento do obzervador



acelerado, e portanteo podem ser feltos coincidir com os vetores

unitarios correspondentes do referencial inercial que, por

exemplo, JUsamos para descrever o movimento do observador
H

acelerado. As componentes dos vetores da tetrada =30, portanto,

eO= Ccosh art, senh art, O, 02,
91: (senh ar, cosh ar, O, 0,
(3.2.68>

e =0, ¢, 1, 0O ,

e =0, O, ¢, 12

2. 3- Referencials acelerados arbitrariamente

O aspecto fundamental da descrigio do movimento de

obser vadores acelerados usando-se a estrutura conceitual da

relatividade restrita, ¢ a =substituicio de um observador
acelerado For mul tos obser vadores inerciais escolhidos
convenientemente, como foi salientade na segdoc precedente.

Firmando—-nos ne=sta idéjia, indicaremos nesta segdo a construgdo
de uma base de tetradas para o observador acelerado e comp usar
esta base para obter um sistema de coordenadas.

Tomemos uma base de vetores pabta um referencial inercial

(escolhemos aqui o Indice latino para especificar o vetor,



-

enquanto o indice grego especifica a componente do vetor2. Esta

base de wvetores, por simplicidade, & feita ortonormal

e’ e ! =&, €3.3.1D
i p i
e submetida A& condigio
&7 e =y, C2.3.2d
vl 1}
onde i, €& a matriz simétrica constante
ij
1
= =1 -3
nij -1
Este referencial & escolhide de tal modo gue, num certo
instante, esteja em repouse relativamente ac observador

acelerade. Além disso, o vetor do tipo tempe e” & identificado
com a guadriwvelocidade do observador acelerado, no tal

instante; ou 3e=ja,

e =i, 0, 0, ® = u

Num instante posterior escolhemos um outro referencial

inercial dotado de uma base

exatamente com as mesmas caracteristicas do referencial

inercial anterior, ou s=eja, gue esteja em repouso rFelative com



o observador acelerado no instante considerado e que, neste

instante,

Oz wetores da hase de tetradas de ambos os referenciais

inerciais relacicnam-se através das transformactes de Lorentz:

=M = A e

1 1 3
A transformag3o de Lorentz pode ser entendida como wuma rotagido
no espago—tempo. FPor exemplo, a Jduadrivelocidade, de mddulo
unitario constante, apenas muda de direg3o. Este modo de
interpretar a transformagi¥o de Lorentz mostra-se otil, como

Veremos a Seguir.

_’
fig. (3.3)- D veter A gira em lorne deo eixe OP
com velocidade anguldr w, ’

A mecanica n3do relativista descreve o movimento de rotagZo
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de um vetor em torno de um eixo com o auxilio do velor

velocidade angular » . Observando a figura 3.3, vemos que
|
1dR | [ACL + ALd — ACL) | AR
= lim = lim =
at AL 40 At at +0 At

CA sen 8)CwAtLD

= iim = Aw sen 8 .
At O AL

Usando a regra do produto vetorial, & facil convencer-—se gue

— = dx&Dd =& w A . €3.3.3

Para se usar uma idéia semelhante no espago—-tempo de quatro
di mensSes, & convenliente pensar a rota¢io ocorrendo em um plano
perpendicular a @, porque a propria transformac3o de Lorentz
implica numa rolag¢Zo, gque deve ser distinguida de rotag¢lSes
ardinarias dos elxos espacials.

Assim, define—se

' ande

Ltem componentes diferentes de zeroc apenas no plano de rotag¢3o.



Note que

Portanto, o analogo para quatro dimensSes da eq.(3.3.3> é

C3.3.4>

ki

Lk
com £ - Q2 Devemos exigir que o tensor """, que aqui faz
o papel de uma transformagio de Lorentz infinitesimal, cumpra

as seguintes exigéncias:

du
ad -~ oMY oy = aM (3.3.5
dr v
b Seja & um vetor ortogonal a 2 eu Deveremos ter
f" w =0 €3.3.62

Estas duas condigBes asseguram a transformagio de [Lorentz
apropriada Cad, assim como excluem qualquer rotagdo em planos

do tipo espago (b). Ambas as condigdes sHo satisfeitas fazendo
' = atu” - a¥u® €3.3.7>
Com isto, temos que um referencial mdvel apropriado para o

osbservador acelerado consiste num conjuntc de quatro vetores

ortonormais transportados sobre a trajetdria do observador de



acordo com

de?
L3 > -
—'Y = - o o (3.3 8
2
arT '
sendo Jue LEm destes quatro vetores coincide com a

guadriwvelocidade do observador acelerado.
Um sistema local de coordenadas para o observador
acelerade pode ser construido tomando como referéncia  um

observador inercial que, em algum instante, tenha side o

fig.t3.43~- P(7T> e o evenio que localiza o
obaervader aceleradoe no tempe propric T,

referencial de repouso do observador acelerado. Suponhamos,
como na fig. (2R 4>, qgque P(rd seja o evento gque localiza o
observador acelerado no tempo préprio T.I Fagamos ZCTd ser o
vetor deslocamento uninde o evento PC(Td) 3 origem do ja
mencionado referencial inercial. O evento P(7), mais oz ires
vetores do tipo espaco, $1CT). §2CT). e éatT), definem um

hiperplanc espacial no instante 7. Um ponto qualquer deste



hiperplanc terid coordenadas x7C1> no referencial inercial

original, que podem ser escritas da seguinte forma

Hery = Eie‘:'”Cr) + fze‘:z)cw + fae‘:a)cﬂ + ZHc €3.3.9)
Neste conjunto de quatro equag@es, e ZV sz conheci dos,
enguanto que 7 = Zi sao considerados como incégnitas.

Come aplicagdo do procedimento delineado acima, vamos ver
o exemplo do observador com aceleragdc constante, gques ja
estudamos antes. Como antes, tomaremos a aceleragio ao longo da
diregio <t Assim, a transformagio de Lorentz se processarsa
apenas ne plano €0, 13, deixando os demais inalteradeos. O

1
tensor ot tera apenas duas componentes n3o nulas,

10 £ D o 1
L = au - au ,
Lo X1 10
Q = - 0
Fazendo e?o} = g* ., a velccidade do observador acelerado,
teremos da eq.(3.3.82,
8] O
de du
(o - - _ S\01 .
(0
aT ar !
o i D
= {a'u - g a du f

Mas a'u O, ou seja,
H



1 o
au = — a u_.
1 o
Assim,
«
d%o' o [s) 1 o
— " = - 2 uu taTu I = — a
o 1
dr
Do mesmo modo,
1
de
oy _ 1
ar

Por outro lade, temos também as eguagles

uou =1 ,
-t

UHa =3O,
P

a a = - g2
}-J L]

que fornecem as seguintes relagBes

Substituinde as eguag@es (323,100 e (3.2.112

{(3.3.9), temos

nas

€32 3.100

C3.3.11>

C2.2120

equagdes



du® du’
1 o
—— = gu , T = gu C32.3.13D
dr dr
que tém como solugiEo particular
u® = cosh gT
(R 3.14D
i
u = senh gr

Esta solugio faz com que oH seja uma matriz constante, pois

Usando isto na equagio (2 2R.81, cbtemos as eguag@es que definem

K
£4>

deo
T Y g e
dT‘ (1,4
. 3. 3.15>
e
dr -9 FLe

que tém como scolugdo particular

€ = 9 a (3. 3,182

ou Sgia,

e = senh gr . =]

= ¢cosh gr
T g

¢4

Com isto, podemos escrever a base de vetores apropriada para o



observador acelerado:

es--' Cecosh gr, senh gr, O, O

e":: Csenh gv, cosh gr, 0, OO
= C0, O, 1, O

r:‘:‘:ﬂ €0, 0, O, 12

1 bt § L e . \ ;
Se adotarmas xC0) = g coma posiqdC inlcial do oboervador
acelerado com relagio ao observador inercial, as edquages

C3.3.9> permiiem escrever

x® = gt + Y senh gf®

-1

¥ = (g + f‘) cosh g{o >
XZ - E Z ,
<2 = z{“

3.4~ Curvas com aceleragio constante

Como mostramos no capitulo sobre monopolos magnélicos, &
de grande interesse o esLudo de curvas Icie- aceleragio constante,
Vamos considerar aqui o problema da determinagio do movimento
de um objeto dotado de aceleragio propria constanle numna

métrica de Minkovski com  uma perturbpagio estfericamente
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simétrica, do tipo

g =% +h ., C3.4.1D>

onde npv

I
[
[N

1
[
!
(XY
t
=Y

A
@
o

il

|

:
D

On

i

}

0

=

p o= L™ o+ x4 MDY
O elemento de linha tem a forma
2 2 . 2 -
ds® = (1 - 2m-/phdt” - 1 + 2mspdde 3. 4.2

e ps simbolos de Christoffel diferentes de zero sZo

4.4 3D

Vamos tomar, por simplicidade, a aceleragio dirigida ao longo
. . 1 , z - :

da direg3c x = tomemos ainda x = X = 0 . Com 1isto, o©
, o 1 -

mevimento se darad no plane x -x ., & as componentes diferentes

de zero da velocidade e da aceleragfo do corpo num referencial

inercial serio



un - dt. ui - dx
ds ! ds
o) o]
o Du o o d 3 1 )
- = = = == 4 D
a r U o u de 2msp Xouoou C3.4.%,
1 Du1 i o du1 3 o.2 1.2
= — = = -+ D — o ] .
a P u e u A= m o % [Cu Cud™]

Por outro lado, a2 velocidade do corpe szatizsfaz a condig3o
g u =1, 3. 4.5
Tomando a derivada desta express3o,
cu®u > = Cuaua)pu =2 a%" = o . (2 4. 682
Ou seja, a guadriacelerag3oc é perpendicular a quadrivel ocidade.
A aceleragdo, sende constante neo referencial de repousoc do
cbjeto, também satisfars

a"a = - a? = constante . C2.4.7>

As equagles (3.4.8), (3.4.8) & (2. 4.7> permitem obter as

relagdes abaixo, validas em primeira ordem em 2m-p:

4]
I

(1 + Z2m-pD uia.

(3.4. 8>

a = €1 - 2m-pd u®a.

Usando as equag®es (3. 4. 40, obtemos



0
%%‘ -u‘a=2m/p{a - xuo/p»zbul s
(R4,
dus 5] 2 1)
ag‘ -4 a=— 2mn el x 2o + uoad

As solug@es das sguagfes homogéneas correspondentes a (3.4 82
sdo conhecidas da sec. 2.2, Com isto, aszs solucfes das equagdes

3. 4.9> devem ser do tipo

x(s) = aﬁicosh as + X(s> ,

(2.4.102

tC=> = a 'senh as + TCs) ,

onde X(s> e T(s> s¥o termos da solug3o asscciadeos & perturbagio
introduzida na métrica. Lembrando gque p = |[x! na =situagio gue
tratamos, 2 introdugic das expressfes (3. 4.10) nas equagcles

(2. 4.9 nos fornece as equag®es para X(s2 e T(sD

d' T dX _

- a dS - 0|
dsz

(2.4.11>

d’x dT

- a - = - maZC sechzas + 2 D

2 ds

ds

Integrando a primeira eguagfo, obtemos dT-ds a menos de uma
i

constante, que & feita arbitrariamente igual a Zero.

Substituindo dT-ds assim obtido na segunda equagXo, temos
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a®x

dsz

- a®% = - ma*tsech®as + 2. €3.4.12

A solugio geral da equagio homogénea correspondente,

L% =0,
ds
&
XCsd = Ce %t o+ o™ C3.4.13
Baseando—nos nesta solugdo, podemos empregar o método de

variagiio de constantes para obter a solugio da equagio nio
homogénea. O méltodo consiste em considerar C‘ e (.“.2 ndoc mals

come constantes e impor que

1 _-as 2 as (3.4.145

Introduzindo a expressico de X{(s) dada por (3.4.133 na equacio

(3.4.12), obtemocs

— e ~ =2 0% = ma C sechzas + 2D €3.4.1%

As eqs. (32.4.147 e (3.4.15> formam um sistema de equagSes

algébricas em dCiCs)/ds a dCzCs)/ds , dque pode ser resolvido

imaediatamente
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4 as
ma ¢ sech az + 2 23 e

e

_ 2 ) —-as
ma ¢ sech as + 2 2 e

[ =

Integrando as eguagBes acima, temos

as
e

=]

+ 2 arctg e+

Levando estes resultados a expressioc (3.4.13

- =
X(s> = - 2 m arctg e senh as + m.

Introduzindo agora esta express3o de X(sD

equagtes (3.4.115,

-]
="

m arctg e"®cosh as + 2 m a

As solug®es (32.4.10D,

2. 4.21> para X(sd> e TCsd, s3o, portanto,
i

-1

xCsd cosh as + m ¢ 1 - 2 arctg e

=

—

=

as

>

de X{s2>,

na

podemos obter T(s> por integrag3o

senh as 2

primeira

C2.4.165

C2.4.17>

{34,182

]
V]

t.emos

(3. 4. 200

das

Cz.4.21>

com as expressfes cobtidas em (24,200 =

C3.4. 220



-1 as
senh az= + ' 2mC as — arctg e

cosh as 2

€3. 4. 23D
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CONCLUSAO

A semelhanga entre a estrutura das equagSes de Maxwell e
as equa¢gSes de Einstein, na formulagioc de Jordan apresentada no
Cap. 2, permite fazer usoc de analogias que fundamentam o método
empregado de obtengio de novas quanti dades conser vadas,
assocladas & geometria do espago-tempo. Embora este método nio
o evidencie, podemos concluir atravées do trabalho de Calkin,
que as novas leis de conservag3o do eletromagnetismo - e, por
analogia, também as gravitacionais - resultam da invarincia
das equag8es de campo perante LransformagSes de dualidade.

Cutra contribuigdc deste trabalho, © desenvolvimento de um
método para a obtengfo de curvas de aceleragio constante numa
métrica de Minkowskli com perturba¢ioc esférica, resultou da
tentativa de determinagcioc das +trajetdrias de movimento de
monopolos magnéticos gravitacionais., Embora as curvas obtidas
nioc se prestem ao objetivo proposto porque s3io aproximagBes de
primeira ordem e, neste caso, as componentes magnéticas do
tensor de Weyl se anulam, esperamos que o mesmo método possa
ser empredado em pertiurbagio de segunda ordem.

Indicamos coms possivels extensSes deste Lrabalho:

- Aplicag¢3o das novas leis de conservagio ac caso de ondas

gravitacionais, com o objelivo de estudar o significado

fisico das grandezas enveol vidas.



Expleorar ainda mais prefundamente as analogias entre oz
campos eletromagnétice e gravitacional, no sentido de
comparar as caracteristicas de movimento de monopolos
magnéticos.

Empregar o método apresentado para o calcule das
trajetdriazs de aceleragfco constante, mas com aproxdimacio

de zegunda ordem.
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