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RESUMO

Este trabalho ¢é dedicado ao estudo de propriedades
criticas e equagdes de estado de sistemas magnéticos
anisotropicos e semi-infinitos. Varios sistemas s&o
considerados: (a) o ferromagneto de Potts de g estados em rede
guadrada anisotropica; (b) o ferromagneto de Ising em rede
cuibica semi-infinita; (c) o ferromagneto N-vetorial discreto enm
rede cibica semi-infinita e (d) o ferromagneto de Ising em uma
estrutura fractal, o tapete de Sierpinski.

Nestes trabalhos wutilizamos a teécnica de Grupo de
Renormalizagdo (GR) no espago real. Generalizamos para o caso
em que eXiste anisotropia (espacial) no sistema um método de GR
introduzido recentemente que permite calcular diretamente (sem
passar por calculos de energia livre) as equacodoes de estado.
Aplicamos a extenséo desse método ao sistema (a): calculamos a
magnetizacdo esponténea como fungdo da temperatura e os
expoentes criticos B e amplitudes correspondentes. Nossas
estimativas para g = 2 est&o em bom acordo com os resultados
exatos conhecidos.

Aplicamos o método para o sistema (b)), e obtivemos a
magnetizacdo de superficie e a de volume como funcdo da
temperatura para as diversas transicoes que podem ocorrer, bem
como os expoentes criticos B e amplitudes correspondentes. Em
particular, na transicdo extraordindria encontramos uma
descontinuidade na primeira derivada da magnetizacgdo de

superficie, gue discutimos comparando com os resultados obtidos



por outras técnicas.

Estudamos a criticalidade do sistema (c), usando a
técnica de GR usual. A evolugaco do diagrama de fases com N &
obtida, e os expoentes criticos térmicos (v) e de crossover (¢)
nos varios pontos criticos e multicriticos sao calculados.

Consideramos no caso do sistema (d), onde o parametro de
ordem nao & uniforme, uma aproximagao em que distinguimos duas
regides diferentes no tapete. Aplicamos o método de GR e
obtivemos as madnetizagdes como fungdes da temperatura para

estas duas regides, bem como os expoentes criticos g

correspondentes.



SUMMARY

In the present work we study the critical properties and
the equations of state of anisotropic and semi-infinite
magnetic systems. We consider several systems: (a) the g-state
Potts ferromagnet in anisotropic square lattice; (b) the Ising
ferromagnet in a semi-infinite cubic lattice; (c¢) the discrete
N-vector ferromagnet in a semi-infinite cubic lattice and (d)
the Ising ferromagnet in a fractal structure, the Sierpinski
carpet.

These  problems are studied within a real-space
Renormalisation Group (RG) approach. We extend to the
anisotropic case a RG method recently introduced which yields
directly (without calculations of the free enerqgy) the
equations of state. We apply this extension of the method to
the system (a). The spontaneous magnetisation as a function of
the temperature and the corresponding critical exponents g and
amplitudes are obtained. Our g = 2 estimatives are in good
agreement with the known exact results.

We apply the method to the system (b). The surface and
bulk magnetisations as functions of the temperature for the
several transitions which may occur are obtained, as well as
the corresponding critical exponents g and amplitudes.
Particularly at the extraordinary transition we find a
discontinuity in the first derivative of the surface
magnetisation, which we discuss in comparison with the results

obtained through other techniques.



The criticality of the system (¢) is studied within the
standard RG technique. The N-evolution of the phase diagram is
obtained, as well as the critical thermal exponents (v) and the
crossover eXponent (&) at the wvarious critical and
multicritical points.

We consider in the case of system (d), where the order
parameter 1is non-uniform, an approximation in which we
distinguish two different regions on the carpet. We apply the
RG method and we obtain the magnetisations as functions of the
temperature for these two regions, as well as the corresponding

critical exponents B.

S vii
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INTRODUCAO

Os sistemas magnéticos exibem uma grande variedade de
fenémenos interessantes devido a natureza dos diferentes
ordenamentos gue podem ocorrer. Como exemplos, citamos: o
ferromaghetismo, o antiferromagnetismo, ferrimagnetismo e
vidros de spin. Historicamente, a teoria microscépica do
magnetismo desenvolveu-se atraves de modelos em que
considerava-se momentos magneéticos atdémicos interagindo entre
si como responsaveis pela ordem no sistema. Mais tarde,
esclareceu-se a origem destes momentos maghéticos {através da
existéncia do spin dos elétrons) e a natureza da interacgdo
entre eles {(a interagido de troca, de natureza coulombiana,
associada ao principio de exclusdo de Paull). Basicamente, o
magnetismo pode ser caracterizado como um fendmeno de natureza
guantica e de carater cooperativo; onde um numero dgrande de
graus de liberdade comportam-se de modo correlacionado. Um
resumo do desenvolvimento desta area da fisica pode ser
encontrado na ref. 1.

Um modelo simples gue tem sido utilizado em Mecanica
Estatistica como protoétipo para sistemas magnéticos é o modelo
de Ising. Neste modelo, associa-se um momento magnético () a
cada sitio em uma rede, o gual s¢ pode estar orientado em duas
diregdes (opostas), ¢ = * 1. A energia de interagao entre
momentos magnéticos e o, é descrita pela Hamiltoniana

H = - J 010

ij i
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onde J & a integral de troca. De acordo com o sinal de J a
orientagdao preferencial relativa entre os momentos sera
ferromagnética (J > 0) ou antiferromagnética (J < 0). Este
modelo descreve subst@ncias magnéticas isolantes (elétrons com
pouca mobilidade) uniaxiais (anisotropia muito forte no espacgo
dos spins), além de ser um protdétipo para outros tipos de
sistema, como ligas binarias e sistemas gas-liquido, por
exemplo.

Este modelo pode ser dgeneralizado de diversas maneiras.
Se a varidvel o assume N orienta¢des (correspondendo a N
valores), e a energila de interagdo entre vizinhos i e j é

descrita por

(dando origem a apenas dois niveis de energia), obtemos o
modelo de Potts de N estados. Se a interacdo entre vizinhos
depende apenas do moédulo da diferenca angular entre as
orienta¢des das variavels o, obtemos o modelo Z(N). Se a cada
sitio associa-se além da variavel de Ising o =2 1 uma
outra variavel o,  que pode assumir N valores (associada a
direcdao de eixos em um hipercubo N-dimensional), sendo a

Hamiltoniana dada por

H =-NJ o) oo
1] ]
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obtemos o modelo cubico N-vetorial. Se consideramos a
generalizacdo onde o, o’ e o° s8o as matrizes de Pauli
associadas respectivamene as componentes s*, 8¥ e s de um spin
1/2 g, sendo a interacgdo descrita por acoplamentos mnas 3

componentes de g, obtemos o caso quéntico. O Hamiltoniano mais

utilizado neste caso é

Hgy=-13 [A(of Gj + ofoi ) + o?oj]
onde A = 0, 1 e « corresponde respectivamente ao modelo de
Ising, Heisenberg isotrdpico (isotropia na interagdo entre
spins) e modelo XY (simetria planar).

Quando mudam as condigdes externas a gque um sistema
magnético estid submetido, ou mesmo guande sua composigdo
interna varia, o tipo de ordenamento do sistema pode mudar. Se
nesta mudanca de fase esta envolvido um calor latente, a
transicdo ¢é dita de primeira ordem (descontinua), caso
contrario, de segunda ordem (continua). As transigdes de fase
de uma maneira geral ocorrem em sistemas diversos, tais como
fluidos, 1ligas bindrias, supercondutores, etc, envolvendo
outros tipos de ordem além da magnética. Neste trabalho daremos
énfase ao estude das transicdes de fase de segunda ordem em
sistemas magnéticos. Um exemplo deste tipo de transicgéo ocorre

no modelo de Ising. O modelo foi resolvido exatamente em uma

(2)

dimensao (onde nao existe ordenamento a temperaturas
. ' o 3

diferentes do 2zero absoluto) e em duas dlmensoes(—), guando

apresenta uma transigao de fase de segunda ordem a uma

temperatura critica T, finita, entre uma fase ordenada e outra

paramagnética.
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Proximo a uma transigao de fase (criticalidade) ocorrem
anomalias em muitas propriedades (tanto estdticas quanto
dindmicas). A existéncia de correlagdes de longo alcance, gue
provocam o aparecimento de grandes flutuagdes no sistema, é o
fator responsavel pelo aparecimento destas anomalias.

A principal dificuldade para tratar teoricamente os
fenémenos criticos consiste no fato de que € necessario
considerar um numerc grande de graus de liberdade, Jja que eles
comportam-se de modo correlaclonado. Inicialmente considerou-se
a aproximagdaoc que consiste em substituir o efeito de um
conjunto de graus de liberdade por um campo efetivo.
Posteriormente surgiu a teoria de Landau, baseada em hipodteses
gerals sobre a forma da energia livre na transigdo. Estas
teorias (chamadas de Campo Médio), por ndo levarem em conta
apropriadamente o efeito das flutuagdes, superestimam a ordem
nos sistemas e prevéem expoentes criticos (gue caracterizam as
singularidades de algumas fungdes termodindmicas) em desacordo
com os obtidos experimentalmente.

A natureza das singularidades que ocorrem na
criticalidade tem sido compreendida melhor através do
tratamento de Grupo de Renormalizagdo (GR), gue considera o
efeito das flutuagdées de maneira apropriada. Esta teoria,
baseada em um processo de redugdaoc dos graus de liberdade
(Kadanoff(é)), foi sistematizada por Wilson(é) utilizando
idéias que ja vinham sendo desenvolvidas em Teoria de Campos. O
GR € atualmente a teécnica analitica aproximada mais adequada

para tratar os fendmenos criticos (em especial os relacionados
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a transicbes de fase continuas). Neste formalismo os conceitos
de invariéncia por escala e universalidade (que caracterizam os
fenémenos criticos) aparecem de uma maneira natural.
Comportamentos verdadeiramente nao-analiticos e

invaridncia por escala sé sao possivels para os sistemas

Hamiltoniangs habituais, rigorosamente, no limite
termodinamico. Assim, nos modelos tedricos usualmente
considera-se magnetos 1ideais infinitos, translacionalmente

invariantes. No entanto, os sistemas reals sdo finitos e
possuem superficies (que quebram a simetria de translagao).
Desprezar estes efeitos em uma teoria de fendmenos
criticos é Jjustificavel dependendo do sistema que pretendemos
tratar e em que propriedades temos Iinteresse. Efeitos de
tamanho finito podem ser muito importantes em sistemas
mesoscépicos ou quando as interagdes microscopicas sao de longo
alcance (como em ligas metal-hidrogénio, por exemplo), sendo
necessario considerar a forma do sistema. Neste trabalho
estamos interessados em sistemas com interagdes de curto
alcance, como por exemplo os ferromagnetos, em gque momentos
microscopicos (spins) interagem através de interagbes de troca
cujo alcance é o de alguns parametros de rede. Neste caso
efeitos de tamanho devem poder ser desprezados, desde Jue
estejamos interessados em grandezas associadas ao volume. Isto
porque as particulas est@o correlacionadas somente dentro de
uma certa regido - cujo tamanho linear € definido como o
comprimento de correlagao £. O comprimento de correlagao e
finito a menos que estejamos no ponto critico. Assim, efeitos
associados a presenca de superficies s6 sao sentidos dentro de

uma camada de largura da ordem do comprimento de correlagdo. No
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ponto critico, em sistemas ideais, este comprimento torna-se do
tamanho do sistema, mas na pratica isto s¢ acontece em filmes
finos ou particulas peguenas. Experimentalmente os coﬁprimentos
de correlagao tipicos sdo muito menores que as dimensdoes do
sistema. Consequentemente efeitos de superficie sdo pequenos em
gqualquer grandeza extensiva em que estejamos interessados.

Em resumo, poderiamos pensar que estes efeitos séo
irrelevantes para o comportamento critico de sistemas com
interacées de curto alcance. No entanto, desvios nos valores de
grandezas extensivas em relagdo ao seu valor no volume ja foram
medidos (estas medidas podem ser feitas, por exemplo, em filmes
de largura variavel). Neste caso, em um tratamento tedrico, faz
sentido separar todas as gquantidades extensivas do sistema
(como a energia livre, por exemplo) em um termo proporcional ao
volume do sistema e um outro termo proporcional a &area da
superficie. Assim como o comportamento critico da contribuicéo
do volume pode ser descrito (como veremos adiante) em termos de
expoentes criticos e leis de escala, uma descrigdo similar
surge para a contribuigdo da superficie. Por outro lado, se
estamos 1interessados em gquantidades locais, cujas mnédias
termodinamicas préximo a superficie sao diferentes do seu valor
no interior do volume (como consequéncia do efeito "geométrico"
de haver uma superficie), entdo € necessario consideraf estes
efeitos. Neste caso, considera-se como modelo tedrico, por
exemplo, sistemas semi-infinitos, sistemas limitados por duas
superficies, etc. A introdugdo de expoentes criticos assoclados

as grandezas locais torna-se necessaria para descrever o
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comportamento critico desses sistemas. No capitulo 3 voltaremos
a esta questao.

Recentemente, fendémenos ligados a superficies tém
despertado grande interesse tanto devido & sua riqueza tedrica
quanto a sua importdncia tecnoldgica (por exemplo, processos
quimicos como a corroséo e a catalise ocorrem na superficie dos
sélidos; o armazenamento de informagdes em um meio magnético é
feito na sua superficie). Teoricamente, a dificuldade em
abordar sistemas com superficies consiste no fato de que ha uma
quebra na invaridncia por translagdo e na isotropia. Em redes
cristalinas infinitas perfeitas, cada sitio tem exatamente a
mesma vizinhanga, o que ndo ocorre em sistemas com superficies.
Na melhor das hipdteses, a periodicidade ¢é mantida em duas
dimensdes, se ndo houver um rearranjo dos atomos superficiais.
Proximo a superficie, o momento magnético associado a cada
sitio sofre a agao de um campo cristalino (devido aos
outros momentos magnéticos) diferente do campo que atua no
interior do sd6lido (o numero de coordenagdo de um sitio
superficial é diferente do de um sitio interno). 0
comportamento critico de superficies é complicado ainda pelo
fato de que, além do efeito geométrico de ter sitios vizinhos a
menos, oOS acoplamentos microscépicos préximo a superficie podem
ter valores diferentes dagqueles do volume. Devide a isto a
superficie pode ordenar-se, para temperaturas decrescentes, a
uma temperatura mais alta que a do volume, ou pode apresentar
um tipo de ordenamento de carater diferente do associado ao
volume. Atualmente sabemos que as propriedades magnéticas (por
exemplo) de superficies podem diferir drasticamente daquelas

(8)

do volume a gque estdo acopladas . Esta diferenca depende
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inclusive da simetria da superficie em guestdo (se ¢ uma
superficie (100), (110), etc).

Por outro lado, ha também interesse em sistemas
puramente bidimensionais, em oposigdo a sistemas em gque uma
superficie esta acoplada ao volume. Os filmes finos que aderem
a superficie dos sdélidos, consistindo de aproximadamente uma
camada molecular, sdc exemplos de sistemas reais que podem
ter as propriedades de um sdlido bidimensional. Isto ocorre
quando as forgas entre atomos deste filme sdo muito mais fortes
que as forgas entre filme e substrato, e tanto o parémetro de
rede quanto a simetria naturais do sélido bidimensional séao
substancialmente diferentes dos do conjunto de sitios de
adsorcao. Neste caso o filme fica em uma fase em que ele esta
livre da estrutura do substrato.

Atualmente é possivel obter informagdes sobre
propriedades locais dos materiais através de diversas técnicas
experimentais que, em principio, permitem estudar os efeitos de
superficie separadamente dos efeitos de tamanho finito. Uma
técnica bastante utilizada, por exemplo, & a de SPLEED
("spin-polarized low-energy electron diffraction"), que
consiste no espalhamento de um feixe de elétrons de spin
polarizado por uma superficie maqnetizadé. ‘Mede-se a

intensidade de assimetria A
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onde I €@ a intensidade do feixe espalhado guando o momento
T

magnético do elétron incidente é paralelo a magnetizacgdo e I

ty
quando é antiparalelo. A assimetria é proporcional, em primeira
aproximacao, ao alinhamento dos spins na superficie. Uma outra
técnica importante e a de ECS {"electron-capture
spectroscopy"), que consiste basicamente na captura de elétrons
dos atomos de superficie por deuterons rapidos gque inciden
sobre o material, sendo refletidos a A&angulos peqguenos.

Dependendo da polarizagao dos spins destes elétrons capturados,

definida como

(n" - n")

P=—
+ - r
(n + n)

onde n+ e n sdo respectivamente o0 numero de elétrons conm
momento magnético paralelo e antiparalelo ao campo magnetizante
interno, obtém-se informacdes sobre o ordenamento magnético da
superficie. Outras técnicas disponiveis sao LEED ("low-energy
electron diffraction"), "spin-polarized photo-emission",
espectroscopia Mdssbauer e varredura por microscopia eletrénica
com analise de polarizagado (ver ref. 7).

Na pratica, obter dados experimentais em superficies (ou
em filmes) é um processo bastante complexo, devido as enormes
dificuldades em preparar superficies atomicamente limpas que
permanegcam sem contaminagao e bem definidas durante os
miltiplos ciclos de aquecimento e resfriamento necessarios a
obtencdo de dados confiaveis. Além disso, deve-se obter
informagdes concernentes apenas as primeiras camadas da

amostra.
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0 efeito da dimensionalidade do sistema no ordenamento
magnético tem sido objeto de muita discussdo. Através dos
trabalhos pioneiros de Bloch e Peilerls (nas primeiras décadas
deste século), pensava-se gque Vvarios tipos de estados
ordenados, tals como cristais perfeitos, magnetos, superfluidos
e supercondutores, ndo podiam existir em uma linha unica ou em
uma camada unica de &atomos (supondo-se sistemas de simetria
continua). A temperatura do zero absoluto podia-se encontrar um
estado ordenado estavel, mas & temperaturas finitas as
excitagbes cristalinas (magnons e fonons) destruiriam qualquer
ordem de longo alcance.

Estas idéias foram consideradas quase como teoremas, até
gque nos anos 60 mostrou-se que estes "teoremas" estavam
incomplietos. Novas idéilas surgiram com o trabalho de
Berezenskii, Lasher e Mermin. O teorema de Mermin-Wagner(g)
afirma, em resumo, que ndo pode existir ordem de longo alcance
(entendida, por exemplo, como magnetizagdo espontdnea para
ferromagnetos e magnetizagdo de subrede para antiferromagnetos)
para qualquer temperatura finita em sistemas de simetria
continua, com interag¢des de curto alcance, em duas dimensodes.
Assim, ordem cristalina de longo alcance nestas condigdes é
excluida. O teorema ndoc exclul a possibilidade de haver outros
tipos de transigdo. Na verdade ndo existe contradicdo em ndo
existir ordem de longo alcance e ocorrer uma transigao de fase
a temperatura finita TC, ocorrendo singularidades em fungdes
tais como a suscetibilidade. Stanley e Kaplan(g) explicaram

esta possibilidade através de um decaimento da fungdo de
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correlacac TI'{(R) = <§o.§€> como lei de poténcia, para T < T,
fazendo com que a suscetibilidade x _ Z T'(R) divirja neste

intervalo de temperaturas. Para T > Tc a fungao de correlacgao
decairia exponencialmente, implicando em suscetibilidade
finita. Esta transigdo ocorre sem que I'(e) seja finita (sem
ordem de longo alcance, portanto). Efetivamente, mais tarde, o

(10)

trabalho de Kosterlitz e Thouless mostrou gue para o modelo
planar (XY classico) um meio bidimensional comporta transicées
de fase a T finita, do tipo predito por Stanley e Kaplan,
envolvendo um tipo adicional de ordem de longo alcance, a ordem
"topolégica®™. Frohlich e Lieb(ll) provaram a existéncia de
transicaoc de fase a T finita para uma variedade de modelos com
simetria continua em duas dimensées. Assim, tudo indica que
problemas em duas dimensfes sao delicados, no sentido de que
mudangas aparentemente inécuas nos parametros do modelo podem
causar mudangas profundas na termodinamica.

Avangando um pouco mais na questdo da influéncia da
dimensionalidade no magnetismo, consideremos agora o caso da
superficie acoplada ao s6lido. Devido a experiéncias(lg) em gque
observou-se camadas magneticamente "mortas" (paramagnéticas) em
filmes finos de Ni em substratos de Cu, pensou-se durante cerca
de dez anos que uma superficie "limpa" em um sdélido nao podia
estar magnetizada, apesar dos resultados experimentais héao
serem convincentes e algumas vezes contraditérios. A diferenca
entre magnetismo em duas dimensfes e magnetismo de superficie
ainda nao estava clara. No caso de superficies ou camadas
adsorvidas em um sdélido sempre existe alguma interacdoc entre a
superficie (ou camada) e o volume. Mostrou-se posteriormente

através de novas experiéncias em Ni(ll), usando SPLEED, e em
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Fe;%(li), usando a técnica de "spin polarized photo emission",
que o aspecto bidimensional da superficie nestes sistemas
apenas reforga as excitagbes de spin mas ndo destréi a ordem de
longo alcance. Assim, por exemplo, para o Fe304 a magnetizagdo
de superficie decresce mais rapidamente gque a do volume, quando
variamos a temperatura. Muito progresso tem sido feito desde
entdo, embora alguns pontos ainda ndo estejam suficientemente
claros. Retomaremos esta questdo mais adiante.

Ao longo deste trabalho, estudamos algumas propriedades
criticas estaticas (fronteiras criticas, expoentes, classes de
universalidade, wmagnetizagdo espontanea) para alguns dos
modelos estatisticos que foram mencionados nesta introdugdo.

No capitulo 1, fazemos um resumo das Iidéias basicas
sobre fenbmenos criticos e descrevemos o procedimento do Grupo
de Renormalizagdo no espago real, aplicado a sistemas de spins
localizados. Destacamos o procedimento wusual para calcular
grandezas termodindmicas como a energia livre, por exemplo, emn
fungdo dos parametros externos e a aproximagdo por redes
hierdarquicas.

No capitulo 2 discutimos um método (recentemente
introduzido) gque permite calcular diretamente, sem passar por
calculos de energia livre, as equagfes de estado para sistemas
térmicos. Como estamos interessados em sistemas semi-infinitos,
é necessario saber tratar a anisotropia nas ligagdes da rede,
inerente a este tipo de problema. Generalizamos o método ja
mencionado para o caso anisotrépico, aplicando-o como teste ao

ferromagneto de Potts em rede guadrada anisotrépica.
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No capituleo 3 aplicamos este formalismo ao ferromagneto
de Ising em rede cubica semi-infinita, discutindo as diferentes
classes de universalidade das transicgdes que ocorrem no sistema
e obtendo a magnetizagdo espontinea da superficie e do volume
como funcdes da temperatura.

No capitulo 4 estudamos a criticalidade do modelo cubico
n-vetorial em uma rede cubica semi-infinita, onde novos tipos
de ordem surgem devido a presenca da superficie.

No capitulo 5 estudamos © comportamento da magnetizacgao
em um ferromagneto de Ising sobre uma estrutura fractal, o
tapete de Sierpinski, motivados pela questdo da influéncia da
dimensac no magnetismo.

Nas conclusdes apresentamos um resumo dos resultados
obtidos e perspectivas para a continuagdo do trabalho nesta

linha.
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CAPITULO 1

GRUPO DE RENORMALIZAGCAC NO ESPACO REAL E TRANSICOES DE FASE

Nosso objetivo neste capitulo & descrever brevemente as
principals caracteristicas dos fendémenos criticos e apresentar
os conceitos fundamentais do grupo de Renormalizagdo, aplicando
o método na versdo do espago real a sistemas de spins
localizados. o) método padrao para obter grandezas
termodindmicas como fungado dos pardmetros externos e a

aproximacgao por redes hierarquicas sdo discutidas.

1.1 - Fendmenos Criticos

Uma grande variedade de sistemas exibem fendmenos
criticos. Uma revisdo detalhada deste assunto pode ser
encontrada na ref. 15. Aqui consideraremos, apenas para
efeito de comparagao, sistemas fluidos e nos concentraremos
em sistemas magneéticos.

Para um sistema fluido homogéneo isotropico, a equagio
de estado e da forma f£(P,p,T) = 0, onde as variavels sdo
respectivamente pressdo, densidade e temperatura. Esta equagdo
define uma superficie no espago (P,p,T). A projecdo de alquns seq
mentos desta superficie no plano PT, por exemplo, define curvas de

coexisténcia, onde cada ponto representa um estado do sistema
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em que coexistem em equilibrio duas das trés fases possiveis.
As curvas de coexisténcia se encontram no ponto triplo, onde as
trés fases coexistem. A curva de coexisténcia entre vapor e
liguido nao continua indefinidamente, acabande em um ponto
critico (Pc, P+ Tc). A partir deste ponto é possivel converter
liguido em gas continuamente, sem passar pela 1linha de
transicao de fase.

A baixas temperaturas, existe uma grande diferenca entre
as densidades do liquido e do gas, P e p., has quando nos
aproximamos da temperatura critica esta diferenca tende a zero.
(P, - P € o0 parametro de ordem do sistema, definido em geral
come uma grandeza ¢ue é diferente de zero abaixo da temperatura
critica do sistema e nula acima desta temperatura.

A projegao da superficie dada pela equag¢do de estado no
plano Pp define isotermas. Essas isotermas apresentam uma parte
plana na vizinhancga do ponte critico, isto é, para
T - Tt, oP/3p - 0. Como a compressibilidade do fluido é
definida através de 1/p (8p/8P), ela diverge quando nos
aproximamos do ponto critice. Esta divergéncia significa que a
distribuigdo de densidades ¢ muito sensivel a flutuacgées
pequenas de pressio.

Em um magneto simples, por exemplo, como o de Ising,
onde ©os spins §1 podem ter apenas duas orientag¢des, aparecem
duas fases. A temperaturas altas, se comparadas com J, a
entropia domina sobre a energia e os spins flutuam gquase que
independentemente. A simetria global nos spins € preservada
nesta fase (paramagnética). A correlacido entre dois spins
separados por uma distancia r cai como I'(r) _ e_r/E, onde &

é¢ o comprimento de correlagdc caracteristico. A baixas
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temperaturas a energia domina sobre a entropia e os spins estéo
predonminantemente alinhados em um dos dois sentidos
possiveis (fase ferromagnética). Quando um dos dois sentidos
é escolhido, ha uma quebra de simetria, e o sistema adquire
magnetizacao espontdnea M (que é o parédmetro de ordem neste
caso). Na fase ordenada, a correlagdc entre dois spins &
diferente de zero (Mz) guando a disténcia entre eles tende a
infinito (ordem de longo alcance). A transicdo entre as duas
fases ocorre a uma temperatura critica TC da ordem de J, onde
£ diverge e a magnetizacao espontédnea se anula (se o sistema
esta sendo aquecido).

Em um magnetoc a equacgado de estado é dada através de unma
funcdo 1ligando H, M e T, respectivamente campo magnético,
magnetizagao e temperatura. Estes paré&metros, nesta ordemn,
guardam uma analogia estreita com os parametros P, p e T do
fluido. A projeg@o da superficie dada pela equacao de estado no
planc HT define uma linha de coexisténcia para H = 0, T abaixo
de TC: coexistem duas fases caracterizadas por magnetizacgdes
iguais em médulo mas com sentidos opostos ao longo de um dado
eixo.

A projegdo da superficie correspondente & equagdo de
estado no plano HM define isotermas. Para o magneto a grandeza
andloga & compressibilidade isotérmica do fluido ¢€é a
suscetibilidade isotérmica X, = (BM/BH)}k@,T,quécﬁﬂergeem T (a
divergéncia estd associada & parte plana gue aparece na
isoterma T = T ). Esta divergéncié corresponde a uma

sensibilidade muito grande das flutuagdes de spin a pequenas
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variagdes no campo.

As transigdes de fase em geral sao caracterizadas pelo
comportamento singular apresentado por algumas grandezas
fisicas na criticalidade. Mencionamos as principais e seus
expoentes criticos associados, para um sistema magnético

(t = (T-T_)/T):
(a) O parametro de ordem
M ~ (-t)B H £t <0 ; H=0 (1.1.1)
M~ H ; t =0 , H >0 (1.1.2)
(b) A susceptibilidade a campo nulo

X, - -ty ¢ t < 0 , H=0 (1.1.3)

X, - £y~ 7 ; t > 0 , H=0 (1.1.4)

(c) O calor especifico

c -~ (-t)7%

t
A
<

, H=0 (1.1.5)
c~ () ® ; t >0 H =0 (1.1.6)

(d) A funcado de correlagao, definida como F(?) = <§O.§?>

Z| - o, (1.1.7)
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d = dimensionalidade

(e) O comprimento de correlag¢ao, que mede o alcance da fungao

de correlacéo,

UI

£ ~ (-t) ; t <o, H=0 (1.1.8)
£ ~ (£)7Y ; t >0, H=0 (1.1.9)
Guggenheim(lé), em 1945, reunindo dados sobre a curva de

coexisténcia de oito fluidos simples, mostrou que essas curvas
se reduziam a uma unica, guando os dados eram propriamente
normalizados (ilustrando a leil dos estados correspondentes). O
pardmetro de ordem variava perto de T com um exponente 8 ~ 1/3
para todos esses fluidos. Comegava a delinear-se a idéla de
universalidade nos fendmenos criticos.

Esta caracteristica dos fendmenos criticos fol percebida
com clareza a partir da década de 60, gquando foram realizadas
muitas experiéncias com grande precisdo na vizinhanga dos
pontos criticos. Observou-se entdo que sistemas inteiramente
diferentes, com temperaturas criticas distintas, acabavam
exibindo o mesmo tipo de comportamento assintdtico
(caracterizado pelos mesmos expoentes criticos), na vizinhanga
do ponto critico.

Os expoentes criticos assumem valores universais,
diferentes dos previstos pelas teorias de campo médio. Eles
dependem, em principio, apenas de alguns fatores como (i) a

dimensionalidade dos sistemas fisicos (i1) a dimensionalidade
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do parametro de ordem (por exemplo, em uma transigao
liquido-gas a diferenga de densidades ¢é um escalar, em uma
transicao ferromagnética isotropica a magnetizagdo € um vetor
de 3 componentes) e (1ii) o alcance das interagdes
microscépicas.

Os expoentes criticos estdo relacionados entre si.
Pode-se mostrar, através de argumentos dgerais, gque valem as

seguintes desigualdades:

a’ + 2B + ¥’ > 2 (Rushbrocke) a)
«’ + B(1+8) > 2 (Griffiths) b)
(2-m)v > 7 (Fisher) c) (1.1.10)
dv’ > 2 - o d)
dv > 2 - « {Josephson) e)

Uma propriedade importante dos sistemas na criticalidade
é a invariancia por escala, ja que as flutuagdes do parémetro
de ordem estido presentes em todas as escalas de tamanho. As

hipoteses de escala (11712}

baseadas nesta propriedade,
permiten obter relagdes adicionais entre os expoentes criticos.
Obtém-se que (i) as relagdes acima sdo satisfeitas como
igualdades; (ii) os expoentes «f, 7', v’ sdoc iguais
respectivamente a «, ¥, v; (iii) e possivel estabelecer

equagbes de estado independentes da substéncia normalizando as

variaveis apropriadamente, como no caso da lei de estados
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correspondentes para fluidos.
1.2 - O Grupo de Renormalizag¢ao no Espago Real

0 método de Grupo de Renormalizagao (GR)(@Q.)'@D'(E))
aplica-se a problemas caracterizados por envolver, de modo
essencial, um grande numerc de graus de liberdade. Os
fenémenos criticos sdo um exemplo desta classe de problemas.

Enm muitas situagdées é possivel reduzir o tamanho de um
sistema (de modo a ter um numero menor de graus de liberdade)
sem mudar gqualitativamente suas propriedades. Pode-se chegar
entdo a um problema em que seja possivel a aplicagao de metodos
tradicionais. ©0 tamanhco minimo até onde se pode ir neste
processo é o comprimento de correlagac £, dque depende do estado
do sistema. Perto de uma transicdo de fase, por exemplo, £
torna-se grande e no ponto critico, €& €& infinito. O
comportamento de sistemas em que muitos graus de liberdade
atuam cooperativamente dentro de uma regiao de tamanho £ e
qualitativamente diferenteJ do comportamente de sistemas qué
possuen apenas alguns graus de liberdade nesta regiao. No
primeiroc caso o comportamento & determinado fundamentalmente
pelo fato de haver comportamento cooperativo, muito mais do gque
pelos detalhes da natureza dos graus de liberdade em questao.
Deste ponto surge a nogdo de universalidade nos fendmenos
criticos.

Um dos objetivos do GR é simplificar a tarefa de

resolver sistemas em gue existem muitos graus de liberdade
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dentro de um comprimento de correlagido. A idéia essencial é
substituir os graus de liberdade microscoéopicos originais do
sistema por um conjunto menor de graus de liberdade efetivos
(processo que pode ser visto como uma mudanga de escala onde as
flutuagoes microscépicas sdo eliminadas). Isto é feito em
etapas sucessivas, em principio até que o0s novos dgraus de
liberdade estejam separados por disté@ncias da ordem de £. Em
cada etapa obtém-se interagdes efetivas, dando origem a uma
Hamiltoniana renormalizada. Os novos acoplamentos podem ser
obtidos considerando-se apenas uma regidao do sistema da ordem
do alcance dessas interagdes. Assim chega-se idealmente a uma
situagac em que apenas alguns graus de liberdade em um
comprimento £ precisam ser considerados, o que pode ser feito
através dos métodos convencionais.

0 GR também pode ser utilizado para obter as
caracteristicas do comportamento cooperativo dos sistemas, tais
como oOs expoentes criticos associados ao pardmetro de ordem, a
suscetibilidade e ao comprimento de correlagdo. Para isso
considera-se a propria transformagdo do GR, isto &, a
transformagdoc T que leva a Hamiltoniana original H na
renormalizada H1’ H1 em Ha, etc, enquanto faz-se as mudangas de

escala:’

T(H ) =H . (1.2.1)
Iterando-se T n Vvezes (n grande Jja que proxime a um ponto
critico & ¢é grande) no caso mals simples atinge-se

assintoticamente um ponto fixo da transformagac
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* E. 2
T(H )= H (1.2.2)

Este ponto fixo €& propriedade da transformagédo T, sendo o
limite da sequéncia de H’s para todo um conjunto de escolhas
iniciais H . A um ponto fixo corresponde um estado do sistema
invariante sob a transformagao de escala, 1isto é, associado a
£ = o (ponto fixo critico) ou & = 0 (ponto fixo trivial). Os
tipos possiveis de comportamento cooperativo sdo determinados
pelos possiveis pontos fixos criticos de t©. Cada ponto fixo
tera seu dominio de atragdo, de modo gque © conceito de
universalidade vale separadamente em cada dominio.

Em um espago de parametros (temperatura, campos,
constantes de acoplamento), onde cada ponto representa uma
Hamiltoniana a uma dada temperatura T, a sucessdo de H’'s
obtidas através das iteragdes do RG pode ser visualizada como
uma trajetdria. Se consideramos, por exemplo, um sistema
apresentando uma transicao de fase ferromagnética, o ponto
representativo do sistema descreve uma linha ("linha fisica")
enquanto T varia. Neste espago dos pardmetros, pode-se
representar superficies de €& constante, Sg. A linha fisica
atravessa estas superficies, ja que £ é fungdo de T. Quando a
linha fisica cruza a superficie S, (superficie critica) em um
ponto P, ocorre a transigcdo de fase. De cada ponto da linha
fisica o GR faz partir trajetdrias de sistemas correspondentes.
Do ponto P parte uma trajetoria que permanece em S, ja que £

permanece infinito quando se reduz o© numero de graus de
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liberdade, indo em direcdo a um ponto fixo nesta superficie. A
trajetdria que parte de um ponto vizinho a P se afasta de Sy
atravessando superficies Sg de £ cada vez menores e sendo
atraida por um ponto fixo trivial (£ = 0).

Na wvizinhanga de um ponto fixo critico é possivel fazer
uma teoria linear para estudar a renormalizacgéo dos parametros
pouco diferentes dos do ponto fixo. Diagonalizando o Jacobiano
da transformacdo de GR definemse eixos locails, associados a
campos de escala, para os gquais, na vizinhanga do ponto fixo, a
transformagdo é linearizada. Em geral os eixos locais sao dife
rentes para cada ponto fixo,

A um ponto fixo corresponde um comportamento critico
definido, determinando pelos campos de escala e autovalores do
Jacobiano no ponto. A cada ponto fixo esta associado uma bacia
atratora na superficie critica. Todo sistema cuja linha fisica
atravessa uma dada bacia atratora apresenta o comportamento
critico associado ao ponto fixo correspondente. As competigoes
entre pontos fixos ddo lugar aos fendmenos de crossover: uma
trajetéria pode passar perto de um ponto fixo, apresentando
inicialmente o regime critico caracteristico deste ponto,
depois passar por uma zona de transigdo e por fim, bem proximo
& temperatura critica TC, apresentar um segundo regime critico
caracteristico de um outro ponto fixo, dque seria o limite
definitivo da trajetoéria.

Para tornar estas idéias operacionais, consideremos um
sistema de spins de Ising em uma rede d-dimensional com

Hamiltoniana generalizada
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H(S)

i
=
i~
w
w
+
=
w
i~
4]
+

. (1.2.3)
<i, j> i

onde S = %1 & a variavel de spin associada a cada sitio i da
rede, o fator (-B) j& esta incorporado a H e o espago dos

parametros de H é dado pelo conjunto {K) = (K, K, ... Ka .
KN}, onde o indice « se refere ao tipo de acoplamento {entre
dois spins, primeiros vizinhos, segundos vizinhos, campo, entre
trés spins, etc). Seguindo as idéias de Kadanoff{é), divide-se
a rede em blocos de p* spins e transforma-se cada bloco em um
novo spin s, os guais formam uma rede isomorfa a original,

escalada por um fator b. As interagbes efetivas entre spins S;
e o campo efetivo déo origem a nova Hamiltoniana
H’(s') = K! ¥ 8;83 + Ké T Sf o+ ... (1.2.4)
<i,i > i

Como a origem das energias também € renormalizada, surge um
termo adicional em H’/(S’), G, que depende das constantes de
acoplamento iniciais mas nao da configuragao dos spins {s8{}.
Para preservar os aspectos fisicos relevantes, impde-se em
geral que alguns funcionais permanegam invariantes sob a
transformagdo. No caso impomos que a fungao de partigao seja

preservada,

Yy exp [H(S)] = ¥ exp[G + H’(S’)] (1.2.5)
(s} (s}
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onde as somas s30 sobre todas as configuragdes dos spins.
Desta relagdo pode-se obter os pardmetros renormalizados

em fungdo dos originais,

. o
K, =R, ({K}) (1.2.6)

que siao as equagdes de renormalizagio a serem iteradas. Proéximo

a um ponto fixo (K:, K.

R K;) destas edquag¢des, obtém-se a

linearizagdo da transformagdc através do Jacoblano J

B

2(8K&/6K8)|({K*}), de modo que a transformagdo pode ser escrita
K - K. =F J (K, = K) 1.2.7

a a g aB( B B ) (1-2-7)

Calculando-se os autovalores Ai e autovetores asscciladoes ui de

J, os campos de escala g, si0 escritos em fungido das antigas

variaveils
i *
q, =¥ u, (K, -K ) (1.2.8)
o
de modo que ¢{ = A, q . Se 1Ai| > 1, 4qf vali se afastando cada

vez mais do ponto fixo por transformagdes sucessivas de GR. O
campo de escala g, é entio dito relevante. Se |A1| <1, qf vai
se aproximando do ponto fixo, e o campo & dito irrelevante. O
ponto fixo & estavel se todos os |A | sdc menores que 1. Se
|A1| = 1, o campo correspondente é dito marginal.

A partir da linearizagdo da transformagio de GR préximo
a um ponto fixo é possivel obter os expoentes criticos
associados a ele. Como exemplo, vamos ohter uma expressao para
o expoente critico vu.

como a transformagdo de GR reescala o pardmetro de rede
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por um fator b, os comprimentos de correlagao escritos nas

unidades de parametro de rede correspondente satisfazem

1
£ ({K"})) = — & ({K)) (1.2.9)
b
onde se supds que £'({K’'}) = &({K'}) Jja que depois da

transformacdo de GR o sistema continua possuindo um numero
infinito de graus de liberdade. Por outro lado, o comportamento
do comprimento de correlagdoc na regido critica em fungaoc dos
{qi} pode ser dada por

£({q,)) « ICI>I'_U (1.2.10}

onde d é o campo de escala assoclado ao maior autovalor (A))
de J malor que 1. Este autovalor A) corresponde ao eixo local
aproximadamente perpendicular a fronteira critica, sendo g, um
campo de escala tipo temperatura. Quando existe mais de um
autovalor maior gue 1 associado a um ponto fixo, a fronteira
critica é sempre tangencial ao eixo local associado ao menor
autovalor (por construgéo).

Assim, tem-se gue

- 1 -u
laz|™ == a, | (1.2.11)
b
e
In b
V= —— . (1.2.12)
In A
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1.3 - Equac¢oes de Estado

Nao existe nenhum motivo a priori pelo gual o GR tenha
que se restringir a fenbmenos que ocorrem nas vizinhangas da
temperatura critica, especialmente se estamos interessados em
solucgdes aproximadas. Existem procedimentos de GR disponiveis
na literatura que permitem calcular grandezas termodindmicas
para valores arbitrarios dos parémetros externos. Resumimos
aguli o procedimento usual, gque €& discutido em detalhes nas
refs. 21 e 23.

Partindo da eq. {1.2.5) obtém-se uma relacao entre as

energias livres adimensionais original e renormalizada, F e F’

F =G+ F/ (1.3.1)

Se N e N’ sdo respectivamente o numero de sitios da rede
antes e depois da renormalizagdo (N/N’/ = bd), no limite
termodindmico temos que F = N f({K}) e F/ = N’ f({K’}), onde
f({K}) (£{{K"})) é¢ a energia livre por sitio no sistema
original (renormalizado). Introduzindo a definig¢do G = Ng,

podemos reescrever a eq. (1.3.1) como

£({K}) = g({K}) + b £({K’}) (1.3.2)

Através desta equacdo basica é possivel obter a energia
livre do sistema como fun¢do dos ©parédmetros externos
(temperatura, campo magnético , etc) e obter, através de
derivadas apropriadas, outras grandezas termodindmicas como por

exemplo a magnetizacio espontédnea, o calor especifico, a
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suscetibilidade, etc, emn funcao destes parinmetros.
Basicamente, a partir da equacdc (1.3.2) iterada n vezes
obtém-se
n-1

£({(kK}) = ¥ b™ gx™)) + b

B=0

e r™y)y , 0 (1.3.3)

onde {K(n}} representa o conjunto de acoplamentos do sistema

iterados n wvezes. No limite n -5 =, 0 segundo termo se anula e
obtém-se uma solucao de série infinita para a energia livre por
spin. Na pratica esta solugao pode ser calculada numericamente
para valores arbitrdrios de K, depois gque as equagbes de
renormalizacdo para um numero finito de spins forem obtidas.

Na presenca de um campo magnético H, no entanto, o
limite a[b™ f((k'"™})]/6H é finito abaixo da temperatura

critica para H = 0_ e € deste termo gque surge a magnetizacéao

espontdnea. A magnetizagdo é dada por

f ({K}) -1 8g({K'™)) 8 b7 (k"))
——— = M({K)) = L b +
JH n=0 gH JH

(1.3.4)

Comc a funcao g({K(m)}) €& par sob trocas de sinal simultédneas
de todas as interacdes impares entre os spins (jJa que pode
ser vVista como a auto-energia por spin, interac¢do par) no
limite H = G, ag({Km”})/BH = 0 e ent3do a magnetizacio
espontinea € dada somente pelo ultimo termo da eq. (1.3.4).

Desde que os acoplamentos iniciais ndo estejam na
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superficie critica, sob transformagdao de GR %gg {Km}}

tende para algum dos pontos fixos atratores caracterizados

por valores dos acoplamentos iguais a 0 ou «». Nestes pontos
pode-se calcular p™™ f({K“”}) diretamente através da
funcdo de partigdo. E importante ressaltar que para H = 0, a

ordem ao considerar a derivada parcial com respeito a H e o
limite n - » ndo pode ser trocada.

Procedimentos similares podem ser encontrados nas
refs.24 e 25, envolvendo a aproxima¢ao por redes hierarquicas.

Este processo para calcular grandezas termodinamicas
como funcido dos parédmetros externos tende a ser bastante
trabalhoso. Recentemente foi introduzido(gé) por Caride e
Tsallis um procedimento fenomenolégico de GR que permite obter
para sistemas térmicos o parédmetro de ordem como fungdo de
pardmetros externos, isto é, as equagdes de estado, sem passar
por calculos de energia livre. Este procedimento é mais simples
operacionalmente que o anterior, adaptando-se ao GR envolvendo
redes hierdrquicas. Este método sera discutido em detalhe e

aplicado a alguns modelos nos proximos capitulos.

1.4 - A Aproximacgdo de Redes Hierarquicas

Em geral no sistema renormalizado podem surgir novos
tipos de acoplamento qgue ndo estavam presentes na Hamiltoniana
original. O gue se faz é& incorporar estes novos acoplamentos e
reconsiderar o problema, na tentativa de gque ele permanega
fechade scob transformagcao de GR. Se isto nédo ocorre, isto é,
se ha proliferagio de parametros, ¢é necessdrio fazer um

truncamente em algum ponto, alguma aproximag&o baseada na
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fisica do sistema. A ocorréncia de proliferacao de interacdes
em redes de Bravals depende da simetria do modelo e da
topologia da rede em questao.
Utiliza-se frequentemente um GR no espago real em que
aproxima-se redes de Bravais (translacionalmente invariantes)

(27)

por redes hilerarquicas (que sdo invariantes por escala),
escolhidas de modo a preservar as simetrias mais relevantes da
rede original e a respeitar a simetria do estado fundamental do
modelo.As redes hierarquicas sao geradas no limite de infinitas
iteracbdes sucessivas de uma transformagao come por exemplo, a
ilustrada na fig. 2.1.1 do capitulec 2. Comecando com uma unica
ligagao, a cada passo uma rede maior & formada decorando cada
ligagdo da rede anterior com uma célula basica. Transformacgdes
por decimacdo nestas redes constituem GR exatos:; mais
precisamente, sdo exatos na medida em que sistemas classicos séo
considerados, no sentido de que todos os comutadores relevantes
anulam-se e pode-se considerar partes do sistema separadamente.
© motivo pelo qual se usa a aproximacao de redes hierarquicas é
gue, nestas redes,é possivel estudar uma variedade de modelos
cujas Hamiltonianas permanecem fechadas sob GR (i.e., nao
havendo prolifera¢ao de pardmetros). Frequentemente, neste
formalismo, os modelos de simetria discreta finita sao fechados
ou pelo menos sempre €& possivel depois de algum alargamento do
espaco dos parametros obter uma Hamiltoniana generalizada que é
fechada. Para modelos de simetria continua o problema de

proliferacido de parametros permanece em nmuitos casos e em geral

€ necessario algum truncamento.
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No contexto de GR envolvendo redes hierdarquicas
consideramos a transformagdao de um grafo original em um grafo
renormalizado, os quais podem corresponder por exemplo, a duas
etapas na construgdo da rede hieriarquica. Os grafos séao
constituidos de sitios internos e sitios terminais (ou raizes),
com ligagHes entre eles (ver fig. 2.1.1). A menor disténcia
topoldégica entre terminais é& chamada de distancia quimica, b.
Um grafo com N 1ligagbes e distancia quimica b da origem
(através de infinitas iteragdes) & uma rede hierarquica de
dimensdo fractal intrinseca definida por Melrose(QZ) como db =
InN/iInb. No caso do grafo ser constituido por uma uUnica
ligagao, N = b = 1, db ficaria indeterminada; pode-se mostrar,
no entanto, que para este caso trivial db = 1. Impde-se gue a
fungao de correlagac entre as raizes dos grafos original e

renormalizado seja preservada, de modo que

- r
eBH: Tr e

{sitios internos)

(1.4.1)

onde o trago é tomado sobre os graus de 1liberdade internos
enquanto os graus de liberdade externos s&o mantidos fixos em
configuragdes gquaisquer. Esta condigdo é mais forte que a
condigao de que a fungdo de partigdo seja preservada.

A operagdo descrita acima ¢é grandemente simplificada
pelo método introduzido em(gg), o método de "corte e colapso'.
Este algoritmo permite realizar tragos parciais sobre os sitios

internos de um grafo sem necessidade de efetuar a soma direta

das configuragdes destes sitios. 0 método foi inicialmente
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desenvolvido para o0 modelo de Potts (e casos particulares deste
28
y (28)

(29)

nodelo e fol estendido para o modelo Z{N), entre varios
outros

0 método de "corte e colapso" passa pela introdugio de
variavels mails convenientes, as transmissividades(;g), gue sao
diferentes para cada modelo. Uma das vantagens do uso destas
varidvels ¢é que para combinagbes em série e paralelo das
ligagOes elas possuem algoritmos semelhantes ao de combinacges
de probabilidades. Mostrou-se(gl) gque obter a funcdo de
correlacao entre dois spins S1 e S2 em uma célula equivale a
calcular a "transmissividade egquivalente" entre os dois sitios
associados. Portanto, o procedimento para obter as relagdes de
recorréncia do GR neste formalismo consiste em encontrar a
transmissividade equivalente do grafo original e a do grafo
renormalizado.

Como exemplo, consideremos em um modelo de Potts de g
estados uma ligagdo entre dois sitios associada ao acoplamento

J&. Se um dos sitios estd em uma determinada configuracdo e se

c

d ~ . . ' . . sy
. © P, sao as probabillidades condicionais de gue o outro sitio

%

esteja respectivamente na mnesma configuracao (sitios

conectados) ou em uma outra particular diferente (sitios

desconectados), define-se transmissividade térmica como
l-exp(-9g Ji/kBT)

- p? = (1.4.2)
1 + (g-1) exp(-gq J&/kﬁT}

Se temos duas ligacgbes em série com transmissividade tet, a

transmissividade equivalente tS ¢ dada por tS = t1tz' Se as
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ligagbes estdo em paralelo obtemos a transmissividade

equivalente tp, dada por tg = tftz, onde

t) = (-t )/[1 + (a-1)t ] (i=1, 2, p). (1.4.3)

(D denota o "dual").

Consideremos um grafo mais geral, irredutivel a
sequéncias do tipo série e paralelo. As 1ligacdes estao
associadas a transmissividades {t1} e queremos a
transmissividade equivalente G({tl}) = N([tl})/D({ti}) onde o
numerador N e o denominador D sfo ambos fungdes multilineares
de {tl}(gg). Escolhe-se uma das 1ligag¢des, associada a tj,
digamos, e considera-se dois casos tJ = 0 (corte) e tJ = 1

(colapso). As novas transmissividades equivalentes associadas

as duas situagdes sao:

G;ortado({ti},) = Njortado({tl},)/chortado({tl},) a), .
e (1.4.4)
Gcolapsado

({ti},) - Ncolapsaudo({t1 },)/D:j:oiapsado({ti},) b)

i 3

onde {t }’ exclui tj. A transmissividade equivalente do grafo

original é dada através das novas quantidades através de
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- - cortado ’ colapsado ’
N({t }) = (2 tj)Nj ({t37) + N (e 3" a)
(1.4.5)
_ - cortade 7 colapsado ’
D((t)) = (1-t)D (e )7) + £ D] (L)) b

0 uso sequencial destas equagdes constitui o método de "corte e

colapso".
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CAPITULO 2

EQUAGCAO DE ESTADO PARA UM FERROMAGNETC DE POTTS

EM REDE QUADRADA ANISOTROPICA

Neste capitulo discutimos em detalhe o método de GR
proposto por Caride e Tsallis, que permite obter diretamente o
parametro de ordem para temperaturas arbitrarias sem passar por
calculos de energia livre. Generalizamos este formalismo para o
caso anisotrépico, onde as constantes de acoplamento néo sao
necessariamente iguais ao longo das diversas diregées

(32)

cristalinas. Aplicamos este procedimento ao ferromagneto de
Potts em rede dquadrada anisotrdpica, obtendo sua equacao de

estado.
2.1 - Método para o Caso Isotropico

As técnicas de GR tem sido utilizadas principalmente
para calcular pontos criticos e expoentes. Vimos no capitulo 1,
no entanto, que existem técnicas de GR que possibilitam
calcular a energia livre para valores arbitrarios dos
parametros termodinémicos((;;)'(z;)'(gi)'(gé)). A partir da
energia livre, muitas outras grandezas de interesse podem ser
calculadas.
Um outro tipo de procedimento de GR no espago real tem

sido desenvolvido com o objetivo de calcular diretamente
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equagdes de estado para valores arbitrarios dos parametros
externos, envolvendo a aproximaglo por redes hierarquicas.
Inicialmente, a motivagdo para introduzir esta nova
abordagem foi o calculo de equagdes de estado para problemas
geométricos (como percolagao, por exemplo), ©0s quals nao estao

associados a uma Hamiltoniana. O meétodo proposto(ll)

permite
obter quantidades geométricas como fungdo dos pardmetros do
problema. O procedimento fol aplicado a percolagido por ligagoes
e a uma rede de resistores. No primeiro caso, por exemplo, cada
ligacao na rede tem probabilidade p de estar ativa, e o
pardmetro de ordem, P_, € a probabilidade de um sitio pertencer
a ilha percolante infinita. A cada sitio fol associada uma nova
variavel, uma massa adimensional m . Basicamente, além das
condigdes usuais do tipo expresso na eg. (1.4.1), impde-se que
a massa total da ilha infinita no sistema original tem que ser
a mesma gue no sistema renormalizado (j& que €& uma quantidade
extensiva). A partir destas condigdes, encontra-se Poo como
funcdo de p.

Come os resultados obtidos para sistemas geométricos

(26) um método

foram bastante satisfatérios, introduziu-se
analogo para tratar sistemas térmicos. Sua vantagem sobre os
métodos usuais é ser operacionalmente simples. O método permite
que os resultados sejam otimizados sistematicamente, através da
escolha de transformagdes com grafos cada vez malores. Vamos
inicialmente resumir o método para o caso isotrdépico. Agqui nos

referimos ao caso onde © campo magnético H = 0, mas ©

procedimento pode ser estendido ao caso H = 0.
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Consideremos uma rede hipercubica em d dimensbes, de
tamanho 1linear L, cujos sitios primeiros vizinhos interagem
ferromagnéticamente através de K = J/kBT (esta constante de
acoplamento pode estar associada a modelos comoe o de Ising,
XY, Heisenberg, Potts e similares). 0O pardmetrc de ordem pode
ser definido como M = NL(K)/IF, no limite termodinfmico L - o.
N (K) ¢ a média candnica térmica do nuimero de sitios cujo spin
aponta na diregao facil de magnetizagao menos aqueles cujo
spin aponta em qualquer outra direg¢ao: no caso do spin poder
estar inclinado em relagdo ao eixo facil (como no modelo de
Heisenberyg, por exemplo) dever—se-ia considerar a sua projecgao
sobre este eixo. Associamos a cada sitio um momento magnético
elementar adimensional u (assim como no problema geométrico de
percolagao associa-se uma massa elementar a cada sitio); u sera
uma variavel do GR, como K.

Seguindo as idéias de escala introduzidas por Kadanoff,
dividimos o sistema de L° sitios em um sistema de L’° células
de tamanho B = L/L' > 1. A cada célula associamos as variaveis
renormalizadas K’ e u’ (constante de acoplamento e momento
magnético efetivos), que dependem das variaveis originais K e
p. O momento magnético total do sistema original tem que ser o
mesmo que o do sistema renormalizado (ja que & uma grandeza

extensiva), isto é
’ r —
N, (K')u N, (K)u (2.1.1)
Dividindo-se ambos os termos por L%, obtemos

M(K’)u’ = M(K) u B® (2.1.2)
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onde M(K'’) = NL,.(K')/I..'d é o parémetro de ordem para o sistema

renormalizado. Iterando a eqg. (2.1.2) n vezes, a partir de

()

valores iniciais K e u , obtemos
Mk (P yuf) = g9 mexyule) (2.1.3)
No limite n » « , a eq. (2.1.3) fica
M(K) = lim 3 (2.1.4)
-0 B
onde escolhemos arbitrariamente .u(°) = 1 (veremos mais adiante

que a eguagac para W’ é invariante sob a transformagao de
escala M - Au, g - Ag’, para qualgquer A).
A eqg. (2.1.4) serd utilizada juntamente com a relacgcao de

recorréncia para a constante de acoplamento, isto é,

K’ = f£(K) (2.1.5)
que normalmente admite trés pontos fixes: K = 0 (estavel,
atrator da fase paramagnética), K = w (estavel, atrator da
fase ferromagnética), e K = K (instavel, ponto

critico). Se K < KC, o limite de sucessivas literagbes da
eqg. (2.1.5) é K(w) = 0. Nesse caso, M(K(m)) = 0 (sistema
completamente desordenado) e através da eq. (2.1.4) obtemos o
resultado esperado M(K) = 0O, para K < KC. Se K > KC '
K(m) — @ e M(K(w)) = 1] {(valor de saturacdo deo

pardmetro de ordem de um sistema completamente ordenado). Da
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eqg. (2.1.4) obtém-se entao

)

M(K) = 1lim
n
ns= B

3 ’ para K > KC {2.1.6)
que é a formula basica que permite obter a dependéncia do
parametro de ordem com a temperatura para valores de T < T .
Para ilustrar o método, lembrando que a eq. (2.1.6) deve
ser usada juntamente com as relagdes de recorréncia para K e u,
apresentamos na fig. 2.1.2 o fluxo de renormalizacdo de u/B°,
como fungao da varidvel apropriada (transmissividade)
t = tgh(J/kBT), para o ferromagneto de Ising. Na
regido paramagnética (t < tc), através de transformagodes
sucessivas de GR, t se aproxima do ponto fixo t = 0 enquanto
u/Bd se aproxima de =zero (portanto, M(T) sera Zero para
qualquer temperatura nesta regido). Na regido ferromagnética
(t > t), através de transformagbes sucessivas de GR, t se
aproxima do ponto fixo t = 1 (correspondendo a temperatura
zero), encquanto u/Bd converge para algum valor que depende do
valor inicial de t (ou equivalentemente, do valor inicial da
temperatura T). M(T) para a fase ordenada serd dada entdo pelo
valor para o qual u/Bd converge, de acordo com a eqg. (2.1.6).
Neste ponto, é relevante discutir a conexdo entre a eq.
(2.1.2) e a equagao que se obtém para a magnetizagdo a partir
da derivada da energia livre em relagdo ao campo magnético H
(método tradicional(;l)), eq. (1.3.4). No limite H — 0 a eq.

(1.3.4) pode ser escrita (apenas uma iteragdo do GR foi feita)
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OE((X))  , BE((KI)) SE((K')) 8K,

(2.1.7)
8H 8H o’ BK& 8H

onde o0 somatdrio estende-se apenas sobre as constantes de
acoplamento renormalizadas impares. Esta expressdo e a eq.
(2.1.2) sdo similares, no caso em que o GR aproximado utilizado
nac gera acoplamentos renormalizados impares (além do campo

magnético). Neste caso o somatério na eq. (2.1.7) reduz-se a um

termo. Além disso, para comparar as egs. (2.1.2) e (2.1.7) é
necessario identificar u’/u = 8H’/8H. No entanto, notamos que
as hipdéteses usadas para obter a eq. (2.1.2) sd&0 muito

diferentes das usadas para obter a eq. (2.1.7). Convém lembrar
que u €& uma variavel introduzida fenomenologicamente enquanto
H, na referéncia(zl) por exemplo, é um acoplamento que aparece
na Hamiltoniana. Além disso, como vimos no capitule 1, no
formalismo de GR envolvendo redes hierarquicas (que vamos
utilizar) frequentemente € possivel trabalhar em um espago de
pardmetros fechado.

Resta agora especificar como encontrar as relagdes de
recorréncia para K e u.

Existem diversos procedimentos através dos quais se pode
obter f(K). No capitulo 1 mostramos alguns. Aqui escolhemos o
procedimento que aproxima redes de Bravais por redes
hierarquicas. Neste caso, o fator B¢ dgue aparece na edq. (2.1.6)

!

d
. . bb PO .
sera aproximado por B , que definimos a seguir.
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(b'=1) {b=2)

Fig. 2.1.1 - Grafos usados para construir uma transformacgio de
GR para a rede gquadrada; e e o indicam respectivamente, sitios
internos e terminais.
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Fig. 2.1,2 - Fluxo de renormalizagao de u/Bd como uma fungao
da variavel t = tanh(J/kBT) para o mnodelo de 1Ising, caso

isotrdépico. A temperatura critica corresponde ao valor

t = tC £ >t (B < t) corresponde a regido ferromagnética
(paramagnética). O wvalor para o© qual u/Bd converge & a
magnetizacgéao associada ao valor inicial de t. As linhas

unindo oS pontos de renormalizacdo sdo para melhor

visualizacao.
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Em geral renormalizamos um grafo G (de distancia quimica
b e Nb ligagdes, e gque pode gerar uma rede hierarquica de
dimensao fractal intrinseca d§= in N/ln k) em um grafo G’ (de
distancia quimica b’ e Nb, ligagbes, e que pode gerar uma rede
hierarquica com db,= 1n N;,/ln b’). Na fig. 2.1.1 mostramos

um exemplo deste tipo de transformagado (b’ = 1, b = 2, N = 5,

b
N, = 1, c%b, = db = 1n5/1n2). Portanto o fator de escala é

B = b/b’. E conveniente definir a dimensionalidade d, ., através

de

B = N /N, (2.1.8)

de modo dque

d d d
bb? b’

B =1b" (b (2.1.9)

logo
d 1nb - d , 1lnb’
b b
dbb' = (2.1.10)
Inb - 1lnb’
No caso em que b’ = 1, (%1 = db. Se os drafos G e G’ foram

escolhidos consistentemente para aproximar a rede de Bravais em

d dimensdes, esperamos gue
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lim dbb, = lim db = d (2.1.10)
b>w b
b' <b

Impomos que nesta transformacdo a func¢ao de correlagao
entre os sitios terminais 1 e 2 do grafo original e do

renormalizado (fig. 2.1.1) seja preservada

-H’ + K
Tr e = Tr e (2.1.11)

onde H’ e H sao as Hamiltonianas adimensionais correspondentes
aos grafos G' e G (gue possuem N; e Nssitks respectivamente} e
K & uma constante a ser determinada. A partir da eqg. (2.1.11)
encontramos a relag¢do de recorréncia para K.

Precisamos ainda obter a relagdo de recorréncia para u.
Para quebrar a simetria, o gue é necessario para estabelecer a
equagao para © pardmetro de ordem, impomos gue o spin do
terminal 1 (digamos), de ambos os grafos G e G’, esteja fixo ao
longo da diregadac facil de magnetizagdo. Os outros spins
permanecem livres. Consideramos cada configuracdo possivel do
conjunto dos spins, e a cada uma delas atribuimos o peso de
Boltzmann correspondente e um momento magnético. ©O momento
magnético de uma dada configuragdo & obtido somando todas as
contribuig¢des de sitios.

Neste  ponto, é importante lembrar  que estamos
aproximando uma rede de Bravais por uma rede hierarquica, neste
tipo de formalismo. © pardmetro de ordem em uma rede

hierdarquica ndo é uniforme (o mesmo em todos os sitios) como em
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uma rede de Bravais, acreditamos que ele esta relacionado ao
nimero de primeiros vizinhos com os dquais um dado sitio esta
interagindo. A magnetizagdo espontdnea uniforme bem conhecida
em uma rede de Bravais deve ser uma consequéncia da sua
invaridncia por translagdc (perdida em uma rede hierarquica).
Consequentemente, o numero de coordenag¢ioc deve desempenhar um
papel importante na determinagao do parimetro de ordem local.
Para que a rede de Bravais seja aproximada pela rede
hierarquica, consideramos entdo que cada sitio contribui para o
momento magnetico total proporcionalmente a seu numero de
coordenacgao. Intuitivamente, podemos argumentar que se um sitio
da rede hierdrquica estd ligado a um numeroc maior (menor) de
vizinhos do que na rede de Bravais correspondente, o spin
associado a este sitio tem maior (menor) tendéncia a acompanhar
o comportamento de seus vizinhos do que teria na rede de
Bravais. O peso que consideramos faz com que ele esteja téo
"preso" ("livre") gquanto estaria na rede de Bravais. Esta
hipdtese ¢ equivalente a supor gque o campo magnético relevante
(termodinamicamente conjugado ao pardmetro de ordem) é
proporcional ao numero de coordenagio: isto é precisamente o
que vVvarios autores((géj’(gl)’(ééj) consideraram em contextos
similares. Esta hipdtese também ¢ reforcada em um contexto
diferente, através da analise do modelo de
Blume-Emergy-Griffiths (BEG). Este modelo em uma rede de
Bravais contém o modelo de Potts de 3 estados come caso
particular, supondo-se algumas relagdes apropriadas entre as

constantes de acoplamento do modelo BEG. Este mesmo fato sé
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acontece em uma rede hierdrquica se o termo de um sitio da
Hamiltoniana BEG for suposto proporcional ao numero de
coordenacao.

Retornando ao procedimento para obter a relagdo de
recorréncia para M, impomos que a média candnica térmica do
momento magnético total para os grafos G e G’ seija preservada

(analogamente ao que impomos para obter a eq. (2.1.1))
<m> = <m>_ . (2.1.12)

O procedimento para encontrar <m>_ e <m>_, estd ilustrado na
tab. 2.1.1, para um ferromagneto de 1Ising, usando a
transformagdo da fig. 2.1.1 (adequada para tratar a rede
quadrada, por ser auto-dual).

Vemos da tab. 2.1.1 que a partir da eq. (2.1.12),

obtemos uma relagdo de recorréncia para pu tipicamente da forma
n’ = g(K)u (2.1.13)

Para que o procedimento descrito pela eq. (2.1.6) convirja para
algum valor finito diferente de zero quando estamos na fase
ordenada, g (K) satisfaz

gx{® 5 &) = p (2.1.14)

e se o parametro de ordem diminui guando a temperatura aumenta,

g{K) satisfaz
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(a)

G' cong qurages peso m
!
¢

t
{

Tab. 2.1.1 - Obtencido do momento magnético total dos grafos G e
G’ associados a transformagdo da fig. 2.1.1 para um ferro-
magneto de Ising (caso 1sotropico) com Hamiltoniana dada por

-8 =K L S

<i, >

»

(a) <m>, = ZeK’u’/(eK’ + &Y .

K K K ~-K -
+ 2e + 4e +e3R).

(b) <m> = (10 + 8 ™% - 227 /(0
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(b)

G configura ¢ peso m
é 5K 101
‘% eX m

bide o -
é o

Sk
é e -6
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g(=) > g(K_) > g(0) > 0 . (2.1.15)

Das egs. (2.1.3), (2.1.6) e (2.1.13) podemos obter, no
limite T - TC, expressdes analiticas para 0s expoentes
criticos v e B, associados ao comprimento de correlagdo e a
magnetizacio espontdnea. No capitulo 1 mostramos como obter o
expoente critico v. No nosso caso, em que consideramos apenas

uma constante de acoplamento, temos
v = 1n B/1n [df(K)/dK]K (2.1.16)

Resta obter a expressd3o analitica para o expoente B.
Consideremos dois valores de K, K, e K, onde K, = f(K1)' K e
K2 estao associados a temperaturas T1 e T2, proximas a

temperatura critica Tc. Da eq. (2.1.16) temos

g(£") (k) ... g(E(R))a(K)
M(K) = lim — (2.1.17)
n—yw B bbb’
g(£") () ... g(k)
M(K,) = lim — (2.1.18)
N-»e B bb’

Dividindo M(Kz) por M(K ), como K, = f(K1)' obtemos
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dbb’
M(Kz) B

= — (2.1.19)
M(K ) g(K)

ja& que estamos na fase ordenada e g(K) satisfaz a eq. (2.1.14),
cancelando-se com o denominador B* quando n - w». Por outro

lado, podemos escrever a magnetizacao proximo a

1l

T (T. =T + e, T
1 c 2

c

f(T1)) como

T, \B T + € ,8
M(T ) = A |1~ 5: ] =A [1 - T ] (2.1.20)
T, B £(T )8
M(T,) = A [1 - f: ] = A |1 - T ] (2.1.21)
Mas
af (T)
f(Tl) = £(T + €) = £(T ) + e 2T + Ae
[ C BT T C
© (2.1.22)
Logo
M(T,) (1 - (T +ae)/T )P
= = AP (2.1.23)

M(T,) (1 - (z+e)sT) P

Da eq. (2.1.19) temos
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dbb’ dbb' dbb’
B B B
AP = = . (2.1.24)
g(T,) g(T_+ )  g(T)
e
Yob’
In(s """ /g(T_))
g = (2.1.25)
1n(8£(T)/8T) |
C
A amplitude A da magnetizagaoc (M = A(1 - T/TC)B ,

T > TC) pode ser calculada apenas numericamente: por exemplo,
conhecido © £, podemos ir substituinde valores de T e M de
mode gque gquando T - T , a razao M/ (1 - T/TC)B convirja para um
determinado valor de A.

Este método fol aplicado a um ferromagnetc de Potts em

rede quadrada(gé).

Sua eficiéncia foi testada atraveés de
transformagbes de GR com diversos valores de b e b’ (b = 1,
b = 2; b =1, b’ = 3; b= 2, b’ = 4; b =3, b’ = 6, etc.).
Para g = 2 (Ising), a dependéncia do parametro de ordem com a
temperatura converge para o© resultado exato para valores
crescentes de b e b’. A tendéncia correta da variagido do
expoente g com ¢ (B diminui quando ¢ cresce) & obtida através
deste meétodo para valores suficientemente grandes de b e b’. En
geral os resultados numéricos sac bastante confiaveis, podendo
ser otimizados através de extrapolacdes para valores crescentes
de b e b’.

Mencionamos ainda que o método de GR em questdc falha em
reproduzir, para ¢ > 4, a transigdo de fase de primeira ordem

esperada para o ferromagneto de Potts em redes de Bravais
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bi-dimensionais. Para superar esta dificuldade (comum a todos
os GR fenomencldégicos e GR envolvendo aproximagdes por redes
hierdarquicas, para o modelo puro) o espa¢o dos parémetros do GR

teria que ser expandido(ié).

2.2 - Caso Anisotropico: Aplicagdo ao Ferromagneto de Potts

Vamos generalizar o método descrito na ultima segao para
o caso anisotrodpico, onde as constantes de acoplamento do
sistema ndo sao necessariamente iguais. Aplicamos esta extensao
do método para calcular o parémetroc de ordem espontaneo para o
ferromagneto de Potts de g estados em uma rede dquadrada, onde
consideramos constantes de acoplamentc arbitrarias Jx e JY ao
longo dos eixos x e y (0 caso g = 2, cuja solugdao exata é
conhecida, serve como teste para o método).

Comc vimos na Introdugac, o medelo de Potts de g estados
(para uma revisdo ver ref.36 e as referéncias ai citadas) é uma
generalizacao do modelo de Ising, © gual corresponde ao caso
g = 2. O modelo de Potts contém ainda véarios outros casos
particulares de interesse. Em especial, em d = 2, o modelo esta
associado ao problema de adscrgac de camadas em superficies
cristalinas. Nestes sistemas pode-se considerar os &atomos
adsorvidos como um gas de rede. Assim, por exemple, sistemas
adsorvidos em um substrato hexagonal com cobertura 1/2 exibem
comportamento do tipo Ising (q = 2); ‘He adsorvido em grafite
com cobertura 1/3 € uma realizagdo do modelo para q = 3: para
g =4 temos como exemplos © N2 adsorvido em Cripténio calgado
em grafite e O adsorvido em Ni. Em d = 3 o modelo aplica-se

a diversas situacgfes: por exemplo, as transigdes estruturais de
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primeira ordem em substancias tais comno SrTiO3 (g = 3), a
antiferromagnetos em redes fcc, como o CeAs (g = 4). Mostrou-se
ainda que certas transig¢gdées nos processos de gelacao e
vulcanizagédo em polimeros ramificados estdo na mesma classe de
universalidade do modelo de Potts de g estados, com 0 < g < 1.
O caso q -» 1 corresponde ao modelo de percolag¢ao por ligacdes.

A natureza das transigdes no modelo de Potts para d = 2
e bem conhecida (embora ndoc se conhega solugdes exatas para o
modelo, exceto para g = 2). No caso ferromagnético a transicéo
€ de primeira ordem para q > 4 e é continua para g < 4. [No
caso antiferromagnético, em uma rede quadrada, é de segunda
ordem para 0 < q < 3, para g = 3 a temperatura de Neel é& nula e
para q > 3 nao existe transicdc de fase.]. Em d = 3 nenhun
resultado exato é conhecido. Através de estudos numéricos
sabe-se que ja para g = 3 a transicdo é de primeira ordemn.

Para estender o mnetodo da segac 2.1, inicialmente
consideremos o casc "anisotroépico® geral (inhomogéneo): uma
rede hipercubica em d dimensdes, de tamanho linear L, onde os
sitios primeiros vizinhos interagem ferromagneticamente através
de Ka = Ja/kBT (¢ = x, ¥, 2, ...). Onde um ordenamento
das constantes de acoplamento se tornar conveniente, usaremos
a convengao J, 2 J_ 2 J_ .... O parametro de ordem e

y
definido como M

il

d . .
NL (Kx, Ky, Kz +++)/L°, no limite L -5 .
Para ¢ ferromagneto de Potts, NL(Kx, Ky, Kz) é a média térmica
do numero de sitios cuja variavel de Potts estda em um estado

privilegiado, digamos 0. = 1 menos aqueles cuja varidvel de

Potts esta em qualquer outro estadeo. Cada sitioc estd associado
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a um momento magnético elementar u.
Transformamos o sistema inicial em um sistema
renormalizado de tamanho L’, ao gual assocliamos as variaveis
X', K;, K/ ... eu’. 0 procedimento para obter a equagado para

o parametro de ordem é analogo ao isotrdpico. Obtemos assim

M(Kin), K(Y“), k(™ oy u®

z

% z nd
Y n—»o B

(2.2.1)

Esta equagac serd utilizada junto com as equagdes de
recorréncia para {K&). Tipicamente estas equagdes ddo origem
a uma fronteira critica no espago dos pardmetros em d
dimensdes. Esta hipersuperficie critica dividird o espag¢o em
duas (ou mais) fases. No caso do ferromagheto de Potts temos a
fase desordenada (paramagnética) atraida sob renormalizacgao
pelo ponto fixo estéavel XK = Ky = K = ,.. = 0, e a fase

ordenada (ferromagnética), que é atraida sob renormalizacdo

para © ponto fixo estavel K = Ky = XK = ... -5 «. Da eq.
(2.2.1), portanto, obtemos, para a fase paramagnética
M(Kx,Ky, X, c..) = 0. Para a fase ferromagnética, temos

p(m)

M(Kx, Ky, Kz, see) = iig Y

(2.2.2)

Para completar © procedimento, vamos obter as equacgdes
de recorréncia para {(K,} e u, aplicando o método a uma
transformagaoc particular conveniente para tratar o ferromagneto
de Potts na rede guadrada anisotropica.

(37)

Adotamos a  transformacgédo de ceélulas pegquenas
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indicada na fig. 2.2.1. Os grafos (de dois terminais)
correspondentes sao auto-duais, e portanto, muito apropriados
para tratar a rede quadrada (que € auto-dual). O grafo ¢ tem
disténcia quimica b = 3 e o grafeo G’, b’ = 1 (B = b/b’ = 3).
Esta transformacdo tem sido utilizada com sucesso em muitos
outros problemas similares nesta rede.

0 fator B da eq. (2.2.2) deve ser, comoO no Caso
isotrépico, substituido por Bbb’, devido a aproximagdo por
redes hierarquicas. No caso de sistemas anisotroépicos a eq.

d !
(2.1.8), que define B" através da razdo entre o numero de

ligacgbes dos dois grafos, deve ser estendida para

N’; + Ni K /K
B’ yor (2.2.3)
N* + NY K//K’
b’ v x

b’

onde NE e Ni (Nz, e Ni,) sdo ©Os nimeros de 1ligagdes do grafo

G(G’) respectivamente associadas a K e Ky (K , e Ky,). Para a
transformagao particular gque usamos, Bﬂm’ = 5 + 4 Ky/Kx. Esta
definicdo recupera a anterior, eq. (2.1.8), nos seguintes casos
particulares: (Ky/Kx, K;/K;) = {(0,0), (1,0), (0,1) e (1,1). A
definigédo da eq. (2.2.3) € a expressado continua mais simples que
satisfaz esta condigao. Naturalmente outras definigdes similares

alternativas poderiam ser introduzidas. Por exemplo, para o

modelo de Potts de g-estados, podemos introduzir
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(a)
—
1
A
— Ky
2
l
G
Fig. 2.2.1 - (a) Transformagdo auto-dual utilizada no presente

tratamento de GR para renormalizar K (as setas indicam as
X

"entradas" e "saidas". (b) Os grafos G e G’ correspondentes (o

e e, respectivamente, indicam os terminais e os sitios

internos).
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x b
Ny o+ Nt o/t

d
bb ¢

No, o+ NT, tr/tr

(2.2.4)

onde t1 indica a transmissividade térmica para este modelo (eq.

(1.4.2)).

Para

a transformagao da fig. 2.2.1,

determinamos as

relagdées de recorréncia para {Ka) impondo gue a fungdo de

correlacgao entre os dois
preservada , isto é,
- r —
BH 12 BHI 23456
e = Tr
3,4,5,6
onde (o =1, 2, q, Vi)
- I - r +
BH12 q Kx 60 10, Ko
e
-BH123456 - 4q Kx (60 T
1773
+ +
60 ,a) e Ky (60 e
4’72 176

terminais

dos grafos seja

(2.2.5)

(2. 2.6)
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H;z Iﬂzusé , sendo, respectivamente, as Hamiltonianas dos

grafos G'e ¢ da fig. 2.2.1. A eq. (2.2.5) determina

o=
K/ = f(K , K) (2.2.8)

logo,

K/ = £(K , K ) (2.2.9)
onde usamos a invarid@ncia da rede em guesté@o sob troca de x por
y e vice-versa.

A relagdo de recorréncia para u & obtida seguindo-se um
procedimento andlogo ao do caso isotrodpico. Para o ferromagneto
de Potts, quebrameos a simetria fixande um dos terminais dos
grafos em um estado, digamos o= 1. No total temos g (qs)
configuragbes para o grafo menor (maior). O momento magnético m
de uma dada configuragdo é& obtido somando-se as contribuigdes
de cada sitio. Como Jja discutimos na segdo 2.1, no caso
isotropico cada sitio contribui para o momento magnético total
proporcionalmente a seu numero de coordenagdo. Na extensdo para
o caso anisotrdpico o nmimero de coordenagdo é generalizado em
uma média natural das constantes de acoplamento em um dado
sitio. Assim, cada sitio contribui para o momento magnético
total proporcionalmente ao seu numero de coordenagao médio,
definido atribuindo a cada ligagdo um peso proporcional a sua
constante de acoplamento (se adotamos a definigcio da eq.
(2.2.3)), ou analogamente, proporcioconal & sua transmissividade
(se adotamos a definigcdo da eqg. (2.2.4)). Na tab.2.2.1

mostramos o peso de Boltzmann e o momento magnético associados
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a algumas das configurac¢des, para o mnodelo de Ising (caso
particular q = 2 do modelo de Potts). Esta definicdo de numero
de coordenacao meédio é a expressac continua mais simples gque

recupera agquela do caso isotrodpico nos casos particulares

i

Ky/Kx =1 e Ky/Kx 0. Impondo gue © momento magnético de ambos
os grafos seja preservado sob renormalizacdo, encontramos a

equagao de recorréncia para u:

u'o= g(Kx.Ky)u (2.2.10)

onde g(K , Ky) ¢ uma fun¢do continua que satisfaz

d r
g(=,) = B > g(0,0) > 0 (2.2.11)

A determinacao da funcao g(Kx,Ky) passa pela construgao,
para q arbitrario, de uma tabela como a tab.2.2.1 onde devemos
levar em conta o fato de que o parametro de ordem de Potts &
proporcional a (g <5a_ > - 1}/(q -~ 1). Em geral, g(Kx,Ky) #
g(Ky,Kx) (por exemplo, ;’;aior grafo da fig. (2.2.1) tem cinco
ligacgodes K mas apenas quatro ligacodes Ky). Uma consequéncia
indesejavel deste fato é que, em geral, a presente aproximacao
de GR nao sera invariante sob permutacodes de
K = Ky,como deveria. No entanto as discrepdncias s3o nuito
pequenas: por exemplo, encontramos discrepéncias de no maximo
3% entre os casos (g = 2) Ky/Kx = 0.5 e ZKy/Kx = 2. Essas

diferencas devem desaparecer no limite b — w.
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(a)
' . ~
G configuragao peso m
t
E
Kx i
e 2 |
t
!
t
-K
e ! 0
|
Tab. 2.2.1 - Obtencao do momento  magnético  total dos
grafos G e G’ associados a transformagdo da fig. 2.2.1 para
um ferromagneto de Ising anisotrépico (g = 2). (a)
K’ K’ —x’
<> = 2u’ e */(e* + e ¥). (b) Apenas sete entre as

G’

5 . ~ . . ~
2° configuragdes possiveis estdo representadas:

<m

-3
e

2e

>
G

3
Ze

K

3K
b4

K

sk + 4K
(e Y
+ 2K Kx + 2K
* Y (8 + 6 K/K) +e
2K
y - -
(-2-2K/K) + ...]8/(e
+ 2K K + 2K -3k -— 2K
Y4 e ¥ y e x y

K

(10+ 8 K /K ) + 2™ (6 +4 K/K) +

¥
(6 + 6 K /K ) +

SK

o+

4K

Y 4+ 2e

X

x

+
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{b) 6 confiquragis Peso "
K+ 4Ky (10 + 8Ky/Ky )
o Ky (6 + 4Ky/Kx) p
e3KK+ 2Ky (8+ 6Ky/Ky) p
oKrt 2Ky (6 + 6Ky/Ky) 1
o~ 3Ky~ 2Ky

(-2 - 2Ky/K, ) p




2.3 - Resultados

A partir das egs. (2.2.2), (2.2.8), (2.2.9) e (2.2.10),

obtivemos a magnetizagdo para q = 1, 2, 3 e 4 para o caso
isotroépico, K = Ky (fig. 2.3.1) e para o caso anisotropico,
para valores tipicos da razdo r = Ky[&ﬁfig. 2.3.2). Na fig.
2.3.2(b), que corresponde ao caso ¢ = 2, fazemos uma
comparagac entre as nossas curvas e as exatas(ggj, obtidas

através da expressao:

M = [1 - (sh 283 _sh 28 Jy)—z}UB (2.3.1)

Para temperaturas intermedidrias e valores tipicos de r o erro
é da ordem de 10%.

Para o caso particular g = 1 também apresentamos nossos
resultados (fig. 2.3.3) da maneira comumente usada em
percolagao por ligagoes:o parametro de ordem P (probabilidade
‘de uma 1ligacdo pertencer a uma ilha percolante) versus p, , a
probabilidade das 1ligagdes x estarem presentes. No caso, as
transmissividades do preoblema sdo as préprias probabilidades P,
e py, dadas por

-J /k T
t =p =1-e ~ B a)

(2.3.2)
-J /KT
1-e /e b)
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1.0

0.8+

0.6+

0.4 a=l| q=2] q=3| q=4

0.2

| | | | | k !
0 1.0 20 3.0 RBTN

Fig. 2.3.1 - Magnetizagdo como funcido da temperatura para o

caso isotrépico, para valores tipicos de q.
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e a fronteira critica, em termos destas variaveis, & obtida da

equacgao P, + p = 1 (por argumentos de dualidade). Os

Ye

o] “
graficos da fig. 2.3.3 foram obtidos fixando~se a razdo 7

Portanto, a probabilidade critica em fungdoc de 7 € p =

n/(1+n). Para mw = 0.5 € 1 = 1 comparamos nossas curvas (ver
fig. 2.3.3) com os resultados obtidos por da Silva et al(gl)
através do método para problemas geométricos mencionado na
secao 2.1.

E importante notar que nossos resultados foram obtidos
através do procedimento utilizando médias com as constantes de
acoplamento (nds adotamos a definigcdo da eq. (2.2.3)).
Comparamos os resultados assim obtidos para o caso ( = 2,
r = 0.4 com os resultados obtidos usando médias com as
transmissividades (definigido da eqg. (2.2.4)). Nossas curvas
concordam dentro de um erro maximoc da ordem de 1%; a curva
obtida através de médias com as transmissividades esta
ligeiramente por baixo.

A transformagdo de GR particular escolhida recupera as
temperaturas criticas TC exatas para teodos os (d,r). Isto se
deve a escolha de grafos auto-duais (a auto-dualidade €& uma
propriedade basica da rede quadrada). Para encontrar o ponto
critico, parte-se da relacaoc entre as transmissividades tx e
ty para o modelo de Potts, obtida através de argumentos de

dualidade, satisfeita na criticalidade
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r=04) r=0.8rsl

Fig. 2.3.2 - Magnetizacao comoc fungao da temperatura, para
varias razdes r = Ky/Kx: (a) g = 1; (b) g = 2 (as curvas

pontilhadas sao exatas(gl)); (¢) g=3; (d) q = 4.
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0.2+

i
O 02 04 06 08 10 p

X
Fig. 2.3.3 - Probabilidade P ~de uma ligagcdc pertencer a uma
ilha percolante infinita como funcao da concentracao
J /T
P = 1 - e* ® de ligacdes "horizontais", para
X
n = (1—py)/(1~px) fixo. Para 7 = 0.5 e 7 = 1 comparamos

nossas curvas com os resultados (tracejados) da ref. 33.

1
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1 -t
¥

t = —— (2.3.5)
* 1+(g-1) ¢t
(Através da construg¢@o da rede dual da rede quadrada - que € a
propria - vemos que o dual de uma ligagéo ty ¢ uma ligagao t ).
x
No caso isotropico t& = ty o ponto critico exato pode ser

encontrado analiticamente:

e = Vg+ 1 . (2.3.6)

Como existe uma unica fungao f ligando K; e K; a Kx e K
¥

(egs. (2.2.8) e (2.2.9)) o expoente B (associado & magnetizacgéo
guando T — TC) pode ser obtido, para diversos valores de (q,

através da eqg. (2.1.25) para o caso isotroépico Kx = Ky = KC

d
In[B ™ /g(K_,K_)

B = (2.3.7)
1n[df (K, K) /dK],

Verificamos que B depende de ¢ mas nao da razao r (r#0),
Este fato Jja era esperado, com base em argumentos de
universalidade (a anisotropia em um modelo de Potts €& um campo
irrelevante). Este comportamento bem conhecido constitui um
teste importante para as hipdteses que fizemos para estender o
método (por ex., o fator Bﬁm', o peso em cada sitio) para o
caso anisotrodpico. Apresentamos os valores numéricos de B na

tabk. 2.3.1, comparados com os resultados exatos(ég). Embora as

discrepadncias numéricas sejam aceitdveis, observamos uma
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tendéncia incorreta de R para aumentar (ac inves de diminuir)
quando g aurenta. Acreditamos que este erro deve desaparecer no limite
b + », De fato, a inversac desta tendéncia foi explicitamente verificada
na ref. 26 (ver fig. 3) para o caso isotrOpico, onde se mostra que para
transformacoes de GR v ©om b e b' cada vez maiores a dependéncia de
B com q val aproximando-se cada vez mais da dependéncia exata. Apresen-
tamos os valores da amplitude A -~ M/(l~TVIE)B (T-*TE) obtidos para valo—
res tipicos de (g,r) na tab. 2.3.2. Corparagoes com resultados exatos sO
sao possiveis para g = 2. Obtivemos a expressao exata para amplitude A no
caso g = 2 expandindo a eg. (2.3.1) em tormo de KXC = Kc, e usando o fa-
to de que sh(2K) Sh(sz r) =lparaK, 6 >0 er >0 (que vem da expressao
da magretizagdo quando T = T ). A amplitude A exata & entao dada por

A = [4r sh (2Kc)Ch (2Kcr) + 4 sh (2Kcr) ch (2Kc)}UB (X )us

C

(2.3.8)

Comparando nossos valores para A com os exatos observamos gque
as discrepancias sao inesperadamente pequenas.

Voltemos a questdo da universalidade do expoente B, o
qual s6 depende de q e nédo de T (r =#0). Para estudar o
crossover isotropia versus anisotropia neste problema,
cons ideramos, como exemplo, © caso q = 3 e calculamos a
amplitude A ~ 1'\’[/(1—'1“/'1“':)'8 para diversos valores de (1—T/TC)B,
para razdes de anisotropia r = 1, 0.4, 0.1, 0.04 e 0.01 (ver
fig. 2.3.4.a). Para temperaturas préximas de zero, a
magnetizagdo M -—» 1 e portanto A -—- 1 para qualquer valor de r.
Observamos que quando r diminui, isto &, a anisotropia aumenta,
é preciso chegar mais préximo de T para que o comportamento
critico do sistema seja o comportamento critico do sistema

isotrdpico (a amplitude A torna-se uma constante apenas para
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q B (RG) B lexatoy
0 0.10 Y ~0.167
i 0.152 £0,139
2 0.168 £~0.125
3 0.178 +~0.111
4 0.187 5 ~0.0833

> In(% )/lr_:_5a0.36$

Tab. 2.3.1 - Resultados do nosso GR para o expoente critico B e

os valores exatos correspondentes.

r q 0 1 2 k) 4
1 1.1 1.17 1.21 1.24 1.26
{1.22)
0.8 L1 1.18 1.22 1.26 1.28
(1.22)
0.4 i.l 1.21 1.28 1.32 1.37
(1.23)
0.1 L1 1.27 1.37 1.44 .51
(1.26)
Tab. 2.3.2 - Resultados do nosso GR para a amplitude A da
magnetizagcado (os valores exatos para q = 2 sao apresentados
entre parénteses). No limite g = 0, devido a limitagdes de

precisdo, ndo podemos afirmar que A é independente de r.
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temperaturas cada vez mails proximas de Tc). O crossover do
regime isotropico (r # 0) para o regime anisotrépico (r = 0)
pode ser caracterizado quantitativamente por uma temperatura de
crossover, Tmmsﬁme definida, por exemplo, pela construgdo
indicada pelas linhas pontilhadas da fig. 2.3.4.a. Na fig.
2.3.4.b apresentamos T como fungdo de r para q = 3.
Crossover

Calculamos ainda alguns comportamentos assintéticos de
interesse. Obtivemos o comportamento assintotico exato da
magnetizacao a balxas temperaturas, a partir da eq. (2.3.1), no
caso q = 2, isotrépico:

M~1-10¢e ™ ; T — 0 (2.3.9)

Comparamos esta expressio com a gque obtivemos usando © nosso
GR, neste caso (g = 2, isotroépico). Através de uma expansao
para baixas temperaturas para a nossa relagdo de recorréncia
para a transmissividade t, onde usamos o artificio t’ ~ 1 + ¢’,
t~1+ ¢, (¢/, €8 < 0), obtemos uma relacldo entre £/ e £. Esta
relagdo pode ser escrita em termos de K e K’ (ja que ¢ ~ t-1 e
t é uma fungdo de K), lembrando que K — . Substituindo K’ na
relacido de recorréncia para p’, obtemos para o pardmetro de

ordem

M~1-—e : T — 0 (2.3.10)
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Fig. 2.3.4 - Modelo de Potts q = 3 (a) Amplitude A ~ M(l—T/TC)'3
como uma fungdo da temperatura, para valores tipicos de

r = K /K (T é definida pela construgaoc indicada pelas
y X Crossover

linhas pontilhadas). (k) Dependéncia de T com a razao
crossover

rO
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vemocs que neste limite, embora a forma da funcdo seja a mesnma,
a nossa expressio nao aproxima bem a expressao exata.
Ccalculamos também o comportamento assintotico exato da
amplitude A, no caso g = 2, r -— 0, para verificar se a
tendéncia da amplitude, neste limite de anisotropia, era a gue

observamos ao estudar O crossover isotropla versus anisotropia

}

(para g = 3). A partir da eq. (2.3.8), considerando que quando

r — 0, K - « e usando a eg. (2.3.5), obtemos
<

9 1/8
A = [-——+4] Kz_/a — w r-— 0 (2.3.11)
KC
gue & o limite para o gual tende a amplitude obtida através
do nosso GR no caso ja mencionado (ver fig. 2.3.4{a)) .
Um outro limite obtido foi o do expoente critico 8
gquando o -» o

In (9/5)
B = ——— = 0.37 (g — w) (2.3.12)

In (5)

Concluimos que a extensdo para o caso anisotrépico deste
método de GR que permite calcular equacdes de estado foi ben
sucedida. Os resultados obtidos para o ferromagneto de Potts
anisotropico no caso g = 2 mostram, em dgeral, bom acordo com 0s
resultados exatos. Este formalismo ndo prevé as transicdes de
fase de primeira ordem que ocorrem para este modelo em redes de
Bravais com d = 2, para valores suficientemente altos de q,
como Jj& mencionamos na discussdo do método para O caso

isotrépico.
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CAPITULO 3

MAGNETIZACXO ESPONTANEA PARA O FERROMAGNETO DE ISING

EM REDE CUBICA SEMI-INFINITA

Usando o método de GR desenvolvido no capitulo anterior

estudamos(ig)

o comportamento da magnetizagdo esponténea de
volume e superficie como fun¢do da temperatura para um
ferromagneto de Ising em rede cubica semi-infinita para razdes
T/ T, arbitrarias (7, e T, sao respectivamente as constantes de
acoplamento da superficie e do volume)., Em particular estudamos
a transicao extraordinaria, onde a superficie mantém sua
magnetizacdo enguanto o volume se desordena. A criticalidade do

sistema (classes de universalidade, expoentes criticos e

amplitudes) também é discutida.

3.1 - Fendmenos Criticos em Superficies

Como mencionamos na Introducgdc, a média termodindmica de
grandezas locais proximo a uma superficie € diferente de seu
valor no interior do volume, como consequéncia da quebra da
invariédncia translacional e da anisotropia. Espera-se gue o
comportamento da magnetizagao local e da fungédo de correlacgio,
por exemplo, sejam fortemente modificados. O comportamento
critico em superficies é complicado, ainda, pelo fato de que,
além do efeito da "falta de vizinhos", as interacgédes
microscoéopicas préximo & superficie podem ter valores bastante
diferentes daqueles do interior do volume. Como resultado, a

superficie pode se ordenar, para temperaturas decrescentes, a
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uma temperatura maior que a do volume, ou pode ainda
exibir ordenamento de natureza diferente do ordenamento do
volume, como por exemplo, uma transigdo antiferromagnética na
superficie de um material ferromagnético. Uma revisao sobre o
comportamento critico em geral em superficies pode ser
encontrada em(ig).

Em particular, o problema de magnetismo de superficie
tem atraido bastante interesse nos ultimos anos, pois além da
rigqueza tedrica e variedade de aplicagdes praticas, houve

recentemente um grande avangoe nas técnicas utilizadas na

construcdo de superficies at&micamente limpas e na obtengido de

informagdes sobre estas superficies. Algumas experiéncias
usando teécnicas como 'spin-polarized photo emission"(ii),
SPLEED(13’ig) Ecs(ég) foram capazes de obter o comportamento

critico de sistemas como o Ni, Cr, Gd e Tb, mostrando que a
magnetizacdo local na superficie destes sistemas comporta-se
perto da temperatura de transicdoc do volune, Ti, de modo
diferente da magnetizagdo do volume. Como exemplo, temos os
resultados obtidos para um cristal de Ni com superficie

. 13,42a ;s -
11vre( 42 ), onde observa-se que a superficie desordena-se 3

mesma temperatura gque o volume, sendo © expecente c¢ritico
associado & magnetizagdo de superficie diferente do associado a
magnetizagdo de volume. Ja para filmes de Gd encontra-se (42P)
gque a temperatura critica de superficie, T:, é mais alta que
Ti. Neste caso ocorre uma transicao de fase de superficie em Tf
(ver fig. 3.1l.l1l.a). Nos terras raras esta fase em que existe
ordem apenas na superficie foi inicialmente observada no
Gd(éga'ggb) e mais tarde no Tb(igd) (ver fig. 3.1.1.b),

esperando-se gue também ocorra em outros. Esta fase também foi
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Figura 3.1.1 - (a) Intensidade de assimetria A (proporcional a

magnetizacao de superficie) em fungio da temperatura para um
filme de Gd de largura 500 2. A curva com os circulos mostra
medidas de magnetizac¢do de volume através de técnica de efeito
Kerr magneto-o6tico (MOKE), cque fornece Ti = 293 K. Ti= 307 K,
obtida por SPLEED. (b) Polarizacao do spin dos elétrons da
camada superficial de uma amostra de Tb de Imm de largura, como
fungdo de T. le ¢ a temperatura de Curie do volume e Ts é a
temperatura de Néel do veolume: o Tb apresenta uma fase

antiferromagnética entre estas duas temperaturas.
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(43e) . . 43
observada no V ;, cujo volume & paramagnético.
Teoricamente, o ordenamento magnético de superficie tem

sido estudado em diversos contextos: aproximagdo de Campo

Médio(ii’ii), teorias de campo efetivo(éé), teorias tipo

Kikuchi(il), teorias de flutuagdes de spin(ig), RPA
e (49) L (50)

("random-phase approximation) , técnicas de Monte Carilo

e Grupo de Renornalizagéo(él) (GR) (ver refs.(ga)e(il) para

revisdes dos tratamentos de GR no espago reciproco e no espaco
real, respectivamente). A seguir revemos com algum detalhe os
passos teoricos principais contidos nestas referéncias.

Em um trabalho pioneiro, Mills(ii) considerou, através
da teoria de Campo Médio aplicada a sistemas semi-infinitos,os
efeitos de superficie no antiferromagneto e no ferromagneto de
Heisenberg (d = 3) préximo & temperatura de ordenamento.

Binder e Hohenberg(ﬁg) em 1972 estudaram as transigdes
de fase em modelos de Ising em d dimensdes com superficies
livres, através de teorias fenomenoldgicas de Landau e
expansdes em série de altas temperaturas. Estes autores fazem a
distingdo entre as contribuigdes de superficie para as
quantidades extensivas e as quantidades locais, e definem novos
expoentes criticos associados a estas grandezas. Revemos esta
distingado a seguir.

Devido & existéncia da superficie, a energia livre do
sistema possui um termo proprocional ao numero de Atomos da
superficie, £, além da contribuigao de volume, £,
proporcional ao numero total de &tomos. As contribuigées de
superficie para as quantidades extensivas do sistema em geral

sdo obtidas através de derivadas apropriadas de £ . Define-se

expoentes de superficie associados a estas quantidades na
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criticalidade de maneira analoga aos associados ao volume

(t= (T -T)/T):

C_«a | t] a)
B

Moo (-t) ® b)

(3.1.1)

-—'JS

X, o ] c)
1/8

M o H d)

Por coutro lado, a média termodindmica de um operador local
sera diferente proximo a superficie do seu valor no interior

do volume. Associados a essas gquantidades definem-se expoentes

locais:

81
M, oo (-t) a)
X, o R4 b)

(3.1.2)
-7
1,1
X, o | €| c)
1/3,

M o H d)

Observamos que esta distingdo entre expoentes de superficie e
locais ainda n&o € tudo, ja que existem, por exemplo, aoc menos
duas suscetibilidades "locais™ na superficie: a primeira é a
resposta X, de um spin na superficie a um campo uniforme H

agindo sobre todo o sistema, e a segunda € a resposta X, , & unm
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campo H agindo s6 na superficie. Mencionamos gue é necessario,
ainda, definir expoentes associados as fung¢gdes de correlagao
perpendicular e paralela a superficie, respectivamente I} e

', , na criticalidade

- (d-2+m)
Fy(z,2') « |z-z'] ' lz=2’| — = a)
e (3.1.3)
> 2 3 2 —(d-2+m,) > 2
I, (p=8’) o |p-p’| : |p-p’] — = . D)
onde z é& a disténcia da superficie, z = 0,e 3 é um vetor no

plano perpendicular a diregdoc z. Em principio poderiamos ter
dois comprimentos de correlagae £, e €, descrevendo o
decaimento de I') e I, na criticalidade. Devido & anisotropia
introduzida pela superficie, Binder e Hohenberg partiram
justamente desta hipdétese (os expoentes associados a
correlacdes, v e mn, dependeriam da direcgdo). Através de
expansdes em série eles obtiveram, para os casos d = 2 e 3, due
o expoente v & independente da direcgdo, enguanto © expoente n &
fortemente anisotrodpico. A distingdo que se fara necessaria diz
respeito a regiac (se no interior do volume ou se proéximo a
superficie) na gqual observa-se o comprimento de correlagao. Do
ponto de vista experimental, as quantidades mais interessantes
sao a magnetizacgao de superficie M1 e a fungao de correlagao
para spins na superficie, j& que elas podem ser obtidas através
de técnicas como LEED, por exemplo. Estes autores desenvolveram
ainda wuma teoria de escala para fungdes termodinamicas e

fungdes de correlagac préximo a superficie, gque mostraram ser
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exata no caso d = 2 (onde a "superficie" & uma linha), e que
fol satisfeita pelos expoentes de Campo Médio (d = 4). Todos os
expoentes criticos para o modelo de Ising (d = 3) semi-infinito
sdo estimados através dos cadlculos e destas relagdes de escala.
Em um trabalho posterior (1974), Binder e Hohenberg(gg)
obtiveram através de cdalculos de Monte Carlec a dependéncia da
magnetizacdo com o espago (perfil M(z), ver fig. 3.1.2) e com a
temperatura em sistemas de Ising e Heisenberg com superficie
livre. Sistemas de Ising com acoplamentos na superficie
diferentes dos acoplamentes ne volume sdco estudados através de
Campo Médic e de expansbes em séries para altas temperaturas.
Vamos descrever a seguir, em detalhe, um destes sgistemas, o
ferromagneto de Ising semi-infinito.

0 ferromagneto de Ising em rede cubica semi-infinita com
superficie (001) & um protdétipo simples comumente utilizado em
magnetismo de superficie. Neste modelo, os primeiros wvizinhos

interagem através de

H= - Y J} oo (c. = £ 1, vi) (3.1.4)

Conslidera-se a aproximagdo em gue a constante de acoplamento

JiJ = J_ (JS > 0), se os sitios i e j pertencem a superficie e
J}J = JB (JB > 0) em gualgquer outra sitwagao. Introduz-se o
parametro 4 = JS/JB - 1. Se A < Ac, para temperaturas abaixo da
temperatura critica do volume (T < TS) temcs a fase

ferromagneética de volume (BF), onde o volume e a superficie
~ . . B

estao magnéticamente ordenados; para T > T o© volume e a
c

superficie estdo desordenados (fase paramagnética (P)). Se A >
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Figura 3.1.2 - Diagrama esquematico da magnetizagdo como funcédo
da distancia da superficie, localizada em z = 0. O acoplamento
na superficie é Js = JB(1+A), onde Jé & o0 acoplamento de
volume. (a) Para A > Ac, a superficie ordena-se antes do volume
e a magnetizag¢ao decai exponencialmente quando z aumenta; (b)
para T < Tz, a magnetizagdo atinge seu valor finito de volume,
para z grande. (c) Para A < Ac a superficie somente ordena-se

quando ¢ volume o faz, e M(z) € menor na superficie que no

volume.
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AC, uma terceira fase torna-se possivel para valores
intermediarios de T, entre as fases ferromagnética de volume e
a paramgnética. Nesta regiao, para Ti < T < Tz(A) , a superficie
mantem-se magneticamente ordenada enquanto o volume esta
desordenado (fase ferromagnética de superficie (SF). Nesta
fase, a magnetizacado decai exponencialmente guando z (disténcia
da superficie) aumenta (ver fig. 3.1.2) com um comprimento
caracteristico igual ao comprimento de correlagiao do volume.

Apresentamos o diagrama de fases para o sistema na fig. 3.1.3.a.

Este sistema estda associado a diversas classes de

universalidade. Para ilustra-las vamos considerar os
comportamentos criticos associados a magnetizacgao. A
magnetizacdo de volume, M, comporta-se proximo a T]:, ’para
qualquer wvalor de A como MB(T) ~ 2—&30(1—-T/T':)83D o)

compertamento critico associado & magnetizacgido de superficie
(M, que por simplicidade denotaremos MS) é: (i) para A < a_,

ord
MS(T) ~ Aord(l - T/T2)31 (transicdo ordinaria):; (ii) para
sp
A = B, M (T) -~ Asp(l—T/Ti) 1 (transicdo especial); (iii)
2D
para A > AC, MS (T)-As(l—T/T:(A))Bl (transigdo de superficie, o

expoente BfD & o de um sistema de Ising bidimensional).
Esperamos também a presenga de uma quinta singularidade nao
trivial neste problema: para A > A, M préximo a ™
< s <
comporta-se como (transicdo extraordinaria)
B 3ex B
A__(l-T/Tc) 1 para T — TC -0
M (T) - M (T°) ~
s S C BEX B
—A+ (T/"I'c— 1) "1 para T — TC + 0

(3.1.5)
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Figura 3.1.3 - (a) Diagrama de fases para o ferromagneto de

Ising em uma rede cubica semi-infinita com uma superficie livre

(001). Na fase ferromagnética de volume (BF), o volume e a
superficie estao ordenados; na fase ferromagnética de
superficie (SF), somente a superficie permanece ordenada; ha

fase paramagnética (P), ambos esté@o desordenados. (b) Diagrama

de fases em termos das variaveis t§= tgh(JB/kBT) etS
tgh(Js/kBT), as transmissividades de volume e de superficie
para o modelo de Ising. O fluxo do GR esta indicado; g, ¢ e o©
respectivamente indicam os pontos fixos triviais (completamente
estaveis), criticos (semi-estaveis) e multicriticos

(completamente instaveis).
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ja4 que & razoavel que Ms reflita de alguma maneira a
singularidade gue ocorre em M . Mostramos na tab. 3.1.1 os
expoentes criticos associados a estas transigdes de acordo com
a teoria de Campo Médio (os expoentes de volume também séao
apresentados.

Binder e Hohenberg encontraram para o modelc descrito
nos paragrafos anteriores o valor de AC através de séries:

A= 0.6, gque podemos comparar com ¢ valor obtido através de
C

Campo Medio, AC = 0.2b. Para & > Ac estes autores observam que
a superficie ordena-se a uma temperatura mais alta gue a
temperatura de ordenamento do volume. No caso de acoplamento de
superficie fraco (JS < JB), calculos de Monte Carlo mostram gue
M depende linearmente de T para um intervalc grande de
temperaturas abaixc de Ti (ver fig. 3.1.4). Em 1975, Lubensky e

Rubin(iﬁ), usandc Campoc Médio, estudaram o comportamento
critico de um sistema semi-infinito continuoc de spins e também
encontraram a fase SF.

Em 1977, Svrakic e wortis (31) utilizam pela primeira
vez o GR no espago real (do tipo Niemeijer e van Leeuwen) para
estudar um modeloc de Ising (d = 2) semi-infinito, mostrando
como calcular as propriedades termodinadmicas criticas (e nao
criticas).

(432)

Bray e Moore investigaram o comportamentoc critico de
um sistema semi-infinito de simetria de spin O©O(N) usando
teorias de Campo Médio, expansdc em € e argumentos de escala.
Observamos que, no caso da transigac extraordinaria, Bray e

Moore encontraram, através de CM, as seguintes expressdes para

a magnetizacdo de superficie, quando T — Ti,
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tarsicio +hareicie  rangcio transicio

expoante o
poan ordindrio espg{_,‘at de soperficie aarl‘raorﬂf'rﬁrn'a
o 1/2 - 0 1
B 0 - 1/2 0/2
B 1 1/2 1/2 1
% 372 - 1 32
" 1/2 1 1 0
Y /2 1 1 -1/2
Vi - é/z 1/2 1 0
Y, 12 J 0
By 1/2 1 3 1/2
5 y: 5 ; y
2 3 3
& ¢ 1 2 3 %/2
&) /2 2 3 12
ﬂ.L 1 0 - 3
n 2 0 O 6,
A 2 - 2
¢ - 1/2 - -
g: ?/ o/2 o volme 0
2 1 , 12

g: 1 i 24%&& 1

3 3 3
o no oy :
M i 2 1
4y 32 3R 3;22

Tabela 3.1.1 -~ Expoentes criticos em superficies de acordo com

a teoria de Campo Médio.
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i 1
m=1-—%t--%+ o(th) £€E>0 a)

2 8

(3.1.6)

~ s . 52 &3
m=1-—1t-—1t"+ 0(t") t <0 b)

2 4
onde m o« M e £ o (T - Tfu). Vemos gque a singularidade
ocorreria no termo de ordem t°, o que significa gque somente

apareceria uma descontinuidade na segunda derivada de M (para
¥ = 0) - seria uma singularidade suave. Bray e Moore definem um
expoente para MS na transigdc extraordindria (B: de acordc com
a sua notacdo) que & identificado com o expoente do termoc due
apresenta a singularidade. Eles encontram assim B: = 2. Esta

identificagdo do expoente difere daquela adotada por Lubensky

e Rubin(ééj, os guais, baseados no termo linear das egs.
(3.1.6) identificam Bj = 1 (ver tab. 3.1.1). Discusséo
analoga(ié) surge para a suscetibilidade e expoente associado

na transicio extraordinaria. Adotaremos aqui a definicao de Bray e Moore.

Em 1978, Burkhadt e Eisenriegler(él)

utilizam uma
modificagdo do GR de Kadanoff para tratar o modelo de Ising
semi-infinito em d = 2 e d = 3 (rede bcc), obtendo o diagrama

de fases para o caso d = 3. Diehl e Dietrich(él)

, em 1980,
estudam o comportamento critico de um sistema semi-infinito com
simetria O(N) no espago dos spins através de métodos de GR de
Teorias de Campo. Estes autores derivam relacdes de escala
para os expoentes de superficie e comparam com as relagdes
obtidas por outros autores. Binder e Landau(ég), em 1984,

apresentam estimativas mais precisas para os expoentes criticos

de superficie para o modelo de Ising (d = 3) com superficie
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Figura 3.1.4 - Resultados de Monte Carlo(ig) para a

magnetizacao em um modelo de Ising como fungdoc da temperatura,

para diferentes camadas n.
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livre, obtidas através de novas simulagdes de Monte Carlo. Os
perfis de magnetizagdo também sao obtidos, e para A = Ac
observa-se que este perfil ndo & independente de z, que & o
resultado de Campo Médio, mas gque M(z) decresce gquando z
aumenta. 0s resultados para os expoentes criticos estao em bom

acordo com Os de(S—l-)

e sdo consistentes com as relacgdes de
escala propostas por Binder e Hohenberg.
Uma revisao dos esforcos realizados no sentido de

encontrar relacdes de escala entre os expoentes associados a

- C o a . s (40)
funcées termodindmicas de superficie encontra-se em'— '. Estas
relagodes sao encontradas a partir de hipdteses de
homogeneidade, em geral baseadas na teoria de "finite-size

on (B4) . . ~
scallng , que pode ser considerada como uma generallzagao

do caso do volume para um filme fino de largura L. Assim como a

parte singular de fB escala-se como

2-a -A,
£.(T,H) = |t] £l " H (3.1.7)

(onde %i denota a fungcdo de escala para T é 'Tc), a parte

singular de f escala-se como
S

2—0:S - —AB =-A
£ (H,H,T) = |t] £(lt] T H, |t

H) . (3.1.8)
Esta expressio pode ser -considerada como a generalizagao
natural para superficies da eq. (3.1.7), acreditando-se dgue
seja mais geral do gque a propria teoria de "finite-size
scaling".
5 (40) :
bas eqs. (3.1.7) e (3.1.8) obtém-se as seguilntes

relacoes de escala, dentre outras:
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1 1 B B B B B

B (L +38, ) =B (1+3) 4)

71(61’1 - 1) = 71)1(61 - 1) e) (3.1.9)
L + 61 - 8161,1 = A1 £)

B1 + A1 = 281 + 3'1,1 = 2 - o g)

27, - LSV T h)

2 -a = 281 * T~ 81(1 * 6L1) 1)

Estas relagdes seriam validas para a transigéao
ordinaria. Para a transicgédo extraordinaria seriam validas desde
que considerassemos a definigcado dos expoentes B, Y. e ¥ 1de

?

1 1
Bray e Moore(ii)

(mesmo assim, ndo todas).
Relagoes de escala adicionais sdo obtidas através de
hipéteses de homogeneidade para a fungdo de correlacao. Para

o volume, tem—se(gg)



—(d—2+nB)

If
T&
it

fB(|?—?'|/gB) (3.1.10)

|"12-“f>’|——>m, T——aTz

Esta hipdétese foi generalizada para sistemas com superficies

livres(éé)
- (d=-2+m;)
~
r(,27) = |2-7/| Ty(|2-27]/8,, &) +
5 o (dm2tm,)y
| T-x“ | F"(|r—r'|/EB, ey , (3.1.11)

onde a fungao de escala fl anula-se se o angulo 8 entre I?-?’]
e a normal a superficie torna-se igual a m/2, e entdo inclui-se
um termo de corregdo associado & correlagdes paralelas a
superficie (I',). Em particular para a transigcdo de superficie,
correlagdes perpendiculares a superficie ndo sio criticas e
1,ndo esta definido.

Destas hipoteses obtém-se as relagdes adicionais

‘31 = VB (2"7?_|_)
71’1 = VB {(1-7n.) (3.1.12)
N, =203 — W

b

As duas primeiras seriam validas para as transigdes

ordinaria e especial, enquanto a terceira seria valida para as
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transicoes ordinaria, especial e extraordinaria.
No ponto multicritico é necessario considerar outra

hipotese de escala, que substitui a eq. (3.1.8),

2-a" -4 -7 ~
£ (H,H ,T,8) =t ® f: (t H, t H, gt'") (3.1.13)
onde g = A-A, "m" denota o valor dos expoentes no ponto
[+

multicritico e ¢ & o expoente de crossover, definido por
(T°(8) /T - 1) ~ (A/A_ - 1) 174 (3.1.14)
Desta hipdtese obtém-se que, no ponto multicritico,

« =+ ¢ -1 a) (3.1.15)

a, =« -1 -v =ao -1 b)

Estas relagdes de escala implicam gque para a transicgéao
ordinaria existe um novo expoente descrevendo o comportamento
critico na superficie, além dos de volume, gque podemos escolher
como A1 ou 1, , por exemplo. Todos os outros expoentes podenm

ser expressos em termos deste expoente basico e os do volume.

Se escolhemos 7

/4

encontramos

B, = (vy,/2) (d - 2+ 1.) (3.1.16)
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analogamente a

B, = (v,/2) (d = 2 + m) (3.1.17)
e o0s outros expoentes podem ser expressos em termos de 7, e
expoentes do volume.

Se existisse mais uma relagdo independente entre os
expoentes de superficie e de volume, poderiamos expressar todos
0os expoentes de superficie somente em termos dos de volume.
Varias tentativas foram feitas neste sentido: a relacéao

(56)

sugerida por Wolfran (B1 = B, + v ) falha quando aplicada

B

aos resultados exatos em modelos de Ising em duas dimensdes e
modelos esféricos; 3ja a relagdo sugerida por Fisher(él)
(B, = 3/2 -« - v.,) é violada em expansbes em € em primeira

ordem, mas ¢é uma aproximagado numérica razoavel. Bray e

Moore (45)

sugeriram gque, na transicdo ordindria, os expoentes
de superficie poderiam ser expressos completamente em termos
dos do volume. Eles consideraram que o principal efeito de uma
superficie seria a quebra de simetria de
translacdo;consequentemente © comportamento critico 1local na
superficie de um sistema semi-infinito poderia ser relacionado
a questdo do comportamento critico local em um sistema infinito
com um "defeito"™ planar interno. A partir desta hipdtese
obtiveram relagbes de escala (B1 = 3/2 - aB/z - v, enmn, =
l/VB) consistentes com resultados de CM e resultados exatos
para o modelo de Ising bidimensional, porém em desacordo com
resultados para o modelo esférico. Embora em acorde com

resultados para o© modelc n-vetorial no limite n grande e

expansdées em £ em primeira ordem para n arbitrario, as relacgdes
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de escala se mostraram invalidas para eXpansOes até segunda
ordem em €. Assim, as relagdes de escala encontradas, mais uma
vez, naoc sao exatas, mas aproxima¢gdes numéricas razoaveis.

Bray e Moore(ié)

também sugeriram gque se poderia
relacionar todos os expoentes da transigdo extraordinaria aos
do volume, argumentando gque nesta transigcdo o© gue ocorre é
apenas uma transigldo no volume na presenga de magnetizagdo na
superficie, independentemente da origem desta magnetizagdo. Enm
vez de estudar esta transicgao para um acoplamento de superficie
suficientemente grande, poder-se-ia equivalentemente estudar a
transicgao em Ti na presenga de uma magnetizagdo de superficie
devida a um canmpo nac nulo H1’ independente do acoplamento
superficial. Baseados em argumentos de escala, Bray e Moore
afirmam gque a singularidade da maghetizacac de superficie é

idéntica a da energia livre do volume, encontrando assim a

relaco de escala para o expoente 31 (transigao extraordinaria)

B, =2 - a , (3.1.18)

consistente com os resultados obtidos através de Campo M&dio.

Para esta transicao, eles sugerem ainda outras relagdes, tals

1
como n, = d + 2 emn = E (d + 2 + nB).
Para a transigao especial, Binder e

Hohenberg(gg)

sugeriram uma relag¢aoc de escala entre um expoente
associado a suscetibilidade e expoentes de volume, gque se
. . = (45)
mostrou 1inconslstente com expansbdes em £. Bray e Moore
sugeriram uma relacdo de escala entre o expoente de crossover,
¢, e o expoente Vo ¢ = 1 - v Mostrou-se, em expansdes em ¢

até segunda ordem, que esta expressdo ndo era valida em geral.

Assim, na transicao especial, existem dois novos expoentes, ¢ e
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A1 por exemplo, nenhum dos guais pode ser relacicnado a
expoentes de volume através de relagdes de escala simples.

Para concluir, Diehl e Dietrich(ég), usando técnicas de
Teoria de Campos, mostraram que, em todas as ordens em &, oS
expoentes criticos em uma superficie podem ser expressos em
termos dos do volume mais um expoente adicional (para a
transigdo ordinaria), estabelecendo a validade das egs.
(3.1.9), (3.1.12), (3.1.15), (3.1.16) e (3.1.17). Nenhuma das

relagbées adicionais propostas para a transicdo ordinaria foil

verificada.

3.2 -~ Egquagdes de Estado para o Ferromagneto de Ising

Semi-Infinito

As técnicas de GR tem sido usualmente aplicadas a
sélidos magnéticos semi-infinitos para obter expoentes criticos

e diagramas de fase( (58),(59)) ,

sendo raramente usadas para
calcular funcgdes termodindmicas de superficie((ég)'(ég). Até o
presente, que saibamos, nenhuma destas técnicas tem sido
aplicada para obter a magnetizagdo de superficie como fungédo da
temperatura, ou seja, a equagdo de estado. Como dispomos de uma
técnica de GR operacionalmente tdo simples quanto Campo Médio,
mas que fornece resultados nao-triviais e permite obter o
parametro de ordem, vamos aplicar a extensao deste formalismo
ao caso ndo homogéneo (onde podem existir diferentes constantes
de acoplamento) para estudar o ferromagneto de Ising em rede
cubica semi-infinita com superficie livre (001), com

Hamiltoniana dada pela eqg. (3.1.1). Como esta é uma primeira

aplicagdo do método a sistemas semi-infinitos, consideramos a
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aproximagdo em gue somente na superficie a constante de
acoplamento, JS, difere do seu valor no interior do volume, JB.
Uma aproximagdo mais realista seria considerar as constantes de
acoplamento entre e nas camadas proéximas & superficie também
diferentes de J_eJd_.

Inicialmente consideramos uma rede em dB dimensdes de
tamanho linear I, com uma superficie privilegiada em d_
dimensdes, onde as constantes de acoplamento adimensiocnals séo
K= Js/kBT nesta superficie e KB = JB/kBT em gqualquer outra
situagdo. Consideramos o limite especial . — o« tal dgque a
superficie privilegiada dd origem a uma superficie livre em uma
rede semi-infinita. Neste limite, definimos os par@metros de

[}

ordem de vclume e superficie como MB = Nf(KB)/L B
d

K )/L °, onde Nf(N:) ¢ a média térmica do numero de sitios de

e M_ =NE(KB,
volume (da regidoc superficial) cujo spin estd orientado ao
longo da direcao facil de magnetizagdo menos agueles cujo spin
estd na diregdoc oposta. Assoclamos a cada sitic da rede
semi-infinifa um dipolc magnético adimensional u.

Transformamos o sistema original em um sistema similar
de tamanho linear L’ (I = fator de escala = L/L’ > 1) com
variaveis renormalizadas K!, K; e pu’., Impomos a condicgdo de que
sob renormalizacdo, o momento magnético total de volume e o©
momento magnético total de superficie devem ser preservados (j&
gque ambos sdo grandezas extensivas). Para o momento magnético

total de volume temos
N (R)u’ = N (K )u (3.2.1)
L' ' g L' T

onde as médias térmicas Nf,(K;) e NE(KB) devem ser tomadas
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sobre os sitios do volume do sistema. Temos uma egquacgdo similar
para o momento magnético total de superficie envolvendo médias
térmicas como Ni,(Ké,K;) e NE(KB, K_ ), tomadas sobre os sitios

superficiais. Trabalhando por simplicidade s6 com a equagao
d
para o volume, se dividimos por L ® a eq. (3.2.1), obtemos

d
_ B
MB(Ké)u' = ] MB(KB)u (3.2.2)

d
onde MB(K;) = Nf,(Ké)/Iﬂ 8. Iterando n vezes esta equagao,

tomando o limite quando n — = e escolhendo arbitrariamente

0
© - 1, obtemos

{n) {n)
M_(K, e
M (K) = lim . (3.2.3)

\ nd
n—>m

1 B

Analogamente, tambeém encontramos uma relagdo para o parametro

de ordem superficial

{n) (n) {n)
Mo (K K " )u
M (K ,K) = lin — . (3.2.4)
n—0 1 8

As egs. (3.2.3) e (3.2.4) devem ser usadas junto com as
equagdes de recorréncia para Ké e K;. Para sistemas
ferromagnéticos de 1Ising com uma superficie 1livre, estas
equagdes dao origem a um diagrama de fases com trés regides
distintas, as fases P, BF e SF (ver fig. 3.1.1). Na regiép

paramagnética, um ponto (KB, Ks) € atraido através de
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. x . {x) ()
renormalizagdo sucesslvas para (K;°, KE y = (0,0). Como

(o) ()

MB(KB ) = 0 e MS(K;'”), Kl3 y = 0, obtemos (através das egs.

(3.2.3) e (3.2.4))

M (K;) =0 ' a)
(3.2.5)

M (K, K) =0 |, b)
em toda a regidoc paramagnética, como esperado. Se (KB, KS) é
atraido para o ponto (K;”, K:”) = (w, =), o0 gqual & associado
4 fase ferromagnética de volume, temos MB(K:M) =1 e MS(K;M,
Kw”) = 1 (valores convencionais para os parametros de ordem ME

1=

e M quandoe o volume e a superficie estdao completamente
s

ordenados). Neste caso, das edgs. (3.2.3) e (3.2.4) temos

(n)

u
MB(KB) = 1lim — , a)
n—>w B
1
(3.2.6)
(n)
. M
MS(KB,KS) = 1lim — ' b)
n—>o00 1 s

para a fase ferromagnética de volume. Na regido ferromagnética

de superficie, (K, K_ ) é atraido para o ponto U%mn ]im)

) =
(0, =), © qual corresponde a situaglo onde a superficie esta

completamente ordenada e o volume desordenado. Entdo temos

M (K™) =0 e M_(k”, K®) = 1, e através das egs. (3.2.3)

s

e (3.2.4), obtemos
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M (K) =0 a)

(3.2.7)

b)

para a fase ferromagnética de superficie.

Vvamos especificar entdo o procedimento para obter a
relacido de recorréncia para KB, Ks e .

Aplicando o esqguema de Migdal-Kadanoff (que foi
introduzido pela primeira vez para estudar o modelo de Ising
semi-infinito em(§§)), vamos usar a mesma transformagao de

(52)

células simples ja introduzida em para tratar o magnetismo
de superficie para o modelo de Potts (e modelos relacionados).
Usamos a aproximacaoc de Migdal-Kadanoff como um compromisso
entre a necessidade de usar uma célula grande o suficiente para
estudar um sistema tridimensional e gue seja ao mesmo ‘tempo
tratavel no contexto de uma primeira aplicagdo do nosso GR para
calcular a magnetizagdo de um sistema semi-infinito. As células
para o volume e a regido da superficie livre sao mostradas nas
figs. 3.2.1.a e 3.2.1.b. A transformagdaoc indicada na fig.
3.2.1.a simula, através do procedimento padrao de
"bond-moving", a renormalizagao do volume do sistema. No lado
esquerde desta figura mostramos um passo intermediario da
construgdo do grafo final: uma célula composta de oito cubos
nos gquais as ligag¢des horizontais ja foram removidas, e os

sitios do topo e da base da célula foram colapsados em dois

terminais. Na fig. 3.2.1.b a transformagdo & do mesmo tipo:
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consideramos que a célula maior esta sobre a superficie livre
do nosso sistema de modo que 1/3 das suas 27 ligagbes iniciais
estio fora da rede seni-infinita, e assim, 9 ligagdes estéo
ausentes.

Como estamos aproximando a rede de Bravals gue gueremos
estudar por redes hierarquicas, os fatores _;%e lds nas egs.
(3.2.6) e (3.2.7) devem ser substituides (ver capitulo 2) por
1"? e 1“?} . Para a transformagac da fig. 3.2.1.a, na qual
todas as constantes de acoplamentc sao iguais (caso

bb’
homogéneo, isto &, K = KS), 1% ¢ dado por

1 = (3.2.8)

onde N e Nw sdo, respectivamente, o numerco de ligag¢des dos
1 1

grafos G e Gf {oc guais tem disténcias gquinmicas b1 e b; entre

seus terminais).

Para a transformagdo da fig. 3.2.1.b (casoc inhomogéneo),

onde temos K, e K arbitrarios, usamos a extensdo da definicgdao

s
bb*
da egqg. (3.2.8), e 1% & dado por
B s
N + N K /K
bb’ b b s B
2 2
1° = (3.2.9)
N° o+ N¥ K’/K!
bé b s B

s

onde Ns e Nb Uﬁ,e NEJ sdo os numercos de ligag¢dées do grafo
2 2 s 2

’ i ] 4 ’ ’
G2 (Gz) respectivamente associados a KB e KS (KB e Ks), e bz(bz)
é a distdncia quimica entre os terminais do grafo.

A definigao da eg. (3.2.9), como vimos no capitulo 2, é

a expressaoc continua mais simples que recupera a definigdo da
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(d)

1 p' 1 (b)

K ¥, Q
'(SI!I B F&i:7f' |(B o
. !4 A iK
N - 375171 9 1 g
[} { - ] —
L4 468y 1 |
4 AR : '
\\i \\\\\
4 )
2 rd
G, 6y
Figura 3.2.1 - Células da transformagdo de GR (a) para o

volume: todas as ligagbes sdo associadas & constante de
acoplamento K. i (b) para a regido de superficie: as ligagdes

tracejadas sdo assocladas a constante de acoplamento K .
B
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ed. (3.2.8) nos casos particulares (KS/KB, K;/Kg) = (0,0},
(1,0), (0,1) e {1,1).
Voltando entdo as transformagdes de GR indicadas na fig.
3.2.1, impomos que a fungéo de correlagdo entre as duas raizes

dos grafos G1 a G; (G2 e G;) deve ser preservada , isto é,

—BH] ~BH
e 1z - Tr e 123...20 , (3'2.10)
3, » 20
-6 oA,
e 1z = Ty e 123...14 , (3.2‘11)
3, y14
CCOR
_ r — ’ <
8HB KB 0.0, + KB , a)

12

{asscciada ao grafo G;) p

-RH =K {(cog_+0 0 +00_+% ... + 0g +
B B 13 175 177 374
123...20

o0 Y00 + ... 00 +t0o o0+ 0O+ ...) b)

5 & 7 8 4 2 6 2 B 2
(3.2.12)

(associada ao grafo G ).,

{associada ao grafo G;) e
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-BH =K {oco_ +co +t+oco + 00 +o0cc +to_ o+
1213 12 s 1 2 1 5 1 7 3 4 5 6 7 8

+ + + K (0.0 + o0 + o0 + +
0'40'2 0-60-2 0-80-2) B( 1 9 1 11 1 13 0‘90-‘10

+ + o o + 0 o t+o0 0 d
011012 0-130-14 10 2 12 2 14 2) )

. 0 ~
(assocliada ao dgrafo Gz). KB e K’ sao duas constantes a serem
5

determinadas. As egs. {3.2.10) e (3.2.11) determinam

K! = £(K,) (3.2.13)

K! = g(K_,K) . (3.2.14)

As egs. (3.2.13) e (3.2.14) dao origem ao diagrama de
fases do sistema (ver fig. 3.1.3.b).

Para estabelecer a relagdo de recorréncia para g,
procedemos como descrito no «capitulo 2. Fixamos um dos
terminais de todos os grafos da fig. 3.2.1, e deixamos ¢5 spins
associados aos sitios restantes livres. Consideramos todas as
configuragdes possiveis, e a cada uma atribuimos seu peso de
Boltzmann e momento magnético. Para a transformagdo da fig.
3.2.1.a {caso homogéneo KS/KB = 1), cada sitio contribui para o
momento magnético total proporcionalmente ao seu numero de
coordenag¢ao. No caso nao-homogéneo (KS/KB¢ 1), correspondente a
transformacgao da fig. 3.2.1.b, cada sitio contribui

proporcionalmente ao seu mumero de coordenag¢éo médio (definido
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atribuindo-se a cada ligagdo um peso proporcional a sua
constante de acoplamento). Na tab. 3.2.1 apresentamos, como
exemplo, algumas configuragdées para os grafos G1 e G;
(associados ao volume, onde temos somente a constante de
acoplamento KB). Na tab. 3.2.2 ilustramos o mesmo procedimento
para os grafos Gz e G;, associados a superficie, onde temos
ambas as constantes de acoplamento KB e Ks. Finalmente impomos,
como fizemos para obter a eq. (3.2.1), que a média térmica do
momento magnético total nas células original e renormalizada
seja preservada, para ambas as transformagdes de GR de volume e

superficie, respectivamente:

<m> = <m>_, (3.2.15)
Gl G
<m> = <m> | (3.2.16)
G G
2 2
Estas equagdes tem a forma
.
My J(K ey (3.2.17)
L4 =
H! k(KB, Ks)us (3.2.18)

como podemos ver linspecionando as tabs. 3.2.1 e 3.2.2. A eq.
(3.2.17) deve entrar na eq. (3.2.6.a), enquanto a edq. (3.2.18)
deve entrar nas egs. (3.2.6.b) e (3.2.7.b).

Em resume, usamos as eqgs. (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7)
juntamente com as egs. (3.2.13) e (3.2.14) e egs. (3.2.17) e

(3.2.18), para obter a magnetizacdo espontidnea de superficie e
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{a) P
6, configuragdo Peso m
1
KT
B
€ 2|1‘B
1
4+
-K'
e P 0 1
4
kb)
6 configurasio peso m

?

+ *
* *

4

4

|
1

T

*

v t
S, 32,
*+ T

+

Tabela 3.2.1 - Construg¢do da ed. (3.2.15) para a transformagao

de GR para o volume. (a) Configuragdes possiveis para o grafo

K? K’ —K’
G/; <m>, = e 2 ur/(e® + e 7). (b) Trés das 2'°
1 27K
configura¢ées possiveis para o grafo G ; <m> = (54 e B4
23K SKB 27K 23KB 1 5K

50 e P+ 32 e + ...)/uB(e B+ e + e S cea) .
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(@
G'z configuracao peso m i
e
E eKS 2""5
1é
1‘9 ,
: ks 0
Iy
{b)
Gz configuracdo peso m
*
v W 9K, + 9K,
At ' e 8418K /K ) b,
<%0 .
+
WY Kg 5K
i ¢ (184 MK/ K, )} g .
‘T
-7 4
vt e=Kg (248K /K) g
RILNY e
+

Tabela 3.2.2 - Construgédo da eq. (3.2.16) para a transformacado

de GR para a superficie. (a) Configuragdes possiveis para o
K’ > "'K’

K
grafo G/; <m> , = e’ 2 u;/(es+ e *). (b) Trés das 2%
2 9K + 9K
configuragodes possiveis para o grafo Gz: <m>. = (e i
9K +5K_ 2 3K K
(18 + 18 K /K) + e (18 + 14 K /K) + e (12 +

9KB+9K BKB-—K
8 K /K) + ...) u/(e "+ oe T+ oL).
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bb’

do wvolume. Para a transformag¢do da fig. 3.2.1l.a, 1% = 27

bb’
(caso homogéneo) e para a da fig. 3.2.1.b, 1% =
9+9KS/K

— (caso nado-homogéneo).
Ko/Ky

3.3 -~ Resultados

Na fig. 3.3.1 mostramos as curvas due obtemos para a
magnetizagdo espontdnea de superficie para JS/JB = 0, 0.5, 1 e
1.5. Mostramos também a curva para a magnetizagdo esponténea do
volume. Como A < AC (Ac ~0.74 neste procedimento de GR(ig)), a
superficie e o volume ordenam-se, gquando a temperatura vail
diminuinde, & mesma temperatura Ti (transi¢ao ordinaria).
Observamos gue a curva da magnetizagdo de superficie, guando A
val aumentando, dgradualmente aproxima~-se da do volume e, para
A < Ac, ela estd acima desta curva.

) Se A = A, a superficie ainda desordena-se & mnesna
temperatura Ti que o volume, mas esta transicdo (transicgéao
especial) é caracterizada por um conjunto diferente de
expoentes. A curva da magnetizacdo de superficie correspondente
estd na fig. 3.3.2, Jjunte com a curva do volume. O
comportamento de M quando A (K Ac mencionado no paragrafo
anterior é bastante plausivel, ja que o expoente associado a
magnetizacdo de superficie na transigéo especial é menor dgue o
associado a magnetizacgdo de volume. Isto significa que a curva
de Ms para .a transicdo especial é mais "quadrada" que a de Mv
e gue por continuidade gquando A — A — 0 a curva de M deve

estar acima da de N%.

Na fig. 3.3.3 apresentamos as curvas de magnetizagao de
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superficie para JE/JB = 2, 2.5 e 3; estes valores de JE/JB
correspondem a A > AC. Neste casc o0 volume ordena-se na
presenga de uma superficie ja ordenada. Temos a transicdo de
superficie para T:(A) > Tz, da fase ferromagnética de
superficie para a fase paramagnética, e a transigao
extraordinaria em Ti, onde espera-se Jue a curva da
magnetizacgéo de superficie apresente algum tipo de
singularidade suave. No6s obtemos que a primeira derivada da
magnetizacdoc de superficie em relagdo a temperatura e
descontinua em Ti, e gue para temperaturas um pouco acima de Ti
a tendéncia da superficie se desordenar ¢é mais fraca do gque um
pouco abaixo de Ti. Este resultado pode surpreender a primeira
vista, ja que sabemos gue a ordem do volume deve aumentar a
ordem na superficie. Verificamos que B = 1 e que A_/Aé
aproximadamente igual a 4, para razbes tipicas de JS/JB. como
ja4 mencionamos, as teorias de Campo Médio prevéem uma
descontinuidade somente na segunda derivada (ver eg. (3.1.6)) e
além disso, os argumentos de escala de Bray e Moore implicam em
que B:x = 2-a_(eq. 3.1.8), onde o_ & o expoente associado ao
calor especifico do volume. Apciando a possibilidade de que a
primeira derivada de MS(T) em Ti seja continua, existem ainda
os dados experimentais de Rau e Robert(i:") no G4 (cujo
comportamento critico corresponde a uma classe de
universalidade que ainda nao esta bem definida, se de Ising
ou de Heisemberg) . Por outro lado, um resultado similar ao nosso
foi obtido, usando RPA, para um ferromagneto semi-infinito de
Heisenberg(ﬁ). Além disso, teorias de campo efetive com
correlacdo sugeriram uma descontinuidade da primeira derivada

de MS(T) em Ti para o modelo de Ising e para este modelo em um
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Figura 3.3.1 - Magnetizagdo espontédnea de superficie M5 como
fungcdo da temperatura para o ferromagneto de Ising em rede
cibica semi-infinita com superficie livre (001).J5/JB = 0, 0.5,
1l e l.5 (A < AC). A magnetizacdo de volume H% também & mostradg

como referéncia.
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(8=4.)

kgT/g

Figura 3.3.2 - Magnetizagdo de superficie Ms como fungdo da
temperatura para A = Ac. A magnetizagdo do volume MB tambénm &

mostrada.
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(A >Ag)

08

06 -

0.2}

0 3 4
Figura 3.3.3 - Magnetizagao de superficie Ms como fungao da
temperatura para A > AC: JS/JB = 2, 2.5 e 3. Em Ti, existe uma

descontinuidade na primeira derivada de M com relagdo a
s

temperatura. A magnetizacgdo do volume N% também é mostrada.
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campo transverso(ig). Existem ainda experiéncias de grande
preciséo(gl) medindo a tensac superficial, na transigdo A, para
o 'He liquido (cuja criticalidade espera-se gue seja a mesma
gque a de alguns sistemas magnéticos de superficie), que sugerem
uma descontinuidade na primeira derivada, em desacordo comn
algumas predig¢des tedricas para o sistema. Este ponto ainda é
controvertido. Vamos apresentar alguns argumentos gualitativos
gue podem esclarecer a origem do gque encontrames, isto &€, uma
descontinuidade na primeira derivada de M_(T).O volume atua na
magnetizagdo de superficie através de dois canais diferentes. O
primeiro é o fato obvio de gue a magnetizagdo de volunme,
enguanto ni3o se anula, age como um campo efetivo na superficie.
A segunda, mais sutil, refere-se aos efeitos da suscetibilidade
de volume proéximo & Ti, onde a suscetibilidade de volume
diverge (x (T) ~ C_ (1—1'/1"2)—?B para T —> T = 0 e x_(T) ~
C+(T/TCB— 1)_75 para T — Tc + 0). Na vizinhanga de Ti, a
amplitude da suscetibilidade de volume do lado paraﬁagnético
(c,) é maior (duas vezes maior, em cdlculos de CM) do que a do
lado ferromagnético (C_). O efeito da suscetibilidade de volume
do lado paramagnético poderia superar ambos os efeitos do campo
do volume anulando-se e o da suscetibilidade de volume logo
abaixo de Ti. Isto sugere uma explicagdc para o decréscimo na
tendéncia da superficie se desordenar na regido logo acima de
Ti (isto &, A > A). O fato de que calculos de CM fornecenm
A = A seria fortuito e possivelmente relacionado ao fator 2
mencionado acima. Nossos resultados estdo em desacordo com os
obtidos por Bray e Moore(ié).

0 formalismo de GR que utilizamos

fornece o0s valores de Ti, Tz(A) (atraves das relacgées de
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recorréncia para KB e Ks, da maneira usual), o expoente Bl para
cada transicdo e a amplitude correspondente A. Eles séo
mostrados na tab. 3.3.1 e comparados com outras estimativas,
guando disponiveis. Nossos resultados concordam razoavelmente
com estas estimativas.

Mencionamos ainda um fendmeno inesperado dque ocorre
quando JS/JB decresce, para JS/JB << 1: a magnetizagao de
superficie apresenta uma leve nao-monotonicidade. Espera—se(ég)
que, para um dado valor de JS/JB, a curva de magnetizagdo de
superficie esteja sempre abaixo das curvas associadas a valores
maiores de JS/JB. Em vez disso, a partir de JS/JBz 0.35,
observamos gue a magnetizacdo de superficie comega a aumentar,
enquanto JS/JB diminui. Podemos ver na fig. 3.3.1 a curva de
magnetizacdo de superficie para JS/JB = 0.5, a gual esta abaixo
das curvas para JS/JB = 1 e 1.5, como esperado. Mas a curva de
magnetizacdo de superficie para JS/JB = 0, por exemplo, esté
acima da curva para JS/JB = 0.5. Esta mudanca de regime em
Jg /Jg = 0.35 esta diretamente relacionada a uma mudanga de
regime no fluxo de GR no diagrama de fases correspondente (ver
fig. 3.1.3.b). De fato, a 1linha de fluxo conectando os
atratores das fases BF e P bem como o ponto fixo que estd na
fronteira critica P~BF precisamente corresponde a JS/JB = 0.35.
Como estamos usando um GR aproximado, pode ser que este efeito
seja espurio.

Vamos discutir ainda o que ocorre em dois outros
limites. Quando J >0 e JB — 0, de modo que JS/JB — ®, a
curva de magnetizagao de volume vai aproximando-se da reta
T = 0 e finalmente colapsa nesta reta; a descontinuidade na

primeira derivada da magnetizacgado de superficie vai
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MAGNETIZACAO DE VOLUME
3D B
£ k T /J A
Bc B 3D
0.46 2.82 1.24
(36) , (38)
0.312 — 2.3062 (séries — ) -
MAGNETIZACAO DE $UPERFICIE
TRANSICAO ORDINARIA
ord
3] J /7 A
1 s B ord
0.55 0.5 1.1
(50)
0. 78{Honte Carlo — ) 1.0 1.2
~ (52)
0. 82{Expansao em £ — ) 1.5 1.8
TRANSIGAO ESPECIAL
5
3] P J sJ A
1 s B sp
0.21 1.74
(50) , (50)
0.175(Monte Carlo — ) 1.6 (sertes —) 0.6
~ (52) {50}
0.25 {(Expansao em £ — ) 1.5 (Monte Carlc —')
TRANSICAO DE SUPERFI CIE
an J ) T (J /0) A
1 s B c s B s
0.17 2.0 3. 03 0.8
(36)
0.125(Exato — ) 2.5 3. 61 0.92
3.0 1.26 0.96
TRANSI;IO EXTRAORDI N ARI A
ex
B J /J A A
1 s B - +
1.0 2.0 3.0 0.8
, {45)
2 (Campo Medio — ') 2.5 1.1 0.3
3.0 0.6 0.17
Tabela 3.3.1 - Valores do presente GR para as temperaturas

criticas, expoentes 61 e amplitudes A correspondentes a cada
transigdo. Outras estimativas, quando disponiveis, também sdo

apresentadas.
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deslocando~se em diregcac a T = 0, até dque desaparece e
recuperamos a magnetizacdo para uma superficie (d = 2). ©
limite Jg. > 0 e Jg_>> J, de modo que JS/JB — esti

associado a uma situagdo diferente, j& gue o veolume esta
presente. A medida dque JS/JB aumenta a descontinuidade da
derivada da magnetizacao de superficie se mantém, mas as
derivadas a esguerda e a direita s&o nimeros em valor abscluto
cada vez menores. Finalmente, gquando JS/JB —w, a magnetizacgao
de superficie torna-se a de saturagio e Ti—a w, mostrando que
so a temperatura infinita a superficie desordena-se (neste caso
naoc temos uma superficie pura, mas uma superficie em um
volune) .

Voltando a questdo da possivel descontinuidade de M_(T)

B " . . .
em T, na transicac extracrdinaria, citamos ainda doils

c
trabalhos posteriores a este, que se preocuparam Jjustamente em
esclarecer este ponto.

Moran-Loépez e Sanchez(él) utilizaram a teoria de
"Cluster variation method" para estudar M em um ferromagneto
de Ising semi-infinito, argumentando que esta teoria, embora
prevendo comportamento critico c¢léassico, fornece valores
precisos para a temperatura critica e uma dependéncia da
magnetizacido com a temperatura em bom acordo com métodos mais
elaborados, para temperaturas ndo muito proximas de TC.
Moran—-Lopez e Sanchez obtem um comportamento para Ng que
depende fortemente das condi¢gdées de contorno 1impostas nos
calculos de superficie. Por exemplo, impondo-se as condigdes de
contorno do volume logo na terceira camada mals proxima da

superficie, encontra-se que, para as duas primeiras camadas, a

. . - . , B
derivada da magnetizacao é descontinua em Tc. No entanto, se as
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condicées de contorno de volume sé s8o impostas na décima
camada, esta descontinuidade nao ¢é mais apreciavel nas
primeiras camadas superficiais. Destes resultados os autores
inferem o gue seria resultado exato, que de acordo com o método seria obti

do supondo-se um nimero infinito de camadas diferentes do volume: a primeira

. . . B
derivada de M seria continua em Tc.
s

Oohno e Okabe(éi)

também estudaram a transicéo
extraordindria em um sistema de Ising semi-infinito, usando
expans&o em € = 4-d, onde d ¢ a dimensdo do espa¢o. Em primeira
ordem, esta expansdo revela que a primeira derivada de M e
descontinua em Ti, em contraste com as teorias de CM.
Acreditamos que a divergéncia entre os resultados
obtidos no nosso trabalho e na ref. 64, e os resultados obtidos
através de CM, poderia ser explicada através dos efeitos da
suscetibilidade do volume, Jj& que as teorias de CM ndéo
consideram apropriadamente as flutuag¢dées. Um outro ponto
importante diz respeito &s medidas que foram feitas no ca (&)
Mais recentemente, um outro trabalho experimental(éé)no Gd
(acerca de propriedades de volume) levantou a discussao sobre a
que classe de universalidade realmente estid associado o
comportamento critico desta substéncia. As interagdes entre
ions, do tipo RKKY implicam em comportamento critico de
Heisenberg perto de T_. Por outro lado, a unica direcgdo facil
de magnetizacdo neste material implica em anisotropia uniaxial,
o que sugere comportamento critico de Ising. Experimentalmente,
a situacao também & ambigua: obtém-se valores para oOs expoentes
criticos associados a magnetizagdo e ao calor especifico
tipicamente préximos dos valores tedricos de Heisenberg,

enquanto os Vvalores obtidos para o expoente associado a
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suscetibilidade magnética s&o proximos do valor tedrico de
Ising. Geldart et al(ég), atraves de medidas da suscetibilidade
paramagnética, observaram uma anisotropia uniaxial no regime
critico. Esta anisotropia inesperada fol interpretada em termos
da interagcao magnética dipolo-dipolo, a gual € nao apenas
surpreendentemente forte no Gd mas é também anisotrdépica com
respeito as diregdes cristalinas. Geldard et al(gﬁ) concluem
que, em principio, todas as experiéncias realizadas até o
presente, acerca de propriedades criticas no G4, devem ser
interpretadas em termos de expoentes c¢riticos efetivos,

caracterizados na ref. 65.
3.4 - Influéncia da Natureza das Interagdes

Vamos discutir brevemente a relagdo entre a existéncia

da fase SF e a natureza das interagdes no sistema
s exro1a (66) . :

semi-infinito . Consideremos um modelo de Helsenberg

anisotrépico de spin 1/2, com Hamiltoniana

- _ - X X y. ¥ z_Z
BH ¥ Kij (1 nij)(oioj + o&oj) + Giﬁj] (3.4.1)

<i, §>

onde (K ., 7. )

L g (KS, ns) se ambos os sitios pertencem a

superficie livre e (Kij, nj) = (KB, nB) em gualgquer outra
situacgao; JS, JB >0 e 0 < Ny, M, < 1. (nij = 1 recupera a
interacao de Ising e LA 0 recupera a interagdo de Heisenberg
isotrépico).

0 teorema de Mermin-Wagner essencialmente estabelece

gue nao pode haver magnetizagio espontanea a temperatura finita
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se as trés condigbes seguintes sio simultaneamente satisfeitas:
(i) o sistema envolve somente interag¢les de curto alcance;
(1i) o sistema é bidimensional;
{iii) a quebra de simetria corresponde a Iintera¢des que séo
associadas a um grupo continuo de simetrias;

A guestao é se a fase SF existe guando n.= 0,
independente do valor de n,. Este ponto é bastante delicado. Em
principio, poderia-se pensar gue a condigac (i) é satisfeita; a
superficie é um sistema bidimensicnal entdo a condigac (ii)
também & satisfeita; finalmente N, o= 0 entdo a condigao (iii)
também & satisfeita; conseguentemente a fase SF n&o pode
existir e isto para gqualgquer valor de n,- Na realidade isto nao
ocorre(éé), somente se N tambén anular-se é gque a fase SF nao
pode existir. Podemos pensar gque o gue esta errado no argumento
acima & gque o teorema nao se aplica porgue a condigao (ii) néo
é satisfelta, o sistema é de fato tridimensional {um volume
semi-infiniteo). Realmente, isto ¢é correto. No entanto,
acredita-se que a magnetizacido de superficie anula-se (para A >
AC) exponencialmente guando vai-se entrande no interior do
volume. Este comportamento exponencial leva a um sistema gue,
na pratica, pode ser considerado como um Sistema o x ® x
largura finita, isto é, bidimensional e entdaoc a condigdo (ii)
pode ser, na pratica considerada satisfeita. Resta reexaminar a
condigao (iii). Observamos que para satisfazer (iii), todas as
interagdes relevantes devem satisfazé-la, o gue ndéo é © caso.
De fato, a largura finita da superficie ativa incluil muito mais
camadas gque uma Unica camada de superficie (para a qual o=
0). Assim, espera-se que a fase SF exista se n_ ou n_ for

B
diferente de zero:; esta fase deve desaparecer somente se
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ambos n, e m, anularem-se, caso em gque o teorema de

Mermin-Wagner se aplica.
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CAPITULO 4

CRITICALIDADE DO FERROMAGNETO N~-VETORIAL DISCRETO
EM REDE CUBICA COM UMA SUPERFICIE LIVRE

Neste capitulo estudamos(QZ) o ferromagneto N-vetorial

discreto, dado pela Hamiltoniana adimensional

BH = - NK T (§i.§j)-N2L ) (§i.§j)2
<i, P> <1, j>

em uma rede cubica semi-infinita. As constantes de acoplamento
na superficie, KS e Ls, podem ser diferentes das do volume, KB
e LB. Usando um procedimento simples de GR no espago real
obtemos a evolugdo com N, para N real, do diagrama de fases,
incluinde os limites N — 0 e N — w. Calculamos os expoentes
criticos térmicos (V) e de crossover (¢) em VAarios pontos

criticos e multicriticos.
4.1 - 0 Modelo N-vetorial Discreto (Cubico)

Hamiltonianas contendo termos de anisotropia cubica, os
quais quebram a invariancia rotacional completa, tém sido
usadas para descrever transigées de fase estruturais em

redes com simetria cﬁbica‘ég) bem como o comportamento de
(69)

alguns ferromagnetos anisotrépicos
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0 modelo N-vetorial discreto ou modeloc Cubico, que €& um
limite extremo de anisotropia cubica destas Hamiltonianas, foi

(70) como uma tentativa para explicar o

inicialmente introduzido
comportamento do tipo tricritico observado em compostos de
terras-raras cubicos, em particular o HoSbk. Este modelo pode

ser definideo de diversas maneiras. Usualmente & definido

através de

-BH = NK ¥ §1. E‘j (4.1.1)

<1, 5>

com B = 1/kBT e onde <i,3j> indica soma nos primeiros vizinhos.
Os spins §i sdo vetores de N componentes, que somente podem
apontar ao longo das diregdes positiva e negativa dos eixos de
um hipercubo em N dimensoes, isto é, §i = (+ 1, 0, 0, ...),
(0, + 1, 0, ...). O modelo também pode ser definido, de modo
alternativo, associando-se a cada sitio 1 duas variaveis
discretas: uma variavel de eixo, « =1, 2, ... Nea variavel
de Ising o =% 1. Desse modo, a Hamiltoniana da eq. (4.1.1) é
equivalente a

- BH (4.1.2)

Il
=
-

™~
>

9
9

Em duas dimensdes, o medelo Cubico discretec esta
associado &4 muitos sistemas, principalmente na &rea de adsorcgao
de monocamadas (para uma revisao, ver ref. 71). Por exemplo, ©

ordenamento orientacional de moléculas diatédmicas adsorvidas em
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uma rede triangular(zz), ver fig. 4.1.1, (como observado no N2
adsorvido em grafite(z;)) pode ser simulado pelo modelo Cubico
com N = 3.

Teoricamente, o© modelo cubico tem sido estudado através

de diversas técnicas, como teorias de Campo Médio (CM)(ZQ), GR
do tipo Niemeijer-van Leeuwen(Zial GR do tipo Migdal(ZQ), GR
variacional(ZQ) Monte Carlo(ZZ), invariancia conforme(zg) e GR
de Monte Carlo(zg).

Uma generalizacdo do modelo Cubico N-vetorial, C om
Hamiltoniana adimensional
- BH = NK T §i.§j + N°L Y (§i.'s‘j)2 , (4.1.3)

<i, §> <i, j>

fol recentemente estudada(gg)

em uma rede quadrada, atraves de
um procedimento de GR no espago real do tipo em que preserva-se
funcdes de correlagdo. Usando a notagdo da eq. (4.1.2), a

Hamiltoniana da eq. (4.1.3) €& egquivalente a

-BH = NK Y oo 8 + N°L % 8 . (4.1.4)
<i, j>» ! i ] <i, j> i J

Além do fato de que esta extensio do modelo apresenta
casos particulares interessantes, uma outra motivacdo para
estuda-la & que, como veremos adlante, a Hamiltoniana dada pela
eq. (4.1.3) permanece fechada, para todo N, sob este tipo de
GR, enquanto que para a Hamiltoniana da eqg. (4.1.1) isto nao

ocorre.



121

Figura 4.1.1 ~ Superficie do grafite esfoliado. Moléculas de H,
(ou D,) ocCupam os sitios com 1/3 de cobertura. As elipses
representam as distribuigdes de probabilidade para os eixos

moleculares. Uma das fases ordenadas estd representada.
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Vamos rever alguns casos particulares e caracteristicas

importantes deste modelo (dado pela eg. (4.1.3) ou eq.
(4.1.4), de modo equivalente). Observamos que a Hamiltoniana da
eq. (4.1.4), quando K = 0, transforma-se na do modelo de Potts
de N estados com constante de acoplamento adimensional N°L. No
limite N — 0, o© problema do "self avoiding walk" é
obtido(li), com fugacidade K. Para N = 1, a eq. (4.1.4)
reduz-se a do modelo de Ising com spin 1/2 para gualquer valor
de L. Para N = 2, recupera-se o modelo Z(4) (ver ref. 81 e
referéncias ai contidas). No caso K = L, obtém-se o modelo de
Potts de 2N estados com constante de acoplamento 2NK. Para K
finito e NL/|K| — «», o segundo termo na eq. (4.1.4) torna-se
dominante, e um dos N eixos €& escolhido preferencialmente;
desse modo, o modelo de Ising de spin 1/2 com constante de
acoplamento NK & recuperado.

Mencionamos ainda alguns resultados importantes sobre
este modelo. Conjectura—Se(ll) que a abordagem de Campo Médio é
exata no limite N - o, se L = 0. De modo semelhante ao gue
acontece para o ferromagneto de Potts, espera-se gue ocorra uma
transicdo de primeira ordem (em uma rede de Bravais) para

N >N.A teoria de Campo Médio prevé(lg)

gque o modelo da ed.
(4.1.2), para d = 3, exibe uma transigdo de primeira ordem para
N > 3; resultados de expansao em série(gg) indicam que ja para N
= 3 a transicdo ¢ de primeira ordem. Para o modelo da eq.
(4.1.4), 4 = 3, ocorrem varias transicdes (como veremos mais
adiante), que correspondem a diferentes classes de
universalidade: a de Potts de 2N estados, que € de primeira

ordem para 2N » 3, a de Potts de N estados, que & de primeira

ordem para N » 3, a Cubica, cuja natureza acredita-se(gi) que
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depende da razdo das constantes de acoplamento L/K, quando
1.1 < N < 3.4 e é de primeira ordem para valores maiores de N.
Nés ndo nos preocuparemos aqui com transigdes de fase de
primeira ordem, as quais foram estudadas, para 4 = 2,
empregando a técnica de vacéncias no contexto de GR(gi). 0 GR
que usaremos mais adiante é exato para redes hierarquicas, que
nao apresentam transigdes de primeira ordem para o modelo
Cubico. Assim, os resultados serac relevantes para redes de
Bravais somente para N < Nc (N;dependendo da transigdo em
questéo).

vamos fazer uma revisido, brevemente, do diagrama de .
fases para o sistema em duas dimensbes (que é qualitativamente
igual ao do caso tridimensional, como sera mostrado mais
adiante). O diagrama apresenta trés fases distintas. Para
valores pequencs de K e L, temos a fase paramagnetica, onde os
spins gi estdo desordenados. Para valores relativamente grandes
de K e L, surge a fase ferromagnética (neste caso os spins gi
estao preferencialmente ordenados ao longo de uma das 2N
direcdes). Para valores pequenos de K e intermediarios de L,
surge uma nova fase, a fase intermediaria, onde os spins
gi estao preferencialmente alinhados ac longe de um dos N eixos
do hipercubo, mas nao existe preferéncia no que concerne a
orientacdo ao longo deste eixo. Na fig. 4.1.2.a mostramos o

diagrama de fases obtido(gg)

para o modelo cubico em uma rede
gquadrada (N = 3). Mostramos também, na fig. 4.1.2.b. um
diagrama de fases tipico (para uma rede hierdrquica "ponte de

Wheatstone®, N = 2), obtido na ref. 80, onde uma variavel
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11,

Figura 4.1,2 - Diagrama de fases para o ferromagneto Cubico,
(a) N = 3, em uma rede gquadrada: P, F e I respectivamente
denotam as fases paramagnética, ferromagnética e intermediaria;:
(b) N = 2, em uma rede hierdrquica (ponte de Wheatstone), .no
espacgo (t1 ' tz). As setas indicam o fluxo do GR; g , @ € ©
respectivamente denotam os pontos fixos completamente estaveis,

semi-estaveis e completamente instaveis.
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conveniente foi utilizada, o vetor transmissividade térmica

(t tz)(ver ref. 80 e referéncias ai contidas), com
1 - =~ 2NK

t = a)

14 2(N—1)e—“(K+NU + o ENK

(4.1.5)
1 - 28-N(K+NL) + e-ZNK

t2 = . b)

1+ Z(Ndl)e—N(K+NL) 4+ o 2KK

Mostramos também as relagdes inversas, que serdo uteis mais

adiante:

1 -t
2

=N (K+NL)
e +

1 + Nt + (N-1)t
1 2

(4.1.6)

1 - Nt + (N-1)t
1 2
e—ZNK -

1+ Nt + (N-1)t
1 2

A existéncia de trés fases distintas é bem conhecida para N = 2
(modelo Z(4)). Esta estrutura do diagrama de fases permanece a
mesma (de acordo com o formalismo de GR utilizado nas refs. 80 e 83)
para todos os valores de N, incluindo N < 1, onde deve ser
considerada comoc um artificio matematico. De fato, para N = 1
(modelo de Ising) a fronteira critica P-I deve ser considerada
espuria, ja que para este modelo somente duas fases distintas
existem: a ferromagnética (F) e a paramagnética (P e I).

(80) (83)

No contexto do GR os atratores (pontos fixos

triviais), das fases paramagnética, ferromagnética e

intermedidria estdo localizados respectivamente em (t,, t))

(0,0), (1,1) e (0,1), que correspondem a (K,L) = (0,0), (»,x) e
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(0,»). O ponto fixo semi-estavel I (ver fig. 4.1.2), gque
corresponde & transigdo da fase intermedidria para a
ferromagnética (nesta transig¢do os spins g preferencialmente
alinham-se em um sentido ao longo de um eixo previamente
escolhido), estd associado ao comportamento critico de Ising.
De modo semelhante, os outros dois pontos fixos semi-estaveis
neste diagrama, P(N) (ponto fixo de Potts de N estados) e C
(ponto fixoc Cubiceo) sdo respectivamente associados a transicgodes
da fase paramagnética para a intermediaria (um dos N eixos é
escolhido) e da fase paramagnética para a ferromagnética (um
eixo e um sentido neste eixo € escolhido). O ponto fixo
completamente instavel P(2N) (t1 = t2) corresponde a K = NL;
assim, como ja& mencionamos, temos © comportamento critico do
modelo de Potts de 2N estados. Para N > N*, ocorre uma troca de
papéis, no que diz respeito a estabilidade, entre os pontos

fixos C e P(ZN)(gl) .

4.2 - O Ferromagneto Cubico em Rede Semi-infinita

Neste +trabalho consideramos o ferromagneto Cubico
discreto (dado pela Hamiltoniana da eq. (4.1.3) em uma rede
cubica semi-infinita com superficie livre (0,0,1). As
interagdes entre primeiros vizinhos sao caracterizadas por
constantes de acoplamento KS e I% (KS > 0 e KS + NLS > 0) se
ambos os sitios i e ] pertencem a superficie , e por KB e LB
(KB > 0 e KB + NLB > 0) em gualquer outra situacdao.

A presenca de uma superficie neste problema introduz
novas possibilidades de ordem. Em geral, este ordenamento

dependera das razdes das constantes de acoplamento de
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superficie e de volume. Por exemplo, para o ferromagneto de
Ising em uma rede cubica com superficie livre (0,0,1), um dos
paradmetros que determina o tipo de ordem & A = KS/KB - 1, como
vimos no capitulo anterior (ver o diagrama de fases para este
sistema na fig. 3.1.1). Se em um ferromagneto semi-infinito de Ising
consideramos, em lugar do parametro de ordem (como no capitulo
3), o comprimento de correlagdo, esperamos os seguintes
expoentes criticos: enguanto o comprimento de correlagao do
volume diverge como |T - T§|_Umpara todos os valores de A, o
comprimento de correlacdo de superficie diverge, sobre a linha
P-BF (4 < 4), como |T - Ti]wUl e sobre a linha P-SF (A > A)
como |T - Tz(A)l_Um. Além disso, o comprimento de correlagao
de superficie pode apresentar uma singularidade suave sobre a
linha BF-SF (A& > A). Na vizinhanca do ponto multicritico
(6 — 4_ + 0), espera-se que (Tz(A)/Ti— 1) o (8/A - 1)1/¢, o
que define o expoente de crossover ¢. Adqui obteremos os
expoentes térmicos associados a transigdes de volume (UED) e a
transi¢gbes de superficie (UzD), além dos expoentes de crossover
¢ nos pontos multicriticos.

Para obter o diagrama de fases para o modelo Cubico no
espag¢o gquadridimensional (KB, LB, Ks, IE)' consideramos as
transformacées de GR da fig. 4.2.1 (células tipo diamante),
similarmente ao tratamento de Migdal-Kadanoff utilizado por

Domany e Riedel(zg).

As transformacdes da fig. 4.2.1
mostraram-se satisfatorias para tratar o problema de magnetismo
de superficie no modelo de Potts(ég). 0 maior grafo (de dois
terminais) mostrado na fig. 4.2.1.a simula através do

procedimento padrdo de "bond-moving", o volume da rede cubica.

0 maior grafo da fig. 4.2.1.b simula, do mesmo modo, a regido
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superficial do sistema, onde as ligagdes pontilhadas
representam as intera¢des na superficie livre. O grafo da fig.
4.2.1.b pode ser visto como o da fig. 4.2.1.a com seus dois
terminais na superficie 1livre, nove 1ligagdes (ausentes) no
vdcuo, nove na superficie e nove no volume,

As relagbes de recorréncia para (K., L., K_, Ls) séo
obtidas impondo-se gque, sob renormalizagdoc, a fungao de

correlagao entre os terminals dos grafos original e

renormalizado seja preservada(gl) (mostrou-se(gg)recentemente
que este procedimento esta relacionado ao do GR
fenomenoldégico). Para a transformagdo do volume (fig. 4.2.1.a)
obtemos

_BHélz -BHB123. .. 20

e = Tr e (4.2.1)

e, para a transforma¢@o de superficie (fig. 4.2.1.b), obtemos

~BH_ ~RH,
e 12 _ Tr o 123...14 (4.2.2)
3, , 14
com
- ’ = ’ 2., 2 0
gH! NK! 8 .8 + N1 (B .B)% + K, (a) (4.2.3)

12

associada ao grafo G;,
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(b)

Figura 4.2.1 - Células da transformagdo de GR (a) para o volume

(cada ligacdo €& associada a constantes de acoplamento KB e LB)

(b) para a regido da superficie (cada ligagdo pontilhada é

associada a constantes de acoplamento K e L.
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~BH_ = NKB(E’I.E’S + §1.§7 o+ §20.§2)
123...20
+ N°L_ ((§1.§5)2 + (8.8 + ...+ (320.32)2) (b)
assoclada ao grafo G1‘
- pH! =N K;(§1.§2) + NZL; (§1'§2)2 + K: (c)
12
associada ao grafo G] e
~ BH = NK (8.8 +8 .8 +...+38 .8)
s 1 3 1 5 14 2

s
123. . .14

+ NELS((E,’I.E’H)2 + (§1.§5)2 +oe.. + (314.5’2)2) +
NK (2.8 +8 .8 + ...+8 .8) +
B 1 9 1 11 14 2
2 2 2 2
N LB((§1.§9) + (§1.§“) T (§H.§2) ) (d)

assoclada ao grafo Ga’ onde Kg e K: sao constantes a serem
determinadas.

As egs. (4.2.1) e (4.2.2) determinam as relagbes de
recorréncia para KB, LB, KS e LS. Estas relagdes podem ser
obtidas de mode egquivalente usando o© vetor transmissividade
térmica definido na eq. (4.1.5). De fato, na pratica nés
obtivemos os vetores transmissividade de volume e de superficie
equivalentes para o nosso sistema, usando as redgras de
composicdo em série e em paralelo e a definigado do dual das

(80)

transmissividades . Vamos resumir estas definigdes aqui.

Para duas ligagbes em série (ligagées 1 e 2), o vetor
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transmissividade egquivalente é dado através de:

1 2
t(s) = t() t()

ru ra rua

(4.2.4)

onde r = 1, 2 denota a componente do vetor transmissividade e
u = B, s indica se a transmissividade estd associada ao volume
(B) ou a superficie (s). Para uma composigao em paralelo das
duas 1ligacdes, sabemos que a mesma relagao € valida para ©
vetor transmissividade equivalente, se trocamos todas as

variaveis pelos seus duais:

(p) D (1) D (2) P
t'F = |t t , (4.2.5)
rua ru ru

onde

1 - Nt + (N-1)t
lu 2u

i + Nt + (N-1)t
lu 2u

(4.2.6)

i-t
2u

1+ Nt + (N-1)t
lu 2u

Para a transformacdo do volume (fig. 4.2.1.a) obtemos

entao:
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1 -t/ 1 -t °
2B 2B
- 3 3 a)

1+ Nt/ + (N-1)t’ 1+ Nt® o+ (N-1)t

1B 2B 1B 2B
e (4.2.7)
1 - Nt/ + (N-1)t’ 1 - Nt O o+ (N-1)t_ o) °

1B 2B 1B 2B
1 4+ Nt/ + (N-1)' 1+ N2+ (N-1)t° o)

1B 2B 1B 2B

e, para a transformagdo de superficie (fig. 4.2.1b) obtemos

1 - tf 1 - t3 3 1 - t3 3
2s 2s 2B
- 3 3 3 3 a)
1 + Nt/ +(N-1)t’ 1 + Nt~ +(N-1)t 1 + Nt~ _+(N-1)t
is 2s 1s 2s 1B 2B
e (4.2.8)
_ ’ _ ’ _ 3 _ 3 3 _ 3 _ 3 3
1-Nt/ _+(N-1)t! 1-Nt +(N-1)t] )7(1-Nt] +(N-1)t
= b)
14Nt/ +(N-1)t’ 1+Nt? +(N-1)t3 148t° +(N-1)t>
1s 2s s 2s 1B 2B
’ ! ’ r -~
Iterando (t1B’ tZB, tls, tzs) como fungdes de (t1B ;
tzs’ tls, tzS), dadas pelas eqgs. (4.2.7) e (4.2.8), obtemos

para N fixo, o fluxo do GR, o gqual determina os pontos fixos e
.0 diagrama de fases, assim como as classes de universalidade e
os expoentes criticos correspondentes. Para obter os expoentes
térmicos e o de crossover ¢, calculamos o Jacobiano & (t7.

! ! ! a (t t t n i
tzs’ t1s ! tzs)/ ( i’ 2B ' 1s t15 ) os diversos

pontos fixos (criticos): completamente instaveis ou

semi-estaveis. Em geral, fazemos este calculo em planos
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invariantes, para os gquais o Jacobiano correspondente & uma

matriz 2 x 2. Sendo Al e Az seus autovalores, temos:

(i) para os pontos fixos seml-estaveis, A,>1 >, e

in B
U = (4.2.9)
ln?t1

onde B & o fator da expansdo linear (para a nossa

transformagao, B = 3);

(ii) para os pontos fixos completamente instaveis, A, > 1 e

A > 1, e
2

1n B

U = — (s = 1, 2) (4.2.10)
s ln}\s
1n 2
2

¢ = (4.2.11)
1n a

onde Al > Az. Como mencionamos antes, © expoente critico
térmico corresponderda ac comprimento de correlagao de volume ou
de superficie de acordo com a natureza do ponto fixo para o

gqual fol calculado.
4.3 - Resultados

Para valores arbitrarios finitos de N, encontramos os

. *
seguintes pontos fixos (t t

*
.’ top ¢+ Y, ¢ t, ) completamente

estavels:



(1)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)
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(0,06,0,0), gque corresponde a KB = LB = KS = LS = 0,

caracterizando a fase paramagnética (P).

(1,1,1,1), gue corresponde a KB = LB = KS = I% — o,
caracterizando a fase ferromagnética de volume (BF).
Tanto o volume guanto a superficie tém seus
spins alinhados preferencialmente ao longo de um eixo e
em um sentido neste eixo.

(0,1,0,1), gque corresponde a X =0, L -5 o, XK = 0
e Lg — ®, caracterizando a fase intermediaria de volume
(BI). Tanto o volume guanto a superficie tém seus spins

preferencialmente alinhados ao longo de um eixo, sem

restricdo guanto a orientacdo ao longo deste eixo.

(0,1,1,1), que corresponde a KB = 0, Ih — ®, Ks = o €
LS — ®, caracterizando a fase ferromagnética de
superficie/intermediaria de volume (SFBI).Nesta fase, a

superficie permanece ferromagneticamente ordenada

engquanto o volume mantém somente a ordem intermediaria.

(6,0,1,1), que corresponde a K, = 6, L, =0, K — o,
L — e, caracterizando a fase ferromagnética de
superficie (SF). Nesta fase o volume ¢é paramagnético

enquanto a superficie estid ordenada ferromagneticamente.
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(vi) (0,0,0,1), que corresponde a K, =0, LB =0, K = 0 e
LS - ® , caracterizando a fase intermediaria de

superficie (SI). Nesta fase a superficie mantém a ordem

intermediaria e o volume é paramagnético.

Observamos gque nio €& possivel a superficie estar em uma
fase menos ordenada que a fase correspondente do volume: a
ordem do volume induz ordem na superficie (enguanto o contrario
nao é verdade).

Para valores finitos arbitrdrios de N, os subespagos
t1B = 0, t__ = 1 e t__ = 1 permanecem invariantes sob
renormalizacado. Estes cubos invariantes sfo mostrados (para N =
2) nas figs. 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, respectivamente. Como usamos
as transmissividades, uma regido né&o-fisica(correspondendo a
valores complexos das constantes de acoplamento) aparece nestas
figuras. Esta regido néo fisica é dada através das condigdes

(ver egs. (4.1.6):

1Nt + (N-1)E <0 a)
1 * Nt + (N-1)t < 0 b)

1s 2s

(4.3.1)

1 -t <0 c)

2B
1 -t < 0 d)

2s
Quando t18 = 0 (KB = 0), temos apenas o segundo termo na

Hamiltoniana de volume. Isto significa que temos o modelo de

Potts de N estados no volume e o modelo cubico na superficie.
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Figura 4.3.1 - Cubo tlB = Q0 (N = 2). Toda a regiao limitada
pelas linhas pontilhadas € nao-fisica. Os fluxos do GR estao
indicados; g , ® e © denotam, respectivamente, pontos fixos

completamente estaveis, semi-estaveis e completamente

instaveis.
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Este caso é bastante interessante, Jja que pode-se aplica-lo
para descrever um sistema semi~-infinito de Potts com adsorcgao
de uma monocamada na superficie 1livre. Cinco fases estao
presentes no cubo unitario da fig. 4.3.1 (tlB = 0): as fases P,
BI, SFBI, SF e SI. Através desta figura observamos que o0s
comportamentos criticos associados a todos os pontos criticos

localizados no interior do cubo sao governados pelos pontos

fixos (criticos) localizados nas "paredes" t,, = 9 t,. =0
e tzs = 1.
Quando t25 =1 (Lr5 —w), O seqgundo termo da Hamiltoniana

de superficie é dominante, implicando em que todos os spins de
superficie estldo alinhados ao longo de um dado eixo. O modelo
de Ising (spin 1/2) ¢é recuperado na superficie enguanto o
volunme continua associado ao modelo Cdbico. Cinco fases estio
presentes no cubo unitario da fig. 4.3.2 (t25 = 1): as fases
SF, SFBI, SI, BI e BF. Mencionamos dque neste cubo exXiste uma
linha invariante t18= t213 = 0.31, onde, para todos os valores
de t1s’ trés fases se encontram (as fases SF/SFBI/BF ou S1/BI1/BF).
Ao longo desta linha temos um ponto fixo completamente instavel
(t11'¢B th, tvl'cs, t11'=$) = (0.31, 0.31, 0.49, 0.49) onde as cinco
fases presentes no cubo se encontram.

Quando tZ}3 = ] (I_:B — ®), 0 sequndo termo da
Hamiltoniana de volume é dominante, implicando em que todos os
spins do volume estdao alinhados ao longo de um eixo. Neste
caso, a superficie permanece associada ao modelo Clbico
enquanto recuperamos o modelo de Ising de spin 1/2 para o
volume. Assim, as fases correspondentes ao volume completamente
desordenado nao aparecem no cubo da fig. 4.3.3 (t = 1),

2B

aparecem somente as fases BI, BF e SFBI. Mencionamos que, para
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este cubo unitario, o plano t28 = 1, t2 = 0 ¢& 1levado, na
5

primeira iteragdo de GR, no plano t25 = t28 = 1.

Na tab. 4.3.1 apresentamos, para valores tipicos de N,

D 2D
, U ) para os

estimativas para o expoente critico térmico (U3
pontos fixos (criticos) que governam as diferentes transigdes
neste sistema. Destes valores observamos gque as transigdes
SI-SF e SFBI-BI pertencem, para todo N, a mesma classe de
universalidade, a de Ising em uma superficie. Analogamente, as
transigdées BF-BI e BF-SFBI pertencem a classe de universalidade
de Ising em um volume. Para um dado N, as transigbes SF-SFBI,
BI-SI e BI-P pertencem & classe de universalidade de um volume
de Potts de N estados. Analogamente, as transigoes BF-SF e
P-BF, para um dado N, pertencem A classe de universalidade do
modelo Cibico N-vetorial em um volume.
Para qualquer valor finito de N temos uma classe de

planos invariantes que tém origem nos pontos fixos do volume

(ver tab. 4.3.2). Isto se deve ao fato de que as relacgdes de

recorréncia para t;B e t;B envolvem somente as varidveis t1B e

too- Mostramos estes planos invariantes na fig. 4.3.4, para
N = 2. Os pontos fixos de volume completamente estaveis (t1B '
tza) = (0,0), (0,1) e (31,1) ddo origem respectivamente aos

diagramas de fase (a), (b) e (c¢) na figura. Identificamos estes
planos como "paredes" do cubo t113 = 0 (planos (a) e (b)) e do
cubo t_ = 1 (plano (c)). Os pontos fixos (criticos) de volume,
P(2N), C, P(N) e I dao origem, respectivamente aos planos (d),

(e), (£f) e (g) na figura. Estes planos fazem parte da
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(i) B

Figura 4.3.4 - Planos invariantes gerados pelos pontos fixos do
volume infinito. Diagramas de fase (N = 2) correspondentes a

(a) (t ., t,) = (0,0); (b) (t, ., t,.) = (0,1) e (c) (t _, t )

2B Bf 2B

= (1,1) (as fases presentes estdo indicadas). Regides criticas

(N = 2) correspondentes a (d) (tlB' tZB) = P(2N): (e) (tlB .
t,y) T Ci (f) (b, t,) = P(N) e (@) (t, t,) = I (as
transigdes associadas estéo indicadas). (h) Regido critica
(N = 3), correspondente a (t1B’ tzB) = C. (i) Diagrama de fases
(N = 2) correspondente a (t1s' tzS) = (1,1). A regiédo

ndo-fisica estd & direita das linhas pontilhadas.
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tog v

hipersuperficie critica no espago quadridimensional (tzs’ -

tis' tas)' Nestes planos, cada regiado estd associada a uma
superficie critica separando duas ou mais fases (as transigdes
correspondentes estdo indicadas na figqura). Notamos que no
plano da fig. 4.3.4 (e) aparece pela primeira vez a transigdo
P-BF e o0 ponto fixo (critico) gque a caracteriza (ver
tab.4.3.1). A estrutura deste plano é diferente dependendo do
valor de N, se menor (fig. 4.3.4(e)) ou maior ou igual (fig.
4.3.4(h)) a 3. Observamos gque, para N > 3, a regido critica
BF-SI desaparece. O plano da fig. 4.3.4(d) corresponde a
superficies criticas onde coexistem trés fases (indicadas na
figura). Isto pode ser observado alternativamente no cubo
t25 = 1, onde ao longo da 1linha t13= t28= 0.31 trés fases

coexistem (SF-SFBI-BF ou SI-BI-BF). Pontos na vizinhanga desta

linha, que pertengam superficie critica, sao atraidos sob

renormalizagao para pontos fixos nas 1linhas (txa' tas) =
(0.34, 0.12), (t ., t ) = (0, 0.34) ou (t _, t ) = (0.34,
1) . Isto indica que, dentro da hipersuperficie critica o plano

da fig. 4.3.4(d) ¢ instavel com respeito as variaveis t1B e

tzB, enquanto os planos das figs. 4.3.4 (e), (f) e (9) sdo
estaveis.

Para valores finitos arbitrarios de N, temos também o
planc invariante t.1S = 'ta; (KS ' Ls-a w), correspondendo a
situagio em que a superficie esta completamente ordenada. Este
plano é apresentado na fig. 4.3.4(i), para N = 2.

Vamos considerar ainda uma outra classe de planos

invariantes, onde estdo envolvidas variaveis de volume e de

superficie. Estes planos estédo na fig. 4.3.5 (N = 2), onde: (a)
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TRANSIGAQ N=1 N = 2 N=3 N —>
(o, 0, 0.62, 1) (o, 0, 0.62, 1) (o, 0, 0.62, 1) (0, 0, 0.62, 1)
SI - SF
2D 2D 2D 2D
v =1.35 v =1.35 U =1.35 v =1.35
(o, 0.37, 1, 1) (0, 0.34, 1, 1) (D, 6.32, 1, 1) (o, 0, 1, 1)
SF -~ SiBI
3D 3D 3D
U =1.24 U =1.08 v =0.99 ~
(0, 1, 0.62, 1) (o, 1, 0.62, 1) (D, 1, 0.62, 1) (0, 1, 0.62, 1)
SFBI - BI
2D 2D 2D 2D
VvV =1.35 U =1.35 U =1.35 U =1.35
(o, 0.37, 0, 1) (0, 0.34, 0, 1) (o, 0.32, 0, 1) | (0, O, O, 1)
BI - SI
3D 3D 3D
U =1.24 U =1.08 U =0.99 ~
(0,0.37,0,0.15) | {(0,0.34,0,0.12) (D,0.32,0,0.11) | (0, O, O, O, )
* *
P - BI (1.20 ) (1.04 )
3D a 3D 3D *
U =1.24 (0.88 )|V =1.08 (0.63 ) [V =0.99 (0.96 ) ~
(0,D,0,0.6B) (0,0,0,0.62) {0,0,0,0.58) (0, 0, 0, O}
* » »
P - SI1 (1.65 ) (1.37 ) (1.24 )
2D [ 2D c 2D c
UV =1.64 (43 YU =1.35 | 1 YU =1.22 (5/6 ) ~
(0,0,0.62,0.15) (0,0,0.62,0.36) (0,0,0.56,0. 44) (o, 0, 0, M
P - S5F
2D 2D 2D
v =1.35 U =1.35 v o=1.11 ~
(0.34,1,0.12,1) (0.34,1,0.12,1) (0.34,1,0.12, 1} (0.34,1,0.12,1}
BF - BI
3D 3D 3D 3D
U =1.08 v =1.08 U =1.08 VU =1.08
(0.34,0.05,0.12,| (0.34,0.12,0. 34,
1) 1)
BF - S$I - -
3D 3D
U =1.08 UV =1.08
(0,34, 1, 1, 1) (C.34, 1, 1, 1) (.34, 1, 1, 1) (0.34, 1, 1, 1)
BF - SFBI
3D 30 3D 3D
U =1.0B U =1.0B U =1.08 U =1.0B
(0.34,0.05,1,1) (0.34,0.12,1,1) (0.32,0.12,1,1) (0, 0, 1, 1)
BF - SF
3D 3D 3D
v =1.08 v =1.08 v =0.97 ~
(0.34,0.05,0.12, | (0.34,0.12,0,12, | (0.32,0.17,0.11,{ (0O, O, O, O)
0.01) 0.02) 0.03)
P - BF
3D 3D 3D
U =1.08 U =1.08 v =0.97 -~
Tabela 4.3.1 - Evolucao c¢om N dos pontos fixos (txa' tza' t1- .
t_ ) gue caracterizam as diferentes transigdes, com os

28

* s
expoentes v correspondentes, indica os valores encontrados na

a

ref. B4,

na ref.

8s, na ref. 86 e

na ref.

87. yw indica

que neste limite houve um colapso entre um ponto fixo instavel

e um ponto fixo estavel.
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N P Ptan) cC I

1 (0, 0.37) (0.34, 0.34) {0.32, 0.05) (0.32, 1)

2 0, 0.32) (0.31, 0.31) (0.34, 0.12) (0.34, 1)

3 (0, 0.32) 0.29, 0.29) (0.33, 0.17) (0.34, 1)

® (0, 0) {0, 0) (0, 0) (0.34, 1)
Tabela 4.3.2 - Pontos fixos para o volume infinito, para

diversos valores de N, obtidos através da transformagdo de GR

da Fig. 4.2.1 {(a). A troca de estabilidade entre os pontos

[N

fixXos C# P(2N) ocorre quando N = N¥ 13, na nossa aproxXimacgao.
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Figura 4.3,5 - bDiagrama de fases (N = 2) nos casos (a)
tlB - tls = 0: (b) tzs - t2s = 1: C) tlB = 0, tZS =1e (d)
tlB = t2B r t1s= tzs'
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B t.1 = 0 (KB = K = 0, correspondendo ao modelo de Potts
S -3

de N estados): (b) t2B = t15 =1 (LB, Ls - ©, gue corresponde

ao modelo de Ising):; (c) t1B = 0, tas = 1(KB = 0, LS - w, que

corresponde a uma superficie de Ising e a um volume de Potts

de N estados) e (&) t1B = tZB’ t.1S = tés (KB = NL_,

K = NL , correspondendo ao modelo de Potts de 2N estados). Os
s S

casos (a), (b) e (d) apresentam uma estrutura familiar (ver

fig. 4.3.5): trés fases encontram-se no ponto multicritico,

sendo uma delas uma fase de superficie. ©Os pontos fixos
semi-estavels do caso (d) estdo associados a coexisténcia de
trés fases, como indicado na figura. O caso (c) apresenta uma
estrutura diferente, ja que quatro fases estdo presentes. Varios
pontos fixos semi-estaveis que aparecem nesta classe de planos
invariantes estéo'indicados na tab. 4.3.1.

Na fig. 4.3.6 apresentamos a evolugao com N dos planos da
fig. 4.3.5 nas varidveis padrio (a) 1/L e LS/LB (Aa =

B

L/L , - 1); (b) /K, e K /K (A = K /K - 1) ;i (c)
/L e K /L (A =K/L -1) e (d) /K e K /K (A =K /K -
1) . Os casos das figs. 4.3.6(a), (b) e (d) sdo bem similares:
para Ai < Am’ duas fases sao possiveis, dependendo do valor da
temperatura (se mais alta ou mais baixa que a temperatura
critica do wvolume); para Al > Am, uma fase de superficie
aparece para valores intermedidrios da temperatura. Note-se dque
na fig. 4.3.6(b) podemos representar as fronteiras criticas,
para qualgquer valor de N, sobre um unico grafico, usando a
variavel 1/NKB em lugar de 1/KB . Isto se deve ao fato de
gque os spins g ja estdo alinhados (L, L — «) em um

determinado eixo, e consequentemente o problema é levado,
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Figura 4.3.6 - Para valores tipicos de N, o©s mesmos planos

invariantes da fig. 4.3.5, nas variaveis padrdo (em termos das

constantes de acoplamento)}.
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1 ¢ 3D -1
- PONTO MULTICRITICO A = L /L - 1 171 U ¢
{t , t ,t ., t } c 5 B B
1B’ 2B 15’ 25
- *
1 (0, 0,37, 0, 0.62) 1.11 {1.10 ) 2.18 1. 24 1.63 (1.68 )
* *
(0.76 ) (1.54)
2 (0, 0.34, 0, 0.55) 0.74 d e 5. 65 1,08 1. .
(0.6 ,0.5) (1.47 )
* *
3 (o, 0.32, 0, 0.51) 0.59 (0.63 1} 10.2 0.99 |1.50 (1.49 )
© (o0, 0, 0, O ~
Tabela 4.3.3 - Estimativas do presente GR para as gquantidades
associadas ao ponto multicritico do diagrama da Fig. 4.3.5 (a)

(t

1B is

indica os resultados encontrados na ref.

Hohenberg

Dietric

(50)

p(51)

-
r

0 ou K
B

e
em

K

5

Binder

0).

e

para valores tipicos de N.

Landau

84;
(50) ,

em

em

*x
Binder e

Diehl e
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PONTO MULTICRITICD 3D -1
O A =X _ /K -1} 1K v ¢
N (b Lt ,t  ,t__) c s" B B
1B’ 28’ 18’ 25
* »
QUALQUER | (0.34, 1, 0.55, 1) 0.74 (0.76) | 2.82 1.08 :1.53 (1.54 )
£
(1.47 )
Tabela 4.3.4 - Estimativas do presente GR para as quantidades

asgsociadas ao ponto multicritico do diagrama da fig. 4.3.5 (b)

(tzs =t _=1oulil, L = w) , os resultados sdo independentes
de N.
PONTO HULTICRITICO c 3D -1
N A =x /L -1 1/L v ¢
(t ., t_,t _, t_) c s' 7B B
1B’ 2B" 18’ 28
i (0, 0.37, 0.62, 1) 0.58 2.1B 1.24 1.09
2 (0, 0.34, 0.62, 1) 1.04 5.65 1.0B 1.25
3 (0, 0.32, 0.62, 1) 1.45 10.2 0.99 1.36
o (0, 0, 0.62, 1) ~
Tabela 4.3.5 - Estimativas do presente GR para as quantidades

associadas ao ponto multicritico do diagrama da fig. 4.3.5 (cC)

(t“3 = 0, tZs = 1ou K =0, L - w), para valores tipicos de

N.
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para qualquer valor de N, no problema de Ising (gue corresponde
a N = 1). No diagrama da fig. 4.3.6(c), enguanto aumentamcs a
temperatura, o sistema pode evoluir de duas maneiras: se A <
Ac, partindo da fase SFBI o sistema vail para a fase BI e depois
para a fase SI; se A> A , da fase SFBI o sistema evolul para a
fase SF e depois para a fase SI. E importante ressaltar que,
nos casos (b) e (c), as condigdes sao tais que a transigao
final do sistema como um todo para a fase paramagnética ocorre
a4 temperatura infinita.

Nas tabs. 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5 e 4.3.6 apresentamos
para valores tipicos de N, para os diagramas das figs. 4.3.6
(a)y, (b), (c) e (d), respectivamente, nossas estimativas para
A em cada caso, para os acoplamentos criticos de volume, os
expoentes térmicos criticos e o expoente de crossover ¢ (para
os pontos multicriticos). Observamos gue para um dado N, o
valor de v’ nos pentos multicriticos dos diagramas (a) e (c) &
© mesmo, correspondendo 4 classe de universalidade de um volume
de Potts de N estados.

No caso em que L, L - = (fig. 4.3.5 (b) ou 4.3.6 (b)),
recuperamos os resultados encontrados (52) para o ferromagneto
de Ising semi-infinito. O ferromagneto de Potts de N estados
semi-infinito €& obtido quando fazemos K, =K =0 (fig. 4.3.5
(a) ou 4.3.6 (a)). Nas tabs. 4.3.1, 4.3.3 e 4.3.4 comparamos
nossas estimativas para o expoente critico térmico, para o
expoente de crossover ¢ e para Ac com as encontradas na ref.
84, onde foram utilizadas células mais sofisticadas para a
transformagdo de GR para este modelo. Como podemos observar
através dos resultados de expansbées em série e de Monte Carlo

{que também estiao nas tabs.4.3.1, 4.3.3 e 4.3.4), nossas
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estimativas est@o qualitativamente corretas (em particular no
gque concerne a evolugdo das diversas quantidades relevantes
quando N varia).

Para discutir o limite N — ®, vamog inicialmente
considerar o caso em que o volume é infinito., Verificamos dque,
neste caso, t;B= 1 para valores arbitrarios de tlB e t%
(tZBx 0), e que portanto a fase paramagnética colapsa no ponto
t =t = 0 (ver fig. 4.1.2 (b)). A linha critica IF torna-se

1B 2B

uma curva gue simplesmente une o ponto fixo t = t2B =
0 ao ponto fixo I (ver tab. 4.3.2). 0 colapso da fase
paramagnética quando N — o & similar ao gue ocorre no modelo
de Potts {(caso particular do Cubico) quando q aumenta: a fase
ordenada cresce.

Retornando ao caso do volume semi-infinito, vemos dque o
colapso mencionado acima implica na ndo-existéncia, neste
limite, dos planos gerados pelos pontos fixos de volume P(N),
P(2N) e C. Quando N - «, as relagdes de recorréncia para tZB e
t . tomam uma forma muito simples: tl= 1 e t;s = 1 para
valores guaisquer de t .t ., _ e t25 (desde que t, * 0,

t25 # 0). O plano invariante gerado pelo ponto fixo de volune

(t1B' tls) = (0,0) (fig. 4.3.4 (a)) apresenta apenas as fases
SI e SF, a fase P colapsa no ponto (t1a' tzs’ t1S ' tzs) =
(0,0,0,0). Existe apenas um ponto fixo ndo trivial, o que esta
sobre a linha t,,=1. A estrutura dos planos invariantes das

figs. 4.3.4 (b), (c) e (g), gerados respectivamente pelos

pontos fixos de volume (t1a’ t = (0,1), (1,1) e I, se

mantém.
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PONTO MULTICRITICO c 3D -1
Nl . N ¢ ) A = «x /K -1 1R v ¢
1B' 2B’ "15’ 258 © s
*
(0.34, 0.34, 0.55, (1.04 )
1 0.74 2.82 1. b 1
D.55) (0.63 ) >3

5 (0.31, 0.31, 0.48, 0. 51 tos | o
0. 48) . . .94 1.48

(0D.29, 0.29, 0.44,
0.44)

PONTOS FIX0S

PONTO FIXO SEMI-ESTAVEL 2D 3D
N v SEMI-ESTA VEIS v
P-SI-SF SF-SFBI1-BF e P-BI-BF
* »*
. 0, 0, 0.62, 0.62) L5 (137 ) (034, 0.34, 1, 1) e 1og(1r04)
¢ 1° )| (0.34,0.340.12,0.12) (0.63")

0.31, 0.31, 1, 1
2 (0, 0, D.55, D.55) 1.55 ¢ ’ ) e 0.94

(0.31,0.31,0.10,0. 10)

{0, 0, 0.51, 0.51) 1.05 (0.29, 0.29, 1, 1) e |0.87

(0.29,0.29,0.08,0,08)

0, 0, t, 1} e

(0, o, 0, O)

Tabela 4.3.6 - Estimativas do presente GR para as quantidades
associadas a0 ponto multicritico do diagrama da fig. 4.3.5 (d)

(t =t t = t ou K = NL , K = NL ). Estimativas para
1B B B s 5

2B’ T1s 2s
oS pontos fixos semi-estaveis e expoentes térmicos
correspondentes, associados respectivamente a coexisténcia das

fases P-SI-SF, SF-SFBI-BF e P-BI-BF.
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No limite N — o, no planc invariante da fig. 4.3.5 (a)

(t1B = tIS = 0) as fases P e SI colapsam, respectivamente, no
ponto tZB = t2S = 0 e na linha t2B = 0. No diagrama da fig.
4.3.5(c) (tlB = 0, t2S = 1), as fases SF e SI colapsam
respectivamente nas linhas t28= 0, t _ > 0.62 e t2B = 0,
t < 0.62. No planc invariante da fig. 4.3.5(d) (tlB = t_ .
t15 = tzS), as fases P e SF colapsam, respectivamente, no
pento tlB = tls = 0 e na linha t,, = 0. A estrutura do plano
da fig. 4.3.5 (b) (t28 = tS = 1) nao se altera.

O limite N - 0 & um caso especial em que recupera-se ©
problema do "self-avoiding walk" (SAW)(ZA), guando as
constantes de acoplamento LB e LS sdo zero. De fato, os termos
em L na Hamiltoniana da eq. (4.1.3) saoc proporcionais a N° e de
qualguer modo se tornardo despreziveis em relacaoc aos termos em
K (proporciocnais a N), no limite N » 0. Neste limite obtivemos
as relacdes de recorréncia expandindo em N as expressdes de
tlB' tzB’ tls e t2S em funcac de KB, LB, KS, LS e N e entao

reescrevendo as relagdes de recorréncia em termos de KB, Ls'
K, L, Ké, Lé, K/, L’ e N. Assim, guandoc N - 0 temos as
s s 5 s

relacgées de recorréncia:

K/ = 9 K a)
B
(4.3.2)
P 3 3
K/ 3(K] + K) b)
gque reproduzem a “corner rule"(léb).
Se considerarmos um volume infinito encontramos K; = 1/3 e o
expoente critico associado v3P = 1. Considerandoc um volume

semi-infinito com uma superficie livre, obtemos o diagrama de
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(a)
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O ] 1 1
o 2 4 6
Ky'Ky
Figura 4.3.7 - Limite N - 0: (a) Diagrama de fases nas

varidveils K eK,6 o fluxo do GR estd indicado pelas setas; (b) .

diagrama de fases nas variaveis 1/KB e KS/KB.
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fases da fig. 4.3.7 onde estlo presentes as fases desordenada,

ordenada de superficie e ordenada de volume. No ponto
multicritico (transigédo especial) A_ = Kz/K; -1 =10.53 e
l/K; = 3. O expoente critico térmico associado é TR = 1
e ¢'= 1.29. No ponto fixo (K , K ) = (1/3, 0.12) (transigéo
ordinaria) temos v’= 1 e no ponto fixo (KB, Ks) = (0, 0.58)
(transicao de superficie), v o= 1.

concluindo, as caracteristicas gerais do diagrama de
fases obtido para o ferromagneto Cubico semi~infinito
reproduzem, como caso particular,resultados ja conhecidos e sao
consistentes com o gue poderiamos esperar para este problema,

gue de fato foi estudado aqui pela primeira vez.
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CAP[TULO 5

MAGNETIZACAO ESPONTKNEA PARA 0 FERROMAGNETO DE

ISING EM UM TAPETE DE STERPINSKI

Motivados pela influéncia da dimensionalidade no
magnetismo, consideramos neste capitulo o ferromagneto de
Ising em um fractal geométrico, o tapete de Sierpinski(gg).
Como neste sistema a magnetizagdo nao ¢ uniforme (no espacgo),
consideramos a aproximag¢ao em que distinguimos apenas duas
regides qualitativamente diferentes no tapete. Aplicando o
método do capitulo 2 obtivemos a magnetizag¢ao espontdnea como

fungao da temperatura para estas duas regides, bem como 0s

expoentes B correspondentes.

5.1 Geometria dos Tapetes de Sierpinski

Estabelecer como a natureza fractal de um sistema altera
suas propriedades fisicas tem sido uma &area de interesse
ativo atualmente. Em particular o estudo de fendmenos
criticos em redes fractais tem sido objeto de muita
atengéo((ﬁa)"(gi))-

Neste trabalho consideraremos as redes fractais chamadas
de tapetes de Sierpinski. Os tapetes sdo construidos da
seguinte maneira: comeg¢ando com um quadrado de Area unitaria,

subdividimos este quadrado em b’ gquadrados menores, dos quais

retiramos N quadrados. O procedimento é entdo repetido para
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os gquadrados menores e iterado até que se chega a escala de
tamanho "microscépica". A forma geométrica resultante é
auto~similar em todas as escalas de tamanho intermediéarias.
Estaremos interessados no caso em gue n = 12 {1 inteiro) e
onde os n quadrados sio eliminados de uma maneira simétrica.
Uma possibilidade é o caso em gque oS 12 quadrados formam uma
ilha grande no centro de cada guadrado maior, como na fig.
5.1,4(a) (para b= 7 e 1 = 3).

A dimensionalidade fractal, D, é geralmente definida de
tal modo due bD é igual ao nuamero de novas unidades

menores(gi). No nosso caso, bD= b2- n = b°-1°, e temos(gi)

D = 1ln(b°-1%)/1nb (5.11)

com b suficientemente grande e variando—-se 1 pode-se
construir tapetes com D arbitrariamente proéximo de gualguer
valor entre 1 (se b >> (b-1)) e 2 (se b >> 1). Estes fractais
estio embebidos em um espago euclideano bidimensional (d=2)
e tem a dimensionalidade topologica d.= 1. A relagédo

T
geral(gé) d=Dz= dT é satisfeita.

A ordem de ramificaqéo R em um ponto P & igual aoc numero
de 1ligagées que tem-se que cortar de modo a isolar um
conjunte arbitrarimente grande de pontos conectados a P(gﬁ).
Para os tapetes, este numerc cresce como uma poténcia do
tamanho deste conjunto limitado, de modoc que R = . Neste
caso entdoc consideramos as dimensionalidades fractais das

"superficies" dos conjuntos isolados, {D’}. A conectividade

Q é definida como o menor valor de D/, Q = min(D’}.
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Outra caracteristica geométrica destes fractais é a
lacunaridade Ijﬁg)'(gi). Podemos construir dois tapetes de
Sierpinski com os mesmos D e Q nos gquais os quadrados sao
eliminados de maneiras diferentes. Apresentamos um exemplo
nas figs. 5.1.1(a) e 5.1.1.(b). O tapete da fig. 5.1.1(a)
(com um grande quadrado eliminado no centro) € mais lacunar
que o da fig. 5.1.1(b) (com muitos gquadrados eliminados
pequenos). Como estes exemplos sugerem, um dos papéis da
lacunaridade ¢ medir o duanto o fractal falha em ser
translacionalmente invariante. Para redes translacionalmente
invariantes, L = 0. Uma expressao aproximada para L nos

tapetes de Sierpinski foi obtida na ref. 91.

5.2 Magnetizaqéo para um Ferromagneto de Ising em um Tapetle

de Sierpinski

Associamos uma variavel de spin a cada sitio da rede
microscopica obtida através de sucessivas 1iteragoes do
procedimento descrito na segao 5.1. Os spins estdo em todos

os sitios da rede, incluindo os gque estdao nas bordas das

areas eliminadas. Mostrou—se(ggj que sistemas de Ising em
redes fractais apresentam uma temperatura ecritica
nac nula se a ordem . de ramificacao & infinita .
Assim. o ferromagneto de Ising em um tapete de

Sierpinski apresenta uma transigdoc de fase a temperatura
finita. Gefen et 'al(gg) mostraram que as propriedades
criticas para sistemas de Ising em diversas redes fractais

(entre elas as tapetes de Sierpinski) dependem nao somente de
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Fig. 5.1.1 - Dois estagios dos tapetes de Sierpinski
(R =w) comb =7 el = 3. (a) Lacunaridade grande. (b) Lacu-

naridade pequena.
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D mas também de diversos fatores topoldégicos como a
ramificacido, conectividade, lacunaridade, etc.

Gefen et al(gi), em 1984, trataram ferromagnetos de
Ising nos tapetes de Sierpinski usando um esquema de GR de
Migdal-Kadanoff, considerando que a iterag¢do da transformacao
de GR gera duas varidveis de acoplamento béasicas. A

Hamiltoniana de Ising & dada por

-BH= [ J, 00 , (5.2.1)
(i,
onde Ki_j = K = J/kBT se a 1ligacdo entre os sitios 1 e j
separa dois subquadrados nao eliminados e Kij = K = J/kT

se a ligagcdo estd na borda de um subquadrado eliminado
(K e Kw > 0). A transformagdo de GR utilizada por estes
autores, no caso b = 3, 1 = 1 (para tapetes com um gquadrado
eliminado central), envolve as células da fig. 5.2.2(a) e
(d), associadas respectivamente & construgcao de K’ e K;.
Gefen et al(gl) mostraram gue existem trés situagdes béasicas
para a fronteira «critica de um tapete de Sierpinski
construido retirando-se simetricamente 1? quadrados centrais.
Estas situagbes séo: (a) b =3, 1 =1, (b) b =1+2, b > 3 e

(c) b > 1+2. Exemplos dos fluxos de GR(QQ)

tipicos no espacgo
t = tgh K e tH = tgh Kw sdo apresentados na fig. 5.2.1, para
os casos (a) b =3, 1 =1, (b) b=7, 1 =5 e (c) b=7,
1] = 3. Nestes diagramas o ponto A, correspondendo a
K=K = 0, ¢ o atrator da fase desordenada e o ponto C, que

W

corresponde a K = K;—» w & o atrator da fase ferromagnética.
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Fig. 5.2.1 - Diagramas de fluxo para os tapetes de Sierpinski
com quadrado eliminado central (a) b = 3, 1= 1; (b) b =7, 1 =5
e {c) b =7, 1= 3, nas varidveis transmissividades t = tgh K

e t = tgh K para o modelo de Ising.
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A fronteira critica entre estas fases é a linha que une os
pontos fixos E e F. O ponto B corresponde a K = 0, K;—a w e
descreve a situacdo anisotropica onde os sitios nas bordas de
Areas eliminadas estdo infinitamente acoplados. O ponto D e
um ponto fixo nos casos (a) e (b), mas nao em (c). Este ponto
é também um ponto associado & temperatura zero, mas onde
sitios na borda de &areas eliminadas n&o 1interagem; toda a
linha t=0 representa sistemas em que nédo existam ligagdes
entre estes sitios. Nos casos (a) e (b), se th= 0 a ordem de
ramificacdo passa a ter um valor finito, e assim, ao longo
deste eixo nédo existe ordem; no caso (c) a ordem de
ramificacdo continua infinita e a situagdo é bem diferente.
Um ponto de vista similar, usando técnicas de GR, foi
adotado por Costa et al(gé) para obter uma analise
gquantitativa do ferromagneto de Potts de g estados, desta vez
simulando o tapete de Sierpinski por redes hierérquicas(zl)
apropriadas. Este esquema forneceu boas estimativas numéricas
para a criticalidade dos tapetes de Sierpinski (com um
gquadrado eliminado central), mostrando que a transformagao

usada é bastante satisfatodria.

Aqui nés consideramos o ferromagneto de Ising dado pela
Hamiltoniana da eq. (5.2.1) em um tapete de Sierpinski
simples (b = 3, 1 =1) e a partir da transformagdo utilizada
na ref. 96, obtemos a magnetizagdo deste sistema atraves do
método de GR do capitulo 2.

Tnicialmente, consideramos um tapete de Sierpinski de
tamanho linear L. Associamos a cada sitio desta rede fractal

um momento magnético elementar u; K, K e u sdo as variaveis
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da transformagdo de GR. O parametro de ordem em uma rede
fractal (que é auto-similar mas nao e translacionalmente
invarianté) ndo ¢ uniforme no espag¢o. Como uma aproximagéo,
consideramos apenas duas regides distintas no tapete.
Definimos os parametros de ordem no limite termodindmico
L — « para {a) o sistema composto pelo conjunto de sitios
D
nas bordas das Aareas eliminadas, como M"= N;(K, Kw)/Lw e
para {(b) o sistema composto por todos os sitios que nao
pertencen as bordas, o "interior" do tapete, como
M =N (K,KH)/LD . N _(K,K) é a média térmica dos sitios do
sistema (a) cujos spins estdo alinhados na diregao
privilegiada menos aqueles cujos spins estdo na outra
direc¢ao {(analogamente, N(K, KH) corresponde ao sistema (b)).
D

D e D sao dimensdes tais que L " ~ M, a massa (nimero de
sitios) do sistema (a) e L’ ~ M, a massa (nimero de sitios)
do sistema (b).

0O sistema original ¢é transformado em um tapete
renormalizado de tamanho linear L/, com variaveis
renormalizadas K’, K/ e u’. Impomos que, sob renormalizagao,
os momentos magnéticos totais dos sistemas (a) e (b) devem

ser preservados:

N (K, K)u’ = N (K, K )u a)
(5.2.2)
N(K’, K’)u’

1

N(K, K )u b)

Seguindo o procedimento detalhado no capitulo 2, a partir das
egs. (5.2.2) obtemos as expressdes para M e Mu para um ponto

{X, Kh) pertencendo a fase ordenada:
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(n)

u
M (K, K) = 1lim 5 (a)
¥ " n—w B «
(5.2.3)
' u(n)
M (K, R?) = lim — (b)
n—o B

onde B = L/LY > 1 ¢ o fator de escala linear e n ¢ o
nimero de literagoes da transformagac de GR. Se o ponto
(K, K“) pertence a fase desordenada, obtemos que M“(K, KH) e
M(K, Kw) sao nulos, como esperado.

Vamos especificar entdo como gerar as relagoes de
recorréncia para K, K e u.

Adotamos os mesmos procedimentos de agregagido de Costa

et al(gg)

para o tapete de Sierpinski com b =3 e 1l =1,
mostrados na fig. 5.2.2. A vizinhanga da interface entre uma
célula e uma célula eliminada (fig. 5.2.2 (d)) € associada a
renormalizagao da 1ligagao Kw e a vizinhanga da interface
entre duas células (fig. 5.2.2 (a)) é associada a
renormalizacdo da ligagao K. Nas fig. 5.2.2 (c) e (f)
mostramos o© processo para obter as redes hierarquicas gque
utilizaremos, cada uma simulando uma destas vizinhangas.
Griffiths e Kaufman(gl) interpretam o processo de formagao da
rede hierarquica como uma agregagdo, onde ligagdes primitivas
(de ordem zero) sdo reunidas para formar uma nova unidade
(ligacdo de ordem 1) e assim por diante. No nosso caso as
redes hierargquicas sio do tipo chamado de "ndo-uniforme" por
Griffiths e Kaufman: misturam dois (ou mais) tipos de
ligacdes, cada uma com seu proprio esguema de agregagao.

Podemos pensar gue a estrutura interna de uma ligagado contém,
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Fig. 5.2.2 - Construcgdo de uma rede hierarquica adequada para
simular o tapete de Sierpinski com b = 3, 1 = 1: (a), (b) e
(c) mostram como K’ é& obtido; (d), (e) e (£} mostranm como}
obter K;. As linhas cheias denotam a constante de acoplamento

K enquanto as linhas tracejadas denotan K“.
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além da mesma ligagdo, outras com uma estrutura interna

diferente,
Como vamos aproximar as duas regides do tapete

mencionadas acima por redes hierargquicas apropriadas, os
D

fatores B" e B’ que aparecem nas egs. (5.2.3) seréo
4
aproximados (ver capitulo 2) por B" e Bd, respectivamente,

onde

R+ R_K_ /K

’ F r I
R’+ R/ K! /K

e (5.2.4)
s+ s K, /K

B = (D)
S’+ S’ K’ /K’
w L

R e R sdo respectivamente o nimero de ligagoes K e K no
maior grafo da fig. 5.2.2(f) enquanto S e S sdo respectiva-
mente o numero de ligagées K e K no maior grafo da
fig. 5.2.2(e). As gquantidades linha denotam guantidades nos
grafos renormalizados, de modo analogo.

As equagbdes de renormalizagdo para K e Kw foram
obtidas(gé) através do método de "corte e colapso"(gﬁ),

usando as variaveis transmissividades t e t . Estas equagdes
W

tém a forma

tr = £(£, t) (a)

(5.2.5)
tl

g(t, t) (b)
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e ddo origem a um diagrama de fases similar ao encontrado por
Gefen et al(gi), discutido anteriormente.

Precisamos ainda da equagdo gque permite calcular o
momento maghético efetivo para as duas células
renormalizadas, que correspondem as duas regibdes tipicas do
tapete j& mencionadas. Impomos gue o momento magnético total
do grafo original e renormalizado de ambas as transformagées
da fig. 5.2.2 sejam preservados, seguindo o procedimento

descrito no capitulo 2. Obtemos assim duas equagbes da forma:

= n(t, t)u (a)

(5.2.6)

wr 1(t, t)u (b)

respectivamente associadas &s transformagdes da fig. 5.2.2
(f) e da fig. 5.2.2 (c).

Usando as egs. (5.2.3), (5.2.5) e (5.2.6) obtemos M e M
como fungdes da temperatura, para alguns valores de KV/K‘ As
curvas obtidas estdo na fig. 5.2.3. Obtivemos os expoentes
criticos correspondentes a Mw e M, respectivamente B“ = 0.59
e g = 0.034, assoclados aoc ponte fixo F (F = (t*, t:)
= (0.77, 0.033)). Estes expoentes foram obtidos atraveés das
curvas de M; e M e mostraram ser inhdependentes do valor de
KW/K, como esperado. Também foram calculados analiticamente,
usando expressdes similares a eq. (2.1.25). Como neste caso
K’ e K; estao relacionados a K e Kw através de duas fungdes
diferentes, é necessario calcular o Jacobiano da
transformagdoc e seus autovalores no ponto fixo critico em
questao. No caso do parédmetro de ordem M, por exemplo,

mostramos dque
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Fig. 5.2.3 - M e M; como fungdes de kﬁT/J para razbes de
'JH/J = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0 e 2.5, com kT/J =1.67, 2.03,

2.30, 2.52 e 2.69, respectivamente.
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M(tr, tr) B¢

= (5.2.7)
M(t, t ) 1(t, t)

e se (%, t“) esta proximo do ponto fixo critico (t*, t:),

M(E’, t!)

. (5.2.8)
M(t, t )

onde A) é o maior autovalor do Jacobiano. Assim,

In(BY/1(t7, t"))
- " (5.2.9)
B._
1n 2

» * *

Considerando o parametro de ordem M obtemos, analogamente
L

In (B%w/h(t", t))

B = (5.2.10)
" in A

> * »

(¢ b))

Ne caso (t,tw) = (0,1), correspondendo a (K,EL) = (0,w),
obtivemos que tanto M como M sdo nulos, mostrando gque mesmo
que a interagdo entre os sitios nas bordas das areas
eliminadas seja infinita, se estas bordas nédo estao
conectadas através das outras ligagdes nao existe ordem de
lengo alcance. No caso tw = 1, para due M" e M sejam nao
nulos é& necessario gue t seja maior gque um certo valor

(correspondendo aoc ponto E no diagrama de fases). No caso
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t =1 (K=wo), Me Mw possuem valores finitos para qualquer
tw (th 0).

Quando I&/K estad abaixo de um certo valor, para
qualquer valor da temperatura, M é menor que M. Quando K /K
aumenta (ver o caso KMQ<:= 2 na fig. 5.2.3), para baixas
temperaturas Mw estd acima de M e para uma dada temperatura
observamos uma interseccfo entre estas curvas. Desse modo, a
curva de MH sempre aproxima-se de zero na temperatura
critica por baixo da curva de M (isto porque, para gualguer
a/i, B, > B).

M pode ser vista como a magnetizagdo média para as
bordas das areas eliminadas no tapete, regido que acreditamos
deve desempenhar papel analogo a fronteira de um sistema
semi—-infinito bidimensional, por exemplo. Assim, é
interessante comparar o] comportamento de Mw com ©
comportamento da magnetizagdo da fronteira em uma rede
quadrada semi-infinita, para um ferromagneto de Ising. Este
dltimo problema foi estudado inicialmente por McCoy e Wu(gl),
considerando interacbdes diferentes se horizontais ou
verticais. QO caso mais interessante para comparar aqui foi

estudado por Au-Yang(gg),

que considerou interagdes na
fronteira, digamos J diferente das demais interagdes, J.
Encontra—se que a magnetiza¢do espontdnea da fronteira, M,
cresce guando Jw cresce, € a curva de Mw aproxima-se da
correspondente ao interior do plano, M, quando J /J = 2 (ver
fig. 5.2.4, onde comparamos as curvas de Au-Yang com oOs

resultados de Onsager para a magnetizagdo em um plano

infinito).
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Fig. 5.2.4 - Para um ferromagnete de Ising em rede quadrada

semi-infinita, magnetizac¢ao espontdnea da fronteira, M , como
funcdo da temperatura para algumas razodes JH/J (gg)_ A
magnetizagdo para o interior do plano semi-infinito, M, tam-
_bém é mostrada, como referéncia. Para J /3 =2.5a curva de

M intercepta a de M.
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Estes autores(gl)'(gg))_encontram gue a magnetizagdo da
fronteira anula-se en T? como (1- ’I‘/'I‘iD)”2 (B;= 1/2)

enguanto que a magnetizagao do interior do plano
semi-infinito anula-se em Tﬁn com B = 1/8 (BH > B, como no
tapete). Vemos gque o valor de BH neste caso estd préximo ao
valor correspondente encontrado para o tapete, enquanto g e
bem maior gque o correspondente no tapete. Au—Yang(gg) nido
apresenta a magnetizagao Mw para razdées JH/J > 2, mas
através de suas expressdes calculamos Mw para a razdo
J;/J = 2.5. Observa-se gque neste caso, para baixas
temperaturas, Mw é maior que M e que para uma dada
temperatura, MH intercepta M de modo a anular-se sempre por
baixo da curva de M (B“ > B), analogamente ao gque obtivemos
para o tapete.

Seria interessante estudar o caso tridimensional, a
esponja de Sierpinski(gi)'(gg)), e obter o comportamento
da magnetizagdo das superficies internas que delimitam as
areas eliminadas do fractal, comparando-o com o

comportamento da magnetizagdo de superficie em uma rede de

Bravais semi-infinita.



176

CONCLUSOES

O principal objetivo deste trabalho foi o estudo de
propriedades criticas e obtencdo de edquagoes de estado para
sistemas magnéticos anisotrépicos (no espacgo cristalino) e
semi-infinitos.

Inicialmente generalizamos para © caso anisotrépico um
método de Grupo de Renormalizag¢do (no espag¢o real) introduzido
recentemente, que permite obter de modo simples e direto a
equagao de estado para um sistema magnético. O método é baseado
na inspegao de configurag¢des dos spins de células pequenas, é
operacionalmente t&o simples quanto calculos de Canpo Médio e
pode ser utilizado para temperaturas arbitrarias; os resultados
sao ndo triviais e podem ser melhorados sistematicamente.

Neste formalismo, a rede de Bravais é aproximada por uma
rede hierarquica. Nessa aproximacdo, para o caso isotrépico, é
hecessdrio considerar © parémetro de ordem localmente
proporcional ao numero de coordenacdco em cada sitio. No
contexto da extensdo para o caso anisotrdépico, © numero de
coordenagdo € generalizado em uma média "natural" das
constantes de acoplamento relacionadas a cada sitio.

Ilustramos este procedimento através do calculo: da
magnetizagdo esponténea (como fungdo da temperatura) para o
ferromagneto de Potts de g estados em uma rede quadrada
anisotrépica, com acoplamentos J e Jy. Obtivemos a dependéncia

com d (conhecida exatamente) do expoente critico B e a
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dependéncia com q e Jy/Jx(ainda nac conhecida para q #2) para a
amplitude critica A da magnetizagdo. Usamos ©s resultados para
q = 2 para testar a gqualidade do método, encontrando um acordo
satisfatdério entre os nossos resultados e estes Ultimos,
especialmente para a amplitude critica. Nossas curvas para q =
2 e varias razdes de Jy/Jx concordam com as eXxatas dentro de um
erro maximo de 10%. Como uma restrigac, devemos mencionar que o
formalismo de GR em questdo falha em reproduzir as transicdes
de primeira ordem que ocorrem para valores de ¢ suficientemente
altos (g > 4) em redes de Bravais em d = 2. Para superar esta
dificuldade, comum a outros métodos similares, o espago dos
parametros do GR teria que ser expandido(sj).

Aplicamos o métedo de GR mencionado acima ao
ferromagneto de Ising em uma rede cibica semi-infinita com
acoplamento JS (na superficie) e JB (nc volume), de modo a
obter as equagdes de estado para este sistema. As
magnetizagdes espontidneas de volume e superficie como fungdes
da temperatura apresentam o comportamento cualitativo esperado
para A < Ac, A = AC e A > AC. Encontrameos para a transigao
extraordinaria (A > A) o expoente critico B:x = 1 e uma
descontinuidade na primeira derivada da magnetizacgao de
superficie em relagdao a temperatura. Este ultimo resultado
difere da previsaoc de Campo Médico (continuidade na primeira
derivada). Efeitos da suscetibilidade de volume na superficie
em TS poderiam explicar esta discrepancia ja que as teorias de
Campo Médio néo consideram apropriadamente as flutuacgdes.

Atraveés dos nossos resultados de GR para um ferromagneto de

Ising vemos que © resultado A /A_ = 1 eXperimentalmente obtido



178

por Rau e Robert para o Gd ou é devido ao fato de que o G4
estaria mais proximo de um ferromagneto de Heisenberg do que
de Ising ou esta ndo deve ser considerada a situagio genérica,
sua compreensao estando ligada a outros fatores (por ex, o Gd
estaria associado a um comportamento mais complexo, devido &
interagdes dipolares especialmente fortes).

Obtivemos através do nosso formalismo de GR o0s valores
de Ti, Ti(A), o expoente B para cada transigao (de acordo com ©
esperado com base nos argumentos de universalidade) e a
amplitude A correspondente em razoavel acordo com outras
estimativas quando disponiveis.

Outro sistema estudado foi o ferromagneto N-vetorial
discreto em uma rede cubica semi-infinita, com acoplamentos K,
e I% no volume e Ks e 1; na superficie 1livre. Usando um
procedimento simples de GR no espago real, estudamos a evolugdo
com N do diagrama de fases, incluindo os limites N — 0 eN —
w. O diagrama de fases apresenta seis fases: a paramagnética
(P), a ferromagnética de volume (BF), a intermediaria de volume
(BI), a ferromagnética desuperficie/intermediaria de volume
{(SFBI), a ferromagnética de superficie (SF) e a intermediaria
de superficie (SI). Em todos o8 casos verificamos que a
superficie estd igualmente ou mais ordenada que o volume. Encontranos va-
rios subegpacos invarlanteg, os quais anallsamos em detalhe.
Obtivemos a evolugio do expoente critico térmico quando N varia
para as varias transigbes gue podem ocorrer. Estas estimativas
indicam que as transigées SI-SF e SFBI-BI pertencem, para todo
N, & mesma classe de universalidade, a de uma superficie de

Ising, bem como as transigdoes BF-BI e BF-SFBI, gue pertencem a
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classe de universalidade correspondente a um volume de Ising.
Além disso, para um dado N, as transicles SF-SFBI, BI-SI e BI-P
pertencem a mesma classe de universalidade, a de um volume de
Potts de N estados, bem como as transigdes BF-SF e P-BF, due
pertencem a classe de universalidade correspondente ao modelo
Cubico(N) em um volune.

Estimativas para Ac, os expoentes criticos térmicos (vw
e Um) e o expoente de crossover (¢) nos varios pontos criticos
e multicriticos foram obtidas. Comparamos nossos resultados com
outras estimativas nos limites L., L —oe (onde recupera-se ©
ferromagneto de Ising semi-infinito) e K. = K =0 (onde
recupera-se © ferromagneto semi-infinito de Potts de N
estados). Através de resultados de expansdes em série e Monte
Carlo disponiveis em alguns casos particulares, concluimos que
nossas estimativas para os expoentes estdo qualitativamente
corretas (em particular no que concerne a evolugao das varias
gquantidades relevantes quando N varia). As caracteristicas
gerais dos diagramas de fase obtidos reproduzen resultados
conhecidos (quando disponiveis) e sao consistentes com o que
poderia esperar-se para este problema, cque foi aqui estudado
pela primeira vez. Mencionamos, em particular, que a estrutura
do plano invariante gerado pelo ponto fixo Cubico de volume
muda se N & maior ou menor gque 3 (na nossa aproximag&o). Nossos
resultados sdo exatos, para qualquer N, para é rede hierarquica
associada & transformacido de GR e sdo aproximag¢des, para N <
N_, para os resultados na rede de Bravais (onde, para N > 2
ocorrem transicgdes de primeira ordem)).

Finalmente estudamos o© comportamento da magnetizagao
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espontdnea para um ferromagneto de Ising em uma estrutura
fractal, o tapete de Sierpinski, utilizando o método de GR
desenvolvido anteriormente. Consideramos acoplamentost entre
sitios nas bordas das &reas eliminadas e J em qualqguer outra
situacdo. Como este sistema apresenta uma magnetizagao nao
uniforme, consideramos, como uma aproximagdo, os parémetros de
ordem M e M para dois subconjuntos de sitios da rede fractal
os sitios que pertencem as bordas das &dreas eliminadas e os
sitios restantes. Obtivemos a dependéncia destes pardmetros de
ordem com a temperatura, e os expoentes criticos Bw e B
correspondentes {(independentes de JH/J). Para valores
suficientemente altos de JH/J observamos que, para temperaturas
baixas, MH é maior que M, e que para uma dada temperatura, a
curva de Mw intercepta a curva de M, de modo a anular-se na
temperatura critica por baixo da curva de M, ja que B, > B.
Observamos também que M e Mw s80 nulas quando J = 0 e Jw—e o,
mostrando que s6 existe ordem nas bordas das 4reas eliminadas
devido a existéncia dos acoplamentos J.

Mencionamos a seguir possiveis extensées do presente

trabalho (algumas j& em andamento).

(a) A generalizagdo para o caso quintico do método de GR para
calcular o paradmetro de ordem de sistemas magnéticos, com

o objetivo de aplica-lo, por exemplo,

(1) ao ferromagneto de Heisenberg anisotrdépico em duas



(b)

(c)

181

dimensées (que tem se mostrado relevante para o estudo

da magnetizacao de filmes finos de ’He em grafite).

(ii) ao modelo de Heisenberg em rede semi-infinita, para o

qual pode-se calcular os parametros de ordem
superficial e de vclume (seria interessante para
comparar com os resultados das experiéncias

recentes em Gd4d).

0 estudo da magnetizagdo para um ferromagneto de Potts em
um tapete de Sierpinski, generalizando o©s resultados

obtidos para o modelo de Ising neste fractal.

0 estudo da magnetizacdo de um ferromagneto de Ising em uma
esponja de Sierpinski, com 2 < D < 3 (gque pode simular um
meio poroso), generalizando a transformagdo usada para o
tapete de Sierpinski. Este sistema possui um diagrama de
fases em gue estéo presentes a fase desordenada, a
ordenada de volume e uma terceira fase gque corresponde a
ter ordem apenas no conjunto de superficie internas (que
delimitam as areas eliminadas) da esponja. Neste caso,
o} parametro de ordem superficial deve apresentar um
comportamento critico diferente do correspondente ao
parametro de ordem do volume. No caso da esponja o conjunto
de superficies internas deve desempenhar papel analogo ac

da superficie em um sistema semi-infinito.
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