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EESUMO

Neste trabalho, demonstramos existir ums relagdo entre a
raz¥e de crescimento da cardinalidade da=z drhitas de um dado
sistema simbkdédlico = & sua entropia. Com a ajuda deste
resultado, cbtemos um teorsma guse nos mostra ter medida pula o
conjunte de Lrajetdrias cuja entreopia ¢ positiva. Mostramos
também que a entropia nio ¢ um concelto absoluto (ne sentido da
teoria de conjuntosl, Apds izto damos um exemplo de proposigio
formalmente indecidivel em eletromagnetismo classiceo.  Alnda

seguindo a idéia dada pela teoria de conjuntos, mostramos as

condig¢fies para a existéncia de espagos-tempo geneérlicos.

ABSTRACT

Here we show that exists a relation between the
behavior of a symbolic system’s orbit cardinality and its
entropy. With the help of this retation, we show that a system
with non-null entropy is a residual set. We alsco show thal
entropy is not a set-theoretically absolute concept Cin the
sense of Godel?. Then we find a formally undecidable statement
on classical electromagnetic theory. Following this idea, we
exhibit the condi tions for the existence of generic

space—times.
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INTRODUCAO

Num capituleo intitulado “Avatares da Tartaruga®, do livro

’ g ) ay £
Discussae, Jorge Lulz Borges noz lembra, ac falar do conhecido

paradoxo de Zenon Crno gual Aguiles, rapido corredor, nFo
alcanga uma tartaruga), guio fundamental e malicicso & o
conceito de infinito, Ao lidarmos com o infinito, AS vVeres nos
deparamos com reszuliados surpreendentes, como por exenpla ©

paradoxo de Barnach-Tarski, gue nos diz que uma esfera macicga
pode ser decomposta em oubtras duas esferas macigas de mesmo
volume C(veja ref. [S&710. Todos nds estamos acostumades a
trabalhar com limites, a somar séries infinitas, a integrar, a
deri-var, mas  raramente ao fazermos tais procedinentos
"mecanicos", temos consciéncia das subtilezas gque talvez venham
a se esconder por tras deles. Nos seus infinitos avalares, o©
infinito gerou uma série de guestBes dentro de sua propria
origem, gque & a matematica (7). Estas guestSes ocriaram uma
multiplicidade de correntes filosdéficas, donde podemos destacar
o Platonitsme, o Finittisme e o Formalismo. Em vias gerals,
podemos resumir os pontos de vista de cada linha da seguinte

forma:

Flatonismo: A matematica existe porgqué a Matureza se
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comporta de forma matematica. Com isso, a nmatematica
independs da vontade humana, sendc para nés imposta pela
Naturezas. Para um platonista, a geometria FEiemannianas
teria senticdo somente se mergulhada dentro de Lima

geometria Euclidiana, se se provasse ser o espagco plano,

Finitismo: FPar a. Os Finitistas, & proibido o LIS O e
processos que envalwvam o conceltoe de infinite. Seguindoe o
exemplo da geometria, © conceito de reta seria absurdo,
pols exigiria que um segmento se estendesse infinitamente
tanto para um sentido guanto para o outro, taretfa
irrealizavel na pratica. Para um {finitista, um objetao sd
existe se ele pode ser "alcangado”™ {aspas necessarias>;

com isso, o ceonjunto dos npaturais, por ser infinite, ndo

pode existir.

Formalismo: O formalismo se baseia no sucesso do esquema
axiomatico, criade por Ruclides, cda  geomelria. Towda &
matemdtica seria reduzida a um conj unto de axiomas,
escritos numa linguagem formal, e manipuladoz conforme as
regras dessa linguagen. A influégncia do matematicoe no
processo seria nula, pols, uma vezr Sendo as regras  de
manipulacio fixsdaz, a intulgio ndo teria vezr na solugio

dos problemas.

Mo fim do séculoe passado, importantes pesqguisadores
aderiram ac ponto de vista formalista, e o seu sucesso fol (3o

arande que chegou a se acreditar <er a matemidtica uma teoria
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fechada, e gque, Ppor causa disso, o trabalho dos matematicos se
reduziria a marcar sequéncias de simbolos em papeis para se
demonstrar a wverdade <ou a falsidade de um dado teorema. Dentro
do espirito da escola formalista, David Hilbert fez, =m 1800, s
sua famosza lista dos 23 mails importantes problemas em aberto da
matemadtica, gue deveriam ter prioridade, em relag8oc sos ocutros,
de serem rezol vidos.

Em 1931, um jovem logicista chamado Kurt Godel, joga um
balde de agua fria sobre os ldeails formalistas., Num artigo
revoluciondrice C[163), Gidel mostra gue, dentro do esguema
formalista, a consisténcia da aritmética nic poderia ser
demonstrada usando-se [ferramentas da propria aritmética; Godel
mostra Ltambém que, sS= um dacdoe sistema formal & consistente,
entio ele & obrigatoriamente incompleto, iste &, existem
teoremas cuja ver acidade ou falsidade nEo podem ser
demonstrados (para maiores detalhes, veja-se o capitulc 1),

Un importante problema indecidivel, face acs axiomas de
Zermelo—-Frinkel para a2 teoria dos conjuntosCpois ndo podenos
decidir se & falso ou verdadeiro, usando esses axiomas) & a
Hipdbtese do Contlnue, gque constava em 17 lugar na liista de
Hilbert. A demonstracic da independéncia  da Hipdtese do
Continuo face acs axiomas da teoria de conjuntos fol feita em
1963 por P. J. Cohen [08], que mostrou existirem modelos onde
esta falhava (A prova da consisténcia havia sidoe dada por Godel
em 1938). Num artigo publicado na revista Sctentific Ahericon
[O7], Cohen apontou a possibilidade de aplicarmos diferentes

model os para a teoria de conjuntos (modelos estes em que uma

dada hipotese possa ser verdadeira ou falsad na Fisica. Nesse



artigo, Cohen faz wum paralele com o desenvolvimento das
geometrias nfc-euclidianas e suas aplicag@ies postericores em
fisica, comoe a Relatividade Geral.

Neste trabalho, tentamos obter algumas aplicagfes as gquais
Cohen se referia. Usamos agqui a técnica por ele inventada para
a criagico de modelos para diferentes teorias de conjuntos,
conhecida como forcing. Por ser intuitivaments mais simples,
Usamos o forcing via modelos bocleanos.

No primeiro capitulo, estudamos 2 linguagem formal sobre a
gual se apoiara a nossa teoria. e, em seguida, vemos os axiomas
do calculo proposiciconal e da teoria de conjuntos; logo apds
fazemos uma hreve introdug®c a tecria de modelos e entio
demonstramos o tecrema de LOwenhein-Skolem; deo estudo das
fung®es recursivas esbogamos a prova do leorema de Godel.
mencionado acima; finalmente, completando e capitulo,
apresentamos a iteoria de modelos booleanos, colocandm como
exemplo de aplicagic a prova da independéncia da hipotese do
continuo.

M capitqlo dois & feita uma revisido da tsoria ergodicag;
estudamos © caso do  shift de Bernoulli e colocamos a
demonstracio do teorema ergodico; feito isso, definimos o gue
vem  a ser entropia, zeguida cia prova de tearema de
Kolmogorov-Sinai; obtemos, apds a demonstragio do teorema de
Shannon-MacMillan-Breiman, a propriedade de equipartigio da
entropia; finalmente, obtemos wna relacSo enlre o creciménto da

cardinalidade das &rbiftas de um sistema simbdlico com a =z=ua

entropla,

No terceiro capitulo, col ocamos alguns exempl os de



sentengas indecidivei=s em fisica & em matemdtica. Mostramos uma

sentencaindeci di vel £ Eletromagnetismo Classiaco. Em

Relatividade Geral, mostramos que, em alguns casos. exiztem
variedades genéricas (1. 2. nFo-standard?. Mostramos tambem gue
sistemas de entropia nio nula podem ter entropia nula quando
mudamos de modelo conjuntista:; Usando a ferramenta criado no
capitulo 2 mostramos © teorema de Robhlin.,

A maior parte dos teoremas encontrados no texto estio sem
as respectivas demanstragtes, sendo estas ffacilmente
encontradas nas referéncias 14 citadas; estas provas nao foram
feitas para n%o tornarem este texto mais longe do gque o
razoavel. Os teoremas mals importantes tém suas demonsiragSes
feitas, au am menos esbocadas. A declsso de trcluir
praticamente duas segfes de revisio =e deve basicaments ou
desconhecimente da maicria dos estudantes de ffisica tanto da2
tearia ergédica guanto da teorla axiomatica de conjuntos & a
tearia de modelos: como referéncias para estas teorias podemos
citar os livros de Billingslay [02}, Friedman {181, Mabe [27]
cu Petersen [38], para teoria ergddica; os livros de Bell [027,
Jech (221, Manin [28], para a tecria de modelos bhooleanos, tendo
os dois dltimos material sobre tecria axiomdtica de conjuntos;
Krivine [24), Kunen [281, Cohen [081, apresentam a teoria de
modelos; Stoll (341, Suppes [35] sHo boas referéncias, apesar
de antigas, para a axiomablzagfo da tLtecria de conjuntos,
apresentando o primeiro um capitulo sobre 1&gica.

Coma pré—requisito, o leitor precisa de algum conhecimento
de: Algebras de Boocle, gque pode ser adguirido Cate um pouco

acima do que necessitames) em Halmos (181, Teoria Ingéenua de
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Conjuntos CHalmoz [18212; Topologia Geral Cum apanhado geral
pode ser visto em Lipschutz [45°1Y; Teoria da Medida (0141 cu

[=11D.



~ CAPITULO 1 -
TEORIA AXIOMATICA DOS CONJUNTOS E MODELOS BOOLEANOS

1.1 INTRODU(AO:

Apds o aparecimentc da Teoria 1lngénua dos  Conjuntos
(T.I.C.>, inventada por Georg Cantor em fins do século X1X,
surgiram nela métodos poderosos para o gstudo de diferentes
problemas em matematica, tornando esta teocria tHo indispensavel
que, hoje em ddia, ndo podemos nos imaginar aprendanda
matematica sem usa-la.

Um dos mais importantes resultados desta teoria & que =la
torna manipuléavel o concelto de infinito. MHa verdade, Canbtoaor
criou a T.I.C. com © objetive de estudar a convergéncia de
vdeterminadas séries infinitas, & as fungdfes representavels por
Séries de Fourier.

Talvez a descoberta mais interessante de Cantor hajla =1 cdo
a evisténcis de uma familia ilimitada de infinitos diferentes.
Intuitivamente, ‘cardinalidade’ ¢ o ndnero de elementos que um
dado conjunto tem. Dizemos gue dols conjuntos A e B teéem a mesma

cardinalidade se existe uma fungfco biunivoca e zobrejetcora
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entre A e B (veila [185)] para uma revisio desles e de oulros
conceitos ligados & teoria ingénua de conjuntos). Com isto,
podemos dizer que oz conjuntos «{a,b} £ ‘{O,l}— tém a mesma
cardinalidade (& zmimples definir wuma fungde com as proprisdades
supral. Da mesma forma, podemos comparar a cardinalidade de
dois conjuntos infinitos. © primeire resultadoe que pode nos

parecer estranho & gue os nuameros impares {1,3,5,...} Lém a

mesma cardinalidade doz inteiros positives w = {0,1,2,3,... },
o

ou seja, se temos um conjunto com infinitos elementos (o=
inteires, no caso) e retiramos dele uma quantidade infinita de
elementos (retiramos os parez para obtermos os impares, por
exemplo) obtemos um conjunto diferente (no case o3 impares?
cujo numero de elementos & o assmno gque o do conjunto inicial.
Este aparente paradoxo, gque remonta a Galileu, & a propriedade
pela qual podemos definir um conjuntae come sende infiniter A &
infinito se existe um seu subconjunto préapric B = A, tal que
a cardinalidade de B & igual a de A.

Cantor ent3o comparcu a cardinalidade dos naturais Cum
conjunto contavell com o numero de e) ementos da reta real [F.
demonstrands que R tem muito mais elementos que= o3 Tantor deu
mais de uma demonstragido para isto, mas talvez a mais
conhecida, possivelmente devido & sua sinplicidade & beleza.
seja a “prova diagonal™, que moustraremos agui.

abemos que Lodo o elemento de o @ obviamente tamben um
~

elemento de F, & que [[F| = P wof} | onde PCAY  denota o
conjunto poténcia de ¥, iste @, o conjunto de todos o=
subconjuntes de ¥, e |Y| a cardinalidade de Y.

Suponhamos gque exista  wma fungdo : w = Plw .



Mostraremos gue qualquer fungfo deste Lipo ndo pode ser L1,

Fara isso formemos o conjunto

F o= {n E W o n & f(ﬁru)}
o

Se existe um n = w tal gu= Foo= i, obtsmos uma

contradicio,. pois pela definigSo de | temos:

n < F - e iR + n & F

mas temos tambéEm que:

n < F + o find > n e F

Com isto, a existéncia de uma {fungdc 1-1 entre wm e B mg‘)
implica em n & F ze e somente n < F, gue ¢ uma contradigdo.
EntZo existe um elemento F de FC mo) que nd3o esta na imagem de
f. o que implica gue i nic & 1-1. Di=sto obtemos |lF?i =
::P(jwo')| > |m0|_

Tais resultados n3c pareceram oObvios na @época  =m Jue

surgiram (e, quem sabe, talvez nio o sejan ainda hojed. Além
disso, comsEgaram  a surgir wArios paradoxos oriundos da
utilizagdo indiscriminada do conceite de conjunto. Destes=
paradoxos provavelmsnte o mals conhecide & o de E‘usselj,l CEesd

ou [481), que surge quando usamnes 2 nogdo de que dada uma
propriedade podemos formar um cenjunto cujos elementos  a
obedecem. Consideremos o conjunto = o= { N e W } sendo a

propriedade definidora a de que os elementes de 5 n3o s3o
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eglementos dele mesmoe. Podemos fazer a seguinte pergunta: = < =
ou 5 & 37 S B e 8, entio obrigatoriamente C(por definigicd. =
& S Se, por outro lade, % & =, s=sabtisfaz a propriedade

definidora de =, isto &, £ € . Temos agul uma contradig3e. gue

M

¢ o chamado paradoxoe de Russell., Varios outros paradoxos na
teoria ingénua dos conjuntos foram encontrados posteriormente,
levantando sérias gquestiBes scobre o preblema da consisténcia
daguela teoria, e consequentemente, da matematica.

A partir destez problemas criou-se a necessidade de se
conhecer melhor os fundamentos da teoria de conjuntos, e varlias
lirthas de filosofia da matematica surgiram para explicar-ios.
Una delas & a abordagem formalista; dentro desta abordagem
temos a Teoria Axiomatica de Conjuntos (T.A.C. 2, em contraszte 5
T.I1.C., que serada o cbisto de estudo deste capitulo, junto com

algumas outras consequéncias de carater metamatematico.

1.2 C;\LCULO DE PREDICADOS DE PRIMEIRA ORDEM.

A Teoria Axiomatica de Conjuntos & construlda sobhre uma
linguagem formal, ou seja, uma colegfo finita de simbolos (o
alfabeto basicol & regras precisas para manipula-los. O
processo de manipulagio, executado estritamente confor—me; eslas
regras, conduz ac QU chamamos "Leoremas . Com izto,
demonstracies de teoremas reduzem-se explicitamente a um jogo

de =simbolos, como o jogo de xadrez ou o Jjogo da velha, <com

redras deterministicas bhem detf'inidas. Nosso objetivo &



construir a tecria de conjuntos (e com izto toda a matematics

usual) como um processa de manipulagio explicita e veriticadvel

i)

de simbcolos; azlgo gu pudesse ser, digamos, examinado com a
ajuda de um macaco Lreinade - ou de un computador. Para
entendermos melhor esse conceito precisamos formalizar o que
entendemos por computar.

Sejam dois conjuntes X e Y. Umna fungdo parcial de X em ¥ &

um par <PomCf>, f» e uma fungdcoc @ Domlfd = ¥, onde Donlll <

X. As fung@es suclx), cons(x) e proj (x) sfc definidas por:

+ ES
SUC 1 W o= » suclx) = > + 1 ;
Lo 0
R S o + : -
cons ;0 Cw = W , consCx ,... ., 2 = ¢ , n = Q:
O £ 1 n
, R + po ~ =
proj. r Cw 3 = , proj (<, . .,x 2 = =, n = 1;
L ] 0 1 1 m (3
+ o + .
onde G = {l s, B4, . L. } =3 o e mr e uma constante. suc,
o ¢

cons, e proj. sic tambEm chamadas de Fung®es basicas.
T
Com as fungdes supra, podemos  definir uma série de

oper acfes, chamadas operagBes elementares. gue sdo:

. — . e - . R I s R S o I
iy Composigio. Sejam o C coo_.l 2 (w )} = S EE Loo,? =
L]
-+ - ~ - e -~
C mOD 3. A o cmposicdo de 1 & ¢ & uma fungia b= ol
definida por:
. - + . o '
DomCgetf > = { e Cod L ox e DemCf), fUx? e DomCgd }

Cgef3C»x) = glfix2n



P . — — B - - .. - Eaa .
ti2  Justaposicgdo. Sejam i f_woj = ﬂu.\oj i, i
L
1.. sk, Definimos a fungio Cft’ oL s D come
R - - . +.m F.. N R
ct o, S A T S A S = Cw g > .. x Cw D2
1 k © O o
DomCf ,. .., 20 = Domtf 2 Mmoo, DomCf D
i ¥ 1 k
Cf ..., D0 ,...,xD) =<Xf(x...x 2, I O w D>
i )4 1 m 1 1 i |13 1 m
- - — - L 4T + L 4T 7
ii1) Fecursdo., Zejam @ Cow 3 = W =] o] Cer D =
o O o
~ 4 : . . . A Tt +
Definimos  whna wna  ungdo h Cw )) w
1 [
FecuUrSaQ Como:
hix , s 12 = t{x , L X
1 o] 1 il
hix , ,x L k+1D = glx , ¥ Lk, hCx , 0. ,x Lk2I, k=l
1 ™ = 1 ) i ™
e para Dom{h>
S a3 Ldr = DamCh) o« <3 L, ... ,x 3 = DomifD
1 ™ 1 T
4 S , ¥ Lk+1> = DomCh) <x1,. ,2 L k» & DomChD
™ lal
\’;xi,.,. , X ,l-:,h(.'xi,... ,3 LkDI» = DomCh? para kzi
ial ™

. - s . ! +
Tul Operador . Seja : Ce 3) S
C [

A +
comno o Tw ) = w tal gue:

~ >

DomCh) = {(xi,.. R TG P 12: 1 Cf‘(xi,. Coa ¥,
3 ™ i+ n

,% L k> e DomCfO2) Y
™

Y < ox {43, ...

definimos

I3



DEFIMNICAO 1.1: Una =sequdgnceia de fungdes parciais ... ., 1
1 IN]

& dita ser uma dJdescrigio recursive primitiuva da {fung3o
£f =f se

N

fi & uma fungio bkasica

f, 1 22 ou pertence a4 familia das fungles basicas

1

ou 2 obtida aplicando-se as operagtes elementares

12—{1I2 a algumas das £ ,...,1,
1

DEFINI{,}EQ 1.8 Uma fungdo f & dita recursiva grimitiuva 2

ela admite uma descrigfo recursiva primitiva.

A=  fung®es recursivas primitivas feormalizam parte da

intuicio do gue sejam fun¢des calculéveis, ocu seja, com a sus

defini¢io, com os inteiros Koo X & usando as regras dadas
La]
par a formar 1 a partir de fi, N ) podemos obter
L 3 11—
foi,. L..%X 2. As funoBes recursivas primitivas s8o a classe
m

mais simples de fungSes calculavels, mas ndo esgotam todas as
functes efetivamente calculaveis (ou, como também =%o chamadas,

computivelsd.

DEFINICAC 1. 3: Una seguéncia de fung@es parciais
fi,..,fN & dita ser uma descrigio recursiva parcial de
f =1 =se

N

f‘i & uma fungio bisica

£, i » 2 ou pertence 4 familia das fungdies basicas ou &
L

obtido das fungfes £ ,....,1 s aplicando—-se as operagtes
1 L=

elemaentares.

Uma funcic f & chamada de recursive parcial se ela



admite uma descrigic recursiva parcial. f & recursiuva
geral se ela & recursiva parcial definida em todos os
pontos.

DE:FIHIQ;%Q 1.4: Zeja & um conjunto de inteiros. Definimos

chamada

-

XSCn) =0 =2 neE s e xg(im} = 1 se n e 5 x

0

de fun¢fo caracteristica de

As fungfes recursivas parcials esgoetam todas as fungdes
que podem ser efetivamente calculadas por um computador e por

isso também sio chamadas de fungSes computiveis. Este fato, que

nF¥o pode ser demonsirado, & o conteddoe da Tese de Church: ™ Uma

fungdoc f & computivel se e =omente se [ e X oty s5o fungdes
QT

recursivas parciais’. FungSes computavel s sAQ objetos

extremaments =ingulares, no s=ntideo de terem medida nula no
o3
. - ot o ) ) :
conjunto de todasz as fungdes em e Cveja (18512, apesar da
definicfo, gue aparenta nio restingir muito.
Para maiores detalhes sobre as fungSes recursivas

primitivas e recursivas sugerimos ac leitor a consul ta de [08],

136 ou [4473.

~ — . . -~ e
DEFIKICAD 1.9 Umn conjunto 5 & recurstvo se sua 'ungdo
caracteristica & recursiva geral.

Dizer que S & recursivo @ equlvalente a dizer gque existe

—_

un programa de computador® gque nos diz ose um dado objeto

* para moiLores detalhes vea o8l para uma BN POSLEQ bem



pertence ou nio ac conjunto =

DEFINICAQ 1.6 Um conjunto & £ recursivamente enunerduel
.

se S @& vazic ou se S @ a2 imagem de uma fungIo recursiva

geral .
Cestas definigBes resulta um importante teorema que =

TEOREMA 1.1: Existe um conjunte recursivamente snumeravel

gque n3o £ recursivo.

Voltemos & nossa linguagem formal. Ela € construida da
seguinte maneira: partimos de um conjunto finito de n simbolos.

n = {0,1,2, S o] }, gque também (por conveniéncial poderemos

Lo
y o .
escrever {ao,ai, s A 1}. Formamos L. = n s conjunta  de
- 2]

todas as sequéncias finitas (i.e., fung@es cujo dominio & wum
subconjunto finito de r.oo’) de simbolos n. L & a linguagem livre
n

sobre nn. Definimos ent¥o uma regra £ que nos permite construir

: f
um conjunto L £ L
™

N
. B . o : . f . “
i3 £ & uma fungioc caracteristica: x = L «» dominico = L,
Ial ™
. I
e fCx) = 1; = & L e T{xd = O,

i3 £ & computawvel.

r . . iy e
L & o conjunto das férmulas bem construidas Cwifo na
el

linguagem formal <L , >

acessivel incluindo discussces scbre funcoes recursivas e r.p.

veja Doria em [33].



A linguagem sobre a2 gual construiremes a nossa teoria e

composta do seguinte alfabeto iniclial:

d Cexistel,

= Ciguald;

2,0 Uparénteses);

E (simbolo para relagdod;

»x Csimbolo para wvariaveis):
¢ Csimbeole para constantes>;

> Cindiced;

As palavras entre parénteses ao lade de cada simbolo d3o
os seus significadeos correntes ou intuitivos., Lembremos dque, na
tearia, o significado dos simbolos nioc interessa; o gue

interessa & a naneira pela a gqual s%o usados (ou seja. ao

demonstrarmos .um teocrems, o significado dos simbolos guia, mas
nEo influencia, nas regras usadas para sua manipul agdod.

Para simplificarmos a notagcEo introduziremos NnoVvos
simbolos come abreviagcBSes®™ de determinadas formulas. SFo estes:
1. 3%, ¥, Z.... abreviam x, x7, x°°,... respectivamente;

2. a2, b, c,... abreviam c, c’, c’’,... respectivamente;
Abreviacoes [=2sTe’ comumente usados em motemdlica pora
tornar mais fdeil tantioc a utilizacao quanto a ihterpretacac de
determinados objetes. Uzaremos ceal algumos abreviacoes com
este mesmo intuito, podendo sempre ) formalismo ser resgatado

voltando-se ao aifabeto iniciol.



4. ¥ A abrevia -~ ( dHx ¢ — CAIDD.

a

CAD ~ (B> abrevia — CC - CADD ~ € — (BDXDD;

B, CAD » (B) abrewvia ¢ — CAYD ~ (B

7. CAD 3 (BD abrevia CCAY - (CBX> ~ CCBY » CADD;
B, t,L L ti abrevia - C t_l = till ,  onde t,L, t. podem ser

variaveis ou constantes;

9. H|x AUxD abrevia dx Vy  ACyD) e = = ¥y D

As interpretagdes intuitivas para oS Nnovos simbol oz
introduzidos sHo az usualmente empregadas em matemalica, sendo

Y. ~, -, 3, # = d traduzidas respectivamente come "“para

todo™, ""ou', se ... ent3dEo',

se e soments s, "diferente” =
"existe um dGnico'.

R, E. EB.,... representam relagBses entre objetos, sendo
RL o i-ésimo elemento desta lists Cabreviande o B com C1-10

linmhas). B representa uma relagfo n —aria Centre n. objelos? e
L L 1

podemnoss escrever R_{t-i,tz, ...t D onde L pode ser banto uma
1 ™, 1
b

constante como uma variavel. Como exemplo de relagiio binaria
temos a pertinéncia "e"; »x & y deve ser escrito numa linguagem
formal como, por exemplo, =Cx, y2>.

Conhecido o alfabeto da nossa linguagem, podemos agora ver
as regras para a formagio de uma frase gramaticalmente cqrreta;

Esta sersd chamada de férmula bem formada & serd abreviada por

wif Cdo inglés "well formed formulae”l. Esian regras s5o!



T woo= T
X =
c = <’

“
¢
3
Sy
)

2. S R & uma relsgio n—aria & cada um dos ti,...,t ou e

uma constante ou € uma variavel, ent3o

& uma wif;

3., S A e B s3o wif entio também o s3o:

PCAY: CAYACEY; e HxA;

4. As tunicas wif sS850 as dadas por 1-2.
Ma linguagem livre sobre o alfabeto {A,“T,S,:,C,D,}:,C.E_’, ’ }
& facil ver que o conjunto das wff & recursivo.

Neste moment o, = gtil introduzir S concel tos de

&

“variaveis livres" e “variaveis ligadas". A ocorréncia d uma

1

varidvel numa férmula € ligada se o somente se a sua ocorrencia

{

esta dentro da abrang®ncia de im guantificador Cos
quantificadores s8o 3 e ¥). A ocorréncia de uma variavel &
livre se & somente se ela nZo & ligada., Pefinimos uma wvariavel
como sendo livre numa férmula se= e somente s pelo menos una
ocorréncia dela for livre; uma variavel & ligada numa fl\n’vrmula
se e somente se pelo menos uma de suas occorréncias e ligada.
Como exemnplo podemos colocar a tormula

W RCx,yD

onde x ¢ ligada e ¥ & livre.



o

DEFIMICAD 1.7: Uma sentenca declarativa & uma Fdrmula due

NnAo cont.ém variaveis livies.

Tendo definide o gque =30 sentengas declarativas, devemos
lembrar que o nosso objetivo & construir uma teoria axiomatica
de conjuntos. Ent3o, em dltima instancia, o que Jgueremncos
dado um conjunto de sentengas declarativas inicials Caxiomas?,
saber gquais as sentengas declarativas gue s3o conseguencia

lédgica destas (veremos adiante como formid-las2 e guals as que

nFo contradizem este sistema.

Dadae um conjunto recursive de sentengas bem construaidas

T , [ . £ f. o
... £ L ., uma Leoria sobre L & o par T = <L, T >, onde T

I8l LAl N t ™ L8]

. , . . f
< L' & um subconjunte recursivamente enumeravel de L. Em geral
n 1o

Ra um procedimento ‘mecanico’ 8 gue ‘gesra’ T a partir de
1)
) r ot foL . , )
outro conjunto & = L, onde A 8o o “axiomas da tecoria = &
mn ™ LAl

=50 as ‘regras de dedugBo’.
. . . f f . . .

A teoria. T & trivial ze [0 = T : em caso contrario £ nao

r gl
trivial.

Faltou-nos definir quais s3o as regras para, dado um
conjunto de sentengas declarativas, obtermos outras sentengas
declarativas wvalidas. Estas regras sZo conhecidas come Calcoulo
de FPredicades. Antes de vermos =2s3tla regras definames o Jque vem

el
a ser uma Ffungao preopesicional.

DEFINIQEQ 1.2: Unma fung'c\z'o proposicional £ uma SUCESsEO
formal de simbolos definida da sequinte maneilra:

1. Se A & uma wvariavel entio A & uma funcio proposicional;



=. Se F o oe O =30
CFPIA~ACOD,  CFP3IC0D
proposicionals;
3.

em 1 e 2.

Seja agora F o ouma
variavel da

como  “verdade") ou o wval

formemos um conjunto D,

A,...,A wariam em [D.
™

i

¢ um mapeamento de D em

precisa,
<co
o

F oz

2 .

Se ¥, & uma fun¢gio gue corresponds a

correspodendo a Q qui Di
s%c elementos de 25 e 29

livres de F =

funcio pode assumir ©

chamacdo

0 respectivamented

- B0 -

ungoes

, GRS

As Unicas fungfes propoesicionais

o O

8:

=2 = =)

sendo p e

proposicionals

g CPD e

fungio proposicional de
valor 1
Cinterpretado

dominio,
A fung3o proposicional

{01}

uma funcio proposicional F osera um mapsamento do tipo

D

g o

o~
A

Dz

entdoc U PD,

s¥Xo  fungdes

as formadas como

, 2y Cada

T

AL
1
Cque & interpretado

come  “falso'd:

onde as wariavels

ou fungfo légica

uma  mansira mals

F e P, uma funcio

= o onde D e I
P 1 2

numera de variavels

as fungfes gque correspondemn a

~CPY, (PIACGD, CPIWCON, (P e (P2e(() sio respeclivamente
* C * Y k3 o £l } ’ C £ :) o C - 2 _) ’ - d e
wi( @1) Yo ¥y sz w:-aL vy ¥, ¥y 2 T W “2 dade
pela tabela seguinte:
N > 3 -3 3 -» k4 >
O 1 O 1 O 1 O 1,
x O 1 oo o711 1 1 1 0
oo O 1 O 1 1 O 1 O 1
o C 2 K, W O, v Cae, 32 3, Yo
¥, szc <s ¥ Fahe ¥ # ¥ Wt 2 ¥
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ou calculadas pelas fdrmulas:

P =t - P
| Pref=mnc|P | o
| P vof=mocc]? [ o)
N R S RN R AN
[Poaf=frllalxc-|rpagalp

Com essas [{ormulas podemos calcular a fungdo proposicional
de gualguer sentenga. Coamo  exemplo calcularemos a  fungdo

proposicional ds fdrmula P - (G » P

[ Pocaar =1 - PP fa-F]-
S B RN N I KN I KN N R O
R N N R RN N KN

“PaCQ—&F’} =1

Com isso concluimes gue, independente de serem P ou O falsos ou
verdadeiros €0 ocu 1), a fdérmula B s O o P2 & mempre
verdadeira Crtem sempre walor verdade 12 A uma funcio
proposicional gue & identicamente verdadeira, istao &, assume
somente o valor verdade 1, chamamos de Lautalogia.

Podemos agora enunciar as regras do calculo proposicional .

S3o elas:

1. Regra do Calculo Proposicional

Toda tautologia & uma frase declarativa valida.



2. "Modus Ponens' ou Regra de Inferéncia

e A e (AYSCBY s¥o frases declarativas validas ent3oc B

também & uma {rase declarativa vAlida.

3. Axiomas da Igusldade
X =
¥ o= vy ow» URCx,xD +» ROx,y2D

s%0 frases declarativas validas.

Temos tambem os axiomas para a logica dos guantificadores:

{ ¥V ACxD - ACc) ]

I ACcD - Hx ACxD ]

O primeiro desses axiomss ¢ conhecido como  “Regra da
Especializag¥o™. Finalmente, temos as regras de introdugZo dos
quantificadores ¥ e dJ que estio eszquematizadas abaixo:
Y-introdugio - Ze P QUxD & wverdade, ent3c também & wverdads
que P » ¥x' Qx'D), sendc x ndo livre em P.
F-introdugiio — Se QUx'2 » P & verdade, ent3c também & verdade

que dx QUx) + P, onde x & ndo livre em P.

CNa verdade basta postularmos uma dessas regras supra, podendo

a outra ser derivada via regras do cilculo proposicional?l

Com essas redras dadas concluimos entZo a apresentagio do

alfabeto &, com o3 =imbolos dados no inicio, = da lingugem

|
1



gue seria a linguagem sobre a gqual podesremos comnstruir a teoria
de conjuntos. Apresentames também o calculo proposicional & o
calculo de predicadeos. Com isto estamas prontos para comegarmos
a discutir os axiomas para a T.A O, cue, pretendemnos .

formalize as intulgBes em T.I.C..

1.3 AXIOMAS DE ZERMELO-FRAENKEL

Na secfa anterior apresentamos o alfabetoe &, demos as
regras para a formag3o de frases gramaticalmente corretas e,
posteriormente, as regras de dedugdo junto com os axiomas para
o célcule propeosicicoral, que nos permitia derivar de uma
colecBo ' de frases declarativas verdadeiras outras frases
declarativas também verdadeiras.

Nessa se¢gio apresentaremos un  conjuntoe T de frases
declarativas gque axiomatizam a teoria de conjuntos. I=to
significa que gqualguer teorema sobre conjuntos ftera que ser
derivado de .

Existem diferentes maneiras de axiomatizarmos a leoria de
conjuntos; o sSistema axiomatice gue adotaremos aqul sersd o de
Zermelo—Frankel, que chamaremos abreviadamente de JF. Esta
escolha foi feita por ser ZF © sistema mais intuitivo e. talvez
por isso, o mals difoandido,

Un axioma imporitante gque & independente Cisto é, n3o
demonstravel a partir de) dos wiomas de ZF & o dAxioma dao
Escaolhe (denctado por ACY que seri apresentado ac fim da segdo
em separado de ZF., Ac sistema axiomatico ZF mais AC chamaremos

de ZFL.



Fara n3oc nos estendermos demasiadamente listaremos  os
axiomas de Zermelo-Frankel e logoe apos colocaremos =Suas

interpreta¢fes intuitivas.

Axiomas ZF:

C(ZF1D - Axioma da Extensional idade

Vi Yy (¥z (2 &€ X 3 2 € ¥2) =+ x = y2
Interpretande "' como & relagio de pertinéncia em teoria
de ceonjuntos, vemos gue o axioma da extensionalidade nos diz

intuitivamente que deois conjuntos sEe lguais se ¢ somente se
eles tém os mesmos elementos. Em outras palavras, um conjunto @

determinado pelos sSeus elementos, daonde Ve (o) TiCime

extensionalidade.

CZFE) ~ Axioma do Conjunto Nulo

Este awioma nos garante a existéncia de um conjunto gue

ndo tem elementos, ou seja. o conjunto nulce ou vazio. De agora

v

em diante representaremos s conjunto vazio por 5] =
abreviaremaos ~Cy <€ xD por y & x. (ZF2) figura na lista dos
nossos axiomas por mobtivo de simplicidade. mas pode-se mostrar

que & derivavel dos demalis.
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CZF3> - Axioma dos Pares Nio-Ordenados

Y2, v J= ¥w (w & = 3 {w = > v w = yI2

Por CZ2F23) se % = vy 3o dois conjuntos gquaisquer entico =z =

{x, vy} & também um conjuntos cujos elementos s¥o x e y.

Ja destes axiomas anteriores podemos definir aloguns
conceitos importantes. A partir, por exemplo, da existéncia do
par n¥o-ordenado podemos definir o par aordenado <x,y> como
sendo o conjunto {x, {x, y}} Pelo axioma da extensionalidade

temos que  <x,y> = (I, wr So £ somenite se X = Z & Y = oW,

(ZF4) — Axioma da Unido

¥x - dy ¥z (z & vy <> 3w {2z &= w N~ w & XJI0

Seja x um conjuntoc cujes elementos também sioe copjuntos.
Este axioma garante a existéncia de um conjunto gque & a unido
de todos oz membros de %, ou seja, dados x e ¥y existe um =
derotade por x U y tal gue t pertence a z se e somente se t &

um elemento de x ou un elemento de v.

CZFEY — Axioma do Infinito ou da Indug3o

dx (B0 e x ~ ¥y Cy € x » y udy p e xi



Isto &, existe um conjunto que contém o conjunto vazio e
gque se Yy pertence a ele entioco v U -{ Y } tambeémn lhe pertence.

{ZF52 nos garante a existéncia de um conjunto  com
infinitos elementoes. Na realidade com CZFSD) temos um processo

para construirmos os ndneros naturais da seguinte maneira:

ot =g Cque existe por C(ZF2E)3;
"1"=I/)U4{ @}:{Qf };
er =4 o tui{eit=40 19 p
st ={es e {8 {0 gt
(ZF8Y . — Esquema Axiomatico da Substituigdo
1
Enumeremos as formulas em nosso sistema gque tém pelo menos
duas variavels livires E’_Cx,y,zi, R~ 221. & axiloma da
1 AT
"y
substituigio & escrito como:
Yz .... .,z Yu (Y= (x e u » dly ROx,¥.zZ ,...,= an
£ v, -2 ) L 1 N, -2
L L
s Hw ¥y (v & w ¢33 Hdx (x & u ~ R_Cx,y,zl,_ .z 2)).‘);)
i : Ty -

Com isto temos uma maneira de obter, a partir de um
conjunto previamente dadoe, um outro conjunto cujos elementos
satisfazem a propriedade R, ou  seja, a partir deg uma

1

propriedade dada podemos definir om conjunte (por exemplo, do



9
H

conjunta dos inteiros moddemnos definir o conjunto cujos
elementos Ltém a2 propriedade de ndo serem divisivelis por dols,
ou seja, oS numeros impares).

O fato de termos usado o indice 1 em (ZFE) vem de que este

axioma £ um esquema para formar axiomas Cdal o nome), um para

cada RU

CZF7) ~ Existéncla do Conjunto Poténcia

A

Y Hy ¥z (z s v e ¥Vz (w & ¥ €& w & x02

Abreviaremos Vz (w &8 v & w € x> por =z & X

CZF7) & inlerpretado como dizendo gue para cada conjunto
existe um outro conjunte y gque contém Ltodos os subconjuntos de
x. © conjunto de todos os subconjuntes de x & chamado de

conjunto poténcia de x 2 € denotado por PCx0.

=

Apesar desle axioma definir um conjunto v o= POx2 a
partir de uma propriedade dada (que & a de ¥ ter como elementos
todos os subconjuntos de 0, ele & independente de (ZFB3); eom
certos modelos para  tLtecria dos conjuntos, existem alguns
subconjuntos de conjuntos infinitos que s30, de alguma forma,
objetos aleatdrics, sem farma bem definida, e por isso ndo

definiveis a partir de uma dada propriedade.

(ZF8) - Awioma da Regularidade ou da Fundagfo

e
L
()



Y
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Este axioma noz garante a nic existéncia de cadeias

descendentes infinitas com respsiteo a =, ou =seja, nAO e
permitido e X & y o z., Come consequéncia para  nenbium
conjunto x tLtemos X = % (ZF8) & introduzida na lista de

axiomas para evitar problemas comoe o paradoxo de Russell.

CZF1D - CZF8D formam ol =istema de axiomnas de
Zermelo-Frinkel para a teoria de conjuntos,
Daremos agora o axioma da escolha, mas antes preclisamos de

uma definigdo.

DEFINEQ%Q, 1.9 Uma fungdoc ¢ wum conjunto 0 de pares
ordenados tal gue se (x,y» e <M, E pertencem a 1 entio
v = z. Usaremos a notagfo Fundi) para "f & wuma fungdo’™.
Dom{f) & o conjunto dos x tal que <x,y?> « £, e £ chamado

dominio . da fungHo r. =e {y.z> < 7§ esScr ever emnos

fly> = =,

CACY - Mxioma da Escolha

Yy F3f (Funif) ~ Doemif) = x A~ ¥y e xCy # O » fly) = yid

CACY nos diz gque s x & um conjunto cujos elemsntos s3Ho

conjuntos, ent3o existe uma fungdo f, chamada fungio escolha,

cujo dominico & x e gue mapeia todos os elementos v de x nos

elementos do préoprio y. De uma maneira mais clara, seja x uma



colecio de conjuntos, este axioma nos permite escolher de cada
conjunto desta celegfo um dado elemento (via fungdo escolhal e
entio formar um outro conjunto.

FPela interpretagfc supra tem-se a impressioc imediata de
gue CACY & intuitive, tal qual CZF1Y - CZF83. Uma analise malis
profunda nos mostra gque & razoidvel supor a existénclia de uma
funcio escolha guando x tem un nimerce contavel de elementos

(pois em certos casos podemos até imaginar um programa  de

computador gue execute essa tLarefad, mas ¢ dificil imaginar om
processo gque nos permita Ypescar” elementos guando x tem um
numer o Incontbvel de elementos. Tal comentario torna-se

pertinente quando lembramos que o C(ACD ¢ eguivalente a uma
série de afirmacBes nada triviais em matematica, como por
exemplo © Teorema de Tychonov que nos diz gue o produto
cartesiano arbitréric de gualquer colegio de espagos compactos
& também um espaco compacto, (ACY também € necessario na
demonstracio de gque um eszpaco vetorial arbitrario tem uma bhase.
E clarc que possiveis resultados ndo intuitivos derivados deste
axioma so aparecem em se tratando de problemas gue manipulem
com infinitos.

Varios outros axiomas podem ze adicieonados a ZF, como por
exemplo a Hipédtese do Continue CCHY ou o Axioma de Martin
CMAY. Podemos também substituir (ACD pelo axioma da escolha na
forma fraca, gUe hos garante a existéncia da fungio ésco}.ha
somente para coleg¢Bes contaveis de conjuntos. Uma boa discuss3o
destes e de vArios outros axiomas, assim como a demonstragdo de

suas independéncias face a ZF podem ser encontradas em Kunen

{221 e referéncias 1a citadas.
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Com isto terminamos a nossa exposigio sobre os axiomas de
Zermelo-Frankel. <Como dissemos antes ZF nd3oc & a unica maneira
de axdomatizarmos a teoria de conjuntos. Un culro sistema de
axiomas equivalente, mas que tem a vantagem, do ponto de vista
filosdfico, de ter wum npumero finite de axiomas Clembremos do
axioma da substituicic), €& o de Gddel -Bernays. Este sistema ndo
foi estudado agui por ser menos intuitive gque ZF, e por isso
mais dificil de =ser interpretade e comparado com a teoria de
conjuntos de Cantor. Ref eréncias sobre @ sistema de
Godel —Bernavs podem ser encontradas em  Stoll [443. Uma
apresentacfo deste sistema assim como a demonstragfo de sua

equivaléncia em relagfo a ZF pode ser enconirada em Cohen L0281,

1.4 NOTA SORBRE TEORIA DE MODELOS.

Neste momento podemos nos perguntar: como saber se um dado
axioma & um teorema de ZF ou se € independente de ZF?Y O gue s3do
os conjuntos que obedecem a ZF? Estas perguntas ficam mals
claras gquando estudamos a chamada Tecoria de Modelos, Jque
comecaremos a ver nessa segfo. O que faremos agui € apresentar
rapidamente esta teoria., colocando o gue n3c ¢ essencial aguil
para os capitulos seguintes. Uma apresentagdo mails abrangente e
detalhada pode ser encontrada em Cohen [08]), Jech faé], ou
Manin [38]1.

Antes de estudarmos o que vem a ser um modelo para um dado

»
conjunto de axiomas vejamos um exemplo. Uma Algebra de Boole &

uma estrutura <B. «, ~, s O 1B> onde B € um conjunto, v & &~



sH5o operaces binarias”® chamadas respectivamente de unidc e
intersegio, * & uma relacgfo undria em B tendo B como dominio,
OB = 1B 5o dols elementos distintos de B, satisfazendo o=
seguintes axiomas Ca, b, ¢ & B):
i a ~ Ch v el = Ca v b v C© e a ~ Ch ~¢cd = Ca ~ b ~ c;
{i2 a ~ bk = b ~ a =3 a ~hk = b ~ a;
i1rida « (b ~cd = {a ~ b ~ Ca ~ c2

e

a ~Ch v el = Ca ~ ) ~ Ca ~ cd;

i) Para todo a em B

a ~ 0 = a =] a ~ 1 = a;

B B

» 2
v) Para cada a em B existe um elemnento relacionadeo a tal que

Se B & um conjunto cujos elementos obedecem as regras
anteriores, entZo B & umn modelo para os axiomas da algebra de
Boole (mais adiante definiremos de uma maneira mails rigorosa o
que & um modelo para um conjunte dado de axiomas). Vemos que
varios objetos, os mais variados posszsiveis, devem ser modelos

para a Adlgebra booleana, o gque mostra qgque o conceito de moedelo

& algo bem geral. Vejamos alguns exemplios de objetos gue
obedecem ao axiomas i) -~ w). SHo eles:

¥ ps simbeolos para iniersecac =) unioo neL dlgebra de Boole
ceincidem com oS coneclivos légicos ‘e = rou’
respeclivamenie., Dentro do texio sempre ficard claro gual dos

dors estaremos usando.



Exemplo 1: A Slgebra de 2 elementos do conjunto B = {01} na

pv
gual R T sfio definidos por O~ 0O = 0,0 v 1 =1,
1 vi=1, 0~0=0,0~12=220, 1 ~1 =1, 0 =1 =
2%
1 = 0.

Exemplo 2: A algebra do conjunte poténcia PHD de um dado

. * Pl i o
conjuntao ¥, na qual «, ~ e zHo respectivamsnte a unido.

a intersecfo e a complementacgic com respeito a X; O e 13
’ B

sfio respectivamente & « X.

Exemplo 3: Seja S( um conjunto de frases declarativas. Fechemos
&l

So com respeito as operagfes ldgicas ~, <~ & - formando
assim  um oultro  conjunto de  {rases declarativas =
Interpretando-se ~, ~ e =1 na ldgica como ~, v, &

respectivamente temos gque = forma uma algebra de Boole,

conheci da como adlgebra de Lindenbaum.

Exemplo 4: A slgebra dos abertos regulares ROCX) de um espaco
topelégice X. Um subconjunto U de X & um aberto regular se

o interior do seu fechamento coincide com ele mesmo, isto

&, = c 11 3% HNeste casco definimos para u, v & ROCXD,

- oo
U v v ocoma Ow LE oy, Bl ™ COomo u Mo e LI COmo X -

£

ROCKX) forma com isto uma adlgebra de Boole.

Todes o exemplos anteriores s3io modelos para o3 axiomas
da algebra de BRBoole segundo as interpretagBes dadas (para a
demonstracio disso veja as referéncias [2B), [28) e [44)0 para

v, B . Observemas gue o fato dos objetos mencionados nos



exemplos 1 — 4 serem modelos para uma algebra de Beole n8o
implica nenhuma relacfc entre esses objetos Calém, £ claro, de
obedecerem (3 - v2)3, como homomorf{ismos ou lsomerfismos,

Apds esta apreszenltagio da idéia intuitiva de modelo,
definiremos este conceito de uma maneira formal.

Suponha que temos una colecio de frases declarativas que

envol vem constantes c oS I e simbolos relacionais Fc‘{q, 2o
J. Seja M uma familia de objetos - nfo necessariaments um
copjunto - nic wvazio = seja c:cv = Em uma. aplicagio dos
simbolos de constantes sobre os elementos de M = Elfj = gﬂ uma
aplicag8o associando um  simbolo relacional k—ario a um
subfamilia de MxMx. ..M Ck vezes)d. Tals mapeamenics nos dio

uma interpretacio dos ¢ e dos RF em M.
[ &

Apds termos definido como interpretar os < e os R,
ot Fe

podemos induzir uma interpretagio sobre oulras farmulas da

maneira seguinte: Seja agora A uma fdrmula com variavelis livres

entre Hovoo - . X, n 2 0 e X oo . X elementos de M. Se A &
i) L}
da forma X,O= M., S O ol o c. = oo ent3c A & verdadelra
L ] 3 1 3 3
em M se M= X, X, = O 13 c. = oo respect.ivamente. Se A
L il v M v J
& RCL ,...,L > onde em t. temos x....,x variaveis, entio A =
1 m 1 h n
verdadeira =m Hopo oo n¥X Se a m-upla <L ....,t » estid em R, Dada
A Ea 1 m

uma fung¥o proposicional A, o seu valor verdade sera calculado

usando-se a dada interpretagio via regras de calcoculo
proposicional, estabelecido nas se¢Bes anteriores. Se i—;‘s & da
fforma Yy BC SR ,xﬁ? entdo A ¢ verdadeira em ;;1, S ;h
se para todo o ,; em M temos BCy, SRR ,xh} verdadeira em
;°;<1" .. ,;ch . Do mesmo moedo, dy BC Y3 e ,xﬁ) & verdadelra
em ;1, C e ,:—<ri se existe algaum ;r em M tal gue E?.Cy,xi, R ,:x:rlf.‘. &



verdadeira em y,>X ,. .. ,.X .
i ]
Una sentenga & dita restrita se todo quantificador que
nela ocorre seja da forma Ve & v o HAw = v, Seja @0
restrita e com uma wvariavel liwvre x Se B & do tipo Hx gl
néds a chamaremos de Zj; se B for do tipo Ve @D nés  a

chamaremos de ﬂi

DEFINI;EQ,i.lO: S S & um conjunto de frases declarativas

gue contém o e E?, M & uma familia comne acima, & < = ©
cx I§é - < ]

=3 Rﬁ = RF =F¥o aplicag®es definidas como acima, dizemos
gqus M & um modelo para S (segundo uma interpretagio dadad

se todas as frases declarativas de £ sHo verdadeiras em M.

Ezsta defini¢fo cbviamente concorda com a idéia intuitiwva
dada anteriormente para o caso das Algebras de Boeole., Como dada
uma algsbra booleana podenmos definlr uma sub-3lgebra ou  em
teoria de grupos podemos definir sub-grupos, © mnesmd podemnos

fazer para modelcs. Seja N < M duas familias de objetos e sejam
¢ e w interpretacBes em N e M respectivamente que =30

compativelis, no sentido que @ & uma restrig¢io de y em N. Se M e

N s8o modelos para S, ent8o N € um sub-modelo de M.

DEFINLQEQ 1.141i: Uma funcico proposicional & M, ﬁ)nabsoluta

se o szu valor verdade € o mesme em M e N

De cara wvemnos ogue existem fdrmulas que ndo devem ser
absclutas, como por exemple as fdrmulas Zi, pois se em M existe

um elemento tal que (%) seja verdadeira, em N este elemento



pode nEo existir.

Un problema importante € saber se um dado conjunto de
frases declarativas & ¢ consistente, ou seja, se ndEo podemos
derivar de = (via calculo proposicicnald a frase declarativa
CAY ~ (CADD para algum A. Enunciaremos sem demonstrar um

—

teorema gque diz respeito 3 consisténcia de =

TEOREMA 1.1: Se A & uma frase declarativa wvalida, e
verdadeira em qualguer modelo. Se um conjunto de f{rases

declarativas S tem un modelo entfo € consistente.

Outros dois teoremas importantes sHo devido a Gidel, e
falam sobre =z cardinalidade & a existéncia de determinados

model os. SEc eles:

TEOREMA 1.2 (de Gbdel para o calculo de predicades): Se S
& um conjunta consistente de frases declarativas entdo

existe um modelo para S cuja cardinalidade ndo excede =z

o

cardinalidade do ntimero de frases declarativas =m 35 se

for infinito & & no maximo contavel se S for finito.

TECREMA 1.3 (de Gddel sobre a completuds do calculo
proposiciaonal > S € n3o contém quantificadores e &
consistente entio existe um modeloe M em que todo eiemento
de M £ da forma gw para algum <, au= aparega em 5.

Una conseguéncia destes bteoremas & o

CORPOLARIO 1.4: Se A nic & derivével de S entio existe um



modelo para S em gque A £ falsa.

Como dissemos no inicio dessa segfo, um sistema de axiomas
n¥o precisa ter necessariamente um Unico modelo, nem diferentes
modelos precisam ter algum tipo de isomorfismo entre si. Este

fato & realgado pelo

COROLARIO 1.58: Se & admite um modelo infinito ou meszmo
P

modelos finitos arbitariamente grandes, ent3o 5 admite

modelos de cardinalidades arbitrariamente grandes.

1.5 O TEOREMA DE LOEWENHEIN-SKOLEM,

Seja M um modelo para os axiomas de ZF, isto &, estes
axiomas s3o verdadeiros, segundo uma interpretagdo dada, para
os objstos de M e seja A e M um conjunto noe nosso model o
w & M representa os inteiros no medeleo {como dissemos antes os

(o]

inteiros existem devido ac axioma da indugdoX.

DEF'INL(;_gg 1.12: A £ enumeravel em M s= e somente se existe

uma fungio f = M, o w, *® Fi tal que f seja 1-1 e
bijetiva. A & incontavel, ou nfo enumerivel, se & infinito

e se tal fungio f ndc existe.

Esta defini¢fec & semelhante 2 dada na introdugio desse

capitulo, com a diferenga de que agui, por estarmos trabalhando
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com um modelo M, exigimos que £ < M.

Pefinamos adgora o dgue vém a ser Modelos Dlemeniarmenie

Fguivalentes.

DEFINIQEQ 1.132: Sejam Mﬂ e M doiz modelos para um dado
sistema formal de axiomas. M1 @ Mz sac elementarmente
equivalentes se as frases declarativas na linguagem [ormal
que s3do verdadeiras em Mi sHe exalamente aquelas gue sio
verdadeiras em i\gz. Ze M < Mz diremos que };11 & um
submodelo elementar de ﬁz se as constantes ¢, =S80 as

mesmas em M o= Mz’ 2% relacles R em M =3%o0 as restrigdes
1 - ; 2 =4

das rel actes F:’? em M = para cada fdrmuia Alx ,....x 2 =e
& 2 1 n
oS x estdEc em Mi entio Alx ,..,.x D & verdadeira em M  em
L ™ 1 il 1
Ho,...x se e somente se & verdadeira em M oem x ... . ,x .
1 n —zZ 1 n
Em posse da definicdo de sistemas el ementarmente

equi valentes podemos enunciar o teorema de Lowenhein-Skolem.

[OB].

TEOREMA 1.6 (Léwenhsin-Skolem?: Heja M um modelo para uma
colegio T cle simbolos de constantes =) simbolos
relacionais. Existe um submodeloe elementar de M cuja
cardinalidade nio excede a de T se T & infinito e & no

maximo contivel se T & finito.

Frova: A nossa demeonstracio & idéntica A dada por Cohen

Uma demonstracio um pouco diferente, mas essencialmente 2

mesma, pode ser encontrada em Manin [236].

Seja N uma subfamilia de M que contenha todas as



constantes ¢ . Criaremos wum outro conjunte N¥Y da seguinte

[
maneira: considere ACy,x ,...,x 2 uma fdrmula arbitraria de r
1 i
+ 1 variaveis. Para cada n-upla Hooooo X em N ende houver um
Tr
v e M, tal gque A'}',xi,. ...x 2 & verdadeiro em M em YR a e
m n

escolhemos wum deszstes e juntamos a N, Se fizermos isto para

todas as férmulas A e todos os x possivels teremos un NY o N
1

Se N ¢ infinito o ndmers de n-uplas de N tem cardinalidade

igual a N & se N & finito tem cardinalidade contivel. CJom i=sto

a cardinalidade de N¥ deve obedecer a | N¥ | < | N |+ b T L+
NO. Definamos agora um outre conjunte N2 = U N] , tal que NO =
i
¥
/{ c } e N = N*. Comno | N l = | T I , ent.iTo N’ obhedece
o k+d I o]

4 restrigfo imposta & cardinalidade pelo enunciade do teorema.
Temos que mostrar ser N’ & um submodelo elementar de M. o gue
completara a demonstragio. Para tal mostraremnos cjue

AC oo X 2 & wverdadeira em PN’ se e somente se ela &
i

verdadeira em M, sendo A uma férmula arbitraria. A demosntragaoc

& feita por 1indugdo. Seia ACxi,...,x} uma fdérmula com
1ol

gquantificadores. Pela prépria construgio de N’, se r = 0 entdo
A & verdadeira em HN’se & somente se € verdadeira em M. A
hipatese indutiva gque usaremos € a seguinte: para qualguer

foarmula ACxi,. ... 2 com menos do gus r guantificadores e
bl

gual gquer X oo s X em N, A & verdadeira em N’ em XX S
T m

e somente se & verdadeira em M em x ,....,x . Podemos agora
h i ™ ‘

SUpor  gue A comega  Com um guantificador, sendo escrito da

forma dy BCwv,> ,...,x 2, o ue sempre pode ser feito pois
- - 1 ¥ P

mesmo A sendo do tipo Yy BC)’,Xi,...,X 2 podemnas escreve-la
in

< Omo —dy —BC vy, Hoene X oL Sejam LY ¥4 el ementos
-~ a ™ 1 n

arbitrariogs de N’. Por construgdc todos os x estic em Nk para



algum k, e se existe um ¥y o= M tal que Bly, SRR :.<H_'.T' &
verdadeira em M ent3ao ;, tambeém esisd em Nkﬂz NT 2 portanto j_,f
= N’. B tem r-1 guantificadores e da hipdtese de indugfo temos
gue B & verdadeira em j;, ;v_:, C ;n em M, o que implica que A
& verdadeira em N, Se por outro lado tal ‘; nio existe em M

entio nIFo existe nenhum yv em N’ pela hipdtese de indugdo, o gue

completa a demonstragio.

Una importante consequéncia do teocrema  anterior & a
existéncia de Lm model o contiwvel para oS axi omas de
Zermelo-Frinkel C(CZF1D -  (LF825. Agqui  surge uma aparente
contradigdo, chamada paradoxo Je Skolem: s usando =ZF
construimos toda a teoria de conjuntos, entdo destes axiomas
podenos obter os nimeros reais [lR‘| = |¢F‘Cg_\ofﬁ ID_ Ora, como podes
existir um modelo contavel para Z2F se dentro de ZF temos um
numero incontiavel de obhjetos? A rezposta a esse paradoxo €
relativamente . simples. Como dissemos anteriormentes, o {ato de
um conjunto ser contavel depende da existéncia de um mapeamento
1~% entre esse conjunto = w,e conforme a definigdo 1.6, s se
esse mapsamente n¥o existe o conjunto @ incontiavel. Com isto,

N’ tem um nGnero contivel de objetes quandoe visto de “fora™.

mas guando estamozs dentreo de N existem conjuntos gue sao

nIoc-contivels pois ndo existe um mapeamento 1-1 enire estes

conjuntos e o w  em N°.
0
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1.6 O PROBLEMA DA DECISAQ.

Varios coutros sistemas formais podem ser cbtidos na
linguagem L: exposta na segBo 1.2, além da teoria de conjuntos.
Un destes sistemas gue tem grande importincia & a aritmetica
elementar, cujo estudo nos sers util para entendermos melhor o
famoso teorema da indecidibilidade de Godel .

Duas SHo as formal izagGes mais conhecidas para a

>

aritmética, chamadas 2“1 = Zz' SZc elas:

Axiomas de Zi:

1. Wu,y Hlz {x + y = 22,
2. V¥x,y Hdlz (x . ¥ = z2;

2. Wi (Cx + O = w3 ~ (x . 1 = x> onde ¢ = 1 s3o

constantes:

4. ¥,y Cx + Oy + 123 = Ox + y2 + 12
5. ¥,y CCx + 1 = yw 4 13 2 x = w2
&. Yoo,y Ot 0 Oy + 42 = . oy 4 oDy

7. ¥ (—0x + 1t = G 233

& . v ., .. ,t TCA CO,t ... ,b 2~ ¥y CA Oy, b 0,00 -+
m 1. k ™ 1 4 m i k
Ty . PO S I b . tL ... ..t D
Am(_f 1, 1 tk ) ] + ¥ AmCX . y
Axiomas de Zz:
1. Yx,y (x = yv <> ¥z (z & x <3 =Z = ¥2J,

2. Wx, v Ux & U2,

3. ¥x,yv Jz Yw Cw € = ¢3> w = 3 v w = yJ;



4, Yo,y Jz Yw Cw & 2 ¢ w & X v W & yi;
5. 0¥, . 00t LA CO, L, ., A~ Wy CIntCy2 ~
m 1 k m 1 k ‘

ACy,t ..., 0 - A Cy + 1, ,...,L 321 -+

i ke m o7 1 k
¥ CInbCx) » A (x.t R P I I3
m 1 ke

Valem aqui alguns comentirios sobre os axiomas 2 = 2. O

i 4

Indice m posto em 8 de 21 e emn O de Z? ¢ usado para indicar gue

na realidade esses axiomas n¥o representam cada um Unico axioma

mas sim wuma infinidade de axiomas. i, 2, 3 = 4 de ?,2 - Yo
respectivamente (ZF12, C(ZF2>, C(ZF32 e (ZF4). IntCx2 em Zz
significa "x & um inteireo”. 8 e 8 sHo chamados de axiomas da

m ™

indugio matemdtica.

Usando ZF podemos derivar toda a2 aritmética formal., mas 21
e Z2 tém um papel importante no teorema de Godel. Usando-se a
teoria das fungSes recursivas primitivas obtemos o segulnte

teorema:

TEOREMA 1.7: De 1 C xi, ey x}'_‘l & wma fungfo recursiwva
<

primitiva, existe uma farmula ACxi,.A.,xl’) =m 22 tal qgue:

12 in, R CIY ACxi,. .. ,xk,y) & uma frase declarativa

verdadeira sobre os inteiros e & demonstravel em 4,2
Ll Se fCx ,...,x 2 = m entio ACX .. . ,mD &

1 v 1 ®

demonstravel em Zz

Yale ressaltar algo gque sera importante no teorema de
Godel que € o fato de uma frase ser verdadeira num modelo nio
implicar que ela seja demonstravel em Z  ou Zz' thha maneira

elegante de se mostrar isso = mapeandoe-se o cazlcule



proposicional numa dlgebra de Boole (a algebra de Lindenbaum) =
provando gue o conjunto das sentencas demonstriaveis & um filtro
na algebra e gque © conjunto das sentengas verdadeiras £ um
filtro maximal Cultrafiltrod. Ent8a, sendo D e ¥ o3 conjuntos
de sentencas demostriveis o verdadeiras teremos D & ¥ S22 H = v
diremos que a teoria ¢ completa; se O < ¥ a tecria & incompleta
{para detalhes velja [(26] ou (4412,

Un outro teorema anadlogo ao 1.7 existie para Zz’ Como era
de se esperar, polis tanto 21 guanto 22 280 formaliza¢gdes para a
aritmética elementar.

COROLARIC 1.9: O probklema da decisico para Z2 Cou Zi'_) &

insoldavel, ou seja, dadas todas sas frases declarativas de

Z2 Cou Zij Ce deste modo todas as afirmagfes posislvels

sobre a aritméticad n¥o exists um processo mecainico

(funcSes recursivas parciais, ou programe de computador?

que nos diga se cada afirmagio & verdadeira ou talsa.

Eztamos agora em condigSes de apresentar um dos resultados
mais importantes da matematica, o tecrema da incompletude de

Gddel para a aritmética faormal.

TEOREMA 1.10 {da incompletuds de Godel): Existe uma frase

declarativa A em Zi tal gque nem A nem -4 podem ser

demostrados a partir dos axioma de Z,'



=

‘o

Esboco da Prowva™: Fazemos correspoder a2 cada formula sm
21 W namero, chamado nuimera de Gidel, e enunsranos as
sentengas =m Zl. Com isso, operagdes ldégicas sobre dadas
sentengas seriam equi valentes a uma determinada furcac

recursiva primitiva scbre o zeu ndmero de Godel. Se enumerar mos
todas as demostracies possivelis concluimos que as sentengas
demostravels formam 2 imagem de uma fungdo recurslvas
primitivas.

Pelo teorema 1.8 existe uma fungfo cuja imagem nido e
recursiva. Com a auxilio de Ltal fungfo mostra-se gue se todas
as sentencas forem demostriveis teremos uma lnconsisténcia. Par
outre lado se quisermos que a aritmética seja consistente =nt3o
existirdo sentengas gue nio sHo demosiraveis.

Para detalhes da prova veja [22]).

1.7 MODELOS BOOLEANOS E FORCING.

Vejamos como obter a partir doz axiomas de ZF um universo
V¥, chamadc de Universo de Veor Neumwnon, que &€ um modelo paras

estes axiomas.

* A prova rigoresa desse tecrema pode ser encontrada ne artigo
origtnal de dGoedel [227; demostrocees menos detalhadas podermn
Ser vigtas em (oal e (35 Uspenski (523 faz uma prova beam
clara,mos detalhado, usando teorita da computacac =3 em f1]
temos um eshoco [=1s1 prova original de Goedel duma maneira

baslante acessivel,



DEFINIQ%Q 1.14: O universo V& a classe de conjuntos

U Y definide por indugfo pelo seguinte:

VO = O,
= Y ");
S ] o
Vo= U v . =z=e o é um ordinal limite.
o
7 <o a
0= modelos booleanos s3o construidos a  partir  desse

* B A . . 1
universo para um cutro ¥V, chamado de extensiEo booleana ds ¥,

definido por recursfo como:
VP = k0 Funlxd ~ Ran(xd = B ~ 3¢ < o CDomCx» & V_ D}

Yo {x : Ho (x & VB)}
o

onde B & uma Algebra boocleana completa Cuma dlgebra de RBoole &
completa se exizste um Inf o um Sup para tode o subconjunto
desza élgebral). Pode-se wver das definig¢Bes anteriores que se
B =2 = {O, 1} O Universo "_\{2 & o conjunto de todas as fungdes
caracteristicas de ¥V, o gque nos mostra gque deve exister uma
relagioc biunivoca enire os elementos de :\f_z = V. Alnda desta
definigio vemos gue os conjuntos em _\jB, também chamad--
conjuntos B-ualorados, =HEo fungdss gue
cujo dominio € um conjunto B-valorado.

Todas as sentengaz construidas e

: . ;B .
construidas em Vo . O que fazemos é

LB
B-valorado a estas sentencas em V. O g



agora €& que og valores verdade poderdo assumir qualgquer valor
. " , B

sobre B, isto &, |.{| sera um mapa de sentencas em Y& para B

Intuitivamente isso significa que estamos modi i cando o

encia de sentencas que

L
B8
o+

concelto de verdade permitindoe a exi
podem ser nem verdadeiras nem falsas, tendo seus valores
verdade situsdos em algo come  'quase verdadeiro®, Tguase
falso™, " igual probabilidade de se verdadeiro e falso” stce.

Definiremos agora como se relacionam os valores booleanos

[-{| de duas sentengas o e 7:

fo~cl=0el~1I
| =l =1}
Se Plxd & uma fdrmula tal gue o> | tenha sido

st . /B s
definida para todo u = V', definimos

o3x gl | = | ¢cud |

i <
£

onde W representa o SUupremo.

Lembrando das definiglfes de o «» 7, ¢ =+ T, T & & & SV A

em fungio de F, ~ e -1 obtemaos:

heveol=1lel~

fe-rl=10cl=]
oo =il e
| o2 | = A e
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onde a, h = B, a = b = a =2 b abreviam respectivamente

2% v b e Ca = b) A~ b = ad) e N representa o infims no
algebra.
Para “=" e “&" temos as regras
|2 =a | =1
fa=rf=F}pr=>]|
P#ca> |~ a=%21{=| & |

. e i re

Em colocando valores hoolsanos para as relagdes e e =
somos guiados pela idéia de funcio caracteristica, e damoz o

valor wverdade de x < v com uma funcfo yw(x) gque assume valores

sobre a algebra B, Com isso n8c dizemos mais se x & com certeza

um elemento de v 2 =im qual & a probabilidade dele ser. Temos

as seguintes definig@es para || x & v
=< e v || = v [yCwd ~ | a0 = w |}
W & Domitiy )
<=y = N ExCw) = § weay 1~ A EvCud = || u e x |2
WO Domix Y wo € Domty)?

Mesta interpretacio dos vwvalores verdade dizemos que o @&

verdadelira se o =seu valor booleano @ 1. A uma szentengca o

I8

. B oy ,B . .
verdadelira em ¥V DECT @Y emnos *y_|= o gque & lida como

< B
verdadeira em V.

TEOREMA 1.1i1i: Todos os axiomas do ci
1+ ordem juntamente com as regra

, B
verdadelras em ¥V
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TEOREMA 1.182: Todos os axiomas de ZFC s3o verdadeiros em

VP

As provas desses Leoremas € feita calculando-se o wvalor
verdade de cada axioma em EB. Tals demostragfes podem ser
enpcontradas em [03}, (16}, [32] ou [36].

Diferentes adlgebras booleanas s3c usadas para construlrmos
ns modelos; esses serfco usados para demonstirar a independéncia
de determinadas sentengas face a ZFC. Isto & feito da maneira
seguinte: digamos que A seja a sentenga que gueremos mostrar
ser 1indenpedente; construimos dois modelos EP ) Zn-tal CLiE  em
um A & vedade & no outro 1A € verdade.

Uma técnica muito usada para se fazer tal tipo de
demonstracsio € o forcing introduzido por Paul Cohen em 1863, O
fim dessa secio seri dedicadeo ac estudoe do Jorcing via modslos
booleanos & também ao estudo de algumas propriedades de
determi nados conjuntos em EF Cpara maiores detalhes veja 0321,
[181 ou [3231). Como uma aplicag¢g¥o do forcing mostraremos a
classica prova da independéncia da Hipélese do Continuo.

Nos paragrafos anteriores mencionamos existir uma relagio

. ‘ . 2 J
biuniveoca entre os elementos de ¥V 2 V. Ur mapa podia ser

definido entre esses dois model os relacionando oS sSeus
elementos. Pode-se mostrar a existéncia de um mapa similar Cque

em geral n3o & 1-1) dos slementos de V solve EB. Este mapa &

definido por recursdo como:

DEFINICAO 1.1%5: Para cada X <

<<
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®o= {<§_‘}, I — .\}

A

-~ 2
Temos associado a cada x = V um »; x € YV & como consequéncia

T

-~

x = Y_B pol s '\_-’_2 = '_\i“. Oz objetos de E{E da forma = s3o chamados
de objetos standord.

Com o gue temos podemnos estabelecr uma série de resul tados
gque nos serfo Uteis na demonsztragio da hipdtese do continpuo
(para isto seguiremos o texto de Doria [18610.

Sejam M e N dois modelos booleanos para um dado conjunto

de axiomas; "L_,,}: " @ a afirmagio ‘g & verdadeira no modelo L°.

PROPOSIGCED 1.13: Se yw & El entfo Ml w implica HNE . Se

p & Il entdo Nk e dimplica M @

DEFINICACG 1.16: Tolx) abrevia ¥y € x ¥z € X (y € 2 v y = =z
v z € vi: Trans(x) abrevia ¥v € x ¥z e v (z & x); Orddx

abrevia (TansC:x) ~ Tolx22>.

1

Tolx), Tans(x) & Ordix) se lém respectivamente como “"x e

totalmente ordenade', “x & transitivoe" e “x & um ordinal®. MNote
gque as delfini¢gBes anteriores formalizam < gque vem & ser  um
ordinal.

PROPOSICAO 1.14: Ordidx® se e somente se '_\{Blf Or dC X0 .

PROPOSICAD 1.18: | »x | = | v | & uma {érmula =,

Lord(x) abrevia [¥y = x dz & xx (y = =2 ~

[Jer¢

-

0 1.1

DEFINIC
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OrdCx21.

DEJF‘INI(;_'EQ 1.18: = = w ¢ Lordd>xd ~ ¥y & x (~LordCy)dd,

0

Seguindo as definigles anteriorss para Ordix) temos gue

Lordix) significa intuitivamente “"w & wum ordinal limite"” sendo
w o primeiro ordinal limite. Estas definigtes nos di¥o:
) e 5. -~ ~
FPEOPOSINEO 1.16: x = w, se e somente se ¥ R oo = w, o=@l

ES

- e P . . B -
FEQPOSI CAC 1. Fara todos os ordinais o, ¥ } 8 = Ro.
o L

[
~J

DEFINLQ%Q_ 1.19: Uma 4&lgebra bocleana satisfaz a ccc
Ccondigico da cadeia contavell se e somente =se toda a
anticadeia A € B ¢ uma anticadeia em B se a ~ kb = 0
para gquaisgquer dols elementos distintos de A nela e

contavel .

Com iste, uma Algebra B satizfaz a coco se todo o conjunto

disjunto de elementos nfo nulos de B & contavel.

PROPOSIGCED 1.18: Se B satisfaz a ccoc entio, para qualguer

oA, X, ¥V e W,

13 CardCod - V2L CardCo O,

(0D VOB R = e
o

e B - B

L4y | x | = I 3 l s W F | | = | v |;

onde Carddx) significa " & um cardinal'.



As  demonstrag@es das proposig@es anleriores podem ser

encontradas em (18] ou em [03]1.

Seja agora P <« B um conjunto fixo parcialmente ordenado.

DEFINICAD 1.20: Dois elementos p, g e P sEo ditos

compativeis, abreviadamente ComiCp, g0, se existe um r =

tal que ©r 2 p e r© = g.

P

DEFINICAQ 1.21: P é dito ser refinado se VYp,g € P (=g < p

» dp” = g (=ComCp, qg’h2>.

DEFINI{,;‘EQ 1.22: Um subconjunto ¥ de uma algebra de Boole
& denso se O & X e para cada O # b ¢ B existe um % «

tal gue x = b.

DEFINIQ_EQ 1.83: O par <B, =2> & um fecho booleano de
se:

2 B & uma &lgebra boeleana completa;

LED Vet &  um isomarfismo ordenado de P solre

subconjunto denso de B.

DEFINIQ"‘:%’Q 1.24: F & wuma base para B se & refinado o

<B, e & um echo booleano para P.

Sejam x, y conjuntos ndco wvazios e Clx,v) o conjunta

todos os mapeamentos com dominio finiteo em x & contradominio

Y.

L1

de

=441

Colocamos como relagio de ordem parcial em Clx,y> a inclusio



inversa 2, ista &, x = vy =e =

p e Clx,yd Conde vy £ o conjunto de

NCp> = = yx

{f

somente

S

N
R

todoes oz mapas

[

o

ot

)

de

- . - X . . -
Com isto temos que <{ROCy 2, N> & um fecho booleano e COx, vy uma

base para ROCYK:-‘.

Estamos aptos a definir o gue wvem a ser forgar uma
sentenga em um modelo booleano. Para uma sentenga o em B,
dizemos que p e P, onde P & uma base para B, forga o, escrito
come pfp o, se e somente se p = | o [. As principais

propriedades

TEOREMA 1.149:

Ze jam

. B -
formuala em ¥V Ent&o:

B .
o 2 T sentencas em Vo2 seja $Ox0

do foercing sio expressas no teorema seguinte:

)

LIma,

i) pf =e se e somente se —dHg = plgf o2;

i1d pf o ~ 1 se e somente se pf o e pf T

1itd plf o v T se e somente se Yq < p Ir = glrf o ou rf v

ivd pl o » v se e somente se Vq = plgf o » dr = qlrf r22;

v pl ¥x #(0x) se e somente ze Yu & EBCPHA GCud O

wid pi dx XD ze o somente se Yo = p dr £ g du e }{B
Cri @tudd;

VILD) para a = v, pl ¥Yx e a 7 ) se & somente se
¥x e alpl ¢C0D;

vitid para a = Y, pf dx e ;1 P =D se © somente ss
Vg = p dr = gix € alrj qb(i:jc));_

ix> | o | = 0 se e somente se - Hplpf oD

X0 | e | =1 se e somente se VYpip} o2



sy
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xi» ¥p Hg £ plagf o ou gl —ed;
xii{2 pit o implica —Cpf o)

111D Cg & p e pl od implica gf o

Yamos provar agora a independéncia da Hipdtese do Continuo

CCHY wvia modelos booleancos. A CH & a segulinte afirmagSc (para

, o . - N ,
uma discuszsdo detalhada wveja [£312: = oo = Ni, ou seja, o

primeiro cardinal depois de R & o continuo. A Hipoteze
o
Generalizada do Continuo (GCHD nos diz gue para todo o cardinal
P + + . ; :
K vale 2 = k onde k representa o cardinal imediatamente
maior gue k. Para demontrarmos a independéncia apresentaremos
um modelo no gual a CH € wviolada = outro ne qual ela & valida.

A nossa prova seri idéntica a8 dads por Bell [031, que por sua

ver em pouca modifica a de Cohen [07].

TEOREMA 1.20: Suponha  que x =~ R e zeja B =

woxw
) ct e
RoC2 2. Entiso

Prova: Antes precisamos de um lema.

. - . I .
Lema 1.21: Para cada conjuntce I, seja 2 o espago produto
onde a 2 € dado uma topologia discreta. Se | I l = Nw
entio
»

Prova do Lema 1.21: Veja Bell [002] pag. 59,



SIS

Com esse lema temos

N')
R = | B | s~ °
ot ot
No
mas pelo enunciado do teaorema N = 8N, o que aplicando na
[ Lo
desigualdade antericr resulta em | B | = B
. . B - - -
Com isto, lembrando dque oz objetos de Y SA0 funches
B-valoradas, obtemos
B,." Do N‘o
- YAl esy '
| Dom #7Cw2 | = | B e = R = R
o o
»
Lema 1.22: Fara qualguer u = ¥ podemos  encontrar um
. . ;)
f =V ital que
/B R y - -~ .
YR FunCtd ~ DomCf) = DomCud~ A~ u & RanCfD
e
. B
VioE L ou | £ ] Domfud~ |
Prova do Lema 1.22: Veja Bell [02] pag. 45.
Aplicando esse lema ao resultado anterior temos
B B
/ 2 G =
i-_- i F I | , N{M
- . B e
Como B satisfaz a coo temos W k [ o = N;; pela proposigio
Lo

1.18, o que nos da
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»
B : o
Vi | wCwd | o= 2 = N-
a4
~ B N ) . . o
Definamos para cada 1 & o um U s ¥ por DomCua 20 o= DomCo o
[ 12 - [N 0
e
X
L ) . x I .
u = 4 e 2 ;o fln,e2 = 1t
L
v o | = A [u Cn> » | new | =1
o2 (8] LaT 5] 1> 5]
O
Seja P o= C(mox w , & uma base para B, Fara p s P
o
plF n o= ou =2 & sonente se  pln, el = 1
22
o nos u se e somente se pln,w> = 0
= w4 w e p Ay, entdic |u =u | =0
1 ]

Lema 1.232: Ze i,

Frova do lema 1.283%: Suponhas que seja Falso. Entdo sxiste
g, w <o, o v tal gque p e P e plu = u
= = i

22
E> (; , ‘
n e o, e <n.f>» & DomCpd, & < W
p’ = p L A, Er,1> b u {00 }
o S neu ~n z u o, entdc p’f u # o Desde que p’° = p
- > L =
e plku = u obtemos  p’f u = u o que pelo teorema 1.19
% v % e .

ndo & possiwvel, resultando numa contradicdo.

~ . - B
Def'inamos § e V COmo



1
|
3
i
1

Como | u = u [ = 0 para p = v entdo
ViEr e 11

mas como B satisfaz a cco

Yl R

o

2 temos

) o~
Vi k£ & un mapa 1-1 de o em Plwd
o

B o
o que resulta em VoE R 2B
o

Como temnos EBF = = R isto completa a demonstragdEo

teorema 1.20.
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~ CAPITULO 2 -
TEORIA ERGODICA: ENTROPIA E FUNCOES EXPONENCIAIS

2.1 INTRODUCAO:

E comum, em Fisica, tentarmos  aproximar determinadas
equagBies de movimento por outras gue sejam mais facilmente
tratiaveis pela analise padrZoc. Assim, se temos uma delerminada
lei dinadmica, exper lment amos aproxima-la por outra ez
comportada. Infelizmente este tipo de procedimento nem sempre
funciona, poi s, na Natureza, podemoas encontrar al gumas
situagdles em gue, com uma peguena nudanga na dindmica,
modificamos em nuito o comportamento do sistema.

Noz dlitimes anos o papel gue os sistemas turbulentos ou
cadticos tinham aumentou consideravelmente na Fisica, crescendo
em particular o interesse nagqueles cujo movimento fosse regido
pelo azar, isto &, por probabilidades.

Imaginemos uma experiéncia em gque medimos a temperatura de
uma amostira a cada cinco minutos. Umn possivel resultadoe para

esta experiéncia € mostrado na tabela abailxo:



.0 - . A ,
Temperatura ¢ KX 7 Tempo € x 8 min. 2

4. 20 -1

4. 21 O

4. 20 1

4.1 o

4. 22 =
Podemos representar este resul tado por uma sequéncla
C...,4.20,4.21,4. 20, 4.1a0,4.282,...2, onde a cada nUmer o

corresponds uma temperatura num dado instante; por exemplo, se
4,20 & a temperatura em t = -8 min., 4.2% & a temperatura =m L
= 0 min. e assim por diante.

Po mesmo modo, podemos imaginar experiéncias similares em
que controlamos um determinadoe paranetroe (medidad em fungfo do
tempo. Suponhamos, de uma maneira mals geral, e esse
parameiro assﬁma valores sobre um conjunto pré-sstabelecido o =
{po,pi,pz,...,prﬂ}u Uma experiéncia poderd ser representada
por uma sequéncia bi~infinita de elemsentics de p do do tipo o =
oL, W W S S 2, ond= w, = o & o resul tado da.

experigéncia no instante t (o usc de uma sequéncia desse Lipo
L

implica num tempo de experigncia gque se prolonga infimitamente

i

tanto para © futuro quanto para o passado; fisicamente isso

13 o
impossivel de ser realizado, mas matematicamente esta hipdtese

* - . . . . L
e possivel allernaliva, seria = uso de nuUmeros hiperfinitos,

tomoades num modelo noo-standard para a aritmétlico.



& cruciald. As sequéncias desta forma chamaremos de Trajetdrias
Simbblicas.
O objetive da Teoria Ergddica (T.E.2 & o estude de

trajetérias simbdlicas cujos "y evol uem Sezftnco leis

probabilisticas e, por isso, centralizaremos nossa atengdo
sobre os Ezpacos de Medida,

Seja (X,38,u) um espacgo de probabilidades (para uma revisio
da teoria de medidas veja [19] ou [27]; o gue necessitamos pode
ser encontrade no Cap., O do livro de Mafe (3510, onde X & o

conjunto de todas as Lrajetdrias simbdlicas admissivels e F e

uma c—algebra sobre X, usualmente gerada pelos hboreleanocs. Seja

T : X = X wna transformagio gue leva objeltos de X sobre =le
Y ~1

mesmo. T & mensuravel se A « B implica que T A = {co: T = A

} = EB. T preserva a medida se ,Lz{T"iA) = pCA2 para todo o A

pertencente a c-algebra B.

Na Teoria EBrgddica estudamos as tranformagdes T que
preservam a medida. A motivacEo para isto ¢ dada pelo
de Liouville lem Mecanica Estatistica™ mas podemos ver a sua
necessidade se qgueremos estudar processos cuja passagem  do
tempo, representada  pela aplicagice de T, nEo  altera as
probabilidades para gque determinado valor seja medido,

Definiremos um conjuntoe A como sendo como sendo invariante

se T A = A

*Esta, ligacao W e de equiprocbabilizarmos o espaco ds fase, em
Mecanica Estatistica Classica, oul o espaco de Hilbert, T
Mecanica Esctolistiica fiantica, guando usamos o Enzemble
Microcanonico. Para esta canexao veja por examplo [O2]1, [(z2e) o

(543.
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DEF’_I_NI(;EQ_ .1 (el Zero-Umnd: Uma btransformacdao T & dita

ergobdice se cada conjunto invariante em £ tem ou medida

nula ou um,

De posse de todas estas definigefes preliminares, vejamo=s

um exemplo conhscido como shifls ou deslocamentos de Bernoulll .

2.2 SHIFTS DE BERNOULLT.

Seja £ um conjunto definido coma na segdo anlerior.

Atribuimos a cads elemento o de o umn peso p tal gque pzx 0 =
1 L L

-
3

}:p_L = 1. O ezpago pL, onde £ = {...,"8,*1,0,1,8,...} e o

conjunta dos inteiros, & o espago de todas as =sequénclas

bi-infinitas de simbolos de o possivels. Zeja ainda x X o= o,
onde agui consideramos X = p’, uma funcio gque nos di o valor da
n-ésima coordeénada de uma seqguéncia o « X, ou se=jia, xﬁ('_w) =W
e p. A o—&lgebvya & ¢ gerada pela 3lgebra consistida dos

conjuntos cilindricos Cou simnplesmente cilindros

{ oo :>cl(jco)=~il, n £l <n -+ ko }

onds il = . A medida 4, definida schre o= elementos  da
o—algebra R, 2 dada em fungio dos pesos (cu probabllidades> p

dos =lementos de p como:

M 4w ¥ Ced=i , n =1 < n +k b=



[N <} P =
1 L ™
™ it T4 k-1
LA S §
= I ¢
L=n pi,
1
o 3 . Z Z - o . o
Seja agora T p = 0 uma tranformagio do tipo shifi”™

determinada pela eguacioc:

w CTCedd = x (el

™ Ti+1
Esta tranformacic obviamente pressrva a medida ¢ determinada
anteriormente. T, definida como acima, £ conhecida como Shi i
de Bernoulli: se temos n elementos em p com probabilidade P
O£ 1 £ n-l, o shift de Bernoulli correspondente & denotado por
BCpO,...,pn_EL Com isto ROL.2,1-20 modela, por exemplo, uma

experiéncia tipo cara—coroa.

' >
£.3 O TEOREMA ERGODICO.

Apresentaremos nessa secio uma das nmuitas maneiras CLO41,

i

[21l, [35) ou [421) de demonstrarmos o Teorema Ergddico T E.
Devide a sua grande importidncia tanto na Fisilca quanto na
Matemitica (veja Mackey {291 ou Tolman 148102, r esol vemos

dedicar toda essa segio ao T.E. .

Existem varios enunciados diferentes para o Teorema
* ghift em portugues significo, deslocomento & seguindo a
tradicac da Literatura especlalizada brasileira manteremos et

palavra em ingles no texto.



Ergddico, © a forma gue apresentaremos aqul € conhecida como
Teorema Ergddico de RBirkhoff C[0812; a nossa demonstragic segue

as provas dadas por MaRe [35)] e Petersen [42]).

TEOREMA =1 C(Teorema Eroddico de Birkhoeff): Sefa CX, R, 2
um espago de probabilidade, T: X = ¥ umsa transformagio gue

. - 1. . . o
preserva a medida e {7 < L7CY,R,00. EntHEo
=4

; - - P - :
12 fim Ctond LFACT 30 = ) existe em . t.p.
]
r k=0
2) FCTxY = (=) em . b.p.g
D F el ede rfate |F= |r}
1 1,
43 Ze A <= E com Tqﬁ = A, entdio
f f.odu = f f.du :
A A
n—1 i _ 1
By 1-m> 3, £ T -+ f em L
=0
Cg.t.p & a abreviatura de "guase todos os pontes™, isto &, =a

menos de um conjunto de medida muala. D
FProva do Teorema 2.1: Antes, precisamo=s de um Lema,

Lbema 2.8 (Teorema Lrgddico Maximald: Seja 0 oe LOX2 e

definamos

i) .
ECED = { x: sup X fCTCx) > 0}

SEal») j=1n
Ent3o:

[ fodp =2 O
JEdH

Prova do Lema 2.2: Veia Mahié [35] pag. 120.
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Desse Lema cobtemos o

Corolario =.3: 2= A < ECL2 pertenca a o-algebra

TAY = A, ent¥o

LY
ki
(
"

ok

Prova do Coroclario: Veja Mafié [351 payg. 118,

Voltemos 2 prova do Teorema.

1) Como f e L'cx> podemnos definir

™

E'Cfd = {x : fim sup Cl/n+id B £CT'GOY >
)
o h j:()
=4
n .
ETCE) = 4% : fim inf Clon+id T rOTOOD <
o ™ > | .
i=o
Das definicBes obtemos
E'Cfy = ECf — o
ot O
EToe) = B €D
o —K
Temos gque
I £ odp = l CF — o dp ¢+ ol mCETCEDD
+ + N
E (> S E)
oK L=
= J CF = o dp 4+ oo uCE CFDD
+ 4
E {f—ex>

oy

oAb

L~



gue resulta em

J X Cf - O dpe = O
E (f-ce)
o
pelo corolaric anterior & pelo fato de gue T_ifCEJJ;Cf‘ - 23> <
[}
+ . - -
EO(,f - o = E!;U:‘ - o2 < ECf - wd. Usando eztes resultados

podemos ver gue

[ £ ody = ool ptETCEID
+ o
£ fy

4

(=4

&
o

e A e R estsd contide em ECE) e T CAD A ent3ec
L%

[ fodu 20 ot pCAD £ 3¢y
4oa

i i = [ £, du = . . > ol pCE™D
polis JA o JA £, di fE dox s f x, cp o pCE
= o pCAD . .
Como E Cf> = EC-f), temos de (D que se [ = L*exy, A e &

ox ot

esta contido em E;Cf) e matisfaz T WCAY = A entdo

[ X, 94 = £3. A
Ja
Dezzsa equacio & de (), s o > 7 temos
HCE CED 1 ELCfI> = O
o fe

fazendo-se A = FE Cf) mn E (f).
o
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Se pegamos uma seguéncia o , n = 1 densa em R rezsulta que
o g 1

™
gl ) T .
T FET 0D L fc T
, ' . 1= P . O .
¥ o £dm inf > £ int :
{ r'--*g? n rn +1 }\:l-i-;g’} th no o+ 1 }
= U E° > m ET orfD
(=4 o
LU n m
T m
Como  vimos ,u[ i} BT ory m B CI“:)] = 0; entfo o limite
o £
2 e el ,(‘m
™ m
g nod ‘
fim = ¥ £CTICaD
o n .
i=o
converge em o. L. p.;
=0
_ 1 n—1 .
FCTCxD = £im = ¥ 1CTCo0> =
™ o I
=q
1 kal
= fim [— b FCTC DY ~ = f‘C:(')] =
n-* o I't
1=0
ial
n + i i R - o R
= J - 2 - i — x> =
r}ia}’ Tt n + 1 E feeo #*?g} In
1=0
—_ & 1 . - j— -. _ P -
= fiq — YO CT DD = kD q- L. p.
n-—+ o i+ .
j=o
=22
n-—1 n—1
1 i . i . kK
p— {w. —
k=0 k=0
g temos
n-1
= , . 1 ke :
f £ ] de = £ém inf f — L | rcTosad dp =
g 1
X b4 K=
= J | T | de <



o

ent.iIo

5 Provaremos antes a parle 53 do tecrema para depois Lirarmos
43 como um corolario.

Temos gue mostrar que

{ -1 k _ LAl e
I = Y o7 - F ||1 = | = L ofeT - geT2 ||1 +
k=a k=0
1 m—-1 I . . -
A = gel” =g |+ g -1 |,
k=0
Pelo ftem 30 N a - f "1 = | g - H1 e pode ser

arbitrariamente aproximada escolhendo-se um g apropriado. Da

mesma maneira, o primeiro termo também € menor ou  igual  a
£ -ga ||1 Uma vez sendo g fixo ¢ segundo termo se aproxima de

zero quando n o+ ® o gue prova o item 52,

4D Para provar 4> temos

=a
1 "t k - . K =
= J ‘ — feT - t I e = “ — ¥ T - f “ -+ O
A h k=0 k=0 t

o gltimo limite vindo do item DD
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2.4 ENTROPIA.

Un dos conceitos mais interessantes €& o de niropia,
aparecendo com destaque em diferentes dreas da Fisica = da
Matemitica, introduzida na tecria ergddica em 1058 por
Kolmogorov, a partir de idéias de Nyguest e Shannon em teoria
da informac;ﬁo. Usando—a, Kolmogorov e Sinal mostraram Jgquse oS
shifts de Bernoulli ®RI1-.2,1-.8) e R(01.3,1.3,1-30 ndo eram
equi valentes, i. e., ndo modelavam o mesmo experimento.

A pergunta gque eles fizeram foi: dada wma tranformagdo T
gque preserva a medida em (X, &, pd = T uma t.p.m. em X, #E, o,
s%0 T e T isamorfas, no sentidoe de repressntarem a mEsma
experiéncia?

Para responder mos a essa questio, precisanos antes

definir, de uma maneira precisa, o gque ¢ um isomorfismo entre

dolis sistema.

DEF’INIQ}}ZQ e.2 Seja }(D = K = go = B, conjuntos de

~r
hYs

medida 1. Se existe um mapsamento g de= LI sobre }{L_ o As
.
propriedades:

1) ¢ & 1-1;

20 e A« XO e A = pA, entido A & B =e e somente se
= E"t\l""; nesse caso  HCAY = ;{C A :
—~ e o A ~
3 e temos X o T X e < T4 entdEo
e o o] 0

¢l = "}'qu
vale para qualgquer o em X

*

5 i - 5 - - A o .
ent3o dizemos gque (.F{O,UES,,u,T) = (.Qﬁ,-ﬁ'*",p,i) s30 isomorfos.
LR
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Para provarmos que duas tranformacBes nic s8o isomorfas,
Lteriamos gue construir todos os mapeamentos possiveis entre um
espago e o outrao, e depols mostrar gue esses mnapas  nEo
satisfazem as condigdes da definigfo anterior. Obwviamente este
& umn trabalho penoso, algumas vezes  impossivel de ser
realizado.

Este problema pode ser contornado usando-se o conceito de

o
invariante, Suponhamos gue T seja iscomorfa a1 segunda
g - , . , ~
C Xo ’ .QO L2, Ze T tem uma determinada propriedade e, por isso, |
também a tem cobrigatoriamente, entio esta propriedade & um

invariante., Como um exemplo Ltemos o mixing Cuma L.p.m. € mixing

se 1{,"5;4;?, HCA M T "BD = HCAD P CBDD., S T = T =%o isomorfas e se T
& mixing entio T também &. A reciproca nd3o €& verdadeira, ou
seja, T e T serem mixing nIc implica gue bLambém sejam
isomorfas. Um cutro exemplo de invariante € a ergodicidade.

Dentre os invariantes os mais interessantes estico agqueles
ditos completés. Un invariante & completo se dois sistemas que
tém ssse mesmo invariante forem obrigatoriamente isomnorfos. Foi
com o intuito de procurar invariantes completos que Kol mogorov
introduziu a entropia, mostrando que BCL 2,130 =
RBC1-3,1-2,1.-3) nio sic isomorfos.

Antes de defipirmos entropia vejamos algumas definigles

preliminares.

DEF’INIQ‘:EQ_ 2.3 Uma subldlgebra o-finitae (ou =simplesmente
o-Ffintital de B & um conjunto X, tal gue X pode ser escrito

como uma unifo enumeravel X = UA e tal gque wCAD < m
. n r

==



. @ 8 o

para tedo o n e A = B

S 2

1413
B
i

- T - . R
DEFINICAQ 2. 4: {Aj,_ oA b & ume Brdecomposigac d
. n
uma colecfo finita e disjunta de elementos de B cuja unido
& ¥. Os elementos A S50 chamados de diomes.
v
Qualguer o—finits vem de uma B-decomposigio. Seja & uma

subidlgebra o—finitas de & 4 entropia de & & definida por

HC 522 = - HMCAY log pCAD
A sE

%

onde os elementos A ¢ & sXo os Atomos de uma w-decomposigio.

A entropia de um o-finito o relativa 3 transformagdo T e

n—-1

i -k -
e, T = fi. . i ke
tim sUp o HCO , T #
k=0
n— 1% rn—1 -
onde v . denota a o—Algebra gerada por L T Tt
k=0 k=0
T " = {T*HA A = aﬂ'}. Com isto podemos definir a entropia de T
COomo
FOTD = sup ~hig, 1D

onde o supremo € tomado em relagfc a todos os g-Uinites & de &
Listaremos algumas das principais propriedades de HO#D e
R, T) (as demonstragSes podem ser encontradas em Billingsley

[04] pags. 77 — 842 mas antes definamos um conceito auxiliar

chamado entreopia condicteonal de & dado &R, sende # = B
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subdlgebras o-finitas de B, como:

HOsf b By = 3 pCBDY 3 C —pCAIBY log CuCA|BIDD =
B A
= -~ 5L pCA M B log pCA|BD
A, B
onde wlCAIBY = uCA M Bl (B>, a soma & feita sobre oz atomos

de & & B o onde suprimimos gqualguer itermoe envelvendo um atomo

de medida nula.

Propriedades de HCeD < HCW | &

H1) H(sf v RB|E> = HO}RD + HCSBl.sﬂ ~ 8D

HCs ~ BD = HC#) + H(::B|Jd:l

Ha HC&?I%) < HCER | B se o < R
HC iy < HCED se A < B
H=D HC ﬁflglj = HC Jliflfgj se € o R

HOA |8 < HCsD

H4Y HCo v BB £ HCH|Ed + HOB|®D
HC ~ B) £ HCwD + HOED

oy

Wi S

HS>  HCT | T8 = How

HCT Yed = HCwm

Propriedades de hCs, 1)

=1 .
Bhi> Alsf, T = £im HCAF Tl

=+ O VV
=1

ho RO, T2 = hCXE, TO se & < &



h3D2

h4o

h5D

cCom

ne oy, T e, TTh = koA, TD , ko2 4
i=o

PCsF, T = ACR, TH + l-lf,';ﬂ'|:8)

Demonstraremos wum importante teorema gque relaciona ACTD

hCsd, To.

TEOREMA 2.4 (de Kolmogorov-Sinaid: Se T & inversivel e
v T = B, entio ACTIY = Als, TX,

n=- o

Prova: Temos gque mostrar gue para qualguer subalgebra & de

B wvale ACEB, T2 = R, T2 pois entio AL, T = sup ACK, TO =

&
RCTD.
n L
Seja = , TW; resulta de h3» gue
™ K = en
RCsr , 1O = RCa, TD
™
e por hB>
hCR, T < hiw , TO + HC:8|.:~1¢I! = AU, T> + HUCR ._04'»:)
n ™ Y
E suficiente mostrar gue &w}}m HCE e D = O, Para is=so
b o3 ial

precisamos de um lema.

Lema £.5: Suponha gque a Algebra finila o & contida na

o—algebra gerada por 38). Ent3e, para gqualguer g > O
L
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existe uma subilgebra finita B de B tal que HOL[#ED < &,
0

Prova do Lema: Veja Billingsley [04] pag. 80,

Se :80 = |J = entFo }J-O gera B Pelo Lema 2.5, para
v
Lal '
qual quer e » 0O, existe uma subidlgsbra finita & de & tal gue
£
HC:8|‘8) < &£, 8 fica em algum «f ; se n = n_
n

L83

HCE|w D < HCRB|g_ 2 < HCB|® < «
m Y‘!O

o gue termina a demonsiragdo.

Ve jamos como essas deflinicles podem, ser usadas num shijft

de Bernoulli Vi34 e RS = 131 . Suponhamos e nossa
n-
—

. , ) 1 &z .
trajetdria =simbdlica @ assuma valores em p = ainda gque nossa

z z

transformagio’ de shift seja o o = o . E facil ver gue a
entropia ¢ dada por
-4
H = - p. loga p.
1 i
i=zo

que & justamente & calculada por Zhannon wvia Teoria da
Informagio {481, Isto justifica a interpretagsco de que a
entropia € a medida da informaegdo ou da aleatoriedade com gue
os pontos de ¥ s3o movidos por T.

Como dissemos anteriormente, a entropia ¢ um invariante,

mas ndo ¢ completa. Ela € na verdade um invariante para o que



se chama de iscmorfismo fraceo, sendeo duas transformagBies com a
mesma entropia  fracamente isomorfas Cpara um  exemnplo de

tais sistemas veija (4312, ou seja, homeomorfas modulo zero,

2.3 O TEOREMA DE SHANNON-MUMILLAN-BREIMAN.

Nessa seclo demonstraremos um resultado fundamental em
teoria ergddica, obtide em diferentes graus de generalizagdo
por C. Shannon 19482, B, McMillan 1982 e L. PBreiman 1997,
conhecido como Teorema de Shannon—McMillan—Breiman, que nos diz
gque, se temos um tempo suficientemente longo, a guantidade
média de informagZo por simbelo converge para a entropia da
fonte,

A demonstrag3o resulta do teorems ergddico mais o da
convergéncia para probabilidades condicionais, entnciado

abal xo.

TEOREMA =. B Cda convergéenclia pAra probabilidades

condicionais): Suponha qus §1 o §2 <L e gue g =

oo

v 9 - Entic, para qualguer x integriavel nds temos (Ccom
ig]

n=4

E{x|g¢} denotando o wvalor esperado de x com respeito a § e

4{M, 8} a probabilidade condicicnal de M com rela;iola A7

Lim Efx|B} = E{x“ﬁ} ag.t. p.

o

e para qualquer M e R temos



Lo g b = wdm|sd S

Frova: Veija Billingsley [041 pag. 116,

TEOREMA 2.7 (Shanmnon—-McMillan—-Breimanl: e T & um shift?

ergdadico entZo

. 1 - .

fim 4 - = log px Cwd,...,x  Cwddp = ACTD g.t.p

Al -] n b -1

Prova: Seguiremos estritamente a demonstragdo dada por

Billingsley (041 pag. 129

Consideremos as fungfes

a Cwd = — log pCx Cwdl
o = O
RO Cowd, ... ,x Cwd,x Cwdd
T = -~ log i, ks °
i EC ]Cs;o'_‘-*,.,.,x 1Cm))
ke _
] pCx Cwd, o0, Cwd,i2
f{u - - lOC} —H -1
k. = U kCco),._.,ijr_oDD

\ﬁ}a o valor de fx{¥} no ponto w, £ =

note gue, sendo p{x

- log “{“’(‘0 = _'1“:»(_]<,_. . ’x_,_},.,'

B2%

Temos Jdue

n-—-i
1 " 1 _ . n-1 '
— el = - ) o + o) =
n k?o gk{_—l o n {gor”{'“ M gitT(D N gr.—1CT “ }
1 P . CTead xOC Tw2D
= = - D - - = -
= Log pnC =g w3 log YR j E T

MO € Ty 3¢ . T2, x ¢ T 00

- leg 2 2
RO x ZCT W), X 1CT WD



n-1 . I ates N
MCs T Tl , ¥ O o
1 e i—m O
- = log ———— e =
n N
120 2 T W, ,x CT w2
1-n i

. CTewd,x CTwdd
-4 o

= —_ l " ” . .
cd H Xo{ w22 O . CTwd >

- A . | -1 .
i T co),...,x)(T o D
m [4

- . b | LTS
;.z(xi CT w3, ... ,xj(l" w2
=¥ 5

Como T &€ um shifi ergddico temos que

1 n-4i e 1 ,u(x_Cco',‘i,xi(fu.Of')
C - - [# )]
= L gflTwy = - = ¢ log MO Ced D s
n k 1 0 Pl Cowd D
k=0 O
MO Cwd, . 0. ,x (AR
s} -1
W T, ... ,x Cean
H [s] T -2
ent3o
—1 ” 1
— . e = = L Joglx Cwd, ... ,: Cw2D
~ kE gkCT 8 = 1ogl \(0(_( x Lo
=18
Pelo tecrema 2.6, ,u/{xo =i f Koo ,}(_1} converge
3. X o= N S ; Mas
q.t.p para pix, =i | D .
L LD . o . 4o -
£ = ~ log p{ x, =1 li SRS }w, ent¥o, pela
; : - o [£9]
continuidade da {fungdo log, f}f converge o. L.p.; desde qgue
s .o ) .
Cw) coincide com £ Cw) ne cilindro woo X Twd o= 1y, o
g]r k [}

limite



existe . L. p..
Mostraremos gue (Cusandeo a notagdo E<f> = f fluwpCder =

§ fdp., c.f. Billingsley?

E{sup gkaD} < 4w

]
17

k
que resulta em glw) ser integravel e finita em guase Lodos
pontos. e
= . e S R )
E {e Mzt g Qe = X < gkCco,}
1< i<k
ent3o
= - ; e - - A
HCE D = ZZM({,\ = 1P ED = :,uc{xo : l}-ﬁPZ: H
1A 1
‘13 (LY . Ll . 119
onde F;L = {co : ma FCLy £ A < ;L Ceo } Mas F';{1
1< jak : ;
Yoo, ... . , =entdo

o-algebra gerada por .

) , EPSTIN . o
y({xo =1} nm }"k b= JF“" ;_z{xg =i | HK v ,x_i} dpCw? =
k
1 PCwy B N
=J L= x pldw = e "‘.,uCF‘n_“_!
S k
ke

(i , , ;o
F zendo disjunto para diferentes k,



onde r & o tamanho de oo Ent3o

pfw @ sup g, Lwd > Yy = re
. .

onde resulta gue

E{sup g, Cwd bt
¥ )

Com isto g & integridvel e podemos integrar o limite E{g} =

n-d
i . .- i k
L B . = . - — U 7 RO () ) = - T =3
}é’kg {gk} Como — O Cow x L - = g, CT w
k=0
J‘ , FCTwy pCded = j FCwd el dad temons
T A
"y [RRat: | .
- — MR 3 — ST D o= CTo
E{g} ﬁj‘;g} E.{ = v g, T w } RCTD
k=0
Obtemos
ri—-4 n—-i1 n-4
1 ke i ke 1 - e Lk
— - N = — o 2 = C o) BENS i
= 5 gkCT o) - Y o olTw = gkC’I € aCT ¢
k= k=0
O teorema 2.1 implica gue
1 "2 K
Lim — ) af T ad = Edal = AU qg. t.p. € %%
=

has 5 - o — « S e
Se G‘N(C\_J SUPL gkCcs) gCeol » =ehtio



-4
o - - e - -
fim =sup | o Y (ngT A glTwd> | <
k=0
1 n-1 "
- 3 — gl <
T{igz sup = » | gk('I W g CT WD =
k=a
q fr—1 ]
£ TuUR — 3 e = E{G .
Zim sup = kﬂ G T E{bN}— aq.t.p
-0

-

Mas GNCco) converge a zera sm d.t.p. e & domonada pela fungio
glw) + sup, gka), = Lemos Hm,N E.{GN} = . Ept¥o combinando

C*¥) com (x> implica

i o .
fim — g, (T wd = ARUTD q.t.p
mee I Tk
k=0
t not K
Mas Como vipos antes, = ¥ gkC T D =
! ¥=n
1 - . -
- = loglx Cwd,...,x Cwll < gque rezsulta em
n O n—4
Lim { L log plx Cwd, ..., X% C@JIJ)} =  R{TD g. t.p.
3o g1 - L] -4
que era o gue gueriamos demonsirar.
Como uma consequéncl a do Teorema anterior temos a

propriedade de Equipartigdo da Entropia.

Corolario 2.2 (Propriedade de Equiparti¢do da Epntropiad:
Seja T um shift ergddico com entropia & Entao para

gual guer g 2 0 existe um inteiro positive bc(.z;) tal que
: )
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- - s & - . ,
se b = b')CE') ent3o o se decompde em dois conjuntos & e

£ tal que

: HCuUd = ;J{Cxi,. . ,xb) = Jf} < &
usst
e tal que
“bthvsy - - -bth-&
e TMEr plul = pl{txi,...,xo} = u} < e hme
para qualgquer b-~upla u em €.
Frova: Desde que £im { - b px Cawd, .o ,x  Cudd b = A,
Y1+ @ )] Cr =1

convergéncia deste limite também ccorre na medida,

para cada £ > Q existe um bo tal que b = }:30 implica qgue
(14 ]}—Ju(:x, X 2 - h 2 et s
b -1
Seja # as b-uplas U para gual
- L log pCu> - h | < =
& >

. =) g
e seja £ o complemento de H em p. Dal vemos gus X e
o qgue completa

satisfazem as condig¢des dadas no corolirio,

prova,

ou seja,

a



2.6 ENTROPIA E FUNG%ES EXPONENCIALS,

Nessa segdo obteremos, como uma consequéncia do corolario
2.8, una relagio entre a entropia de um sistema @ o crescimento
do seu nimero de drbitas.

Aqui tude acontecera dentro de uma classe de aobjietos que
servem como um medelo para  ZFC. Seja o conjunto s =
{0,1,8,...,5—1} < w3 Consideraremos ag trajetdrias simbdlicas

A

Iz , .
w pertencentes a s . © conjunto de todos os mapas tobtais de ¥y

r \'>/ I3 i S 4
en X sera [x71 =, © de todos os mapas com dominio finito
Cly,x>. Uma &rhita serd um slemento @, € [z 1 tal gue se G <
CCZ,sd> & um filtro e U5 ¢ un mapa total entZo o_ = UG, note
G

que os cilindros s5o elementos de Clx, yv3.

Dado um mergulho

. Z
N CC2,s8) =2 s
. . ] £
poe CCZ,80 » NCpd = {a e Is7] @ p < oa}
. - , Z
nés tomaremos NCOp2 como uma base para a topologia de [=71. O
que temos gue fazer agora & definir wuma medida scobre os

£ . — . o ) o
elementos de [= 1 que s8o as nossas trajetdrias simbélicas.

Denotemos por o o conjunto seguinte:
& .
a = da e ls" ] a0 = 5 < s}

onde ol0O3 = &, ©omo definide na sec¢io 2.1. Impomos para o as

seguinte restricfes:
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HMOUNCR2D = O

L opCad =1

s €& =5
ct

que caracterizam y como uma probabilidade. Temos ainda que para

uma colegZo contavel P = p Conde a ordenagio @ [feita segundo
1

a inclusfo inversal, tal que p 41 p, (para 1 & j, p e p. s5o
r 1 L ]

incompativeis>, que implica NCpiﬁ! M NCpD = @&, = também gque
. 1

¥ NCp_L) = NCp2, teremos:

CNCRY Y = 5 LCHC R D0
15

todos 1
Finalmente, seja p + Ck2, com p e CZ,52 e k e £, denotando
o elemento de CLZ.32 cujo dominio fol deslocadoe por k, ou seja,

BomCp + (k2> = {n + koo oe Dom(ip)} = Cp + (kdDCL + k2 =

pCid. Temos como conseqgueEncia gue
LCNCp + Ck2DD = piMCp22

e o gue temos ¢ um shift estacioniaric, come o de Bernoulli.

Nos limitaremos a2 shiftls como esses, com a propriedade extra de

serem ergodicos.
o L:)D
. \ . o o , .
Consideremos uma trajetdria o e [ = 1 e seja B < s i

tal que HCB2 = 1 seja também o o segmento inicial, com n
™
simbolos, de o Cou =eja, se ot = CO,1,1,C0,0,1.0,...2,
o, = (0,1,122 & B o conjunto de todeos os o FBC nt e a fungdo
™ ™

F : o = definida por F Cnd = | B |. Uma propriedade
B o) o B n



imediata dessa Mungifo & F {n> = F‘BCn + 12, Com issao podemos

definir a entropia de B , c.f. seg3oc £.4, como:
T

HC Brl‘-' = - 1 LONCo D0 log pulHCa 2D
1 ” e on ™ 12
o] sl
onde o = o W, s, Disto temos a entropia de
1

Ehannon—-Kol mogorov-Sinai, dada por:

O rezultade que anunciamos anteriormente &€ o seguinte:

Seja <(B,r> um processo ergadico estaciconiric definido como

anteriormente. Seja £ 02 O um  numeroc  real positi v

denotaremos por <% g, dadas fungties f e g definidas de @y

em w  ou k, se e somente se Hizste um n & w tal gque para
o o

tode no < 1 fCnY < gfny. Entzo,

FROPOSICAED 2.9: hi{(B,u>) = O se e somente se para todo

e > 0O, [B

Prova: Provemos primeiro que a condigio € suficiente T2,

Se hU<B,p>»2> = ¢ ent3do, para todo o e > 0, dado um n,
al

- = x MCet D log ol D < e, o e B Ca & o segmento
todos n ial ™ A8l ™ A&
Lang - o) <5

T

inicial com n simbolos das trajetdérias de B3

Como sabemos, a nedida equiproviavel maximiza a entropia, e

para todas as medidas scbre B vale
2]



1 . _ } 1 . .
- 4C e D 1o oo = = log F Cno
n > H&- < e E N E B

todos o
™

Consideremeos o caso da medida egquiprovavel, posto que esse

caso implica nas outras situacSes. Com isto temos

= n r

ou seja

. I P .
log CF Cn22 Ty &
B m
o gue implica =m
(£ In
- Y - . .
Fnd < 2 ! Ccom log na base &)
para todo o n.
Ce2
£
Feguemos FBChD < 2", no> ns nos bemos
1 - b -
— log fCnd < & para todo o n
I ™
na gual, comne a medida equiprovavel H, majora todas as

entropias, significa dque

O = hCB, 0 = hCB,,L_fOD = 0

Seja (B,2 um shift ergddico. Pelo corclarioc 2.8, para h =

O temos gue



n e 2 € &
o &= "
2] Lol
—-&h
O < a2 £ 2
™
o e 9

—ETN —&
pC® D < jae | 2 = fCnd B
™ ™
Como fin) & subexponsncial para o= 0, temos <como
~£ M
resultado que pCB 3 ¢ 2 + T2 2 + 0.

Para generalizarmos o resultade anterior precisamecs de

alguns lemas.

Lema £.10: A entropia relativa HCP{QD se anula se e

somente se P £ Q@ (P £ Q tode o atomo de P & uma uniao

de 3dtomos de Q2.

Frova: vejsa Mafie [35] pag. 276,

1

Lema 2.11: ACT,#) = fim HCP|T Pu. . ~T 80
=¥

Prova: veia Mafie [28B] pag. =278.



Felos dois lemas anteriores (2.10 e 2,112 a antlropiaza

3 e i —r . )
HRCT, P se anula se = somente se Zim. HC:P| T8 P0. T P = (L
n-—r o
EntZo ACT,®) = O «» Vn > n e Clim HCP|T PPl T 7230 < =,
o no N n

o gue results em,

- 1 - =1 =ity i
ACT, 2D = O e = HCR|TT #7702 < e,
n
E facil ver que [ & | = £Cn = i e At.omos
n
st s =Ty . .

CJPIT Po...~T7HE, e temos que a entropia anterior pode ser

o . -
posta como - - pCo 2 log pCadd < =

n . 1 " 1 n

¢ b amos

Pelo tecrema de Shannon—-MacMillan-Breiman, as trajeltdrias

se dividem em duss partes tais que:

e parte: plal ~ 1.770nd;
L

Ze parte: entreopia tende a zero.

ende na primeira parte estimamos uma medida equiprovavel , o que

n3o afeta nosso resultado peis fLtorna a entropia maxima.  Com

£

isso temos o log fCnd < & , ou fin> < 2 o, para Ltodo o & .
1 ¥ ]
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- CAPITULO 3 -
OBJIETOS GENERICOS E SUAS APLICACOES A FISICA

3.1 INTRODUCAO,

A
C
4]

Messe capitula, apresentaremos alguns exempl o=z
proposieBes formalmente indecidivelis, tanlo em fisica como em
matematica. Faremos isto exibindo predicados conjuntistas e,
posteriormente, mostrando gque esses predicadeos  poden =ser
verdadeiros num modelo = falsos noulro. Antes de apresentarmoes
esSsas proposig’ﬁes, precisamos de alguns conceitos preliminares.

Comegemos examinando o Jgue vem a =er o Universo
Construtivel de Goedel, dencotade usualmente por L. L & uma
classe proéopria do Universo de Von Neumnan ¥ Ctambém conhecido
como Universo Bem Fundade) e, intuitivamente, & o modeloc no
gqual todos o2 subconjuntos de um dade conjunto A s83o definiveis
por meia de um predicado. Fodemnos definir o universo

construtivel como:

DEFINIQ‘:E(_"J Z.4i: L & a menor classe prropria de Vo ogue &

transitiva e que contém todos os cardinais.
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Da definigico 2.1 nlo & claro o motive de L ser chamado
Unftverso Consirutivel. Una definigio mais direta & dada,

conforme Krivine [31]1, da seguinte maneira:

DEEF‘INIQEQ 3.2 Zejam dolis conjuntos x & y tal gue v £ X

y & uma parte definivel de =, com parametros, se existir

uma. sentenga c;b(w,ai,. .- ,ayl‘! com uma variavel livre w & com
parimetros Qooeee @ € X, cujo valor em x & y. Definimos
k = %t como "k & o conjunto das partes de x definiveis

por parametros*.

Formamos a colecfo de conjunlos construtiveis a partir de

¢ de maneira analoga a V.

DEF’INIQEQ 3.3 A colegdo L de conjuntos construtivelis

definida por indugio como:

o= I qicL o3 . OrdCaD
o &

F o

e L:{x:Ha(fDrdCoQ’\xcEL)}
£x

DEF’INIQ‘;%Q 2.4: x ¢ construtivel, denotado por LUx2}, =e

= e L.

Aos axiomas ZF podemos acrecentar o chamado Axioma da

Construtibilidade, denctado ¥V = L, que & a sentenga: Vx LUxD.



TEOREMA 2.1: L |} ZFC + GCH

Frova: Veja Kunen {32], Manin [35) ou Krivine [31).

Outro axioma gque peode ser adicionade 4 ZF e o de Martin

Cveja [03]1, [32} ocu {882, e pode ser definido como alirmag3o:

Nenhum espag¢o compacto de Hausdort'f que obedece a c.c.o. & a
&

uni 8o de < g ° conjuntoz fechados nunca densos (Kunen (328].

pag. S22,

O axioma de Martin C(HMAD pode ser vistoe come uma sentenga

regul adora. e MA & verdadeiro, pode-se mostrar  que, se
3 1 >
: = P = - @
wO <k <2 7, entic 2 =2 7.

Para exibirmos uma sentenga Iindecidivel numa teoria,
precisamos, antes de mais nada, passar esta teoria para uma
linguagem formal, gue no NosSsSc Casc SSra a L:. Tal formalizagdo
pode ser feita usando-se o conceltbto de estruturas matem&zticas
de Boubarki ou os predicaedes conjuntisias de Suppes (como em da
Costa e Doria [1812. Da Costa e Chuagui [10] mostraram gue
ambas as formalizac@es =30, de cerrto modo, egquivalentes.

Una estrutura matemdiica E & uma colegfo finita e ordenada

de conjuntos de nivel finito {um conjunto x € de nivel finito

se existe um «, tal gque x < L.a e o« & tinited sobre a unido
dos dominios de duas sequéncias finitas de conjuntos Xi, s Xm
e Yi, e ,Yﬁ, tal gue m > O =] n = . Estes conjuntos }(L = Y,L
s%o  conhecidos como conjuntos de base, sendo :{i a  base
principal e Yi- a base auxiliar. O predicado de Suppes & uma

férmula da teoria de conjuntos da forma:



FCE.X . X LY, 2 ¥ D

1 ™ 1 ™
na gqual as tdUnicas wvariaveis livres em P s38o L, X{...,){,
m
Y ,....,.Y . Esta férmula especifica a construgdo na T.A C. de E,

i ry

a partir de dois tipoes de conjuntos base, o também os axiomas
para as espécies de estruturas no gual estameos interessados.
Os conjuntos de base principails podem variar, enquanto que os
conjuntos de base auxiliares =30 fixos. Com a wvariagio dos
X1""’Xm Lenos as espécies de estruturas. Isto pode ser posto

de wuma maneira mais explicita escrevendo-se o predicadeo de

Suppes de E da maneira seguinte:

i\

MEY «» dX ,..., %X PE, X ,.... X .Y ,....,¥
1 m 1

m 1 T

Ve iamos um exempl o

Seja x um conjunto 2 7 uma colegdo de subconjuntos de >,
tal que possuam as propriedades seguintes:

Al O, x e T,

il

AIID A unifco de Jgualgquer colecio de conjuntos de T

l

pertence a v
AITID> A intersegioc de gqualguer numero finito de conjuntos
de 7 pertence a 7.
A colegio v de conjunitos €& chamada topologia em x; »x & um
85 oo O topolégicc.

Un espace topoldgico pode entio ser formalizado como o par

H = <x,7v™> culjc predicado de Suppes &:
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FCH,xD) «» Hdr CTH = <x,7t> ~ 1 £ w2 ~ AT ~ AL ~ AITI>

ol

QUHY e Hx PCH, x2

3.2 A ENTROPIA COMO UM CONCEITO NAO-ABSOLUTO

Dissemos ne capitulo 2 gque os ghifts ergddicos aparecem em
varias situagBes relevantes em Fisica., Nessa segdo obltsremos
que um shift de Berneowilli fica com entropia nula guando

mudamos noszo modelo para os axiomas de ZFC Cveja [1110.

Como no capitulo 2, Seja P um numero inteiro, =]
w w
o L) : - it .
lp '} <« p o . conjuntoe de todas as fungd@es totais de K = .
(&)
A
. = - . - .
Di zemos que [p 71 & o espagc dos shifts. SZegul ndo a
0
[«]

3
iy
i
1o
i,
e
T

caracterizacio de Chaitin, dizemos dgue um mapa
deterministico se ele pode ser gerade por um  algoritmo
Cprograma de computador), aplicadoe sobre uma entrada de dados
finita, ou =seja, se a sequéncia total pode ser con1pr‘im_ida ruma.

e P
sequéncia finita. A cardinalidade de [p 1 & 2 ° ,

i
i

cardinalidade do conjunto de todos os mapas deterministicos,

‘.

chamado ¥, & o infinito contivel. ¥ ¢ denso na topologia usual

oY &%)
de [p “y. Ze tiramos 2 de I[p 7 obtemos o conjunte p-ir, ou



— 9 O —

seja, © conjunto de todas as prsequéncias irracionais (n3o
deterministicasl. Se pegarmos Ir < [0,13, oz irracimanis
contidos no intervale [0,1!, pode-se mostrar gqgue existe um
homomorfismo entre este conjunto e p-Ir, isto &, p-Ilr = Ir.

Como ¥ serd o nosso espago de shifts, dotamoz p de uma medida

equl provavel .

Seja B e ¥ uma adlgebra booleana completa, que obsdecs a

condicio da cadeia contivel, tal gue, ao tomarmos a exlensao
B B B
. . s ‘ . - @ .
boolgana ¥V de ¥V, ¥ i— ZFC + Axioma de Martin + 2 = 2 2 }\‘1_
B - a
Froposigfo 3.2 V R |[(p-Ird | = N < = .
A - o
Prova: ¥ Cp-Ir2 = {PCw D = R
Yook ler [ = PCu, :
Como a cardinalidade <de Cp-Ird é N-; » entic este
: . ‘ o . g .
conjunto & obrigatoriamente diferente de Cp-Ir>", cuja
P

cardinalidade & & °

- e ~ B w . LB
Froposighio 2.3: Se ¥V k “Cp-Ird < Cp-lr2>7, junte com uma

) B :
medida induzida®, entio 4 |= YA entropia por simbolo do

-~

shift cujo espaco de fase & Cp-Ird @ zero”.

Prova: Resulla do lema seguinte,

Lema 3. 4: Suponha gque o axioma de HMartin seja

N
. _ . - N ,
verdadsiro, Seja ¥ < K, > IR G T No = x =2 zejam
pad



conjuntos de medids nula. BEntdEo Jx tem medida
ot
fald {2
nul a.
Prova do Lema 3. 4: Veja Kunen [32] pag. 59 ocu da Costa e

Doria [111].

»
B . ot e . ;
Como ¥ooob |CpIrD < 2 ° (puwis B obedece & c.c.c.l,

entdFo, pela sxioma de Martin, EB F M[CP‘IFDAJ = 0, Com isto

B - ~
temos W |= AlCp-Ira> 1 = 0. Entio, como resultado imediato

B . . L L
temos Yok uip-Ir ~ Cp-Ird 1 = p e a nossa proposigio.

Com isto vimos Jgue processos cuja entropia @ positiva num
model o podem ter entropia nula noutro,
Um outro resultadeo gue podemos oblter, para Jue possamos

entender melhor o conceito de entropia ¢ a proposigfo seguinte:

Proposigdo 2.5 O conjunte das trajetdrias cuja entropia &

zero € um conjuno residual.

Prova: Seja B-Ir < (0,11 os irracicnals binarieos. Se=ia
f:wo s W uam funcio monotonamente nio-decrescente tal gue
FCOD =1

Lema 3.6 Existe uma aplicagio 1-1 entre fungtes

monotonamente nEo-decrescentes., representadas por ¥ (de

crezcentes eventualmentel, e os irracional binarios.
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Frova do Lema 3.8’ Seja o « B'Ir uma sequéncia de zeros

e uns. Construimos a partir desta sequégncia uma funcio ' e &

da maneira seguinte: fn2 = (ninero de zeros entre o n-@simo um
e o inicio de of; como exemplo imaginemos a sequéncis o=
00111001, .., =2 temos, para esla sequéncia, 00 = 0O, fCid = =,
20 =2, 1103 = 2, 04> = 4 e assim por diante, Usando-se a
mesma  aplicagfo anterior, & facil wver gue a cada fOnd

correspondera uma sequéncia o < B-Ir.

Como vimos no fim do capilulo dois, temos uma aplicac3o

Cque n3¥o ¢ ohrigatoriamente 1-12 entre algumas particfies

. -1 —(n—13 . . . R
CPeT P, . T ‘#> sobre o numero de Atomos dessa partigFo.

Via Lema 3.67, temos ent3c uma aplicagide dos espagos de
particio nos binarios irracionais, Como o teorema de

Shannon-MacMill an-Breiman trata de comportamentos aszintdticos,

podemos ignorar os segmentos injcials das sequéncias o e obter

o lema.
Lema 32.77: O caonjunto  das sedquéncl as binarias que
coincidem sempre, a menos de um segmentco inicial. & um

itratfiltro % em B-Ir.

Prova do Lema 32.7': Que % & um filtro ¢ imediato. Como as
sequéncias ceoincidem a menos de um segmento inicial enldo %W &

um filtro maximal, portanto um ultrafiltro.

Contruimos agora o conjunte B Ir-YU dotado da topologia

quociente. Pelos lemas anteriores sabemnos que existe uma



!
i

= —

aplicagfc do espago das partigBes socbre B-lr-U Maz, fun¢gles
gque  crescem exponencialmente estioc relacionadas a binarios
nEo-normais Cum binsrico £ normal se a razido entre o numsro de
zeros & uns tends para 1-2). Ent&o estas fungfBies s30 de medida
nula em B-Ir & s%o um conjunto magro, < que completa a
demonstracfo, pois pela Proposigio £.9 estas fungCes s3o as

responsavels pela parte nSo-nula da entropia.

3.3 UM EXEMPLO NO ELETROMAGNETISHMO CL;SSICO.

Como wvimos na se¢Xo anterier, podemos formalizar varias
tecorias matematicas via o conceito de estruturas. Isteo pode ser
feito, em particular, para as teorias fisicas, como a mecinica
classica, a ﬁecénica quintica, a Felatividade Geral ou o
eletromagnetisme (cf. ref. (113, 121, (14315

Nessa seclo examinaremos o caso  do  elebromagnetismo
classico e, a partir de sua formalizagHo, construiremos uma
proposigio indecidivel nessa teoria (veila (1313, Trabalhsasremos
sempre com o sistema de axiomas ZFC e, guando for necessaria a
inclusfe de algum cutro axioma, isto serd dito explicitamente.

Un campo eletromagnélico serd, para nds, um conjunto cuja
estrutura pode ser deduzida do par ordenado <{M,Ul12>, onde M
a variedade espago-tempaoral e UC1l) & o grupo do circulo, i. e.,

UCi) & o grupo das transformac@es unitarias com um dnico
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parametro Cpara Tima revissEo dos concel tos de geomnslria
diferencial wveja [17] ou [201D. O nosso espago-—ftempo M & uma

variedade quadridimensional, Hsusdorif e Jde classe O, dotada
de wuma méetrica  lorentzianma (L1710, Talbemos que um  campo

eletromagnético F tem que obedecer a eguacgio de Maxwell:

Seja A° T'M o espaco Fibrado das Z-formas sobre M, e seja DOMD
o grupo de todos os difeomorfismos de classe C sobre M.
Feguenos agora c"CA® T'MY come sendo o conjunto de todas as
secBes de corte C7 de A° T M. Se ZCM < ¢7(A® TTM e o
espage de todos os Z-cociclos em M, isto &, de Ulodas as

e-formas cuja derivada exterior £ nula, podemos fazer a

seguinte definicio:

DEFINICAO 3.5: EM = ZCM>/ 0(M) & o espago de Lodos os

campo eletromagnsticos sobre M.

Una rapida olhada nos mostra que a definigdoc supra esta de
acordo com a dada usualmente para um campo eletromagneéticoe Cuma
ocoutra maneira de formalizarmos o eeletromadnetismo pode =ser
encontrada em [1212, = que se F & um tal campo, entio F = EM
Cveja [0 e (151D, A& divisidce feitae entre ZHMY e DOMY &
necessaria se guisermos que dois campos sejam iguais a menos de
uma transformagio de coordenadas.

Como Z°CM) tem uma base contdvel, EM também tem. Com isto,

e acrecentando o fato de gque EM € um espaco complete e méirico,
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concluimos gue © espago de todos os campeos =slebromagnelicos &
um espago polongs C(cf. {111, scobre as propriedades de um espago

polonégs veja (5012,

Froposigciao 3.5: Consideremcz o sistema ZFC + 2 = R®

N‘i + MA, Entdao, se c...> denota oS con juntos

construtivels, no sentide de &Gbdel, na nossa teoria,

L
i3 CEMD & magro em [EM;

. . B © e .
Se (,..27 denota a restrigic a uma subclasse de conjuntos
que a2inda obedecem ao MA  junto com © menor valor de
cardinal para o continuo, temos:

P11y CEMDT & magr o em EM.

Prova: Ver em da Costa e Doria [111].

DEFINICACQ 3.6: Seja x wn conjunto e LOx) a classe de todos
os conjuntos gue podem ser construidos, no sentido de
Godel, de x Dizemos que y pode =ser obtide de x se e

somente se vy e LUxD.

Desde jia, podemos ver dque a definigio anterior pode ser
pensada como um processo dual guesr gque, usando o objeto x,
obtemos, a partir de uma série de calculos, o ohjeto y. Esta e
uma caracterizacdo bem liberal, que pode abranger varios
conceitos em elelromagnetismo, como, por exemplo, a aproximagic
de um dado campo por outro, posto gue ela exige gue um dado v

seja derivado de x por umas série de construg@es predicativas.



Com essa definig¢Bes om punho, podemos eslabelecer o nosso

principal resultado nessa seg¢do.

FProposigdo 3. 6: A sentenga:

[
@

"Todo o campo eeletromagnético pode ser obtido
qualguer caonjunto de campos que seja denszo =  Jque
tenha a cardinalidade do continue, no espago EM. Y

& indecidivel em ZFC.

Frova: Chamemos a sentenga entre aspas, da proposigdo

anterior, de .

L
Lema 3.7: Em ZFC + V = L , (R & denso em [R.
Prova do Lema 2.7: Numa +teoria em gue vale o axioma
I
V = L, todos os elementos s3o construtiveis., Como CR2 & 0

conjunto dos reais construtiveis no modelo, e R representa o

reais nesse modelo, sabendo que R & contrutivo Cpois Vo= L2,
L
temos que (RY & denso em (K.
Lema 3.8 ZFC + ¥V = L k e
Prova do Lema 3. 8: Dos axiomas ZFC, pode-se obter, como
um teorema de ZFC, que, dados os irracionais, Ir < LO, 173,
existe uma fungfo gue & continua, aberta e sobrejstora, da

. z . ) - . .
forma £ Ir = Z70MI XM Ent¥o, no universo construtivel de



]
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t

L L L

Gédel, temos wna fungHo f: CIry = CEMD gque  tem a=
L

propriedades supracitadas. Mas, todo x = CIird pode =er

construido (no sentido de Gddel’ de wum subconjunto denso, via

cortes de Dedekind. Usando ent3o a funcdo 1 (que existe em

L
conseqguéncia de ZFC), todos os CEMY podem ser obtidos a partirc

de um subconjunio denso & contavel.

Lema 3. .9: ZFC + ¥V = L + (GCH t:— - .

L. s
Frova do Lema 3. 9: Neste sistema de axiomas {UIrD N | = & <,
2 ent3o, como a funcio [ descrita na demonstragdo do lema
L s
' - . ' - - L] -
anterior também existe agui, | CEMD | = 2 . Pela lema 3.4,
L L

CEM> & denso em EM. Contuda, EM - (EM)  n3o pode ser oblido
de um subconjunto de campos que @ censtrulivel, incontavel e

gque tem a cardinalidade do continuo,
fos lemas 2.8 e 2.9, concluimos que existe um modelo em

gque ¢ & vwverdadeira e outro em gue ¢ £ falsa, ambos sendo

model o para ZFC. Com isto completa-se a demonstragio.

3.4 SOBEREE A EXISTENCIA DE ESPACOS-TEMPO GENERICOS.

Estamos interessados aqui na existéncia de variedades

genéricas ma Eelatividade Geral. Fara tal, usando 25
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ferramentas eshogadas na segdo 2.1, por da Costa = Chuagui
Cl1C12, descrevemos intullivamenbie como & feila a formalizag3o
da Relatividade Geral ([12] ou [1413. Nosso ponto de partida
SAO Os numeros reals, ~ontruidozs a partir dos inteiros via
cortes de Dedelkind obtidos com  ©  uso dos axiomas cle
Zermelo-Frénkel . Via Predicados de Suppes construimos  as
estrutursas algébricas necessarias (para delalhes veja os
exemplos dados em {1212 tais como grupos, aneis, corpos, Lo
Uma variedade di ferenci avel Cgue Sera o nosSso
espago—temnpad & construidsa com dois conjuntos: Un espacgo

metrico separavel e completo X, que sera o conjunto de base

principal, mais o conjunto dos reais, gue servira como base
' . . " la] .
auxiliar. De X w iR podemos obter K & R, e aplicando-se o
axioma do conjunte poténcia consbruimos os conjuntos 1S =
X
r - . . - , _—
CR™ . Se k denota um critéric de diferenciabilidade, podemos

cbhter, a partir do axioma da separagio, os subconjuntos

KO, Ry < BT

®
KCX,IR™ = C®R™

™

IS
kCR™,E™Y « CR™

KCH, KD < X

necessarios A construgdo do predicado cles Suppes. Fete
predicado sera uma unifo dos axiomaz gque caracterizam uma
variedade diferencial real de dimensdo finita.

Dada uma wvariedade diferenciavel M, que & defirida

. JRE—— - . L1 -
relacionando—se em ZFC dominios locais de M em R, formemos o
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fibrado tangsnte T M e o fibrade cotangente T M. Eas

produto tenzarial, para n=4, que & a2 dimens3o do espago-tempo,
cbhtemos um co-tensor de segunda ordem g, a metrica, gque sers
ndo degenerada = de assinatura +2.

Da mane=ira precedsnie podemos formalizar todos oS
pricipais objetos usados na ERelatiwvidade Geral e, com isto,
mostra—se a existéncia destes objistos em ZFC.

Seja agora B uma 4-variedade cilindrica, isto &, da forma
CxR, onde C £ uma IZ-variedade compacta, real, lisa = tipo
Hausdorff. Dotamos ¥ de wun tensor métricoe lorentziano Lal que

para x & [F, Cx{x}» & uma superficie tipo espago.

Mostraremos que, se o espago-tempo €  uma varledade
cilindrica, entfioc nEo existem espagos-tempo genéricos. bste
resultado & obtide a partir de uma série de proposigfes, Jgue

ser@c postas a seguir.

Froposigia 2.10: ZPC } " conjunte de todas as classes de

ditfeocmorfismos dos espago-tempo cilindricos € contavel'.

Prova: Primeiro mostraremos que existlem NO espacos-Lempo
cilindricos, para depois mestrarmos gque exisbtem no maximo NO_

Fara gue existam pelo menos NG d-variedades cilindricas,
temos gque mostrar existirem pelo mnenos NO B-var jedades

compactas. Existem N( Z2-variedades compactas., como consequancia
»

do tecrema da classificagio Cveja [301D. Se N & uma varliedsade
: : : - -1 p - .
dois-dimensional e compacta, entdo HxE £  uma  BZ-variedade
; . L - .
compacta, pois o circule % & compacto. Com isto temos gque

existem pelo MEN0s NO 3-variedades compactas =N como
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consequéncia, pelo mencs NO espagos—tempo compactos,

Existem no miximo NO Z-variedades compactas, peois todas as
Z-varledades 3230 trianguliveis Cveja [381), Podemos com 1sso
dividir a wariedade num ndmero finito de 3-simplices. Cada
decomposicio pode ser codificads por uma sequéncia finita de

simbolos, e o mimero Ltotal de sequéncias deste tipo & noe maxi mo

R
O

Seja M o conjunto de todos os espagosa-tempoe cilindricos.
Pela definigicde cardinaltidade, obtemos o seguinte corolario da

proposicio anterior:

Corolario 3.11:

i 2 ZFC  } "Existe uwma fung3o £ ®, > M que &
sobre jetora e 1-1",
ii> ZFC | "Para todo n, n = @, se e somente se M =
[}

fin> <= M.

Frova: Imediata.

Seja agora B uma Algebra booleana completa. Temos:

igHo 3. : = Ml = m o= .
Propesigio 18 uMn AL v |m nff
m = w
[s)
Prova: Pelao coralario anterior temos e
ZrC |— YN [Cnoe w D > M e MY Desta expressio cbliemos

&) n
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In e w | = M =4 = y [m = nj.

g}

m £ W

Corolério 3.13:  ¥' bt = A

Frova: Imediata.

O coreolarico 3.13 nos diz dque o conjunto de todos os
espagos—tempo cilindricos & wumn conjunto standoerd numa extensio
.,B
ool eana ¥
Yejamos agora se existem espagos-tempo geneéricozs se 2

variedade ¢ niEoc compacta. Comegaremas  <com A poroposicio

seguinte:

Propogi¢fo 2.14: Seja M uma variedade quadridimensional
real, lisa = nic compacta. Ent3o ZFC % M oadmite um

tensor métrico nZo degenerado e lorentziano®.

Prova: veja Steenrcd [(47).

Com isto, em  oposigHo ans espagos—-tempo cilindricos
CProposigic 3. 62, cbhbtemos:

b

Froposigio 3.1%5: ZFC | "Existenm 2 ° classes  dJde

difeomor fismo das 4-variedades reals = n3o-compactas'.

Frova: A demonstracido segus a da proposigdo 2.5, ou seja,



et
: ' - i =] s

Primsi1ro provamos Ser D Ma>d mo = =] dep:ﬁlg Proyvamas Sel gL
bt
' (=}

mirimo =
, y -~ 2
Fara tal, seia wuma aplicagio @ T e v 2m um
)

. . . . . -
e~-torus, isteo e, a cada inteiroc n associamos um Lorus 1 =
C"j' 1 S — ,

S %S representado por T On). Formemoes com isto a soma conexs
Z ., . } L o . .
i TCi2, gue representa uma cadeia linear com varios tori.
Lo w
o
z. 2. 2. . -
da forma ... BT 128T O 8T Cn+10H. .. . Obviamente s= TOn) &
. oo 2 . .
lisa, entio H TCLD também &
Loe w
(=}
Fara estabelecermos uma relacidc entre as Z2-variedadez & o
continuo, faremos o segialinte: Heja  uma  segquéncia binaria

(LR}

- © " = ' : : : ' .
o & B-Ir <« 2 7, onde B-Ir s8o o3 irracionais bindrios, cuja

N

. . . o . , 2
cardinalidade & 2 *; formamos de « a partir de i S Fain

i é’!«.\

<

uma nova variedade, obtlda de acordo com as regras:
S22 olnd = 0 , nFe fazemos nada;

— - . Z ., . z. .
Se aln> = 1 . somameos conexamente a BT Cid < ¥ T Cin

18 (20

z
um outro btoruas T,

Fara exemplificarmos o procedimento, considermos a cadeia

] ) - : v
original B E I Cin ezquemnatizada abaixo:

1 e

VN N N NN
SOOI CCGE

Se a sequéncia o for da forma 0100010 .., pelas regras
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anteriores obteremos a cadeia seguinte:

00 OY0Y oY 0o @((

Se denotamos por M a nova variedade construida a partir
o

do irracional o, =2 facll ver gque se o, 7= B'lr, o & 7 se =
somente se M # M?, onde % significa '"m3c homsomorifo a'.
o e
Com isto, vimos gue o conjunto {M - . E'Ir} tem a
o

cardinalidade do continuo, e ent3co as variedades da forma

n-2 ~ : i
ﬂR =M : o = B-Ir} formam um conjunito de  variedades
(=3
~
P

nFo-—compactas & rdo-difeomorfas cuja cardinalidade & 2

N
. . o oo
Falta-nos nostrar gque existem no maximo 2 varledades
nIo-compactas. Fara tal, lembremos gque toda a variedade
di ferencidvel & paracompacta, o qgue implica existir TIm

refimamento local finite para a cobertura contavel, pols as
variedades gue estamos 1lidando =H5o nEo-compactas C(para tais
defini¢gBes veja Borisovich et al. {081). Ent3o, toda variedade
nio—compacta e diferenciavel pode ser representada por uma
cobertura localmente finita mais wum conjunto contavel de
fungBes de transigdo. 0 conjunto de todos sstes objelos
devidamente caodificados tem uma cardinalidade no maximo lgual a

do continuo.

Corolario 2.16: ZEC } "Existe wma fungdo 1-1 =

g

sobrejetora £ : & = 4, onde 4 & o conjunto de todas as



variedades ndo compactas gue admitem espago—tempo’.

FProva: Imnediata.

Seja agora V. ooum modelo  para ZFC mais  a  hipolese

!

generalizada do continuo e o axioma da contrutibilidade, isto

&, ¥V F ZFC + GCH + ¥V = L. Em V temos a algebra de Boole Bo=

(o Ko
TS M 3 ) . o
rROCEZ D e podemos com isto construir a extensSo booleana

-y =

v?. Como vimes ne Capitule 1, v F 2ZFC + CH.

o~

o
. B o , . .
fema 3.17: )i}: Fxistem 2 © subconjuntos genéericos de

~

W .
(o]

Prova: wveja Bell (G631,

-, , . B R o . B s
Corolario 3.18: V¥ |= “"Frxistem = wariesdades genéricas

que admitem sspagos-—-tempo’™.

Frova: Pelo Lema anterior, tenos P subcon junto=z

genéricoms de @ . Mas, pela Proposigino 3,16, concluimos gue
a

N
a - =] : - :
existem = variedades geneéricas.

Examinemos com malis detalhe estas wvariedades genericas.
Un espago-tempo & um par ordenado <M,g>, onde g & umna
métrica lorentziana e M wuma 4-variedade separavel e tipo

Hausdorff. Seja ¥ uma cobertura contavel para M,
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¥ o= {Ui. : i= {_00} tal que:
i D J o =M .
L

L& w

[}
ii2» Para 1 # j, # falsc gque U £ U ou U s U
L t ] L

[

: = lyrd ~ LE Fa) ' o - O :
Froposigio 3.18: ZFC b "Seja  f e 2 7, e associenos a
cada f wum subconjunto }{f o X = {U i e @ b, dado da

L
maneira seguinte:
U = Xf se & somente se {012 = 1,

13

U = ){f se e momente se CLd = O
H

Ent3io;

ad UV, , para tode ¥V e X, , & um aberto;
]

by Para £ & £°, LJ V& tJ W, e 7 =2

FProva: Imediata.

Seaj agora ¥ o universo kem fundade, e seja B = RGZ O

uma algebra de Bocle em ¥V, isto &, B & V. Ent3o:

B

Froposicio 3.19: hd [: "Existe wn conjunto aberto oo M

~

tal que parz todoe o conjunto aberto standard Voo M, temos

U = v,

Peguemos um tal que

w

-
~
v
v
L
[

Frova: Em Y

)
r ﬂ:‘
w

8 Ef e 2 e tal que para, todo o elemsento g que

1<
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standard, temos o~ g Frnt.do, Y |= “FPara todo o q e o,
U Ve tJ wo

vT & X wroe X7 i

i f ke e

Entso, guando vamoz para a extensio booleana }iB de Y,
conclul mos  gue :\fﬁ tem mals conjuntos aberteos, dJue 3s$Eo oS
abertos genéricos. Podemos, a partir diste, colocar a seguinte
pergunta: Trazem estes abertos alguma informagdo adicional ., do
ponto de wvista da {fisica? [De ouira maneira, existe alguma
experiéncia gue possa detectar esses novos abertos?

Tentemos clarear estas gquesties atraveés de algunzs
resul tados e exemplos envolvendo os conjunto abertos genericos,

B

Froposigio = 20: v l: "Todoe a bola aberta U oo M =

-~

difeomorfa s uma bola aberta standard W < M™,

Frova: Imediata, pol s todas as bhol as apertas sFo

di fecomorfas entre si na variedade M.
P P B ree . . P
Froposi¢io 2. 21: Yok "Se K <o M e compacta, entie K e

=tandard®™.

Frova: Se K & compacta, =entl3o sd existem RO subvar tedades
com esta  propriedads (mostra-se de m aneira similar el
proposigic 32.10). Com istoc todas as subvariedades K gue =z3o

compactas =Zao também standard.

Daremos agora alguns exemplos gue explicitam mais como os



conjuntos abertos genéricos em M podem ser difecomorfos  a
abertos standard. Nossos exemplos serfic dados em uma exbensHo

~ : - . . /B
por forcing VCB) do universc booleanc ¥

Exemplo 1: Seja R, a reta real, coberta com wuma colegdo

contavel de intervalos abertos centrados em cada w o= 2, o

com Jdidmetro igual s 1 + £, O £ &g << 1. Se X & tal
cobertura, gualguer u v o, Y @ X serd aberta e
1
v. e ¥
1
..B . - ‘ .
descaonexa. Dado WV, seja MLG] o modelo por Forolng
. B . o - . ,
associado a V' Cveja Kunen {3230, Seja ainda u wn objelo
n¥o standarrd em MIG). Ent3co, o aberte Cem MIGID X =
i
U v, tem R pedages. Mas X ¢ difecmorfo Cem MIGIY a
i L C [
T = U
z = U v o, que & claramente um conjunto standarch
1
v par
- - " z : .
Exemplo 2: Em MIG), cubramos R com un conjunta contsvel de
' 2
gquadrados abertos centrades em cada ¥ e & e com lados
iguais a 1 4+ £, 0 < =£ << 1, paralelos aos elxos
coardenados. Restringiremos a nosza =atengic aoc primeiro

guadrante. Como a cobertura & contavel, podemos associar a
cada guadrado abertc um numero inteiro. Com isto, podemos
conectar cada centro de guadrade por uma linha continua.
Dada tal enumeracio, e para um u genérico (como no exemplo
anterior?, tiramos os guadrdos abertos cujos Indices caiam
sobre u. Temos entio um plano com NO buracos nos x em u.
Desde que podemos tracar uma linha continua atraveés de

. , , z
todos os pares positives com coordenadas integrais em [R5,
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podemos “esticar' esta linha, tal que os Dburacos Jque
- 2 e \ . . :

formamos =m R irfo cair, digamos, na primeira coluna do
quadrante positivo. Temos novamente um conjunte aberto

genérico (o plano sem os buraces nos lugares codificados
por uw que e difeocmorfo a um conjunto standard aberto em

|RZ

Fela construcio do exemplo anterior, vemos gque sle pode
facilmente ser generalizade para dimens@es superiores a dois.

2 ‘ 1§
sendo valido para gualgquer R, n < -

Exemplo 3: Seja dada uma cadela infinita de tori <4 z TCiD,
1 &= <
C
como a wvista anteriormente, =m MIG]. Esta wvariedade &
claramente standard. Seja agora dada uma fungao
caracteristica e HMIGE] para um subconjunto generico
(9
~ ‘ 2.,
o e & corte um disco de ¢ada torus TOC10 <
H Z T2C1D me 2 somente se £ (nd = 1 e nEo ffaga mals
L8]
i 5]
o
nada se e somente se [ Cnd = O E=ste procedimento
ul
- . " S .
rezultarid numa varledade E & B T i que &
ul
1 (23
la)

obviamente genérica e nIEo—compacta, porque ele ndo pode

ser difeomorfa a uma varledade standard.

Com © exemplo 2 vimos gque, dada uma variedade standard

M e MI[G], podemos ter subvariedades abertas genéricas ¥ <« M,

tal gqual & .
u



CONCLUSOES

Utilizando as ferramentas dadas pela teoria axiomatica de
conjuntos e a teoria de modelos, mostramos em gue isto influal
na semantica de LIma teoria axiomatizada 21m fisica
matematica. Apds termos estudado alguns concsitos relacionados
3 teoria ergddica, demonstramos a existénoia de uma ligagdo
entre a velocidade ds crescimento da cardinalidade do conjunte
de Orbitas simbdlicas de um dado sistema = sua entropia. Este
resultado nos levou a uma versio diferente do teorema de Eohlin
(14812, Junto com este Lecrems, mostramos gue a entropia ndo @
um concel to absoluto Cdo ponto de vista da teoria de modelosd.

Como sabemos, a entropia ¢ uma medida da guantidade de
informagio de um dado sistema ([4832. Se um sistema se comporta
de maneira aleatdria, a cguantidade de informagic contida nesse
sistema & maior, implizando ser a2 sua entropia positiva. Mas
vimos que, se um dado sistema tem entropia positiva num dado
modelo, ele pode ter entropia nula noutro. Resta-nos entio a
pergunta: este sistema ¢ ou n¥o deterministico?

Todos estes resultados nos levam a pensar melhor sobre s

caracterizagio, via entropia, de fendmenos cadcticos ou



aleatdrios.

Na segi0 3.3, ot i vemos ma sentenga formalmmente
indecidivel no eletromagnetismo classico. Esta sentenca nos
dizia que, numa dada extensio booleana, podiam existir campos
eletromagnéticos gue nf¥o seriam alcangavels, via processos
contrutiveis (no sentido de Godell, de um conjunto denso de
cCampos, gue poderiam ser escol hil dos {fisicamente =]
matematicamente) como sendo os campos “hem comportados'. Tais
processos construtivos gqualsquer poderiam bem ser interpretados
como sendo uma aproximacfco (ho sentido amplo da palavral.

Ainda dentre da i1déia originail, vaerificamos algumas
consequéncias da teoria de modelos booleanos em espagos-tempo
da Relatividade Geral C([141). Mostramos gque, se o espago-lemnpo
for cilindrico, nfc teremos espagos—tempo genéricos; por outro
lado, =e o espagoe-tempo for nEo  compacto, teremns uma
infinidade de espacos-tempe genégricos. Pela Proposigioc 3.20 e
pelos exemplos na secgic 3.4, vimos gue, s podemos diferensiar
variedades genéricas de variedades standard via propriedades

globais, posto que abertos locais serfo sempre difeomorfos

8]

entre =i e, pelo principio da relatividade, com isto, n3
existem experiéncias (locais) que diferenciem abertos genéricos
de abertos standord. Uma pergunta, ainda ndc respondida, nos
resta C([14]73: Come podemos detectar se © nosso universo & ou
nFo genérico? Come vimos, somente experiéncias globals poderiam
nos trazer uma resposta a esta pergunta.

Vimos, com todos eztes exemplos, gque uma determinada
teoria pode nos levar a uma muliiplicidade de conclusties, o gue

nos mostra  gue existe bem mais  trabalho para o fisico
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matematico fazer do gque se suple. O gque temos agqui, coma Cohen
sugeriu C([091), 2 algo parecido com a silusgdo da divisio da
geometria no século XIX, quandoe Gauss, Lobatchevskii e Riemann
mostraram existir outras geometrias, além da euclidiana, onde o

quinto postulado de Euclides n3o era mais valido,
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