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RESOUDMO

Neste trabalho, mostramos como a interagdo gravitaci
onal entre as partes de um fluido viscoso & capaz de auto-indu
zir um mecanismo de transicdo de fase.

No Capitulo I introduzimos os objetos fundamentais
a analise deste problema. No Capitulo II estabelecemos atra -
vés da escolha de uma métrica do tipo Bianchi I, o sistema de
equacOes de Einstein para a situagdo descrita. A analise des-
tas equac¢des & objeto de estudo do Capitulo III onde algumas
solu¢Oes exatas sao apresentadas. A possibilidade de reduzir-
mos este sistema de equagOes a um sistema autdnomo planar ndo
linear permite-nos utilizar no Capitulo IV as técnicas da ana-
lise qualitativa e constatar a presenca deste fenOmeno.

A aplicagao destas idéias ao problema cosmolégico
fornece um quadro alternativo a explicacao do alto grau de iso

tropia observado hoje no Universo.
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INTRODUCAO

A tentativa de compreender o Universo e sua dinami-
ca, tem atraldo através de séculos a atencao de inimeros pes-
quisadores de diversas areas. O estabelecimento de uma lingua-
gem matematica precisa para a descricao do Cosmos, resultado
direto das investigacoes de A. Einstein sobre a gravitacao,pos
sibilitou um grande avanco na criacao e discussao de modelos
em Cosmologia. Os critérios utilizados na elaboracaoc destes mo
delos sao de carater fisico, matematico e filoséfico e natural
mente tendem a se alterar a medida que estendemos nosso conhe-
cimento. Atualmente, o pequeno nimero de observagOes astrondmi
cas capazes de decidir entre um ou outro modelo em Cosmologia,
cria espago para uma grande guantidade de propostas gque ao se
rem desenvolvidas ds suas Ultimas consequéncias, nos levam a
formagao de conceitos sobre o Universo, alguns bastante distin
tos dos tradicionais. Assim, uma das questdes cuja solucao via
observacao astrondomica & hoje em dia, e possivelmente para sem
pre, impossivel e gue tem merecido grande atencac & o da exis-
téncia de uma singularidade cosmoldogica.

Um grande numero de cientistas concorda que o mode-
lo singular idealizado por Friedman no inicio do século, reu-
ne hoje condic¢des para uma explicacdao viavel a criacao e evolu
cao do Cosmos até nossos dias e o toma como base para o desen

volvimento de outras Areas do nosso conhecimento.



No entanto, as dificuldades que este modelo enfrenta
gera condigOes para gque propostas alternativas sejam considera
das, resultando em um guadro complexo cuja compreensao total
esta longe de ser obtida. Um dos problemas apresentados pelo
modelo singular & sua dificuldade em explicar o alto grau de
isotropia observado nos nossos dias, revelado em precisas me-
didas da radiacaco de fundo que aparentemente permeia todo o Uni
verso e que chega até nos sob forma de um espectro térmico ca-
racteristico da temperatura de 2.7K. Interpretada como heranga
da fase mais compactada do Cosmos, esta radiagao confirmaria o
modelo expansionista com inicio singular idealizado por Fried-
man. Entretanto, sabemos que em modelos cosmologicos desta na-
tureza © problema de horizontes se faz presente, isto &, o mo
delo prevé a existéncia de regides do espago-tempo causalmen-—
te desconectadas, fato gue impediria o contato de todo o conte
Udo energético e sua consequente termalizacao. E natural por -
tanto nos perguntarmos coOmo regides gue nunca estiveram em con
tato contribuiram para compor esta radiagao perfeitamente iso
tropica gque hoje observamos. Os procedimentos adotados pelos
cosmOlogos na tentativa de eliminar estes problemas tem sido
diversos.

Uma poésibilidade é qguestionar a proOpria existéncia
de uma regido singular no modelo, uma vez que sua presenga ge-
ra o desconforto de estabelecer um limite além do gual as leis
da fisica, na sua atual formulagao, nao podem ser aplicadas .
Uma investigacdo sistemdtica sobre modelos que nao apresentam
singularidade tem sido realizada pelo Grupo de Gravitacao e

Cosmologia do CBPF, resultando em uma série de trabalhoéllg'é)



onde a introducao de termos extras a lagrangeana cosmologica de
Einstein, representando o acoplamento ndao minimo da gravitacao
com o campo eletromagnético bem como por outro lado a utili-
zagao de fluidos dissipativos como fonte de curvatura, mostra -
ram-se eficientes mecanismos para evitar o colapso do Universo.

Uma outra atitude possivel €& procurar dentro do esque
ma tradicional, alteragoes gue nos levariam a resolver algumas
de suas dificuldades. A utilizacao de fluidos dissipativos pa-
ra modelar o contetdo energético do Universo & uma das modifi-
cacoes capazes de enriquecer conceitualmente o quadro de pesqui
sag em Cosmologia, fornecendo indicag@o para a solucgao de al -
guns de seus problemas.

Neste trabalho estudaremos o comportamento de um flui
do Stokesiano, que identificaremos ao fluido cosmoldgico e mos-
traremos ser possivel a existéncia de um mecanismo de transi -
cao entre as fases anisotropica e isotropica do Universo. Para
isto, investigamos os estados de equilibrio deste fluido, obti-
dos através da minimizac@c da funcg@o que descreve a energia 1li-
vre devido a interag¢a@o gravitacional entre suas partes. Esta
fungao, construida para o caso gravitacional em analogia ao ja
bem estudado caso do campo magnético, fornece estados de equili
brio cuja caracterizagdo relativa ao grau de anisotropia depen=-
de do valor de um parametro caracteristico do fluido denominado
fator de expansao (), cuja dind3mica & fornecida pelas equagdes
de Eisntein. Deparamo-nos aqui com a interessante possibilida-
de de auto-estruturacao do contetdo energético, induzida pela
interagdo gravitacional.

Com o objetivo de observar o efeito descrito acima



em uma geometria do tipo Bianchi I, realizamos um estudo do sis
tema de equacoes de Einstein para o modelo em questao. Estas
equagoes, reduzidas a um sistema autOnomo nd@o linear de segun-
da ordem e analisadas segundo as técnicas que compOem a chama-
da analise qualitativa, confirma a possibilidade de alteracoes
dos estados de anisotropia ao longo da evolugao do parametro
de expansao do sistema.

0 resultado obtido nos motiva a pensar neste mecanis-
mo como uma alternativa possivel a explicagdo da existéncia de

uma fase completamente isotrOpica como a que observamos hoje.



CAPITULO I

TRANSICAQ DE FASE

1.1 - OBSERVADORES FUNDAMENTAIS

Ao longo deste trabalho admitiremos como hipdtese ba
sica a validade das equag¢des de Einstein para a gravitacao que
relacionam o conteddo energético do Universo com alteragoes
das propriedades métricas do espaco-tempo. Caracterizaremos es
ta distribuicdo de energia como um fluido hidrodinamico, sobre
o qual construiremos um campo de observadores gque chamaremos
de fundamentais.

Se utilizarmos uma escala de observacao onde os aglo
merados de galdxias desempenham o papel de "particulas elemen-
tares" na aproximag¢ao de continuum citada acima, fica defini-
do em cada ponto do espaco-tempo um campo de velocidades
Va(xu), representando a velocidade média do conteudo material
no ponto considerado. Temos portanto definida uma classe de ob
servadores, agqueles gque em cada ponto do espaco-tempo se movi-
mentam com a velocidade média da matéria, denominados de ob -
servadores fundamentais(é).

As trajetorias percorridas no espago-tempo pelas par
ticulas do fluido s3o denominadas de linhas de Universo. Em ca
da ponto desta trajetdria, um observador movendo-se ligado a

estas particulas & capaz de definir um espago tridimensional



(aguele que ele ocupa) e uma diregdo temporal caracterizada por
duas regioes: o seu passado e o seu futuro {(Fig. 1.1).

Um deslocamento in
finitesimal dx” no espago -
-tempo pode agora ser decom-
posto em duas compohentes
distintas(éJ; uma na direcgao
do vetor velocidade V* e ou-
tra no subespago tridimen -
sional I cujos vetores sao
ortogonais a v¥ (We 3 -

<W,V> = 0).

Seja dx® este des

locamento arbitrarioc no espa

N go-tempo:
FIGURA 1,1 - Linha de Universo e hiper- a o o
superficies tridimensionais de repouso dx = av + b (1.1)
instantaneo para as particulas do flui-
do.

A parte espacial p® & ortogo

b v: =10 . (1.2)

Podemos, sem perda de generalidade, normalizar a quadrivelocida

de:
a —
viv, =1 (1.3)
Temos portanto:
a
‘ Vadx a
a = ——5— = Vadx (1.4)
|V
b® = ax® - (dexB)vOl = (8%,vOV,) ax® .



b" = h~pdx (1.5) o

ag = gaB—vaVB (1.6)

A matriz haB funciona como
um projetor no subespago tri
dimensional (espago de repou

so do observador comdvel}.

Tomemos agora (x}) como a
v

métrica do espago-tempo. 0

FIGURA 1.2 - Decomposicao de um desloca
mento infinitesimal na direcao paralela
2 _ e ortogonal ao vetor velocidade.

elemento invariante desta ge
ometria & dado por: ds
= gpvdx“dxv. Realizando a decomposigao dos deslocamentos infi-
nitesimais dx' segundo os observadores comdvels ao fluido de

velocidade 3, temos:

2 _ U, Vv H,. U V..V,
ds™ = guvdx dx = guv(av +b") (avV'+b ") =
= guv(azv“vv + avPbY + av'b" + bM'pY)
2, 2 Uy V 2 2
= AR + = + d
a ( U) guvb b a L
as® = a? + ar? (1.8)

dL“ & a distancia elementar no espago tridimensional;

dx

My Vo HoaoPy (nY geYy = (nH v PR
guvb b guv(h pdx ) (h de ) (h pqp\)h Y)dx dx



ar” = h axPax” } (1.9)

A expressao acima mostra que o projetor desempenha o papel de
métrica no subespago tridimensional.

Fagamos agora, a decomposicac do tensor momentum-ener
gia Tuv em suas componentes projetadas na diregao e ortogonal -
mente ao campo VB(x). Projetando um dos indices na diregaoc de

g B

\Y obtemos o vetor, TaBV , gue por sua vez possul componentes

na direcgao paralela e ortogonal a Vy

TaBV = av, + q, (1.10)
o _
qVv = 0 (1.11)
a _
v,y =1
o.,B o o :
Tqu VY = AV VT + gV = A (1.12)
= B _ _ B _ YR
d, TGBV AV, = T oV (TYBV VIV,
_ Y _Y B _ 4 Y B
TYB(SOt \Y4 va)v h, TYBV
g =n Yo vF (1.13)
o a “YB :

A projecdo de um dos indices no espago de repouso do observa -

dor nos fornece o tensor TuBhBA; se projetarmos este tensor
. o~ o

agora na direcgao de V~ encontraremos

an B
ViTaeh ' = 9 :

grandeza 3ja obtida anteriormente.

Uma segunda projecao de TthBA no subespacgo tridimen-



sional nos fornece um novo objeto:

o g _
hp TuBh y = Mpk (1.14)

Mpk & uma matriz simétrica que pode ser decomposta na soma de

suas partes irredutiveis.

- c B _
M, = h %7 oh = T+ B, (1.15)
o _
1% =0 (1.16)
m vP <o (1.17)
B *
1 .=nh% n? - Bn (1.18)
DA p TaB A DA *

Tomando o trago desta equacao e utilizando as proprie

dades do projetor obtemos:

-1 aB
B =3 T,ph (1.19)

AQ

=
It

o g _ 1
hp T, h 3 (T, h"“)h

gh oA (1.20)

AC

Nenhuma outra nova projegao pode ser feita, indicando serem os
objetos, {A'qa'B’HaB} suficientes para a decomposicao desejada.
Concluimos portanto, ser sempre possivel a decomposi

¢ao do tensor momentum-energia nas seguintes partes:
Tyg = BV Vg ¥ BhaB +q Ve * qpVy + T, .

A interpretacgdo usual para cada um dos termos & fornecida a se-

guir:
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A = TQBVOLVB = densidade de energia (p)
B = % TOLBhOtB = pressao escalar (p)
) B LY
q, TYBh oV = fluxo de energia
| Has = huYthTyp - %(Typhyp)has = pressao anisotroOpica
a—
q,V = 0
u —
o = 0
a B
It 8V 0

A partir daqui adotaremos a seguinte expressao para o tensor

momentum—-energia

= + + + .
T oV Vv phuv q(uvv) I (1.21)

uv H vy

Tomemos agora {x%} como coordenadas arbitrarias do espag¢o-tem-
po. Associado aos observadores fundamentais descritos anterior-
mente, vamos construir um sistema de coordenadas de maneira que
o campo de velocidades v® seja expresso de uma forma bem sim-

ples(é'l)

. Para isto escolhemos uma se¢ao espacial arbitraria
do espago-tempo e nele fixamos um sistema de coordenadas {yk}.
Cada particula do fluido que ocupa esta secao possul agora um
conjunto de nimeros que representam sua posigao nestas coordena
das. A medida que o tempo avanc¢a as particulas do fluido percor
rem sucessivas segoes espaciais onde as coordenadas {yk} tam -
bém estao definidas. Ao atribuirmos em todas as seg¢gDes espaci-
ais percorridas a partir da inicial o mesmo valor das coordena-

das {yk} as mesmas particulas do fluido, obtemos gue as linhas

de fluxo do fluido no espago-tempo sao descritas neste sistema
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de coordenadas pelas curvas yk = cte. A coordenada temporal é
determinada atraves da medida do tempo prdprio (a partir da se
cao espacial inicial) ao longo das linhas de fluxo do fluido .
Desta maneira fica definido um sistema de coordenadas que cha-
maremos de comovel (Fig. 1.3), caracterizado pelo conjunto de

numeros, (s,yk) onde o vetor velocidade assume a forma
(1.22)

Suponhamos um conjunto de
linhas de fluxo do flui-
do, que intercepta uma
dada segao espacial I .

Nesta se¢ao, o valor dos

parametros afim s; que
representam O tempo pro-
prio sobre cada uma das

linhas nao coincidem ne-

cessariamente. Vamos de-
B . ->

finir um vetor n chama

do de vetor conexao cuja

fungao & ligar duas cur-

FIGURA 1.3 ~ Sistema Comovel.
As linhas de fluxo do fluido em um siste-
ma comével sdo descritas pela equacdo yK=
=cte ¥ s .

vas com O mesmo valor de
s. Este vetor expresso
no sistema de coordenadas comovel tem componentes (0,5yk), uma
vez que liga duas curvas com mesmo valor do parametro s, des =

. o k _ k k _ Lo -
critas pelas equagOes y = cte e y + 8y = cte. A utilizacao

. - . o .
de coordenadas arbitrarias {x '} para o espago-tempo nos permi

_). ] Iy
te escrever as componentes de 1 da seguinte maneira:



nto= /¢ 6y {1.23)

Calculandc a derivada covariante deste vetor ao lon-

go das linhas de Universo do fluido obtemos:

D s _ p 5x ™ k o)

2 = v (o sy™) . v 1.24

ps " " o Gk T 1 (1.24)

41 o]

. 5

® = (—a"—]E Gyk)“p vP o+ ng (% 5y%) vP
3y Jy

. o} p o) P

s (B ek B rf (E eyk) B (1.25)
sx” oy 3y

Desenvolvendo a primeira parcela do lado direito do sinal de

igualdade temos:

2 O

o 0 o P
3 oxX k, 9x 0°x k oxX 3 k, 9x
—— (=5 sy) = Syt + 2B —— (8y") =
ax P Byk 9s Bsayk Byk px” o8
P Bx(1 Bxc k E)x(1 a k
= { ) Sy" + —— == (6y)
on 0s ayk ayk 95
3 kK, _ L - . .
Mas, 3s {(§y) = 0 pela nossa definicao de sistema comovel;
o P o o}
3 oX k, ox ] 0x 0x k
— oy™) = { ) oy . {1.26)
e ayk ds 5% ° 0s Byk

Colocando em evidencia o fator comum ficamos com:

o o p
=0 0x k d b ¢ 9x
no = —— 0y [——— (=—) + T e J ’ (1.27)
ayk on 08 po ds
o
0. _ 0X k .o
n -"'—E 6y Vv ”G (1.28)

ENY
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no _ axg 6yk
Byk
n = Va“O T]O (1.29)
o _ O o :
=n HO v (1.30)

Igualando as duas ultimas expressOes acima temos:

o o o o _ >
VHGT] = 7 “O V' =0 <« N =0 {1,31)

< m

Vemos portanto que dado o vetor ﬁ em uma determi-
nada secgao espacial, podemos construlr o campo ﬁ(x) ao lon-
go das curvas descritas pelas particulas através do transpor-
te de Lie para um vetor. A agdo do projetor h sobre o vetor
conexao determina, na se¢ao espacial I, um outro vetor gue de-
notaremos ﬁl , Jue nos fornece informag¢dao sobre a posigao re-
lativa entre duas curvas (Fig. 1.4). A partir deste vetor po
demos obter imediata -
mente a velocidade re-
lativa de afastamento
em I de duas curvas vi
zinhas. Denotando esta
velocidade relativa por

N
v temos:
r

FIGURA 1.4 — Vetor co -

nexao e sua projecao em L.
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G _ 0 B Pr _ w0 =B a D B
= h v = h = 2
Vo B[nl Hp ] B[nl] h D5 (ﬂ_l_)] (1.32)
_ ya (D B Py1 = w0 (D By .P BD_ (.p
heolgg (b Pa?)) = g i M0+ P 3o (nf))
- n® (D B_y Byq P 8 Dn”
h B[Ds [(6p va )Intl + hp Ds
- 1® oy yR.P - SBop L Bep agH _ i
B[ VDV n VDV m hpn ] h, v 0 (1.33)
£% = &
a o «B D o *p
vy, = -h gV Vo4 h ol (1.34)
Usando agora a expressdo obtida anteriormente, %ﬁ==0,
temos:

n? = vﬂl nf (1.35)

Substituindo na eg. (1.34):

a _ .o £ B 0] o _p £
Vr = h BVET] Vv “OV + h DV ”E T {1.36)
o _ 0 B g g €
Vr = h B( VEV HgV + V ”E) n
= 1% (8 %-v vI)vh 1nf = n® vF 1Y nf (1.37)
- B £ € || o no= B |{o el .
o a €
vp = QN (1.38)
0% = n® vP 1O (1.39)
e T B ||lo " € :
vp= 0 M (1.40)

0O tensor QaB contém informac3do sobre alteragaesckidig
tancia relativa em Z entre duas linhas de fluxo do fluido.Sen

do um tensor de segunda ordem pode ser decomposto em suas par -
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tes irredutiveis:

_ 1
QaB UaB + 3 BhaB + WaB (1.41)
6 = Tr[QaB] = fator de expansao (1.42)
3 = th(Q +Q, ) - Lgn = tensor de distorcao
afB 2 ' aB TBu 3 aB ¢
(1.43)
[ WaB = % (QaB_QBa) = tensor de rotacao (1.44)

Os objetos acima estao sujeitos aos vinculos:

o _
Oy = 0 (1.45)
s BvB = o (1.46)
o
a —
w, =0 (1.47)
B _
WaBV = 0 {(1.48)
Os escalares 0, o = iV oa8 e W = 1Vw wo B sao
2 af 2 ofB
denominados de parametros cinematicos do fluido e desempenham

um importante papel na caracterizacdo dos modelos cosmologicos.

Podemos descrever de maneira bem simples o efeito re-
sultante da presencga dos parametros cinematicos em um fluido ,
analisando como um elemento esférico do mesmo se altera a medi-
da que o tempo proéprio sofre incremento. Um calculo simples,mos
tra o efeito de cada um dos parametros considerados isoladamen
te.

Apresentamos a seguir os resultados de forma esguemi-

tica:
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- Volume e direcao dos eixos principais do
tensor SaB inalterados.

- Alteracao nas distancias ao longo dos ei
x0s principals resultando na deformacgao
da esfera em um elipsoide.

- Volume inalterado. =~

- Rotacao rigida na esfera deixando uma di

recao fixa.
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Em modelos cosmologicos, a informagao sobre © grau de
anisotropia ao longo das linhas de Universo & fornecida pela ma
triz ¢ . Como vimos, 9ug = (a)aB & um tensor simétrico de se
gunda ordem com trago nulo, sendo portanto sempre possivel en -
contrar uma representac¢ac em gue ele assume a forma diagonal.Va

mos tomar como representacac de C a seguinte matriz:

1
- Lz 0 0
5 = 0 - -j;_-{z-z') 0
0 0 7

Nesta parametrizagac a condigac de trago nule € automaticamente

satisfeita.

=1 = CL__l I__!'__! —
Trlc] = 9y = 2(Z+Z ) 2(2 »') + L& 0

A correspondéncia entre o grau de anisotropia e ¢ n-

mero de autovalores distintos da matriz ¢ & imediata:
3 autovalores diferentes:

....__l —.....:!:._" =
A = 2(Z+E‘),B— 2(22) e C I

- anisotropia ao longo
das 3 diregoOes princi
pais

(o}]
H
[

2 autovalores diferentes:

1 1
--2—}: r -526 b
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-ZL 0 0
_ 1 - isotropia em
c=0 R 0 um plano
0 0 z
Todos autovalores iguais:
6o , 0 , 0
g =10 - isotropia em todas as dire
goes.

1.2 - FLUIDOS STOKRESIANOS

A consideracao de efeitos gerados por fluidos visco-
SOS em Cosmologia(E’g’lg'll’lg'lé'li'li'lﬁ'll'lg), tornou possi
vel o exame de situag¢bes mais complexas, até entdo ignoradas pe
los modelos de fluido perfeito. Neste espirito, a idéia de uma
fagse do Universo com estrutura altamente anisotropica foli cogi-
tada, juntamente com a sugestao de que a viscosidade pudesse ser
um eficiente mecanismo para elimina-la. 0 esquema descrito, te-
ria a vantagem de considerar estagios iniciais completamente ar
bitrarios para o Cosmos. Outra sugestao apresentada foi a de re
lacionar a criagao de particulas em um campo gravitacional nao
estacionario ao comportamento viscoso do fluido que descreve -
ria fenomenologicamente o processo. Termos de viscosidade encon
traram também aplicac¢do na elaboracao de modelos sem singulari
dade(g'lg).

Uma analise sistematica de modelos cosmoldgicos visco

sos pode ser efetuada através da consideracdao de fluidos Stoke-
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sianos cuja definig¢ao como veremos a seguir, cobre os casos dis
cutidos anteriormente por outros autores e abre a possibilidade

de considerarmos situagOes mais gerais.

Definimos um fluido como sendo do tipo StOkesiano(lg'
15,18) guando seus objetos dinamicos podem ser expressos COmMO
funcionais do fator de expansao 6 e do tensor de distorcgao
n n
Ouv {"shear").

Tomemos a expressac do tensor momentum-energia para o
fluido galatico definida anteriormente (sem o termo de propaga

cido de energia que a partir dagui deixaremos de considerar ;

qU = 0):
LN quV\) - phw + Hw (1.49)
P = Piy + I {(1.50)
1 & a contribuigdo isotrdpica dos efeitos viscosos; pi, e a

pressao termica.

Pela definicac de fluido de Stokes enunciada acima temos:
H“v = Hyv [B,OHv] {1.51)

I = H[B'Ouvj (1.52)

, de acordo com a teoria das ma

A expressao mais geral para Huv

trizes 3x3, & dada por:
h + £, 0O + £, o of {1.53)

Os coeficientes escalares fk s3o definidos atravées

de polindmios envolvendo os invariantes da matriz de dilatacao:
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+
Lot

6 h g (1.54)
_ A 2 B
£, = £, +fk111 + l:fk (1)° + sz(zz)] +
A 3 B C
+ Ek ()7 + £ (I;).(I,) + fk3(13):| + ... (1.55)

Il' 12 e I3 s30 os invariantes candnicos de 6 definidos como

segue:

I, = Trl6] = o (1.56)
I, = Tr[éz] = g% 4 % X (1.57)
I, = (531 = ¢° + 00° + % g3 {1.58)
oK = mr (65 (1.59)

Veremos em seguida como um fluido Stokesiano contri -
bui para a elaboragao de um processo capaz de eliminar do Cos-
mos anisotropias eventualmente presentes em fase anterior a que

observamos hoje.

1.3 - TRANSICAO ENTRE AS FASES ANISOTROPICA E ISOTROPICA DO

FLUIDO

A passagem de uma fase anisotropica para uma fase iso
tropica em um fluido, pode ser descrita em termos de um parame-

tro macroscopico denominado de parametro de ordem (£). A fase
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isotropica, identificada pelo maior grau de simetria e menor
organizacao, € caracterizada pelo valor nulo do pardmetro de
ordem (£ = 0). A fase anisotroOpica, menos simétrica, mais orga
nizada, caracteriza-se por & # 0.

Como estamos interessados na evolucao da anisotropia
do fluido cosmologico e seu eventual desaparecimento dando lu-
gar a uma fase completamente simétrica, é natural escolhermos
como parametro de ordem o tensor de distorcio OB ("shear") .

Assim, de acordo com o que ja vimos anteriormente, teriamos:

Y48 # 0 - fase anisotrOpica, menos simétrica;

o, = 0 - fase isotropica, completamente simétrica.

Para compreendermos como esta passagem pode ser efe-
tivada, vamos utilizar a teoria de L. Landau(lg) sobre o com -
portamento da matéria sujeita a uma transicdo de fase de segun
da espécie (sem alterac¢oes descontinuas em seu estado). O pon-
to de partida desta teoria €& a expansao da funcdo energia 1i -
vre em termos do parametro de ordem. Esta funcao pode ser con-
siderada como a generalizagao da energia livre para situagoes
de nao equilibrio.

Para prosseguirmos com nossa analise & necessario in
vestigarmos as configuragoes de equilibrio do fluido em ques-
tao, levando em conta o campo gravitacional que ele gera. Os
estados de equilibrio podem ser obtidos através da procura dos
pontos de minimo da fungao energia livre, F = E-TS. Quanto a
influeéncia da gravitagao na energia livre de um sistema (e con
sequentemente em seus estados de equilibrio), devido & impossi

bilidade de obtermos informagdes precisas via experimentacgdo
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direta, lancamos mao da analogia com © campo magnético. N6 caso
do campo magnético a seguinte expressdo, que nos fornece o in -
cremento de F na presenga do campo HU' se mostra adequada na ex
plicacdo dos dados experimentais relativos aos materiais co -

(20)

muiuns —

F=F, + (AF)ma (1.60)

0 g

(AF) |y = YHUHvOUv (1.61)

O tensor momentum-energia do campo magnético pode ser
escrito em termos da decomposicao apresentada anteriormente:

- -1
(Tuv)mag - pVUVv 3 phuv + Huv : (1.62)

Agui, os seguintes termos desempenham o papel de pressao aniso-

tropica:

= - 1
T, =-HH +3H h . (1.63)

Observamos a seguir, que a expressao para o acréscimo da ener -
gia livre de um dado material na presenga do campo magnetico po

de ser reproduzida a partir da contracao dos tensores {T )

Uv’mag
e Ouv; de fato,
v _ _1 _ 1,2
(Tuv)mag o = (prVv 3 phuv Hqu + 3 H huv)
(1.64)
Utilizando as propriedades de "V  temos:
(T. ) "V = -x . o™ . (1.65)
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Podemos entaoc escrever:

_ uv
(BF) ag = = Y (T g 970 (1.66)

Uma vez gque as equacdes de Einstein relacionam o contetudo ener-
gético com aspectos geométricos do espago~tempo, podemos escre-
ver a expressdao para o incremento da energia livre de uma forma
puramente geometrica, generalizada para o tratamento de qual -
gquer tipo de interacdo que dependa do parametro macroscopico de

v
ordem 0u H

AF = y R oMV ) (1.67)

Para o caso do campo gravitacional as consideracgoes

acima induzem~nos a escrever:

_ pv
(AF)G _"yRuv g . (1.68)

A utilizacao das equac¢oes de Einstein,

R, = k(T - 2T 9y (1.69)
para um fluido arbitrario,

T, = PV V, = ph o+ 1 (1.70)

Huv = Huv{G,Ouv] ' (1.71)
permite-nos escrever:

(AF) o = v (L, (8,0 1) ¥ . (1.72)

Vamos considerar agora um fluido Stokesiano particu -
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lar, cuja express3o para a pressao anisotrOpica é dada pela
formula:
i = £(9,0}h + (o, + 0.6 + 802)0 + 8o, o
HV ' VY 0 1 Hv O W
(1.73)

A expressao para o acréscimo de energia livre gerada pela inte

racao gravitacional pode entdo ser escrita como:

_ 2 o HAY
(AF)G = Y[(ao+a19+86 )Ouv + écuaa v]o (1.74)
(4F) = —Y[(a0+a19+802)62 + 8071 (1.75)
onde,
K = pr[5% X (1.76)

Redefinimos agui as constantes por simples conveniéncia dida-

tica:

a, = a‘o* (1.77)
o, = ~a’ (1.78)
Y = -m? (1.79)

Substituindo na expressao para (AF)G, ficamos finalmente com:

2 2

(0F) ¢ = m® [(-a®(0-0%) + 80%)c? + 8601 . (1.80)

Para simplificar o tratamento do problema vamos nos restringir
ao caso de isotropia no plano. Como vimos anteriormente, isto

implica na forma simplificada para SN
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- %z 0 o0
- 1
5 = 0 - 32 (1.81)
0 0 3
Para esta matriz temos:
o2 = Tr[3%y = % 7 (1.82)
o3 = redy = % p3 : (1.83)

A utilizagao dos valores acima em(f_\.F)G nos fornece

a forma final da expressao a ser analisada:

a2 [Basd L1 o031 20 aary2
(r g = an? [Zert + Joer® - 3 ate-eni? | L (s

Passamos entdo ao estudo dos estados de equilibrio do

fluido cuja funcdo energia livre & dada pela expressao ,

F

FO + (f_\.F)G

onde (AF)G foi fornecida acima. Observamos que ela esta escri
ta como uma expansao em poténcias do parametro de ordem £ , o©

que nos permite seguir de perto o procedimento adotado por Lan

dau.

Como estamos interessados apenas nos efeitos gerados
pela gravidade, vamos fazer a hipdtese que F, ndc depende  de

Ouv' Da condigd3o de extremo para uma funcido temos:

)
|

- 9 -
=0 —> 3% [(AF)G] = _0- (1.85)

[oB)
t~1

ou,
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3m2 (-a? (0-0%) + % 8% + 385%) =0 . (1.86)

Esta expressao nos fornece duas solucgoes:

L = 0, correspondendo a fase isotrdpica e as possi-

veis raizes de

38202 + % S5, - a?(8-6%) = 0

0 ' (1.87)

que correspondem a uma fase anisotrdpica. Para que estas rai -~

zes exXistam e sejam reais devemos restringir os valores dos pa

rametros envolvidos.

De fato, a existéncia das raizes reais,

¥

=26 2 |/ (36) %44, (38) . (a° (8-0%))

6(1.2) 2. (36)

8 5 V/ 64 BaZ(0~0%) |
L = -0 s O \/) , 84 Ba” (6-0%) (1.88)
5 1.2) 88 © BB 3 2

esta ligada a exigéncia de positividade do discriminante,

f% 52 + 12Ba2(6-0%) > g (1.89)

gue nos fornece uma condigao sobre o parametro & :

0 > e% - B O (1.90)

O resultado obtido indica que a possibilidade de tex

mos uma fase anisotropica, depende do valor do fator de expan

sao do Universo.

Prosseguimos investigando a condi¢ao para gue os va-
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lores extremos obtidos sejam minimos:

82

s [(4F) ] > 0 —> 9852 + % 5% - a2(0-8%) > 0

ERX (1.91)
A equac¢ado associada,

987% + 2 67 ~ a®(9-8%) = 0 (1.92)

nos fornece as ralzes:

-3 i\f(%mf”- + 4(98) (0-8%)a?!
2 -
oo 18 E
2 !
s 5 16822 (8-0%)
) = 178 * T@g'v/l + > {(1.93)

(+"—) 8

A desigualdade (1.91) pode ser colocada na forma,

9B (Z-2 (Z-Z _y) > 0 (1.94)

(+)! (

indicando que sera satisfeita se tivermos

L >z ou & < I
(+) (-)

- +

Portanto, para que os valores extremos I sejam
0(1,2)
efetivamente valores de minimo, devemos ter por exemplo:
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L > I (1.95)
0(2) (+)

isto &,

L
_i+i\/1+_6iM>_ & .8 \/l+168a2(8—8*)
86 8E 3 62 128 126 62
(1.96)
A desigualdade & satisfeita somente se
2
3 6
X - e
6 > 6 €4 5 (1.97)
Ba
isto &,
6 > ec (1.97")
2
3 6
= g% - 2. %
ec g £d 3 . (1.98)
Ba
O resultado acima nos mostra que na regiao B, < 6 <o
temos dois minimos: T e Z = 0. A condigaoc para que I = 0 re -

0
presente um minimo absoluto pode ser escrita como:

F(0) < F(2) {(1.99)
0
F(0) = F, (1.100)
F(Z.) = F, + m2[28 7% + 3633 = 3 32(0-0%)12)
0 0 3 ; 3
0 0 0
(1.101)
A desigualdade toma a forma:
32 12 2 g% +lsy o1 3206-0%)] > 0 (1.102)
2 ; 3
0 0 0
3m2 £2 > 0 —» 38 T2 4+ 8F - 2a2(0-6%) > g (1.103)

X
0 0 0
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Esta expressao & satisfeita para o seguinte intervalo do fator

de expansdo:

62
8 < Q% > (1.104)
248a
8 < eT (1.104")
62
eT = g% - — {(1.105)
248a

* *
e<ec 8C<8<9T eT<e<e 08>0

I: Fase isotroOpica.
II: Fase isotrdpica é a mais estivel mas existe minimo local
correspondendo a uma fase anisotropica.
III: Fase anisotrOpica €& a mais estdvel mas eXxiste minimo lo =
cal correspondendo & isotropia.

IV: Fase anisotropica.

Concluimos este capitulo com algumas observagoes re -

lativas a aplicagao das idéias expostas a Cosmologia:

Observamos em primeiro lugar, que os resultados obti-
dos dependem de algumas hipoteses basicas que enumeramos a se-

guir:
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i) A validade das equag¢des de Einstein para a gravitacao.
ii) A possibilidade de expressarmos a energia livre de um flui
do devido & intera¢do gravitacional, através da expressao

geométrica, (AF)G = YR oMV,

uv
iii) A expressdo particular adotada para o termo de pressio ani
sotrdpica do fluido Stokesiano que modela o contevdo ener-
getico do Universo.

Vimos que se as hipdteses acima forem adotadas,obtere
mos como resultado um mecanismo de transicdo entre as fases iso
tropica e anisotropica do fluido, controlada por um parimetro
de cardter geométrico, o chamado fator de expansao do Univer-
so (9).

As considerag¢Oes acima nos permitem sugerir um esque-
ma capaz de justificar o alto grau de isotropia que observamosr
hoje no Universo. Na sua fase mais compactada, caracterizada em
Universos espacialmente homogéneos (mas isotrdpicos) por um gran
de valor do fator de expansao 6, o fluido cosmoldgico seria des
crito por um fluido viscoso que poderia apresentar também valo-
res ndo nulos para o "shear" (Ouv)' A medida que o Universo ex-
pande o valor de © diminui até atingir o valor indicado para

que se isotropize. A persistir o estado de expansao, o sistema

permanecera isotrodpico.



CAPITULO II

EQUACOES DE EINSTEIN

Neste capitulo, com o objetivo de analisarmos as al-
teracOes nas propriedades métricas do espago-tempo geradas pe-
lo fluido Stokesiano particular considerado no capitulo anteri
or, vamés montar o sistema de equagdes de Einstein, colocando-
-0 na forma adequada para dois tipos de estudo a serem efetua-

dos. a seguir:

i} a procura de solugoes exatas para o sistema:

ii} analise do sistema autdnomo nac-linear.

Uma vez que estamos interessados em observar a tran-
sicao entre fases de diferentes simetrias, escreveremos © sis
tema de equacgdes de Einstein utilizando o elemento de linha do

tipo Bianchi I. Nesta métrica

2

ds® = dt?-a’(t)ax?

- bz(t)dyz—cz(t)dz2 '

as fases do Universo discutidas anteriormente sao facilmente

caracterizadas. Assim temos, por exemplo:

I) isotropia: a2(t) = bz(t) = cz(t) = Az(t)
ds? = at? - A% (t) [dx2+dy?+dz?] (2.1)
, . 2 2 2 2
II) isotropia em um plano: a“(t) # b (t) = c“(t) = B (t)
ds® = at? - a%(t) - B?(t) [ay%+dz?] (2.2)
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III) anisotropia geral: a2(t) # b2(t) # cz(t)
as? = at? - a?(t)ax? - p?(t)dy2-c?(t)az? .
(2.3)
Os calculos dos elementos da geometria e do tensor

momentum-energia realizados em uma base de tetradas, encontram-
-se feitos com detalhes no Apéndice A; apresentaremos agui so -

mente os resultados.

O ponto de partida sao as equagOes de Einstein:

GAB = - TAB (2.4)
G._ =R, -+R&r (2.5)
AaB = taB ~ 2 "am .

1 0 0 O
ﬁ= 0o -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

O papel de Fonte é& desempenhado pelo fluido de Stokes

discutido anteriormente:

Tag = PVaVg = Phyg + g (2.6)
Il = (o.+o 9+802)0 + &0 Co + £(9,0)h
AB 0 1 AB A CB ’ AB ’
(2.7)

Na base de tetradas escolhida para efetuarmos os cal-

(7}

culos'=', o elemento de linha toma a forma:

as? = (692 - (012 - (8H?% - (8H? . (2.8)
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Para a métrica que estamos utilizando temos:

-—

89 - at
sl = a(t)dx
2 (A.2)
6% = b(t)dy
63 = c(t)dz
Do calculo de formas diferenciais{zl):
A_ A B, .C
de” = vy BC 867 A B {A.4)
A _ A .C
Wiy = ¥ et (A.6)
ae? = -mAB A 9B (A.7)
A _ . A A C
9] B = dw B + W c A w B (A.12)

- _1:a
5 = - 3R

eC p o (A.14)

BCD

Obtemos assim as componentes do tensor curvatura:

1 _ _ & 1 __ab
R7001 = ~ 2 R'212 7 " 351
2 _ _b 1  __ac
Rgo2 = 7 b R'313 = " 3 ¢ (A.15)
3 __¢ 2 __be
R003 = ~ ¢ R'323 % " b ¢
Com os dados acima b vando dgu RA = -RA

calculamos imediatamente o tensor de Ricci, cujas componentes

sao dadas por:
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Rap = Roacy = Ragp * R 1
R00 = (% + % + %)

Ryy = - (§+—§-[%+%])
Ro2 = - ‘g*%[—é—+gl)
R3z = - ‘%+%[§+%—])

A partir dai

R = HABRAB = RAAzROO + gl

Finalmente,

obtemos as componentes do

Sap = Rap - % RMaB
Gi1 = (% + % + % %)
Gyy = (é + % + é %)
G33 = (% + % + % %)
Passamos agora

Sabemos

que:

obtemos ¢ escalar de curvatura:

tensor de Einstein:

(A.

(A.

(A.

(A.

{(A.

(A,

(A.

(a.

(a.

(a.

(A.

(A.

16)

18}

20)

22)

24)

25)

27)

28)

30)

31)

32)

33)

ao calculo do tensor momentum-energia.
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aVp T Phap * lap (2.6)

8+802)0 + &0 OC + Eh

ag = (agto AB ac’ B

AB (2.7)

1 AB

A condigao de trago nulo para a pressao anisotrdpica nos forne-

ce:

Trill} = 0 (A.47)
A _ '
it A = 0 (A.47")
35+602:0—-——>E=—%O‘2 (A.48)

Na base de tetradas temos o fator de expansao escrito da seguin

te forma:

(A.35")

(a0
I
1
3
oo
+
¢

A matriz das distorgbes ("shear™) tem por componentes:

e

11 (A.37)

+
W=
s
+
oo
+
1€

27 (A.38)

a
il
!
ool
+
Wi
1
+
ealerl
+
th

Q
|
1
alas
+
W=
s
+
topkenty
+
¢

33 = (A.39)

Qs
n
o
|
Tlge
+
W
@
o

o
o
I
Qe
+
I
fan]
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Com estes elementos calculamos:

2 _ BA 11 22
0% = 0,p0 = 04,070 + 0y,
2 _ a2 b, 2 c,2 1
ot = (T F (F)T A+ D) 3 |
Tomando v, = 8 0 e h = N
! A A AB AB

(A.40)

(A.40")

- 6A06B0 temos as componen

tes do tensor momentum=-energia escritas da seguinte maneira:

_ 0, 0
Tap = PO Op

2
+ (u0+a 0+Rc )OAB + 8 (o

1

Lembrando que,

1 _— -
917 %11
2 o a—
¢ 5 = "9
3 = -
973 T T933

escrevemos a seguir o sistema de equacdes de Einstein

zando o0s elementos ja calculados:

So0 = KT
Gyp =~ KT1g
E.cy % -‘c:}) - (B @B 2E?

1

a%1e

1
3

[

+ (&-p)npg + {p—g)éAoéB

+C

e

0

2
A

eglenl

+
3
28+ 93p)
(A.49)
(A.43)
utili -
(2.9)
(2.9")
{2.10)

%12} + pl +



e s

a b, ¢ a,2 b2, ,¢2 1 a_ b, c,?
+E10+0.1 [§+B+E]+8{(E) Hg) TH(Z) _§[E+B+E}}]'

L - - - - L - 2
E-g4-%[%-+%4~%ﬂ -6[—%4—%[%-+%4—%ﬂ ) . (2.10")
G22 = —KT22 (2.11)
a ,c,ac, _ § a2, b2 &2 1la_ b c?2
(g ot g E) = =K (fg {(E) +(B),+(E) Y P E] } + pl +
a ., b, ¢ a2, b2 ¢2 _1 a_ b, c?2
+l}0+cx1[“é‘+'g+'6]+8{(g) +H(G) T+ (D) —§[E+B+E]}:] .
- .1_3_ + !‘. [é + .E)_ +4 .C._:] - &= ..E)_ +.1'.[é +é+ é] 2) {2 11|)
- b 3 "a b C b 3 a b C )
G33 = - T33 . (2.12)
a b _ab, _ §5,,a.2, b2, &2 1 &, b, &2
E+2+2D = w(F QO+ -3 g +g+ 73 +pl+
a b, c a, 2, b,2,,62 1 a_, b, c?2
* E‘0+°‘1EE+E+E] FRQTHRITHR T -3 gt }]
- .(_.:._ + l [é +.E_) +4 é] - &= é 4 _1_ [_.a; +.é +é] 2) (2 ]_2')
c 3 "a b le: C 3 'a b c *

As equagoes (2.10'), (2.11') e (2.12') podem ser colocadas em

uma forma um pouco mais simples:



-38-

b ,&,be _ a,2, b2, ¢, 2 § ,a, B ,a,b ¢
H+e+tpd = -K({(E) ) ) } g-fo t3 [+t E{]+
a_ b, ¢,2 2 Ba B .,a b, ¢ %1
Tlz*+g*gl [§5+§g‘§[5+5+E]+T *
[ ] L] L) a L] » - -
a b c 0 _ a_ 2 sa - ay _ a,2 2.
rlipry tgllg a2t 3 031 TP - o) §(3) ) (2.13)
5. & ,ac¢, _ a,2,,b,2,,¢ 2, [3 b B a4, b, ¢
Gre*r3d =~ (QHEHT |:§"86+§[§+B+E]:]+
a,b, c.2 2 Bb B ,a, b ¢ !
Rt T d -["9‘“55‘5 [§+B+E]+T]+
- L4 L] a L] L ] L -
a.b,c 0 b .2 . D b b, 2
+ [g + E + EJ.(?T - &1 E + ? ) B) + p - aO(B) - 6(5) ,) (2.14)
i, 6 ,ab, _ _ a,2, by2,.¢,2, [8 ¢, B &, b, ¢
(*""'"}54"5'5) = K(‘[( ) +(b) +(=) }B BE+§ [g+“5+“c-]:l+
a. b, ¢ 2 2 8¢ B .a_ b, c “1
Iz g+l 'E§6+§E'§[E+E+E]+T]+
a , b,c 2o c ., 2.¢ G &, 2
PPt g - o+ 580 +p-oyS -85H) . (2.15)

As equagdes (2.9'), (2.13), (2.14) e (2.15) serdao utilizadas no
proximo capitulo, quando discutiremos as solugdes exatas para o
sistema. Mostraremos agora que & possivel colocar o sistema de
quatro equag¢des mencionado acima, na forma de um sistema autonomo
ndo linear, objeto de nossa andlisa no capitulo IV. Para tanto ,

comegamos com a seguinte substituicdo de variaveis:

a _ b c _
g = Xl S = X2 E = X3 (2.16)
«2
A S - a _ 2 2
Xl-—aa a2 >a—X1+X1
(2.17)
b _ ; 2 e _: 2
p - ¥t % c T ¥3 T X3

Com estas substituigOes a equagdo (2.9') fica da seguinte forma:
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XX, + XqXy + XoXqy = Kp (2.18)
A utilizacdo da eguacao de estado p = AP nos permi -
te, através da equacao (2.28) obtida acima, expressar p COomo

fungao das 3 novas variaveis, isto €&,

A
p = p(xl,xz,XB) = - (x1x2+x1x3+x2x3)
Esta expressao para p deverad ser utilizada nas equagdes (2.13),
(2.14) e (2.15), juntamente com as substituicdes de variaveis
mencionadas. Obtemos como resultado apos uma sequéncia de mani-

pulagoes algébricas:

2 3 Oxl + g KOLOX2 + § KOLOX3 +
+ xl2 {- % K3 - % Kul) + x22 (6 K& + % Koy + 1) +
+ x32 (% «§& + % Koy + 1) + X%, (% «d - % Koy + A) +
Foxgxg (B8 - ka4 A) b oxyxy (- Bk +E kol 414N 4
+ox )7 (-5 «B) + x,> (£ kB) + x3°0 (3 <B) + xyx,0 (- 5 «kp) 4
Foxgxg? (- 2 kB + okt (G ks +oxgxt (€ w) =0 (2.19)
;(1+).(3 + '.}3‘ |<0L0x1 - % K(‘Oxz + % KG.OX3
+ xl2 (% K& + % ka, + 1) + x22 (- 5 K$ - % Kal) +



X2

X

3

2

Wl

(o B) + x

3

-4Q-

2 1
+ 1) + X1X2 (g Kd - § K()il + A) +
Ka., + A + 1) + x.x% (g KO = i Ko, + A} +
1 273 '9 3 1
4 3
( 5 KB) + Xq (g KB) +
2 6 6
Xl (- § KB) + X2X3 (- ‘9— KBY +
(2.20)
1 2
3 K%y T 3 X3 *
2,1 1
+ 1) + Xy (§ K& + 5 Koy + 1) +
G.) + X.x., (=~ 4 K36 + 2 Ka, + A + 1) +
1 172 9 3 1
FA) 4 xoXg (2 KS - % ko, + A) +
1 273 '9 3 1
2 3 4 2 .6
(§ KRY + Xq (- 3 KB) + X Xq (§ KR) +
6 2 6 _
Xl (— —9- KB) + X3X2 (- § KB) = 0 (2.21)

Como nosso objetivo & escrever um sistema autdnomo de

trés equacdes nas incégnitas x,,x, e x5, realizaremos

operac¢des algébricas com as egua¢des acima de maneira a

-las na seguinte forma:

algumas

coloca
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xl = Fl (xl,x2,x3)
Xy = F2 (xl,x2,x3) (2.22}
Xy = F3 (xl,xz,x3)
Para isto, tomamos a equag¢ao (2.19), somamos com a equacéo
(2.21) e subtraimos a equacao {2.20); como resultado ficamos
com:
oo 1 -2 1
2 =3 Kaoxl 3 Kaoxz + 3 Ka0x3 +
2,1 1 2 2
+ Xy (§ KS + 3 Kal) + %, (- 3 K - = Koy - 1} +
2,1 1 2 1 A 1
+X3(§K6+§Ka1)+X1X2(§K5'—§KOL1—E—-2-)+
4 2 A 1 2 1 A 1
X1X3 (- 3 kS + 3 KOy - 7 + 5) + X2x3(§'K5 3 Koy =5 = 5) +
3,2 3 4 3,2 2,2
+ Xy (§ KB) + X, (- 9 KB) + x3 (§ KRB) + X1%, (3 KB) +
2 2 2 2 2.2
+ X,%q (- 3 KB) + XpXs {—- 3 KB) + X3X%, (3 KB) . {(2.23)

Substituindo a equacdo obtida acima na equacao (2.19), obtemos:

2 1

+ Xq (§ Ké + 3 Kal) +
2 1 1

+ X, (§ kd + 3 Kal) +
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+ x32 (- % K§ - % Koty = 1) +

+ X X, { % kS + % Ka, = % + %) +

t XX, (% K -~ = Ky = % - %) +

T X% (% Ké - % Kal - % - %) +

+x2 (e + x> (G ke 4 oxy? (- g k)

+oxpxg? Gkl 4ot G ep) +oxgx P 2 kn) +oxgx, P (- ).
(2.24)

Substituindo agora a equacdo (2.23) na eguacdo (2.21), fica -

mos finalmente com:

x| = - % Kagx, + 5 Kagx, + % KagXy +

+ xlz(— %‘K6 - % Koy - 1) + xzz(% kd + % Kal)+x32(%K6 + %Kul) +

+ xlxz(%KS %Kal - % - %) + X1X3(%K§ %Kal - % - %) +

+ x2x3(— %Kd + %Kal - % + %) + x4 (- %KB) + X23(%KB) + x330%KB)+

b ox %2 (= 2eB) + xgx 2 (- 208y + xyxy 2 (BeB) + xgx, 2 Bk

(2.25)

O sistema autdnomo nao-linear caracterizado pelas equa

cOes (2.23),

(2.24) e (2.25), descreve as alteracgoes da geome -
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tria ao longo das trés diregOes espaciais independentes. A hi-
pbtese de isotropia no plano traz grande simplificacgdo ao sis-
tema referido, reduzindo a dois o numero de equacdes acopladas.
Estas sao obtidas das equacdes (2.23), (2.24) e (2.25) atra-

ves da reducac do numero de variaveis:

-4 -2 -y - x -b_c¢
¥ =X T a Y =% T X355 7¢ (2.26)
As novas equacgoes ficam da seguinte forma:
x = x[-2R,] + yl[2R,] +
+ x2[-2D-2A,-1] + y2[-2D+4a, - 2 + 1y & xy[ap-2a_ -A-1] +
1 y 1272 1
3 3 2 2
+ x [-4B] + y [4B] + xy“[-12B] + yx“[12B] . (2.27)
y = x[Ag] - ylag] +
2 2 A 3
+ X [D+A1] + vy [D—2A1 -5 - 5] + xy[—2D+A1~h] +
3 2 2
+ x3[2B] + v [-2B] + xy“[6B] + yx“"[-6B] . {(2.28)
As constantes {AO,Al,B,D} foram definidas como segue:
Ay = Ka g
A, = Ko
(2.29)

KR
€é

-
Ol Wl Wk Wl
|_l
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O sistema anterior, enquadra-se na classificacido de
autonomo, planar, ndo linear sendo objeto de intenso estudo
hd muitos anos. Uma série de afirmacgdes podem ser feitas com
relacao a estes sistemas, culminando com a caracterizacio de
suas curvas integrais. Efetuaremos a anidlise gualitativa des-

te sistema no Capitulo IV deste trabalho.



cAPITULO IIX

SOLUCOES EXATAS

Iniciamos aqui a procura de solugOes exatas para o
sistema constituido pelas equagbes: (2.9'),(2.13), (2.14) e (215
apresentadas no Capitulo II. Caso existam, teremos importantes
informacdes sobre a dindmica da geometria gerada pelo fluido
Stokesiano considerado. Podemos esperar tambem que tais solu -
¢Obes fornecam os elementos necessarios a constatacao da exis-
téncia do fenomeno de transicao entre as fases isotrépica e
anisotrdpica do fluido. Sabemos que para que isto ocorra & ne-
cegsario existir uma solugao que ao ser substituida na expres-
sdo da energia livre devido a interagao gravitacional, forne-
ca minimos na regiao dos parametros introduzidos, corresponden
tes a estados de isotropia e anisotropia para o fluido. Vere-
mos no entanto, que as solucOes obtidas nao satisfazem a exi -
géncia acima, frustrando a espectativa de acompanhar passo a
passo o processo. Apesar de falhar no que seria um de seus as-—
pectos mais interessantes, o de exibir a transicao de fase, as
solucdes obtidas fornecem alguns dados sobre a dinamica do sis
tema em estudo.

Podemos comecar nossa analise, reduzindo o sistema
composto pelas equag¢des (2.9'), (2.13), (2.14) e (2.15) a uma

forma mais simples, resultado da substituigao:

alt) = b(t} = c(t) = A(t) . (3.1)
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Para a egquacgao (2.9') temos como resultado:

A2 _
3 (X) = Kp (3.2)
A substitui¢do mencionada acima nas equacdes (2.13), (2.14) e
{2.15) nos fornece como resultado uma unica equacao:
A, A2) _ B2y (8 _ A B 4 A _
[2A+(A)]— <{3(A)}[3 BA+3[3A]]
—K[B—.-z _gé.}.ﬁé_ﬁ[z}é].’.ﬁ_
A 9 3 A 9 A 3
- G. [ L
A 0 A 2 A
B3Rl - xt38F -
- Kp + K& é é 2
0 = + K (A) (3.3)
Simplificando o lado direito temos:
A A2} _
[2 A + (K) ] = = Kp (3.4)
(3.2) e (3.4) obtidas acima nos mostram
eguagoes

As equagOes
que a substituigcao efetuada, reduziu nosso sistema as

correspondentes ao modelo de Friedman com secgao Euclideana,cuja

solucao & bem conhecida:

1to

(3.5)

_ 3
A(t) = AO t

Prosseguimos buscando solugoes mais gerais, da forma:

a(t) = &'t &
b(t) = e’F B (3.6)
Nt L C '

ci{t) =
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onde W, v, n, A, B e C sao constantes.

Calculando as derivadas destas funcoOes:

ebt A HE A-1 Ut A 1

a(t) Lt o+ ePRaLe = " T 2 (u+at ) (3.7)

]

1)(eUt A Lt A-1

e“ttA(~At'2) + (Y + At JHET 4+ el TAt ) (3.8)

a(t)

O mesmo calculo para b(t) e c(t) nos da como resultado:

) = P (u + at™h (3.7)
att) = e!t e ((a%-a)1t7? + 2aptin?) (3.8)
Bley = eVt &8 (v + Bt™h) (3.9)
bty = e¥F B ((82-B)t™2 + 2But™ ! + vd) (3.10)
Sty = e"t € (n + ct™h (3.11)
Se) = et € ((c2-a1t™? + 20ent”! + 1P (3.12)

Substituindo as funcbes acima na equacaoc (2.9') temos:

1 1

[(u+At'l)(v+Bt“ ) + (U+At_l)(n+Ct_l) + (v+Bt_1){n+Ct_ Y] = kp

(3.13})

Agfupando em poténcias iguais de t temos a equagido (3.14) abai-

X033

[t—2(AB+AC+BC)+t_1(A(v+n)+B(ﬂ+u)+C(U+V))+(UU+Un+vn)] = KD
(3.14)

Para as equacdes (2.13), (2.14) e (2.15) vamos preci-
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sar das seguintes expressoes:

% % = vn + (ve+mB)tT1 4 BetT? (3.15)
ac -1 -2
o= M+ (uC+nA) t + ACt (3.16)
% % = pv + (uB+vA)t™Y + ABt™? (3.17)
(%)2 = u? 4+ 2uat~t 4 p2¢2 (3.18)
(g)2 = v? 4+ 2vBt™! 4+ B2¢72 (3.19)
€)% = n? + 2nee” Ll 4 22 (3.20)
a,?2 b, 2 c. 2] 2. .2..2. =2
{(g) + (5T + (D) } = {(A +B +C) ¢ +
+ (2uA+2vB+2nC)t_1 + (u2+v2+n2)} (3.21)
a b L&, _ -1
[S +35 * o) = [(A+B+C) £~ + (utvin)] . (3.22)

Definimos agora duas constantes visando simplificar as expres-

soes:

(A + B+ C) = Q (3.23)
Temos agora:
2+ % + 51 = el + 8] (3.25)
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%]2 = (9%t7% + 200t Y 4 q>2] (3.26)
£33 = (e 20t el T enfor T 2200t e L (3.27)

A utilizagdo destas expressoes na equacaoc (2.13) nos

apbs uma sequéncia de simplificacgdes,

E;"z[B(B—-l)+C(C—1)+BC + t“1(23v+2cn+vc+nB) + (v2+n2+vn)] =

4

&

2

[- % Q7 + % AQS + % (A2+Bz+c2)ﬂ - BA(A2+B2+CZE| +

6]
2 B 2 B 1, .2
'9—‘5+'§-U—'§8®—-§®+-3-—)Q+
(2UA + 2VB + 2nC) +-§—BA¢ -a1A+-§5A]sz+

[(A2+Bz+c2) (% - Bu + —_E; ¢) - BA(2uA+2VB+2nC) - 6A2]] +

-1 [[B 2,2 2 _ 4 2 5. B .2 _2 .2

t (3 (L=+v=+n°) 9 50 + 3 Rud 5 ¢ 3 o™ +
2 o + iﬂ - o,y + 2 Su)yo + (21JA+2\)B+21’1C)(—CE - Bp + g $) -
3 3 1 3 3 3
BA(u2+v2+n2) + % A¢2 - aOA - u1A¢ + % SAP - 2u5%] +

2.2 2. .8 B 2, 2 i %1
[(u+\)+n)(§--8u+—3—¢)+®(—96+3u+3)+
_ B 43 _ _ 2
¢ (- - oH o+ 3 é1) 5 ¢~ + p ! Su :] } . {(3.28)

Procedimento de substituicao andlogo ao anterior, des

ta vez na equagdo (2.14), nos fornece a equagao (3.29):
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[%_Z(A(A—l) + C(C-1) + AC) + t-l(2Au+2Cn+uC+nA)+(u2+n2+un{} -

= -K {{3[— g o3 4+ % BR? +%(A2+BZ+C2)Q - BB (A2+Bz+c2ﬂ +
74 (—-2—6+Ev+ﬁ—38c1>—§¢) 0% +
9 3 3 9 9
+ |B (2ua+2vBe2nc) + 2 £ Bo - o + 2 5B| 9 +
3 3 1 3
+ (A2+82+C2)(% - By + % $) - BB (2uA+2VB+2nC) - 632:} +
20 o
-1 1B, 2,,2,.2y _ 4 2 1y _ B g2 25,2 0
+tl:[3(u+v+n) 96®+38\)fb+3¢ 9¢ 98<I>+3
- o,V + 2 Svifi + (2uA+2vB+2nC) (—(§ - Bv + 8 ®) -
1 3 3 3
- BB(u2+v2+n2) + 8 B(I)z - o.Bd + 2 B¢ - ¢ B — 2VBS| +
3 1 3 0
2..2..2. .8 B 2 B “1..2 B .3
+|:(p+v+n)(—§-8v+§®)+(-——§6+§-n+7)¢ —§¢+
%0 2 2
+ (""3"' - {11\) + -3- (S\))‘i) + p - (IO\) - 4§v :| . (3.29)
Idem para a equacao (2.15), que nos fornece a equagao (3.30):
-2 -1 2,.2 1
t A(A-1)+B(B-1)4+AB + t “{2Ap+2Bv+puB+va) + (p 4nT+uv) | =
= -y {1{—3 E— % 523 + -g— CQ2 + % (A2+82+C2)Q - 8C(A2+BZ+C2) +
-2 2 B 2 B %1, .2
+ t l:(—-'9-6+'§ﬂ—-9-8¢—-9~¢+-3—)9+
+ B (2pA+2vB4+2nC) + 2 B Co - a.C + 2 §CYa +
3 3 1 3
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+ [(A2+B2+C2) (% - Bn + % d) - BC{2uA+2vB+2nC) - cSCz):t +
-1 B 2, 2, .2 4 2 B .2 2 2
+ t [:[3 (LSHvo4n®) - 5 80 + § Bne - 5 07 - 5 88T +
2 %9 2 8 B
+ 3 al® + 3 - uln + 3 6n]9 + (2uA+2vB+2nC)(§ - Bn + 3 &) -
- BC(u2+v2+n2) + g C®2 - a.C - a,Cd + 2 5Cd - 2716(;| +
_ 3 0 1 3 J
2,022y & - 8 2 L2458,
+ [}u +vo+n )(3 fn + 3 &) + % ( 5 & + 30t 3) +
%0 2 B .3 2
+ ®(7T - an+ 3 &n) - g $” + p - agn = én :} . (3.30)

Uma grande simplificacao no sistema constituido pe-
las equacoes (2.9'), (3.28), (3.29) e (3.30) & obtida, se atri
buirmos as constantes definidas anteriormente os valores: { =
= 3A e ¢ = 0. Esta escolha & arbitraria e podemos mostrar que
& uma escolha possivel uma vez que reduz o numero de parame-

tros (6) introduzidos pela solugao geral,

a(t) = Mt A

oMt B (3.6)

c(t) = eut tc

b(t)

ao nimero de fung¢des incdgnitas (3), presentes na meétrica.

1 0 0 0 )
) 0 -aZ(t) 0 0
5 = , (3.31)
0 0 -b® (t) 0
0 0 0 -c?(t))
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O sistema mencionado assume portanto uma nova forma:

(32%)£7% + (pvtuntvn) = K(pg + plt'l + pzt-z) (3.32)

E:_z(BAz-zA) + t Y (3nv+3an) + (\J2+n2+\)n):| -

1 P

= —K[(—3Aalu)t" + (u2+v +n2) (g - Bu) - uou—ﬁuz +

+ [}po + plt“1 + pz’c_2 i] (3.33)

[%"2(3A2-2A) + t"1(3Au+3An) + (u2+n2+un{} =

1 2

_ _ - 2 2, 6 _ _ Y -1 -2
= =g [} 3Aa1v)t + (p"+v™+n )(3 Bv) aov §v +[p0+p1t +p2t i}

(3.34)

[%*2(3A2—2A) + t"l(BAu+3Av) + (u2+V2+Uv{] =

_ _ -1 2,.2,_2, .6 _ a2 -1 -2
= KI:( 3Aa m)t TH(RTHVTANT) (3 - Bn)-a n=dnT+[pytp t THp,t ]]_
(3.35)
onde fizemos:
_ -1 -2
P = P, + plt + pzt {(3.36)
_ -1 -2
p = pO + plt + pzt (3.37)

com por plr pzr DO; Dlr Dz constantes.

Ao igualarmos os coeficientes dos termos de mesma po-

téncia de t nos dois lados das equagdes, chegamos a forma final
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do sistema a ser resolvido:

2

38T = Kg, (3.38)
Kpy = 0 (3.39)
{Uv+un+vn) = KP g {3.40)
3a? - 22 = -xp, (3.41)
3Av + 3An = 3KA&1u - Kpg (3.42)
v2+n2+vn = —K(u2+v2+n2)(% - Bu) + Kaou + K6u2 - Kp, {3.43)
sa? - 2n = -«p, (3.41)
3AU+3AN = 3KAa1v - Kpl (3.44)
22n2aun = -k (p2evZend) (% - Bv) + kagy + K6V - kpy (3.45)
3a? - 2a = -«p, (3.41)
3AM + 3AV = 3KAGGTM -~ Kpy {3.46)
u2+v2+uv = ~K(u2+v2+n2)(%-- Bn) +Ku0n + Kdnz - Kpo {3.47)

Passamos agora a solugao do sistema composto pelas dez
equacdes apresentadas. Nosso objetivo & expressar os parametros
presentes na solucao {u,v,n} em termos dos coeficientes de pres
s3o anisotropica do fluido {ao,al,B,S}, isto &, procuramos pe-
las fungoes:

uw = uley,0,,8,8)
v o= v(ao,al,B,é) (3.48)

n = YI(OLO:GI;B;‘S)
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Lembramos gque: ¢ = u+4v4n = o -~

w2422 - =2 {(uv+vn+un) . (3.49)

Efetuando a soma das equacOes (3.42), (3.44) e (3.46), encontra

mos :
6A (u4+vin) = 3KA&1 (u+vin) - 3|<p1
Como ¢ = 0, temos gue: P; = 0
A equagao (3.39) nos diz que 0, = 0 .
Somando agora as eguacdes (3.43), (3.45), (3.47) e usando

(3.49), obtemos:

2(v2+n2+u2)+(uv+vn+un) = —K(u2+v2+n2)(G—B(u+v+n))+KuO(u+v+n) -
- Ké(u2+v2+n2) - 3Kp, (3.50)
- 3(uv+un+un) = ~3Kp,

KPg = (uv+vn+un) (3.51)

através da equacgao (3.40) concluimos que

- = 1
Py = Py = % (uv+vn+un) .

Se fizermos p, = P, as equacoes (3.38) e (3.41) podem ser com-

binadas, nos fornecendo:

382 - 28 = =382 5 6a - 2 = 0O (3.52)

2A (3A~1)

I
o
3
Y
I
(=
C
o
w
d
—
Il
(=]
3
Y
T
W=

Observamos que, como p = p0+p1t'1+p2t e p =
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_ -1 -2 . . _ . :

= p. + p,t + p.t “, a escolha feita acima, p, = p-, , implica
0 1 2 2 2

na igualdade das fun¢oes p = p uma vez gque ja haviamos obtido ,

py = Pq = 0 e Pg = Py = % (kv+vun+un) nas equagOes anteriores.

Trataremos primeiro o caso A = 0.

Para este caso, as equacgbes (3.38), (3.39), (3.41l) e
(3.42) [ou (3.44) e (3.46)], nos fornecem respectivamente: p2=0,
P = 0, pp =0 ep; = 0. As equagoes restantes serao suficien =~
tes, como veremos a seguir, para determinarmos as funcbes procu
radas.

A expressao ¢ = u+v4n = 0 nos permite eliminar n des

tas equacgOes; ficamos com O seguinte sistema:

u2+v2+uv = —2K{u2+v2+uv)(% - Bu) + Kaou + K5u2 = KPy {3.43)

u2+v2+uv = —2K{p2+v2+uv){% - Bv) + K&Ov + K5v2 - Kpo (3.45")
p2+v2+uv = —2K(u2+v2+uv){% + By + Bv) =~ Kaou - Kaov +

2, 2 '

+ k8 (WTH+vT+2uv) - Kpg - (3.47")

- PP = ko (3.40")

Mostra—~se facilmente que das equagdes acima segue:

Verificamos de imediato gue a equacdoc (3.47') & a so-
ma, com o sinal trocado, das equacOes (3.43') e (3.45'),nao for
necendo portanto nenhum resultado nove. Ficamos entao com duas

equacoes {(3.43") e (3.45'), suficientes para determinarmos as
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fung¢oes procuradas, u = U (uo,ul,B,G) e v = v (uo,al,B,é).

ra isto tomamos a diferenca entre estas duas equagles:

2 + KGVZ - 2v8u3 + 2KBV3 - KQ. .4 + KO, v = 0

- Kou 0 0

Kd(vz—uz) + 2KB(U3 - uB) + Kuo {v-p) = 0

K (v+u) {v=-u) + ZKB(U—u){v2+vu+u2} + Kao {v-u) = 0

{(v—p) [x6 {v+u) + ZKB(v2+UU+u2) + Kuo} =0
a equacdoc acima & satisfeita se (v-u) =0 > p =v ou,

kév + KOeu + 2KBV2 + 2xBup + 2KBU2 + ko. = 0

2K8u2 + («8+2kBv)u + (ZKBVZ + KOV + KGO)

260 + (642Bv)u + (28v% + 6v + ag) = 0

-{3+2Bv) * b/(6+28v)2 - 4(28)(28U2+6v+a0)|
2(28)

H =

Temos portanto as seguintes expressoes para H

(i) po= v

1
Vgé-486U~1262v2—88u0

i i _ .t _ (8+2Bv)
G E s 5E ot I8
2 2 2 1
(111) u = p- = - 8+2Bv) V s2-4g5v-12822-880q,
48 ig

A egquacao {3.45') pode ser escrita da seguinte maneira:

FPa-~

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)}
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2 2 1 2 2

3 KU - 3 Kév o + 3 Kﬁuv—2K6v3—2KBuv2-2KBu2v—Kaov =0 . (3.63)
Ao substituirmos as expressdes encontradas para U na

equacdo acima determinaremos a primeira funcdo procurada: v =

= \)(U-O:O'-lfoa)-

(1) w= v

A equacdo (3.45') assume a forma:

% K6v2 - % Kdvz + % K6V2 - 2K8v3~2KBv3-2KBv3-Ka0v =0 {3.64)
6RvS - 6v° + agv = 0 (3.65)
2
v{6pv" - &v + ao) = 0 {3.66)
Esta equacdo tem por solugdo:
v = 0 (3.67)
ou
68V - Sy + 0y = 0 , (3.68)
cujas raizes sao:
24Ra
= 9 3 _ 0
V=18 12 V1 2 (3.69)

Chegamos portanto ao primeiro conjunto de solug¢des para © nos-

so problema:

(1) v=v=20 . n=-(u+v) =0 , A =0

Para estes valores nossa solugdao fica da seguinte ma
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Para estes valores nossa solug¢ao fica da seguinte ma-

neira:
al(t) =1
b(t) =1 (3.70)
c(t) =1 ’

gue representa o espago-tempo de Minkowski.

; / 248a,
_ _ 8 8 _ 0 _ _
(2) H = \)+ = 28 + 128 r n = (11'*'\)) -

1
52
24BRa
e (S, 8 0 _
=-lggte V1 2 ) A=0

Para estes valores temos:

v/ 24 R )
[128 + 128 1 - —57 1.t
al(t) = e 8
\ / 24Ba
& S 0
[ + 1 - 1.t (3.71)
b(t) = o 128~ T2P 52
' 24Ba )
%%*%Vh 20}'t
c(t) = e 5
\/ 24Ba !
_ 4 8 0 . _
(3) v =v_ = 128 ~ 128 1 - 52 s No= (V) =
24Ba
R 5 0 _
=g -eg’ -2z ) A0 .
Ficamos ent&c com:
24Ra 24Ba
$ $ 0 8 $ 0
[ - 1 - 1.t { -z \V1- L.t
a(t) = e 128 7 128 §2 b(t) = e 128 12 52
§ 24Bay (3.72)
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Observamos que estas solugdes sdo de natureza ndo sin-
gular e que as duas ultimas reduzem-se a primeira na origem do

eixo temporal, isto €,

af{t) = 1
b{t) =
c(t) =1
para t = 0, nas solucgoes (2) e (3}.
Para os casos (ii) W = u+ e (iii) w =1un , procedere-

mos de uma maneira um pouco diferente visando simplificar os

calculos. Para isto explicitamos o valor de u2 na equacao

(3.58) e substituimos sua expressao na eguagao (3.63):

2
2BV +Svia
2 _ _ ,6+2Bv _ 0
2 §+28v 28v7+ vty 1 .2, 2 3 2
_§5 [} (“_EE*)U - | 58 ):] -3 Sv® + gréuv-ZBv =2BpuvT -
§+2BV 28v2—6v+u0
- 28[} ( 58 bu - | 38 ):]v - ogV = 0 (3.74)
Apdos algumas simplificag¢Oes obtemos:
2 2 da '
18 1 8 1 0 _
vEU"g"gj -3 g Y- 3§ =0 (3.75)
Somente agora, nesta expressao simplificada, & que

. , +
substituiremos os valores U e u .

Trataremos agora o caso:

(ii) w ="
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2 o,
+ 8 v ) ) 3 2 1 70
u = - = - = + L/? - == Y - = Y - = —= {3.76)
43 2 1682 4R 4 2 B
Definindo:
2 o
_ 8 8 3 2 1 70
R = gV -1V "3 % (3.77)
1682 47 4 2 B
temos:
+__ 6% _N
w=-g5-3 7+ /R {3.76")

2 2 2 Sa 3
§ 2 5 ¢ & 2 5 ¢ 1 0 1 8
Ef" +‘“17—s“"] +2|:"2"“ ”'ﬁ?"]'l}‘jT*Tz‘—z']*
Sa 342 2
1°79 18 _ 18°
+ E§T+ﬁ_:| —R.E—“—B 6\Z| . (3-79)

Calculando cada um dos termos separadamente temos:

2 2 3
§ 2 5 6 _ 1.2 4 5 673 25 & 2
[— E\) + (- ﬁ—B—)\] = 45 v o+ 13 —B\) +1_"44 — v {3.80)}
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B
2 4 3 5
B T L N ST S L AN
= (35 % "~ 12 2V * Y453 % "7z 3V (3.81)
B B ]
2 2 2 4
E1ﬂ+ié3] _1 %% 1 %% 1 s° (3.82)
3§ 17 5 T2 18 3 147 "
2 2 4 3
16 18t 288 2 2
BT"S\] -5 28y x 8% (3.83)
4 3
16 2 8 2 2
R-g 3 -3 g v+ ov)s
B
:[62 6\) gvz_lﬁjﬁﬁ_gﬁ\)-{-sz\)ﬂ:
o2 | 1E ; 2 B 5.2 3F
3 4 2
_ 4, 3.2 3,18 2.1 8§ _ 18~
= v 46 ) + v (4 B) + v (48 82 3 B ao) +
5 3 6 4
5 & 16 106 1 8
PV S-S N S M M T B (3.84)
77 3,2 % a8 |, 18 .3 %o

Juntando todos estes resultados na equacaoc (3.79), ob

temos uma equagao de guarta ordem para Vv

3 4 2 3
4 .2 3.1 8 2 1 & 5 8 1 8
vo(8T)+Y (g —B—} + v (- -]—.—8_? +E? (10} + vi- I-g-—B— 0.0) +
9 52 4] = 0 . (3.85)

Vamos denotar as raizes reais desta equagao por:

- —+
vt o=

N VN (ao,al,B,é} (3.86)
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N = numero de raizes reais desta equacdo. A substituicio des -

v - +
tas ralzes na expressa¢ para U , a saber,

. (6+28v) \/62+486\)-1282\)2-—88ag
M = - 33 + i8 (3.87)

~ —+
nos fornece as N fungoes My (ao,al,B,d).
Chegamos portanto a um conjunto de N solugdes para o

nossc problema. Temos:

— —+
vN - N (aolalfgla) 7

— + 2 —+ 2 —+2 1
. (8428 ) +\/a +488 (V) 1287 (3 2-88a,

My = ,
N *F 18 {3.88)
v 2 =+ 2 —+ 2 \
N AT e D V87 ass ) -126” () P-880
N = N 43 4R '
A=0
o gque nos fornece:
—+
+(t _ UN.t
ap(t) = e
—+
+ \)N.t
bo(t) = e (3.89)
— =+ -+
—(uN-i-vN}.t nN.t

I
®
il
®

c;&)
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5 72 1
M 18 13

(iii) w

l
=

. - o +
Procedimento analogo ao do caso (il) para ¥ nos for-

nece a mesma equacao para V

3
4,62, .,3,16 2 16 58 16
VIO VTG g’*v‘“ﬁgﬁ”*a—e"%’”‘“ﬁ;%’*
2
+ 50 = 0 (3.85)
8
Denotamos as raizes reals desta equagao por
\)N = VN (OLO,OLl,B:fS)
N = nUmero de raizes reais da equacdo. Obviamente U§h= Gg'.

Como no caso anterior, a substituigao destas fungOes na expres-
sao para 1 indicada acima, nos fornece as novas funcgoes
Uy (0«'-0'0«'-11816)-

Um novo conjunto de N solucdes & entao obtido:

-(8+28(Vv)) .
—_— == - N 2 —= 2, —— 2
\)N = \)N (OLO:OLI:B;ES) = UN = 4B —W+485(\)N)-128 (VN) _8830
__ o osesy VePeass (i) -1287 (5 P-88ag
ﬂN = _l:(\)N)+ - 4R - 4B ] r
(3.90)
A =0
_ Pyt
aN(t) = e E_
- Vet
bott) = e __ - (3.91)
(. +v.).t Myt
c. (t) = e N N = e N



=+
Vg = Vg (3.92)

E importante observarmos que os conjuntos de solu -
¢oes referentes aos casos (i), (ii) e (iii), estudados acima ,
possuem interesse apenas matematico uma vez que, por possul -

rem densidade de energia negativa, ndoc sado fisicamente aceita-

veis. De fato, temos que para A = 0,

= = =p =~ 1 (% v
P =Py = Pg =P < "

indicando que a densidade de energia & negativa paré gualquer
instante de tempo que considerarmos as solugoes. Cbservamos
também gque estas solugOes por serem de um tipo exponencial par
ticular ndoc apresentam evolucao temporal para ©O parametrock3e§

pansac € ;

_@a,b, ¢

6 = (a+b+c) (3.93)

aft) = eut

b(t) = e”t (3.94)

c(t) = ent

a b ¢ _

'5—1.1 B—\) E—T] (3.95)
¢ que nos fornece:

B =u+v+n=20 (3.96)

Passamos agora ao estudo do casc A = 1/3. Para este
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valor de A, o sistema de dez equag¢Oes apresentado anteriormen-—

te assume a forma:

% = K P, (3.97)
Py = 0 (3.98)
(pvtuntvn) = x o, (3.99)
1
3 = K Py (3.100)
VHL = Kogl - Kpy (3.101)
vZenZeun = —c(ufeviin?) (% - Bu) + mou++<6u2-+<p0 (3.102)

BN = KOV - Kpy (3.103)
u2+n2+un = —K(u2+v2+n2)(% - Bv)+KaOv+K6v2—Kp0 (3.104)
Htv = ka;n - Kpg (3.105)
u2+n2+uv = -K(u2+v2+n2)(%-- 8n)+Ka0n+K6n2-KpO (3.106)

A equac¢ao (3.97) nos fornece:

'
P2 3k
Da equagao (3.100) temos:
= 1
Py = 3k

Segue portanto due:
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- I
Py = Py =3¢ -

A soma das equac¢des (3.101), (3.103) e (3.15) tem por resulta-

do:
2 (u+v4n) = « al(u+v+n) - 3Kp1 (3.106)
Como ¢ = {u+v+n) = 0, temos:
Py = 0o .
Em vista da equagao (3.98), Py = 0, temos:

p1=p1=0

Como no caso anterior (A = 0), a soma das equacdes

{3.102), (3.104) e (3.106) nos leva a concluir que:

Pg = Py = % (uv+nn+un) . (3.107)‘

Em funcdo dos resultados anteriores podemos escrever:
p=27r

A substituicao do valor encontrado acima para Py (p1=0)1u1equ§

gao (3.101) (ou (3.103) ou (3.105)) determina o valor para o
parametro g
- = - -1
(vin) = Ko Kpl + v =(prv) = Koqu »> oy = ” (3.108)
Observamos que por independerem do valor de A, as

equag¢bes relevantes para a determinacac das funcdes u=p{a0£,6)
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e Vv = v(aO,B,S), a saber, (3.102), (3.104) e (3.106) sao man-
das inalteradas, © gque nos possibilita utilizar todos os calcu
los do caso anterior.

De posse destes resultados, apresentaremos a seguir

as solucOes possiveils para o caso A = %:
(1) uo= v
_ 1
(1) w=v =0 , n=-(uv) =0 , A=3

A solucgao fica da seguinte maneira:

1
alt) = €2
1
b(t) = 2 (3.109)
1
c(t) = t3
Bay !
ot 8 __6_\/_ oo
(2) w=v =g tizgy 1l - 24 12
Ba !
_ R BN I VRPN
n = - (u + v ) = (68 + 6B 1-24 62 ) (3.110)
= 1
A =3
Estes valores nos fornecem a solucgao:
1
al(t) = eut t3
1
b(t) = e’ & . &3 (3.111)
1
+ —_—
c(t) e—(u+v ) .t . t3



Bo
N ¢ _ 0
(3) 0 =v = 158 158 1-24 EE" '
Bo,
_ - -y o= (88 v 0
n = =-{(u+v ) = (6 €8 1-24 62 ) (3.112)
=1
A—3 .

1
aft) = eut . t3
- 1
b(t) = ¥ F . &3 (3.113)
1
c(t) = e WV IE 3
(11) w ="
\/ 2 2 2 i
_ §2-4R6v-128%v2-8Ra
phoe 2B s 0 (3.114)

Para este caso temos N funcoes Vﬁk(ao,s,ﬁ), corres -
pondendo as N raizes reais da equacao de gquarta ordem para Vv

Substituindo estas fungoOes na expressao para u+ for-
necida acima, temos as N funcoes H;—(ao,s,d).

Como resultado temos as fungoes:

=1

I ——
Vg = Yy (aO,B,G) ,

(5408 (T T rans P 1202 o h 2L i
6@y Veteass Gy 128" B S-ssag 5.115)
N - 48 48

— _ 1
- — 4 = (8+28 (Vo)) \/32+486(sg)-1282(u£)2—88a0 }
A=41

3
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Temos entdo como solucao do sistema:

—+
M.t
+ Py
aN(t) = e
+ U;'t %
bN(t) = g . t (3.116)
R R S
c. (t) = e . tT = e . t
N
2 2 2
Gi1) - ~ (5428 _\/% +4R8v-12R"v 88@0
1 L H a6 : 4B
Temos as N fungodes Gﬁ'(ao,B,G), que quando substitui
das na equagao acima nos fornece as N expressoes para
g (0grB,8).
0 Gltimo conjunto de N solugdes & entdo obtido:
—'\j;[:;;[ (OtOrBra) ]

(o428 (550 Vs%-aps (o) 1282 () %80

o Y iB - 4B
(3.117)
. . (s+28(v5))  VsZrags (v -128% (V) -880,,
Ne = _[(\)N) t T s Y3 ]
1
A=3
_ .t =
aN(t) = g N . t3
- 1
V...t =
by(t) = e N'T 43 (3.118)
—— 01— 1
-(p, V)t 5 Ny-t 3
c;(t) —e N N7 3_ N 3
ST o= o (3.119)
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Indicamos a segqguir as condig¢Oes a serem satisfeitas
pelos parametros {aO,B,ﬁ} de maneira a termos solugao isotropi
ca e solugao apresentando isotropia em um planoc. Para o caso
gque estamos tratando, A = %, & facil ver que somente U = v = 0
garante uma solug¢ao isotroOpica. Para que U # V nao ocorra em

nosso problema, a equagac (3.58) que repetiremos a seguir, nao
deve possuir raizes reais:
2 2

2B° + (8+28VvIu + (2Rv +6U+a0) = 0 (3.58)

A condigdo para gue isto ocorra & facilmente escrita:
2 2

(§+2RV) T = 4(2B8) (2Bv +6v+ao) <0 (3.120)

Desenvolvendo esta expressao temos:

128202 + 486y + (saao_az) > 0 (3.121)

Resolvendo a eguacgido associada, 1282U2+486U+(88a0-62) = 0, obte

mos como raizes:

2 2 2, |
_aps | Vass)-a126%) (88ay-6%)

vit) = +
2482 2482
6Ra
- -2+ 8 - 0
V() = 58 * 33 1 2 {3.122)

Temos portanto, que a desigualdade acima & satisfeita se tiver-

+ -
mos: v > Vv ou. v < v
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Suponhamos que uma das condigbes acima &€ satisfeita.
Temos entdo que Y = v, Aplicando esta condicao em (3.63), che-
ga-se a seguinte equacao,

66v> ~ 6V + av =0 > v(68v2—6v+u0) =0 , (3.123)

' - ~ x 2
cujas ralzes sao, v = 0 ou as ralzes de 6RBv —6v+u0 = 0. Deve
mos portanto evitar que a equa¢ao acima possua raizes diferen-
- . ~ 2
tes de zero. Isto estara garantido se a equacao 6Bv —6v+a0 = 0

nao possuir ralzes reais. A condicao para que isto ocorra é:
2 2 2
(-¢) —4(68)(&0) <0 § —248&0 <0+ 6° < 248&0
(3.124)

Podemos finalmente listar as condig¢des para obtermos a solu -

gao isotrdpica,

1
a(t) = 3
1
b(t) = t3 A= % (3.125)
1
c(t) = t3
SAc elas : v>vl eu v o<y (3.126)
onde
6B
6 8 _ 0
\)(i) = —S-B—iig 1 62
e
52 < 2480, . (3.127)

Para obtermos isotropia no plano, as seguintes condi

¢des devem ser respeitadas:
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+ - .= :
{a) v > v ou v < v , condigoes gque garantem a igualdade u=v.

(b) v # 0, caso contrario teriamos isotropia e §% > 248&0 para
garantir a existéncia de uma raiz real.
Outro aspecto a ser destacado com relagdo as solu -
~ 1 . ~ PR .
goes com A = 3 € a nao positividade da energia para todos os

instantes de tempo. Tomando a expressac encontrada para a den-—

sidade de energia,

_ 1 -2
P =Py + 3¢ t ' (3.128)

observamos que ela & positiva definida somente para o interva-

lo
0 <t<3— : (3.129)
log |
2, 2 . . s e e
Como p0 = —(u"+v"+uv), concluimos que o dominio de positivi-

dade da solucgdo estad relacionade ao grau de anisotropia da mes

ma .

Qutro aspecto de interesse relativo as solugdes com
A =3 é a existéncia de evolugio temporal para o parametro
de expansdo do Universo 6 . Tomando a forma geral das solu -

coes deste tipo:
a(t) = "t P

evt tA u+v+n = 0 (3.6)

c{t) = et &

i

b(t)

Temos:

= u+At_

= viAt” | (3.130)

QT T e

= N+At .
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Substituindo os valores acima na expressao para 6 ficamos com:

1

0= 12+ 2+ 21 = [urvens3ar™h) = 22 (3.131)

(3.132)

Indicaremos agora porgue soluc¢des do tipo analisado
neste capitulo naoc apresentam condi¢des para exibir o fendmeno
de transi¢ao entre as fases anisotropica e isotrdpica. Sabemos
gue para uma solucao descrever adequadamente este mecanismo ela

- 1 n U v
deve fornecer expressoes para as componentes do "shear® ¢ -,
que se anulem a medida que o parametro de expansao do Univer
so, evolua na direcao da regiao gque garante isotropia para o mo
delo, caracterizando assim a transicdo procurada. Um calculo

v

imediato nos fornece as componentes de ¢ para as solugoes

que estudamos anteriormente:

1
a(t) = eVt 43
1 u+v+n = 0
b(t) = eVt ¢3 u =uloa,,B,8) (3.6)
1
= v =v(a.,B,S8)
c(t) = ent.t3 0
Ja vimos que para esta solugac temos:
_@a,b, g _ .1
B = (a + B + c) =t (3.132)
As componentes do "shear" podem ser escritas como:
1 __a,ly __a_ 1,1
oy = 2 + 3 8 = 3 + 3 t (3.133)
a _ 1 ,-1 i
Mas, 3= 1 +-§ t ©, © que nos fornece:
ol = -y . (3.1337)
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De maneira analoga temos que:

- (3.134)

= u+v . (3.135})

ww NN

Vemos imediatamente que as componentes do "shear" nao dependem
do tempo, ficando o grau de anisotropia fixado pelos valores de
u e v. Estas grandezas por sua vez ficam bem determinadas ao es
tabelecermos os valores constantes dos parametros de fluido ;
{ao,al,B,é}, indicando a impossibilidade de evoluc¢do enventual
mente controlada pelo parametro de expansao & .

E importante também destacar que as solugOes da for-
ma estudada acima violam uma exigencia necessaria a presencga do
mecanismo de transigao: a existéncia de estados de minimo para
a fung¢ado energia livre de um fluido que interage gravitacional
mente, nas regides dos parametros introduzidos no problema atra
vés da solugao, que representem isotropia e anisotropia. Como
veremos a seguir, a funcgao (AF)G (i,v) apresentarda apenas um
minimo correspondendo ao estado de isotropia u = v = 0.

De fato, da expressao geométrica para o acréscimo

de energia livre temos:

‘ - PRV 11 22 33
(AF)G = YRuvo = Y(Rllg + R220 + R330 )
(3.136)
Temos que para a solucao em consideracio,
a(t) = eut.tA
b(t) = et t? (3.6)

c(t) = ent.tA
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as componentes do tensor de Ricci podem ser escritas como:

Ry = -(£72(3a%-n) + 71 (3pm))
R,, = -(t"2(3a%-a)+t 7 (321)) (3.137)
Ry, = -(£72(38%-2) + "1 (=3ap-3av) + ™1 (3an))

(AF)G = y{t_l(3u2A+3v2A+3u2A+3uvA+3uvA+3v2A)}

(3.138)

(AF)G (u,v) = Y{t*1(6u2A+6v2A+6uvA)}

As condigdes de extremum para (AF)G(u,v) sao escritas como:

3% (0F) g = 0 —> vyt 1(120A + 6vA) = 0 — yt™T(4u+2v) = 0
(3.139)

3 B -1 1 ~

Em (AF)G =0 — vt "(12vA + 6uA) = 0 —= vt “{(4v+2p) =0
(3.140)

A =

W

0 Gnico estado que satisfaz as condig¢bes acima & aquele gue pos
sui 4 = v = 0. Neste ponto (AF)G assume seu valor minimo co

mo indicam as expressdes abaixo:

2 2 2
3 9 d“ (AF) 2 2
5 (AF) o — (4F) & _ G > 0 108A%
ou .0V _ AUYV 2
u=0 u=0 -0 t
v=0 v=0 .
v=0 (3.141)
2
3° (AF)
G >0 128 0 se t>0
Buz t ‘
H=0
v=0 (3.142)



CaPITULO IV

ANALISE QUALITATIVA

A invencao do calculo diferencial e integral por New
ton e Leibniz, marca o inicio do desenvolvimento de uma area
da Matematica responsavel pelo grande avango na compreensao dos
fenomenos fisicos ocorridos nos ultimos séculos: as equagoes
diferenciais. Cedo porém, percebeu-se a dificuldade e até mes-
mo a impossibilidade de se obter solucgOes analiticas para cer-
tas equacgOes apresentadas, forcando o desenvolvimento de méto
dos numéricos e aproximados de solugdo, que receberam enorme
impulso com © aprimoramento dos computadores modernos. No en -
tanto, algumas questOes de extrema importdncia para a compre-
ensao dos fenomenos, aquelas ligadas ao comportmento das solu-
goes para intervalos arbitrariamente grandes do tempo, nao po-
dem ser resolvidas no ambito dos métodos aproximados.Estas pro
priedades das solugoes, que chamaremos de globais, sdc objeto
de estudos de um campo da Matematica denominado analise quali-
tativa. E importante destacar que a andlise qualitativa nao sur
ge da dificuldade de um tratamento quantitativo de um dado pro
blema. Ela & possuidora de métodos e objetivos proprios forne-
cendo,na maioria das vezes, uma visao abrangente do caso em es
tudo.

De uma maneira geral, podemos dizer que a investiga
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Gao gualitativa de sistemas dinamicos consiste na determinacao
de suas propriedades topologicas e seus invariantes, tais como
o nuamero e o tipo de pontos de equilibrio, nimero e posicio re-
lativa de circulos limites, etc. Por outro lado, fica fora de
seus objetivos a determinacgdo precisa de 'distancias' e a forma
exata das trajetdrias no espago de fase associado ao sistema
uma vez que estas propriedades nao sao necessariamente preserva
das em um mapeamento topologico.

Neste capitulo efetuaremos a analise do sistema de
equacdes de Einstein apresentado anteriormente (Capitulo II),vi
sando identificar o fenomeno de transicao entre as fases aniso-
tropica e isotrbpica do fluido Stokesianc descrito no Capitu-
lo I. Este estudo sera realizado do ponto de vista da analise
gualitativa de sistemas autonomos nao lineares de segunda ordem
uma vez gue mostramos ser possivel a reducgao do sistema origi -
nal, {Egs. (2.9'), (2.10"), (2.11') e (2.12%')),a um sistema des-
ta natureza (Egs. (2.23), (2.24) e (2.25)). Vamos nps limitar
a uma exposigao objetiva do procedimento empregado, fornecendo
o enunciado de alguns teoremas utilizados na nossa analise sem
demonstra-los, remetendo o leitor as referéncias (22) e (23) pa
ra um tratamento detalhado.

A investigacado da estrutura qualitativa global das cux
vas integrals associadas a um dado sistema autonomo de segunda
ordem pode ser realizada em duas etapas complementares indepen-
dentes: analise das trajetdérias em uma regiao limitada do pla -

no; comportamento das mesmas no infinito.
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4.1 - BANALISE DA REGIAC FINITA

Consideremos o seguinte sistema autdnomo de segunda
ordem, que representa o sistema de equac¢oes de Einstein para o

fluido Stokesiano em evolugao no caso de isotropia em um plano:

— 3
3t P(x,y)

dy _
ar = Qx,y)
> (4.1)
Px,y) = -2ax+2ay+bx2+oy’+axy-4fx +4fy° -12Exy>+12£x%y
Q({x,y) = ax—ay+gx2+hy2+kxy+2fx3—2fy3+6fxy2—6fx2y )
onde os coeficientes sao definidos por:
a = AO f =B
b = [-2D-2A,-1] g = [D+A,]
1 1 .
y 1 A 3, p 410
Cc = [—2D+4A1 - E + —2'} h = [D—ZAl - ‘2— - 'i]
a = {4D—2A1—A—1] k = [—2D+A1—A]

Estas constantes por sua vez sao definidas em termos dos parame

tros fundamentais do problema:

Kao B = KR

(4.2)

W= Wik
W= W=

Kal D = K&

Vamos iniciar nossa analise visando estabelecer a con

figuracdo de suas curvas integrais na regiao do plano que deno-
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taremos por G, onde x e y nao assumem valores arbitrariamente
grandes. Para isto devemos estudar o comportamento das solu -
¢Oes na vizinhanga dos pontos criticos (ou de equilibrio) do

sistema, isto &, pontos de G para os quais o lado direito de

(4.1) & nulo:

I
o

P(XC;YC)

X 1Y, € G {4.3)

)
o

Q(xc,yc)

A condicdo anterior para o caso em estudo traduz-se em:

P(x,y}) = 0 = -2ax+2ay+bx2+cy2+dxy—4fx3+4fy3-12fxy2+12fxzy

(4.4)

axiay+gx2+hy2+kxy~2fx3+2fy3

l
o
I

Q(x,y) +6fxy2—6fx2y

O ponto p_ = (0,0) & uma solucao b6bvia do sistema
acima e sera o primeiro ponto critico a ser analisado.

Visando simplificar nosso estudo,estabeleceremos con
dicbes sobre os coeficientes dos polindmios que compoem O sis-
tema (4.4), de modo que eles nao se anulem simultaneamente pa
ra nenhum outro ponto pertencente a G gue nac seja a origem .
Naturalmente, toda restricaoc feita a valores destes coeficien
tes deve ser analisada em termos dos parametros originais do
problema, presentes na expressdo da pressao anisotropica Huv
do fluido e na equacao de estado utilizada. Caso estas restri-
¢bes, de carater puramente matematico, se traduzam em condi =

cbes fisicas incompativeis com o problema em questdao, deverao

ser rejeitadas. Para evitarmos a existéncia de um ponto criti-
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co diferente da origem, devemos exigir que um dos polindmios do
sistema (4.4) n3o tenha raizes reais para (x,y) diferentes de
(0,0). Para tanto, multiplicamos a segunda eguacdo por dois e

somamos a primeira, obtendo:

20(x,y) = 2ax-2ay+2gx2+2hy2+2kxy+dfxo-4fy +12fxy2-12£x°y = 0
(4.5)

20(x,y) + P(x,y) = (2g+b)x> + (2h+c)y® + (2k+d)xy = 0 .  (4.6)

A equacio (4.6) tem a forma de uma eqguacdo quadratica, Ax2+Bx +
C = 0, com coeficientes

A = 2g+b

B = (2k+d)y

C = (2h+e)y?

e raizes do tipo:

- B = VB2—4AC

24

A 2 . . e - .
A condicdo, B -4AC < 0 garante a 1lnexistencia de ralzes reals

diferentes da origem ((0,0)).

B2 - 4AC = yz[(2k+d)2 - 4 (2g+b) (2h+c) ] (4.7)

B2_4AC < 0 -~ (2k+d)2 - 4(2g+b) (2h+c) < 0 pois y° z 0.

Desenvolvendo esta expressao temos:
4x% + 4kd + a2 - 16gh - 8gc - 8hb - 4bc < 0 (4.8)

Buscando em (4.1') a definicdo das constantes envolvidas na ex-—
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pressio acima em termos dos parametros originais temos:

sk = 1602 - 16DA, + 4A12 + 16DA - BA;A + a2
_ 2 2 2
4ka = -320° + 32DA, - BA,° - 8DA + BD + 43A; - 4A; + 41 + 4
2 2 2 2
a® = 16p% - 16DA; + 4a,° - 8DA - 8D + 4A)) + 4A; + A% 4 2% + 1
—16gh= -16D% + 16A,D + 8DA + 24D + 32A12 + BAA, + 243,
~Bgc= 16D% - 162,D + 4AD - 4D - 32A12 + 4AAp - 43,
~ghb= 16D - 16a,D - 32A12 - 40A; - 8D - 8)A; - 4% - 16D - 12

—-4bc = —16D2 + 16A1D — 43D - 4D - 2X + 32A12 - 4All + 20A1 + 2

(4.9)

Com as parcelas explicitadas acima, a desigualdade ap0s as sim

plificagoes cabiveis, toma a seguinte forma:

WV -1<0 . (4.10)

Temos portanto gue o intervalo ao gual X deve pertencer para

gue (4.10) seja satisfeita é&:

-1 < A < 41 .

Lembrando que A & o fator de proporcionalidade entre a pres
sao e a densidade de energia na equacao de estado gue estamos
usando, p = Ap, vemos gue a imposig¢ao da origem como unico pon
to critico da regifo finita & perfeitamente possivel, uma vez
gue gera consequéncias fisicas realizavels. A partir deste pon

to estaremos supondo A no intervalo obtido acima.
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Seguimos com a analise da origem P = (0,0), unico
ponto critico da regiao finita do plano. Na vizinhanga de um
ponto critico qualquer P, = (xc,yc) as funcoes P(x,y) e

Q(x,y}) podem ser linearizadas:

JoP 3P
Pix,y) = (53 o (x-x_ ) + (§§)pc(y-yc) + ¢ (x,y)
(4.11)
Q0e,y) = G (xx)) + G (yyo) + V0o

As fungdes ¢(x,y) e ¥ix,y) estdo sujeitas as seguintes condi-

coes:
¢z ,y,) = Vix,y,) =0
(4.12)
90, _ (B0, o Y, _ B _
(ax)pc B (By)pc a (Bx)pc B (ay)pc =0
Definimos a matriz Q por:
2P 2P
ax’ pc dy’ pc
(9)pc = : (4.13)
20 20
(Bx)pc (By)pc
Seu determinante, A(p.) = det[(ﬁ)pc] nos fornece indicacdo

sobre a natureza do ponto em analise; para A(pc) # 0, o ponto
critico P, & classificado como simples. Caso A(pc) = 0 dize-
mos que P, & um ponto de equilibrio maltiplo. A estrutura

topoldégica na vizinhanca dos pontos de equilibrio depende tam

1l

bém da grandeza, 0(pc) Trago [(Q)Pcl, um outro invariante da

matriz §. Calculando os objetos definidos acima para a ori -
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gem temos:

3By _ 3P, _ 39y 90y - .
(Bx)o = -2a (BY)O = 2a (Bx)o = a (By)O = ~a (4.14)
-2a  2a _ 2_,.2 _
(Q)O = A(0) = +2a”-2a 0 (4.14")
a -a g{0) = -Z2a-a = -3a
Os valores obtidos acima indicam gue P, = (0,0) & um ponto de
0

egquilibrio miltiplo. S8c classificados desta forma os pontos
de tangéncia entre as curvas definidas pelo sistema (4.3) e os
pontos em gue uma ou ambas as curvas citadas possuem uma singu-
laridade.

Como ja foi dito neste capitulo, o objetivo basico da
andlise qualitativa & a caracterizac¢aoc topoldgica global e/ou
local do plano de fases. Algumas vezes no entanto, o interesse
por uma descricio precisa do comportmento das trajetdrias na vi
zinhanga dos pontos de equilibrio do sistema, motiva a investi-
gacdo das diregdes de aproximacdo das mesmas. Este tipo de ana-
lise transcende as questdes topoldgicas citadas, servindo em
alguns casos para distinguir estruturas com topologias equivalen
tes. Um exemplo tipico ocorre entre o foco e o nd, dois pontos
de equilibrio classificados como simples gue possuem a nivel de
andlise topoldgica, estruturas indistinguiveis. Um estudo das
direcoes de aproximagao das curvas aos pontos considerados, re-
vela no entanto um comportamento bastante diferenciado. Parapon
tos de equilibrio maltiplo a determinagdo destas direcOes & fun
damental para a investigacao de sua estrutura. Discutimos a se-

guir alguns aspectos gerais importantes na caracterizagao de
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pontos desta natureza, culminando com a apresentagdao do teore-
ma que nos indicara as estruturas topoldgicas possiveis para a
origem do sistema.

Uma vez gue nossa analise envolvera a determinagao de
diregoes de aproxXima¢ao & conveniente termos o sistema escrito
em coordenadas polares. Para isto, suponhamos que a expansao

de Taylor para as fungdes P(x,y) e Q(x,y) em torno da origem

tenham a forma:

P(x,y) = Pp(x,y) + ¢(x,y)
(4.15)

Q(x,y) = Qp(x,y) + ¥(x,y)

Pm(x,y) e Om(x,y) si@o polindmios homogéneos de ordem m 2 1 e as
funcoes ¢ (x,y) e ¢(x,y) simbolizam os termos de ordem superior.
A passagem para coordenadas polares,utilizando as equacoes de

transformacao,

X = 0 cosb

{4.16)
p senb

et
Il

nos permite escrever o sistema (4.1) da seguinte maneira:

P(pcostd,psend)cest + Q(pcost, psent) send

Da|Qa
ladie]

(4.17)

P % [Q{pcosd,psend)cosh - P(pcost,psend) senb]

Levando em consideragio a forma das fungdbes P e Q como dadas

em (4.15), podemos escrever o sistema acima como:
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a - .
EDE pm[Pm(e)COSe + Q_(8)sené + p¢(p,cos8,sing)]

{4.18)

a = o™ 1o (8)cose - B_(8)send + p¥(p,cost,sens)]

Pm(e) = Pm(cose,sene) Qm(e) = Qm(cose,sene)

Introduzimos a seguir um novo parametro para a trajetd
ria,
dt = p {t) dt , (4.19)

que nos permite colocar o sistema anterior na forma:

H

ar p[Pm(e)COSB + Qm(e)sene + po]

(4.20)

5 Qm(e)cose - Pm(e)sene + Py

A definicao do polindmio N(x,y) = x Qm(x,y) -y Pm(x,y), nos le

va a considerar doils casos distintos:
(a) N(x,y) nao se anula identicamente.

Neste caso, a equacao

Qm(cose,sene)cose-Pm(cose,sene)sene =0 (4.21)

pode nao ter raizes reais ou ter no maximo m+l delas no interva

lo 0 £ & £ Il. Denotaremos estas raizes por:

ekn = ek + IIn l1 sk ss8s8 , s 2 mtl (4.22)
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Uma rapida inspeg¢ao no sistema (4.20) indica que to -

dos os seus pontos de equilibrio sao representados por:
p =20 ' 0 =86 . - (4.23)

Uma investigacao cuidadosa das possiveis trajetdrias do sistema
citado pode ser efetuada, revelando duas situacgoes possiveis ;
na primeira, 8(1) » +x{ou -») & medida que T > 4o, -indicag
do um comportamento do tipo espiral para a trajetdria do siste
ma original (4.1), na direcdo da origem. A segunda possibilida
de indica trajetorias do sistema (4.20) tendendo para um de
seus pontos de equilibrio (p = 0, 8 = ekn)' 0 que corresponde
no sistema original (4.1) a trajetdrias tendendo a origem com
valor da tangente bem definida. De fato,se considerarmos o sis

tema (4.1) na forma,

dx _
at - Pm(X;Y) + ¢{x,v)
(4.24)
a
S =9 (xy) + V(x,y)
temos gue,
ay _ Qu (X ¥)+0 (x,¥)
dx  P_(x,y)+¢(x,y) )
Transformando o lado direito para coordenadas polares, temos,

- m
ap0s cancelarmos o termo comum P @

Qm(cose,sen6)+p¢1(p,cose,sen6)

212

X Pm(cose,sene)+p¢1(p,cose,sen8) !

onde ¢1 e ¢1 sdo fungdes analiticas.
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£ facil portanto ver desta expressio que a medida que p =+ 0 e
g - 9%, %ﬁ possuil um limite bem definido:

Qm(cose*,sene*)

lim
t 2w

dx Pm(cose*,sene*) (4.25)

Por hipotese, temos que 0* & uma solugao de (4.21), o

que nos permite escrever:

cosO¥* Qm(cose*,sene*) -~ senf* Pm(cose*,sene*) =0

(4.26)

Qm(cose*,sene*)

Pm(cose*,sene*)

senb*
cosi*

Concluimos portanto que, lim dy tgb* = lim yit) indicando a
t o0 dx + o X(t)

aproximacido da origem segundo trajetorias com valor de tangente
bem definida para o sistema original (4.1).

Passamos a seguir ao segundo caso mencionado.

(b} N{x,y) & identicamente nulo.

IR

Uma vez gque XQm(x,y) - Y Pm(x,y) 0, podemos escre-

ver,

o {(x,y) =y Q -1 {x: ¥}
Pm(X:Y) = X Qm—l(x'y) r
onde Q (x,y) €& um polindmio homogéneo nao nulc de ordem m-1.
m-1

Sob estas condicOes temos o sistema (4.1), depois de

transformado para coordenadas polares, expresso cCcomo:
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dp _ S
ar - [Qm_ltcose,sene) + po{p,cosd,send)]
(4.28)
dé _ r -
a. - P [Z2(cos®,send) + pP{p,cosb,send)]
A seguinte mudanca de parametros fol efetuada:
m
dt = p {t) 4t . (4.29)
Zz{cosé,senf) & um polindmio homogéneo de ordem m+r+2. Os esta
dos de eguilibrio para o sistema {4.28) sao da forma, p =0 ,
& = ekn onde ekn e raiz da equacgao:
Qm_l(cose,senﬁ) = 0 (4.30)
™ = <« < < —_
8 ﬁkn Gk + I 1 =k £ s s £ m-1 (4.31)

—% < n < 4o

As direcdes 6, gue satisfazem a equagdao acima, chamaremos de
direcdes singulares.

Um estudo detalhado das trajetdOrias do sistema (4.28)
nos permite algumas afirmagbOes sobre o sistema original (4.1):

Se 6* & uma direcdo singular de (4.28), podemos ter
um numero infinito de trajetdrias tendendo a origem de (4.1) ,
um nimero finito delas ou nenhuma. Para gqualquer outra direcao
ndo singular 6, existe exatamente uma trajetoria tendendo a ori
gem na diregao 6.

A breve andlise efetuada nas Ultimas paginas tem como

dnico objetivo indicar como a nocdao de direcao de aproximacao ,

que estarad presente no teorema gque apresentaremos a seguir, sur
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ge naturaimente quando investigamos o sistema em coordenadas po
lares. A mudanca de sistema de coordenadas & um procedimento fre
quente e de grande importancia na analise gqualitativa.

Preparamos a seguir o caminho para formularmos o teo-
rema decisivo na caracterizagao da estrutura topologica da ori-
gem do sistema (4.1), Gnico ponto critico da regido finita do
plano.

Consideremos o sistema:

dx _
ac - Ax+By + Pz(x,y)
(4.32)

d

E% = Cx + Dy + Qz(x,y)
com

A(0) = AD - BC = 0

0g(0) =A +D#0 . {4.33)
onde Pz(x,y) e Qz(er) sao funcdes analiticas na vizinhancga da
origem, que & um ponto de equilibrio isolado e suas expansoes

em série envolvem apenas termos de segunda ordem ou superiores.
Sob estas condicoes, podemos afirmar que existe uma transforma-

gao linear nao singular,

- Dx + By

Ax + By (4.34)
(A+D) t

ol =] K
i

Il

que reduz o sistema (4.32) a forma:
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Q% = P2(X,y)
dt
(4.35)
.QX-#“ — e w—
W—y+QZ(X.y)
dt

E Gtil observarmos que quando o sistema esta escrito
desta maneira, a determinag¢ao do polindmio N(x,y) = me(x,y)-
—me(x,y), com Pl(x,y) =0 e Qltx,y) = y, nos fornece N(x,y) =

= Xy, situando o problema no caso (a) discutido anteriormente .

Nesta situacao, a equagao cosfsenb = 0 nos indica as direcgoes
. ~ . e - . - Il

de aproximag¢ao das trajetorias a origem; sao elas: 0, I, 2 e

%; . Entretanto, a determinacgao do nimero e natureza destas

trajetdérias & tarefa bem mais complicada gue nao reproduziremos
agui, mas cujo resultado podemos apresentar sob a forma de um

teorema (—2“2) .

Teorema A: Seja a origem um ponto de equilibrio isolado do sis-

tema (4.35). Seja ¢(X) a solucdo da eguagao §+62(§,§) = 0 na vi

zinhanca de P, = (0,0) e suponhamos que a exXpansao em série
0

da funciao Y(x) = ?2(§,¢(§)) tem a forma, Y(x) = AmEm + ..., on-

dem 2 2, Am # 0. Temos entao:

l) Se m & impar e Am > 0, P, = (0,0) tem a estrutura
topoldgica de um no.
2) Se m & iImpar e b, < 0y pc(0,0) & um ponto de sela

cujas separatrizes tendem a origem nas diregoes
Il 31
2 ¢ 72 -

3) Se m & par, a estrutura topoldgica da origem & de-

0, I,

nominada nd~sela, caracterizada pela uniao de um
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setor parabdlico com dois setores hiperbélicos(gg[
Se 4 < 0 os setores hiperbdlicos contém um seg -
mento da parte positiva do eixo x, se Am > 0 eles

contém um segmento da parte negativa do eixo x.

Apresentado o teorema, passamos a tarefa de identifi
car em gual das situac€os previstas pelo mesmo, nosso sistema
(4.1) se enguadra. Para isso, temos que leva-lo a forma (4.35)
através de uma transformagao linear do tipo (4.34).

Repetimos aqui a expressao (4.1) que & o sistema que

estamos analisando, em sua forma original:

%% = —2ax+2ay+bx2-cy2+dxy-4fx3+4fy3—12fxy2+12fx2y
(4.1)
%% = ax+ay+gx2+hy2+kxy+2fx3—2fy3+6fxy2—6fx2y .
E imediato colocarmos o sistema acima na forma,
dx _
at - AX + By + Pz(x,y)
(4.32)
av _
3t Cx + Dy + Qz(x,y) ,

através das identificacgoes:

A = -2a
B = 2a P2(X,y)=bx2+cy2+dxy—4fx3+4fy3-12fxy2+12fx2y
C=a Q2(x,y)=gx2+hy2+kxy+2fx3-2fy3+6fxy2—6fxzy .
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Em seguida efetuamos a transformacao (4.34) que objetiva redu -
zir o sistema a configuracao mais simples (4.35).
Com os coeficientes definidos anteriormente, as equa-

cOes de transformacao podem ser escritas como:

X = ax + 2ay
y = =-2ax + 2ay (4.36)
t = -3at
A aplicacdo destas equac¢bes de transformagiao em nosso sistema
original (4.1) fornece, apds longa manipulacao algébrica,o sis
tema na forma desejada:
9% - Mx? + Ny© + RRY = B, (X,Y)
dt
{(4.37)
& -7+l 4 W o+ wWRY + ST =¥ + 0,(X,)
dt

0s coeficientes acima tém a seguinte definigao em termos dos co

eficientes do sistema (4.1).

_ =(2g+2h+2k+b+c+d)
M= 2
27 a
N (-8g~2h+4k-4b-c+24d)
= 2
108 a
R (8g—4h+2k+4g-2c+d) (4.38)
54 a
o = (2b+2c+2d~2g—2h-2k)
27 a2
v (4b+c-2d-4g-h+2k}
= 2
54 a
w = (-Abr2e-drdg-2hk s = L

27 a 2a
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Dando sequéncia & nossa analise, passamos ao calculo
da fungdo vy = ¢(xX), solugido da equacao §+§2(§,§) = 0, como in
dicado no teorema.

Esta ultima equagao, para o caso em estudo se escreve:

v + Tx? + v§2 + Wxy + s§3 =0

A hipbtese de termos ¢ (X) como uma série de poténcias em X ,

$(x) = cyx + c2§2 + c3§3 + ... , nos permite o calculo das cons
tantes:
c1 =0
C = =T
2 (4.39)
C3 = TW
— _ 3
c4 = ~-VT c6 = 5T
De posse desta funcdo, ¢(x) = -T§2+TW§3-VT2§4+ST3§6 ,
passamos ao calculo de ¥ (x) = 52(§,¢(§)), gue definira atra -

vés de seus coeficientes, a estrutura topologica da origem.

Temos:

Vix) =P, (x,0(x))

P,(%X,y) = ME® + Ny° + REy (4.40)
y = ¢(x) = 1%+ Twxs - vrlx? 4 sTR®

As substituicdes acima nos fornecem para Pi{x) a seguinte expres

s4ao:

¥(X) = MX° - TRx® + ... (4.41)

0 teorema enunciado anteriormente indica que o tipo
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de ponto em analise depende fundamentalmente das caracteristi-
cas do coeficiente e da poténcia do primeiro termo da expansao

acima. Neste caso temos:

Vix) = Amxm + ... m = 2 = numerc par
A

M (4.42)

m

0Os dados acima caracterizam a origem do sistema (4.37),
segundo indicag¢6es do teorema A apresentado, como sendo um pon-
to de equilibrio maltiplo denominado no-sela. A determinagao do
sinal de Am = M, que efetuaremos a seqguir, definira com preci -
sdo a configuragao das curvas integrais.

Buscando a definig¢ao de M em termos das constantes
originais, encontramos através das equacoes (4.38) e (4.1') a

seguinte expressao:

Temos ainda que, A, = 1 K, , © que nos fornece M em termos dos
quers 89 = 3 %

parametros fundamentais do problema:

M = —é ) -1 <X <1 (4.44)

2
0

o

A+
Koo

Temos portanto que Am =M > 0, fato que nos leva fi -
nalmente & caracterizag¢ao completa da origem do sistema (4.37 )

(Figura 4.1).
I

2
%% como as direg¢des de aproximacao das trajetorias a origem.No

Inspegac na Figura 4.1, revela as direcoes 0, I, e

entanto, esta nao € a configuracgdo final das curvas integrais

para o nosso problema, uma vez gue a forma adequada do sistema
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& aplicagdo do teorema, sO foi conseguida a partir da transfor
mac¢ao linear (4.36). O ultimo passo portanto & utilizar es-
tas equacoes de transformagaoc a fim de determinar a posi -

¢ao precisa desta figura no plano (x,y).

O fato da transformacao mencionada ser linear, ga -

rante gque nenhuma alteracdo topolégica ocorrera.

Temos:

x = ax+2ay
y = =2ax + ‘2ay (4.36)
t = -3at .

Para obtermos a equagac para o eixo x nas varia -

veis (x,y) fazemos em (4.36), Yy = 0; obtemos entdo:
-2ax + 2ay = 0 2ax = 2ay * x = ¥y (4.45)
(Figura 4.2). Da mesma maneira, encontramos O eixo § fazendo
x = 0;
ax + 2ay = 0 + x+ 2y =0 (4.46)

(Figura 4.2).

As consideragdes anteriores, aliadas ao fato que efe-
tuamos uma inversao no parametro temporal, nos permite apresen-
tar a figura final gue representa a configuragao das curvas in-

tegrais do sistema (4.1) na vizinhanca de sua origem.



FIGURA 4.1 - Configuracao das curvas integrals na vizinhanca da origem do sis
tema (4.37).

x=y

*\

v

X*Z?:D

FIGURA 4.2 - Posicac dos eixos x e v no plano (x,¥).
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)Y

X l\t:o

FIGURA 4.3 - Configuracao das curvas integrais na vizinhanca
da origem do sistema (4.1).

4.2 - ANALISE NO INFINITO

0 estudo 4o comportamento de um sistema dindmico no
seu plano de fase associado nao pode ser considerado completo
Sem informagées sobre regides arbitrariamente distantes da ori-
gem. Estas informac¢des, obtidas segundo técnicas especiais que
descreveremos nesta secgdao sob o titulo de "Analise no Infini-
to", além de nos proporcionar uma visdo global do sistema, for
necem em um grande numero de casos 1importantes pistas para a
caracterizacao do mesmo na regido limitada do plano. O método
de analise a ser empregado consiste na compactificagdo do espa-
co de fase associado.ao sistema, completado por elementos do

infinito através de projecac do plano na chamada Esfera de
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Poincaré (Figura 4.4). Uma construcdo geométrica relacicnada a
esta projecadao nos fornece as transformactes de coordenadas, de
nominadas de Transformacgoes de Poincaré, a serem efetuadas no
sistema original com o objetivo de obtermos os pontos criticos

no infinito e as estruturas topoldgicas em suas vizinhancgas.
Passamos a seguir a descricao deste procedimento.

Vamos considerar a esfera unitaria de equacao

2 2 2

X+ Y°+ 2 = 1 .
(Ver Figura 4.4.) Tangente ac seu polo sul, denotado por S
(de coordenadas 8 = (0,0,-1)), definiremos o plano de fase o

associado ao sistema dinamico (4.1) que estamos analisando, de
modo que a origem do sistema de coordenadas (x,y) nele defini
do, esteja situada exatamente neste ponto de tangencia. A ca
da ponto M de o , associamos através de um segmento de reta
que passa por este ponto e pela origem da esfera, 2 pontos an-—
tipodas M' e M" na mesma. A medida que tomamos pontos mais
distantes da origem, ©os dois pontos definidos na esfera aproxi
mam-se do equador. E natural portanto associarmos guaisquer
dois pontos antipodas do equador a um mesmo ponto no infinito
do plano. Definimos agora um plano vertical o* tangente ao pon
to de intersecéo do eixo X com © equador da esfera. Denotamos
este ponto por C (e seu antipoda por C') e nele fixamos a ori
gem de um sistema de coordenadas (u,z) para o*. Os eixos u e
2 sao construidos de forma a serem paralelos aos eixos Y e  Z
respectivamente. No entanto, o eixo z aponta no sentido inver

so de Z.
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FIGURA 4.4 - Esfera de Poincare,
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Agora, se a cada ponto M do plano o considerarmos a
a reta gue passa por este ponto e o centro da esfera, teremos
definido, além dos ja citados pontos M' e M", o ponto M*, resul
tado da intersec¢do desta reta com o plano a*. Se M estiver no
infinito do plano, terd seus correspondentes M' e M" situados
no equador da esfera e o ponto M* serada um ponto bem definido no
eixo z = 0. Vemos portanto que através deste tipo de projecao ,
podemos investigar as trajetorias na vizinhanca de gqualquer pon

to do equador, com excessao dos pontos definidos pela Iinterse-

cdo do eixo Y com a esfera que denotaremos por D e D', através
de suas vizinhangas correspondentes situadas no eixo z = 0 do
plano o*. Para determinarmos o comportamento das trajetorias

na vizinhanca de D e D' devemos considerar, ao invés do plano
a*, o plano & tangente a esfera em D e procedermos de manei-
ra analoga ao caso anterior: fixamos em D a origem de um siste
ma de coordenadas (z,v) com © eixo v paralelo e com © me smo
sentido de X e o eixo z paralelo e com o sentido contrario a Z.
Através da projegio central os pontos D e D' determinam um pon-
to bem definido em & <que €& sua origem. O estudo da vizinhanga
de D e D' se traduz neste caso ao estudo da vizinhanca da ori-

gem do sistema de coordenadas (z,V).

Vamos determinar agora as transformag¢des de variaveis
a serem efetuadas no sistema dinamico (4.1) a fim de que ele re
vele os pontos criticos e o comportamento das curvas no infini-
to do plano. Seja M um ponto do plano a, que nao esta situado
no eixo y, e M* seu correspondente em a* (ver Fig. 4.5); es -
tes pontos tém por coordenadas espaciais (x,y,-1) e (1,u,-2)

respectivamente, e estao situados na mesma linha reta que passa
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pelo centro da esfera como ja
mencionado. Podemos entdo es- {9,9,0)

crever as relacgdes (Fig.4.5),

’ (4.47)

=] >
|

=l o
|

N =

gue nos fornecem as equacgoes

de transformacgdo procuradas : //'W o s

(0101'\) , | e

1 _u —
"z— Y = p (4.48) 5 4

X =

-

& suas 1nversas:

z=% ; u=% (4.49)
FIGURA 4.5 ~ Transformacoes de Poin
care.,

Consideremos agora o sistema original (4.1) cujo com-

portamento no infinito desejamos determinar:

%% = _23x+2ay+bx2+cy2+dxy—4fx3+4fy3—12fxy2+12fx2y
{(4.1)
%% = ax—ay+gx2+hy2+kxy+2fx3-2fy3+6fxy2—6fx2y .

A aplicacdo das equacoes de transformacgao (4.48) neste sistema,

nos fornece, apd6s um calculo imediato,

*
u_ prluz) o L 2f+gz+2futaz+ (k-b)uz~6 fu’+10fu"+
z z% L 5 5 4 22 3
+auz“+ (h-d)u“z-4fu -2au“z"-cu %] i
- | (4.50)
*
%Z:- - 9&21'—2’ = iz Afz-bz2-12fuz+2az>-duz2+12fu’z-
zZ z —

—ZauZB—cu222-4fu3%]
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O sistema acima nao e definido para z = 0. Para z # 0
as trajetorias deste sistema sao projecdes em a* das trajeto-

rias do sistema (4.1) no plano a¢ . Em seguida, redifinimos o pa

rametros temporal através de:
dt = > (4.51)

Substituicao desta expressdao em (4.50} nos fornece:

% = P*(u,z) = 2f+gz-2futaz’+(k-b)uz-6Ffu’+10fu +auz’+
+(h—d)uzz—éfu4~2au222-cu3z .
(4.52)
dz

4fz—b22—12fuz+2az3—du22+12fu22-2auz3—cu222—4fu3z.

ar - Q*(u,z)

Para z # 0 as trajetorias deste sistema coincidem com as do sis
tema (4.50). Em z = 0 ele esta agora perfeitamente definido e
sera através de sua analise que obteremos o comportamento de
(4.1) na regido infinita do plano. A primeira informacao a ser
extralida deste sistema €& relativa aos possiveis pontos criticos
existentes no infinito. Por construcao, eles estdao localizados

no eixo z = 0 e podem ser obtidos atraves da solugao do siste -

ma s

P*(u,0)

"
o

(4.53)
Q*(u,0) =0 .

Tomando as expressOes para os polinomios acima, no lado direi-

to do sistema (4.52) e fazendo z = 0, obtemos:



-103-

P*(u,0) = -4fu +10fu -6fu’-2fut2f = 0
(4.54)
Q*¥(u,0) = 0 .
A primeira equacao pode ser colocada na forma,
(u-1)3(-2u-1) = 0 (4.55)
e nos fornece como raizes:
_ 1
u =1 e u = - '2" . (4.56)
Como resultado obtemos dois pontos criticeos da forma, Pe =
= (u,2=0), gue chamaremos de "pontos criticos do infinite"; sao
eles:
p, =(-%,0 e p_ = (1,0
- - A = r .
=N 2 C,

Uma projecdao central dos pontos acima pertencentes
a o*, nos fornece os pontos criticos de (4.1) no equador da es-
fera. Do mesmo modo, andlise das trajetdorias em a* do siste-
ma (4.52) na vizinhanca destes pontos de equilibrio, saoc trans-
feridos via projecao central a vizinhanga de seus corresponden-—
tes no eguador da esfera, fornecendo assim a configuracao das
curvas integrais no infinito.

Como ja mencionamos, o procedimento anterior utilizan
do o plano a* nao consegue dar conta da analise de todos os
pontos do equador. Para estudarmos a vizinhanca dos pontos D
e D' vimos ser necessaria a definigdo de um outro plano, gque
denotamos por @ , e de seu sistema de coordenadas associado

(v,2z). Uma anidlise idéntica a efetuada nas Ultimas paginas po-



-104~

de ser feita para esta nova situacdo, trazendo como possivel no
vidade a inclusao da origem do plano‘(v,z) ao conjunto dos pon-
tos criticos do infinito gue ja obtivemos aqui. Para este caso,
as transformagdes de coordenadas, obtidas de maneira idéntica

as anteriores, tomam a seguinte forma:

v
Xz—z-
(4.57)
=1
y - '
@ suas inversas:
1
7 = —
Y (4.58)
X
v = =
z
Aplicacao destas transforma¢des ao sistema (4.1), seguido de
uma redefinig¢io do paradmetro temporal,
ar = 4% (4.59)
z
nos fornece:
%% = -2av22+2az2+bv22+cz+dvz—4fv3+4f—12fv+12fvz—av222+
+aVZ2-gv3z-hvz—kvzz—2fv4+2fv-6fv2+6fv3 = %(v,z)
(4.60)
%% = —avz3+az3-gv222—hzz-kvz2—2fv3z+2fz—6fvz+6fvzz = 6(v,z)
Como no caso anterior os pontos criticos procurados ,
que agora sic da forma p_ = (z=0,v) sdo obtidos pela solugdo
de:

B(v,0) = 0 S(v,0) =0 (4.61)

-s
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Para o sistema anterior as eguagoOes acima si3o escritas como:

8(v,0) = 0
(4.62)

%(V,O) = —2fv4 + 2fv3 + 6gv2 - 10fv + 4f = 0 .

A segunda equagao pode ser colocada na forma,
3 -

(v-1) " (v+2) =0 . (4.63)
fornecendo as raizes

v=1l e wv==2 (4.64)

Como a origem (v = 0, z = 0) nao & um ponto critico

para este sistema, o calculo efetuado nao nos acrescenta nenhu-

ma informacdo, pois os pontos criticos obtidos acima Ec =(-2,0)
1
Y
e p, =(1,0), guando transferidos aoc equador da estfera, represen
2
tam os mesmos pontos P.. © Pg obtidos anteriormente.
1 2

Nosso préximo passo & a caracterizagdo das trajetd -

rias em a*, na vizinhanca dos pontos P = (- 5,0) e Po =
1 2

= (1,0), os unicos pontos criticos do infinito. Iniciaremos
com a analise do sistema (4.52) na vizinhanca do ponto Pe =
= (- %,0). 0 procedimento que empregaremos a seguir na determi-
nacao das curvas integrais na vizinhanga de pontos pertencen-
tes ao infinito ndo difere do empregado para a analise da re-
gido finita. Assim sendo, o primeiro passo & a determinagao da
matriz ﬁ(pcl) gque nos dari informag¢des sobre a natureza do

ponto em estudo. Explicitamos a seguir o calculo de seus ele

mentos:
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*
EQ—%ELEL = 4f—4fu3+12fu2—12fu—2duz—6auz2-2bz+6a22w2cu22.
90* - 27
[Bz ] -2 £
€1
*
2020:2)  _1o£uPse24fuz-12£2-d2°-2a27-2cuz? .
aQ* B
B, -
1 (4.65)
*
apaéu'Z) = g+(k'b)u+(h‘d)U2'0u3+26u2+2az—4au22
aPx _ . _ (k=b h-d c
[az ] =9 (=) + (57) + 3
€1
b lurz) (k=b) z+2 (h-d) uz-3cu’z+az >-2f-4auz>~12fu+30fu’-16fu
op*) 27
A I
Pe,

Os valores acima nos permitem escrever:

op* 0P 27
Bu) pe,y G2 pe, =2 1t %22
Q(pcl) = =
2ot 394 o e
du " pecy 9z "Pey 2
_ . _ k-b (h-d) c
9229 -"7 *771 *3
Um cdlculo direto nos fornece:
Mp ) = EDPEP 0 5 olp, ) =27 f

1

(4.66)

(4.67)
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Como mencionado na secac anterior, os valores obtidos acima

e ., 1 .
classificam o ponto critico Po = {- 5,0) como simples. Possu-
1
em esta classificagaoc 0s pontos de intersecao entre as curvas,

P*{u,z) =0
(4.68)
Q*{u,z)

I
o
-

das quails nenhuma delas possul singularidade e cujas tangentes
sao distintas. Os elementos fundamentals na analise dos pon -
tos de equilibrio simples s3o, a equacao caracteristica que de
finiremos a seguir, e suas raizZes, denominadas caracteristi-
cas, que para pontos deste tipo nunca sao nulas. Com exXcessao
do caso de ralzes imaginarias puras, a inspecao 4o sistema 1i-
nearizado com a consequente obtencao da equacdo e raizes carac
teristicas, determina de forma definitiva a estrutura topoldgi
ca do ponto em analise. Nao nos estenderemos neste estudo, en-—
contrado facilmente na literatura, sugerindo contudo consulta
a {(22) para um tratamento completo compreensivel.

Definimos a equagao caracteristica através da expres

sao0,
M- or+A=0
onde,
6 = Trif]
- (4.69)
A = det[Q] .
Para o ponto p, = (- %,0), a utilizagd@o dos resultados {4.67)

1
nos fornece: :

A2 - (27f) + (%} 22 - o . (4.70)
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A equacao acima possul as seguintes raizes caracteristicas:

- - 27
A=A, =5 f . (4.71)

Para determinarmos o sinal destas raizes, gue como ve

remos a seguir, caracterizardo a estabilidade do ponto, busca-

mos a definigcdo de f em termos das quantidades fundamentais
do problema. Das definigoes (4.1') temos que:
1
f =B ’ B=§KB.

Do Capitulo I, onde desenvolvemos alguns aspectos da
teoria de transicdao de fase, sabemos que B > 0, indicando por -
tanto um valor positivo para as raizes caracteristicas. Como ja
foi dito, para pontos de equilibrio simples a configuragac das
curvas integrais em sua vizinhanga fica completamente defini -
da através dos elementos gue acabamos de calcular; raizes re-
ais, idénticas de mesmo sinal positivo caracterizam o chamado
no degenerado instavel que ilustramos na Figura 4.6.

Passamos agora a determinacdo das trajetorias do sis-
tema (4.52) na vizinhanca de seu ponto critico P ={1,0). Ao

2
final desta andlise teremos todos os componentes necessarios
para caracterizar completamente o comportamento do sistema (4.1)
no infinito do plano.

Repetindo o procedimento empregado na analise dos dois

pontos anteriores, passamos ao cdlculo da matriz R.

. *
Utilizando os valores encontrados para EEL%%LEL ’
dP* (u,z) 0Q* (u,z) 0Q* (u,z) = - p
~Fa T 5 e ~8u no calculo da matriz & pa

ra o pontoc p = (0, - l) realizado anteriormente, obtemos:
Cq 2
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FIGURA 4.6 - Configuragao das curvas integrais na

vizinhanca de p. = {- %,0).
1

S
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2
s, -
u Jp,
2
{(4.72)
OP* _ _ L .
52 |p = g+h+k-(b+c+d) = 0 (ver definicao (4.1'))
c
2
op* _
), -
Pc2
Obtemos portantoc como resultado a matriz nula:
Q(p. ) =0 . (4.73)
C
2
Segue portanto que:
olp, ) =0
2 (4.74)
A(pcz) = 0
Estes valores obtidos para os invariantes de ﬁ(pc )
2
classificam o ponto P, = (1,0) como um ponto de equilibrio

2
miltiplo, de caracteristicas distintas da origem que analisamos

na segao (4.1). Entretanto alguns elementos 14 desenvolvidos se

rao utilizados na determinac¢do das trajetdrias em sua vizinhan-

ca.
Escrevemos aquli novamente o sistema (4.52):
%% = P*{yu,z) = 2f+gz—2fu+azz+(k—b)uz—6fu2+10fu3+auzz+
+(h—d)u22—4fu4—2au222-cu3z
(4.52)
dz

4fz—b22—12fuz+2a23—du22+12fuzz—Zauz3—

wcu222—4fu3z .

|
1l
i

31 0*{u,z)
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Efeturemos neste sistema a transformac¢ao de coordenadas,

u -+ u= u-l

_ {(4.75)
z +* z = Z .
com o objetivo de transferir para a origem o ponto critico do
sistema; obtemos como resultado apds alguns calculos:
QU - Px(d,7) = EAZ-6FU +GA°Z-3HUZ -4FG -280°Z°-50°%
(4.76)
& = 0*(@,%) = MZ°+Laz -2HUZ -4FUZ-S0°Z° .

Em termos dos coeficientes de (4.52), os coeficientes do siste-

ma acima sao escritos como:

E = ((k-b)+2(h-d)-3c)

F =f¢£

G = ((h-d)-3c)

H=a (4.77)
5 = c

M = (-b-d-c)

L = (-d-2c)

O sistema (4.76) pode ser pensado como se estivesse na forma,

- Tx@,Z) + T*@,7)
(4.78)

dz _ v = = Tx (T o
a1 = Zm(u,Z) + ¢*(u,z)

con,
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= =2
* —
Zmzz(u,z) = Mz
{(4.79)
o
m:z(u,z) = Euzg
F*(u,2) = § a; z'u = LUz -2HUZ -4Fu°z-Su’z’
A
i+k>m (4.80)
P*@E,2) = § b, z'U" = -6Fu+Gu z-3HUz -4Fu’-2Hu’z2-5u°z.
i+k>m

Destacamos agui a auséncia de termos lineares em (4.78).
Como na Secao 4.1 deste trabalho, consideramos agqui

o polincmio,
N(u,2) = u 2*(u,z) - zU%(u,z) ,

que para © sistema (4.78) tem a exXpressao:

N(4,%) = uM(z%) - ZE(uz)

(4.81)

2

N(u,z) (M-E) uz

i

A escolha M = E situa nosso problema, no gue se re-
fere aos aspectos gerais sobre direcao de aproximacao das tra-
jetdrias, no item (b) da Segao 4.1, isto &, ao estudo do caso
N(ua,z) = 0. A escolha acima deve ser analisada em termos dos
parametros fundamentais do problema, a fim de nos certificar-
mos que ndo representa uma restricac impossivel de ser conside

rada. Temos de (4.77) que:

M -b-d-¢

(4.82)
E

(k-b) + 2(h-d) =~ 3c
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A equagao M-E = 0 pode entdo ser escrita como:
-k-2h+d+2¢ = 0 . (4.83)
Buscamos agora a definigao das constantes presentes
nesta equagac em termos dos parametros originais, em (4.1'). Um

rapido calculo nos fornece:

_ _.3
9A1 + 3 =0~ A, =~g5 -
Mas, Al = % Kay, © que nos di como resultado:
W - .31
1~ 2
A escolha do parametro @, como sendo negative, esta de acordo

com as restricbes impostas no Capitulo I aocs parametros da pres
sao anisotropica do fluido Stokesiano necessarias para a ocor -
réncia do fendmeno de transigac de fases; la haviamos suposto
2 - - .

a; = -a. Concluimos que, M = E € uma escolha possivel.

Dando sequéncia ao nosso estude, observamos gque como
consequéncia imediata de N(u,z) = 0, temos a possibilidade de
escrever as partes homogéneas, E;(E,E) e ﬁ%(ﬁ,?) de (4.78)

da seguinte maneira:

z3(u,z) = EQm_l(G,E)

(4.84)

(u,z) = uQ__, (u,z)

Qm_l(u,z) € um polindémio homogéneo de ordem m-1 gue para este

caso pode ser escrito como:

Q (u,z) = Mz = Ez . (4.85)

m—-1
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Em seguida efetuamos uma nova transformagao de coordenadas que

sera muito importante na caracterizacdo das curvas integrais

na vizinhanca do ponto critico P, =(1,0) gue estamos analisan-
2

do. Seguimos agui o tratamento empregado por (23) para siste

mas analiticos que podem ser colocados na forma (4.78).

Vamos considerar a seguinte transformagaoc de coorde-

nadas:

el

G—)E_—.
(4.86)
E-}ﬁ:

ol WA

A transformacdao acima define um mapeamento topoldgico entre

os planos (u,z) (menos o eixo u=0) e (u,n) , levando pontos
do primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrantes de (u,z)
em pontos do primeiro, terceiro, segundo e quarto quadrantes
de (u,n) respectivamente.

O mapeamento inverso,

u->u=u
(4.87)

N
{

n o> nu .
& definido em todo o dominio e leva 0 eixo u = 0 em um dnico
ponto que é a origem do plano (u,z).

A transformacgao (4.86) tem ainda como caracteristica

a propriedade de deformar uma vizinhanga circular da origem de

{u,z) ao longo 8o eixo u = 0 do plano (u,n), como indica a
Figura 4.7. Efetuando no sistema (4.78) a transformacao
(4.86) descrita acima, considerando a forma para as partes

homogéneas dos polinomios como dada em (4.84) e redefinindo o

pardametro temporal através da equacdo,
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_ ' v
i, =\ .
\
N |
- /
;
FIGURA 4.7 — Deformacao de uma vizinhanca sob acao do
mapeamento (4.86).
ar = 948 | (4.88)
——Irl
u
temos, apds um calculo imediato,
du=-9o 1M+ ] a, wETES
- m-— itksm
dt
(4.89)

n —i+k-m-1 — — —i+k-m-1 —
§: = 7 bikul k-m-1 =k _ 4 y a,, Gitk-m-1 -k ]
dt i+k>m it+k>m
Suponhamos que (0,n) €& um ponto do eixo u = 0 tal gue para

(u,n)=(0,n),0 lado direito de (4.89) sejadiferente de zero.Entag,
por este ponto passa uma uUnica trajetdria deste sistema, que

corta o eixo u = 0, uma vez que por hipotese, g% # 0. Se ten

tarmos achar a trajetoria correspondente no sistema (4.78), ve



~116-

remos, com ajuda das equacgoOes de
transformacdo (4.86) e suas in -
versas (4.87) gque existe uma tra
jetbéria {u(1),z(1)} , onde u(t)>

> 0, que tende a sua origem de

z2(T)

tal forma gque, >N = tgh

u(T
isto e, a trajetér;a se aproxima
da origem com um valor bem defi-
nido para a sua tangente a medi
da que T -+ +* (ou -=), Figura
4.8, Existe ainda uma segunda
trajetéria com u(t) < 0 para a
gqual a situacao acima tembém &
verificada. Este procedimento
nos permite considerar trajetori
as em todas as direc¢Ces do plano

excessao de B = 1I/2 e 8 = 3II/2.

ol
&1

¥

//4% to (R)

o ‘

FIGURA 4.8 - correspondencia_en-
tre trajetorias dos planos (u,n)
e (x,y).

Para garantir a existéncia de

trajetdrias no sistema (4.78) tendendo & origem ao longo destas

direcoes, a transformagao

E-&E:

z *rz =

N e

™ |

(4.90)

deve ser efetuada e o sistema obtido deve ter a origem como pon

to critico.

A constatacdo de que o lado direito do sistema (4.89)

sO0 se anula para valores de n gque sejam solugidc da equacao,

= 0 ’ {(4.91)
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nos leva a seguinte afirmacio que apresentaremos, seguindo (23),

sob forma de um teorema:

Teorema B: Se para o sistema (4.78) a origem 0 & um ponto di -
critico, que ocorre para N(u,z) = 0, entdo a cada raio de 0 es
ta associada uma e somente uma trajetdria deste sistema que ten
de para 0, com sua tangente tendendo para este raio, com exces-

sao de no maximo um numero finito de raios, associados as dire-

gOes correspondentes 3s raizes de (4.91).

Lembramos gue ja haviamos feito algumas consideracoes
a respeito destas diregOes excepcionais, gue denominamos de sin
gulares, na Secao 4.1 do presente capitulo. La afirmamos, sem
demonstrar [ver (22) para tratamento detalhado do problema ] ,
que nestas dire¢des poderiamos ter infinitas trajetdérias, um ni
mero finito delas ou nenhuma delas tendendo a origem.

Suponhamos agora que n* & uma raiz de (4.91) e que
todo o lado direito de (4.89) se anule. (0,n*) é portanto um
ponto critico para este sistema.

Se formos capazes de determinar a configuracao das cur
vas integrais na vizinhanca deste ponto, poderemos com o auxi-
lio das informacoOes apresentadas anteriormente, determinar a
estrutura topoldgica correspondente no plano (u,z) , alcangando
assim nosso objetivo. Vejamos como estas idéias gerais se apli-
cam para o caso especifico gue estamos tratando.

Sujeito as transformagoes {(4.86) o sistema (4.76) po-
de ser escrito da sequinte maneira:

2 3 3 2—3

EQZn-6FG a 27t -snat

GRS +3En e U -4Fu Y- 26T

du
at (4.92)
dn

372

uc .

= (M-E) ﬁﬁz+ (L—G)ﬁzﬁz+6Fﬁzﬁ+3Hﬁ
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Levando em conta que M E e efetuando a seguinte reparametri-

zagao,
at = & (4.93)
u
temos:
99 - g7 - 6FU + GNG - 3Hn°W - 4FG° - 2HR U - STA
dat
d—ﬁ = (L-G)N° + 6Fn + 3H7T° . (4.94)
at

O sistema acima & o correspondente a (4.89) para a situacao con

creta em analise., Identificamos imediatamente o polindmio:

Q _,(1,m) = EN . (4.95)
As chamadas diregoes singulares estao associadas as raizes da
equagaoc

Qnoq (1:1%) =0 ' | (4.96)

que para O nosso caso & apenas n* 0.

Utilizando as equacoes de transformacao

— z
T]*=:=tg9* ’

u

vemos gue a cada raiz n* temos associado no plano (u,z), as di
regdes 6* = arc tg(n*). Como n* = 0 & nossa dnica raiz temos
finalmente que 8* = 0 e 6* =1 sao as diregoes singulares
procuradas. Observamos em seguida, que a origem (u=0,n=20)

que denotaremos por O = E; = (0,0) & um ponto critico para o
sistema (4.94). Partimos entdo para determinar as trajetorias
em sua vizinhanca. Repetindo o procedimentoc empregado diversas

vezes neste trabalho, calculamos os elementos da matriz ﬁ(ﬁ;) .
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Temos:

-6F E
2(p]) = (4.97)
0 6F
Segue imediatamente que:
- 2
A(pc) = ~36F° # 0
— (4.98)
0(pc) =0
Os invariantes acima indicam ser a origem E; = {0,0) do siste

ma (4.94) é um ponto de equilibrio simples. As raizes caracte -
risticas definirao sua estrutura topoldogica. Temos para equa -

ci3o caracteristica a seguinte expressdo:

A2 - 36F% = 0 . (4.99)

Seque imediatamente que suas raizes sao:

(4.100)

De acordo com a classificaclo existente para pontos de equili-
brio simples, identificamos a origem (raizes caracteristicas re
ais com sinais opostos) como sendo um ponto de sela. A direcao

2 das separatrizes & fornecida para um sistema na forma,

au + bn + £(u,n)

(4.101)

CE + d—ﬁ + g(ﬁ:ﬁ} ’
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pela equacgao

be’ - (d-a)t + c = 0 (4.102)

Para o sistema (4.94) a eguacao acima se escreve:
2

Ei® - 12FL = 0 (4.103)

L(EL = 12F) = O
Temos portanto como raizes,

12F
R, = ===
1 E (4.104)

22 = 0
Buscando em (4.77) as definigdes de F e E temos:

F =1

E = k=b+2(h-d) - 3c (4.105)
Expressando via (4.1') as constantes acima em termos dos para-
metros fundamentais do problema:

_ _ 1

£f =B = 5 KB . (4.106)
Como B > 0, temos como conseguéncia:

F >0 (4.107)
A expressao para E pode ser escrita como:

E = -9A, + 2 (A-1)

1 2 i

com _ 1

Al =3 Koaq o g
portanto

E = -3ka, + > (A-1) (4.108)

1 2 -
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Utilizando o valor a; = - % % obtido como consequéncia da im
posigdo da igualdade, M = E, temos a expressdo final para a

constante E:
_ 3
E = 7 (A+2) (4.109)

A escolha de A no intervalo -1 < A < 1, de acor-
do com as consideracgbes feitas na Segao 4.1, nos garante que a

constante E & sempre positiva. Temos portanto que a razao, ll=

_ 12F

g ¢ due define a direcao de duas das guatro separatrizes ,

D

positiva. Com estes dados podemos determinar a configuracdo
precisa das curvas integrais do plano (u,n), na vizinhanca de
sua origem E; = (0,0), como mostra a Figura 4.9. A utiliza -
cao das propriedades do mapeamento inverso (4.87) e as informa
goes gue ja possuimos relati -
vas a direcao de aproximagao
das trajetdrias ao ponto criti
co pc2 = (1,0}, nos permitem
determinar a estrutura topold-

gica em sua vizinhanca.

A Figura 4.10 nos

mostra a correspondéncia entre
as trajetdrias nos dois planos.

Alguns comentdrios sdo necessa

rios:
K=aAL¥Y[lL)A Observamos que nas
direcdes singulares & = 0 e
FIGURA 4.9 - Configuracao das cur - @& = Il , mais de uma trajetdria

vas integrais na vizinhanca da ori- _
gem do sistema (4.94). tende a origem do plano (u,z}.
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FICURA 4.10 - Correspondencia entre trajetorias dos planos (u,m e (u,z).
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Estas trajetOrias sdao correspondentes ds separatrizes no pla-
no {u,n). Para todas as outras direc¢Oes temos exatamente uma tra
jetdria tendendo a origem, de acordo com o Teorema B apresenta
do anteriormente. Esta direcao de aproximac¢ao esta ligada ao
valor do ponto em que a trajetdéria corta o eixo u = 0 no plano
(u,n), conforme indicado na Figura 4.10.

0 retorno as variaveis (u,z) através da transforma -

¢ao inversa de (4.75) nos fornece finalmente, a estrutura topo-

ldogica do ponto Po = (1,0) {(ver Figura 4.11).
2

\

SN
=

FIGURA 4,11 - Configuracac das curvas integrais na vizinhanga de pc2=(1,0).
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Uma vez determinados os pontos criticos e as suas vi-
zinhangas no plano o*, o proximo passo é transportda-los com o
auxilio da projecao central para o equador da esfera. A fim de
manter univoca a relagao através da proje¢do entre os pontos de
o e a* com os pontos da esfera, consideramos apenas seu hemis-
fério inferior que denotaremos por H. Uma projecdo ortogonal des
te hemisfério no plano nos fornece o disco unitario K 1limita-
do pelo circulo T, que representerid os pontos no infinitodopla
no. A cada ponto M do plano {X,y) corresponde agora um ponto
M interior ao circulo T. Como resultado, obtemos uma repre-
sentagao compacta para o plano e seus pontos infinitamente dis-
tantes. Fornecemos a seguir alguns detalhes da projecao da vizi
nhanga dos pontos de a* para esfera via projecdo central e da
esfera para o plano através da projecao ortogonal. Referindo
-nos a Figura 4.12, suponhamos gue B* seja um ponto critico do
plano o* e ¢ a sua vizinhanca. O eixo z = 0 divide ¢ em duas
partes que denotaremos por " e ¢7. Através de uma reta gque
passa por B* e o centro O da esfera, definimos em seu equador
os pontos antipodas B e B'. Por este mesmo procedimento, trans
portamos todos os pontos da vizinhanca o de B* para as vizi-
nhancas de B e B'. Como estamos considerando apenas o hemisfé-
rio inferior H, a vizinhanga do ponto B fica composta apenas
da parte ot enéuanto gue para B' temos apeénas o como vizinhan
ga. Segue portanto que os pontos antipodas no hemisfério da es
fera devem ser identificados como um mesmo ponto que represen-
ta o infinito do plano o . A projecao deste hemisfério inferi-

or H, no plano o remete a fronteira T do disco os pontos B

e B', imagens de B e B' respectivamente segundo a Figura 4.13.
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FIGURA 4.12 — Analise do infinito.
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FIGURA 4.13 - Projecoes sucessivas de uma vizinhanca de

B* €% e sua imagem final em o .
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A aplicacdo deste procedimento aos pontos criticos
p = (- ~1-,0) e p (1,0) €& o nosso proOximo passo (ver Fi-
<4 2 Ch
gura 4.14). RS
t.C .
. ‘. _ -l
¥ —_— % | 1.0. ¢_Mo+‘aft —L)

[ X .‘1
! o v :
L . T%
. +
i
) 1.0
0
A ! A .
LN,
4
Wl ? ;)%/;r\\ &
yl F\ .1
/ by
] 0 _.f'/’\ # Z
i X
. 73
L ' - c
by —_— i
¢:ent -l-va, LL) 7 L
_4
&

== 1
FIGURA 4.14 - Imagens em | U K das vizinhancas de P, ~ (- 5’0) e pcz=(1,0).
1
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Através da regiao circular K podemos expressar nos -
so conhecimento sobre as propriedades gualitativas globais do
sistema (4.1). Na origem, através da identificacdo s = p.=(0,0),
tragamos a configuracao de curvas integrais apresentada na Figu
ra 4.3. Estas curvas devem estar conectadas as curvas que se
originam (ou terminam) em outro ponto critico da regido finita
ou aos pontos criticos do infinito. Como estados supondo que sob
determinadas condig¢Oes, apenas a origem & um ponto critico da
regiao finita, suas curvas devem estar conectadas as vizinhan-

¢as das projecoes em I dos pontos criticos P. © Pg - Desta
1 2
forma fica representado numa regiao finita do plano o comporta-

mento global do sistema (Figura 4.15).
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FIGURA 4.15 - Comportamento global das curvas integrais do sistema (4.1).
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Veremos agora como toda a informacao, obtida através
da analise gualitativa do sistema dinamico dque representa as
equacbes de Einstein para o problema que estamos analisando, po
de ser organizada a fim de mostrar ser possivel a ocorréncia do
mecanismo de transicao entre as fases anisotrdpica e isotrépi -~
ca do fluido cosmolégico.

Lembramos que o disco K unifio com sua frontei~
ra T representam todos os estados do sistema, incluindo os re
lativos a seu comportamento em regides de valores arbitrariamen
te grandes para as suas variaveis. A evolucao do sistema é re =~
presentada pelas curvas tracgadas neste disco gue tem origem ou
desaparecem nos pontos criticos considerados. Devemos saber dis
tinguir neste conjunto de curvas integrais as solugdes gue pos-
suam as propriedades fisicas compativeis a descricgao da transi-
cdo entre as fases de diferente simetria. Quando formulamos, no
Capitulo II deste trabalho, as equacdes gue compdem o sistema
dindmico gque analisamos neste capitulo, vimos que a densidade
de energia pode ser escrita em termos das variaveis deste siste

ma, como nos mostra a equacao (2.18), que reproduzimos agqui:
b = L (%%, + Xoxs + X.%5) (2.18)

k 172 273 173 * *
A hipéﬁése de isotropia no planc nos leva a seguinte simplifica

XI:X r X = X =y

p = y2 + 2xy = y (y + 2%) .

A exigéncia de positividade na densidade de energia
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nos leva & restrigdo de alguns setores do disco K U T que repre

senta os estados do sistema (Fi

gura 4.16}. 5
Estamos interessados

também na caracterizag¢ao preci

sa das propriedades de isotro -

pia e anisotropia das solugodes.

£ facil ver que uma solugdo &

(momentaneamente) isotropica

neste diagrama gquando tivermos

X = Y. De posse destes dados ,

partimos para a identificagao

das solugoes que estejam repre- Tt \\\

. =0
sentando a passagem do fluido %+1J
de uma fase anisotrdpica, para FIGURA 4.16 — Representacao ho

I Ml
circulo projetado de regices com
uma fase completamente simetri- energia mnegativa.

ca, a medida gue o parametroc de expansdao © evolui. Dos aspec -
tos gerais relativos & transicao de fase descritos no Capitulo
I, devemos esperar solugoes isotrdpicas para pequenos valores de
9. Uma inspegao no diagrama nos mostra que de fato existe um
conjunto de solugdes com caracteristicas adequadas a represen-
tar um fluido, alterando seu grau de simetria 3 medida que evo-
lui, como nos mostra a Figura 4.17.

Algumas observacgoes devem ser feitas:

As solugodes que apresentam o mecanismo de transigao
de fase procurado encontram-se na regiao permitida, onde p > 0.
As curvas gue apresentam anisotropia para pequenos valores de 8

{em contradicao aos aspectos gerais da transicao descritos no
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FIGURA 4.17 - Transicao de Fase.
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Capitulo I) nao devem ser consideradas uma vez gue necessaria -
mente ocupam, durante um intervalo de sua evolugao, o setor pro
ibido p < 0 do diagrama apresentado. A transicao fica caracte-
rizada pelo comportamento das curvas fisicamente realizaveis
(p > 0) na regiao de © pequeno; todas elas tendem A linha
x = y, indicando a isotropizagao do fluido.

Concluimos portanto que para a geometria do tipo
Bianchi I estudada neste trabalho, o fluido Stokesiano particu-
lar considerado, efetivamente passa por uma transicao de sua fa
se anisotropica para a isotrdpica 3 medida que sofre uma expan-
sao caracterizada pela dimiﬁuicao de seu parametro 6 . Ao atin-
gir o valor limite 6* o Cosmos se encontrard isotropizado e
em expansao, fato que nos leva a pensar neste mecanismo como
uma forma alternativa a explicag¢ao do alto grau de isotropia

que observamos hoje no Universo.
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CONCLUSDES

Neste trabalho investigamos os efeitos da viscosida
de no comportamento do fluido cosmoldgico. Utilizando a hipdte
se de que em uma época remota de sua evolugao o Universoc possa
ser representado por uma estrutura espacial anisotrbpica, apre
sentamos um mecanismo eficiente para isotropiza-lo. Fazendo
usoc de uma analogia com as idéias de L. Landau sobre transi -
gao de fase, mostramos que um fendmeno equivalente pode ocor -
rer induzido pela interac¢ao gravitacional. Partimos do fato
que os estados de equilibrio de um fluido sao obtidos através
da minimizagao da funcao energia livre segundo um parametro de
ordem. A exXpressao da energia livre a ser minimizada é apresen
tada numa forma generalizada para fluidos submetidOS a gqual -
quer tipo de interagao. Como resultado obtemos que em analogia
ao papel desempenhado pela temperatura na teoria de Landau é
o fator de expansao do Universo 6 que passa a sSer O responsa-
vel pela caracterizagao das distintas fases anisotrdpia e iso-
tropica do fluido. A analise qualitativa do sistema em uma geo
metria do tipo Bianchi I, possivel através da reducdo do siste
ma de equacOes de Einstein a um sistema autdnomo planar nao 1li

near, confirma esta previsao.

Os resultados obtidos podem ser considerados como

uma consequéncia direta das hipoteses abaixo explicitadas:

a) validade das equacoOes de Einstein;

b) a utilizacdo de um fluido Stokesianoc com o termo
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de pressao anisotropica dado pela expressao:

_ 2 Q
Huv = E(ero)huv + (ao+u18+80 )OUV + & o,6% .

c) A possibilidade de expressarmos a energia livre
do fluido mencionado através da expressao de carater puramen-

.

te geométrico:

- uv
AF = YR 0 .

As idéias aqui desenvolvidas quando aplicadas ao pro
blema cosmologico, fornecem um quadro alternativo a explica-

c¢ao do alto grau de isotropia observado hoje no Universo.

A analise de dados obtidos através de observagdes as
tronomicas indicam que as propriedades globais do espaco-tem-
po sao tais que o valor do fator de expansiao do Universo 8 as
sumiu em épocas remotas, valores bem mais elevados que o valor
que hoje o caracteriza. B razoavel supormos que nesta fase o
conteudo material, possivelmente constituido de uma mistura ca
6tica de inumeras espécies de particulas elementares e radia-
goes, possa ser descritcoc por um fluido viscoso com anisotropi
as nao despreziveis. A expansdo do Universo e a consequente di
minuicao do valor de 9, cria condigdes para que o valor cri-
tico GT, necessario ao aparecimento de uma fase isotropica, se
ja atingido. Temos portanto que para este modeloc a isotropia
que hoje observamos pode ser explicada, respeitadas as hipote-
ses anteriores, como uma consequéncia direta de uma transicgao

de fase no fluido cosmologico, auto—induzida pela gravitagao e

controlada pelo fator de expansao do Universo.
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APENDICE A

ELEMENTOS DA GEOMETRIA TIPO BIANCHI I

Métrica:
as? = at? - a?(y)ax? - b2 (t)ay? - c?(t)az? (A.1)
1 0 0 0
2
G- |0 ~a%(t) 20 0 (.11
0 0 -b” (t) 0
0 0 0 —c2(t)
. . . (7,21)
Da teoria de formas diferenciais —'—" temos:
0¥ = at
a = al(t)
91 = adx
, b = b(t) (A.2)
8% = bdy
3 c = c(t)
6 = cdz .
as® = aqat) = a%t = 0
ael = d(aax) = adthdx = 2 60 n ol
. . (A.3)
ao? = a(pay) = bathay = 2 0% 1 o?
a6> = d(cdz) = édthdz = g-eo Aoe3
A _ A B C
ae® = yA_ e® 10 (A.4)
1 _a 2 _b 3 _¢
Y01 "a Yoz~ b Yo3~3 (A.5)
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(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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60 4 g3

HeIRe

(A.13)

(A.14)

BC

(A.15)

Tensor de Ricci:

(A.17)
(2.18)

iglm 1ala
i I 0|V
— o™ +
o <
o < Lo
- ™
¥R N
]
fl il -
o =) 1l
- o~
o o <
— ™~ o
a4 (8 a4
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0 _ _ o1 _ é
R901 = ®o101 = "Rigo1 " R o011 T "2
2 _ _ 1 __ab
Riyo1 = "Foy01 ® "Rypyp = Ry =~ 3 % (A.19)
3 o _ 1 _ _ac
R7y31 = "R3931 = "Ry393 = Rig33 = - 3 2
__A,a b _ ¢
Rll = (a + 2 {b + C}) {A.20)
0 1 2 3
Rog = Rigpp ¥ Riggp ¥ Rigyy + Ry
0 2 b
R = R = -R = R --Db
202 0202 2002 002 b (& 21)
3 _ _ 2 _ _be¢
R7232 = " R3p32  "Ryq93 T Rigp3 = - 1 ¢
_ b _ab_be
Ryp= %5 ~-25 "1
__b,b a,_c
R,, R+2 12+, (A.22)
0 1 2 3
Ry3 = Rigp3 ¥ Rigy3 ¥ Rigyy + R7gqq
0 _ 3 _ &
R" 303 = Rg3g3 Rig03 = Rgo3 = 7 ¢ (A.23)
_,_&_ac_be
Ryy= 5335759
R = _(Q + é i é + é]) (A.24)
33 C a b .
Escalar de Curvatura:
_ AB A 0 .1 .22 .3
R = RAB = R A—R 0+R 1+R 2+R 3 (A.25)
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Ry = Ry = (é + %-+ %)
Ry = ~Ryy = (3 + é { % + %l)
R = Ry = R+ % [ é + %])
Adicionando os termos acima ficamos com:
R A AR A RS 1
Gpp = Ry + = R T
AB AB 2 AB
G = R - l R 1
00 00 2 00
G00=(§+%+%) %{2(%+%+%+—§—%+-§§+%%)}
00 'é %+§%+%%)
Gu"4%+§%+gﬂ4~g2é+%+%+§%+é%
VRIS B
Gzzz‘%"%*%%’
G33"§+%+§%’

Passamos agora ao calculo dos

oo
Q0.
—

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30}

{A.31)

(r.32)

(A.33)

elementos necessarios pa

ra escrevermos as componentes do tensor momentum-energia do flui
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do Stokesiano que analisamos neste trabalho:

1 ;.0 _ .0 0 0
O =3 Y ag " Y eat Y ao"so T Y B0"a0

0
0 = =¥ pen”

Os coeficientes de rotacac naoc nulos sao:

YO11 = é YO22 = % YO33 = %

5 - YoBOnBo _ YoBlnsl 0 B2 YOB3nB3
e T IE EPPAE N A (é * % ¥ %)

Bap = Map ~ 6AO‘SBO

hgg =0 5 hyy=-1 5 hyy=-1 ;h
011 = 3 {'Yoll"Yoll 3 (é * % + %’(‘1’}
01 =3 {2 % + 3 (é * % * %)} =T é* %(é
092 =3 77574, %_‘é’* % * %"'1’}

ehAB}

wiro

(Ar.34)

{a.35)

(A.5")

(a.35")

(A.36)

= -1
(A.36")

{(A.37)

(A.38)

(A.39)
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(A.40)

(A.41)

(A.41")

(A.42)

£y +

(A.40")

(A.43)
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2 C
(a0+u18+80 )OAB + GUA Scm + ghAB {(A.44)
1 2 3
= oA GlB + OA 02B + OA 03B (A.45)
(o, +a e+602)0 +6(01 0..+0 20 +0 30 y+Eh
0 1 AB A"1B A "2B A 3B AB
(A.46)
(A.47)
0  3E4802 =0 + E = - % o2 (A.48)
pvV,. V. - ph + (o, t+a e+802)0 + 6(01 o +
a'B T PPap 0 %1 AB 2’18
2 3
Op Opp * Oa 93p) + Ehyg
0.0 0.0 2
pGAGB + (Enp)nAB + (p-g)aAaB +(a0+ale+80 )OAB +
1 2 3
+ 6(0A01B+0A Oygt0n UBB)(A.49)
p+ E-p + p-&=¢p
P (A.50)
{E-p)n + (o, +o e+802)o + &(o 10 )
PN, 0" %1 11 1 %11
§ 2 2 1
(3 o° + p) (u0+ule+ea )611 + 601 941 (A.51)
§ 2 2 2
(3-0 + p) + (uo+ale+80 )022 + 602 Opn {(A.52)
§ 2 2 3 :
(3 o” + p) + (u0+a19+80 )033 + 603 Oa3 (A.53)
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