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A tese tem duas partes. Na primeira parte estudamos
numericamente os trés tipos de assimetria assocladas ao
mapa x'= 1 - £ - a.‘lx|!i' (i =1, 2, corresponde respect.ivament.e'a
x>0 e xX0). O primeiro caso lconsiderado e a assimetria na
amplitude Catﬂaz) e o segundo & a assimetria no expoente Cztﬂzz).
Em ambos os casos a rota para o caos ¢ através de bifurca¢les de
periodo; no ent.anto. a universalidade métrica observada no mapa
simétrico (a‘=az. z=z, e "f‘z) é destruida. O comportamento dos
fatores de escala & oscilgtério para atﬂaz e osclilatério
divergente para zta‘zz. A terceira, e :ﬁais importante assimetria
considerada ¢ o mapa descontinuo csx"sz)' Neste caso a rota para o
caos é complatamenie nova. Sequéncias de cascatas inversas
aparecem em proyr¢ss¥o aritimética. O caos agora surge no ponto de
acumulac¥o dos pontos de acumulagfo das cascatas. Varias
caracteristicas novas s%o estudadas com respeito ao diagrama de
fase, sequéncias MSS, expoentes de Liapunov e de incerteza,
numeros de atratores, multifractalidade, entre outros. Estudamos
também o “crossover" entre o mapa descontinuo e o continuo. Com
relacfo ao mapa simétrico estudamos os fatores de escala 5 e o,
bem como as func@es de escala o e fCa) associadas As sequéncias de
M-furcagBes que existem na regi¥o cadtica.

Na segunda parte da tese estudamos a par-a—est.atistica de um
loe

gAs ideal com espectro de energia £ « |k Cod0) numa caixa em



d-dimens®es. O numero de particulas & considerado bem determinado
(particul as reai s? ou nio C(quase-particulas). ‘Calecul amos
exatamente as principais quantidades termcdiniAmicas para valores
arbitrarios de d, o, T (temperaturad e p (nUimero méxime de
particulas por estadod). O sistema comporta-se essencialmente como
um de Fermi-Dirac para todos os valores finitos de p e apresenta
um comportamentc de Bose-Einstein apenas no limite p-o.
Finalmente, a integral de Sommerfeld e suas expansfes s3o

generalizadas para um p finito arbitrario.



ABSTRACT

- The thesis has two parts. In the first part we study
numerically the three types of asymmetry associated with the map
x’=1 - g - atlxlzi' Ci = 1, 2. respectively correspond to >x>0 and
»<0>. The first case considered is the amplitude asymmetry Ca‘#azb
and the second one is the exponent asymmetry Czt#zz). In both
cases the road to chaos 1s via period-doubling bifurcations;
however, the metric universality cbservad- in the symmetric map
Ca’-=az. z =z, and c‘=czb is destroyed. The behavior of the scaling
factors is oscillatory for a‘#az and oscillatory divergent for
z #z . The third, and most important -asymmetry considered is the
discontinuous map Cs,‘#sz). In this case the road to chaos is a
completely new cne. Sequences of inverse cascades appear in
arithmetic progression. Chacs now emerges at the accumulation
point of the accumulation points of the cascades. Various nhew
features are studied concerning the phase diagram, MSS sequences,
Liapunov and uncertainty exponents, number of attractors,
muliifractality, amongl others, We also study the crossover between
the discontinuous map and the continucus ocne. With respect to the
symmetric map we study the scaling factors & and o, as well as the
scaling functions o and fCad associated with the sequences of
M-furcations that exist in the chacotic region.

In the second part of the thesis we study a parastatistics

ideal gas with energy spectrum £ o« Ikla CadQ> in a d-dimensicnal

box. The number of particles is considered well determined Creal



particles? or not Cquasiparticles); We‘ calculate the main
thermodynamic quantities for arbitrary d, o, T (temperatured and p
Cmaximal number of particles per stated. The system behaves
essentially like a Fermli-Dirac one for all finite values of p and
reveals a Bose-Einstein behavior only in the limit p+w. Finally,
the Sbmméffeld integral and its expansion are generalized to an

arbitrary finite p.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO AO CACS

Alguns sistemas na natureza apresentam um comportamento
completamente previsivel numa larga ‘oscala de tempo, como por
exemplo os eclipses, 08 quais podem ser previstos com milhares de
anos de antecedéncia. Por outro lado, ¢ impossivel predizer com
exat{idio o tempc que far& no dia seguinte, mesmo que o movimento
da atmosfera cbdega a leis deterministicas da fisica, da mesma
forma que o fazem os movimentos dos planetas. 0O que faz o
movimento da atmosfera ser t¥o dificil de ser antecipado quando o
comparamos ao do sistema solar? Ambos sfo constituidos de muitas
partes e ambos s¥o governados pela sequnda lel de Newton, F=ma.

Durante alguns séculos a idéia da Fisica (Classica era que
conhecendo-se a velocidade e a posig¥o de um objeto num dado
instante, entlo a principlo estas duas grandezas poderiam ser
determinadas em qualquer instante no futuro. Isto est& bem claro
nas Seguites palavras do matemidtico francés Pierre Simon de
Laplace C1778): " O extado presente da natureza & evidentemente
uma consequéncia do que ela era num momente precedente; sSe

concerbar mos uma inteligéncia que em um dado instante



compraeﬁdessa todas as relacBes das entidades deste universo, e@la
poderia estabelecer as respectivas posigles, movimentos @ efel tos
gerals de todas estas entidades em qualque tempo no passado e no
futuro™.

O século XX veio destruir esta concepcio deterministica da
natureza, através de duas teorias completamente distintas. A
primeira delas foli a mecinlca quintica com o principlo da
incerteza de Heisenberg, © qual diz que existe uma limitag3o
fundamental na precisX¥o com que a posigifo e a velocidade de uma
particula podem ser medidas. A segunda é a teoria de caos. Nesta
teoria, a fonte de imprevisibilidade reside no fato que a evolugio
temporal de certos sistemas tem uma grande sensibilidade a4 forma
como ele foi preparadoc inicialmente. O matemitico francés Henri
Poincaré C1903) fol quem primeiro concebeu que pequenas mudancas
nas condicBes iniciais de um sistema podem causar uma grande
incerteza no seu estado futuro. Isto estad explicito nas suas
palavras: " Se conhecéssemos exatamente as leis da natureza e a
situag¥o do universoe no momento inicial, poderfiamos predizer
exatamente a situag¥o deste mesmo universo num momento posterior.
Mas, mesmo se fosse O caso em que as leis da natureza ni¥o tivessem
qual quer segredo para nés, poderiamos conhecer a situagZo inicial
apenas aproximadamente. Se com issc fosse possivel predizer a
situac¥o posterior com a mesma aproximacXo, poderiamos dizer que o
fendmenc & previsivel, que & governado por leis. Mas nem sempre &
assim; pode acontecer que pequenas mudam;as' nas condicBes iniciais
produzam grandes diferengas no fenémeno final. Um pequenco erro

inicial produzirsa um enorme erro no futuro”. Assim, a mecinica



quintica mostra que madidas iniciais s3o sempre incertas, e a
teoria de caos assegura que as incertezas poderZo destruir a
capacidade de fazer previsfo.

A descoberta de Poincaré foi considerada por multos apenas
uma curiosidade matemitica, @ durante muitos anos ficou esquecida.
Em 1963, um meteocrologista do Massachusetts Institute of
Technology, Edward Lorenz { 1 1, montou um sistema de trés
equacBes diferenciais nXo lineares de 'primaj.ra ordem, muito
simples, para descrever o movimento dos fluidos na atmosfera. Fle
encontrou que estas trés equac@es podem levar o sistema a ter
trajetérias completamente cadticas. O trabalho de Lorenz: n¥o teve
durante muito tempo o devido reconhecimento. Neste trabal ho
encontra-se ‘o gene de uma das mais importantes revolugdes
conceituais da fisica e da matemitica que surgiram na segunda
metade deste século, ou seja a teoria do caos deterministico,

Caos deterministico denota o movimento cadtico ou irregular
que ¢ gerado por sistemas nXo-lineares, cujas leis dinimlicas
determinam de maneira tnica a evolugXo temporal de um estado do
sistema. Apesar do sistema ser deterministico, na pratica a
predictibilidade é muito limitada devido & sensibilidade as
condi¢Bes iniciais. Li e Yorke { 2 1 aparentemente foram o=
primeiros a introduzir a paravra “caos" na literatura matemitica
para denotar os resultados aparentemente aleatdrios de certas
equacdes, embora o uso de "caos" na fisica remonta 4 época de
Boltzmann, usada num outro contexto, nfo relacionado com <o uso
presente. No usco atual caos ni¥o deve ser confundido com qual quer

tipo de desordem. £ mais apropriadoc considerar caos como uma



aspécie de ordem sem periodicidade.

O comportamento cadtico do modelo de Lorenz cbservado no Lempo
nXo & devido a fontes extenas de rufdo, nem a um ndmero infinito
da graus de liberdade @ nem i incerteza assoclada & mecAnica
quintica, pois como se sabe este modelo n¥Xo possue nenhuma destas
caracteristicas. A fonte de imprevisibilidade reside no fato que
condi ¢tes inicliais infinitamente pr i mas se distanciam
exponencialmente na evolucZo temporal do sistema. Este fendmeno
fol chamado por Lorenz de "efeito borboleta™, significando que no
problema meteocrolégico da previsibilidade do tempo., o bater asas
de uma borboleta pode alterar as previs®es. Nos anos recentes,
devido aos resul t.ados tedricos, 4 rapidez dos caAlculos
computacionais e iz técnicas experimentais refinadas ficou claro
que este fendmeno ¢ abundante na natureza e tem consequéncias em
multos ramos da cidncia.

Alguns anos depois do trabalho de Lorenz, mais preclisamente
em 1971, David Ruelle e Floris Takens [ 3 1, num contexto
puramente matemitico, introduziram un conceito muito importante a
teoria de cacs, ou seja o de atrater estranho. Eles nIo tinham
conhecimento do trabalho de Lorenz, como também n¥Xo sablam que o
modelo descrito nele continha este tipo de atrator. Na evolugio
temporal de sistemas dinimicos di;ss:l.pat.ivas algumas direcSes no
aspago de fase podem se distender e oﬁtras se contrair, de forma
que o volume final & menor que o inicial; além disso, o atrator se
“anrola” sobre =i mesmo. Assim, o atrator final resultaria ser
muito camplicado e implicaria que pontozx inicialmente prédmos

podem evoluir de maneiras diferentes. Tal tipo de atrator sensivel



As condi¢Bes iniciais, ou seja cadtico, & chamado de atrator
estranho. A dimensfo do atrator estranho ¢ menor que a do espago
de fase e em dgeral é& um nmimero fracionario. Na fig. 1.icad
mostramos uUm eaexemplo esquematico da evolug¥o temporal de uma
regifo do espago de fase que resulta num atrator estranho; em
1.1Cb) mostramos o atrator de Lorenz.

Un artigo de Mitchell Feigenbaum [ 4 1, publicado em 1978,
provocol um enorme interesse aem sistemas dinamicos caéticos.
Feigenbaum por sua vez, havia sido chamade a atengXo para este
assunto através de um trabalho de Robert M. May [ 8 1, publicado
em 1978, sobre diniAmica populacional dque possui comportamento
cadtico. O artigo de Feigenbaum mostra que o caminho para o caos
deterministico possui um comport.arr@nt.o unl versal <comum a muitos
tipos de sistemas fisicos. O trabalho de Ruelle-Takens ja propunha
uma rota ao caocs, mas o assunto na época nIo despertou interesse.
OQutra rota ao caos foi proposta em 1980 por Yves Pomeau e Paul
Maneville { B8 1. Estas ltrés rotas, de Feigenbaum Cou de
desdobramento de periodad, de Pomeau-Maneville Cou por
intermiténciad e de Ruelle-Takens Cou por dquase-periodiecidaded
possuem leis universais bem definidas @ foram amplamente estudadas
tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental.

ComprovacBes eaxperimentais das rotas acima citadas foram
feitas em sistemas tais como: péndulo forg¢ado, lasers, fluidos,
circuitos eletrénicos, reagSes quimicas, etc. Assim, verificou-se
que, aco contriario do que sugerem o8 livros textos bésicoa de
fisica, o movimento classico, estivel e regular é& uma exceg¥o. Em

outras 4&reas da ciéncia como biologia, economia, genética,
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Fig. 1.1. Ca) Evolug¥o temporal de uma regi¥o do espago de fase

que leva a um atrator estranho; (b) atrator de Lorenz.
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epidemiologia, ciéncias sociais, etc. a teoria de caos mostrou
também ser muito dtil.

A teoria de caos esti assocliada ao estudo de sistemas
dinmicos, os quais podem ser dissipativos ou consevativos e podem
ser considerados do ponto de vista da meclnica classica ou
quintica. A evoluc¥o t.empo_ral de um sistema dinamico caético pode
ser estudada com tempo ou continuo ou discreto. No primeiro caso
trata-se de um fluxo € no segundo de um mapa. A equa¢So tipica de

um fluxo & d?/dt.=fpcf-'). @ de um mapa l"-"_+

‘=fpci~' t)' onde r & um
ponto num espago d-dimensional das varléveis dinimicas (dependente
do tempo) & g um ponto no espago de parlimetros externos
Cindepentente do tempod; f“Ci-') é¢ uma fung¥o nIo-linear das
varidveis dinimicas. Um péndule move-se continuament.é de um estado
para outro, assim, ele & melhor descrito por um fluxe de tempo
continuo. O nuimero de insetos nascidos em cada ano numa Area
esi:ecifica ol o intervalo de tempo entre gotas que caem de uma
torneira que pinga sZo melhor descritos por um mapa de tempo
discreto.

Através de um procedimento introduzido por Poincaré pode-se
transformar um fluxo num mapa. Ao invés de observar a trajetéria
inteira no espago de fase, olhamos apenas para os pontos de
interseg¥o com uma dada superficie; isto faz com que a dimensX¥o
do. espaco de fase diminua de uma unidade. O conjunto deste pontos
chama-se mapa de Poin care. Quando a sec¥o de corte @
conveni entemente escolhida, ent¥o a dinimica do sistema seri bem
descrita pelo respectivo mapa. Na fig. 1.2 mostramos

esquematicamente o mapa de Poicaré correspondente a alguns fluxos



simples.

Fig. 1.2. Mapa de Poincaré correspondendo a (ad um movimento
cadtico, ¢b) aproximacXoe de um ponto fixs Ccd) ciclo e

Cd) ciclo de periodo dois.

Neste trabalho de tese iremos considerar apenas os sistemas
classicos dissipativos unidimensionais. Este ¢ um caso bastante
frequente em sistemas macroscépicos, pois na pratica sempre existe
alguma espécie de dissipag%o. Por outro lado, os sistemas
digssipativos multidimensiocnais tornam-se efetivamente
unidimensionais, pois na evolucZo temporal o volume do espago de
fase encolhe com difererites propor¢Bes em dire¢Bes diferentes, de
forma que a dire¢c que menos encolhe define a linha
unidimensional que contém o atrator. Também nos limitaremos a

estudar apenas mapeamentos, o gque também corresponde a uma



situag¥o geral, ja4 que os fluxos podem geralmenie ser reduzidos a
mapas através de seg¢@es de Poincaré, sem disfargar a dinAmica do
sistema.

As rotas ao caos descobertas por Feigenbaum, Pomeau e
Maneville, e Ruelle-Takens foram sSempre associadas a mapas
continues, diferenciaveis e simétricos. Todas as provas
matemiticas sobre a uni versalidade métrica destas rotas
baseam-se nestes tipos de mapas. A proposta desta tese é
verificar qual a influéncia da introdug¥o de assimetria numa
classe particul ar de mapas, ou seja, mapas do tipo
logistico Cou de Fei genbaumd que quando simétricos
possuem rota por bifurcag¢io de pericdo.

Estudamos basicamente trés tipos de assimetrias, quais sejam,
assimetria na amplitude, no expoente da variavel dinAmica, ou
ainda uma possivel descontinuidade do mapa. Verificamos que os
dois primeiros tipos de assimetria nZo modificam topologicamentie a
rota de bifurcagXo de periodo Cou de Feigenbaumd. No entanto o
comportamento quantitativo & completamente diferente; a
universalidade métrica que existia na rota de Feigenbaum fica
destruida., No caso em que a assimetria & uma d;scontinuidade. a
rota ao cacs ¢ completamente diferente das trés rotas citadas
anteriormentea. Esta nova rota possui leis universais bem
definidas. Tratamos também de casos onde a assimeiria consiste
numa descontinuidade na derivada do mapa. Um estudo sobre este
tépico constitui a ref. 486.

A tese ests dividida em duas partes. Na primeira partie

estudamos sistemas dindmicos cadticozs e estd organizada da
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seguinte forma: no segundo capitule fazemos uma revis¥o das rotas
de Fel genbaum Cou de desdobramento de periodod, de
Pomeau-Maneville Cou via intermi ténciad e de
Ruelle-Takens-Newhouse; no terceiro e qu;rto capitul os estudaremos
mapeamentos que possuem assimetria na amplitude ou no expoente da
variavel dinaAmica, respectivamente{ o quinto capitulo estudaremos
a nova rota ao caos associada a mapas descontinuos; o capitulo
sexto ¢ dedicado ao estudo das propriedades universals das
sequéncias de M-furca¢cBes contidas nas janelas peridéddicas de mapas
-simétricos tipo Felgenbaum; no sétimo capitulo estio as conclusBes
relativas a esta parte. A segunda parte e formada pelo oitavo
capitulo e trata de um tema diferente dos anteriores, que ¢ a

paraestatistica de um gas ideal em d-dimensdes.



CAPITULO 2

At -~
ROTA POR BIFURCAGCAO DE PERIODO, POR INTERMI TENCIA,

E DE RUELLE-TAKENS-NEWHOUSE

2.1. INTRODUGCAO

Parte do interesse em dinidmica cadética reside no fato que
certas rotas para o caos parecem compartilhar cer tas
caracteristicas com um grande nimero de sistemas cadticos. Além
disso, as condig@es caracterizando a passagem para o© caos
apresentam universalidade, no sentido em que diferentes sistemas
apresent.am comportamento qualitativo idéntico ao longo da
trajetéria no espago de parimetros. B possivel que exdstam muitas
rotas ao caos; no entanto, apenas trés foram bem estudadas
extensi vamente, tanto do ponto de vista tedrico quanto
exparimental. Neste capitulo iremos estudar estas trés rotas, que
s¥o a rota via bifurcag3o de perfodo Cou de Feigenbaumd, via
intermiténcia, @ a chamada rota de Ruelle-Takens-Newhouse Cou de
quase-periodicidaded.

A mais antiga destas rotas, proposta em 1Q71, ¢ a de
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Ruel le—-Takens-Newhousea, @ estd associada .principalmonta a
turbuléncia em fluidos. A segunda fol proposta por Feigenbaum e &
a que malhor asti estabelecida teorica e experimentalmente.
Estudando uma equa¢3o n¥Fo linear muito simples, Feigenbaum
dascobriu relag¢des univaersais que sfo comuns a todos os sistemas
que exibem rota ao caos via bifurca¢d@es. Este trabalho despertou
um grande interosse dos fisicos tedricos @ experimentals por
sistemas nfFo-lineares. Poucos anos mais tarde, Pomeau e Maneville
propusaram uma rota ao caos via intermiténcia, que na verdade esta
muito ligada a4 de Feigenbaum.

A primaira rota que estudaremes ¢ a de bifurcacio de pariodo;
depois a por intermiténcia, ] por Gltimo, a de
Ruelle~-Takens-Newhouse. As ccnclusSés estio elaboradas na dltima

seg¢io.

2.2. ROTA VIA BIFURCACAO DE PERIODO

A rota via bifurca¢fo de periode fol observada pela primeira

vez no chamado mapa logistico, definido por

xt“ = fr_Cxl) =r xtCI—xt). 2.2.10

com O S r £ 4 @0 =< x=<1. Nafig. 2.2.1 mostramos este mapa. Esta

equasXe aparece em muitos contextoz, e j& havia sido itntroduzida
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em 1845 por P.F. Verhulst para simular o crescimento de uma
populagie numa Area fechada.

Apesar da eq. (2.2.1) ser muito simples, Mayl 5 ] mostrou que
@ela possuli uma dinimica muite rica. Variando-se o parémetro
externo r, o sistema apresentari depois de um certo transiente uma
cascata de bifurca¢®es com perfiode crescends com 2" ¢n = O, 1,
2,...7. Aumentando-se ainda mais o valer de r, aparecera um
comportamente cadtice Cou aperiddiced. Trabalheoes posterioraes de
Grossmann e Thomae [ 7 1, Feigenbaum { 4 1, e Coullet e
Tresserl 8 ] mostraram que existem constantes universais
associadas a esta diniAmica.

A rota via bifurcagfo de peaerficdo nITo aestsd restrita a aq.
(2.2.1), mas pode ser apresentada por todas as equagBes de
diferengas finitas e = fQCxL) onde fu_Cx) 4 uma fungqeoe nio
linear, continua e diferenciivel e que satisfaz As seguintes
condi¢cSas:
cid fQFxJ possui um Gnico mixdimo, que esti localizade em ==0,
f;c03=0 3 ch0)=1;

Ciid foFx) & monotonicament.e crescaente quando -({ %O a
monotonicamente decrescente quando O X A

€Ci1ii) A derivada Schwarziand definida por
fl.l 3 fil 2
Sf 5 --—-— - = [ —_— ] c2.2.2
2

é negativa. Estes mapas s%o chamados de S-unimodais. Fazendo uma

mudanca de variivel nc mapa logistico, ele poderA ser escrito como
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4 = f CxLD =1 - a = (2.2.3

onde O £ a 5 2; -1 = x, £ 1, @ o maesmo satizfaz as condig¢BSes
enunciadas acima. Vemozs que as condi¢3as necessirias para que um
mapa aproesente rota ao caos via bifurcag¢@es s¥o bastante gerais:
Cpraticamente ¢ suficiente que o mapa de Poincaré do sistéma seja
aproxi madamente unidimensional com um Unico maximod.Isto faz com
que esta rota seja observada experimentalmente em muitos sistemas
ndo-lineares.

De wuma forma geral, poderiamos ter ao invés de um mapa
quadratico como o da eq. (2.2.3) um mapa que possuisse um maximo
de ordem z (2z>1). Veriamos que o comportamento qualitativo deste
mapa seria o mesmo, mas as constantes universais teriam valoraes
numéricos diferentes. Iremos ent3o, neste capitulo, nos limitar ao
mapa quadratico, pois é& o mais comum na natureza. A teoria de
bifurca¢lio de per {odo aplica-se também para sistemas
mul tidimensionals conservativos., os quails possuem outros valores
para as constantes univeréais.

Na eq. (2.2.3) vemos que depois de um grande numero de
iteragdea, o conjunto de pontos {xﬁ} apresenta duas espécies de
compor tamento, periddico ou aperidédico, dependendo do valgr de a.
Na fig. 2.2.2 mostramos o atrator deste mapa em funcZo do
parametro a. O ciclo com periodo 1 ¢ caracterizado pela equagio de
pontos fixos

*' = £ X ca. 2. 4
Num grafico f(x) vs. x os pontos fixos s¥o dados pelas intersecdes

de fCx) com a reta TP B facil mostrar que um ponto fixo serid
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Fig. 2.2.1. Mapa logistico.
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Fig. z2.2.8.

Feigenbaum.

Atrator finito

em fungX¥o de &2 para o© mapa
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estivel, marginalmente estavel ou instivel, se |f’Cx“5[ for menor,
igual ou maior que 1, respectifamonte.

Vamos denotar a composig¢®o de fungdes com a seguinte notagZo:
£ = £CLCE. ... .£CxIDD, n vezes f; assim, £€x) = fCLCXDD, etc.
Iremos agora estudar os pontos fixos da eq.‘ £2.2.3) quando o
parimetro a varia. Consideraremos que a € [0,2], pois s6 assim as
iterac®es de f estarXo contidas em [-1,1] e o mapa Serd um mapa do
intervalo. Resolvendo a eq. €2.2.4) com f(x) dada pela eq.C2.2.3)
temos que

1r2
x*_—.. :_}._t_gl__t_.iez..__ c2.2. 5)

serid ponto fixo de f(x), e naturalmente também de £f7Cx). A outra
raiz da equacioco de 2° grau n3¥o fornece resultados fisicos
interessantes. Usando o critério de estabilidade enunciado acima
vemos dque x' & estavel para O € a ¢ 0.78. Em a=0.78 o ponto fixo
torna-se marginalmente estavel C |f"Cx)I=1 7, @ acima deste valor x*
torna~se instavel e aparecer3io dois pontos fixos estivels em
r%cx). Na fig. 2.2.3 ilustramos estas etapas. Esta forma de
desdobramento de periodo chama-se bifurcag3e tipo "pitchfork®.
Observe que a bifurca¢¥o acontece quando © autovalor (i.e., a
derivada) do mapa passa por -1,

Agora, se aumentarmos a os novos pontos fixos ir3o se
deslocar, @ para um certo valor de a=it o ponto da esquerda ira
coincidir com o minimo de f* Cque ocorre em x=0)., Simul taneamente,
o ponto fixc da direita coincidirid com o madximo. Neste valor de I‘

ambas as derivadas dos pontos fixos valem zero C(veja fig.
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Fig. 2.2.3. £(x) e 3¢ para Ca) a=0.7, Cb) a=0.7% e Cc) a=0.9.
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2.2.4Cad), @ nesta situaglo o ciclo & chamado de superestavel.
Aumentando-se ainda mais a, as derivadas dos pontos fixos
torna-se—-dio negativas; em a=az=1.85 elas serdo igual a -1. Estamos
agora na mesma =situaclo encontrada anteriormente. Além deste
valor, ambos os pontozs fixos ficam instiveis, @ cada um originara
dois novas pontoz fixozs, que juntos formam um ciclo de periodo 4.
Para valores de a um pouco maiores, tem-se dque em a:ﬁz o
valor %x=0 seri ponto fixo de f‘.ccm derivada zero Cveja fig.
2.2.4Cb))>. Aumentando-se@ a, o ciclo 4 perderid sua estabilidade e
dari origem a um ciclo com periodo 8, que por sua vez bifurcara
num cicle com periodo 16, @ assim por diante. As bifurcagSes
1424448418, . ..2" continuario até que a atinja um valor limite a*.
além do qual aparecerid o regime cadtico, onde ciclos impares bem

come atratores aperiddicos estio presentes.

2.2.1. Universalidade

Na regifico cadtica existe um nuUmero infinito de janelas
periddicas. Metropolis, Stein e Stein [ 9 1, em 1973, descobriram
que axiste uma ordem universal destas janelas comum a todos os
mapas S-unimodais. Poderiamos chamar isto de uma universalidade
qualitatiwva. Em 1978, Feigenbaum ( 4 1 mostrou que varias
constantes universais estio preséntos na aArvore de bifurcag¢es do
mapa €2.2.3). Uma das relagles de universalidade esti relacionada

com o8 locais de bifurcacio a. Ele mostrou que
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Fig. 2.2.4 (a) Ciclo superestivel de periodo 2 em a=!‘. Obzerve
que a derjivada nos pontos fixos valem zarg; Cb) ciclo superestivel

de periodo 4 em a-!z.
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a
= DDzt c2.2.1.1)

no limite n+w converge para o fator de escala universal &. Na
verdade, esta rela¢do de convergéncia ji havia sido mostrada antes
de Feigenbaum por Myrbergl 10 1l,e Grossmann e Thomael 7 1, e
simultaneamente a ele por Coullet e Tresser [8]1; no entanto, estes
autores ndo enfatizaram a universalidade de & O valor de &
depende unicamente de z (em mapa unidimensicnais). Para z=2,
5=4. 6602016001 . ...

Verifica-se também que o conjunto {5n} onde os ciclos sdo
superestaiveis, ou seja, onde a derivada de " nos pontos fixos
anulam-se, converge com uma relagd3o idéntica a (2.2.1.13. Na
verdade, qualquer conjunto formado pelos valores dos parametros
cnde a derivada de fzn possui um valor fixo obedece a rela¢Ses
deste tipo.

Vamos agora estudar f e % nos valores de 5‘ e Kz. Se
aumentarmos um dos quadrados da fig. 2.2.4Cbd, de forma que ele
tenha o mesmo tamanho do pequens quadrade da fig. 2.2.4Ca),
veremos que as curvas dque est3dc contidas nele s3co bastante
similares. De fato, se tentarmos super por estas curvas
convenientenmente ampliadas em valores sucessivos de K“. elas se
tornarfo cada vez mals colncidentes Cveja fig. 2.2.1.1D0.
Feigenbaum mostrou que o fator de ampliagdo para valores
sucessi vos de Kn converge para uma constante universal. Desde que
o tamanho dos quadrados pontilhados & a dist&ncia entre x = O

n

Cquando ele & um ponto fixo de 2> e o ponto fixo mais préximo,

temos que assintoticamente a escala de ampliagZo entre estes dois
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elementos tende a uma constante. Se denotarmos por d a distancia
N

entre x = 0 e o ponto fixo mais préximo em zn, temos

d =% oy -0 ca2.2.1.2

Co elemento mais préximo de =0 ¢ justamente a iteracio a™* de

0), entio o fator de ampliagio

d
o = 1im |—aﬂ—— c2.2.1.3
n-+@ n+ i
é uma constante universal. Para z = 2, a = 2.5029078751....Na fig.

2.2.4.2 mostramos esquematicamente as distincias dn para as
primeiras bifufcagﬁes.

NZo apenas as distAncias dn se escalam com o fater o, mas
toda a fun¢3o fzncontida no quadrado Cver fig. 2.2.1.1) que possui
os pontos x=0 e f£T1C0) como vértices. Com esta wverificacgfio
Feigenbaum =] Cvitanovie = mostraram que quando n-o,

" )
C-00"f? (xC-0™ tende a uma fung3o limite universal glx) que
oM =t

satisfaz a equaglo funcional de grupo de renormalizag3o
glxd = - o g Clx/-ad ca.2.1.4>
com a condiglo gC0) = 1. Das equagdies acima encontramos que

o= -1~/ gCld 2.2.1.9

A fun¢o glxd & universal, refletinde o fato que depols de
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Fig. &.2.1.1. Superposi¢ic dos quadrados pequenos das figs.

a.a.4Ca) e 2.2.4Cb), onde o de 2.2.4C(b) foi ampliado numa escala

adequada.

xlr

\\ Eé;;;
0 ! 3
d]_ ' I Q.

Proon

Fig. 2.2.1.2. Representag¥o esquenmitica das disticlas dn definidas

pela eq. C2.2.1.2), paran= 1, 2, 3.
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sucessivas lterag@es praticamente toda informagio sobre a forma
global da fung3o inicial f(x) & perdida.Os valores numéricos das
constantes universais, bem como da fungia glx), dependem do valor
do expoente de x, no termo dominante da fungio fCxD.

Na regilo cadtica Ca* < a = 2) existe um nﬁmero'infinito de
Janelas periddicas, as quais se hifurcam de maneira semelhante ao
que acorre quando a<a* . A janela de periodo 3 pode ser observada
na fig. 2.2.2. O teocrema de Sarkowskii [ 11 1 estabelece um
ordenamento para estas janelas, o qual & comum a todos os mapas
S-unimodais. Mo diagrama de bifurcacfo existem muitos ciclos com o
mesmo perlodo. Metropolis, Stein e Stein [ 9 1 introduziram uma
notagio para diferenclar eaestes ciclos. Cada ciclo & caracterizado
por uma sequéncia de R’s ou L’s, que indicam se as sucessivas
itaragdes de x = O no ciclo superestavel situam-se a4 direita C(RD
ou a esquerda (L) de x = O. Estas sequéncias sZo chamadas de
soquénéias MSS. O resultado mais importante de MSS diz que &
possivel introduzir um ordenamento para todas as sedquéncias
admissiveis, i.@., & compilar um dicionario, existindo uma
correspondéncia entre a posicio da palavra no dicionirio e o lugar
de Qcorréncia do periodec no eixo do parimetro, para uma grande
classe de mapas unimodais. Em particular, se uma sequéncia P
corresponde a um periodo, podemos construir uma outra sequéncia
HCPY = PxP, onde x=R se existe um nimere par de R's em P, do
contrério x=L. H & chamado o harménico de P e representa o ciclo
originado da bifurcagio do ciclo com periodo P.

A consitrugio dos harmédnicos & um caso particular de uma regra

de composig¢fo mals geral, introduzida e denotada por % no trabalho
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de Derrida et all 12 1. Usando a composigio % pode-se expressar o

harménico de P como PR, e uma sequéncia de bifurcag3o comegando

com P corresponde a sequéncia P*R*" = PuRx. . MR (n vezaes R, etc.
Além do mais, pode-se selecionar sequéncias de trifurcages
CRLD*n, de tetrafurcagfes (RLZD*n. de pentafurcagdes CFEL.RzD*“,

CRLZE)*“ a CRLSD*".etc. que pertencem is janelas periddicas da
zona cadtica. Os ciclo destas sequéncias nTo sZo adjacentes no
eixo dos paraAmetros, e possuem seus préprios fatores de escala.
Explorande as propriedades da composigiio »# Derrida et al.
encontrou uma estrutura de autosimilaridade das sequéncias MSS.
Este fato ¢ uma manifestag¢Xo da estrutura de hierarquia das bandas

cadticas, observadas no diagrama de bifurcag¢3o.

2.2.28. Multifractalidade

Na fisica nZo-linear existe uma grande variedade de objetos
fractais complicados. Uma forma de caracterizar estes objetos &
através da dimensXo de Hausdorff Cou de capacidade)l. Ne entanto
este numero nZo constitui uma caracterizagXZo completa da medida
fractal, pois pode-se construir muites objetos com medidas
diferentes, mas com a mesma dimensIo de Hausdorff. Para se obter
uma caracteriza¢¥o mais completa de um fractal, Halsey et al.(13]
introduziram um formalismo que assocla ao objete um conjunto de
indices de escala. Tals objetos s¥o chamados de multifractals.

No ponto de acumula¢io da cascata de bifurca¢g@es do mapa

C2.2.3) o atrator existente & um multifractal. Como foi mostrado
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por Feigenbaum [ 4 1, através da fung@o o, existe um conjunto de
indices de escala associado a este atrator, os principais indices
sendo o e o.

Vamos agora introduzir o formalismo de Halsey para estudar os
mult.ifrf_act,ais. Consideremos uma série temporal de N pontos num
atrator fractal (Cou estranho, de acordo com alguns autores) no
espago de fase de um sistema dinimico. Quando N vai para infinito
cobrimos o atrater com caixas de tamanho 1L @ definimos uma
densidade de probabilidade no atrator como

P, = Ni_/N c2.2.2.13
onde o indice i refere-se A caixa 1. Vamos agora introduzir

uma a fung¢ioc de partigXo da seguinte forma

r =y --:- ca.2.2.2)
L

Consideremos que as caixas possuem um tamanho caracteristico 1. Em
geral, quando 140, ' vai para infinito ou zero, dependendo do
valor de 7. O valor de T que situa-se no limite entre estes dois
casog define a fungiZo 7(gd. Quando g+ © malor valor_ de P, ira
dominar a soma (2.2.2.2); isto corresponde A regiZo mais
concentrada do atrator. Por cutro lado, se g+-o o menor valor de
P, dominari a so.Tii_isto corresponde a regifo mals rarefeita do
atrator.

Podemos transformar 7Cq) em quantidades mais fisicas,
refletindo as densidades locais no atrator. Assumimos dque a

densidade P, quando 1_L-o0 Se escala como

p ~1°2 c2.2.2.3
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defininde um indice de escala a. Um valor particular de a, digamos
a’, pode estar presente em muitas regi®es do objeto. Em geral, o
conjunto de pontos com o mesmo indice de escala a' forma um
subconjunto do atrator com uma dimensZo que chamamos fCa’). Vamos
agora ccnsidlc'r_rar as caixas com indices de escala num elemento
diferencial de aa', [a’,a’+da’'l. O nimero de caixas com tais

indices comporta-se-Zo como
da’ nCa') ~ da* 177@7 cz2.2.2.4>

Inserindo as eqs. (2.2.2.3) @ (2.2.2.4) am (2.2.2. 2 temos

q
Lp
J da.'nCa‘)pCa')q
a’'q

1 -Twa™

~ 1 J da’ 1

~ 17T - Tweh v a’q ca.2. 2.5

No dltimo passo da eq. (2.2.2.5) fizemos a aproximag®o do ponto de
sela; a parte dominante da integral ira corresponder ao wvalor
minimo do expoente de 1, para 1 pequeno. Impondo que I' permanece

finito quando 140, teremos as seguintes transformag8es de Legendre

a = S%
dq 2
df . 4. 9L¢o ca.a. 2.6

Podemos relacionar os expoentes T1C(q) com as dimensdes
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generalizadas Dq introduzidas por Hentschel e Procaccia [ 14 1.

Temos que

1 In T p?
D = lim [_..___ emmo Lk ] c2.2.2.7>
q -1

2 facil mostrar que 7 = (q - 1)Dq. Se um espectro continuo fCad
existe, a transformagiZo (2.2.2.6) implica que ela deve ser
convexa, Além do mais, o maximo valor de f seri igual a dimens3o
de Hausdorff Do' que ¢ a dimensZo do atrator como um todo. O valor
maximo de expoente de escala a . ¢ igual a Dm , @ corresponde a
regifio maizs concentrada do atrator; @ é igual a D—m e
corresponderi & regifo mais rarefeita.

Para calcular a ‘fum;ﬁo fnCaD no atrator com periodo 2" do

mapa (2.2.3), consideremos as caixas com medida P, constante e

igual a p = 2N, e tamanhos ln., dados por

. n-1 .
L+2 L

1L =1 cCod - f,_COd cz2.2.2.8)

2
r = [—-——] r 17 ca.2.2.9
=g net

A fungXo f‘nCaD obtida de c2.2.2.9 converge, para n
suficientemente grande, para uma fun¢¥o universal, a qual esta
mostrada na fig. €2.2.2.1>.

A regiXo menos concentrada do atrator da aArvore de bifurcag¢Xo
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escala—se com o, onde a=2.B802C078..., correspondendo as distincias
préximas de x=0. O topo da Arvore corresponde a regi3do mais
concentrada @ escala-sa com o. Desde que cada galho de bifurcag¢2o

contem dois pontos. é& fAcil mostrar que

a =292 =~ g 37775 ca.3.2.10
™Lirhy 2 )
log o
a =129 2 » o 75851 cz.2.2.11>
max log o

Estes valores estio numa concordiancia extremamente boa com o=
valores dos pontos a e a do grafico. O maximo de fCad) esta
mLMn max

em D0=0.537.... concordando com cAlculos anteriores da dimensio de

Hausdor ff deste conjunto [157.

2.2.3. Expoente de Liapunov

A defini¢Xo de caocs em dinidmica n3o linear esta associada a
sensibilidade do sistema as condi¢@es iniciais. O expoente de
Liapunov A mede quantitativamente esta sensibilidade. Quando o
sistema encontra-se num estado de periodicidade entio A<(O; se esta
num estado cadtico, entldo A>O0.

Para se determinar A num sistema unidimensional, consideremos
dois pontos, X, @ xb' inicialmente separados por uma distancia €,
Depois de uma iterago eles estarZo separados por

e = colf'Cxo)I c2.2.3.1)

Desde que
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3 = f (x) ca2.2.3.2)
2 1

entiIo depols de mais uma sequnda iteracio a distAcia que os separa

seri

£, = & |[£°CECx 3] = & |£°Co D |{f°Coe D] €2.2.3.3
z i a [0 ] Q L §

Portanto, apds n iteragdes eles estar3o separados por

n-1
£ =g N |f*CxD|
1] g v=Q L8
n-1
= soexp[ Llnif Cx?l]
=D
= soexanKD Ca.2.3.42
onde no limile n+00 temos
n—1
N=1lim > ¥ ln [£°CxD| €2.2.3.5)
n 4 i
N0 i =0

¢ chamado expoente de Liapunov. Assim, se A>0 a separa¢io entre os
pontos cresce exponencialmente quando n+®, enquanto que para ALO
ela diminui exponencialmente,.

Se graficarmos o expoente de Liapunov em fungido do parimetro
a para o mapa (2.2.3), vemos dque dquando a(a*. A & negativo ou
nulo, indicando que 4rbitas préximas convergem para o mesmo ciclo
estavel (ver fig 2.2.3.1). Nos pontos de bifurcagfo temos A=0,
mostrando que existe uma instﬁbilidade no sistema associada a
mudanga de perfiodo. Nos pontos de superestabilidade 2, a
convergéncia a a4rbita periddica & mais*jaPida que em Jualquer
outro valor do parametro, @ neste caso A+—m Para a.)a*. A em
grande parte & positivo, indicando que pontos inicialmente
pr&ximos afastam-se exponencial mente. As regldes com ALOQ
correspaondem As janelas perlidéddicas da zona cadtica.

Se considerarmos a envoltéria Cver fig. 2.2.3.1) de A quando
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Fig. 2.2.2.1. Fung¥o f(a) para o atrator noc pontc de acumulacXo
das bifurca¢lec. |

ll
as|
0 —1 ;
10 ¥ ﬂ'l'” f 20 o
0.5

Fig. 2.2.3.1. Expoente de Liapunov com func¥o de a. A envoltéria

pontilhada indica um comportamento de A com uma lei de poténcia.
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3
a+a por valores superiores, vemos que e@la & governada por uma lai

de poténcia. Huberman & Rudnick [ 18 ]1 mostraram que

A~ Ca-a™T c2.2.3.6)
onde
- ln 2
r = 128 c2.2.3.7

é& um expoente universzal. Fazendo uma analogia com transic@es de
fase, vemos que A faz o papel do parimetro de ordem, enquantoe que

a faz o da temperatura.

2.2. 4. Espaectro de Potdncia

Para se fazer experimentalmente a disting¢Xzo entre um sinal
cadtico e um sinal periddiceo, mas que aparenteménte 4 complicado,
costuma-se@ usar © espectro de poténcia. O espectro de poténcla de
um sinal escalar x(t) é definlde come o quadrado de sua
transformada de Fourier. Tipicamente @le mede a quantidade de
energia por unidade de tempo Cl.e. a poténcia) contido num sinal
como fungiIoc da frequédncla w. O espectro de poténcia é definide por

2

1 r 1wt
= f dt. e TxCty c2.2.4.1D
T o

PCw) = Cconst) %ig
A fungio PCw) de um sistema periddico com frequénclia w possul &'s

de Dirac em « @ nos seus harmdnicos 2w, 3w,....Em experimentos

reais os &'s n¥o s¥Xo infinitamente estreitos; eles possuem uma
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"largura experimental® an)T.. onde T & o comprimento da série
temporal usada. Num movimento cadético Cou aperiddico? PCw) mostra
uma banda larga continua nas frequéncias baixas.

Na fig. (2.2.4.1) mostramos o espectro de poténcia para o
mapa quadritico. Feigenbaum mostrou que o quadrado da amplitude
dos subhaménicos sucessivos no espectro de potdéncia neste mapa
decrescem com um fator p que aproximadamente ¢ uma média

quadratica dos fatores de escala o e o

c2.2.4.20

Um cilculo mais preciso de u deveria incluir todo o espectro de

indices de escala no atrator, usando para isto a fung3o o [4].

2.2.8. Influédncia de Ruido Externo

Considerando que as estruturas das érbitas periddicas ficam
cada vez mais finas A medida que o parimetro a se aproxima dos
pontos de acumulag3®o, € de se esperar que num experimento real a
presen¢a de ruido externo trunque a sequéncia de bifurcagdes.

Quando a separagfo média entre os pontos do atrator & menor que a

largura do ruida, entZo as bifurcagdes nXo mais poderxa ser
observadas. O estudo tedérico deste problema fol feito por
Crutehfield et al { 17 1. Eles consideraram que na presenga de um

ruido pequenc o'tem-se o seguinte mapa
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Fig. 2.2.4.1. Espectiro de poténcia do mapa quadritico.

g
& FUT [RONUVER
. i:0-RJ

Fig. 2.2.8.1.

a GU////// WA

n=2

=

/KL ///A(///A1

A S T

=

()
>

EA
o

bl

Cad) IteracBes do mapa logistico & o expoente de

Liapunov comparada com (b) as quantidades correszpontes na presenca

de um ruido

externo com amplitude o' =
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amplitude dos subharmédnicos na presenca de ruido.

SupressXo da.
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x = fCxd + o€ c2.2.8.1)
ondae <f> = 0, <Ez> = 1. Na fig. 2.2.5.1Ca) mostramos o diagrama de
bifurcagfioc e o expoente de Liapunov para o mapa quadratice na
presenga @ na auséncia de ruide. Vemos que na presenga de ruido
existe uma transicio abrupta para o caos, que acontece em aca™. Na
fig &2.2.858.1Cbd mostramos esquematicamente a supressiec das

ampl itudes do=s subharménicos quando o ruido esti presente.

2.2.6. Ewperimentos

Depois do trabalhe de Feigenbaum um grande numero de
experimentais detectaram o fendmeno das bifurcag@es de periodo e
mediram as constantes universais em sistemas fisicos reais, em
varias Areas, tais como: hidrodinaAmica CaAgua, hélio, mérct:rio
liquided, ética Clasers), actstica, eletrédnica, biclogia (misculo
cardiico), quimica C(reagio de Belousov-Zhabotinsky), e assim por
diante.

Um experimente tipicoe da rota de Feigenbaum ¢ o chamado
experiment,c de Bénard, no qual Lorenz se baseosu para formular seu
modelo., Uma camada de fluide Ccom um coeficiente positivo de
axpans 3o volumétricad é aquecida por baixo num._ campo
gravitacional, como mostra a fig. 2.2.6.1. 0 sistema ¢é controlado
externamente pelo numero de Rayleigh R, o gqual & proporcional a
diferenga de temperatura entre a superficie superior e a inferior

da camada. Para valcrems pequencs de R existe um fluxe de calor
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Fig. 2.2.6.1. Instabilidade de Bénard. Transferéncia de calor por
Cad) conduckeo , e (b) por conveccXo. (c) Cascata de bifurcagXo; o
sinal medido ¢ a temperatura do fluido num ponto como fun¢¥Xo do

tempo. 0= seguimentos de linhz indicam o comprimento do periodo.
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para cima, mas o 1liquido ¢ estatico. Num ponte critico Rc1
aparecem rolos de convecg3o; o liquido quente sobe por um lado do
rolo, enquanto que o frio desce pelo outro lado. Acima de um outro
valor critico Rcz aparece um movimento oscilatério ao longo destes
rolos. Assim, a medida de qualquér variadvel em qualquer ponto do
espago exibira um comportamento oscilatério . Aumentando-se ainda
mais R aparecem novas instabilidades seguidas do aparecimento de
novas frequéncias, Na fig. 2.2.6.1(c) esti mostrada a cascata de
desdobramento de periodo presente no experimento de Bénard. O
sinal medido ¢ a temperatura do fluido num ponto em fungio do
tempo [ 18 1. Observe que R faz o papel do parlmeiro a na eq.
(2.2.4D.

Na  tabela 2.2.6.1 sumarizamos o= resul tados obtidos
relacicnados com a rota de bifurca¢3o de periodo em experidncias
significativas. A .evi déncia experimental que as sequéncias de
bifurcac®es s3Zo comuns @ caracterizadas pelos numeros universails é
bastante clara. Inevitavelmente o ruido inerente ao sistema e
outros problemas experimentais interrompem a sequéncia de
bifurcag®es; o melhor que pode ser esperado e que sejam medidas de
4 a 5 bifurca¢des. Existem também problemas tedéricos; em muitos
destes experimentos n3o existe um entendimento completo da
dinAmica que o envolve, sendo portanto dificil de garantir que

eles sXo bem aproximados pela teoria unidimensional.
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experiment no! period

doublings § v ¢

M%“Eg

water [19 2

water [20] 4 4.3(8) 4(1)

helium]2{) 4 3.5(1.5 4(7)

mercury {19 4 4.401) s{1)
Electronic:

diodef2d]) 4 4.5(6) 6(2)

diodef23] 5 4.3(1) | 2.401}) | O.K

transistor{24} 4 4.7(3) 0.K

Josephson simu1f25] 3 4.5(3) | 2.7(2) 1.5(1)
Laser:

Yaser feedback{2¢l 3 4.3(3) | 0.K.

laserf2¥ 2

laser f28] 3
Acoustic:

helium[29] 3

heliumf30] 3 4.8(6) 6(7?)
Chemical: .

B-Zh reaction{34] 3
Computer:

N-5 truncation[32) 5 4.6(2) [ 2.5(1)

Brusselator [33] 7 4.6(2) 4.77(3)|1.5(72)
Theory: ... ]2 4,669, 2.503,.14.58.. 11.52..

equation no. 5.1) (4.2} (6.1) (7.5}

Tabela 2.2.6.1,

Unm sumério das observagles e)perimentais da rotas

de bifurcac¥o de periocdo. Os nuUmeros entre paréntesis indicam as

ectimati vas dos erros experimentais; 4.3 (8) significa 4. 3% 8.
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2. 3. ROTA POR INTEEMI TENCIA

Na teoria de caos, intermiténcia significa a occorréncia de um
sinal que possui uma fase laminar, bem comportada, interrompida
por sinais cadticos. Tais sinais foram observados num grande
nimero de experidéncias. Observou-se também que © tamanhe da regizo
cadtica varia com o parimetro externo, o que significa que a
intermiténcia oferece uma rota continua de movimente regular para
cadtico.

Um modelo tedrico para a intermiténcia foi proposte por
Pomeau e Maneville [ 6 1. Eles reseolveram numericamente as
equagdes diferenciais do modelo de Lorenz

x = o Cx-2)

Yy = — %z + rx - ¥ ca.3.1>

z Xy — bz
e mostraram que a componente y possul o seguinte comportamento:
para r<rc. yCL) executa um movimento regular, correspondendo a um
ponto fixc estivel no mapa de Poincaré; acima de r, as oscil agBes
s¥o interrompidas por sinais cadticos, os quais tornam-se cada vez
mais frequentes quando r cresce, até que o movimento torna-se
totalmente cadtico Cveja fig. 2.3.1). Na fig. 2.3.2 mostramos uma
parte do mapa de Poincaré ao longo da coordenada y para um valor— -
de r levemente acima do limite da intermiténcia.

Apesar dos autores acima citados terem estudado trés tipos de

intermiténcia, vamos nos limitar a estudar a do tipo I, a qual ¢ a

que esti presente no modelo de Lorenz e parace ser a mais comum na
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Fig. 2.3.1. CGrafico da coordenada y em fungko do tempo no modelo
de Lorenz. (a) movimento ectével para r=166. (b)) Acima do limite

r. as oscilacBes sXo interrompidas por sinais cadticos que se

tornam mais e mais frequentes quando r cresce.

42

40

40 42

Fig. 2.3.2. Uma parte do mapa de Poincaré ao longo da coordenada y

para r=166.2, levemente acima do limite da intermiténcia
crcenoa.oab.
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natureza. Na intermiténcia do tipo I a transi¢Xo para o caos @
através de uma bifurcac¥o tangente. Na fig. 2.3.3 mostramos a
situacXo que caracteriza esta bifurca¢Xo. Para r(r‘= existem dois
pontos fixos, um estavel e um outro instavel, os quais colidem em
r=r o, onde a derivada do mapa vale 1. Para r)rc © mapa n¥o possui -
pontos fixos estaveis. No entanto, uma espécie de "meméria™ de um
ponto fixo aparece, desde que o movimento da trajetédria diminue na
vizinhan¢a de X_» € numerosas iteracBes sXo necessiérias para que
ela consiga sair do canal formado entre © mapa e a linha AL
Cver fig.2.3.3). Isto explica a longa régizo laminar para valores
de r pouco acima de r_ na fig. 2.3.1. Depois que a trajetédria
deixou © canal o movimento torna-se cadtico até que uma reinjeg¢¥o
na vizinhanca de x, comece uma nova fase regular.

A intermiténcia do tipo 1 aparece também em mapas do tipo
logistico, ou seja governados pela eq.(2.2.3.).Na regiXo cadtica
existe um valor critico do parémetro a = 1.75 onde aparece uma
Jjanela de pe;riodo 3, devido a2 uma bifurcac¢Xo t.afxgent.e como mostra
a fig. 2.3.4. As iteracSes do mapa para valores de a levemente
‘malores e menores que a_ est¥o mostradas na fig. 2.3.85.

Pomeau e Maneville mostraram que o numero médio de iteragBes
na regi¥Xo laminar no modelo de Lorenz é da ordem de |r - rcl-"/z.
e 0 expoente de Liapunov varia com |r - rcl"'. Para © mapa
logistico foi mostrado [ 34 1 que a tecria da intermiténcia &
descrita por equa¢Bes universais do mesmo Lipo que aparecem na
sequéncia de desdobramentos de periodos, sendo que neste caso as
equacles possuem solu¢BSes analfiticas simples. Foi mostrado também

que a regi¥o laminar neste mapa tem duragc¥o dada por |a—;c|" z-1
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Fig. &.3.3. Représent.acxo esquemitica de ym‘(yh) explicando a
transiclo via intermiténcia através de uma bifurcac¥e tangente.
Para r<rc dois pontes fixos coexistem, um esté&vel e outro
ingstAvel. Eles colapsam em rer c ® ent¥Xo desaparecem deixando em

canal entre a curva e a bissetriz; C(b) canal por onde passam as

iteracBes.

".‘l,

)
Fig. 2.3.4. (x> em a=a_.
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sendo z a ordem do mapal 35 1.

Fig. 2.3.5. IteragBes do mapa logistico comecando em x=0.7; Cad) na
regif¥o com periodo trés estavel, ac—a=~0003; (b)) na regi¥o
intermitente, a -a=0. 002.

=

A rota para o caos por intermiténcia do tipo foi observada
em experimentos tais como: reag¥o de Belousov-Zhabotinskii [ 36 1,
oscil ador nEo-linear [ 37 ], instabilidade termoconvectiva [ 38 1,

e também em lasers, junc@es Josephson, etc.
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2.4. ROTA DE RUELLE-TAKENS-NEWHOUSE

O estudo tedrico da origem da turbuléncia em fluidos comegou
com Landau e Hopf [ 38 ] na década de 40. Eles propuseram uma rota
na qual o fluido torna-se turbulento devide a uma sequéncia
infinita de instabilidades.

Estudos tedricos e experimentais mostram que quande o nuamero
de Reynolds (o qual esta ligado com varios paraAmetros externos do
sistema) é pequenc o suficiente, o movimento do fluido é laminar e
estacionario, corresppndendo a um ponto fixo no espago de fase. 0O
pontce fixo atua como um atrator, i1.e., ele atrai todas as
condi¢Bes iniciais préximas para ele. Quando o numero de Reynolds
ul trapassa levemente um um valor critico Rc‘.o ponte fixo perde
sua estabilidade e come¢a a repelir todas trajetérias préximas.
Desde que pequenas mudangas em R n¥Io podem causar mudam;as Lo
drasticas como inverter a direcio de todo © fluxo no espagoe de
fase inteiro, a vizinhanga do ponto fixo pode tornar-se repulsora,
mas ela deve permanecer atratora com respeito a regi3es
localizadas suficientemente longe. Repuls3o local e atrac¥e global
do fluxo implica na formagZo de um ciclo limite. Este processco, de
gerar um ciclo limite apartir de um pc;nt.o fixo chama-se bifurcagio
de Hopf. Aumentando~se o ndmero de Reynolds acima de um outro
valor critico Rcz' tein—se que o© ciclo limite perde sua
estabilidade, e aparecer&d um tubo fechado atrator, 1.e., um torus
enr duas dimensfies em torno do cicleo limite., O movimento torna-se

quaseperiddico quando as duas frequéncias sXo incomensurdvels.
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Landau ] Hopf propuseram que este processo continua»
indefinidamente e identificaram © estadeo final com um naGmero
infinito de frequéncias incomensuraveis como turbulento, ou
cadtico Cveja fig. 2.4.10. Esta & a2 chamada rota de Landau-Hopf
‘para a turbuléncia.

A rota de Landau-Hopf n%c teve sucessoc nem tedrico nem
experimental. Teoricamente mostra-se que em sistemas n¥o-lineares
nio pode haver o surgimento de um nimero infinito de frequéncias
incomensuraveis, sem que elas interajam entre si. Este fendmeno &
" chamade de "frequency locking”. Experimentzlmente verifica-se que
quandc o nUumerc de Reynolds é variado, aparece no espectro de
poténcia poucas frequéncias independentes e logo apdéds uma larga
banda de ruido., Assim, a rota de Landau mostrou-se incapaz de
explicar ¢ mecanismo de geracXo da turbuléncia,

Em 1971, Ruelle e Takens [ 3 1 mostraram num contexto
matemitico que a rota de Landau-Hopf é nmuito improvavel de
acontécer na natureza. E suficiente que existam trés bifurcacBes
de Hopf consecutivas para que o sistema entre num estado de
instabilidade no espa¢o de fase e evolua para um atrator estranho,
caracterizando 2 turbuléncia. A rota pode ser esquematizada como
segue: ponto fixo + ciclo limite 4+ 2-torus + 3-torus + atrator
estranhe Cturbulénciad.

Alguns anos mais tarde, em colabora¢f%c com Newhouse [ 40 ]
ectes autores mostraram que depois de duas bifurcagBes de Hopf, é
praticamente inevit&vel que ¢ sistema entre em turbuléncia, antes
que ocorra uma outra bifurca¢¥o. Assim, a2 rota seria: ponto fixo +

ciclo limite 4+ 2-torus + atrator estranho Cveja fig. 2.4.2). Esta
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rota de Ruelle-Takens—Newhouse parece ser mais consistente com
experimentos hidrodinAmicos recentes, mais & pouco entendida em
modelos tedricos, exceto para alguns resultados em mapas
circulares. O estudo de mapas circulares tentando modelizar a
transi¢io da quase-periodicidade num 2-torus para o caos foi feito
independent.emente por dois grupos [ 41 1, os Qquais usando idéias
de grupc de renormalizag3o descobriram caracteristicas universais
a esta transigZo.

A rota de Ruelle—Takens—Newhouse foi observada em
experimentos tals como, experimento de Bénard, experimento de
Taylor, osciladores n8o lineares forg¢ados, reaces quimicas,
instabilidade &tica, etc.

O experimento de Taylor [ 42 ] ocorre numa camada de fluido
entre um cilindro interior girando com uma velocidade angular 2, e
um cllindro estacionario exterior Cveja fig. 2.4.3>. Para Q
pequeno, o© momento angular do cilindro interior ¢ transportado
para o exterior pela viscosidade Cad. Acima da velocidade angular
critica OE este estado torna-se instavel e © momento é
transportado por ceélulas anulares convectivas (b). Para valores
ainda maiores de 02 ohserva-se uma faixa larga cadtica no espectro
de poténcia (c). Assim, mostra-se que existe uma transigZo para o
caos através de duas bifurcag®es de Hopf, correspondendo entXo a
~rota de Ruelle-Takens-Newhouse. Na fig. 2.4.4 mostramos o atrator

estranho deste experimento num espaco de fase conveniente.
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Fig. 2.4.1. Rota de Landau para o caos. Quando o par&metro R

cresce, maig e mais frequéncias fundamentaic (i e

incomensurdveis) s¥Xo geradas por bifurcacX¥o de Hopf.

strange attroctar
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" Fig. 2.4.2. Rota de Ruel le-Takens-Newhouse.
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Fig. 2.4.4. Atrator estranho no experimento de Taylor.

2.5. CONCLUSDES

Neste capitulo fizemos uma revis¥o das trés rotas ao caos que
estIo bem estabelecidas tanto do ponto de vista tedrico quanto
experimental. Estas rotas apresentam relagBes métricas universais
bem definidas, e foram assocl adas a mapas contfnuos,
diferenciivels e simétricos.

Na rota de Feigenbaum vimos que existe um conjunto de
constantes universais que s3o fungBles apenas da ordem do maximo no
mapa e da sua dimenszo. Estas e outras caracteristicas mostram que
existe uma grande analogia entre a teoria de caos e a de transigio
de fase em sistemas magnéticos. A rota de Feigenbaum foi estudada
em um grande nimero de sistemas exparimentais.

- A rota ao caos via intermiténcia est4 associada a uma colis¥o
de um ponto instAvel e outro estivel quando o parimetro externo &
modificado. EntXo, variando-se ainda mals o parémetro r de forma
que ele se distancie do valor critico r_» Veremos um compor tamento

turbulento intermitente de durag¥o aleatéria, que & interrompido
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por uma fase laminar que dura ~ Clr - rcrd’z). A rota via
intermiténcia j& foi observada em muitos experimentos.

A dltima rota que tratamos foi a de Ruelle-Takens-Newhouse,
que na verdade foi a primeira a ser proposta. Ela esta associada a

turbuléncia em fluidos. Nesta rota o sistema torna-se turbulento

depois de duas bifurcac®es de Hopf cucessivas. Esta rota, da mesma
forma que as outras duas, foi observada experimentalmente.

Por Gltime, gostariamoz de resszaltar que num sistema dinamico
diferentes rotas ao caos podem existir em diferentes regies do
espaco de fase. Isto estid exemplificado no mapa logistico, onde a

rota de Feigenbaum e por intermiténcia est3co presentes.



CAPITULO 3

MAPA COM ASSIMETRIA NA AMPLITUDE

3.1. INTRODUGCAO

Estudos tedricos e experimentais mostram que sistemas fisicos
apresentando rota ao caos via bifurcagio de periodo possuem
propriedades métricas universails, em analogia com os fendmenos
criticos . As classes de universalidade destes sistemas s3o
determinadas pela sua dimensionalidade e pelo valor do expoente da
variavel dinimica no termo dominante do seu mapeamento. Todas as
provas da universalidade métrica est8oc associadas a mapas
simétricos em torno do seu maximo.Uma pergunta que surge, ¢ o que
aconteceria se existisse algum tipo de assimetria no extremc de
mapas que apresentam rota ao caos via bifurcag3o de pericdo.
Verifica-se que se a assimetria for no coeficiente do termo
dominante do mapa, entZo haveri uma violagXZo da universalidade
@3,44 1. Neste caso, o sistema oscila entre duas classes de

universal idade.

Foi mostrado que [ 45, 46 1 num mapa assimétrico mesmo com
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uma simetria local no miximo, o© comportamento dindmico nas
primeiras bifurca¢@es ¢ governado pela assimetria, até que as
iterac@es atinjam o maximo simétrico, levando o sistema a
apresentar a rota de Feigenbaum. Ora, as primeiras bifurca¢Bes s3o
justamente aquel as possiveis de serem cbservadas
experimentalmente. Isto constitui um dos motivos pelos quais o
estudo de mapas assimétricos tem uma grande relevancia do ponto de
vista experimental.

O cbjetivo deste capitulo €& estudar numericamente e através
de Grupo de Renormaliza¢3o o comportamento das constantes métricas
associadas a um mapa com uma assimétria na amplitude, ou seja, no
coeficienté da variidvel do termo dominante do mapa. O capitulo
esta organizado da seguinte maneira: na se¢¥o 3.2 apresentamos os
resultados obtidos através de simulagfo numérica; na se¢fo 3.3
mostramos que existe uma fung3o limite que satisfaz a uma relagio
semel hante & de Feigenbaum-Cvitanovic; em 3.4 propomos um Grupo_de
Rencormalizag3o para determinar valores criticos dos parametros e
o= valores de o em 3.5 mostramos como comporta-se a fung3o de
escala fCa) para este tipo de mapa; na se¢io 3.6 apresentamos o
expocente de Liapunov em fungZfo do parametro de controle; a tltima

segdo & dedicada as conclusSes.

3. 2. RESULTADOS NUME‘.RICOS
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O mapa que dedicaremos nossa atenglic ¢ dado por

x = fCxD =

141 t

1 -alx|®, x2 0
1t t €3.2.1)
o

z
- a Ix <
1 zl tl ' -

X

t

com z>1. Na fig.3.2.1 mostramos f(x> vs.x para um caso tipico.
Quando a =a,, recupera-se o mapa simétrico do tipo logistico.
Escolhendo uma rela¢Zfo conveniente que fixe um dos parametros, a
ou a,, em fung¢Zo do outro, podemos estudar a evolugdo do atrator
deste mapa em fun¢Zo de um uUnic¢co parametro. Na fig. 3.2.2
mostramos o atrator do mapa (3.2.1) em fungdo de a=a quando az=
O.+0.2e z=2. Verificamos que a rota ao caos ¢ via bifurcagio de
periodo, com periocdes variando de E’.k Ck = 0,1,2,...2. Na fig.
3.2.3 mostramos a linha critica a:. que representa o ponto de

acumul a¢Zo das bifurcagSes como fungio de a

Fixando a.1 e variando a. vemos que o fator de escala 51:'

definido por

a - &
= k2 k_
é‘k = 32 _52 3.2.2)
k+2 k+1
apresenta um comportamento oscilatério com k. Nesta express3o

3:2 representa © valor do parametro a onde o ciclo k-ésimo €
k

superestivel. Quando k é suficientemente grande, os valores entre
0s quais 5&: oscila tendem a dols valores limites finitos. Na fig.
3.2.4 graficamos os valores de 6}.-. e 8§ , no limite de k

k+1

suficientemente grande, em funglo de a:. Verificamos que uma das

R

curvas ¢ aproximadamente uma linha reta dada por «Sk = 3.3a:. e a
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b
ol

OJL

Fig. 3.2.1. Mapa assimétrico com a = i.8 , a, = 2 e z=2.

Fig. 3.2.2. Diagrama de bifurca¢¥o com aza e a_=a +0.2 e z=2
2 1 ’
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¥

Fig. 3.2.3. Linha critica a‘ representando os pontos de acumulagXo

das bifurcacBes para z=2; a € a linha critica além da qual o

atrator finito désaparece.

1

20

Fig. 3.2.4. Valores de ék e ébu no limite de k+o em fung¥o de a:

com zZ=2.
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outra ¢ aproximadamente uma hipérbole , governada por 8‘:“: '?/a:.
Consequentemente, o produto 5k5k+1 como fung¥o de a, &
aproximadamente constante, i guél ao quadrado de 5@ do mapa
simétrico para z=2 ., cujo valor aproximade & 21.8014.

O mesmo comportamento oscilatério ¢ verificado para o fator

o definido por

o = —=Eemeee (3.2.3

No limite de k suficientemente grande, os valores entre os quais
= oscila tendem a duas constantes. Na fig. 3.2.5 mostramos os
valores assintéticos de xe o,  em fungdo de a:. Encontramos que
o = 1.8 a: e ogkﬂé 3. S/a:. Consequentemente o produto destas duas
qliantidades como fungdo de a: ¢ aproximadamente uma constante,
igual ao quadrado de o, no caso do mapa simétrico para z=2, que
tem valor aproximado de 6.26454. Na tabela 3.2.1 mostramos os

"
valores para azk. 51:’ & aksm e o ~Ppara a=1.316461.

Para valores de z diferentes de 2, vemos que o comportamento
qualitativo apresentado por .a:CatD, por 5&: e o ¢ semelhante ao

observado para z=2, modificando-se apenas os valores numéricos

abtidos.
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3.3. A FUNCAO LIMITE

O mapa logistico, simétrico em torno do maximo, possui uma
estrutura autosimilar nas bifurcag@es de periocios. As constantes o
e & s3oc apenas duas quantidades particulares em todo um conjunto
de autosimilaridade. Certamente a mais importante relagc3o neste
conjuntc ¢ a equagido de Feigenbaum—-Cvitanovic.

Feigenbaum mostrou gque um mapa S-unimodal faCx) e com um
maximo simétrico, quando iterado e reeécalado de forma apropriada
assemelha-se 2o mapa original. Iterag¥es sucessivas, seguidas de

renormalizacB®es adequadas, tendem a uma fung3o universal g(x>, que

satisfaz a relagio

glxd = —a gC-x/0 €3.3.1)
onde
k Zk k
glx> = lim lim C-ad" f2  Cx/C~ad™ €3.3.2
r-00 k-+m k+r

A equagio €3.3.10 & denominada de equacio de
Fel genbaum—évi tanovic. Com o (ondig a0 gCod> = 1,
encont namr oS gCid=-1-o.

Qualquer mapa com rota ao caos via bifurcag3o , possuindo um
maximo—simétrico, satisfaz a esta relagio, sendo g(x) universal a
todos os mapas que possuem o mesmc valor para z. Quando existe uma
assimetria na amplitude do mapa, a;#az na eq. ¢3.2.1), notamos que
a relag¥o €3.3.10 n3do mais ¢ satisfeita. No entanto, verifijicamos

»
que no ponto de acumulagdo azCaJJ a funclo f‘(i) reascalada de
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forma apropriada assemelha-se a fCx), para x pequeno. Este
processo de convergéncia continua com as fungBes £2%¢ 0 , £ %40 '

etc., quando reescal adas de forma conveniente. Vamos ent3o definir

uma fungio h(x) da seguinte forma

2k

— 2 e
hkaD = Pk fzg Cx/Pk) , k= 1,2,3... €3.3.3>
onde Plc T RO sendo o dados pela eq. (3. 2.3). A eq.

C3.3.3 pode ser reescrita como

Zzk
P -
Lh (PO = fu 00 €3.3. 4
P 2
k
Consequentemente tém-se que
zzC k+1) "
1 - _ 1 _ h (P (3.3.5
P ' hlc-a-sc F’k“x) - fﬁ* G0 = P ko k
k+1 Zz k
Substituindo x por X/Plcu » obteremos
Pk+1 4
. thCxD = l;;——— hk CxC PH‘/PRDD (3.3.62
Sendo Pkﬂ/Pk = azkuazhz' encontramos
hkﬂC ) azl:uazknhk CxC azkﬂazku) p) C3.3.7>

Observamos "que no limite k4o a funcio h (x) converge, logo a
sequinte relag3o & verificada

hCx = fh*Cx/m €3.3.8
onde ? & o produto de dols valores sucessivos de & no Ilimite k-aw.

Vemos ent3o que no ponto de acumulagio das bifurcagBes a.:Ca‘D
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exizte uma fungIo li;nit.e hCx) que obedece a @q.(3.3.8), que & do
mesme tipo da equagio de Feigenbaum-Cvitanovic, Com o con-
Aicde h(0=4 , dewos
= 1m%1) €3.3.9
Usam—se métodos numéricos para resolver equag@es funcionais
do tipo (3.3.1) e (3.3.8), pois nio existem métodos tedricos que
resol vam este 't.ipo de equagfo. E assim que se faz para resolver a
equagio de Feigenbaum-Cvitanovic, ou seja, usando expans3o em
séries de poténcia. Quando tentamos resolver a eq.(3.3.8) por esta
técnica, vemos que existe uma indetermina¢io relacionada com os
coeficientes da expansio, ou melhor, existe uma eduac;ﬁq que liga
os coeficientes entre si, pols o nimero de incdgnitas & maior que
o de equagBSes. Assim, s poderemos encontrar h(x) se a forma

funcional para um dos lados (x>0 ou xX0) for especificada.

3.4. GRUPO DE RENORMALI ZELCAO

Como j& foi citado na se¢¥o anterior, vemos que neo pento de
acumulag®o das bifurcagdes a:Catj para o mapa (3.2.12 a funglo
a‘azf‘Cx/Catotz))ﬁ assemelha-se a (x>, para x peaequeno. Iteraglies
sucessivas de f(x reescaladas de forma apropriada, levam a uma
funcZo limite. Considerande que existe uma estrutura autossimilar,
podemos propor um grupe de renormalizagfo para determinar a linha

critica a:CaiD @« 2. O grupo de renormalizag¢io que propomos
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consiste em igualar a fung3o {0 a octazf‘ ‘cxrc ataz) 3. Obviamente
poderiamos melhorar a aproximag Zo, como por exemplo igualando
40 a oega‘f‘“Cx/C aaa‘)) » etc., Vamos nos limitar entretanto, a

aproydnagclio de primeira ordem. Se fizermos entio

£C3O = oo £¥ e Caodd €3.4.1>
14 2 1 2 -

@ usarmos a eq. (3.2.1) encontramos

22222 ®c1-a 3% %1 -a"c1-2a 3% C1~a C1-aC1-a 3Dt 4 1 =0
1 2 i 2 4 b 2 4
€3.4.2)
=
oo = 1,C1-aCl-a Ci-a 253 €3. 4.3
i 2 1 2 4

Da eq.C3.4.2) temos a linha critica a:Caib. Vemos que para o caso
z=2 a curva obtida at:ravés deste grupo de rencormalizagio &
indistinguivel, na precisio grafica, da curva "exata" Cnuméricad.
Logoe esta aproximagio ¢ excelente para o calcule da linha critica
quando z=2. Na fig. 3.4.1 s3o exibidas as linhas criticas aZCal)
para z=2 e z=4 obtidas através dO grupo de rencrmalizagdo. O
produto oo também ¢ uma boa aproximag3o, diferindo do valor

exato noe maximo em 10%,

Usando a eq.(3.2.3) pademos separar o de & assim temos

a = 31-.C1 - a)d : C3.4.4D>
1 1

o =Cl —ad/Cl —acl —act - add®» €3. 4.5
F 4 4 - § F 4 41
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1 1 1

0 1 2 3 of

2
_F‘ig. 3.2.5. Valores assintéticos de x e«  em fungc¥o de a, para

z=2.

Fig. 3.4.1. Linhas criticas a.:(a‘D obtidas através de grupo de

renormalizackoc para z=Z e 2z=4. A linha para z=Z coincide com

aquela obtida numericamente (veja fig. 3.2.3D.
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Estes valores n3o fornecem boas aproximagc®es para os valores
assintéticos de o0 e o . - O motivo pelo qual o produto oo,
representa uma boa aproximagio ¢ que o é menor, e o malor que
seus valores assintéticos correspondentes, compensando assim os
erros. Chegamos ent3o a4 concluslo que © grupo de rencormalizac3o
usado, representa uma aproximag®o muito boa para se calcular a
linha critica a:C a1) ' uma aproximag3o razodvel para o produto

S Ck+ad) @ uma aproximagfio pobre para oF @ o separadamente.

3.5. A FUNGAO fCad

Como vimos no Cap. 2, no p§nto de acumulag¢3o das bifurcagBes
do mapa quadratico existem diferentes leis de escala para
diferentes pontos do atrator. Objetos desta natureza sZo chamados
de multifractais. Halsey et al [ 13 1. desenvolveu um formalismo
para estudar os multifractails através de uma funglio fCad, a qual
did a dimensZo global do subconjunto do objeto que possui o mesmo
indice de escala a. Para calcula; fCa) no ponto de acumulagfio das

bifurcagfies, formamos a fungfo de particio normalizada

k-
i az " -T
rlq.e = [—;:; ] L o 177 =1 €3.5.1)
2 m=0
K Cma2 ™ Cmd
associada ao ciclo 2%, onde 4 = fg cod - f!” CO). Nesta
[ ]

k k
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expressio Ek representa o ponto de superestabililidade do ciclo. Da
eq. (3.5.1) encontra-se a fung3o 'rKCq). que através de uma
transformagido de Legendre, nos leva a kaa.). Em mapas simétricos
Ca1=az) kaa.) converge, quando ks+m, para a fungio universal la,
sendo os valores maximos e minimos de a dados por a In 21no e
a . = 1ln 2/1n o, onde =z ¢ o expoente de x. Consequentemente,

muin
tem-se que a a = =z, No mapa assimétrico Ca®® ad o
moax mn 8 F 4
comportamento oscilatdrio dos fatores de escala naturalmente
refletem—-se na fungio fKCa). Desta forma, vemos que nXo existe
apenas uma dnica fungiico f(a) representando o limite assintédtico de
kaa.). Verificamos que quando k & suficientemente grande, f‘k(a)
oscila entre duas fungSes limites. Na fig. 2.5.1 mostramos os
valores assintéticos destas fung@es para valores tipicos dos
parimetros.
Apesar da universalidade de f(a) ter sido quebrada no mapa
assimétrico, verifica-se que a ~a =X z para ambas as curvas
maXx mwn )
limites. Esta relag3io mostra-se ser muito Gtil para se determinar

O valor do expcente da variavel dinAmica em experimentos, mesmo em

mapas assimétricos, onde se conhece f{al.

3.6. EXPOENTE DE LIAPUNOV

O regime cadtico de um mapa f(xD & caracterizado pela

separagio exponencial de dois pontos inicialmente préximos quando
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fls)
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T

Fig. 3.5.1. FungBes assintéticas fCad para a1=8.411713 e z=2. A

linha pontilhada corresponde ao caso simétrico, a =a

osf ((

-Lor

Fig.3.6.1. Expoente de Liapunov

em funcXo de a=a com az=a‘+0.a e
z=2.
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o tempo evolui. O expoente de Liapunov mede quantitativamente esta

separa¢io, e & definido da seguinte forma

(3.6.15

Quando A<{O o movimento & periddico e A>0 indica movimento cadtico.
Na fig. 3.6.1, mostramos como & o expoente de Liapunov para © mapa
governada pela eq. (3.2.1) em funglio do parametro g . =244
E’Qz,_.gﬁalzyemos que qualitativamente o expoente de Liapunov do mapa
assimétrico e similar ao do mapa simétrico. Na =z2ona cadtica
existem infinitas janelas periddicas, e a ordem de aparecimento
destas janelas é a mesma do mapa logistico, jiA que estes mapas sZo
S-unimedais. No entanto, os valores de a onde A anula-se (pontos
de bifurcag¢fo) ou tende a -o (pontos de superestabilidadel nZ3o
mais convergem com uma raz3o geométrica. Para este .caso, os
valores de a nos pontos de bifurcagfio ou de superestabllidade
convergem com razdes geoméiricas que oscilam entre dois valores

limites, que =80 aquelez mostrados na fig. 3.2.4.

3.7. CONCLUSOES

Neste capitulo estudamos o comportamento de um mapa n3o
linear com assimetria no coeficiente da variavel dinamica. O mapa

estudado & do tipo logistico, sendo as amplitudes diferentes
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Calﬂaz; veja eq. (3.2.1)). Verificamos que as propriedades de
- uni varsglidado observada no mapa simétrico Ca.1= a.z) sXo destruidas
com este tipo de assimetria. Observa-se que a dinAmica dos ciclos
peridéddicos sZo alternadamente determinados pelos lados direito e
esquerdo do mapa iterado. Encontr a-se que os fatores <‘.Slc e o
oscilam e convergem para dois valores constantes. Estes valores
dependem do ponto de acumulag3o das bifurcagBes a:C a1) » mas o
produto deles ¢ aproximadamente constante.

Observando a autossimilaridade entre f(x), aofix/Caax)d,
Cattatz) 2018 s C oc’_ocZDZD » @te. verificamos que estas fungles tendem a
uma fungdo limite, que satisfaz a equagfo h(x) = Bh‘(x/ﬁ), onde {3
é¢ o produto oo . quando k & suficientemente grande. Propusemos
um grupe de renormalizaglio que consiste em igualar (0 a
aiazf‘Cx/(aiotz)) + @ encontramos através deste método a linha
critica a:ta‘) e 3 com boas aproximac@es.

Calculamos a funglo f Cad que também mostrou possuir um

k

comportamente oscilatério, semelhante ao verificade para os

fatores 5k e o. Finalmente, calculamos o expoente de Liapunov

para um exemplo tipice,
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CAPITULO 4

MAPA COM ASSIMETRIA NO EXPOENTE

4.1. INTRODUGCAO

Neste capitulo estudaremos um ocutro tipo de assimetria que
pode ser introduzida em mapas do tipo logistico. SerZo tratados
mapas que possuem uma assimetria no expoente da variavel dindmica.
No capitulo anterior vimos que a universalidade métrica existente
em mapas uUnimodais simétricos ¢é destrufida quando existe uma
assimetria na amplitude. No entanto, ¢ observado um comportamento
regular dos fatores de escala: ao invés de possuirem apenas um
valor assintético limite, eles oscilam entre dois valores limites.

Veremos que quando existe uma assimetria no maximo do mapa,
relacionada com o expoente da variaivel dinimica, entZo as relagSes
de universalidade métrica sZo completamente destruiidas. )
conport;amento dos fatores de escala destes mapas sZo totalmente
diferentes em relaglo ao mapa simétrico, mesmo que a diferenga
entre os expoentes seja muito pequena (~ 1%0. Observa-se que

existe um comportamento oscilatério divergente dos fatores de



-—07 -

escala, ou seja, alternadamente crescem e decrescem quando o
periodo se bifurca [ 44,45 ). Estudo do fator 5k ja fol feito
 experimentalmente em osciladores n3io lineares forgadosl 47 1 em
mapas assimétricos Cziaﬂzz) e os resultados obtidos coincidiram com
a Leoria.

O presente capitulo esti organizado da seguinte maneira: na
seclc 4.2 apresentaremos os resultados numéricos obtidos para os
fatores 51: e o, na secio 4.3 faremos um estudo da funcio Cad
para mapas com assimetria no expoente; em 4.4 mostraremos o
comportamento do expoente de Liapunov em fun¢3o do parametro

externo: na dliima secio apresentaremos as conclusdes.

4.2. RESULTADOS NUMERICOS

O mapa assimétrico que estudaremos ¢ dado por

-4
- 1 >
X = f(x) = 1 alxtl * xL_O c4.2.12
t+1 t z
1 - alxll 2 xtSO

com Zz ., zz>1. Na fig. 4.2.1 mostramos f{xD vs. X para exemplos
tipicos. Quando 2,= 2, Z recuperamos o mapa simétrico do tipo
logistico. Na fig. 4.2.2 mostramos o atrator do mapa (4.2.1) em
fungio de a para Czt.zz) = (2,4) @ (4,2). Por ser S-unimodal este

mapa apresenta rota ac caos via bifurcag3io de periodo. No entanto,

verifica-se que a universalidade métrica observada nos mapas
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Fig. 4.2.1. Mapas gssimétricos com Cad Czt.zz)=ca,4) e Cbd

Cz ,2 >=C4.,8D.
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Fig. 4.2.2. Diagramas de bifurcacBes para Ca)d Czl.zz)-ca.4) e Cb)
Cz ,z 0=C4,2D.
1" T2
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simétrices €& totalmente destruida em mapas com assimetria no
expoente da variavel dinfmica. As séries {5k} e {o%} apresentam um
comportamento oscilatério divergente quando k cresce.

Na tabela 4.2.1 mostramos os valores obtidos para 5k

usando a definigdo

_ Tkttt Tk c4.e2.ad
k x

onde 3k & o valor de a onde o ciclo com pericdo ak é superestavel,
para Czi.zz) = (4,8). Vemos que quando k aumenta os wvalores
sucessivos de 5k tornam-se alternadamente cada vez maiores e
menorez. Quanto maior for a diferenga entre =z e Zz,. mais
pronunciado & o comportamento divergente. Quando a diferenga entre
z ez, é pequena, o comportamento divergente ¢ pouco pronunciado.
Oz wvalores de .!Sk quando graficados em fungfo d4de k situam-se
aproximadamente sobre duas retas. O 4ngulo entre a retas diminue Aq

medida que z, aproxima-se de 2,

Como vimos no Cap. &8 , os valores de & podem ser

k

determi nados tantoe em fun¢lo dos locais onde o ciclo é
superestivel ou onde ocorrem a bifurcacgdes. Numericamente é
consideravel mente mai s facil calcular os locais de
superestabilidade do ciclo, que das bifurcag@es, pois o transiente
para se chegar ao atrator aumenta quando par&metro aproxima-se do___
ponto de bifurca¢Zo. Em mapas unimodais simétricos ambos os
métodos fornecem oS mesmos valores para ék. Experimentalmente Bk &
calculade através dos locais onde ocorrem as bifurca¢@es. No caso
de mapas com z * z, os dois métodos fornecem o mesmo comportamento

qualitative para a série {6;}. ou seja, oscilatério divergente. No
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|__7.888____|{_ 29.0440_ _ |
|.6.848 | 0.00612 |
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Tabela 4.2.1. Valcores de Hk, 45" Ccalculados através dos pontos de

superestabilidade e bifurcacka) e o& para Cz‘.zz)=c4.2).
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entanto, vemos que a divergéncia é muito menos pronunciada quando

5}: ¢ calculado com os valores dos locais das bifurcagdes. A tabelar"

4.2.1 mostira os resultados de 51: calculados pelos dois métodos

citados acima. A fig. 4.2.3 mostira 5;: vs. k para valores tipicos'

.

de Z,Z,.

O fator de escala x> definido pela eq.(3.2.3> apresenta um
comportamento semelhante ao de Sk. ou seja, oscilatério divergented ;
quando k aumenta. Na tabela 4.2.1 est3o especificados os valores -
de o para um exemplo tipico. o

Foi mostrado nas refs. [ 45 , 456 1 que um mapa assimétrico
com uma simetria local numa pequena regiio em torno do mé.ximo.m
mostrarid um comportamento de um mapa assimétrico nas bifurcagBes ’“'
até que 2 regilo simétrica seja detectada, e neste ponto existira
um "crossover" para a rota de Feigenbaum. Quanto menor for a
regifo de simetria, mais demorada ¢ a mudanga de rota. Estas a
observa¢cSes tém uma importincia fisica grande, pois num sistema
experimental apenas as primeiras bifurcag@es sZIo possiveis dés‘
serem detectadas. Assim, experimentalmente se um sistema fc-r‘ﬁ

governado por uUm mapa assimétriceo com uma simetria local no-

‘maximo, mostrara o comportamento de um mapa assimétrico.

4.3. A FUNGAO fCad

A fungZo f(a) indica a dimensZo do subconjunto de um objeto
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Fig. 4.2.3. Fator Sk como fungio de k para valores tipicos de
z e z,. calculados nos pontos de bifurca¢fo para Czi.zz)=ca.43 e

(4.2 e nos pontos de superestabilidade para ¢ z 22) =(3.0,2. 82,

tiaH
'

0B

Fig. 4.3.1. Fung¥o kaa) para Cz‘.zz)=c4.a) e k=8, @, 10 e 11.



multifractal que possui o mesmo indice de escala a. A maneira de
se calcular fCa) esti descrita na seg¢do 2.2.&2. Esta fungcio quando
calculada nos pontos de superestabilidade do ciclo numa sequéncia
de bifurcag@ies converge para um valor limite quando o mapa é
simétrico. No caso de mapas assimétricos, o comportamento nZo -
universal dos fatores de escala 81: e o também ¢ observado na
fungio (o, Na fiqg. 4.3.1 mostramos a fung3o t;fa) para
Cz1,223=c4.23. calculadas nos pontos de superestabilidade do ciclo
2%, para k=8,0,10 e 11.

Vemos dque {‘Ca) oscila, e n3oc converge, quando ziatzz. A
rel agcdo a In2/lnox e a . = 1n2/lno” valida para mapas
simétricos. nio ¢ observada neste tipo de mapa. No entanto, em
todas as curvas estudadas o valor de 4:1|_|m’|:/’<:7.".“,.n alterna-se entre z,
ez quando varia-se k. Mais uma vez temos que a dinAmica de mapas
assimétricos ¢ dominada alternadamente pelos lados direito e
esquerdo do mapa.

Observe que, embora o maximoe da curva de f‘ga). que coincide
com a dimensd3c de Hausdorff, apresente um comportamentoc

oscilatério ndo podera ultrapassar o valor 1, ja que este mapa ¢

unidimensional.

4.4. EXPOENTE DE LIAPUNOV

O expoente de Liapunov A fornece uma medida qualitativa da
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Fig. 4.4.1. Expoente de Liapunov para (aJ Czl.zz)sca.d,)e(b)

Cz ,z 0=(4,2).
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sensibilidade dos estados cadilicos as condi¢@es iniciais. Assim, o
regime caético possui A>O e o regime periddico possul A<O.

Na fig. 4.4.1 mostramos o expoente de Liapunov para
Czt.zz)=ca.4) e (4,2), calculado apartir da eq.(3.6.12. Na regi3oc
cadtica existe um nimero infinito de janelas periddicas, e elas
aparecem na mesma ordem _do mapa simétrico, Jja4 que o maﬁa é
S-unimodal. No entanto, verificamos que os tamanhos relativos das
Janelas s3o bastante diferentez em relag3oc ao mapa logistico.
Vemos também que os valores do parAmetro onde ocorrem as
pifurcac@es (A=0D ou onde os ciclos sXo superestaveis (A+-ad n3o
convergem geometricamente com uma razidio constante, como no mapa

simétrico, mas possui o comportamento irregular do fator eSk.

4. 5. CONCLUSZES

Neste capitulo estudamos o comportamento de um mapa n3o
linear com uma assimetria no expoente da variavel dinamica.
Mostramos que os fatores de escala o € .Sk apresentam um
comportamento oscilatério divergente quando k cresce. Quanto maior
for a diferenga entre 21 e zz. mais pronunciado é o comportamento
divergente. A mudanga entre esta representagic e a de Feigenbaum &
notivel, mesmo quando a diferen¢a entre z ez é¢ muito pequena

C~ 120.

Experimentalmente a detectagfo do comportamento oscilatério
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divergente de 5k foi feito em osciladores forgados, mostrando que
nos experimentos sé as primeiras bifurcacBes s3Zo possiveis de
serem estudadas, e elas s%o determinadas pelo comportamentg global
do mapa, independentemente se ¢ mesmo possui uma simetria local.
Estudamﬁs a fungio fCa) e mostramos que o comportamento
oscilatério divergente de o ¢ também reproduzide em {Ea). O

expoehte de Liapunov foi estudadc comeo funcZo do parametrc a para

dois exemplos tipicaos.
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CAPITULO B

MAPA DESCONTINUG

6.1. INTRODUGRO

As rotas para o caos via bifurcag8io de periodo, intermiténcia
@ quaseperiodicidade, estfoc associadas a mapas continuos e
diferenciaveis, os quais sZEo gerados por sistemas onde as
trajetérias do fluxo niio passam perto de um ponto singular. Em
situagBes mals gerals, onde a trajetdria do fluxe passa préximo a
um ponto singular, a analiticidade do mapa rosultante ¢ quebrada,
pois a evoluglio da varifvel dinSmica depende de onde sua preimagem
estés localizada. Isto leva ao aparecimento de novas rotas [44, 48]
ao caos, as quals possivelmente sZEoc em numerc muito malor que as
trés rotas bem conhecidas, citadas anteriormente.

Varlios sistemas apresentam singularidades na trajétoria do
fluxe [ 46,80 1. No entanto, o modele de Lorenz [ 1 l] & o mais
conhecido destes sistemas, o qual possul um ponto de sela na
origem. Se¢Ses de Poincaréd apropriadas em fluxos do tipo de Lorenz

levam a mapas com uma descontinuidade no extremo [ 51 l1do tipo
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x®
{1—4: - aet, 20
41 t

x = f(xDd =
t

™ z (5.1.10

2
1 c’ - alx.! » X=0

Cveja fig. 5.1.1). Este ma.pa. como veremcs, apresenta uma nova
rota universal ao caos [ 44 1.

Para ver como estes mapas aparecem, consideremos um fluxo em
trés dimensZes, o qual tem uma estrutura geométrica do fluxo de
Lorenz, ou seja, a origem & um ponto hiperbélice Cou de selad. Na
fig. 5.1.2 mostramos a situaglio que estamos tratande. Consideramos

que pertoc da origem o fluxo & linear, comportando-se pois da

sequinte forma
3
< x, }'r. z ) = C,u‘x. “H,Y —pszD €5.1.2>

com Mo, M, p.>0. Observe que escolhemos a direglo instavel como
sendo x, e as direcBes estiveis y e z. Assumimos que a linearidade

do fluxo & valida dentro da caixa

em torno da origem C(veja fig 5.1.2). Suponha que comegamos &
evolugZo no tempo t=0 num ponto Cxo. Yo 1) na fTace U. Se x>0, sua
__érbita passa pela face F" de B no tempo t* = -C:I./,u‘Dln *x, [i.e.,

x(t.*) = X expr‘t.*) = 11. Logo

e p_ru
L * ‘] €5.1.3

Cxu. Yo 10 =» [1. Yo¥a . X

no tempo t®. vVemos ent¥o que o fluxo dentro da caixa B mapeia
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Fig. 85.1.1. Mapa descontinuo para z =z =2 e
) 1 "2
a=1.8.

(8s,8:,4)

Fig. 5.1.2. Caixa dentro da qual o fluxo passando préxime do ponto
de sela & linearizado.
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D 1 ] 3 a

Fig. 3.2.85. Valcres assintéticos de o e

em fungXo de a: para
z=a.

2

Fig. 3.4.1. Linhas criticas a;Ca‘D obtidas através de grupo de
renormalizaclo para 2=2 e 2z=4. A linha para z=2 coincide com

aquela obtida numericamente (veja fig. 3.2. 3.
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Estes valores n3io fornecem boas aproxima¢®es para os valores
assintéticos de o e o . O motive pelo qual o preduto oo,
representa uma boa aproximagf3io é que o é¢ menor, e o, maior que
seus valores assintéticos correspondentes, compensande assim os
erros. Chegamos entdo a conclus@io que o grupo de rencormaliza¢3o
usado, representa uma aproximag®o muito boa para se calcular a
linha critica a:C a’? . uma aproximag3o razoivel para o produto

X L Ck+o) @ uma aproximagiio pobre para oNE @ o separadamente.

3.5. A FUNCAO fCad

Como vimos no Cap. 2, no p;:::nt.o de acumulagio das bifurca¢es
do mapa quadriatico existem diferentes leis de escala para
di ferentes pontos do atrator. Objetos desta natureza sXo chamados
de multifractais. Halsey et al { 13 ]. desenvolveu um formalismo
para estudar os multifractais através de uma fungZo fCa), a qual
dia a dimensZo global do subconjunto do objeto que possui © mesmo
indice de escala a. Para calcularﬁ fCad no ponto de acumul agio das

bifurcagdes, formamos a funglo de partigio normalizada

k-1
1 ez Tt -T
Pqu.'r) = [—::-‘- ] )X Idk,ml = 1 3.5.1)
c m=0
k Cm-e-zk-") Cm)
associada ao ciclo 2, onde dk - = f: CQd) - f! CO). Nesta
»
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expressio Ek representa o p;:mt,o de superestabilidade do ciclo. Da
ag. C3.5.1> encontra-se a fung¢ao 'z"(Cq). que através de uma
transformac®o de Legendre, nos leva a kaa). Em mapas simétricos
Ca‘=az) f‘kCa) converge, dquando kso, para a fungZo universal fdad,
sende os valores maximos e minimos de a dados por a In 2-71na e
a. = 1ln 2/1ln o, onde z & o expoente de x. Consequentemente,

mwn
tem-se gque a Sa = Z. Noe mapa assimétrico Ca® a>d o
max min 1 z

comportamento oscillatério dos fatores de escala naturalmente
refletem—-se na fungo ﬁfa). Desta forma, wvemos gque n3do existe
apenas uma Unica fungfo fCa) representando o limite assintédtico de
kaa). Verificamos que quando k ¢ suficientemente grande, kaa)
oscila entre duas fun¢gdes limites. Na fig. 3.5.1 mostramos os
valores assintéticos destas fungSes para wvalores tipicos dos
parametros.

Apesar da universalidade de fCad) ter sido quebrada noc mapa
assimétrico, wverifica-se que a ~sa = = para ambas as curvas

. max min

limites. Esta relagfio mostra-se ser muite Gtil para se determinar

o valor do expoente da variavel din&mica em experimentos, mesmo em

mapas assimétricos, onde se conhece f(ad.

3.6. EXPOENTE DE LIAPUNOV

O regime cadtico de um mapa fCxD & caracterizado pela

separagic exponencial de dois pontos inicialmente préximes quando
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Fig. 3.5.1. FungBes assintéticas fC(ad para a‘=a.411?13 e z=2. A

linha pontilhada corresponde ao caso simétrice, a=a,.

> d

1 N’

f b////)\\ ‘l \ i i6
o

Fig.3.6.1. Expoente de Liapunov em fun¢le de asa com a =a +0.2 e
2 "1

z=.
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o tempo evolui. O expoant.é de Liapunov mede quantitativamente esta

separagio, e & definido da seguinte forma

C3.6.1)

uando A<O o movimento & periddico e A>0 indica movimento r;:aét.ico.
Na fig. 3.6.1, mostramos comoc ¢ o expecente de Liapunov para o mapa
governado pela eq. (3.2.1) em fungZo do parametre g o a=Q4
eaz,_.qi.;pg_\fems que gqualitativamente o expoente de Liapunov do mapa
assimétrico e simlar ao do mapa simétrico. Na zona cadtica
existem infinitas janelas periddicas, e a ordem de aparecimento
destas janelas ¢ a mesma do mapa logistico, jA que estes mapas s3o
S—unimodai.s. No entanto, os valores de a onde A anula-se (pontos
de bifurcagio) ou tende a -ow {(pontos de superestabilidaded n3o
mais convergem com uma razio geométrica. Para este .caso, os
valores de a nos pontos de bifurcagdo ou de superestabilidade
convergem com razdes geométricas que oscilam entre dois valores

limites, que s3o agqueles mostrados na fig. 3.2.4.

3.7. CONCLUSOES

Neste capitule estudamos o© comportamento de um mapa n3o
linear com assimetria no coeficiente da variavel dinamica. O mapa

estudado & do tipo logistico, sendo as amplitudes diferentes

—
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Cai#az; veja eq. (3.2.13D. Verificamos que as propriedades de
universglidade observada noc mapa simétrico Ca1= az) s3o destruidas
com este tipo de assimetria. Observa-se que a dinAmica dos ciclos
periddicos slo alternadamente determinados pelos lados direito e

esquerdo do mapa 1terado. Encontra-se que os fatores '51: e o
oscilam e convergem para dois valores constantes. Estes valores

dependem do ponto de acumulagio das bifurcag®es a:C a’.), mas o

produte deles ¢ aproximadamente constante.

Obgservande a autossimilaridade entre fCx, o:iotzf ‘C xC oaicxzD D,

2.16

c°‘1°‘z) T Cx/(cuiofz)z), etc. wverificamos que estas fungBes tendem a

uma fungdo limite, que satisfaz a equag3o h(x) = ﬁh‘Cx/ﬁ). onde 3
é o produtc: o s quando k & suficientemente grande. Proepusemos
um grupo de renormalizagio que consiste em igualar (x> a
aioczf‘Cx/Coctotz)D. @ encontramos através deste método a linha
critica a:Cat) e 3 com boas aproximagles.

Calculamons a fungfo f‘kCa:) que btambém moétrou possuir um
comportamento oscilatério, semelhante ao verificade para os
fatores Sk @ o

- Finalmente, calculamos o expoente de Liapunov

para um exemplo tipico.
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CAPITULO 4

MAPA COM ASSIMETRIA NO EXPOENTE

4.1. INTRODUCAO

Neste capitulc estudaremos um outro tipo de assimetria que
pode ser introduzida em mapas do tipo logistico. SerZo tratados
mapas que possuem uma assimetiria no expoente da variavel dinamica.
No capitulo anterior vimes que a universalidade métrica existente
em mapas unimodais simétricos é destrulda quande existe uma
assimetria na amplitude. No entanto, é observade um comportamento
regular dos fatores de escala: ao invés de possuirem apenas um
valor assintético limite, eles oscilam entre dois valores limites.

Veremos que quando existe uma assimetria no maximo do mapa,
relacionada com o expoente da variavel di n&rﬁica. entLt¥o as relacBes
de universalidade métrica s3o completamente  destruidas. O
comportlamento dos fatores de escala destes mapas sXo totalmente
diferentes em relagfic ao mapa siméirico, mesmo que a diferenga
entre os expoentes seja muito pequena C(~ 1. Observa-se que

existe um comportamento oscilatério divergente dos fatores de
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escala, ou seja, alternadamente crescem e decrescem quando o
periodo se bifurca [ 44,45 1. Estudo do fator 51: ja foi feito
 experimentalmente em osciladores nZo lineares forgadosi 47 1 em
mapas assimétricos Cztaﬁzz) e os resultados obtidos coincidiram com
a teoria.

O presente capitulo estA organizade da seguinte maneira: na
secio 4.2 apresentaremos os resultados numéricos cbtidos para o=
fatores 5]: e o; na se¢cZo 4.3 faremos um estudo da fungio (D
para mapas com assimetria no expoente; em 4.4 mostraremos o

comportamente do expoente de Liapunov em fungXZoe deo parametro

externo; na Ultima se¢io apresentaremos as conclusdes.

4.2. RESULTADOS NUMERICOS

O mapa assimétirico que estudaremos ¢ dado por

z

1
x = fCx) = {1 - alx) . x20 c4.2.1)
t+l t

z
- <0
1 alxt| 2 x

com Z, zz>1. Na fig. 4.2.1 mostramos (30 v=s. x para exemplos
tipicos. Quando 2, = 2= Z recuperamos o© mapa simétrico do tipo
logistico. Na fig. 4.2.28 mostramos o atrator do mapa (4.2.10 em
fungfo de a para Czi.zz) = (2,40 e (4,2). Por =er S-unimodal este
mapa apresenta rota ao caos via bifurcagfo de periodo. No entanto,

verifica-se que a universalidade métrica observada nos mapas
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Fig. 4.2.1. Mapas assimétricos com C(ad Cz‘.zz)=ca.4) e C(bD

Cz_ .,z 3=(4,8].
1’ T2

(o)

Fig. 4.2.2. Diagramas de bifurcacBes para Cad (z‘,zz)-ca.d.) e CbD

Czi.zz)=(4.8).
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simétricos €& totalmente destruida em mapas com assimetria no
expoente da varidvel dinAmica. As séries {Sk} e {o&} apresentam um
comportamento oscilatério divergente quando k cresce.

Na tabela 4.2.1 mostramos os valores obtidos para Sk

usando a definig¢Zo

Sk = e — c4.2.81

onde 3k é o valor de a onde o ciclo com periodo 2k ¢ superestavel,

para Czt.zz) = (4,28). Vemos que quando k aumenta os valores

zuces=zivos de 5& tornam-se alternadamente cada vez malores e

menores. Quanto maior for a diferenga entre z, e z, mais

pronunciado & o comportamento divergente. Quando a diferenca entre

z ez ¢ pedquena, o© compartamento divergente & pouco pronunciado.

Os wvalorezs de Sk quando graficados em fungio de k situam-se
aproximadamente sobre duas retaz. O Angulo entre a retas diminue i.
medida que z, aproxima—se de z,-

Como vimos no Cap. 2 , os valores de Sk podem ser
determinados tanto em funglo dos locais onde o ciclo @&
superestivel ou onde ocorrem a bifurcagSes. Numericamente &
consideravel mente mais Tacil calcular os locais de
superestabilidade do ciclo, que das bifurca¢@es, pols o transiente
para se chegar ao atrator aumenta quando parimetro aproxima-se do
ponto de bifurca¢Z®o. Em mapas unimodais simétricos ambos os
métodos fornecem os mesmos valores para ék. Experimentalmente Sk é
calculado através dos locais onde ocorrem as bifurca¢®es. No caso

de mapas com 21# z, os dois métodos fornecem o mesmo comportamento

qualitative para a série {é&}. ou seja, oscilatério divergente. No
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!I: 61:
_______________ -+ ‘“P.er"s*;-_.
| _1.000000000000___ | 1.12375__|
_._1.1885685861842 | 118.088__
___1.356403706313___ | _ 0.37241__|
|___1.357824831010 | _ 800.653__
___1.361640802733 _ | 0©.13882 |
|___1.361645658018 | 6337.59__.
__.1.361680041880 | _ 0.05078__|
___1. §£_51689947315 1 843@2 1 _1l
| 1.301680154136 | 0.01600
|_.i.3s1880184197 | 1
_..1.361680184235 | |

8, %y
| bifure. | _________1
|__3:.643 __ | 5.30261
. 6.625_ ___| 0.81800
___Z;_ggg____ 29. 0440
|__6.848___ | O.0v6i2 |
__18.01 | 204.042
...6.202 1 0.01657 |
I U 1080.78___|
S W 0.00219___ |
e }.e8186.5 |
0. 00020

———— i — ——r ———— e

Tabela 4.2.1. Valores de Ek. cSk Ccalculados através dos pontos de

superestabilidade e bifurcac%co) e dk para Cz‘.zz)=(4.a).
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entanto, vemos que a divergéncia & muito menos pronunciada quando
Sk & calculado com o= valores dos locais das bifurcag@es. A tabela
4.2.1 mostra os resultadozs de Sk calculados pelos dois métodos
cltados acima. A fig. 4.2.3 mestra Sk ve. k para valores tipicos
de ZZ,

O fator de escala X, definido pela eq.C3.2.3> apresenta um
comportamento semelhante ao de Sk. ou seja, oscllatédrio divergente
quando k aumenta. Na tabela 4.2.1 est3o especificados oz valores
de o para um exemplo tipico.

Foi mostrado nas refs. [ 485 , 4565 1 que um mapa assimétrico
com uma simetria local numa pequena regi3o em torno do maximo,
mostrara um comportamento de um mapa assimétrico nas bifurcagSes ,
até que a regilfio simétrica seja detectada, e neste pontoe existiri
um "crossover' para a rota de Feigenhbaum. Quanto menor for a
reglfc de simetria, mais demorada ¢ a mudanga de rota. Estas
observagies tém uma importincia fisica grande, pois num sistema
experimental apenas as primeiras bifurcagBezs s3Zo possiveis de
serem detectadas. Assim, experimentalmente se um sistema for
governado por um mapa assimétrico com uma simetria leoecal no

maximo, mostrarad o comportamento de um mapa assimétrico.

4.3. A FUNGAO fCad

A fungZo (o) indica a dimensEo do subconjunto de um objeto
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Fig. 4.2.3. Fator 5k como fungfo de k para valores tipicos de
z, e 2. calculados nos pontos de bifurcacXo para c:i.zzu=ca,4> e

(4,2) e nos pontos de superestabilidade para (zl.zz)=(3‘0.8.8).

Fig. 4.3.1. FungZ%o kaaD para (zi.zz)=c4.2310 k=8, €, 10 e 11.



multifractal que possui o mesmo indice de escala a. A maneira de
se calcular f(a) esti descrita na seg3io 2.2.2. Esta fungio quando
calculada nos pontos de superestabilidade do cicle numa sequéncia
de bifurca¢@es converge para um valor limite quando o mapa #é
simétrico. No caso de mapas assimétrices, o comportamento nIo -
universal dos fatores de escala <Sk e o também & observado na
fungio fCad. Na fig. 4.3.1 mostramos a fungdo ﬂfa) para
Cztn53=c4,a) calculadas nos pontos de superestabilidade do ciclo
2%, para k=8,9,10 e 11.

Vemos que gsab oscila, e n3o converge, gquando 21#22. A
rel agdo a In2/lna e a . = lng/lna’ valida para mapas
simétricos, nZo ¢ observada neste tipo de mapa. No entanto, em

todas as curvas estudadas o valor de ama;az,

alterna-se entre =z
mLn -

ez, quando varia-se k. Mais uma vez temos que a dinamica de mapas
assimétricos ¢ dominada alternadamente pelos lados direito e
esquerdo do mapa.

Observe que, embora o maximo da curva de‘ﬂgaj. que coincide
com a dimensZio de  Hausdorff, apresente um comportamento
oscilatério nio poderia ultrapassar o valor 1, ja que este mapa é

unidimensional.

4. 4. EXPOENTE DE LIAPUNOV

O expoente de Liapunov A fornece uma medida qualitativa da
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oot (b)

-0}

Fig. 4.4.1. Expoente de Liapunov para cad Cz‘.zz)=ca,4)e(.‘9)

Cz ,zD0=C4,2).
1 Z
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sensibilidade dos estados cadticos as condi¢®@es iniciais. Assim, o
regime caédtico possui A>O e o regime peridéddico possui A<O.

Na fig. 4.4.1 mosStramos o expoente de Liapunov para
Czl,zz)=C8.4) e (4,2), calculado apartir da eq.(3.6.1). Na regifo
cadtica existe um niumero infinito de janelas periddicas, e elas
aparecem na mesma ordem do mapa simétrico, j&4 que o mapa é
S-unimodal. No entanto, verificamos que os tamanhos relativos das
Jjanelas s3Zo bastante diferentes em relagi ao mapa logistico.
Vemos também que os valores do parametro onde ocorrem as
bifurcag@es (A=0) ou onde o= ciclos sFo superestaveis C(A+—a) nXo
convergem geometricamente com uma razZo constante, comoe no mapa

simétrico, mas possui o comportamento irregular do fator 51:'

4.5. CONCLUSBES

Neste capitulo estudamos o comportamento de um mapa n%o
linear com uma assimetria no expoente da variavel dinAmica.
Mostramos que os fatores de escala o&: e 51: apresentam um
comportamento oscilatério divergente quando k cresce. Quanto maior
for a diferenga entre z, ez, mals pronunciado ¢ o comportamento
divergente. A mudan¢a entre esta representagcZo e a de Feigenbaum &
notavel, mesmo quando a diferenca entre z e z, ¢ muito pequena

C~ 120.

Experimentalmente a detectac®o do comportamento oscilatério
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di vergente de Sk faol feito em ascilladores forgados, mostrando que
nos experimentos s4 as primeiras bifurcag@es s3o passiveis de
serem estudadas, e elas s¥%o determinadas pelo comportamento global
do mapa, independentemente se o mesmo possul uma simetria local.
Estudamos a fungdo f(ad) e mostramos que © comportaments
oscilatdorio divergente de o ¢ também reproduzido ‘em asab. O

expoente de Liapunov foli estudado como fun¢do do parémetra a para

dols exemplos Lipicos.



’
CAPITULO 5

MAPA DESCONTINUO

B.1. INTRODUGRO

As rotas para o caos via bifurca¢fo de periodo, intermiténcia
@ quaseperiodicidade, eostEo assocliadas a mapas co#tinuoe ]
diferenciadveis, os quais s&o gerados por sistemas onde as
trajetérias do fluxo n3o passam perto de um ponte singular. Em
situagBes mais gerails, onde a trajetéria do fluxo passa préximo a
um ponto singular, a analiticidade do mapa resultante & quebrada,
pois a evolugio da varidvel dinaAmica depende de onde sua preimagem
entéd localizada. Isto leva ao aparecimento de novas rotas [44,48]
ao caos, as quais possivelmente s¥o em nimero muito malor que as
trés rotas bem conhecidas, citadas anteriormente.

\"&rios slstemas apresentam singularidades na trajétoria do
fluxo [ 49,50 1. No entanto, © modelo de Lerenz [ 1 ] & o mais
conheclido destes sistemas, o ﬁual possul um ponto de sela na
ocrigem. Se¢Ses de Poincaré apropriadas em fluxos do tipo de Lorenz

levam a mapas com uma descontinuidade no extremo { 51 ldo tipo
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1 - < - Alx‘\-". x>0
x = t(xl) =

z (5.1.1>
ted

2
1 cz a.lxt\ » xx=x0

Cveja fig. 6.1.1). Este mapa. come veremos, apresanta uma nova
rota universal ao caos [ 44 1.

Para ver comoc estes mapas aparecem, consideremos um fluxo em
trés dimensdes, o qual tem uma estrutura geométrica do fluxco de
Lorenz, ou seja, a origem é um ponto hiperbdlico (ou de selad. Na
fig. 5.1.2 mostramos a situagiio que estamos tratando. Consideramos

que perto da origem o fluxo & linear, comportando-se pois da

necaui nte forma

¢ x, 3}. z > = C,u‘x. MY -—.usz) s5.1.2>

com M . M, pn>0. Observe que escolhemos a direg¢io instavel como
sendo X, e as direcSes estiveis y e z. Assumimos que a linearidade

do fluxe & valida dentro da caixa
B = {Cx»,y,2), —-1%xs51, -1.25ys1.2, QOsz%51)>

em torno da origem Cveja fig 5.1.8). Suponha que comegamos a
evolu¢iio no tempo t=0 num ponto Cxa. Yo 1> na face U. Se »0, sua
__érbita passa pela face F' de B no tempo t.* = -Cl/,u’.)ln *x, (i.e.,

wCct™ = x expCp‘t*b = 11. Logo

(5.1.30

H z/“ 1 “a"“ s]
o

Cxo. L 15 - [1. Yo%o y X

no tempo t”™. Vemos ent¥o que © fluxo dentro da caixa B mapeia
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Fig. 85.1.1. Mapa descontinuo para Cci.c2)=co.0.1). z=z=2 e
‘ 2

a=1.8.

(b’iitz,l-)

Fig. 5.1.2. Caixa dentro da qual o fluxo passando préximo do ponto

de sela é linearizado.
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qualquer linha x=const. em U numa linha z=const. em F'. Postulamos
que o fluxo fora da caixa nlo passa préximo de nenhum ponto

singular e que as linhas com z=const. em F' s%o mapeadas de volta

em linhas com x=const. em U.

Denotando agora os pontos onde o "manifold” instavel partindo
de 0" @ O passa por U como Crpv vy 12 e nge My 1D

respecti vamente, teremos

My H,
3¢ y +ay x + t.o.s.Cx D
o 1 ] o“ s
— 2 i
Yy r, * ay x, + t.o.s.Cxo) (5.1.4a>
1
quando xo>0. e
Hy H,
x, n, + 1:1‘3,|ro><n"-‘r - +t.os . (x)D
2 "1
Yo | n, + bzyoxo + t..o.s.(xo) (5.1, 400

quando x":(O onde a, a,. b‘. ba s¥o os coeficientes da expansZo de

Taylor t.o.s.Cxo) significa "termos de ordem superior” em *,-
Vemos entio que o mapa na variavel x, é do tipo da eq.(5.1.1> com

2z =z = p’/p’.. Consideraremos nemta equaglic 2>1. No entanto

convém cbservar que o modelo de Lorenz original possui z<{1, tendo
© mapa correspondente um "cusp®, favar;ccendo uma transig¢lio de fase

de primeira ordem. Porém n%¥o & dificil encontrar mapas com z>1,

tais como

5{81.8Cx-y)+cxz

y = =7.2y + x2 + ux* €5.1.%
z=-2.7z2 + Xy - 0.07z"
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onde oz autovalores na origem sko dadom per y‘=1.8. pz=7.3 -
pasa.'?. ¢ portanto, z=1.5.

Verificamos que mapas descontinuos governados pela
eq.cs.i.i). com 2‘.zz>1. possuem uma rota para o caos com leis
_gniver:ain bem definidas e diferentes das trés ouiras rotas bem
conhecidas. Para este tipo de mapa a rota ao caos €& através de
sequéncias de camcatas inversas em progressafic aritmética. NEo
existe caos nos pontos de acumul a¢gfo das cascatas; o caos aparece
apenas no pontoe de acumul agZo dos pontos de acumulagBo.

O objetivo deste capitulo & estudar com detalhe as
propriedades mais relevantes desta nova rota. Na seglo 8.2
estudaremos a evoluglio do atrator quando os parametros externos
sfo variados; na se¢Xo B.3 veremos como comporta-se o comprimento
do cleclo quando varia-se o parametro a dentro de uma cascata
inversa; em 5.4 estudamos a dimensﬁ‘;o de capacidade de atrator no
ponto de acﬁmulaq!o de uma cascata inversa; em 5.5 vemos comao € o
“oerogssover” do mapa continuo para o descontinuo; em 5.6 mostramos
como & a formagXo das sequéncias de Metropolis-Stein-Stein para o
mapa descontinuo; em 5.7 estudaremos o expoente de Liapunov; em
5.8 0 expoente de incerteza é calculade para alguns valores do
parimetro a; em 5.9 exibiremos um ciclo de histerese resultante
da dependéncia do atrator com a condig¥o inicial; em 5.10
calculamos _a_fung®o f(ad do conjunto multifractal existente na
entrada em caos; em 5.11 estudamos como o mapa descontinuo pode
sar tomado como um caso limite de um mapa continuo; finalmente as

conclusBes s¥Xo elaboradas na se¢lio B.12..



6.2. EVOLUGCXO DO ATRATOR

-Em mapas descontinuos governados pela eq. (85.1.13 a rota ao

e s e . B s e AL A A e ) S e . —— —— — ——— — — ——— . m— — e —p sy

Na fig. 6. 2.1 mostramos a dependéncia de a™ Cvalor de a onde o
sistema entra em caos) e a“ Cvalores limites de a onde nic existe

mais atrator finitod) no espago de para&metros Cs‘,s .at,azb para o
mapa da eq.(5.1.1) ‘. Na fig. 5.2.2 mostramos a™ como fungloc da
condi¢lo inicial x, Para valores tipicos dos par&metros € e £, .
Na eaevoluglo do atrator com o parimetro externo a, vemes o
aparecimento de sequéncias de cascatas inversas em progressio
aritmética € "inversa" refere-se aco fato que a decresce quando se
aproxima do ponto de acumulagio da cascata)d inicialmente
migturadas com bifurca;&a de pericdeo tipo Feigenbaum. A primeira
cascata (para a crescented quando Ca",az) = C0,0.1> &
-..12+410+8+6.4, que se acunmula em &a=1. Depois desta cascata
observamos duas bifurcagdes e mals adiante aparece a cascata
inversa ...381+17+13+0, @ entic novamente uma bifurcag¢lio para o
periodo 18. Esta bifurca¢Zo & a dltima antes da entrada em caos.
Seguem-se mais cascatas inversas ...76+88440+422, ...70-48.26,
...108+.82456, ...142+86430, etc. Observamos que na formagc¥o das
cascatas existe a seguinte regra: em cada cascata o periodo cresce
aritmeticamente, adicionando-se o primeiro elemento que existe
imediatamente antes do seu ponto de acumulaglo. Na fig. 5.2.3

mostramos a evolugdo do atrator em fung¥o de a para o exemplo

citado acima, cu seja, Ct‘.c’)=co,0.1). Na verdade, observa-se que
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Fig. 5.2.1. Cortes especiais nas hipersuperficies da "primeira

entrada em caos” a® e do "desaparecimento do atrator finite” a ,

no espago C.c’_..s:.a) para z‘=zz=2 e xoﬂo. B.

v £201, E40
- €20 , Eg O
- £| 'Ez' 0

Fig. 6.2.2. Dependéncia de a™ com X  para Cc‘.cz)=co.0.13.

Ce ,£ 3=€0.1,00 @ & =c_= O.
17z 1z
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Fig. 5.2.3. Evolugio do atrator em fungio de a para z:-'z:f-'a.

Cc‘.sz) =€0,0.1) e xo=0. 3.

Fig. 5.2.4. A fun¢¥o £5¢0 paré a=1.03, Cs‘.cz)a'co.o.i). z"-=zz=a e

xo=0-5.
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existe uma estrutura muito mais fina, ou seja, ontre quai squer
dois elementos de uma cascata, existe uma outra cascata que
obedece 4 regra mencionada . Por exemplo, entre os elementos 40 e
22 da terceira cascata, existe a cascata ...102-+62-+22; entre os
olamantcs,ioa_o 62 desta cascata, temos a seguinte ... Z266.164-562,
e assim por diante, Os elementos das cascatas aparecem de forma
descontinua, comoc uma bifurca¢liio tangente, quande um dos pontos do
atrator toca o elxo %x=0. No entanto, n&o apresentam intermiténcia,
pols a fung¥o iterada fC(fC... (O3] apresenta degraus gque cruzam
a bissetriz (O = x. Veja um exemplo na fig. 5.2.4.

Representamog na fig. 5.2.8 a evolug¢lic do atrator como
fung¢io do tamanho da descontinulidade, para um caso tipico. Nos
referiremos a tal diagrama de fases como 'cache de bananas®.
Inielialmente, vamos fixar € @ variar a. Vemos o comportamento
descrito acima: cascatas inversas cujos periodos creascem
aritmeticamente e acumﬁl am~se& em valores de a, imediatemente
abaixo dos quals aparece o periodo que ¢ precisamente a constante
aditiva da cascata, Além do mais., entre quaisquer duas bananas
sempre existe uma outra banana. © mesmo comportamento ¢ observado
se fixarmos a e variarmos €, Cou £,» ou ambos, com ct#cz). Os
pontos de acumula¢fio por sua vez acumulam-se (para a crescente e
Cc‘.cz) fixos) num ponto que é& a entrada em caos. Em outras
palavras, temos um ndmero C(provavelmented infinito de paontos de
acumul agXo onde n¥o existe caos Cexpoente de Liapunov negatived, o
qual aparece apenas no ponto de acumulag¥o dos pontos de

acumul agXo.

Para Cc‘.c.) fiwos, existe uma dada banana entre um valor

minlimo a': o um valor méximo a:. Dentro de uma cascata de bananas
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Ceujxn soquénéia & denoctada por k=1, 2, 3, ....D, verificamos que
m m m m z’.
| a ~— &, | ~ 1 a_, " ] (5.2.1ad

bem como,

(6.2.1bd

para k grande o suficiente. A mesma leli se verifica para < a.: >,

para todas as cascatas, para valores de Cc‘.czb. tais que c‘#c .

2
Na presenga ou auséncia de termos de ordem superior na eq.

(5.1.1>, & tambhém ge Tixarmos a e variarmos Cc‘.czb.

8.3. COMPRIMENTO DO CICLO

Para cada cascata o comprimento do ciclo estavel k-ésimo como
fungfio do parimetro a pode ser determinade da seguinte maneira:
seja B a constante aditiva da cascata e E’k o comprimento do
k-ésimo ciclo. Assim teremos

£, =A+Bk €5.3.15

onde A ¢ um niméro natural. Usando a eq. (5.2.1a>, obtemos

(k=02) (B.3.2>

onde .’fo é¢ um ndmero inteiro. Analogamente, se tivéssemos usado a

eq. (5.2.1b) obteriamos uma relagio semelhante onde Cak - ak“)

seria substituido por an - ‘m)' Na fig. ¢(5.3.1) mostramos o
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Fig. B.2.5. Diagrama de fase para 21==a=a' €, 0 e x,
~-s€ O caso
ndmercs indicam o periodo do atrator. Para c‘wo recupera

conhecido de bifurca¢¥o de periodo.
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Fig. 5.3.1. Grafico de In £ como fung¥o de 1nCa™ a> para

Cct.£2)=co.0.001). 2=z, =2 e x°=0.5. Os numeros indicam o
comprimento do ciclo. As linhas pontilhadas d&e o comportamento

assintdético deste grafico para o mapa logistico.
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comportamento de ¥ em funglio de Ca* - &) para um exemplo tipico
.
Ca’ é& o valor do parametro para a entrada em caos).Nesta figura

estd mostrade também o comportamento assintético de ¥ para o mapa

logistico.

5.4. DIMENSAO DE CAPACIDADE DO ATRATOR NO PONTO DE ACUMULAGXO DA

CASCATA

Os novos elementos de uma cascata inversa que vio surgindo
quando o parmetro externo varia, acumulam-se sobre os elementos
do atrator que existe imediatamente antes do ponto de acumula¢Zo
da cascata inversa. Na fig. 6.4.1 mostramos um exemplo esquemitico
para esclarecer este ponto. LA vemosJa cascata ...18+414410 e entre
os elementos 14 @ 10 a cascata ...38+24+10 Clinhas pontilhadas).
Se denotamos x;¢ o elemento q do k—ésimo ciclo de uma cascata Cq
< fk; q crescente denotam aproximaglico aoc ponto de acumulagfio dos

novos elementos), as seguintes lels sXo observadas

(@ (q+1d (q-1 (@ 1
|xk“ —x}f" | ~ |xk‘l —xh“ | (5.4.1>
ou equivalentemente,
E 3
1

qQ @ 3 | X0 @ 5. 4.2

para q @ k suficientemente grandes. Estas leis nos permitem
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calcular a dimens%oc de capacidade do atrator no ponto de

acumul agEo de qualquer cascata. A dimensiio de capacidade para um

conjunto ¢ definido por

dc - 11m ——————— CS- 4- 3)

onde NC& & o numero minimo de segmentos (para o© caso

uni dimensicnal) necessarios para cobrir o conjunte. Se tomarmos

a
z
e = | . (z>| 1. entio NCed = q ., logo

d = 1im .._....!'.99..9 _______ qQ
< . 1 lx(t)_x(Z)lzt
q ogix, X
= et 11m 2299 - o 5. 4.4
(1) (2)
loglxk %, | q- z,

No cas0 de mapas unimocdais a dimensfo de capacidade no ponto
de acumulag¢Zo das cascatas C(de bifurca¢des) ¢ um numero

fracionarlic, compreendido entre O e 1.

’
B.6. "CROSSOVER" DO MAPA DESCONTINUO PARA © DE FEIGENBAUM

O numero de bifurca¢des tLipo Feigenbaum no mapa descontinuo
depende do tamanho da descontinuidade. Quanto menor for o tamanho
da descontinuidade, maior ser4d o nimero destas bifurcagSes,
divergindo quandce a descontinuidade desaparece. Por exemplo, para

’
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Ca‘.czb = €O, 0.0001> ocbservamos seis bifurce¢Bes antes da entrada

em caocs, enquanto que para Ca‘. ez) = (0, 0.1> sXo observadas

apenas tLrés.

Nas figs. 5.2.3 « 5.3.1, vemos que o clclo de periode deis
resultante da primeira bifurcaglfio. desaparece num certo valor de a

e reaparece mais adiante. O valor do parAmetro a onde o cicle com

f-z
periocdo Z desaparece @ reaparece siio dados por a, = 1 -~ a;." ‘e
x

a = a1 - c‘)/O. - az) ‘. respecti vamente. Os valores de a, e a

s¥o levemente modificados, dependende do atrator para o qual o

sistema evolul (veja se¢lio 5.8). O lugar onde acontece a primeira

cagcata inversa &é precisamente a Na fig. B5.5.1Cad> e B.5.1(bD

d’

mostramos £2€x) para a=a, e a=a para um exemple tipico. O

reaparecimento do ciclo 2 pode mesmo se dar depois do sistema ter

entrado em cacs. Por exemplc, para Ca‘,ezb = (-0.1,0.17 temos PRale
1.83 @ ar= 1.358. Observe que para €= e= € Cmapa continued a, =
a = <1 - c‘)l—zt, o que llustra como o “crossover" para a rota de

bifurcagBes acontece. Um estude analitico semelhante pode ser

feito para os ciclos 4, 8, etc.

5.6. SEQUENCIA MSS PARA O MAPA DESCONTINUO

Nos mapas descontinuos governados pela eq. B.1.1 existe uma
lei de formag3co para a ordem em que o= pontos no atrator s¥o
vigitados. Denctamos por R (LD oms pontos que estloc localizados &

direita C(esquerdad de x=0. Como j4 foi mencionado, o atrator se
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Fig. 5.4.1. Exemplc esquemitico da cascata inversa ...18+14+410 e

da cascata "intermediaria”™ ...38+24+10. A figura esti fora de

escala.

~1]: (o) -1 (b)

Fig. 8.85.1. Grafico de £f*x para z,=z,=2, C£,,£=C0,0.1), x_=0.5
e C(ad) a=ad=1. e (b)) a=ar=1.234.
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modi fica quande algum de seus pontos toca o eixo »x=0. A construclio
da sequéncia MSS numa cascata inversa, di-se da seguinte forma:
seja Ph a sequéncia do clicle n que existe imediatamente antes.do
ponto de acumulaglic desta cascata e Plr. a sequéncia de um cicleo k
qualquer da cascata. A sequéncia de ciclo m que resulta da adig¥o
do ciclo n e do cicle k é dada por Pm = Pka“. conde g = R (L) se a
tltima bifurcacio que antecede esta cascata toca o elxo x=0 por o’
€0™ ). Por exemplo, para o caso Ce,£) = €0.1,00 em aXx 1.247, o
atrator de pericde 4 toca o elxo x=0, fazendo surgir a cascata
..-18+414+10. A sequéncia MSS associada acs ciclos 4 @ 10 s¥io dadas
por P‘=RLR e F;O=RLRRRLRLR. assim as sequéncias dos ciclos 14 e 18
serlio dadas por P“= P‘OLP‘= RLRRRLRLRLRLR @ P“= P“L.P‘=
RLRRRLRLELRLRLELR. Entre os ciclos 14 e 10 existe a cascata
.- .38+24+10. Logo as sequénclas MSS associadas a estes ciclos sl

P =P LP e P =P LP .
24 410 14 a8 z4 14

5.7. EXPOENTE DE LIAPUNOV

O regime cadtico ¢ caracterizado por uma grande sensitividade
a&s condi¢@es iniclais C(valores de xoj. O expoente da-liapunov A
fornece uma medida quantitativa desta dependéncia (A{0 e X>0
correspondem respectivamente a érbitas periodicas e movimento
cadticod.

Usando a defini¢c¥o dada pela eq. ¢ 2.2.3.8 O calculamos o

expoante de Liapunov para Cc’..c.) = (0, 0.13, © qual esti mostrado
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Fig. 5.7.1. Evoluglo do expoente de Liapunov como fungic de a para
Cct.sz)=co.0.1). z‘=zz=a e x°=0.5. O= ndmeros nos "dedos" indicam
© periodo do atrator. C(c) ¢ uma ampliagfo do pequeno retingulo em

Ch), que por sua vez ¢ uma ampliag¥o do retangulo em a.
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na fig. B.7.14. A primeira entrada em caocs para este sistema
acontece em a = 1.5447414. Na fig. 5.7.1 obser vamos
caracteristicas peculiares associadas ac expoente de Liapunov para
o mapa descontinuo: Ci) a estrutura ¢ aproximadamente autossimilar
por variagXo de escala; (iid os "dedos" correspondendc a periodos
grandes (pequenos) sio estreitos (largos); para uma dada cascata
eles tornam-se mais estreitos quando o periodo cresce e tendem a
valores mais negativos de X, exdbinde (provavelmented periodos
infinitos sem caocs; o dedo mais alto e mais largo de uma cascata,
corresponde ac menor periodo desta cascata; se considerarmos os
periodos menores de cada cascata, vemos que os plcos aproximam-se
de A=0 quando o sistema aproxima-se da entrada em caos; Ciiid
mudan¢as de periodo ocorrem para A+—-w, em contraste com as

mudangcas de periocdo da rota de bifurcagBes, as quais ocorrem

quando A=0.

B8.8. EXPOENTE DE INCERTEZA

Sistemas din&mlicos n%o lineares tipicos, em geral possuem
mais de um eéestado final assintético possivel. Em tals casos, o
estado final que o sistema é levado depende do seu estado inicial.
Assim uma incerteza na condiglio inicial do sistema proveca uma
incerteza no atrator ao qual ele evwlui. O expoente de incerteza
{ 82 1] fornece uma medida quantitativa de quico sensitivo 4 o

estado final com respeito a pequenas mudangas nas condigBes
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iniciais.

Para definir o expocentie de incerteza, consi doroms que os
parémetros externos do sistema dinmico slo mantidos fixos,
Suponhamos que ‘depﬁndtndo da condiglo inicial o sistema possue
dois estados assintéticos finals possiveis, A ou B. Em outras
palavras, o conjunto de pontos iniciais & dividido em duas bacias
atratoras. Escolhemos agora um ponto inicial x, que leva, digamos,
aoc atrator A & construimoes uma esfera de ralo ¢ centrada em x
Se dentro desta esfera existem pontos iniciais que levam ao
atrator B, diz.emon que o ponto inicial x, ¢ incerto (para aquele
valor de £). Suponhamos que um grande ntimero de condig¢g®es iniciails

s%0 analisadas desta forma o (&) denota a fraglio dos pontos

incertos iniciais para um dado £. Se no limite £+40 tivermos
fCed) =k & © €S.8.1)

com o:_tt':i. entBo o sistema apresenta sensibilidade no estado final
@ o & dito expoente de incerteza. Este expoente caracleriza a
estrutura do contorno entre as bacias atratoras; quanto menor for
o mals complicada & o contorne. Neste caso, uma melhora
substancial nas condi¢Bes iniciais provoca um decrescimento
relativo muito pequenc na incerteza do estado final. Para linhas

de contorno simples o = 1.

A dimensXo de capacidade da linha de contorno & dada por

d=D-0t.‘_ (5.8.2

onde D é a dimensionalidade do espago de fase. Para mostrar isto
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heuristicamente cubramos a linha d& ¢ontorno com cubos de dimensio
D @ lado £, sendo £ a incerteza na condig¢So inicial. Assim, o
volume da regifio incerta do espago de fase seri da ordem do volume
total de todos os N(ed cubos D-dimensionais de lado ¢ necessarios
para cobrir a superficie de contorno. Desde que o volume de um
destes cubos D-dimensionais é cn. o volume incerto do espagco de

fase é da ordem de & NC&d. Como NC&d ~ c_d. por definlglo., entiio

£°Neced ~ EH. donde pode—-se egtimar a; como sendo o, = D-d.

Mapas do intervale S-unimedails possuem no méximo um atrator
finito. Assim, independentemente da condigZo inicial escolhida o
atrator para o qual o sistema evoluli depende apenas do valor do
parimetro externo. Para mapas com uma descontinuidade no extremo
este comportamento & modificadoe. Em tais casos, mais de um atrator
finito Ctipicamente dois atratores) aparecem quando cruzamos de
uma banana (veja fig. 5.2.5 2 para sua vizinha (observamos isto em
muitos cruzamentos, proavalvemente isto acontega em todos eles).
Estudamose a sensibilidade na condigio fina].. para ©o caso
Cet.%):co.o'.i). em dois valores do parimetro a, ou seja, a=1.3 e
a=1.540344. Na fig. 5.8.1, mostramos as baclas atratoras para
estes dois casos. As regies pretas e brancas correspondem
respectivamente a ciclos de periodos 8 @ 2, para a=1.3, e 26 e 21,
. para a=1.540344. Para calcular o expoente de incerteza
conslderamos, no intervale de x X correspondende a atratores-
finitos Caproximadamente [-1,133,N valores para x, aleatoriamente
escolhidos CN=10%). EntZo,para um dado & C&S10™™ iteramos as
condi¢Bes iniciais K, Xt @ x -c, até que cheguem aos seus
atratores. Denotamos Ni_ o nimerc de pontom incertos. i1isto &,

aqueles em que uma ou ambas das condi¢Bes iniciais perturbadas
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levam a um atrator diferente daquele de Xq- Na fig. B.8.&
mostramos lnCN_t/N) como fun¢¥o de £ para os dois valores de a
escolhidos. Os pontos da figura caem aproximadamente sobre uma
linha reta, cuja derivada darid o expoente de incerteza.
Encontramos atg 0. 88, Co:i-z 0.22) para a = 1.3 Ca = 1.540344).Assim
a dimensXoc do conjunte de pontos que separa as duas bacias
atratoras Cdada por 4 = D - oti? serd d=0.15 (¢ d=0.88). De uma

forma geral, observamos que o expoente de incerteza varia muito

'irregul armente com a.

5.9. HISTERESE

Experiéncias numéricas em mapas com mais de uma bacia
atratora podem apresentar o fendmeno de histerese, quando se varia
o paraimetro externo. O atrator ac qual o sistema evolui dependera
do valor de x, usado nas diversas etapas do experimento. ‘Na fig.
5 8.1 exibimoé um ciclo de histerese para Cz:l.cz) = €0,0.1>2. ©O
sistema & preparado inicialmente com as condigSes X, = C e a=1.3,
6o que o leva ao atrator com periodo 2. Depolis de algumas
itera¢®es, o pariAmetro de controle & modificado para a=l1.2, com a
condi¢Xo inicial x=0.8871, e como consequéncia o ciclo limite
agora tem periodo quatro. Voltando agora o parimetro externo para
a=1.3 e condi¢Xo inicial »x=-0.1703, vemos que o ciclo limite tem
perfiode cito, @ n¥o mais dois, como era inicialmentemte para este

valor do parametro. Este fendSmeno de histerese pode ajudar na
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detec e experimental desta nova rota ao caos.

S.10. MULTIFRACTALIDADE

O atrator no ponto de acumulagiio das bifurcag@es governados
pela eq. (5.1.1> ¢ um objeto complicado. A probabilidade de
distribui¢io dos pontos possui lels de escala diferentes em
diférentes regides do G‘Lf‘éﬁoh, razio pela qual este objeto &
chamado de multifractal [ 13 ) . O formalismo usado para estudar
os multifractais consiste em cobrir o atrator com caixas,
indexadas por 1, de tamanho li. e assumir que a densidade de
probabilidade se éscala com p. ~ lia. no limite li_-tO. A.
caracterizagiio de um mul#ifractal ¢ feita atravées da fungZo fCad,
a qual é a dimensio do conjunto de pontos que possuem o mesmo
indice a. Através de uma transformagfio de Legendre, fCad pode ser
rel acionada com as dimensBes generalizadas IIJ"‘l [ 14 1. Oz valores

minimos ¢ méximos de a coincidem com a Doo @ D—oo;

© valor maximo de
fCad coincide com a diménslo de Hausdorff Do' Na fig. 85.10.1
apresentamos (a4 para o mapa descontinuo com Ccl.c:) = €0,0.13.
Sua forma & diferente, mais quadrada, em rela¢3o aquela obt.ida'
para o mapa continuo. Os valores aproximados para Do’ Dm @ D—m sio

respectivamente 0.058, 0.45 e 5.7. Observamos que para este mapa a

relacko Doo/D-m=z n¥o mals & verificada.
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’
5.11. MAPA DESCONTINUO COMO UM CASO LIMITE

Desde que mapas fisicos reals provavelmente nlio exibem uma
descontinuidade (totalmente abruptad, iremos considerar nesta
seglio ¢ sequinte mapa, que tambhém pode ser dorivade do modelo de

Lorenz [ B5i 1J.

x,, = fCx> =1 - e|x|YsgnCx> - ajx|” (5.11.1>
com widz. Quande w«l este mapa possul uma forma bastante similar
aoc mapa da eq.(5.1.1)>, mas sem descontinuidades Cver fig. 5.11.1).
No caso w=0, a parte de (3> perto de x=0 & transformada numa
descontinuidade, e recobramos o mapa descontinuo Ccom £1=£z=s>' A
derivada Schwartzliana, definida pela eq. ¢ 2.2.2 ), neste mapa &
positiva em torno de x=0. Na fig. 5.11.2 mostramos a evolug¥o do
atrator em fungSc de a para um caso tipico. Esta 'figur-a &
"macroscopl camente® siAmilar- 4 fig. 5.2.3. Prédximo de a=1
observamos clclos com pearicdos ZS+6+4, que constituem uma
reminiscéncia da cascata 2...10+48+644. Quando w cresce, © mapa
torna-se cada vez mais semelhante a0 mapa logistico, portantoc um
“crossover" para a rota de bifurcagles de periodos & esperado. Na
fig. (5.11.3) mostramon este "crossover" estudande o expoente de
Liapunov do sistema numa determinada regific de a. Inicialmente
‘VGME que os extremos correspondentes a&s mudangas de periocdos 246
e B+4 tornam-se cadticos, Jjuntam-se num Gnico extremc e depols

torna-se cadtico novamente.

Para &0, encontramogs em todog o8 casos westudados, uma
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Fig. 5.11.1. Grafico esquematico de fC(x) dada pela eq. (5.11.1D

para wd.

Fig. 5.11.2. Evolugloc do atrator como funglio de a para eq.(S5.11.1)

com £€=0.1, w=0.1, z=2 e X, = 0.5
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Fig. 5.11.3. Expoente de Liapunov como fun¢%c de a para £=0.1,
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do atrator.
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entrada repentina em caos quando o par8metro a & variado. Por
outro lado, para {0 encontramos antes da entrada em cacs uma
sequéncia de bifurcagBes de periodos com uma razio de convergéncia
do conjunteo {51:} sendo aproximadamente a mesma do mapa logistico.
Portanto, observamos 1indicagBes de uma rota para o caos via
bpifurcag¢gBes num mapa que possul derivada Schwartziana positiva
num certo intervalo de X em torno de x=0. Esta & uma situagio n¥o
usual, desde que todos os mapas estudados até o presente que
apresentam rota via bifurcagfio possuem derivada Schwartziana

negativa em todo o intarvalo de defini¢iio da variavel.

5.12. CONCLUSOES

Neste capitulo estudamos as propriedades mais relevantes
relacionadas com uma nova rota ao caog, assSociada a mapas c¢om uma
descontinuidade no extremoc. Mapas deste tipo surgem, por exemplo,
em modelos tedricos de sistemas cujo fluxo passa préximo a um
ponto singular. Verificamos que em mapas descontinuos governados
pela eq.€(5.1.1> a rota ao caos ¢ completamente diferente das
demals conhecidas. Neste caso, a rota & através de sequ&nciaé de
cascatas inversas em progressiio aritmética; a raz¥o de crescimento
dos periodos em uma cascata € o periodo do atrator que existe
imediatamente antes do ponto de acumula¢lo desta cascata. As
outras caracteristicas mais relevantes sko: nlo existe caos nos

pontos de acumulagXo das cascatas, © caos aparecendo apenas no
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ponte de acumulag3o dos pontos de acumulaglo; estruturas
autosimilares por varia¢ifo de ezcala =¥Xo observadas no diagrama de
fases e no expoente de Liapunov; para determinades wvalores do
par&metro a (no estado n¥o cadticod o atrator para o qual o
mistema ¢ levado depende da condig¢8So inicial 0 fazendo com que o
sistema apresente o fendmeno de  histerese. Além destas
propriedades, mostramos também come & o “crossover' para o mapa

continue, e consequentemente, para a rota de bufurcagles.



’
CAPITULO &

INDICES DE ESCALA E MULTIFRACTALIDADE ASSOCI ADA

A M-FURCACDES NO MAPA x* =1 - a|x|*

6.1. INTRODUCAO

Neste capitulo estudamos numericamente o camporta.mant.é
uni versal e as propriedades de escala associadas com as

M-furcac@es no mapa

x, = x> =1 - a.[x'.lz . CZ>1D cs.1.1>
o qual mapeia o intervale X &« [-1,1] nele mesmo. Este mapa

. determina o comportamento dinamico de qualquer mapa unidimensional
que tenha apenas um maximo e cujo termo dominante seja de ordem z.
O caso_z=2 & puito comum na hatureza [(18,33], mas outros valores
de z s¥o possiveis de serem encontrados. Por exsmplo, Kuramoto et
al.{ 853 ] encontraram z3l .2 num modelo matemitico que descreve
certos processos de turbuléncia quimica.

Estudos recentes no mapa (8.1.1) foram feitos usando-se



-107-

métodos analiticos [(B4,88-80], simulagco numérica [(B85,57,50,61,841]
@ grupo de renocrmalizac3o [(S6]. Verifica-se que o comportamento
qualitative do mapa n¥o muda com respeitoc & sequéncia de ciclos
quando z varia (i<z<ad, j4 que este mapa é S-unimodal [ @ 1 O mapa
6.1.1 _possui atratores finitos com x @ [-1,1]1 apenas para 0O<a%2.
Quando a aumenta (partindo de a=0) observa-se que o atrator possuil
umna sequéncia de bifurca¢Bes com periodo 2" Ck =0, 1, 2....2. O
per iodo 2" bifurca em akCz) e di origem ao periodo a"“. A
sequéncia {ak} converge @ acumula-se Ckeawd em amCz). onde o
sistema entra em caos. Na fig. 6.1.1 mostramos o© diagrama de
bifurcac®es do mapa 6.1.1 para z=1.1, 2, 4 e 10. Na regifio casdtica
exist.é um numero infinito de janela periddicas, cuja ordem de
aparecimente n¥o depende de 2z [ O l. Escolhidas numa ordem
particular, estas janelas formam sequéncias de M-furcag@es (MZD,
que s¥o generalizagBes das bifurcagBes (M=2). As M-furcacSes
posSsuem uma sequé::ncia de pericdos dada por M“ Ck =1, 2, 3,...0 @
as janelas destes periodos n¥o s¥o adjacentes no eixo do parametro
a. Na fig. B6.1.2 mostramos as Janelas com perfiodos 3 e 9
pertencentes A série de trifurcacBes 3¥ ¢k = 1, &. Apesar das
Janelas tornarem-se cada vez mais estreitas A medida que M cresce,
jJi foi possivel observar experimentalmente a sequéncia de
trifurcaces [18,23].

Todas as _sequénclias de M-furcacBes apresentam fatcres de
escala que convergem e definem classes de universalidade
determinadas pelo expoente z, no sentido em que estes fatores nEo
s¥Xo alterados se termos de ordem superior forem inseridos na eq.

B8.1.1. Na direcZc a existe o fator de aescala & & na diregXo x
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Fig. 6.1.1. Diagrama de bifurca¢Bes para Cad z=1.1 Cbd z=2 Ccd 2=5

e {dy z=10.

134 173

Fig. 6.1.2. Janelas com periodos 3 e 8 (indicada pelas setal no

mapa com z=g,
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existe tode um conjunto de fatores de escala Cos principais s¥o o
e oY associadas aoc atrator ne ponto de acumulag¥o das
M-furcagSes, que Jjuntos formam a funglio o. A existéncia de um
conjunto d; indices de escala caracteriza a presenca de um
multifractal, o qual pode ser também estudade através da funglo
fCad.

O estudo de ofzd, &z), olz) e Ca,z) para as bifurcacSes no
mapa 6.1.1 fol feito por van der Weele et al.(50]1. Neste capitulo
estudaremos estas mesmas fungSes para o caso das trifurcacg@es
C(M=3), das tetrafurcacBes (M=4), e das pentafurcagBes C(M=85). O
capitulo esta organizado da seguinte maneira: na segunda se¢lo
introduziremos a sequéncia MSS Cver seglo 2.2.1) para as
M-furcagBes e o método usado para determinar os pontos de
supaerestabilidade dos ciclos; a terceira seg¢lo & dedicada ao
estudo do fator &, a quarta ao fator a, a quinta & fung3o o e a

sexta & funci3o fCad. A dltima seglo & dedicada &s concluses.

6.2. CALCULO DOS VALORES DO PARAMETRO PARA OS CICLOS DE
SUPERESTABI DADE

Cada érbita periédica no mapa €6.1.1), quer esteja ou nio na
zona cadtica, possuli um valor do parametro no qual a érbita inclui
o ponto critico (Cmaximo) do mapa. Neste valor do parimetro o ciclo

é¢ chamado de superestavel. Seguindo as imagens do miximo &
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possivel formar uma palavra de R’s e L's se as ilteracSes
subsequentes na 6rbita situam-se no lado direito (R) ou esquerdo
CLY) do maximo. Esta palavra é& chamada sequéncia MSS { 8 1 dg
ciclo. No caso das trifurcacBes e tetrafurcagBes os ciclos basicos
3 e 4 possuem sequéncias RL e RLL Cou RLD . Existem trés tipos de
sequénci as associadas ao ciclo basico B das pentafurcagBes, quais
sejam, RLRz. RLZR e RLY. s sequéncias relacionadas com os
periodos de ordem superior das M-furcag@es seguem uma regra
introduzida por Derrida et al.f 12 ] A regra pode ser enunciada
\da sequinte forma: sejam P e Q duas sequéncias existentes
correspondendo a perfiodos k e 1; tem-se que QP & uma sequéncia
também existente de periodo kl. Mais precisamente, =e P = o

i

o ...0 Co=R,L), entio
2 -1 i

Q*P=QT‘Q1'2...Q1'1_‘Q . (8.2.1D

onde T { = o, se Q tem um nimero par de caracteres R
t o, na situagclo oposta

Por exemplo, a sequéncia de periodo 8 resultante da trifurcagfo da
sequéncia Rl & denotada por CRL)*a = RLLRLRERL. Qualquor ciclo de
um M-furcacio segue a regra de formac¥o anunciada acima.

A procura direta do valor do parimetro onde © ciclo é
syperestivel para o mapa (6.1.1) & muito dificil, excetlo para o
caso das primeiras bifurca¢Bes. No entanto, um método introduzido
por Hac Bai-Lin [57.82) permite calcular o valor do parimetro onde

o ciclo & muperestsvel para qualquer érbita com uma determinada
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sequéncia. Vanos explicar ezte método usando a sequéncia RLRR,

correspondendo a um ciclo de periodo 5. No ciclo superestivel as
iteraces do mapa inicia de x =0 ¢ vai oid x=0, i- e
T (f Cf (f (fCa,0023333=0 (a.2.2
RR LR
onde o subindice R ou L indica qual dos ramos direito (R ou
esquerdo (LD fol usado em cada iteraglo. Desde que a inversa do

mapa possul dois valores, podemos defi nir

RCO

It
1

f;‘Ca.xa +[C1-3021Y% (8.2.3

1/

LCsO ~[(1-xDal (6.2. 4D

f:'Ca. )

dependendo gqual metade do mapa foi u=zada. Se tomarmos inversas

sucessivas da eq. (6.2.2) obleremos para a palavra RLRR a relagfo

funcional

RCLCRCRCOD3DD = 1 (6.2. 42

que ¢ uma equacfo para a. Se multiplicarmos esta equag3o por

3=l a, obteremos

pLAci+il-tac1- 7191V = (8.2.5

Esta equagio pode ser resolvida por iterag3o como sugeriu Kaplan

(631, i.e., reescrevendo-a na seguinte forma

£, = BIBIL+IACI-IA C1- ﬂ:”‘n"'n"')]"" (s8.2.8

™
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@ em Sseguida interando-a para um ﬂo conveni ente. Este método &
muito simples e pode ser usado para qualquer tipo de fung¥o cuja
inversa possa Ser calculada muma forma fechada e para qualquer
tipo de sequéncia MSS. Observamos que a convergencia da eq.
(8.2.8) torna-se cada vez mais lenta nos limites z+1 e z-+wm.

Na tabela B6.2.1 mostramos os valores dos pontos de acumul acXZo
!m do éanjunt.a (!k} onde o ciclo € superestavel, para as
t.r.t-furcaf;aes [CRL.)““]. tetrafurcacSes [¢RLDH™ e "pentafurcacBes

[CRLRD™1, cRL*R™3 e [CRLD™™) para z=1.58, 2, 3. 4. 6, 8 e 10.

6.3. O FATOR DE ESCALA &

Em cada sequéncia de M-furcacg®es os valores de Ik onde os

ciclos s8o0 superestiveis convergem geomeiricamente com a
razio
- X
5 = lim |--E-——-EZi] = cre ¢6.3.1>
ka0 -3 - X
k+1 k

Na tabela B8.2.1 mostramos os valores encontrados para & no

caso de M = 3, 4 ¢ 5 @ 2z = 1.5, 2, 3, 4, 8, 8 @ 10. Na fig.
6.3.1Cad0 mostramos &(zD) vs. z para a sequéncia des bifurcacBes e
na fig. B6.3.1C(k) graficamos os resultados da tabela B.3.1.

Varificamos que o comportamento de & para M=2 é bastante diferente
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em rel i@;!’o a0 das demais sequéncias. Para M=2, &(z) & uma fun¢Xo
monotonicamente crescente de z, e no limite z+1 tem-se 3(1d=2
[12). Existe uma controvérsia quanto ao comportamento de & no
limite Z%0. Eckmann et al [ 58 ] e van der Weele et al. (5Q]

argumentam que lim &z ¢ 30, enquanto que Bhattachargee et al.
Z 400

[(60) dizem que 5C2z) diverge neste limite Cresultado que coinclde
com o obtido por Hauser et al. [B6] usando grupo de
renormaliza¢c¥cd. Para wa; vemos que 5(z) diverge no limite z+1 e
possui um minimo préximo de z=2; nio existem conjecturas quanto ao
comportamento de &(z) no limite z+w. A medida que =z aumenta as
dificuldades numéricas para se encontrar os valores onde o

paraimetro & superestivel aumentam, como também a convergénecia de &

torna-se cada vez mals lenta.

6.4. O FATOR DE ESCALA o

O atrator no ponto de acu._lmul agc¥o de uma sequéncia de
M-furcac®es possui um conjunto infinito de indices de escala. Isto
caracteriza a presenca de um multifractal. Os fndices de escala
principais s%o o eﬁo't.._qu’e £%X0o relacionados com as distincias
entre pontos situados perto de x=0 e x=1 na arvore de M-furcacBes,
respectivamente. Para determinar estes fatores de escala

consideremos o ciclo superestavel {xo. Hoe-oo-X k_‘}. com x =0 e
u

periodo M*. A distincia entre os pontos x @ x _

. & dada por
mt+M
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m+M
Cmed™™) Cmd -
= |r m* cod - 7 cod| ., Cm=1.a....Nh b (6.4.10
X x
k- k
Para m)Mk"" consideramos d k-1 =d ,comn, p=1, 2,...
ko +p k.p

O fator de escala o é definido pela seguinte expressio

a=1im S ukt (6.4.2
k+o d k
k*’_- o M
o qual satisfaz a equaglio
a ™M = 70O €6.4.3)

onde £ & a fung¥o invariante [54].

Na tabela 6.2.1 mostramos os valores de o para z = 1.5, 2, 3,
4, 6, 8, 10 =« M =3, 4 e 5. Na fig. 6.4.1 graficamos of2) versus 2z
para as bifurcagBSes (ad) e para M2 (bd. Verificamos que o
comportamento qualitative de ofz) & o mesmo para todas as
sequéncias, ou seja, diverge quandoc 2z+1 e & monotonicamente
decrescente, convergindo para 1 no caso de M=2.

O fator de escala o, relacionado com a extremidade superior
da Arvore de M-furcacBes, esta mostrado na fig. 6.4.2. Observamos
um comport.amnt.o-qualit.at.iﬁvo de o muito semelhante ao de &: ambos
possuem um minimo pertoc de z=2, diverge em 2z+1 e, no limite z+m, a
relac%o 550:" parece ser verificada C(para M=2 isto é verdade (85@]).

A questioc se 5 diverge ou n¥c em z+m, transforma-se numa questio

csimilar para o
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Fig. 6.3.1. O fator de escala &2) como fung¥o de z para Cad) M=2
Cref. 50 ) e (b) M=3, 4 e 5.
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Fig. 6.4.1. O fator de escala ofz) fungZc de z para Cad M=2
Cref. 89 ) e (h) M=3, 4 e 5.
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2 (RL)*" (RLE)*" (RLR*)*® | (RL?R)*" (RL?)*®

a,, |1.713540707 [1.908140938 |1.581073957[1J810146096]1.97039170¢
1.5 ' -

§ |7.311 x10? 2.719 x10* 16.442 x10° }4.984 x10? |8.691 x10*

o 13.010 x10" }3.234 x10% 11.292 x10% |5.143 x10% |3.174 x10°

O, 11.-786440255 (11942704354 |1.631926654[1.862224022|1.985539530
2

6. |5.524 x10! 9.816 x102 ]2.555 x102 1,287 x10° }1.693 x 10"

o 19.277 3.882 x10! 2.013 x10' 14.580 x10 |1.600 x102

O 11.867865948 |1.973452851 {1.700204726 1.918298028(1.995250019
31 6 le.681 x10° |9.665 x107 |2.404 x 102 |1.106 x10° |1. 486 x10%

a_j4.364 1.063 x10® 16.720 1.125 x10' [2.645 x10!}

6, [1-909335470 |1.985504660 |1.743351015]1.945858588{1.997974021).
4

6 |8.578 x10!? 1.275 x10°2 2.919 %102 {1.418 x10° {2.099 x10"

a |3.152. 6.193 4.294 6.398 1.248 x 10!

0, [1-948866269 |1.994205417.}1.795920044]1.970972615{1.99943244]1
6 - -

18 ]1.301 x102 [2.22 x10® }4.317 %102 [2.433 x10° |4.32 x10"

a {2.281 3.659 2. 790 3. 727 6.007

Q. |1-966776434 |1.997084404 {1.827674871]1.981779236|1.999779411
81 s 11.789 x10% [3.49x10° 5.89 x102 {3.79 x10° |7.87 x10“

a |1.925 2.791 2.237 2.826 4.122

G, [1- 976500608(1.998317004 {1.849408804{1.987431027(1.999896134
101 & 12.296 x10®> |5.05x10° 7.53 x10° }5.42 x10° 1.28 x10°

o [1.729 2.355 1.949 2.375 3.26

Tabela 6.2.1. Valores dos pontos de acumulagXo 'zm dos ciclos
superestévels, dos fatores de escala e cxpara M= 3, 4 e S5ez =

1.5, 2, 3. 4, 6, 8 e 10.
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]
B8.5. A FUNGAO o

A fung3o o fornece os {ndices de escala de toda a arvore de
M-furcacBes. Os inversos de o e o sZo o maior @ o menor valor de
o, respectivamente. Para calcular o, consideremos as distancias
definidas pela eq. 'CB.4.1) no ciclo de periodo M. A funciio o é
definida por

d - +4
oCt) = Iim -X:3—___ » t= qM*
k+@ k+t,q

(6.8.1)

onde q = 1, 2,...M. Verifica-se que o1 M = 1 a & o0 = 1./o°
Cveja ref. 854 D. A fungio o calculada para valores maiores de p
n¥o fornece outras informaces, desde que dk“.q“‘k= dk“.q -3
poertanto oCt+1./M = oCtd. Na fig. 6.5.1 mostramos oCt,zd) para M=2
com z=2 e 10, e para M=3 com z=1.5, 2 e 10. Em cada valor racional
de t (OKt<1/M existe uma descontinuldade em o, mas observamos que
as descontinuidades decrescem rapidamente quande a expansxoq
binaria do racional cCresce. Numa aproximac¥o grosseira,
verificamos que existem M “plateaux", os quais =Xo divididos em
*subpl ateaux™. Obzer vamos que  as descontinui dades dos
“subplateaux"” tornam-se cada vez malis pronunciadas quande =
cresce; elas podem ser calculadas usando-se métodos aproximativos

Cver ref. 54 para o caso M=2),
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Fig. 6.4.2. O fator o em func¥e de z para Cad) M=2 .Cref. 50 ) e

Ch) M=3, 4 e 5.
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Fig. 6.5.1. A fungZc o(t,z) para M=2 com (ad z=2, (b) z=10 (ref.
59) e Cc) M=3 com z=1.5, 2 e 10.



-119-

6.6 A FUNCAO fCad

A fungfo fCad & outra forma de caracterizar o conjunto
multifractal na dire¢®o x. Ela da a diméns'&o global do conjunto de
distaAncias dk.mCZ)' no cieclo Mk Ck+a? que estd associada com o
indice de escala a. A fungio f(ad & maiz conveniente que a funglo
o, tanto do ponto de vista experimental quanto teérico, desde que
fCad, para o tipo de atrator que estudamos, ¢ uma fungfio suave.

Como vimos na se¢fo € 2.2.2 ) o formalismo introduzido por
Halsey et al.l 13 1 para a caracterizagio de um conjunto
multifractal através da fungeXo fCa), consiste em cobrir o atrator
com caixas de tamanho 1i e densidade de probabilidade P
assumindo que pl;-v 1?’. quando li’-oO. (o) préxim passo & formar a

func¥o de partig¢Zo

req, = ¢ cp_t“/l:) €C6.6.1)

L

@ normalizar I'tq,7) = 1. Desta forma obtem-se a fung@io T(q), que
através da transforma¢Zo de Legendre a = dr/dqg e fCad = gqa ~ T,
fornece fCa). Os valores minimo e méximo de a sXo as dimensSes
generalizadas Dcn - D-cn’ respectivamente [ 147 ). O valor miximo de
a coincide com a dimensXo de Hausdorff. Para calcular fCad para o
atrator no ponto de acumul ackKo das M-furcacBes tomaremos a

probabilidade p, na aq.( 6. 0.1 D) como sendo fixa « igual a p=p =

1, M. Portantoc a funcXo de particXo torna-se
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M
2 ld, p;"’ ¢6.6.2>

onde dk.p é dada pela eq. (6.4.13. Usando-se os procedimentos
descritos na seglio ¢ 2. 2.2 2, obtem;se de 6.6.2 umna funcio kaa)
que converge para k suficientemente grande.

Os valores minimos e maximos do indice a que caracterizam

' respectivamente as regi@es mais e menos concentrada do atrator sf¥o

dadas por (ver retf. 13 D

In M
a. =DM c8.8.3
mn =z

In o
a = 1inM_ (6.6.3"
™max

In o

'Consequent.ement.e. para qualquer sequéncia tem-se a = z a ..+ que

¢ uma relagc¥o muito dtil para se determinar a ordem do maximo em
experimentos fisicaos.

Na fig. 6.6.1 mostramos f(ad para M=2 com z=1.01, 1.1, 2 e
10, e para as sequéncias RL? e RL® com 2=1.8, 2, 4 e 10. No limite
z+1 a curva fCa,z) reduz-se a um pico estreito em a=0, desde que
InM/lnax = LnM/lna’ = 0, e a dimens¥o de Hausdorff Do vai para
zero. Para 2 crescente, Do monotonicamente cre=ce e tende para 1

no limite z+o Cver fig. 8.6.23. Das eqs. (6.6.3) e (6.6.3") vemos

= Dm ea =D para z crescente esti

que o comportamento de a . ®

L
diretamente relacionado com o comportamento de o e a,
respectivamente, Portanto, observamos que a . primeiramente

cresce até atingir a um valor miximo préximo de z=2 e ent¥o

decresce, (provavelmente para um valor limited. Por outro lado,
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20

a

Fig. 6.6.1. A funcHo fCa,z) para (a) M=2 com z=1.01, 1.1, 2 e 10

Cref. B59) e para as seguéncias (b RL2 e Ced RL? com z=1.5, 2, 4 e

10.
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a ¢ uma funcio monotonicamente crescente de 2z o« diverge no

limite z+m.

Fig. 6.6.2. Dimens¥o de Hausdorff para as sequéncias com M=3, 4 e
N .

6.7. CONCLUSDES

Neste capitulo estudamos numericamente os fatores de escala
associados a M-furcagles (M = 3, 4 e 5) para mapas unidimensionais

da forma x'* = 1 - alx|®. Cinco tipos de sequancias foram

estudadas, quais sejam CRLY'™, CRLD™, RLRD™, (LB e

¢RLH™. Ox dados numéricos foram obtidos por cbservag¥o direta da
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convergéncia dos fatores de escala em cada nivel da &rvore de
M-furcac®es. Encontramos que & e o possuem comportamentos
qualitativos bastante similares para M=3. 485 ,i.e., divergem
em z+1 @ tém um minimo préximoe de z=2. No limite z+w verificamos
que 65_0:'. mas se estes fatores divergem ou nZo & um ponto que n3o
foi totalmente esclarecido. A funcfio oLzd ¢ monotonicamente
decrescente em relag3o a z para todas as sequéncilias estudadas.
Calculamos também as fung@es oCid) e f(a) relacionadas com o

conjunto de indices de escala existentes no atrator do ponto de

acummul acfo das M-furcagSes.



CAPITULO 7

CONCILUSBES

O objetivo principal deste trabalho de tese consistiu em
estudar numericamente as propriedades da dinamica apresentada por
uma classe de mapas unidimensionais com uma assimetria no extremo.
Como vimos, os mapas estudados apresentam um comportamento muito
rice e sZo observados em experimentos fisicos reais. No entanto, a
riqueza dos mapas assimétricos havia praticamente passado
despercebida pelos estudiosos em caos, e muito pouco esfort;:o foi
Auwydo para este tema.

Desde a publicagZo do trabalho de Feigenbaum, em 1978, um
grande numero de fisicos (teéricos e experimentaisd e matemiticos
tém trabalhado intensivamente para apoiar em bases sélidas o
estudo das rotas ao caos por bi furcagcSes de periodos,
intermiténcia e quase-periodicidade. . No entanto, quase a
total idade destes trabalhos foi dirigida a mapas simétriccs. Meste
trabalho escolhemos uma classe particular de mapas, ou seja,
S-unimodais simétricos, para estudar a influéncia da introdugio de
uma assimetria no seu maximo. Quando simétricos, estes mapas

possuem rota ao caos por bifurcag@es de periodos, com propriedades
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métricas universais presentes num grande numero de rela¢Ses. Estas
propriedades métricas estZo bem estabelecidas através de estudos
analiticoz Ceom provas matematlicasd, de estudos tedricos, como
também experimentais. Certamente esta ¢ a parte da fisica de
sistemas dinAmicos cadticos que melhor estid estruturada. O mapa
protétipo considerado nestes estudos ¢ do tipo x’=1watx|z, e foi
nele que introduzimoé as assimetrias. Os resultados obtidos podem

ser resumidos da seguinte maneira:

i) Uma assimetria na amplitude a n3o destroi a sequéncia de
bifurcag¢®es; a rota ao caos continua sendo por desdobramentos de
periodos. Verifica-se no entanto.'que og fatores de escgla nas
sucessivas bifurcagdes nIo convergem, mas apresentam um
compor tamento oscilatério. Os valores entre os gquais os fatores de
escala osclilam convergem assintoticamente para duas constantes. As
iterac@es do mapa no ponto de acumulagio das bifurcagBes
aproximam-se de uma fun¢fo limite que satisfarz a uma equagdo
funcional de grupo de renormalizagfo do t.ipo da de
Felgenbaum~Cvitanovic. Obser vamos ent Ao que apesar da
universalidade métrica ter side destruida por essa assimetria, as
caracteristicas do mapa simétirico permanecem Se considerarmos, na

Arvore de bifurcagdies com periodos ak. subarveores formadas pelos

cleclos com k par ou impar.

1i) Uma assimetria no expoente 2z, também nIo destrol a rota
por Dbifurca¢@es de periodos. Ne entanto, neste caso as

propriedades métricas universais s¥o completamente destruidas. Os
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fatores de @escala apresentam um comportamento oscilatério
di vergente quando o perfodo cresce na Aarvore de bifurcagfes.

Quanto maior for a assimetria mais pronuncl ado sera o

comportamento divergente.

i1i> Quande a assimetria consiste numa descontinuidade no
extremo do mapa as propriedades universais qualltativas e
quantitativas Cou métricas) do mapa simétrico sio completamente
modificadas. A rota ao caos neste caso ¢ completamente nova e
da-se através de cascatas inversas em progressio aritmética. A
raz3o de crescimente dos periodos dentro de cada cascata inversa é
o periodo do atrator que existe imediatamente antes do ponto de
acumulacio da respectiva cascata. NZo existe caos no ponto de
acumul agZo de cada cascata; o caos aparece no ponto de acumulag3o
dos pontos de acumul ag3o. Estruturas autossimilares e leis
universais foram cbservadas no di agrama de face. Novas
caracteristicas foram ocbservadas também em varias outras
quantidades, tais como: numerce de atrateres, expoentes de Liapunov
e de incerteza, sequéncias MSS, funglo fCad, entre outras. O
conjunto destas propriedades caracterizam a existéncia de uma nova

rota universal ao caos, completamente diferente das outras

conhecidas.

Estes fatos mostram qu3o rico & o comportamento de mapas
assimétricos, podendo este estudo ser aprofundado analiticamente e
experimentalmente. £ possivel que alguns tipos de assimetrias no

maximo do mapa Ssejam dificeis de realmente existir em certos
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experimentos fisicos reals devidoe a limitag@es intrinsecas do
aparato. Neste caso, o maximo ao invéé de ser assimétrico
pessuiria uma simetria local e a rota aoc cans seria a de
Feigenbaum. No entanto, nas primeiras bifurca¢@Ses o comportamento
do mapa seria governade pela assimetria. Como as primeiras.
bifurca¢Ses sﬁc: exatamente aquelas pﬁssiveis de ser observadas
experimentamente, vemos que a existéncia da simetria local no
maximo n¥ioc impede o estudo experimental de sistemas que em
condlg¥es ldeaiszs seriam modelados por mapas assiméiricos. Como fol
mostrado na se¢fie 5.11 conclusBes semelhantes também se aplicam a
mapas descontinuos. Um estudo tedriceo deste tipo de probléma num
aparato experimental com lasers e circuitons eletrdnicos foli feito

{461, mostrando que devido a0 tempo finito de resposta do sistema

o maxi mo do  mapa, que em siltuagSes ideais teria uma
descontinuidade na derivada, seria na verdade suavizado e
possuiria uma simetria local. Assim depois de um certo numero de

iteracSes exdstiria um "crossover' da dinimica do mapa assimétrico
para a do simétrico.

Além do estudo da influéncia das assimetrias, calculamos
também os fatores de escala assocliados a M-furca¢®es do mapa
simétrico do tipo logistico (M=3,4,8). Apesar das janelas das
M-furcac®es serem estreitas no eixo do parametro, ja fol possivel
observar experimentalmente a sequéncia de trifurca¢Ses. Assim, o
estudo estas sequéncias n¥o possuem apenas um carater tedrico.

Em contribui¢®es futuras, a influéncia de assimetrias podera
ser estudada nas rotas de intermiténcia e quase-periodicidade.

Peodera também ser considerada em mapas mnultidimensionals que
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apresentam rota ac caos por bifurcag@es de periodos, como por
exemplo o mapa de Hénon, que & bidimensional. Outra possibilidade,
¢ estudar mapas assimétricos no plano complexo generalizando o
conjunto de Mandelbrot. Existe enfim um grande campo aberto para

pesquisa se forem consideradas classes de mapas cada vez mais

gerais.



PARTE II
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CAPITULO 8

PARA-ESTATISTICA DE UM GAS IDEAL EM D-DIMENSOES

8.1. INTRODUGAO

Desde © trabalho pioneiro de Gentile [ 65 ) foram feitos
muitos estudos que interpolam as estatisicas de Fermi-Dirac e
Bose~Einstein C(veja por exemplo ref. 66 ). Possiveis aplicagBes
destas estatisticas foram procuradas em Teoria de Campos e Fisica'
de Particulas Elementares [68-70 ]}, bem coub em Fisica da Matéria
Condensada (mignons e excitons moleculares [ 71 1, efeito Hall
quintico [ 72 1). O g&s ideal na para-estatistica constitui wum
sistema de referéncia privilegiado, o qual pode ser usado como um
ponto de partida nSo perturbado para estudar sistemas mais
complexos. Também mostraremos que muitas expressBSes exatas Cou
assintoticamente exatas) podem ser obtidas e que serviriam_como _
um materjal! de teste para varios métodos aproximativos [731. A
proposta do presente capitulo & estabelecer as principais
propriedades termodinmicas deste gis Aum volume fixo em d
dimensSes (d>O . para um espectro de energia bastante geral

d

a=( za,j lr.J)""’8 CaJ>O e a>Q; oml corresponde a fétons e fénons
J=1
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actisticos com vetores de onda curtos, entre outros; o=z
corresponde a particulas livres n3o relativisticas e a mignons
acusticos com vetores de onda curtos em f;erromagnetos de
Heisenberg, entre outros).

O capitulo estad organizado da seguinte maneira: na se:;ﬁ_g 8.2
introduziremos o modelo do gas ideal e obtemos a densidade de
aestados; na secfo 8.3 e 8.4 calculamos as principais quantidades
termodinamicas correspondendoc a um nimero total de particulas fixo
(particulas reais) e nfio fixo (quase-particulas); as conclusBes
s¥o elaboradas na seg3o B8B.5. No apéndice A generalizamos na

para-estatistica a integral de Sommerfeld e suas expansdes.

8.2. GAS IDEAL NA PARA-ESTATISTICA: DENSIDADE DE ESTADOS

Consideremos um gas ideal de N particul as Cou
quase-particulas) numa caixa de d dimensBes. Cada particula
comporta—-se como uma onda plana com espectro de energia dado por

d z o2

e =C Ya k)D (g8.2.1>
j=1 i o)

onde a.j>0 v j, o020 @ kj & a J—ésiina componente do vetor de onda K.
O caso particular ac=a, ¥V § resulta £ o k% (k=|R|>. Impondo
condicBes de contorno periéddicas na caixa, cuja forma assumimos

que & um hiperparalelepipedo ortogonal com lados de comprimento Lj
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e volume V = n Lj. O=s vetores de onda possivelis sXo dados por

kj = Bnnj/l..j an=0.31.-?8.. .oV s.2.2>

que inseridos na eq. (8.2.10 nos dio

d 2 2
zcan) aj’lj =1 cr.2.3

j=1€z/o:|_jz

Esta é& a equacifio de uma hiperelipsdide cujo volume da o

nimero de estados ¢¢Ced com energia menor ou igual a €.
Consequentemente
ds o
e> = & Cereyd 8. 2. 4>
d
com
%/
4 4/ a XY,
£o= [;z. T T2 +4) (T2, aj) Z]
vd /= (8.2.4"D
Portanto, a densidade de estados pC&) & dada por
&/g(-i
pe) = dete) 4 (é) ¢8.2.5
de o \é&o

Observe que tratamos @Ced) como uma funcdo suave de &. Isto é
correto no limite termodinimico (N+w,Va+w, N Viconstante, co-oO) . o
dnico que nos interessa. Na para-estatistica, o nimero de

particulas por estado (&) no equilibrio térmico & dado por [ 63 1]

.f(E):: : | ] - _p+i
e,B E-p 1 e(pu)fz (€-p) _y

(8.2.6>

ou, escrevendo numa outra forma
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e . (P‘é)ﬂ(€~ﬂ)/f. ple-n)
fe) = J%idﬁ 2 e €8.2.6°)

i=o

onde ﬁEi/k-T ¢ a temperatura inversa, p & o potencial quimico, e p
é o nimero maximo de particulas permitido por estado (p=l1 reproduz

a estatistica de Fermi-Dirac e p+o a estatistica de Bose-Einstein;

veja fig.8.2.12

(p+5)

25

b T/Es 2

T=0

<
[~]
'
LY ]
o
(%]
L

¥

EG
Fig. 8.2.1. Para-estatistica com ocupa¢Zo maxima p: média
popul acional por estado como uma fungZo da energia & medida

apartir do potencial quimico u, para temperaturas finitas e nula. O

ponto Ce—u,fd=C0,p/2) & o centro de simetria.

8.3. NUMERQO TOTAL DE PARTICULAS FIXO C(PARTICULAS REAISD

8.3.1. Potencial Quimico e Populag¥o do Estado Fundamental

Consideramos aqui o nUmero total N de particulas no gis como
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bem definido. Se tomarmos No [ ) No como a popula¢cio de estado
fundament.al e dos estados excitados, entXo
N = NOCT)-!-NGC'D c8.3.1.1>

Iremos agora calcular o potencial quimice uT,pd), o© qual &

complet.amente determinado por

oo
N = [ de pled fCe (8.3.1.2)

No limite T+0, fCed & a fung3o degrau, indicada na fig.

8.2.1. Desta forma, temos

o d/o—1 d/o

= o = =
N = J'o de oCed p p e de = p o €8.3.1.3
o c:/cx sd/dd

onde ponJEpCO.pD e onde usamos a eq. (8.2.8) C(com pCe)=0 para

£<0). Consequentemente temos que

uCpd = p C1dp*e €8.3.1.4>
onhde
pocn:cmxoo""" <, €8.3.1.%
Q1 mesmo

2 & d My A
Mrold) =[.2 T o (% +4)(T‘;aa‘) -M—-J €8.3.1.8
d:



-134-

onde usamos eq. (8.2.4') para tornar explicita a dependéncia de H,

na concentrago N-V. £ conveniente introduzir as seguintes

quantidades reduzidas

t =k Trp (1D (8.3.1.7)
o= prp €13 C8.3.1.8
x = .c/po(:lD (8.3.1.90

A eq. (8.3.1.2) pode ser reescrita como

£ - ’:l Mt L -l X €8.3.1.10
d - So o exp L{X- k-4 eﬁp[(PM)(x-;:)/,L]—i

a qual torna é&bvio que, em unidades de energia poCID. o potencial
quimico (e na verdade todas as gquantidades termodinamicas em que
estamos interessados) dependem de d e de a agpenas através da raz¥o

d/x Cveja também ref. [ 74 1D. Através da transforma¢fo y=xt.

obtemos

~d/

Y

o P ! - bt }ca.a. 113
F ‘So =k [enp('-a~ﬁ/j;)—5. €xp[(p+i)('&—f4/#)]'i 1

a qual nos da t como uma func¥o explicita de pt , p e d/a. Os
resultados est¥o indicados na fig. 8.3.1. Como pode ser observado
nesta figura, a dependéncia térmica de ;, para d-/o fixo, achata-se

na regifo de baixa temperatura para p crescente. @ no limite p-w
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]

Fig. 8.3.1. Dependéncia térmica do potencial quimico reduzido para
valores tipicos de p e drsa. Observe que para todo po o
comportamento ¢ qualitativamente o mesmo (no sentido em que p &
analitico para todos os valores finitos de tD independentemente
dos valores de d-a, e pode se caracterizado pelo comportamento de
Fermi-Dirac (p=1>, enquanto que o limite p-+o® C(Bose-Einstein)
apresenta ﬁois fegimes diferentes, um ocorrendo para dososi
Cnenhuma condensa¢fio de Bose-Einstein), o outro para drodl
Ccondensagfio de Bose-Einstein, devido a& n¥o analiticidade de g que

aparece numa temperatura finitad.
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Fig. 8.3.1.

Ccontinuagfod
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com dr/odl aparece um “plateaux” em =0 C a largura do "plateaux"
cresce com o aumento de dro-13. Esta ¢ obviamente a condensag8o de
Bose-Einteind C(veja [ 75 13, e vemos que no presente tratamento
ela aparece no limite psw através da convergéncia n3o uniforme,
completamente similar Aaquela observada , no limite N-+w, para
sistemas com interagdes apresentando transigdies de fasge.

Nenhuma condensac¢3o de Bose-Einstein acontece em temperaturas
finitas para droai. Em particular para dro=1, & facil verificar

que a integral da eq. (8.3.1.11) é facilmente resolvida, e obtemos

a seguinte dependéncia de t em p/t:

-4

+ = 5 o 1-ecp[(pes) Bre ] ?
A - exp(R/t)

T €8.3.1.12

b
:[gn 5 exp(ji/)
=0

Esta expressio leva, no limite p+w Ctomando em consideragio gque

' <O para t>0), ao resultado "standard" para d=o=2

=t lnci-e 7% €8.3.1.13)

onde verificamos ;a anula-se apenas em t=0.
Voltando agora a3 expressXo geral indicada na eq. (8.3.1.11D,

e denotando por t* a temperatura Cfinitad na qual g anula-se para

p e d/a fixos, temos

>

R LU T I _ bl €8.3.1.14>
() =So‘1‘6"& [61_1 e(TP*')%-L]

A integral pode ser expressza (veja pag.325 de [ 78 1) em termos da
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funglio gama I', @ obtemos

=/ d

* 4 d A

t = [P — g ,)r“( +L)} , :>1_ (8.3.1.1%)
H (peny et gl

Estes resultados estfo ilustrados na fig. 8.3.2; note que tccd/bD

= 1lim t’tp.d/ab é justamente a temperatura critica Creduzidad da
joR 1t ]

condensa¢¥ico de Bose-Einstein (que existe apenas para p+ad, e &

dada por
die - L
M o —o(/f
},C: 2{_8 (L&% €8.3.1.16)
* o et 1
Portanto

Fo = [g’(da) r(d/n +L)TW6{ €8.3.1.16"

dre - L re Aix-1 2+
~ { (8.3.1.16"' D

ex/d ne  d/x —»po

A dependéncia térmica da populagiio reduzida do estado
fundamental ND/N abaixc da temperatura critica Cacima da

temperatura critica, NO/N anula-se no limite termodinamico Naad é

dada—por

?Z‘Eﬁ

=1-Ne _ 1.1 g (e: m=0) =1 -d
NLdéP(é)’L ; =) 2x

dy Sﬁ dg-4
N A

portanto
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a

Fig. 8.3.2. Temperatura reduzida na qual u anula-se como uma
funglo de drso e p. O limite p+ow déd a dependéncia em d-o da
temperatura critica (C(reduzida) correspondendo a condensagio de

Bose-Einstein.
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y
Mo _ 4. _t)/‘ , k< ke

N o (8.3.1.17

onde usamos eq. (8.3.1.16)
Dedicaremos © restante desta subseg3o para determinar as
expans®des em altas e baixas temperaturas do potencial quimico.
Para o comportamento assintético em baixas temperaturas

podemos usar na eq. (8.3.1.11), a expansfo (A.15) do apéndice A

Ccom A=1, y=d-o-1 e z=urt), obtendo assim

— . "4 2 1.4 | :}_(_J-_n-l) & L7/ N
. (P {U*%Lt:g)um‘[i—cpn)"“'i]dgo (é'i‘*)}(‘fj } ) €8.1.3.18)

A soluglo desta equagio tem claramente a farma

k= A S
T/-a—l(ll +Z ont €8.3.1.19)

A substitui¢io desta expressio em ambos os lados da eq. (8.1.3.18)
permite, pela simples identificag¢lio, © conhecimento de -(ocr} em

qualquer ardem desejada. Para a corre¢iio mais baixa obtemos

— /d
o~ A [ -7 ;'9?"( (i-—i)}’-l]’ g0, ¢8.3.1.20
p 30 pes T N A/

Note a mudan¢a de curvatura gque ocorre em d/a=i. De fato, para

dso=1, a partida de i de 1/p é mais lenta que qualquer poténcia de

t Ce nYo apenas 1% . Para este case obtemos da eq. (8.3.1.12,

&~ (“P)“—*ﬁllft) , #30, 4=t peso  s.3.1.200
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- “’4/k A
anrn - fte £20,2=4L 92,0 g a3i.21

Para o comportamento assintético em alta temperaturas,
obtemcs da eq. (8.3.1.11D

X o~o-d #Lw}:—ﬁﬂwr'(%u*i)“ el

d = .
< 277 (daxd)  csmzilER
_pds

P +4
+ % )

§ —opo, L VA

4

din—-A
(p+r)"" [P(‘é*i)]?
Observe que, como esperado, o termo dominante nesta gquacﬁ‘.o n%o

depende de p (limite de Maxwell-Boltzmann).

8.3.2 Energia Interna, Calor Especifico, Equagio de Estado e

Calor Latente

A energia interna do sistema é dada por

U = J": de pCed) £C&) €8.3.2.1)
por tanto -
UN = pC1d u c8.3.2.2
com
d Py A L
w(F)z 4 & ’“*‘154? 4 “[ — - P _J €8.3.2. 3
" o enp (Y ~R/k)-1 CXP[(?+L)(%_}1&)]—1
onde usamos as eqs. (8.2.8), (8.3.1.3), (8.3.1.5. Esta

expressXo Jjuntamente com {€td, determinada na seg¢Xe 8.3.1,

especifica compl etament e a dependéncia térmica de u o

consequentemente U/N. O calor especifico C & dado por
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C & dUdT (8.3.2. 4

Portanto o calor especifico por particula ¢ é dado por

c = CAN k") = d(U/N> =du-dt (8.3.2.5
k_dT
B

onde usamos a eq. (8.3.2.25. 0Os resultados est3Io apresentados na -
fig. 8.3.2.1.

Vamos agora discutir o comportamento de ¢ em baixas
temperaturas. Para p finito podemos expandir a integral da eq.
(8.3.2.3 como indicado no apéndice A, e ent3Io usando

as eqs. (8.3.1.200 e (8.3.1.21>, obtemos

(8.3.2.65
Cr\-’ %_;de { 4/0( t‘ ’ #‘—;O

Este resultado nos di entZo que assintoticamente, para baixas
temperaturas, C « T para todos os valores finitos de p e d-ra,
generalizando assim o resultado bem conhecido para elétrons quase
livres num metal (d4=3, a=2 e p=1).

No limite p+w, a eq.(8.3.2.3) torna-se

A+ (% 4/
wo) =4k Sﬁ‘a-‘t——' ) Kéke (8.3.2.7
o O e¥-4

onde usamos que E = 0 se t(tc. Usando um resultado da ref. [ 76 1

Cpag. 325> podemos reescrever esta equaglo como segue

ml)=d p (éri)%(%ti)ﬁd&d €8.3.2.8
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Fig. ©6.3.2.1 (a-e> Dependéncia térmica do calor especifico

Creduzidod para valores tipicos de p e dsa. (f> Para o limite p-w,

a dependéncia da altura do "cusp" que aparece em c versus t para

drodl.
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Fig. 8.3.2.2. Cconti nuag¢iod
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Fig. 8.3.2.2.

fel
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Ccontinuagiod
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Consequentemente,
di
c:%p(é—rz)g(%*i)* - €8.3.2.0

Para dr/od1l, esta expressio pode ser reescrita como

c-4 (iﬂ)‘s_@/;__wﬂ (_t_)d/o« c.5.2.10)
® L E(dm) \ He
onde usamos eq. (8.3.1.16°). A lei obtida C « TV generaliza a
lei de Debye para fénons acusticos (d=3,0=1) bem como a lei 'l"/2
para mignons no ferromagneto de Heisenberg Cd==3. o=ed.
Um desenvolvimento semelhante aoc feito na eq. (8.3.1.110 nos
leva, partindo da integral da eq. (8.3.2. 3? . ao comportamento

assintético do calor especifico em altas temperaturas, ou seja

C"’g‘-{ié- die -4 p(pdig —1) 8.3.2.11)
_ —s.3.2.
Jd/‘*if—'(d/o(‘l’i)fd“ (bt )d/d['[‘(d/dﬂ.)]‘};%

Observamos que na estatistica de Fermi-Dirac (Bose-Ei nstein) o
calor especifico aproxima-se do valor classico dsa por baixo
Ccima) quando d/od>1i, e o oposto acontece quando dsokl; para dso=1,

a | aproximag¥o acontece por baixo para todos os valores de p.

Consequentemente, C vs.T apresenta para dr/o®1 um maximo para p
suficientemente grande (o maximo torna-se um “cusp” no limite
p+ad; para drsoki, tal grafice apresenta um miximo para p

suficientemente pequeno.

Vamos agora deduzir a equagko de estados. A func¥o de
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parti¢io no ensemble grand-candnico .'-'-‘.._. associada com o velor de
k

onda K & dada por

2= Lrerr [Alep-m)t. v exp C-pptea-m)

€8.3.2.12
= A-exp [-Gprr)a(sp - M)

L -exp L-Blex-M))

A fun¢o de partig3o total = é igual a n .'-_7._.. consequentemente

D
po A - ~(pry) RlE-M)
&Z:S de pe)ba ~—€ T €8.3.2.13

0 L - €

Sabemos da termodiniAmica que a pressiio P satisfaz

PV = 1n = (8.3.2.14)

portanto :
_(p+ DR E-M)

Ny 1-¢£
APV= | deple) b LYy

(8.3.2.18)
—d/g

- drg —A (b+1)(y - AM)

= E.__S Iy o) e %
£o g P Rt

onde usamos a eq. (8.2.5). Por outro lado, também da

termodinimica, temos que

A3 | = afen)]

-

P }.xo o3 Pr fWxo
4 ¢ (8.3.2.18
B/, S e
-a B S d; -t ho o4 )iy -
o~ éil.t. :La'\% .,PA... (\a‘a =
o A - e

E usando novamente eq. (8.3.2.1%) oblemos
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€8.3.2.17

g
<\C

a qual é& exata para todos os valores de p. Vemos através da eq.
€8.3.2.17) que a anAlise da pressfo & andloga & jA feita para U.
Vamos agora finalmente calcular o calor latente L (por
particula) associada com a transigZo de fase Cprimeira ordemd da
condensacfo de Bose-Einstein. A equa¢¥o de estado de Clayperon nos

diz que

L= “(‘(d.PIcLT)T (Un-U2) €8.3.2.18

onde thvc) é o volume por particula na fase normal (condensadad.

Mas no limite N»i v_ se anula [ 77 1 e v ¢ igual a V/N; portanto

= 4P N =T« O\(\)/N) _ d a.
L T(alr)n‘\; L —d—T-_—]T:Kan(ﬁbcs.saig)

onde usamos eq. (8.3.2.17) e as defini¢Bes de u e t. Substituindo

eq. €8.3.2.8 ) nesta expressio , obtemos

L=keT I (%+¢)§(%~ri} (%1’4 %c,d/& c8.3.2.20

@, Usando e@q. (8.3.1.168") finalmente teremos

L. () (%*q

et ng/i) ¢8.3.2.21)

T (du—-1) m Ha-3>+0O
~y 3 cs..3.2.21°>
A/u +1 S
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A depedéncia de L com d/a est& representada na fig. 8.3.2.

L f 3

LT

10

1
01 5 0 d/a

Fig. 3.3 2.2 Dependéncia do calor latente L por particula com dro
Cem unidades de K"I') associada com a condensagc¥o de Bose-—Einst.ein

Ctransi¢io de fase de primeira ordemd.

8.4. NUMERO TOTAL DE PARTICULAS NAO FIXO (QUASE-PARTICULASD

Nesta secXo tomaremos o nUmero de particulas como sendo n¥o
fixo, portanto u anula-se para todas temperaturas e para todos

valores de p. O nUmero médio de particulas <(N> & dado por

o
<N>=j d£F(£)[ 61 - P4 €8.4.1)
o) e&-& c(P+L)96-i
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portanto

dig (» ds -3
N> KaT “ 1 _ _pt)
- J_( Zo ) Lcﬂaa\a [c;}—i é"”n' L (8.4.2

onde usamos eq. (8.2.5). Segue que para d /o1

N> G (44) O (dmtt) I

i [ “c8.4.3
v 2 r\'d"‘r'(d/z-t/i) .ﬁ-a‘)fz +i§d/“ ] krs

onde usamos eq. (8.28.4’D

A energia interna sera dada por

o | - b+t ‘]
- DY . - -E-—r—— : €8.4. 4>
V Sod}—‘gf’“ Xem.'—-'i_ ettt FE__& 7

portanto

dhtd
AV (V—vs‘r) SJ_‘aLa [ _ prl \ €8.4.5>
v oV e -1 lerl)y g

Logo, para drsod1l obtemos

U €l durd) P{dart) dK L

4 djgrd
v ldﬂdlir‘(d/a_-ta_)('ﬂ' aj)Vz 4,",&]&“1-) €8.4.60

_(p-ki)

onde usamos novamente eq. (8.2.4°)>. A lei U/T o T‘d_/ﬁ”} generaliza
a bem conhecida lei de Stefan-Boltzmann T* para o corpo negro
(d=3,0=1,p+a0. A pressio de radiag¢¥o generalizada pode ser obtida

substituinde eq. (8.4.62 na eq. (8.3.2.17D.
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8.5 CONCLUSCES

Com um tratamento unificado, estudamos a para-estatistica de
um gas ideal confinado Cvolume fixo) em d-dimens@Bes constituido de
N particulas Cou quase-particulas) cujo espectro de energia ¢ dado
pela eq. (8.2.1) (o qual contém o caso isotrdpico £ x Il'c'la Ca0 0D
cada estado pode ser ocupado no maximo por p particulas.
Estudamos, para d,o,p,T arbitrarios, e para os casos de N fixo e
n¥o fixo, vaArias quantidades termodinamicas (potencial quimico,
popul ac¥o média, energia interna, calor especifico, press3io e
calor latente). A seguir resumimos os principais resultados.

13 A densidade de estados satisfaz &) o %7%'. Esta forma
implica que a dependéncia térmica de todas as qua.fxtidades
termodindmicas no equilibrio, e para qualquer valor de p, emd e o
serA atravées da raz%o droa. De fato, muitos dos resultados
resumidos abaixo permanecem inalterados (exceto por prefatores) se
P o .sd/a-*(i.e.. se £ & li:’]a) apenas no limite £+40 e nZo

necessariamente para todos os valores de &£.

ii) A condensac%o de Bose-Einstein aparece para d-so0l, como uma
convergéncia n¥o uniforme no limite p+w, em completa analogia com
as transicBes de fase em sistemas interagentes os quais aparecem
como uma convergéncia n%o uniforme no limite termodinimico Naw.
Obtivemos a dependéncia explicita da temperatura critica 'I‘c com

d/ot Ceq. €8.3.1.165'), ou seja Tc x (d-a-1D para drovl, e "I'g x od
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para dsa». A populag¥c macroscédpica do estado fundamental
satisfaz NN = 1 - cT/Tcad’“ para TST_ e d/o>1. O calor latente L
é obtido como uma fungio explicita de dra Ceq. (8.3.2.21 )J); ela
satisfaz LT « d/o-1 para dsonl, e L/T ~ d/a+l para drood. o
resultado que emerge Caqui e no paragriafo (iv) e (vD que seguend &
que © limite p-+® é fundamentalmente diferente de qualquer outro
caso Ci.e. OKpiad. Além disso,todos os para-gases com p finitoc s2o
qualitativamente similares , e s%o bem caracterizados pelo caso
Fermi-Dirac Cp=1>. Dentiro deste contexto , a vis¥o desenvolvida na
ref. {( 66 1, com respeitoc a condensag3c de Bose-Einstein para

d=3, o=2 e um p qualquer , pode ser considerada errada.

iii) Para N fixo, p finito e baixas temperaturas, o potencial
quimico parte de T=0 com um termo quadratico C(eq. (8.3.1.20 J); a
curvatura muda de sinal em d/a=1. No regime de altas temperaturas

os dois primeiros Cou trés, para p>ld) termos dominantes Cdo

potencial quimico) nioc dependem de p.

iv) Para N fixo, p finito, dra arbitrario e temperaturas baixas o
calor especifico satisfaz C « T generalizando assim o resultado
"standard'" para elétrons quase-livres num condutor Cd=3, o=2,
=1). No limite p+o obtemos , para ambos os casos N fixc e nXo
fixo, C « v generalizando assim a lei de Debye para fénons
acusticos num cristal (d=3, o=1) e a lei ™2 para magnons num

ferromagneto de Heisenberg (d=3, o=2).

v) Para N fixo, p e drso arbitrarios, e temperaturas altas , C

aproxima-se do valor classico Cd/oDNk.. Para p pequenc (granded o©
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suficiente, C aproxima-se deste valor por baix C(cimad quando
dro>i, e oposto acontece quando dr/oXi: consequentemente, C
apresenta, para d/sodl, um mdximo para p grande o suficiente
Ccusp” no limite p+ad e apresenta para d/oi, um miximo par# P

suficientemente pequeno.

vid) Para p, dro, T arbitrarios e para os casos com N fixo e ni¥o
fixo, a press3o P e a energia interna U estZo relacionadas por U =

Cd oDPV (V=volume) generalizando assim o resultado conhecido U

3PV/2 para d=3. d=2 -] p=1 » 0.

vii) Para N n3Zo fixo, p arbitrario, da e T a densidade de energia
interna C(proporcional A4 poténcia irradiada por unidade de aArea da
caixa envol tériad satisfaz u-v oc ‘I“Vf‘”t‘L Ceq. 8.4.862)

generalizando assim a lel ¢ de Stefan-Boltzmann (d=3, o=1, p-+aD,.



APENDICE A

GaeneralizacZo na Para-estatistica da Integral de Sommerfeld

Neste apéndice generalizamos, para um p finitoe arbitrario, a

integral de Sommerfeld, relacionada c¢om a estatistica de

Fermli-Dirac e suas expans@es em baixas temperaturas.

a integral

1c2) ardvd Hieg) £(4qi2)

onde

Cn= A _ et
( = 13 >0
‘g %1 2) ‘3'2_ N (p+!.)tua—2;) !

Para caracterizar a fungao HCyd, introduzimos

ktna):'-_jla Ao B Ly

L oso

e assumimos que KC(y) satisfaz as seguintes condigBes:

C1d 1lim KCyd> = O
Y+—0
Portanto

HCyY = dKCyd-dy

Consideremos

CA.1D

CA. 20

CA.3D

CA. 4D

CA.BD
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Ciid l1lim fly;2d KCyd = 0O CA. 6
bVl )
Ci1id KCy) & analitico em y=z CA. 7D

Estas condigBes sio quase sempre satisfeitas em situac@es fisicas,
desde que fungSes tipicas HCy) se anulam identicamente para y(O.
assintoticamente comportam-se com uma lei de poténcia no limite
y+w, e s¥o fungSes suaves em y=z [HC(yD) pode apresentar
singularidades, mas s&o normalmente integraveis e localizam-se em

lugares tais como y=0, e nio em y=z).

Integrando CA.1> par partes, obtemos
\ po D3
@)= kua){,tva.'t)\ e S ey, Iaua) d{t(fa.‘i) CA. 8
- ) po d‘a
= - S dvﬁ \(Lla)dg 3 )
- 4y

onde usamos as condigBes CA. 43 e CA.6) e o fato que '};yﬂm fCy;2z2)=p.

Expandindo KCy) em y=z, obtemos

T(3) = -k(z) Xjamdvdg% — S_ ,{ni AHKL )]L% 2:36'"3“3 ﬂd{-}

" dq

"‘Pk(&) 2-{ i [allhk(_*a)] Sz l 2.‘“6{ CA. 9D
il dgee Ly, )70 3%3

onde usamos o fato que
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e que df /dy é¢ uma fun¢fo paer de (y-2), e portanto todos os termos

impares na soma sobre n anulam-se. Usando a conex@o entre KC(yd e

HCy), podemos reescrever a eq. CA.9) na sequinte forma:

I(z):erUa) d@*}i ,H Hcg):\ am}

0‘ 21 y=2 CA.102
com
Oz 4 &dx ] _pet o
(;1 2! dr L ee 2, x
[ 'Po\' 2w
K X
— A 2 [P 2
= — [1\ I S 2 Ar K
(21! (P+1)AM-4. ] S‘h ™
CA.11D

- (2M)|I— Wﬂ‘” ™| B

onde no Ultimo passc usamos ref.l 78 ]l p. 362; os BZm slo oS8

namer os de Bernoulli. Usando o fato Jque
IB, |=Camd>1{camd 22" 1a®  podemos finalmente expressar a como
segue:
G = Zg(lm)[' - 4 lm-i]
(p+t) CA.1DD

e consequentemente, ,
S_Zdw& b up*(‘z;eh 'PS R dy+2 §_ {S’lzm) ‘\Qm,i] X

[}

2
2 -1\ +
HUfa)cb& +T_‘-3 ( (pal H
0 CA.13
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*‘“ZIl ]H(t)f

kp+i)

que & a generalizaclo que estidvamos procurando.

Muito frequentemente HCy) & definido como segue:

Hey) io Sl
‘7= CA.14D
APy’ pe 450
Em tal caso a eq. CA.13) pode ser reescrita como
SMAA& Heg) $0y2) =
o) CA. 15D
o
¥+ 20m-t)
= Rz { > +1ZCCLM)[4“ : N 'S )}
s el e (p+!) §=o
Finalmente se identificamos y. = a/knT e z = KT, a

@q.CA. 13> toma a forma

j de H(e) L (e) = T’l H (eYdéE + 2 '-L {@(lm)[ (P s ‘L‘l

——

[y R 0m) (_’5}—3—_‘:}%} = PSP Hee)de +I— (4 —-t—:’:‘

- gﬁ_)l (1 P S | VLR TG TO T BN
X m H(M]( M ) ‘D (p+) 4

y4q
S5 e L))
M M
onde Na estimativado resto, olCk ‘T/p) s, assumi mos que

frequentemente H™¢ H) & da ordem de H(wd- u*’.
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Programa que calcula o valor do parametro onde o ciclo é superesti-

vel

rﬁnﬁi)hnfinﬁ(lﬂ

e SR

10
17

APENDICE B

PEOCRAMA QUL CALCULA G VALLR DL PARAMETRN CT CICLY
SUPCRESTAVEL PARA MAPAS STIVMETPRICCY F ASSIMETRICIS.
vEICOC HAD BAT-LIN,

P EC ISAC QUADRUPL Al

N- STF PROGERANMA A ESTIMMIVA PARA Y

ENCONTRAM-SE NUM ARQUI VI ob DADOS NA UNIDADE 1.

0 COLICY) DA KNEADIAG SEQUENCE DEVE FSTAR FECRTTA NJW
A< CUl VO OF DADCS DEVE SEMPRE T FRMTNAK POR UY PUNTD .
AJLSTAR € #GFAAT 72 DF ACERJIU COM & CCLUNAT LS5AUAS,

(1 FXPULCRTLE DC ERRT ¢ 0 NUYLRO DE (ASAS CFCIFALS (OREKETAS
NO VALDR DA RZESPCSTA DC PAFRMMET RO SUPEXESTAVEL
I¥FLICTIT REAl *1élA-Hy(-1)

INTECER MUASTOIN/EDELF S/ 4H SRV G B/ et )

FUX) =Xl GROasxXd (1,000 /7))

CARI= 1697921

TAD L) W13 HEM =LY YD

JENATL IXFL &) €}

FEID (532 END=Z23 0V}, 0=1,50"0}
D705 I=1y BC0L

NTRr=T-1

1IF (MIT)LEQ.PY GO T ¢

CoAT INUE

FRFM AT (64 AY)

Xxy=Y {60 /Y0

S 14 K=l eB2070

X =¥
N=hv=-]
2 I=1.N

L]
]

et

pPUN-T+1
{(¥(3) oNEe RY GC 1D =2
3

N

L S WIRT, PR SRV, R R W)

w oo TEo0 My

-
—

UIXEE(Y LIRS
CORN/OARS X=X )
48 o056Te ERRD) 67 Tt 17

Nl e m
Lan i TP -

[
B AT

b4
i}

oM INE

= 1,000 X

AI=NJIM+]

ki ITE (547 ) Migle¥ 4K

FORMAT 3Pz g 14, 2Ky 072 8,3F ] 24C42Xe? A=Y gy F 234031 41 XKy1 %)
oC T( &

CTNT INDT

ST(CP

EN L



APENDICE C

Programa que calcula o expoente de Liapunov

DD NP uny e

C ESTE PROGRAMA CALCULA (S EXPUENTES DF LYAPULNGY
z 20 MAPA ASSI M TEICC
C AT F € NUMERC ODF TTERACHES DC TRANSIENTE
C NL £ O NUNREC DE TERMGS N& SOM2 L0 EXPLENTE DE LYAPUNLV
c N° £ C NUMERE DE PONTCS
REAL#E A4 Xy Y4ILYALLET,E2
REA*H S TICYMALYAR
21;21 o
2?2=11
NT =200
NL=2(({
AP =40
A= 1.34000"
Fl=0,1000
£2 =0. 00D
wRITE {6,21) £l,.82
2l FORNAT (1% ' Fl=t g 0150 FeZXe Y E2= 4T15.28)
73 GQCC 1 =] 40P
ST (MA=D g i
X= (e 500N
A= 2L QQDC2ZCG00
NAINE J5 14N 1
12 X o LTa DDy GO 7L 10
X= 1,000 =F 1=AF(DARS{X)=%71)
AN PRI TARE
10 X= 1, D00=L2 —AR(ODABS{X) %27}
160 CAONMTIANUGE
£ JA SATU O TRANTIENIIL
RLEEE & N AN T 3
P X T . 00y GO T0 56
X= Jo L=t I—A#{DABS{ X I**7 1}
Co TN 650
S0 Xz 1 PIo-E2- 23 (LARSIX Y%7 Z2)

690 IF (X JTa D) GO TU 22
Y=-CBELF(ZY)HRA¥ {CARS(X)*X(Z21-1.))
YAE=LAEBS(Y)
¢ Y6 23

20 Y=ERLFCZZ2 1AM CABSIX )+ 22-1.0)

YA C2ESLY)

73 1F (YER &tTe 170=)2)G0 T
SICMA=SIGMARTLCGLY2E)

115 COMT IMUE
JCI1=NL 41
ELYAI=SIGMA/FLCAT (I )

#RITE €6 1232) Ay, ELYAL

123 FORMAT (IXy 080,015, 042X PELY LT = 4035,7)

ccog CONTINUE
STOP

210



APENDICE D

Programa gue calcula ¢ expoente de incerteza

1 C CALICULC DC EIXPCENT DE INCERTYEZA
Z - 0S NUMFROS GERADDS RANDCOMICAMENT E 657 AD NuM ARQIIVY &
3 C NP E { PERIECCC Db U2 DLS ATRATIIRES
4L C ST £ € NIMERC DE PCONT(GS RANCCMICUS GERADDS
5 z SPS S 0O VALODFE DA [TACFRT EZA

& C KT F C TRANSIENTE DAS ITisACTES
7 IMPLICIT rE AL *B{A~H,~7}

g =P L), (D=6

G A'—'lo?S“CU

in NYT=60D

13 NP =2

12 ST=16{0C.C80

13 SN =z,

14 7 RYIG 5,21+ EMC=214) X

15 21 FOFMAT L1X,F 17.14)

14 X=X

17 £ 56 I=1. M1

ie X=F {Xy 8)

19 507 CON FNUE

20 C JA TERWMINDD [ TEANSIENTF

21 YY =X

22 X=XD+4EPS

23 £3 501 I=1+K1

24 X=Fl)(rf“

25 £9] COMNYENYUE

25 C JA TTEMINGY [ TREANESIDN T

27 5 €10 T =1 o NF

28 X=F{X )

29 Ti=¥Yy-—X

ichs! T=DA38( 71}

31 IF {7 &LEs l1e3E=H%) G2 10 4

3z A1 CORT [NJE

a3 SN=5h+],9D )

24 CL 1f ggey
25 4 X= X 1= E2§

EXS L 521 I=1.41

E X= F{xy 2}

14 531 CONTINDE
3G C JA TERMINCY [ FTRANSIENTE
40 DL &Y 6 1= Y NF

L} X=F(XysA}

47 T1=¥Y=-X

432 T=C2E5 {71}

44 IF (T oLjJ- 1-“%"5’ Groo 1{- 7

45 £1le CTM IMNJE

46 SN=S M1, 00D
47 ToGa GC 10 7

4 8 214 S=SN/ST

4 ¢ Wil TE L6 478) FPSeST SN

50 A4 EORMATIIX W EFSSY yF 15,0248 0 20 o f Tiiaay? SN L,FY206)
5} KEITE (€,50) &

57 cf: FORMAET [ IX 4195824 Fliet)

53 ST(P

h4 END

55 z AQUT CCviCA € MAPR

56 FURNCTICN #(X.21}

57 IMPL ICIT REAL *#8(A-H,(-21)

58 IFd XelF 0D SC 103 2 P



G
61N
&1
62
63
b4

200
202
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F= 1eNT=-AXDABS(X 2472
0 ¥C 202

F= QUDI=AXDARS (X) *%2
CONTINUT

Rz TUK M

ENT
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APENDICE E

Programa que calcula f(a)

T Ny

22

1€
15

865
33

T4

11

PRUOGRAMA CUF CALCULA F{ALFA) FM FUNCAC CE ALFA
NX NJM-RD DE ELEMEANTODS £ X [ ¥

NA UNIOAODE DE LETTURA 5 ESTAL CS VALCRES DCS PINTIS FIXODS
NCE PONTAS Db ACUMULACAC GRCFNADCS €M ORDEM CECRESCENTE

NA UNIDADE | FSTAC 0OS VALORELS DE T AL
IMHICIT RE AL %8 {A-H(-2)
INTLGER  JC o MXTER,T yM1, M2

REAL 28 X{Z26Y 4 Y25)s BRPAFIG) o CL2543 )00 26 )3 D51 €0, DSLZE)FH 26)

1=(

FERC {1y1l,tND=443) 7

FERWINY S

SN=GL QLD

T'\\i:}o’\?"r)j

REFD (5, 4EN[=05C) 2

Al=A

REFL {S5elsENLC=0CG] &

FCFMAT {1X4F1C,15)
EPS=CRAFS{AY-1)

S=EFPSHX (=T)

TN=Th+1, D0

SN=SA+ S

GL TC 19

CE=CUTCISN)/ELLCCGITN)

=l+1]

x{])=C¢

YiI¥=1

DI ¢=TH Q- o« 030}

Wa ITE (£422) CLetu1%,1

FORMLT {2X g WQo 0 ,F YE LBy o Xq VT W= P 120842 %" 15" (Fl2,2)
GUr T 23

JE2OCALCUL Gy € CONJILNTL € 7 1
NX =]

IC=nX-1

PR =000

BPARL?Y = OO

EPARLIZ)=,00C

BPARL4 Y=, 0D

CALL TCSICTU (X oY o NX 3 BPARLC1(, 1EF)
MI=NX

M= )

3 T4 I=14NE

tly=x(1)

CALL DCSEV] U XeYyaNXeUa 10y UaDSyMY oIS ¢M2 1L KY
Diy 11 T=1, NX
FOI=XLE%DS 1T )-Y (1)

WRJTE (5,81 (OSL11F{T)el=2,8NX)
FORMABT LIXs Y PLFA=Y WF Y ,E,2X5,"F=t ZF17.E]
SICFE

ENC
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