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ABSTRACT

Using dynamical system theory we investigate homo
geneous and isotropic models in Brans-Dicke theory for perfect
fluids with general equation of state and arbitrary w. Phase
diagrams are drawn on the Poincare sphere which permits a quali-
tative analysis of the models. Based on this analysis we con-
struct a method for generating classes of solutions in Brans-Dicke
thecory. The same technique is used for studying models arising
from non-minimal coupling of electromagnetism with gravity. In
addition, viscous fluids are considered and non-singular solu~

tions with bulk viscosity are found.

RESUMO

Usando a teoria dos sistemas dinadmicos, investiga
mos modelos homogéneés e isotropicos na teoria de Brans-Dicke pa
ra fluido perfeito, eguacdo de estado geral e w arbitrario. A-
través dos diagramas de fase projetados na esfera de Poincare, fa
zemos uma andlise gualitativa dos modelos. A partir desta anali
se formulamos um método para a obtengdao de classes de solucoes
na teoria de Brans-Dicke. Usamos a mesma técnica para estudar
modelos originados do acoplamento ndo-minimo do eletromagnetismo
com a gravitagdo. Consideramos também fluidos viscosos e apre-
sentamos solugoes nao-singulares com segunda viscosidade.
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"Une etoile me regarde et dit:

Nous voict, toi et mot,

Chacun a notre place ...

Que comptes-tu faire?

Je reponds: "Autant que je sache,
Attendre et laisser le temps passer;
Jusqu'a ce que vienne mon heure”.

"Moi aussi, dit l'étoile, moi aussi ..."

(Thomas Hardy, Attente, trad.

Claude Elsen)

de



INTRODUGAD

A constatacdo de que o chamado modelo padrao, que
prevé um inicio singular para o cosmo ("big bang"), nao consti-
tui atualmente um gquadro tedrico plenamente satisfatorio tem mo-
tivado os cosmblogos a desenvolver novas teorias que proporcio-
nam uma melhor compreensac do nosso universo fisico. Nesta te-
se abordamos trés dessas possibilidades: a teoria do universo
viscoso; modelos ndo-singulares originarios do acoplamento nao-
-minimo entre a gravitacdo e um campo vetorial eletromagnetico);
e a teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke. Esses trés casos
juntamente com o modelo padrao sao apresentados no Capitulo I.

A teoria do universo viscoso foi concebida inici-

{11

almente por Misner ao tentar explicar o alto graude isotropia
observado no universo atual. Ao invés de postular dque a proprie
dade do universo isotropico era primordial, Misner demonstrou que
a viscosidade gerada por neutrinos pode fornecer um mecanismo de

(2]

isotropizagao. Em 1973, Murphy introduzindo a segunda visco-
sidade ("bulk viscosity”) no tensor momentum-energia que descre-
ve o contefido material do universo, apresentou uma solucao nao-
~-singular das equag8es de Einstein partindo de uma geometria ho-
mogénea e isotrbpica. A observagao de que efeitos guanticos de
criacio de particulas poderiam ser descritos através de termos de
viscosidade no tensor momentum-energia foi feita por Zeldovich e

3] (4]

Starobinski . Em particular, Vereshkov et al mostraram dque

a criagdo de particulas num universo de Kasner esta ligada a pre



senca de termos ndo-lineares do coeficiente de expansdao do uni
verso na parte dissipativa do tensor momentum-energia. Termos
viscosos nio-lineares no coeficiente de expansao dao origem a

fluidos nao-Newtonianos gue juntamente com ©0s chamados fluidos

nao-Stokesianos foram estudados por Novello e Araﬁjo[S]

(6] e Novello[7]. Sclucdes analiticas descrevendo mo

, Novello
e 'Olival
delos ndo-singulares com viscosidade gquadratica foram encontra-
das por nds e sdo apresentadas num artigo publicado pela Revis-—
ta Brasileira de Fisica, com o titulo "Cosmological solutions
with quadratic viscosity” (ver ref.[8]). No capitulo II, apre-
sentamos também a andlise qualitativa de modelos com viscosida-
de através da teoria dos sistemas dindmicos a qual nos permite
uma visao global das solugles.

0 capitulo ITII é dedicado ao acoplamento nao-mi-
nimo do campo eletromagnético com a gravitacdo. ApdOs descrever

91,

com algum detalhe a solu¢do obtida por Novello e Salim
gqual representa um universo homogéneo, isotrdopico e nao-singular,
passamos a analise qualitativa das solug¢des geradas por este ti
po de acoplamento. A representacao das solucoes & feita atra-
vés de curvas situadas sobre a esfera de Poinéaré, de onde tira
mos conclusdes a respeito do comportamento global dos modelos.
Os resultados que obtivemos foram publicados na revista
General Relativity and Gravitation, com o titulo "Non-minimal
coupling: the spectrum of cosmic solutions® (ver ref. [10].

Nos capitulos IV e V examinamos a teoria de Brans
—Dicke, uma teoria escalar-tensorial da gravitacao, que conside

ra a '‘constante' gravitacional Newtoniana como uma variavel di-

namica evoluindo junto com o cosmo. Analisando uma geometria



homogénea e isotropica, mostramos que € possivel reduzir as equa
¢des de campo a um sistema dindmico planar e autonomo. Tomamos
como fonte da curvatura e do campo escalar um fluido perfeito sa
tisfazendo uma equacao de estado do tipo p= Ap. Os diagramas
correspondentes ao espa¢o de fase das solugbes sao projetadas na
esfera de Poincaré para diferentes valores de X e de w (a cons-
tante de acoplamento do campo ¢}. A partir da analise dos dia-
gramas de fase, elaboramos um método para a obtencao de classes
de solucgdes conhecidas na literatura. Os resultados relatados
nos capitulos IV e V foram obtidos por ndés e submetidos para a
publicag¢ac na revista Astrophysics and Space Science em dois ar-
tigos com os titulos: "Qualitative analysis of cosmological mod-
els in Brans-Dicke theory" e "Exact Brans-Dicke solutions: a dy-

namical system approach" (ver refs: [11] e [12]).



"It sometimes comes as a surprise that science can
make any contribution at all to topics such as the creation and end of all

things"

(P.C.W. Davies, "Space and Time in the

Modern Universe”)



CAPITULO I

COSMOLOGIA DO “BIG BANG” E
COSMOLOGIA NAO-SINGULAR

I. 0 UNIVERSO OBSERVAVEL

Ao tentar se construir um modelo cosmologico que
possa descrever macroscopicamente o universo é necessario, antes
de tudo, conhecer os dados observacionais de que dispomos atual-
mente. De uma maneira um tanto sucinta e simplificada, poderia-
mos enumerar algumas das principais caracteristicas do universo

inferidas a partir da Cosmologia observacional:

a) o universo & espacialmente homogéneo.
Considerando distancias espaciais da ordem de
100 Mpc pode-se afirmar que o universo apresenta homogeneidade
espacial[l3]. Evidentemente, em pequena escala, as inomogeneida
des extremas caracterizam o cosmo como absolutamente irregular

n n [14]
ou "granuloso .

b) o universo & isotrdpico.
As evidéncias de isotropia, isto &, equivaléncia
entre todas as diregdes espaciais, provém principalmente da ob-
servacio dos varios tipos de radiacdo gue chegam até nds: ondas

P . . - . . i5
de radio, raios X, raios cosmicos, radiacao de fundo, etc[ ].

c) o universo atravessou uma fase "quente" e densa.



A descoberta da radiacdo de fundo ("background ra
diation") em 1965 por Penzias e Wilson; cujo espectro & idénti-
co ao de uma radiacdo emitida por um corpo negro a temperatura
de 2.70K, sugere fortemente que O universo passou por uma fase

de temperatura extremamente elevada e altissima densidade[IG].

d) o universo estad em expansao.

0 desvio para o vermelho ("red shift") observado
no espectro da radiacdo emitida pelas galaxias tem sido interpre
tado como sendo uma indicacao de gue as galaxias se afastam de
nos (efeito Dopler). Em 1929, Hubble observou que a velocidade
de afastamento (ou recessd@o) de uma galdxia € proporcional a sua
distancia. O fato de aceitarmos a homogeneidade do universo as-
sociada a hipdtese de que ndo ocupamos uma posigdo privilegiada
no mundo nos leva a concluir que temos, na verdade, uma expansao

geral do cosmo[17].

IT. COSMOLOGIA DO "BIG BANG": O MODELO DE FRIEDMANN-ROBERTSON-

. -WALKER
0 modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), ob-

(18] em 1922, & considerado ainda

tido inicialmente por Friedmann
hoje como o mais simples modelo cosmoldgico capaz de, em linhas

gerais, estar de acordo com os dados observacionais apresentados

acima. Todavia, como veremos, este € um modelo singular, que
prevé um inicio para o universo atraves de uma grande explosao

("big bang"), quando, entdo, toda a matéria estaria concentrada
num dnico ponto, o raio do universo seria nulo e a temperatura
seria infinita. Atualmente podemos dizer gue boa parte dos cos-

mélogos relutaria em aceitar que a existéncia desse estado deva



ser necessariamente inferida a partir dos dados observacionais
ou mesmo de argumentos tedricos, o gue, certamente, constitui
uma forte motivagao para a busca de novas teorias. Neste capi-
tulo, descreveremos as caracteristicas fundamentais do modelo
de Friedmann-Robertson-Walker.

Antes de tudo, admitiremos que 0 espago-tempo pos
sul a estrutura matematica correspondente a uma variedade dife-
renciadvel 4-dimensional V' sobre a qual podemos definir um sis-
tema de coordenadas (x"}{"). Neste ponto, outras hipdteses se

seguem:

i} O elemento de linha em V' serd dado por dsz==guvdxudx%

onde Iy = guv(x) sd80 as componentes do tensor metrico que admiti-
remos simétrico com assinatura (+---), e que determina a estru

tura local do cone.

ii) O modelo de Friedmann-Robertson-Walker & uma solugdo
das equagdes de Einstein. Portanto, aqui, deveremos supor que
a interacgao gravitacional & corretamente descrita pela teoria

da relatividade geral cujas equacgdes de campo sao dadas por

1 _ 8mG (**)
Ruv > Rguv4—Aguv = pr Iy . (I.1)
onde Ruv € o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura, A a

constante cosmologica (que pode ser tomada nula), G a constan

(*) Nesta tese, usaremos a seguinte notacao: Indices gregos variam de 0 a
3 e Indices latinos de 1 a 3. Com relacao a notacao tensorial adota-
da por nos, seguiremos estritamente a convencac da referencia {[20].

(#*) Adotaremos, daqui por diante, um sistema de unidades no gual c=1 e,
com excege-io dos Cap. IV e V, 81G=1,



te gravitacional Newtoniana, ¢ a velocidade da luz e Tuv o ten-

tor momentum-energia que descreve o conteudo material do univer-

SO(***)

O tensor momentum-energia T gque aparece no la-

uv’

do direito das equag¢Oes de Einstein, pode ser decomposto em suas

partes irredutiveis em relacdao a um campo vetorial representando

[19][20]

a 4-velocidade de um observador Assim, suponhamos que

v¥ (x) seja um campo vetorial do tipo tempo normalizado & unidade

(vuvu = 1). A forma geral do tensor momentum-energia seri dada

por

T = quVv- phu\) + 7

pv T 29,V v | (I.2)

B

onde as quantidades p, p, ™ representam, respectivamente,

pv € 9y

a densidade total de energia, a pressao escalar, a pressfo aniso

tropica e o fluxo de energia medidos localmente por um observa-

dor que se move com 4-velocidade vY. Usualmente, em Cosmologia,

H como sendo o campo vetorial que representa a velo-

H

escolhe-se v
cidade da matéria no universo. As curvas integrais de v' podem,

portanto, ser identificadas com as linhas de universo de pontos

materiais, os quais chamaremos de observadores fundamentais. 0

tensor huv’ na equagao acima, definido por huv = dyy T VVyr PIo

jeta objetos geometricos definidos na variedade espago-tempo V*

no sub-espag¢o H ortogonal a v". Cconsiderando as galaxias (ou os
(*¥**) Para o tensor de Riemann RanBT’ a partir do qual sao definidos o ten-
sor de Ricei (R N ERaua\;) e o escalar da curvatura (R=Ruu), adotamos a

e A L a o T a T a
definicao Ripg) =T B, a " r ”.)‘,8+r 'r)\r Bn -T TBF an> onde T gy Tepre-

senta as componentes da conexao metrica.



aglomerados de galaxias) como pontos materiais cujo movimento me

dio & dado pelo 4-vetor vu, podemos descrever todo o conteudo ma
terial do universo usando a aproximagao de um fluido ("fluido ga
lactico"). Na verdade, a equagao (I.2) & bastante conhecida em

Hidrodindmica e expressa a distribuicdo de energia-momentum de
um fluido geral[zl].

A estrutura do tensor momentum-energia Tuv depen—
de, portanto, do tipo de fluido que considerarmos, de acordo com
nossa aproximacao. Naturalmente, devido ao fato de que nas equa
¢des de Einstein o lado esguerdo depende unicamente da geometria
do espaco-tempo, nem todo tipo de fluido & compativel com uma da
da geometria. Por exemplo, para modelos homogéneos e isotrdopi-

cos, e (i # i) devem ser nulos. Se, além disso, supuser-
q

T .
u ij
mos que nao existem processos VisCoOsos, entao teremos o gque se

denomina fluido perfeito, com o tensor momentum-energia exXpresso

por

Tuv = pvuvv— phuv , (I.3)
onde p é a pressdo termodindmica do fluido. Vale ressaltar que
o modelo de Friedmann-Robertson-Walker admite gue o conteudo ma-

terial do universo pode ser identificado a um fluido perfeito.

Consideremos, agora, a derivada covariante Vu-v
. . [19][20]
do vetor V- Podemos decompor vu_v da seguinte maneira :
v = a v, + Eh + C + W (I.4)
(LR U 3 Tuv uv uv !
o o . L 8 _1 _
onde au__vu'_vu:av , b=vw sat qu h [uhv] asf BBhuv e wuv"



_ o, B .
= hu hv Vo; B As guantidades ar 0, ov e OUV’ representam a a

celeracdo, expansao, deformagao ("shear") e vorticidade (ou rota
¢ao) do fluido qgue tem como campo de velocidade o vetor vu.
A conservacao de energia e momentum do fluido po-

de ser expressa pela egquagao
T =0 . (I.5)

Esta equacdo & consistente com as equagoes de Einstein uma vez
que a divergéncia do lado esquerdo de (I.1l) é nulal??],
E possivel separar a equacao de conservacao da e-

nergia da equacido de conservacao do momentum da seguinte forma.

Projetando (I.5) na direcgao de vu, isto e, tomando Tuvv M, obte
mos:

. Al W MY -

p + (D+p)9+qvu+q - 0 OU\)—O , (I.6)
que expressa a conservacdo de energia. Por outro lado, se proje

tarmos (I.5) no espaco local de repouso do observador gue tem 4-

-velocidade vu(multiplicando a I.5 pelo tensor hau), obtemos

(p + p){ra - P, Bheoz + c‘IBhBa +0q, + deaB + quﬁB + TIGB; 8

BA o ()

OBAVa = ' (1.7)

- b - .
onde eGB = 3 h ‘¥OGB e w & a vorticidade.

R o

(*) A equacio (I.7) representa uma generalizacao relativista da equacao de
Navier-Stokes!21
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Na presenca de fendmenos de dissipagao e de trans
feréncia de energia & necessario especificar as relagbes fenome-

nologicas entre as gquantidades ﬂuv’ p, 4. e os parametros cinema

1

ticos do fluido 9, a, o e Aqui, porém, desprezemos os

w .
Hv v

termos relativos a transferéncia de energia, e consideremos ape-

nas fendmenos de dissipacao devidos a processos Viscosos. Se

ﬂuv for uma funcio continua do tensor de dilatacao Guv, isto e,
_ ~ . . - . [20]

ﬂuv fuv(ﬂaB)’ entido dizemos que o fluido e Stokesiano . E

possivel mostrar que para modelos homogéneos e isotropicos

T = f(e)hU (1.8)

IRV v o

onde f(6) & um polindmio em 8, cujos coeficientes podem depender
da energia do fluido. Nesse caso, O tensor momentum-energia te-

ra a forma

T,y = DVUV\)-phu\) ] {1.9)
onde p = p- £(9) funciona como uma "pressdo efetiva”.
iii) A geometria do modelo de Friedmann-Robertson-Walker

num sistema de coordenadas {t,x,9,¢) & especificada pelo elemen-
to de linha a seguir, com as funcgdes R(t) e v( ) a serem determi

nadas:

ds2 = dt? - R?(t) [dX® + a2 (X) (d92 + sen?8 do2)] .

(I.10)

Um calculo imediato mostra que se tomarmos V1%=6u0, isto &, esco



=11~-

lhermos um observador co-movel com o fluido, entdo veremos que

a, = Ouv T Wy T 0. 1Isto significa que este &€ um observador ge
odésico ¢ que a métrica (I.10) descreve, de fato, um modelo iso
tropico e sem rotagao. Por outro lado, temos que 9=23%, indi-
cando, portanto, um modelo expansivo.
As equac¢des de Einstein (I.1) para a métrica
(I.10) reduzem—-se a0 sistema:
: k
3(%)2+%3=p_1\ . (I.11.a)
R R, 2 1 o" _
2§+ (_ﬁ) _RZ-—O—_ P A ' (I.ll.b)
ﬁ R,z 3k 2 g"
2§-»(§) +—1-+§;?f=-p—ﬂ ' (I.11.c)

onde estamos fazendo a hipotese de fluido perfeito para a fonte

" 12
de curvatura e k E-% (B)R;=-—%- 207 %;r = é%‘1, sendo (3)

[20]

R o es
calar de curvatura da hipefsuperficie t = cte

Para se resolver o sistema de equagoes (I.1l) pre-
cisamos da equacao de estado do fluido. No modelo de Friedmann-

-Robertson-Walker toma-se, como equacae de estado, p = Ap,

0

A

A1, Além do mais, faz-se A = 0. Assim, de (I.11.b) e

(I.11.c) obtém-se

g'?2 1

3 == =0 . (I.11.4)

O—ll
o

Esta equacdo nos da as seguintes solugbes para o(x):
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o (x) sen X

senh Y {(1.12)

A funcio o(y) determina a curvatura da sec¢do espa
cial t=cte: a) of{yx) = X~ segdao espacial euclidiana e k=10, b)
o(x) =seny -+ secdo espacial fechada e k=1, c) U(X)=;senhx-+sg
¢do espacial aberta e k=-1.

Para determinar R(t) precisamos especificar o va-

lor de k(0, *1). Para k=0, por exemplo, temos a solugéo[23]
2
R(t) = r_t>(EHY) (I.13)

com RO constante.
A equagao de conservagao de energia (I.6) se es-

creve, neste caso, como

R

b+ 3(L+Neg =0 (I.6)"
o que nos da, de imediato,
Po
D(t) = 3(1+A) ’ (1-14)

R(t)

com po constante. Vemos, assim, gue a densidade de energia (e,
portanto, também a pressdo) depende apenas de t, o que significa

homogeneidade do modelo.
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-~ * -
Se k=1, temos a solucao( ) na forma paramétrica

2

R(n) = Ro(senn)1'+3A ' (1I.15.a)
t = 2 R(n) dn (I.15.b)

1+ 3A ’ . y
Se k=-1, também temos a solugdo na forma paramé-

trica
2

R(N) = RC(senh11)1+3A R (I.16.a)
£ = 2 R(N) & (I.16.b)

= 1+ 3x n n . . .

As solucodes (I.13), (I.15) e (I.16} constituem u-
niversos com topologia distinta. Paralelamente, vemos gue se de
finirmos uma densidade critica P E3(%)2 a equacao (I.11l.a) pa
ra A =0 nos da

k=3—2—:§—t)—{p—p)

(I.11.a")

Dai, € o sinal de p- Por Da verdade, o que determina a curvatura
espacial do modelo de Friedmann~Robertson-Walker.
Podemos representar num dilagrama © comportamento

de R{(t) conforme p <pc, p==pc e 03>Oc . Nos dois primeiros ca-—

(*) A forma explicita das equagoes (I1.15.b) e (I1.16.b) foi calculada por
Assad e Lima (ver ref. [24]).
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sos a pouca densidade de massa-energia do universo, ndo & sufici
ente para frear a expansdo do universo iniciada em t=0 com umn
'big bang'. No terceiro caso, contudo, a densidade & bastante
alta para ser capaz de néé s0 anular a expansdo, como também fa-

zer com que toda a matéria comece a se contrair até que o raio

do universo se anule outra vez (ver fig. I.l).

R (f )ll

0 t

Fig. I.1: Evolucao das geometrias tipo Friedmann para
as diferentes secoes espaciais

Vale comentar que a densidade critica p_, €& estima

da atualmente em p'b10"299/0m3. A densidade de massa presente

o
-31 251

nas galaxias (v 10 g/cm3),contudp,éébastanteinferiorz%pc
Ainda assim, nao & possivel concluir que vivemos num universo a-
berto (isto &, k=-1), uma vez gue & necessario levar em conta a
contribuicdo para densidade devido a chamada 'materia escura',
ndo detectavel.

As solucdes (I.13), (I.15) e (I.16) sdo singula-

res em t=0. Tradicionalmente tem se interpretado este fato ad-
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mitindo-se que houve um inicio do cosmo guando toda a matéria,
juntamente com o proprio espago-tempo, emergiram do nada. Nesse
instante, toda a matéria do universo estaria extremamente concen
trada e teriamos uma densidade de massa-energia infinita (ver eq.
I.14). Todavia, um tal guadro contém inumeras dificuldades ted
ricas. Em primeiro lugar, somente para citar um exemplo, pode-
-se argumentar, com muita propriedade, que quando o raio do uni-
verso fosse muito pequeno, efeitos quinticos do espago-tempo im-

[26], ou ainda gue tais efei-

pediriam o universo de ser singular
tos tornariam completamente inadequada a descricaoc classica for-
necida pela teoria da relatividade geral. A idéia de que a des-

cricao classica falha ao tentar descrever os primordios do uni-

verso, quando seu raio & da ordem do comprimento de Planck,
ch , 1/2 -33 L
(33 vo1l0 cm, parece encontrar bastante aceitacgao entre os

cosmdlogos atuais[27].

IT. COSMOLOGIA NAO-SINGULAR

a) Teoremas de singularidade

Dada uma congruéncia de curvas na variedade espa-

u
HAt

caracteriza a expansao do modelo. A equacdo de evolucao de 6 ao

go-tempo V' definida pelo campo vetorial v" vimos gue 6 = v

longo de uma curva integral de v! & dada por

g 4 82 2 — op2 - ab = MV
g + 3 + 20 2w a su " Rqu v, (1.17)
- 1 0, =1 aB | o = o
onde ¢ = 5 OGB o] w = > maecu e 8 = G;GV .

A equacao acima & conhecida como equacao de Ray-

chandhuri (28], 0 1lado direito desta equacao depende unicamente



-16=

da geometria de V* através do tensor R Se, porém, admitir-

IPAY
mos a teoria da relatividade geral como valida, podemos substitu
ir Ruv em (I.17) usando as equac¢Oes de Einstein (I.1). Para uma
métrica do tipo Friedmann-Robertson-Walker e vp==6uo, wuv==ouv =
=a,= 0. Portanto, a equa¢ao de Raychandhuri se reduz a

. g2 1
8+ 5 =-5(p + 3py+ A (I.18)
3 2
ou ainda,

3R =-3(+3p)+ A, (I.19)
onde substituimos 8=13% em (I-18).

Se L£0 e (p+3p) 20, entdo vemos atraves de (I.
19) gue R(t) vai a zero num tempo finito, com a densidade tor-
nando-se infinita. Logo, como estamos tomando A =0, e, para fiui
do perfeito, p+3p 20, concluimos gue num universo de Friedmann-
-Robertson-Walker, a singularidade cosmoldgica & inevitavel.

0 resultado acima pode ser generalizado para ou-
tras geometrias nao necessariamente homogeneas e isotropicas, a-

(291

través do teorema a seguir:

Teorema I.1

"0 espaco-tempo desenvolve necessariamente uma sin
gularidade se as seguintes condi¢Oes forem satisfeitas:
i) As equagdbes de Einstein (I.1l) com A £ 0 sao validas.
ii) A condigao de energia TquuV» 2 T/2 para gqualguer vetor
tipo-tempo VM & valida. (Para um fluido perfeito isto significa

p + 3pz0).
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iii) Nao existem curvas fechadas do tipo tempo (o que signi
ficaria violacao da causalidade).
iv) Em cada geodésica nula ou do tipo tempo existe pelo me

A

nos um ponto P tal que Z Za]Z z° 2 0, onde Zu é o vetor

wfvInplo
tangente a curva em P,

Este teorema parece tornar a singularidade inevi-
tavel no contexto, digamos, da 'cosmologia convencional'. No en
tanto, nos 0ltimos anos tem-se procurado uma saida desse esquema
extremamente rigido através de varias alternativas, algumas das
quais abordaremos neste capitulo com maiores detalhes, enguanto
gue outras serao apenas mencionadas:

i) Modelos com viscosidade

(2]

Em 1973, Murphy desenvolveu um modeloc do uni-

verso nao singular considerando uma geometria homogénea e isotro

pica cuja fonte de curvatura &€ um fluido com viscosidade ("bulk

viscosity"™), violando a condicao (ii) do teorema acima. Qutros

modelos nao-singulares com fluido viscoso foram propostos por

Heller, Klimek e Suszycki (1973) 1391, Heller e suszycki (1974)31},

Romero (1988){8], Salim e OliveiramgB?],todoseastes violando (ii).
ii) Acoplamento nao-minimo com a gravitacgao

Na teoria da relatividade geral a interacao do e-

letromagnetismo com © campo gravitacional se faz de acorgo com

o chamado principio do acoplamento minimo[32]. A introducac de

uma nova forma de interacao entre um campo vetorial e a gecmetria

9]

do espaco-tempo formulado por Novello e Salim deu origem a um
modelo livre de singularidade no qual o universo apos uma fase

de contracao atinge um raio minimo e depeois comeca a se expandir.
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0 modelo de Novello-Salim viola a condicao (i) do teorema I.1.

iii) Teoria de Brans-Dicke

A teoria de Brans-Dicke{33}

surgiu em 1961 e go-
zou de grande popularidade na década de 60. Pretendendo incorpo
rar o principio de Mach, Brans e Dicke consideraram, além do ten
sor métrico 9yyr Um campo escalar ¢, o qual determina a 'constan
te' gravitacional Newtoriana G, como uma variavel dinamica do es
pago-tempo. Para valores de w(constante de acoplamento de ¢) me
nores que - 4/3 obtém-se universos nao-singulares homogéneos e i

[11]1[34]

sotropicos tendo fluido perfeito como fonte Novamente,

& a condicao (i) gue é violada.

iv) Outras alternativas, que nao discutiremos aqui, ao uni

verso singular, violando pelo menos uma das hipoteses do teorema

I.1, sao: modelos na teoria de Einstein—Cartan[35]; modelos com

[36] (em 1968, Zeldovich[37] mos-—

constante cosmologica positiva
toru que flutuagdes guanticas do vacuo podem dar origem a termos
do tipo Aguv no tensor Tu ); teoria do universo estacionario de

v
[38) (virtualmente abandonada ap0s a descoberta

Bondi-Hoyle-Gold
da radiacio de fundo, em 1965); modelo de Marochnik-Pelikhov-Ve-
reshkov que considera um fluido em regime de turbuléncia simulan

{391 t40] que consi-

do energia negativa ; modelo de Melnikov-Orlov
dera efeitos quianticos de um campo escalar, etc.
b) O modelo viscoso ndo-singular de Murphy

No modelo de Murphy (1973)[2}

, que ja mencionamos
antes, consideramos uma geometria do tipo Friedmann-Robertson-
-Walker com secgio espacial plana (k=0) e um fluido com viscosi-

dade (segunda viscosidade ou "bulk viscosity"). A hipotese da
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viscosidade linear com coeficiente funcgao da energia assumida
por Murphy corresponde a tomar uma pressdo efetiva p=p-£6, on
de E{p) =ap, com a=constante,

As equacOes de Einstein (com A= 0) tornam-se, en

tao:

3(%)2 = p , (I.20.a)

2%+(.§)2=—p+3£% , (I.20.b)
ou ainda,

82 = o, (I.21.a)

25 + 5 -apo = - xp (I.21.b)

onde substituimos p=Ap e 9=13%.

Eliminando p da equagao (I.21.a), obtemos

or t 2 (l+r-a8) =0 . (I.22)
. 14 - .
De imediato, vemos que & = 2 e uma solucao, a
qual corresponde a conhecida solucao estacionéria:kadesitter[zo]
=O;

(solucdo das equacdes de Einstein para o vazio, isto e, Tuv

e A=0).
A solucdo geral de (I.22) & dada por
(1+2)6_ (£E-¢t.) 31+ ENTRRY
o o 2 R2

(I.23)
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+ . -
1+ A , £t e ¢, sendo constantes de integracao.
5 o g
o

O grafico de R(t) para c>0, ¢c=0 e c<0 tem a se

onde fizemos a=

guinte forma:
R “' )ll
€<0

C=0
C>0

N\

Fig. T1.!: Diagrama de fase no plano (p,8) de

um fluido perfeito.

A solugdo c=0 (ver fig. I.2) nos da a solucio do
estado estacionario (de Sitter) para a qual tendem todas as solu
pcoes quando t~ -», Esta solugdo € instavel no sentido de que
gqualquer perturbagao no valor ¢=0 fara com que R(t) se afaste
da curva correspondente a ¢=0. Quando c¢ <0, temos uma solugao
nao-fisica (ja que o tempo t nac pode ir além de um certo valor
finito). Para c >0, temos as solucoes de maior interesse fisico
correspondendo a universos com expansao dada por

6

¢
6 = 3(1+3) - (1.24)

1+ cR 2
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Em nenhum desses casos temos singularidade do espago-tempo.

c) Acoplamento ndo-minimo e o modelo nao-singular de

Novello-Salim

Na teoria da relatividade geral a interacgao do
campo eletromagnético com a gravitagdo se da via o chamado prin-

cipio do acoplamento minimo. Segundo este principio, o campo ve

torial Au, que descreve o eletromagnetismo, nao se acopla direta
mente com a curvatura do espago-tempo. O acoplamento é feito e-

fetuando-se a substituicao: n > g e SN V. na lagrangeana
UV Hv axU u

que descreve a dinamica do campo AU na teoria da relatividade es

(+)

pecial Até agora, pode-se afirmar gque o principio do acopla

mento minimo s6 foi testado em regioes de campo gravitacional

[41] Todavia, em regides de campo gravitacional intenso (

fraco
e.g., pulsares e estrelas colapsantes), € possivel que este prin
cipio deva ser abandonado.

Existem scte maneiras de acoplar o campo vetorial

Au diretamente com a gravitagao, de modo gue a lagrangeana seja

uma funcao linear do tensor de curvatura[42]:
oL u
1 = RAuA
L - r 2R
2—RuUAA
L - rr "W
3 v

{t) Aqui np\) representa a métrica de Minkowski, 3 e Vu as derivadas co-

9x

mum e covariante com relacao a coordenada x". A lagrangeana 'CR E e
1 - E.

_ 1 MY o AW Mol [32]
dada por R. E. A Fm)}? +JUA , com j o 4-vetor corrente e
F =93 A «3 A,
Hv v v u
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L ¥
_ H
4 = RFqu
665 =R F" F%
uv o
aBuv
L. =w F g Fuy
:ﬁ * aBuv
7 R Fuv ’

onde (*) representa "dual" e e o tensor de Weyl.

WaBuv

Neste capitulo vamos examinar a primeira dessas

possibilidades, a qual deu origem ao modelo ndo-singular de No-

(9]

vello-Salim .

A acdo S, total que descreve a dinamica do campo

1

A, e do campo gravitacional serad dada por Sl==Jd“x «C

u 1 onde

06—1/__ R_1 oL H
1= V-9ly - 3F,F +eRAPRAT] (I.25)

- . BTG -
onde e &€ uma constante de acoplamento e kK=-2 € a constante de

4
" como sendo um termo de mas

/R.

Einstein. Pode-se interpretar RAmA
sa (gerada pela gravitacdo) para o foton com mg. .

A lagrangeanaoc1 determina as seguintes equagoes

de campo:

1 = = = u
= + A2 - 2 + & A2 +éRAAY = -7 (A
(2 +éang,, -el]ag,, +en ! pv (B)
) (I.26.a)
PV = -érAY (I.26.b)
2 = ! - 21 = o L1 ap
onde a2 = aa¥, G F R -9, Re T (R F F' +3q FF

€ 0 tensor momentum-energia de Maxwell.
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Tomamos uma métrica do tipo Friedmann-Robertson-

ds2 = dt2 - R2(t)[dx2 + 02(x) (d02 + sen26 d¢2?)]
(r.10)

o gque implica uma geometria homogénea e isotropica. A isotro-

pia do espago faz com que os campos elétrico e magnético sejam

nulos e, portanto, F, =0, Assim, da equagdo (I.26.b) conclui-

mos que R=0.

Zem-se a

nv

Definindo N =1+ @&A? as equagbes (I.26.a) redu-

R _

3= "% , (I.27.a)
R R, 2 2 o" _ _é.é

rY2(R) -jg 3 ="RrRa (I.27.b)
R R2 1 ,o" g'2-1 ___é é

RT2rr "Rl tT oz )"TRa - (1.27.¢)

Subtraindo (27.b) de (27.c), obtemos:

+ =) =0 . (I.28)

gue nos da para o(x), as solugdes (I.12).

Para o(x) = ¥, isto é, modelos com segaoc espacial

plana, obtemos a seguinte solucgao:

A(E) == [1- grep) o (1.29.a)
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R(t) =v t2 +02 ’ (I.29.b)

onde Q € uma constante.

A equagdo (I.29.b) descreve um modelo ndo~singu-
lar de universo, consegliéncia do acoplamento ndo-minimo do campo
AU com a gravitacdo (I.25). Ao invés da singularidade, temos um
universo que se contrai até atingir o raio minimo R_in= Q] em

t =0, iniciando, a partir dai, um regime de expansao (ver figqg.

I.3).

contracdo expansdo

]

0 t

Fig. I.3: Evolucdo do Universo Eterno

0 comportamento global desta solugao pode ser estudado no espago

de fase do sistema dindmico obtido atraves das equacdes (I.27)de

. - R g [10]
finindo-se as wvarlavels X = BEi e Y = ) .
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d) A teoria de Brans-Dicke

Como ja mencionamos anteriormente, a teoria de
Brans-Dicke & uma teoria escalar-tensorial (uma vez que, além do
tensor guv' introduz—-se um campo escalar ¢} da gravitacao. Na
verdade, podemos considerar esta teoria como um caso particular
de teorias escalares—-tensoriais mais gerais formuladas por Jor-

dan[32] [33] ao introduzir

. A motivacao inicial de Brans e Dicke
um campo escalar numa teoria métrica foi incorporar o principio
de Mach a teoria da gravitagao. Este principio recebeu uma nova
interpretacio, dada por Sciama, em 1950, o gual argumentou gque
num sistema de referéncia nao-inercial as forgas inerciais  que
devem aparecer sao de natureza puramente gravitacional e sao e-
xercidas pela matéria distante no universo. Partindo dessa idei

[44] [45]

a, Sciama deduz a seguinte relac¢ao:

pGt2 ¥ 1 , (1.30)

onde p representa a densidade de massa-energia do universo, G e
a constante gravitacional, e t &€ a idade do universo.

Aceitanto que a influéncia Machiana &, de fato, de
natureza gravitacional e que deveria se refletir na nao-constan-
cia da 'constante' G, como na eguag¢ac (I.30), Brans e Dicke pos-
tularam que G é uma varidvel dinamica, se comportanto como o in-

1), o qual deve satisfazer uma

verso de um campo escalar ¢ (¢=G
equacido de onda cuja fonte & toda a matéria do universo.
As equagdes de campo (geometria + campo escalar)

sio derivadas da agido S que especifica o acoplamento de ¢ com o

campe gravitacional:
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¢']“l

wh
S = - Jd"x @[¢R+JM-—'——

1]
16w & 1 . (I.31)

onde«LM é a densidade lagrangeana da matéria e w € uma constan-

te de acoplamento a ser determinada ‘'a posteriori'. Variando S

com relagao a g,y © @ ¢ obtemos, entao, as equacgoes

- _ 8n oot 1 - _ 1
Ruv = ¢ [Ty = (g 3)T 9! $2 v T % Piuiv
(I.32.a)
e
_ 8T
D¢_ (2o +3) T , (I.32.b)
onde [:]¢ = glVy, . e T= Tuu € o trago do tensor energia-mo-
rua\)
mentum da matéria Tuv' f importante observar que das equagoOes a
cima segue que Tuv-v=:0 identicamente.

A teoria de Brans-Dicke & considerada a extensao
mais simples da teoria da relatividade geral. De fato, se tomar
mos nas equacdos (I1.32) o limite w-»x e fizermos ¢==G—1::bonst.,
obteremos as equacdes de Einstein (I.1) com A= 0.

Se considerarmos as teorias escalares-tensoriais

na formulacgao de Jordan[43], cuja agao €& dada por[46]
s = -1 [a*x /ogler + L, - 2L 4 47V 4 26n(6)) (1.33)
167 9 M 6 Pim .

veremos que a teoria de Brans-Dicke & um caso particular quando

w(¢) = w=const., e a "funclo cosmolbgica™ A(¢) & nula.
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Embora na formulacao original de Brans e Dicke a
constante cosmologica seja nula, podemos introduzir A2 0 na agao
(I.31) adicionando o termo é%.[d“X|h1;A¢. As equagoes (I.32)tor

nam-se, entao,

_ 2w+ 2 _ 8w _ o w+1 _ow 1
Ruv - (2w+ﬁ3)ﬁguv ol (Tpv 2w+—3T) ¢2¢;u¢;v—$'¢;u;v -
(I.34.a)
[Jo = 55— (87T - 208) . (I.34.D)

Algumas soluc¢des das equagdes acima podem ser encontradas na li-
teratura[47][48].

As predigoes da teoria de Brans-Dicke em relacao
aos dados experimentais {ou observacionais) disponiveis atualmen
te guando confrontadas com as predigoes da teoria da relativida-
de geral nao diferem significativamente na maioria dos casos. Em
particular, isto é verdadeiro para o desvio da luz proximo a su-
perficie so sol, bem como para a precessdo do periélio de Mercu-

riol4610491 Algumas solugdOes prevéem um valor para o desvio da

. s - +
luz nas proximidades da superficie solar de %%jfé vezes o valor

tedrico predito pela relatividade geral. Por outro lado, para a

~ .o - . - 2w+ 3
precessdo do periélio de Mercurio esse fator e de ST 4 Para
concordar com os valores medidos para os dois fendmenos acima

(desvio da luz e precessao do periéelio) a constante de acoplamen
. . [38]

to w deve assumir os valores wVv10 e w™ 6, respectivamente .

Por outro lado, a abundancia de hélio no universo

& satisfatoriamente explicada por modelos baseados na teoria de
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[50]. A existéncia de buracos negros também & previs

Brans-Dicke
ta por solugoes cuja geometria € idéntica a de Schwarzschild[46L

Um vasto nimero de solucgbes das equacOes de Brans
-Dicke pode ser encontrado na literatura. No capitulo V mencio-
namos algumas solucdes para espa¢os homogéneos e isotrdpicos, ao
mesmo tempo gque desenvolvemos um método para gerar novas solu-

[12]. Solugdes ndo-singulares do tipo de Sitter podem ser

Goes
encontradas nas referé&ncias [34][51]. No capitulo 1V, atraves
dos diagramas de fase, detectamos a existé&ncia de soluc¢les nao-
-singulares representadas por curvas fechadas na esfera de Poin-
caré que tendem para o espaco-tempo de Minkowski guando t -+ * o,

Uma solucdo bastante conhecida na literatura con-

sidera uma metrica do tipo Friedmann-Robertson-Walker com k = 0

e fluido perfeito sem pressao (“poeira“)[zsl. As expressOes pa-
ra R(t) e ¢(t) ficam dadas por
rR(t) = r_tF (I.35.a)
o(e) = ot (I.35.b)
~ 2w+ 2 3w+ 4
onde Ro’ ¢o’ p e g sao constantes com P=5, 73 € 9=—3 — - Pa-
ra w>-1 (ver também capitulo IV) as equac¢les (I.35) descrevem
um universo singular (partindo de um "big bang") em expansao,com

a constante gravitacional G==¢_1 decrescendo com o0 tempo cdOsmico
t.

A idéia de que a constante gravitacional G descre
ve a medida que 0 universo se expande fol concebida primeiramen-

[52]

te por Dirac em 1938 e ficou conhecida como a "hipotese de
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Dirac"[28]. Desde entado, varias tentativas de medir uma possi-

vel variacao de G foram realizadas. Num trabalho recente, Sha-

1[53] baseando-se no movimento dos planetas no sistema

-10

piro et a

solar estimaram que ¥_ = I%l < 4x10 anos-l, onde t_ e

t=t

o]
0 tempo correspondente ao momento presente. Por outro lado, uma
outra estivativa devido a estudos sobre a evolugao do sistema

[54] 10 -1

solar por Chen e Stothers nos da que Y_ < 1x10° anos .

Outras estimativas (ver ref. [46]) nos permitem concluir razoa-
velmente que ¥_ < 1071 anos”i.

Finalmente, poderiamos afirmar que uma variagao
na constante gravitacional teria efeitos bastante sensiveis na
evolucdo do sistema solar; em particular, do Sol e da Terra.
Para citar um exemplo, imaginemos que G tenha decrescido apreci
avelmente durante a época de formagdo da Terra. Como conseguéen
cia, a forga gravitacional tornou-se mais fraca e o raio da ter
ra aumentou durante esse periodo. Tal fato daria suporte a hi-
potese sustentada por alguns gedlogos de que a expansao da ter-

. - . . 55
ra foi a causa da separagao dos continentes outrora unldos[ }.



"The universe would not be created, not be

destroyed ... What place, them for a Creator?”

(5. Hawking, revista "Time", 8/2/88)



CAPITULO 11

ANALISE QUALITATIVA DE MODELOS COSMOLOGICOS
COM VISCOSIDADE

No capitulo anterior, estudamos com alguns deta-~
lhes © modelo de Murphy, o qual consiste numa solucio das equa-
¢Oes de Einstein com métrica Friedmanniana e secio espacial eu-
clidiana, cuja fonte de curvatura & um fluido com segunda visco
sidade ("bulk viscosity"). Vimos, na ocasiio, que possivelmen-
te a conseqliéncia mais interessante de se introduzir um termo
de viscosidade no tensor momentum-energia seria a remocao da
singularidade (o "big bang"), inevitdvel no modelo padrio de
Friedmann, cuja fonte & um fluido perfeito.

Neste capitulo faremos uso da teoria matematica
dos sistemas dinamicos (ver Apéndice I) com o objetivo de anali
sar qualitativamente efeitos devidos a presenca de viscosidade
em universos do tipo Friedmann-Robertson-Walker. Como tratare-
mos de universos homogéneos e isotrdpicos, iremos nos restrin-
gir a segunda viscosidade. A andlise qualitativa desses univer
sos fol realizada primeiramente por Belinskii—Khalatnikov[aﬂ[57]
considerando viscosidade linear e, posteriormente, por Novello-

[5]

-Araujo r que trataram o caso quadratico. Algumas classes

de solugoes para este Ultimo caso s3o obtidas analiticamente



=31~

(81

por nods Agui mostramos, de forma explicita, a existéncia
de solu¢des ndc-singulares nas quais o raio do universo experi-
menta um crescimento exponencial, gque identificamos como uma fa-

se inflacionaria.

IT.1 VISCOSIDADE LINEAR

Consideraremos inicialmente os modelos com visco-
sidade linear analizados por Belinskii-Khalatnikov. Partiremos

de uma métrica do tipo FRW, escrita na forma

ds? =dt2 - R2(t) [dx2 + o2{y) (d62 + sen28 d¢2) , (II.1)

onde o(x) = x,senh ¥ ou seny, conforme tenhamos se¢ao espacial
euclidiana, aberta ou fechada, respectivamente. 0O tensor momen-

tum-energia, por sua vez, sera escrito como (ver Cap. I):

Tuv = pvuvv— huv(P - £0}. {I1.2)
(Como estamos tratando da viscosidade linear, aparece em II.2 o©
termo £6, onde, no caso geral, & = £{p}.

As equacdes de Einstein neste caso reduzem-se, en

tao, ao sistema

R .2 3k
3{2)° + =2 =p -~ A, {II.3a)
B é - QL oM _ -y - IT.2.b
2g + (g)? %z o = P~ A { )
R ﬁ 3k 2 ¢g" -
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onde A & a constante cosmoldgica, p=p-£68 é a pressdao "efeti-
va" do fluido e k=0, 1, conforme a curvatura espacial. Para

uma métrica dada pela equacao II.1 temos que o fator de expan-

sdo 6= v'_ _ serad dado por 6 = 3%.
Tomando A =0 e eliminando das equacgOes (II.3.a),
(ITI.3.b) e (II.3.c) obtemos:
g2 3k
T= P __ﬁ_z— ’ (II.4.a)
g - _ 1 i _ 35
8 = -382 5P >P . (IT.4.b)

Por outro lado, a equagdo de conservacao de ener
. v -
gla Tu . 0 nos da

r

p=-(p+p)o. (II.4.c¢)

As equaglOes (II.4.b) e (II.4.c) constituem o que
chamamos de sistema dinamico planar autonomo (ver Apeéncide 1I).
A equagdo (II.4.b) pode ser reconhecida também como a equacgio de
evolugdo do parametro de expansao 8 (usualmente referida como e
quagao de Raychaudhuri). Quanto a (II.4.a), pode ser considera
da como uma equagao de vinculo do sistema (nesta equacdo estao
incluidos os modelos euclidianos, abertos e fechados).

0 resultado da analise do sistema acima depende da
escolha do tipo de viscosidade do fluido (no caso de viscosida-
de quadratica, como veremos mais adiante, tomaremos p = p +af +
+ b82, com a e b constantes), da equagao de estado p = p(p) e

também da dependéncia dos coeficientes da viscosidade na densi-
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sidade de energia p.

Belinskil e Dhalatnikov, ao tratar a viscosidade
linear, adotaram como equacac de estado do fluidop=Xip(0 A 1)
e tomaram o coeficiente da viscosidade £ dado por £(p) =ap”, on
de a e n sao constantes.

A analise gqualitativa do sistema dinamico planar

(IT.4) consiste em se representar no plano de fase (p,9) as tra

jetdrias correspondentes as solucgdes analiticas do sistema, sem
que seja necessario se conhecer explicitamente as solugoes. A
direcao das setas de cada trajetdria indica a evoluc¢ao do mode-
lo representado por esta trajetoria com relacao ao tempo cosmo-

l6gico t. Os pontos de equilibrio (ou pontos criticos) do siste

ma sao dados pelos valores de (p,6) que anulam simultaneamente
o lado direito das equacOes (II.4.b) e (II.4.c). O comportamen
to das solugbes no planoc de fase € representado por um diagrama
de fase, o qual & obtido através de uma analise matematica do
sistema dinamico (ver Apéndice I) e depende basicamente da con-
figuracao do sistema nas vizinhancas destes pontos. Para o sis

tema dinamico (II.3) podemos ter os seguintes casos:

i) Fluido sem viscosidade (§ = 0).
Neste caso trata~-se de um fluido perfeito e as
solucoes que aparecem no diagrama de fase correspondem aos mode

los usuais de Friedmann (ver fig. II.1).
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Fig. II.l: Diagrama de fase no plano (p,8) de
um fluido perfeito.

No diagrama da figura acima a parabola p==g; cor
responde ao modelo de Friedmann com K=0, isto &, com se¢ao es-
pacial euclidiana. Na parte interna da parabola estao as cur-
vas que representam os modelos fechados (k=1) e, na parte ex-
terna, os modelos abertos (k=-1). Na regiao 0 >0 temos os
modelos em expansao e onde 6 < 0 temos contracao. O Gnico ponto
de equilibrio esta na origem (nd com duas tangentes {(ver Apéndi
ce 1)) e corresponde ao espaco-tempo de Minkowski {(p=0, 6=0).
Observemos que nado estao representadas curvas ha regiao p <0
uma vez gque estas solugOes nao sao fisicamente permitidas (pelo
menos classicamente). A inclusao da viscosidade, como veremos
a segulr, tera como efeito mudar completamente a configuracao
da curvas na fig. IT1.1.

Portanto, iniciemos com os diagramas correspon-
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dentes a trés casos distintos analisados por Belinskii - Khalat

[56]

n

nikov conforme n<1/2, 1/2<n<lenz2lem £(p) = ap .

ii) FLUIDO COM VISCOSIDADE LINEAR £(p) = ap™ e n<1/2

Neste caso (ver fig. II.2) vemos que algumas

- 2 -
curvas situadas no interior da parabola p = %f vem de (p,0) =
= (+w, +®) e vao para (+w, -»), Qualitativamente, estas curvas

nao diferem do caso anterior, isto &, fluido perfeito, e corresg

pondem a universog fechados. Outra classe de solugoes & consti

(58]

tuida por curvas compreendidas entre as separatrizes OD e QOE:

temos al universos que nascem com uma explosao inicial e conti

nuam se expandindo indefinidamente com o raio R(t) tendendo a

infinito (ver eq. I1I.4.a). Temos, também, a classe de curvas
. 2

limitada por OD e pela parte superior da parabola p= 3;-. Es-

sas sdo curvas que descrevem modelos em expansao, mas gue ten-
dem a um limite (p,B) = (po,eo} no ponto A. Agora, considere-
s~ . - p=2 .
mos a regiao abaixo da parabola p = 5 - Agqui, estamos na pre-
senga de curvas gue representam universos abertos em fase de con
tragao, gue comecam a existir num certo instante, tendendo, de-
pois a singularidade Friedmanniana. Como o termo de viscosida-
de £0 para valores pequenos de p & dominante em relacdao ao ter-
mo p = Ap (ver eg. II.2), temos um comportamento bastante dife-
rente no casgo visgcoso. (guando p >~ essa diferenca desaparece).
Finalmente, na parte superior da parabola, temos uma classe de
curvas compreendidas entre as separatrizes AC e AB, as quais des
crevem universos abertos em expansao vindos de (p,0) = (+ @, + =),
regiao de "big bang" do tipo Friedmanniano usual. A outra clas
se de solucoes & dada por curvas gue descrevem modelos abertos

também expansivos que comecam em pontos do eixo p=0 e tendem
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ao ponto A. Ja as solucgoes situadas sobre a parabola p = %T

corresponem a modelos com secao espacial euclidiana. No ramo
inferior, temos apenas universos em contra¢io evoluindo em di
regaoc & singularidade de friedmann. E, na parte superior, te-
mos a curva OA. E interessante observar que no modelo descrito
por esta curva, apesar de termos expansao, a densidade de ener-
gia p aumenta tendendo a um valor limite Po+ Além do mais, es-
sa € uma solugao naoc-singular, que descreve um universo ilimita

do no tempo.

9 B

O
1]
oa|<D
N

Fig. TI1.2; Viscosidade linear com n < 1/2.



Fig. II.3: Viscosidade linear com 1/2< 7 < 1.

Fig. II1.4: Viscosidade linear com n 2 1/2,
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Podemos fazer o mesmo tipo de analise que fize-
mos quando n 1/2 para os casos 1/2 < n < 1 (fig. II.3) enzl
(fig. II.4)- Neste ultimo caso, podemos identificar no diagra-
ma a solucao de Murphy, vista no Capitulo I, como o segmento MO
situado no ramo superior da parabola p = 2; (ver fig. II.4). E
interessante observar que esta curva & a Unica do diagrama que
descreve um universo nao-singular. (lembremos que Murphy esco-

lheu para o termo de viscosidade £(p) = ap, ou seja, n = 1,
I1.2 VISCOSIDADE QUADRATICA

Como mencionamos no Capitulo I, Novello e Araii-
jo[5 ] investigaram o caso de universos homogéneos e
isotrdpicos contendo fluidos viscosos em regime ndo-linear. Em
particular, eles analisaram o comportamento qualitativo de mode
los com viscosidade quadratica originando uma pressao "efetiva"

5 = p+af +bb2, onde a e b sdo constantes. O tensor momentum-

-energia para este caso toma a forma

Tuv = pvuv\) - hu\)(p+a6+b62) , (II.5)

e as equagbOes de Einstein, sem constante cosmoldgica, ficam da-

das por:

62 = p"%:- (IT.4.a)
o1 3 _ 142 _3 _ 3pp2 '
6 = 5 P 5P 36 2a9 2b9 . (IT7.4.b")

A equagao de conservacdo de energia (II.4.c) tor

na-se, entdo,
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0= - (p+p)6-ab2-po3 (II.4.¢")

Vemos que (II.4.b') e (ITI.4.c¢') definem um novo
sistema dindmico definido’no plano (p,9). Dependendo do valor
atribuido as constantes a e b, podemos ter varios diagramas com
diferentes configura¢Ses. Vamos apresentar aqui apenas o caso

especifico em que teremos satisfeita a desigualdade

1+A

3 )

A configuracio das curvas integrais no plano de fase (p,0) estd

descrita na fig. II.5, a seguir:

6

e
L

- 1+ 4 1+ A
Fig. IT.5: Viscosidade quadratica com - (T}‘ Y<b <§- (T).
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Com relacao ao diagrama da fig. II.5 observemos
que foram apresentadas trajetorias na regiao 'proibida’, istoé,
onde p < 0, embora nao saibamos como interpretar uma tal situa-
¢ao, pelo menos do ponto de vista classico. Notemos, tambem,
que existe uma solucdao ndo-singular OR situada sobre o ramo su-
perior da parabcla. Esta solugdo & a unica solucdo nao-singu-
lar que nao cruza a regido p <0, e pelo fato de estar sobre a

2

- 6 . o~ .
parabola p=—3- Vemos gque descreve universos coOm sec¢ao espaci

al euclidiana {(ver eg. II.4.a).
II1.3 SOLUCOES ANALITICAS
As equagOes (II.4.a) e (II.4.b') podem ser resol
vidas analiticamente se considerarmos a métrica (II.l) com se-
¢80 espacial euclidiana (k=0). Ficamos, entdo, com as seguin-
tes equacgoes:

p2 ,
5 =0 (IT.4.a"')

6 + %; +-%(Ap + ad + bb2) = 0 (IT1.4.b')

onde pusemos p = Ap.

Antes de obtermos a solugao geral, observemos que
6=0 e 6 =-A4A/B, onde A=-%a e B=—%{1+A+3b), satisfazem as
equagoes acima. Na verdade, estas duas solucoes correspondem
as geometrias de Minkowski e de de Sitter, respectivamente. A

ressao "efetiva", no caso desta Ultima, gque e dada por p =
P

A2 ~ .
53 Aage como uma pressdo negativa.

_1
T T3
A solucdo geral de (II.4.a') e (II.4.b') & obti-

da apds simples integracao, assumindo a forma
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- 1/3B
mt)=Rom-Bemﬁ , (I1.5.a)

onde A#0, R, e M sao constantes de integracdo. Se A= 0, obte-
mos a solugao

N - 1/3B
R(t) = R (N + t) ' (ITI.5.b)

com R; e N, constantes de integracao.

A partir das equacoes (II.5.a) e (II.5.b) pode-
mos calcular o escalar de curvatura e o pardmetro de expansao .
Através de uma escolha conveniente das constantes M, A e B, po-
demos obter uma classe de solu¢Oes nao-singulares. Temos, as

sim, o seguinte esquema:

a) Para M=0, encontramos a classe de solucdes do tipo de

Sitter

A
- 3p (B )

R(t) = R(to)e (IT.6)

b) Para M>0, a<0 e b20, a solucdo (II.5.a) constitui um
modelo ndo-singular em expansdo, no qual o universo evolui a
partir de um certo raio finito no passado infinitamente distan-
te (t+-=) e continua a se expandir indefinidamente em direcao

ao futuro (ver fig. II.6)
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R{t)

X

t

Fig. 11.6: Modelo nao-singular em expansao com
viscosidade quadratica

c) Se M<0 e b20 obtemos os modelos singulares represen-

tados na fig. II.7 abaixo:

4

R(t)

Fig. II.7: Modelos singulares com viscosidade quadratica

Para concluir, observemos gque a solu¢ao nao-sin-
gular representada pela fig. II.6 pode ser identificada no dia-
grama de fase da fig. II.5, da secao anterior. De fato, esta

solugado corresponde exatamente & curva que vai da origem ao pon



-43-

2

to R, situada sobre o ramo superior da parabola p=—., a qual

foi mencionada no final da secao anterior.



" ... 81 la physique classique a quelque chose

a dire sur l'origine singuliere du monde, son discours devrait  certainement
se faire moins peremptoire qu'il ne l'a apparement ete jusqu'ici, tout au

moins lors de ses interventions publiques"

{M. Novello, "Ccsmos et Contexte”)



CAPITULO 111l

ACOPLAMENTO NAO-MINIMO: ANALISE GQUALITATIVA
DAS SOLUGOES -COSMOLOGICAS

Apresentaremos neste capitulo uma analise quali-
tativa do conjunto de solugbes cosmoldgicas homogéneas e isotrd
picas geradas através do acoplamento nao-minimo de um campo ve-
torial com a gravitagao. Para estudar o comportamento global
das solugdes, construimos diagramas de fase na esfera de Poinca
ré, utilizando uma projecao estequiométrica do planc de fase na

esfera (ver Apéndice III).

1. As equagdes de campo

Consideremos a lagrangiana gue descreve a dinami
ca de um acoplamento ndo-minimo de um campo vetorial AU com o
campo gravitacional {(ver Capitulo I):
oL - =1 1. pBv o, o W
1 = g(GR 4Fqu +eRAUA) '
onde Fw = auAv_avAu’ G &€ a constante gravitacional e € @ uma cons-—
tante de acoplamento.

As equacgoOes de movimento geradas pela lagrangia-

na acima serdao dadas por:

F*Y = - &raV , (ITII.1.a)



—4 5=

1 - ~ -
_+ 2 = — p— & s . - 2
(5 + eA%)G T ., &RAA + & []a gy " &R o,
(IITI.1.b)
onde definimos A2 = A AY e T = F_ F% -*lg; F F* & o tensor
u uv Ha- v 4 Fuv T op

momentum-energia do campoc vetorial Au'
Escolhendo uma métrica do tipo Friedmann - Robert

son-Walker na forma

ds2? =dt2 - R2(t) [dX* + 02 (x) (482 + sen28d¢2?)] , (I1T.2)

e o 'ansatz' A? = A2(t), obtemos uma solucac do sistema de equa-

goes (III:1), a gual fol encontrada originalmente por Novello e

[ 9]

Salim (ver tambem ref. {10]), dada por

A2 (t) =é[1——ﬂ%— , (I11.3.a)
R(t) = (t2+Q2) 172 (III.3.b)

onde Q& uma constante (que, na verdade, mede o raio minimo do u
niverso). Se fizermos Q=0, obtemos o espaco-tempo de Minkows-
ki expresso nas coordenadas de Milne. No entanto, se Q= (0, es-
te modelo representa um universo eterno, sem singularidade.

As equacoOes (III.a) e (III.b), podem ser escri-
tas numa forma qgue caracteriza um sistema dinamico planar auto-

nomo. Basta, para isso, gue trabalhemos nas variaveis x e y,

’ (III.4.a)
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y = % , (III.4.b)
onde N = % + e A2, Temos,.entéo, 0 seguinte sistema:

X =-—%x2 + Xy (ITI1.5.a)

y = -y? - xy , (III.5.b)

cujas curvas integrais (ver Apéndice I e III) estao representa-

das no diagrama de fase da figura abaixo:

0

Fig. III.1l: Diagrama de fase das solugoes
do sistema dinamico III.5

Além das equagbes (II1I1.5), podemos deduzir de

(II1.1) a equagao de vinculo

x2 3k _
XY""T'F—RZ(t)-*-O, (k

It
o

+1)
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onde o valor de k (ver Cap.I) depende da curvatura espacial do
modelo. (Esta equacdo pode ser interpretada como uma especifica
¢do de condic¢des iniciais do sistema, que & preservada durante
sua evolucgdo). )

O diagrama de fase da fig. ITII.1 pode ser desmem-
brado em setores distintos, de acordo com o comportamento das
familias de trajetdorias que © compdem. Consideremos, primeira-

mente, a fig. II.2, que contém apenas as curvas integrais do di

agrama IITI.1l, situadas nas regices II e III:

“("

(Ll

Fig. III.2: Solucoes Novello-Salim

As curvas representadas no diagrama anterior cor

respondem as solugOes encontradas por Novello-Salim (ver eq.
I1T1.3), como pode ser verificadeo substituindo-se (III.3) em
(ITT.4). Diferentes valores de R correspondem a diferentes cux

(=) o )

vas. Os pontos M correspondem aoc espaco-tempo de

Minkowski, pois sao identificados com a origem do plano de fase
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fluido com densidade de energia negativa.

Realizando a transformacdo Q2 » -P2 nas solugdes
de Novello-Salim encontramos uma nova classe de solugdes (singu-
lares) descrevendo universos tendo inicio no passado infinito

(+))

num estado Minkowskiano (M e terminando numa singularidade

em t = - |P| (ponto B, na fig. III.3)

dh
LD

Fig. TT171.3: De Minkowski para a singularidade

Como nao podemos ir além da singularidade B, pas

semos para a fig. III.4 a seguir:
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() e it sdaoc fisicamente in-

(ver Apéndice III). Aqui, como M
distinguiveis, & possivel imaginar que temos universos comecan-
do e terminando em 'vazios' Minkowskianos num ciclo sem fim.
Deois comeﬁtérios podem ser feitos com relacao a
solugcao NS:
i) Uma solucao similar a esta representando um universo
nao-singular foi descoberta, num contexto diferente, por Mel-

nikov e Orlov[40].

Estes autores mostraram gue, se levarmos
em conta aspectos quanticos de um campo escalar, teremos como
efeito principal a remocao da singularidade do universo e a ex-

pressao obtida para o raio do universo sera idéntica as equa

coes (III.2) e {(III.3).

ii) E possivel (embora seja um tanto artificial) interpre-
tar a solugd@o NS como uma sclugdc das equacgdes de Einstein com
fonte de fluido perfeito. 1Isto &, podemos colocar (III.1.b) na

forma

com Tuv dado por

_3é-_2_ 2 - 2 2
(TW == ([ ]a )AUA\) e[ ]a gyt A ’u;v) .

1

l 2
:'IE+eA

=K

uv

correponde ao tensor mo-

Um calculo imediato nos mostra que Tuv

mentum-energia de um fluido perfeito com densidade p e pressao
p, satisfazendo a equacao de estado p= 3p = - [Q2/R(t)]<0. Con
cluimos, entdo, que o acoplamento ndo-minimo de um campo veto-

rial com a gravitagao torna-se equivalente a considerarmos um
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T

a
OMB

Fig. III.4: Passando "atraves" da singularidade em B

Na fig. III.4 encontramos uma classe de modelos
completamente diferentes do caso anterior. As solucgdes desta
classe sdo as Onicas solucgdes fechadas do nosso sistema. Agqui,
© tempo cOsmico flui no dominio limitado -|P| <t< |P|. E, embo
ra nac seja possivel extrapolar nossa solucio prévia, que termi
na no ponto B quando t = -|P|, podemos pensar que o efeito so-
bre as curvas integrais ao se ir além de B consiste numa mudan-
¢a da topologia do universo, passando-se de um regime aberto pa
ra um regime fechado. Neste caso, o raio do universo assume a
forma: R(t) = (p? - tz)l/z.

Finalmente, apods retornar a B (fig. III.4) chega
mos a fig. IIT.5, gue representa universos comecande {(em t =

= |P|) numa singularidade (em B) e terminando, num futuro infi-

nitamente remoto, num regime Minkowskiano. (ver fig. III.5).
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Fig. 11I.5: Universos iniciando na singularidade
(em B) e tendendo ao espacgo-tempo de Minkowski

Ao concluir este capitulo, devemos acrescentar
que, nao somente o campo vetorial, mas qualquer outro campo, a-
través do acoplamento n3ao-minimo, pode, em principio, gerar geo
metrias ndo-singulares devido a gque este tipo de acoplamento

permite violagdao de alguma das condicoes do teorema I.l (ver ca-

pitulo I).



"No busquemos la ereacion del universc en algun
lejantsaimo momento del tiempo. ... La creacion del universo es ahora, en este
mismo instante! Aqui es donde todo comienza! Y desde aqui se va alejando y

termina por desvanecerse"

{Alan Watts, "Nueve Meditaciones")



CAPITULO 1V

ANALISE QUALITATIVA DE MODELOS COSMOLOGICOS
NA TEORIA DE BRANS-DICKE

Neste capitulo faremos uso novamente da teoria
de sistemas dinamicos para estudar modelos cosmoldgicos na teo-
ria de Brans—Dickelll]. Consideremos agui, assim como temos fei
to anteriormente, modelos cosmolOogicos que sejam espacialmente
homogéneos e isotrdpicos cuja curvatura espacial seja nula. A
possibilidade de uma analise gualitativa de modelos gue apresen
tem essa geometria reside no fato de que as eguagoOes de campo
(isto e, as equagOes de Brans-Dicke) sao redutiveis a um siste-
ma dinamico planar e autonomo. Sendo assim, & possivel constru
ir diagramas de fase no plano, os quais fornecem um panorama
global das solugoes, permitindo investigar existé@ncia de singu-
laridades, estabilidade, pontos de equilibrio, regides com den-
sidade de energia negativa, etc. Como fonte do campo escalar e
do campo gravitacional, tomaremos um fluido perfeito com equa-
cao de estado p = Ap. Desse modo, os diagramas serdo construi
dos para diferentes valores de X e da constante de acoplamento w.

Devido ao fato de gue o sistema dinamico obtido

[59]

das equagoes de campo &€ homogéneo , €, também, com o obje
tivo de estudar o comportamento das solugOes no infinito do pla

no de fase, nos pareceu conveniente trabalhar com a esfera de
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[58]

Poincareé » (ver apéndice T), realizando portanto, uma compacti

ficagdo do plano de fase.

4.1 AS EQUACOES DE CAMPO

Como vimos no Cap. I, as equacodes gerals de Brans

~Dicke sao as seguintes:

_ 8w w+ 1 - 1
Bv =77 T Gaeg MT9u] g7 0,00, 075 ¢y, (4-1-2)
_ g1
Dd}—m’T r (4.1.}3)
onde Tuv e T denotam o tensor momentum-energia e seu traco, res
pectivamente, representando o conteudo material do Universo.
Uma vez que estamos considerando um fluido perfeito, Tuv =
quVv - phuv' sendo huv o tensor de projegao no espaco ortogo-

nal 3 4-velocidade do fluido v", pé& adensidade de energia e p a
pressdao termodinadmica.

De acordo com as suposigoes gque fizemos antes a
cerca da geometria dos modelos, vamos considerar uma métrica do
tipo Friedmann-Robertson-Walker, dada pelo elemento de linha
ds2 = dt2 - R2(t) [dy2 -~ x2(d62 + sen26 do2)]. Quanto ao campo es-
calar ¢, a imposigao de homogeneidade e isotropia implica gue
b = ¢(t).

Escolhendo um sistema de coordenadas co-movel,
yH = 6ﬂ), as equagOes de Brans-Dicke (4.1.a) e (4.1.b) para um
fluido perfeito satisfazendo a equacdo de estado p=Ap, e para

uma geometria caracterizada pela métrica acima, serdo dadas por:

5482 _ _8mp y_wtl I LI
& + 5 = —¢9[1 7ot 3 (1301 wiE T g (4.2.a)
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é. 62 _ _ 8mp w+ 1 _ _ 8 [
3 + 3 - q} {}t+2(,0+3 (1 3)\)1 3 ¢ (4.2.b)
$+06= Zwsi%— (1-32) , (4.2.c)

R - - ~ .
onde €= 3-§ & o parametro de expansac do universo.

Para reduzir as equagées acima a um sistema diné
mico em duas dimensoes, definimos uma nova variavel | = % e e-

liminamos p usando a equacao (4.2.c). Obtemos, entao,

De
I

FAm(e’w) (4.3.a)

=
It

H, ,(6,0) 7 {4.3.b)
onde as funcoes ka e me sao dadas por

F, (8,0) = %}L—é— [- 24w+ Aw)02 + %‘P(m-w DV +w(1-33) 6],

i (6,0 = gty (25 e - (B0 gy2- uv 2+ 30090,

com A e w parametros livres.

Tecamos alguns comentarios a respeito da varia-
vel ¥, que acabamos de definir. Lembrando que na teoria de
Brans-Dicke, ¢ é tomada como o reciproco de G (¢= é), verifica
mos de imediato que V = - %. Isto quer dizer que devemos in-
terpretar ¥ como sendo uma medida da variacdo negativa (ou um

(*)

decréscimo) da ‘'constante' gravitacional com o tempo

(*) Ao levarmos em conta variacoes no tempo da constante gravitacional, ¥
e, de fato, a variavel natural a ser considerada. Estimativas do va-
lor atual de ¥ sao encontradas na literatura. {(Ver, por exemplo, refe
rencias [531[54].
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4.2 ANALISE QUALITATIVA DO SISTEMA DINAMICO

O sistema dinamico expresso pelas equagoes
(4.3.a) e (4.3.b) &€ dito homogéneo uma vez que as fungdes F‘;\w(e,\b)
e ka(e,w) sdo polindmios homogéneos no par de variaveis (9,Vy).
Estas funcOes contém A e w como pardmetros, 0s quais variam con
forme a equacgdo de estado do fluido e o valor escolhido para a
constante de acoplamento. Muitas das caracteristicas gerais das
solucoes integrais podem ser estudadas, como sabemos, simples-
mente atraves do exame dos diagramas de fase, analisando, por
exemplo, o comportamento global de classes de solugbes e a esta
bilidade dos pontos de equilibrio.

Para determinar os pontos de equilibrio do sis-
tema dindmico (4.3), igualamos simultdneamente Fy,6,¥) e
ka(G,W) a zero. Verificamos, entdo, que a vrigem do plano de
fase (6 =0, y=0), que fisicamente representa o espago-tempo de
Minkowski, € 0 Unico ponto de equilibrio do sistema. Isto vale

independentemente dos valores de A e de w, com excegdao do c¢aso

w = - 4/3, o qual discutiremos a seguir.

Antes de abordar o caso w=-4/3, vejamos breve-
mente o gque acontece quando w=-3/2. A nao ser quei =1/3, o
sistema (4.3) ndo estd definido para este valor de w. No entan
to, se A = 1/3, obtemos O seguinte:

= - 2 g2 _ W g2
= 3 9 2 v
b= - 8y - y2

Novamente, desde que w seja diferente de - 4/3, a origem (0,0) &
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o0 Gnico ponto de equilibrio do sistema ("),

Quando W assume o valor especifico - 4/3, em
vez de um unico ponto de equilibrio isolado, o que temos & uma
linha de pontos de equilibrio no plano de fase. Esta linha cor
responde a equacdo ¥ =-90, onde cada ponto {90, wo) constitui

uma solucdo do sistema dindmico representando universos de de

Sitter com G variavel. Estas solu¢bes foram encontradas pela
primeira vez por O'Hanlon e Tupper[34], constituindo-se, na ver
dade, nas (Onicas soluc¢Oes das equac¢Oes de Brans-Dicke do tipo

De Sitter com métrica da forma que estamos tomando. NAo consi-
deraremOs em nossa analise este caso particular onde temos pon-~

tos de equilibrio madltiplos.

4.3 REGIOES DE DENSIDADE DE ENERGIA NEGATIVA E SOLUCOES FI

SICAMENTE INADMISSIVEIS

Antes de apresentar os diagramas de fase, fare~
mos, nesta segao, algumas consideragoes acerca das restricoes
gue devem ser impostas as curvas integrais que compSem os dia-
gramas no que diz respeito ao sinal da densidade de energia dos
modelos gue sao representados por estas curvas.

Solucbes que interceptam regides do diagrama on
de p < 0, em principio, nao devem ser consideradas fisicamente
admissiveis, pelo menos classicamente. Para fazer um mapeamen-
to de tais regides nos diagramas deduzimos, a partirde (4.2.a),

(4.2.b) e (4.2.c), a seguinte eguagao:

(*) Solucoes de Brans-Dicke com w = - 3/2 sao conhecidas na literatura.
Veja, por exemplo, as referencias [34,47].
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=S+ 8y - 9 Y2 (4.4)

De posse da equacac acima, podemos delimitar todas as regides
onde p< 0, (Ver detalhes no Apéndice II).

Aqui, gostariamos de comentar dois pontos: pri-
meiro, que a existéncia e a forma dessas regides 'proibidas'
independem da eguacdo de estado do fluido, sendo unicamente fun
¢Oes de w. Segundo, chamamos a atencdao para o fato de que, pa-
ra valores de w menores do que - 3/2, tais regices com densidade
de energia negativa ndo existem. Quando w > - 3/2 al necessaria-
mente aparecem regidoes no plano de fase nas quais o segundo mem
bro da equagao (4. 4) é negativo. (Se w=-3/2 temos a presenca
de uma linha onde p=20).

As regioes com densidade de energia negativa sao,
na verdade, delimitadas pelos raios lnvariantes do sistema, os
qualis estdo representados nas figuras (4.1), (4.2) e (4.3) pe-
las linhas BB' e CC' tracadas na esfera de Poincare. Agul tem
lugar um fenoOmeno interessante: a medida que o valor de w aumen
ta, essas regices se tornam cada vez mais largas, de tal modo
que as solugoes fisicamente admissiveis (isto &, com p > 0),ten
dem a ser confinadas numa estreita regi3o que contém o eixo 6.
Nas figuras que se seguem (4.1, 4.2 e 4.3), as regides com p< 0

estdo pontilhadas.
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d
\_

Fig. 4.1: Nao existem regioes com Fig. 4.2: As regioces com p < 0
p < 0 quando w < — 3/2 aparecem pontilhadas. Neste diagrama
temos — 3/2 < w < 0

A medida que w aumenta, a regiao com
p > 0 (nio-pontilhada) diminui. Aqui w
e positivo
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4.4 O0S RAIOS INVARIANTES

Na analise dos diagramas de fase, a serem apre-
sentados na proxima seg¢ao, vamos nos deparar com um tipo espe-
cial de solucdo nas gquais a razao Y/0 & sempre constante no tem
po. Solucdes dessa forma sdo, de fato, especiais pois corres-
pondem a modelos nos quais se tem uma variagao de G ocorrendo a

uma taxa dada por g = —fH,cxﬂe1{=%'éc)parametro de Hubble e,
f, um nimero adimensional. Esse tipo de variacgao da constante
gravitacional com o tempo, faz parte de uma conjectura comum a
maioria das teorias que supbem G variavel (além da teoria de
Brans-Dicke, poderiamos citar a teoria de Hoyle-Narlikar e a te
oria de Dirac[60]{6l].

Solucdes nas quais §/0 =const. constituem, na ver
dade, os raios invariantes do sistema dinamico (4.3) (ver Apen-
dice I). No plano de fase 8¢ (ou na esfera de Poncare), os rai
os invariantes aparecem com linhas retas gue comegam ou termi-
nam na origem (0,0). No sistema gue estamos tratando, o nuamero
de raios invariantes presentes depende diretamente do valor de
w: sSe w<=-3/2, temos dois raios invariantes; se w > - 3/2, esse
nimero passa a ser seis (ver Apendice II.b).

Os angulos gue os raios invariantes formam com o
eixo 0 dependem de w e dois deles dependem tambéem de A. Levan-
do-se em conta apenas varia¢Oes em w oObservamos gue os ralos in

—~ *
variantes realizam rotag¢oes no plano de fase( )(c0nseqﬁentemen—

te, na esfera de Poncaré). Através das figuras 4.4, 4.5 e 4.6,

(*) Como veremos mais adiante, quando A=1/3 (radiacao) e A=1 ('stiff matter')
ocorrem raios invariantes fixos, independentes de w. ’
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imediatamente a seguir, descrevemos as rotacoes dos raios inva

riantes gue nao dependem de A.

Ly |
BC
L}
B
’ /
9 M 9
B /
BC
‘/C
Fig. 4.4: Quando w = - 3/2 BB' e Quando w > - 3/2 BB' e CC' giram em
CC' coincidem sentidos contrarios. Na figura

acima - 3/2 < w < 0

Fig. 4.6: w > 0. BB' e CC' continuam
girando em sentido contrario
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Os guatro raios invariantes que sao independentes de A corres-
pondem aos segmentos BM, MB', CM e MC'. Eles nao existem para
w<=- 3/2. Quando w=-3/2. BB' e CC' coincidem (ver fig. 4.4),
fazendo um angulo de - 33,690 com 0 semi-eixo positivo 0. A
medida que w aumenta, BB' gira no sentido contrario ao dos pon
teiros de um reldgio aproximando-se do eixo 6 (observar setas
nas figs. 4.5 e 4.6}. CC', por sua vez, gira no sentido opos-
to ao de BB', tendendo a formar um dngulo de - 360° com a dire
cac positiva do eixo 9.

Por outro lado, os dois raios invariantes qgue
dependem de A estao presentes em todos os diagramas, qual-
quer gue seja o valor de w. Naé figuras mostradas a seguir
(figs. 4.7 - 4.12) eles estao representados pelos segmentos AM
e MA'., Similarmente aos raios invariantes mencionados no para
grafo anterior, AM e MA' giram acompanhando o segmento AA', a
medida que variamos os valores de w. Aqui, porém, temos o se-
guinte: se A< 1/3, 0 sentido de rotacao de AA' & idéntico ao dos
ponteiros de um relogio; se 1/3<A<1, AA' giraemsentido con
trario. No entanto, guando A =1/3 (caso radiacgao) AA' & fixo
e coincide com o0 eixo 9; se A=1 (caso 'stiff matter'), AA' tam
bém é fixo e forma um angulo de - 33,69° com a direcdo positi-

va do eixo 0 (veja figuras a seguir).
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]
A
I
M M
/A
Fig. 4.7: A <—le w < 1 ——A
3 A=-1 . 1 1
Fig. 4.8: A <§ e w =57
\\
]
A A
M \ M
A A
Fig.A.lO:)\<—:lJ;e w>>‘_i1 Fig.4.ll:%<)\<1em<)\i1
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A

/ , .
/
kM M
A

P

Fig. 4.12: % <A <lew> AE 1

et
[ L
P

Fig. 4.11: % <Ai<lews

Finalmente, quando w > + =, todas as tres linhas,

AA', BB' e CC' tendem a se alinhar com o eixo 0. Esse alinha-

mento, contudo, se 4a de tal maneira gue AA' permanece sempre
intercalada entre BB' e CC', a nao ser ho caso em que A = 1

{('stiff matter').

4.5 REPRESENTACAC DOS MODELOS COSMOLOGICOS DE BRANS-DICKE NA

ESFERA DE PONCARE: 0S DIAGRAMAS DE FASE

Nesta segao apresentamos os diagramas de fase do
sistema dinamico 4.3 projetados na esfera de Poincaré correspon
dendo a fluidos obedecendo diferentes equagOes de estado p = Ap
{com A variando no intervalo fechado [0,1] e também para A =-1).
Em cada caso examinamos exaustivamente a natureza dos pontos de

equilibrio a medida que ® varia no intervalo =< <+, exceto
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quando w assume os valores especificos -3/2 e -4/3. Nio apre
sentaremos neste capitulo todos os calculos que nos levaram 3
construcdo dos diagramas, uma vez gue seria extremamente tedio-
so. Deixamos isto para o.Apéndice IT. Portanto, aqui apresen-
taremos apenas os resultados finais.

Como veremos ao analisar os diagramas, a configu
racdo do espa¢o de fase pode sofrer bruscas mudangas has vizi-
nhancas de um certo valor de w. A determinagdac desses valores

criticos depende do caso especifico que estivermos considerando.

a) O caso 'poeira'

Comegaremos nossa analise investigando o caso de
um fluido sem pressao ("poeira"). O primeiro diagrama gque apre
sentaremos refere-se a valores de w menores que - 3/2 (ver fig.

4.13).

y

Fig. 4.13: Caso 'poeira' com w <- 3/2
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Todas curvas gue aparecem neste diagrama sao, na
turalmente, solugdes do sistema dindmico 4.3 com A =0. Portan-
to, essas curvas descrevem a evolugao de modelos cosmologicos
na teoria de Brans-Dicke. Reciprocamente, qualgquer solucao das e-
gquacoes 4.2 para A=0 e w<=~-3/2 deve estar representada neces-
sariamente por uma dessas curvas. Uma vez que realizamos a com
pactificacdo do plano de fase na esfera de Poincaré, através do
mapeamento de Poincaré (ver Apéndice I,c), todos os pontos situ
ados sobre a circunferéncia representam pontos no infinito do
plano de fase 9¢y. A origem M, que &€ o ponto de equilibrio iso-
lado do sistema, & identificada com o espago-tempo de Minkowski
(evidentemente o espacgo-tempo de Minkowski & uma solu¢ao das e-
quacoes de Brans-Dicke se fizermos ¢ = é = const.). Agora, ini
ciemos a analise das curvas. O segmento AA' contém os raios in

variantes AM e MA' gque mencionamos na se¢do anterior. Podemos

classificar, basicamente, as solucgOes em tres grupos distintos:

i} Solucoes situadas sobre o raio invariante AM.

Este tipo de solucao descreve universos comegan-
do a partir de um 'big-bang' inicial (6=4«, p=+=) e que evo
luem na direcao do espago-tempo de Minkowski & medida que o tem
po cosmico flui. Como a variavel Yy estad mudando ao longo de to
da a trajetdria e & sempre negativa, conclui-se que uma caracte
riestica essencial destes modelos & que a 'constante' gravita-
cional G aumenta continuamente. Logo, trata-se de modelos que
ndo satisfazem a hipdtese formulada por Dirac, segundo a gual G

deveria decrescer a medida que O universo expandisse.

1i) Solugdes situadas sobre o raio invariante MA',

Estas solugOes representam modelos cosmoldogicos
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que no passado infinito (t+-«) foram idénticos ao espago-tem-
po de Minkowski e que passam por um regime irreversivel de con-
tragao em direcdo ao colapso final. Embora constante no inicio,
G descreve continuamente durante toda a evolugdo cOsmica. Entre
todas as soluc¢Oes presentes no diagrama, esta & a unica que ter

mina no espag¢o-tempo de Minkowski.

iii) SolugOes nao-singulares.

As curvas fechadas que aparecem na fig. 4.13 re
presentam modelos cosmoldgicos nac-singulares. Estes modelos
sao eternos, ndo nasceram de uma explosio inicial nem colapsa-
rao no futuro. No passado infinito (t—+ - «) sio idé&nticos ao
espaco-tempo de Minkowskl ao qual retornam no futuro infinito
(t>+=). A densidade de energia p (ver eq. 4.4) nestes univer-
s0s permanece finita durante sua histdria, embora ndo seja cons
tante no tempo. A trajetoria tipica de uma dessas solucgdes fe-
chadas € a seguinte: inicialmente tem lugar uma fase de contra-
gao que é sucedida por uma era de expansdc, intervalos durante
Os quais a constante gravitacional decresce. A partir deum cer
to instante, porém, ainda com © Universo em plena expansao, G
passa a aumentar até atingir um valor final constante, enquanto
nos aproximamos do espaco-tempo Minkowskiano.

Como w < - 3/2, nao existem solugoes com densida-
de de energia negativa no diagrama da fig. 4.13.

Vejamos agora o'diagrama correspondente a valo-
res de w no intervalo -3/2<w<=-4/3 (fig. 4.14). Neste dia-
grama estao presentes seis raios invariantes, representados pe-
los segmentos AM, MA', BM, MB', CM e MC'. Esta subdivisao dos

dois raios invariantes BM e MB' em sels, como ja dissemos ante-
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riormente, tem inicio guando w=-3/2. As regides pontilhadas
representam solugdes com p < 0. Isto quer dizer gue curvas si-
tuadas nestas regides nao podem descrever modelos fisicamente a

ceitaveis, pelo menos do ponto de vista da Fisica classica.

e

Fig. 4.14: Caso 'poeira' com - 3/2 < w < - 4/3

Por outro lado, ainda no diagrama da fig. 14.4,
as solugOes representadas pelas curvas BM, MB', CM e MC', (rai-
os invariantes) correspondem a solugoes de vacuo, isto &, com
p=0 (ver Apé&ndice II), as quais apresentam singularidades na
geometria, constituindo ora modelos com ‘big-bang' (BM, CM), ora

modelos colapsantes (MB', MC'). (Em todos os diagramas para
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w>=-3/2, independentemente do valor de A, solugoes representa-
das pelos raios invariantes acima serfo solugdes de vacuo). E
interessante notar, neste ponto, que todas as solugOes com p < 0,
isto @, as solugdes situadas dentro da regido pontilhada, ou con
vergem para ou divergem do espago-tempo de Minkowski (ou foram
Minkowski no passado ou serdaoc Minkowski no futuro). Por fim,
temos as curvas situadas nos setores BMC' e CMB', que comegam
com uma explosdo inicial (6 =+ ), passam por uma fase de expan
sao seguida de uma contrag¢do acabando por sofrer um colapsc no
fim. Estas curvas ndo tendem em nenhum momento para o espago-
-tempo de Minkowski (nem no passado, nem no futuro), muito embo
ra assintoticamente elas se aproximem das solucdes de vacuo.

O proximo diagrama que iremos considerar corres-

ponde a -4/3 <w<-1 (fig. 4.15).

Y

Fig. 4.15: Caso poeira com - 4/3 < w <=1
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Ao ultrapassar o valor w=-4/3 o quadro das so-
lugoes muda drasticamente. Primeiro, a curva CM inverte a ori-
entagdo no tempo dando origem a uma conseqliéncia .interessante:
o espago-tempo de Minkowsii, assim como as solugbes de  vacuo,
passam a ser completamente instaveis com relacao a pegquenas per
turbagOes na densidade de energia p de tal forma que 8p <0 (pro
priedades de estabilidade do espag¢o-tempo de Minkowski) serao
discutidas na se¢ao 4.6). Outra mudanga: quando w > -4/3 a li-
nha AA' passa a se situar fora dos setores de densidade de ener
gia negativa (regiao pontilhada), ao mesmo tempo em que a seta
do tempo para os modelos representados por essa curva e inverti
da. MA representa agora modelos evoluindo a partir de uma era
de Minkowski primordial gque se expandem indefinidamente. Uma
vez que MA se encontra numa regiao onde p >0, parte de Minkowski
e esta emregime de expansao, temos aqui um caso de criagdo con-
tinua de matéria-energia. Por sua vez, em A'M temos modelos gue
se contraem em diregao ao espago-tempo de Minkowski com a pre-
senca de processos de aniquilagdo de matéria-energia. As solu-
¢Oes situadas no setor BMA' sao solug¢Oes com 'big-bang' que evo
luem em diregdao a geometria de Minkowski (todas elas possuem
p>0, G crescente no inicio e decrescente nos estagios finais}.
J& o setor AMB' contém solugdes que evoluem de maneira exatamen
te oposta. As solugbes que partem de M e terminam em C diferem
de MA por tenderem assintoticamente a solugao de vacuo MC (o mes
mo comentadrio se aplica a diferenca entre o conjunto de curvas
do setor A'MC' e a curva A'M).

Quando w > - 4/3 dois casos merecem uma anglise

separada: w=-1 (fig. 4.16) ew =0 (fig. 4.17). Vejamos, a se-
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guir, os diagramas correspondentes a esses dois casos:

Ay

Fig. 4.16: Caso poeira com w = — }

v

n
<o

Fig. 4.17: Caso poeira com w
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Se compararmos a fig. 4.16 (w=-1) com a figqg.
4.15 (-4/3 <w<1) verificamos que a topologia das curvas no
diagrama de fase ndo se modificou. Contudo, com relacdo aos mo
delos cosmologicos gue essas curvas representam, temos algo no-
vo quando w=-1. Por exemplo, agora o segmento AA' coincide
com o eixo ¥, O gue significa que modelos descritos pelos rai-
os invariantes MA e A'M sao estaticos (6 =0). Isto significa
que temos uma solucdo de Brans-Dicke na qual o espago-tempo é
estatico, porém a constante gravitacional varia com o tempo. A-
lém disso, nesta solucao temos p > 0. A curva MA parte do espa-
¢o-tempo de Minkowski M onde 0=0 e p=0. Logo, temos aqui no-
vamente a presenca de processos de criacao enquanto que A'M ten
de para M e aniquilagdo de matéria-energia.

Examinemos o diagrama para w=0 (fig. 4.17). Ve
mos gue as solucoes estaticas situadas sobre C'C s3o solucdes
de vacuo nas quais G varia com o tempo. Portanto, estamos dian
te de um campo escalar ¢ nao sendo gerado por nenhum campo de
matéria externo. Este fato viola a formulacdo usual do princi-
pio de Mach[33}.

Ainda com relagao as figuras 4.16 e 4.17, pode-
mos afirmar gue ai aparecem as solugbes da teoria de Brans-
-Dicke que melhor concordam com a observagao: solucoes que re-
presentam modelos expansionistas de universo com densidade de
energia positiva, provenientes de um 'big-bang' e com a
constante gravitacional variave, satisfazendo a hipotese de Di-
rac (i.é., G decrescendo com o tempo num universo em expansdo). Esta clas-

se de solucoes, a que acabamos de nos referir, esta descrita pela curva A'M,
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Como veremos mais - adiante, exceto para os casos de radiacgao (A==%)
e de 'stiff matter', esse tipo de solucao estard presente em
todos os diagramas num certo intervalo bem definido de valores

de w. Assim, para modelos de poeira (A =10), esta solucido exis-

1
A-1
quando w<'T%1' As solugoes representadas pela curva MA possu-

te quando w>-1; para 0<i<1/3 guando w> ; para 1/3<x<1,
em, uma "dinamica" oposta a A'M e ndo possuem inte
resse fisico. Chamamos a aten¢do também para as solugdes do se
tor C'MA', que representam modelos nao-estaticos com densidade
de energia positiva, constante gravitacional decrescente, evolu
indo para o espago-tempoc de Minkowski. Jé no setor oposto CMA,
as curvas nao descrevem modelos cosmoldgicos aceitdveis do ponto
de vista observacional.

Quando a constante de acoplamento w €& positiva
(fig. 4.18), o Gnico fato significativo que poderiamos acrescen-
tar aos comentarios do paragrafo anterior, diz respeito as solu
¢Oes de vacuo representadas por C'M e MC gue deixam ser modelos
estaticos.

As regides classicamente 'proibidas', isto &, as
regides onde a densidade de energia €& negativa (setores MBC e
MB'C') vao se tornando cada vez mais largas a medida que w cres
ce, comc bem podemos ver nos diagramas anteriores. No entanto,
a partir de w=-4/3, a linha AA' ficara sempre fora da regiao
'proibida'. Quando w++* (ver fig. 4.19) finalmente AA' ira coin-
cidir com o eixo , Unico lugar do diagrama em que ¢ nao & nega
tivo. Este resultado, na verdade, ilustra geometricamente o fa

to de que as solu¢Oes expansionistas com p > 0 tendem para a so

lugdo de Friedmann da relatividade geral, que, representada no
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grafico da fig. 4.19, aparece como o segmento A'M.

B,C,A

Fig. 4.19: Caso poeira no limite quando w=+e
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b} o caso radiacado

E um fato bem conhecido na teoria de Brans-Dicke
que para fluidos obedecendo a equagac de estado p==%—p o cam-
po escalar ¢ n3o tem fonées. Isto, pela simples razao que o tra
¢o T do tensor momentum-energia & nulo. Como consequéencia, qual
quer solugdo de Einstein considerando o mesmo tipo de fluido sa
tisfaz as eqguagdes de Brans-Dicke, se tomarmos ¢=vé==const. E
interessante observar gue este resultado pode ser imediatamente
obtido através da andlise dos diagramas de fase. (ver figs.4.20,

4.21 e 4.22)

<<

Flg. 4.20: Caso radiacao com w < -3/2
(Nao existem regices com p <0)
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Fig. 4.21: Caso radiacao com -3/3 < w < -4/3

Fig. 4.22: Caso radiacdo com w > 0
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Com efeito, de acordo com os trés ultimos diagramas, o segmen-
to AA' que contém os raios invariantes AM e MA' & fixo, nao de
pende do valor da constante de acoplamento w, e coincide com o
eixo € (y=0). Naturalmente que a solugcao de Friedmann para
radiagao dada por R= Rotu_z, ¢;é= const. e = —g% T:% se gi-
tua sobre o raio invariante AM.

Os comentarios que fizemos ao considerar o caso
de um fluido sem pressao ('poeira') valem para a maioria das
solucbes dos diagramas de fase no caso de radiacao. Entretan-
to, examinemos algumas propriedades novas que surgem nas figu-
ras 4.20, 4.21 e 4.22,

Primeiro, se w<-3/2 {fig. 4.20) temos essenci-
almente a mesma configurac¢ao de curvas da fig. 4.13, a Unica
diferenga residindo na ocorréncia de solu¢bes com G constante.

Quando = 3/2<w<=-4/3 (fig. 4.21) nos deparamos
com a presenga de curvas fechadas, que representam solucgoes
cosmologicas nao-singulares, situadas em regides onde p > 0. Is
to nao constitui nenhuma violacao dos teoremas de singularida-

L]

de de Hawking-Penrose uma vez que a condicao forte de ener

gia ﬁquuVN >T/2 nao & satisfeita neste caso.

Agqui, T € o tensor momentum-energia na versao revi-

nv
Cohy.

sada de Dicke e leva em conta o campo escalar ¢ Na verda

de, isto explica a existéncia das solucOes nao-singulares en-
contradas por O'Hanlon e Tupper, por exemplo, para w=-—4/3[ ].

Quando w > -4/3 n3o temos mais solugdes nao-sin
gulares. Alias, este resultado €& valido para todos os casos

(qualquer gue seja a equacgao de estado adotada) gque examinare-

mos mais tarde. (A fig. 4.22 esta desenhada para os valores po
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sitivos de w. 8Se -4/3<w<0 a Gnica diferenca estia no fato
de que a linha CC' passa pelo 22 e 42 quadrantes; a topologia
do diagrama permanece inalterada). A curva C'M que aparece na
fig. 4.22 é essencialmente a mesma do caso anterior ('poeira')
(ver fig. 4.18), exceto pelo fato de que no caso de radiacio as
solucdes representadas por esta curva tendem assintoticamente,

as solugdes de Friedmann (curva AM).

c) Ocaso 0 < i < 1/3

0 caso em que A se encontra no intervalo aberto
0 <A<1/3 é intermidiario entre os casos poeira e radiacdo. O
movimento de rotagao do raio invariante AA' estd mostrado nas
figuras 4.7, 4.8 e 4.9, sendo idéentico ao do caso poeira. A
quase totalidade dos diagramas quando 0 <X <1/3 & similar aos
diagramas para A =0. Contudo, além dos valores w=-3/2 e w=

=~ 4/3, ocorrem também bruscas mudanc¢as na topologia do plano

de fase quando w= w* (A} = 3%&%%%% e w=w**(1) = % Xgif . Na-
turalmente quando w=0 (caso poeira), w*(A) =w**(X) =- 4/3. E
gquando A =1/3 (caso radiacao), w*(A)}) =w**(}) =-3/2. (ver Apén-
dice II). Estes novos pontos criticos w* (A} e w**()A) aparecem

também quando 1/3 <3 < 1. No caso que estamos examinando, isto

&, 0<A<1/3, vale a seguinte desigualdade:
-3/2 < w¥(A) < wF*(A) < - 4/3

Comecemos entao nossa analise considerando w <-3/2.
Os diagramas correspondentes a w < - 3/2 nao apresentam qualita
tivamente nada de novo se compararmos coOm O Caso poeira. Ou se
ja, quando 0< A <1/3 e w<-3/2 temos o mesmo diagrama da fig.

4.13. Quando - 3/2<w<w*(A) novamente temos a reproducao exa
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ta de um diagrama j& analisado antes, que é o da fig. 4.14. Até
agui nao ha nada de novo também. Entretanto, se w se encontra
no intervalo w*{)A) <w < w**()), entio temos o diagrama abaixo.

(ver fig. 4.23)

A

Fig. 4.23: Caso 0 < A < 1/3 e w*(A) < w < wk*(}Q)

Neste diagrama (fig. 4.23) o raio invariante AM esti situado na
regido de densidade de energia positiva, representando, assim,
modelos expansivos surgindo de uma grande explosdo nos quais a
constante gravitacional aumenta. Em nenhum dos casos analisa-
dos previamente encontramos uma solugio com tals caracteristi-
cas. Um comentario anadlogo pode ser feito com relacgio as solu-
¢Oes representadas por MA': estas descrevem universos colapsan-
tes com G decrescente e uma fase inicial Minkowskiana. Por ou-
tro lado, as solugbes gue partem de B e se dirigem ao ponto A’

sao também novas: assintoticamente elas iniciam como solugoes



A

de vacuo, atravessam uma fase de expansao seguida de uma fase
contrativa até entrarem num processo de colapso, guando entao a
densidade de energia p se tornara infinita (AB' & simplesmente
0 reverso de BA'). -

Consideremos agora w** (i) <w<-4/3 (ver fig.

4.24).

Fig. 4.24: Caso 0< < /3 e w**(Q) < w < -4/3

Examinemos a fig. 4.24. Encontramos agui curvas
fechadas diferentes, por exemplo, das gque aparecem no caso de
radiacao guando a constante de acoplamento toma valores no in-
tervalo - 3/2<w<=-4/3 (ver fig. 4.21): as solugées.néo-singulg
res descritas pelas curvas fechadas da fig. 4.24 s3ao ou sempre
expansivas ou sempre contrativas. Estas solugoes desaparecerao
guando w for maior do que -4/3. Neste diagrama podemos também

notar gue as curvas A'M e MA mudaram de orientacao comparando



-80-

com o diagrama anterior.

Solugoes estaticas andlogas as do diagrama 4.16
A
x-1
te valor & maior que w**(A) quandoe 0<A<1/3). O diagrama de
1
A-1

e

(caso poeira com w=-1) s3o obtidas quando tomamos w = (es

fase correspondendo a w= & exatamente o mesmo da fig.4.16.

Quando w=20 w>0 os diagramas de fase gao
também identicos aos do caso poeira (ver figs. 4.17 e 4.18, res
pectivamente). Mais uma vez, gostariamos de salientar que, exa
tamente como no caso poeira, as . curvas
mais significativas do ponto de vista dos dados observacionais,
sdo as que estdo situadas sobre o raio invariante A'M e as gque
se encontram dentro do setor A'MC'. Como j& vimos, essas cur-
vas descrevem modelos expansivos originados de um 'big-bang'
com constante gravitacional decrescente e densidade de energia
positiva.

A evolugdo dos diagramas a medida que w » + =,
quando 0< A <1/3, € idéntica ao caso poeira; tudo o que disse-

mos anteriormente € também valido neste caso.

d) O caso 1/3 < A < 1

Passemos agora a tratar do caso em que ¢ fluido

obedece a umaequagdao de estado do tipo p=ip, onde 1/3 <A <1, que

@ um caso intermediario entre radiacdao (ja estudado) e "stiff
matter'. Considerando, agora, o sentido de rotagao da linha
AA', vemos que & contrario ao dos ponteiros do reldgio, como

foi ilustrado nas figs. 4.10, 4.11 e 4.12. Por outro lado, te-
mos gue W*¥*(A) < -3/2. Se A<1/2, entao - 3/2<uw*(X) <-4/3. Se
Az1/2, entdo w* (A\)2-4/3. Logo, num certo intervalo de

variacdo de w, temos de distinguir entre duas possibilidades:se
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A<1/2 ou se A21/2.
Quando w < w**(3) obtemos basicamente trés dia-

gramas diferentes correspondendo a: w < Klf (fig. 4.25), w =

= 1. (fig. 4.26) e < w < w**(}) (fig. 4.27). Vejamos a se

1
A-1 A-1
guir estes diagramas:

—

Fig. 4.25: Caso 1/3 < A <1 e w < wk*(})



¥

< w < wkE(A)

Fig. 4.27: Caso 1/3 < A <1l e

aA-1
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Nesses trés Ultimos diagramas (figs. 4.25, 4.26
e 4.27) obtém-se curvas fechadas que descrevem modelos ndo-sin
gulares. No primeiro deles, quando w'<X%T (fig. 4.25) destaca-
mos também a solugao cosmblégica representada pelo raioc invari-
ante AM. Como ja tivemos ocasido de frisar antes, esta solucdo
exibe propriedades fisicamente desejaveis para um modelo cosmo-

légico que pretenda concordar com os dados observacionais dispo

niveis atualmente. Entretanto, esta solucdo sO existe para

1
1-A

restringem w a valores positivos (ver Cap. I).

W <

; ou seja, w negativo, o que contraria os argumentos que

No diagrama da fig. 4.26, AM e MA’ sdoas solugdes es
taticas com p > 0 ja vistas anteriormente. Quanto as solucoes
nao singulares ({(curvas fechadas), elas sao de dois tipos: ou se
referem a modelos expansivos ou a modelos contrativos. Ambos
tendem para uma estrutura Minkowskiana de universo quando t +'iew
* « , a0 mesmo tempo que possuem vida eterna. Neles, a constante gravitaci
onal G experimenta um aumento durante um certo periodo de tempo e de
pois comecga a decrescer.

Com relagdo a fig. 4.27, ai temos configuracdo i
gual a do casc poeira com w< - 3/2, porém com o tempo cosmico
fluindo em sentido contrario (ver fig. 4.13).

Vamos agora investigar o diagrama correspondente
a w variando no intervalo w**(A) <w < -3/2, mostrado na figura

que se segue:
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Fig. 4.28: Caso 1/3 < A <1 e w¥*(X) < w < -3/2

Acima (fig. 4.28), as solugoes situadas em AA'
mudaram de orientacdo no tempo, comparando-se com o diagrama i-
mediatamente anterior (fig. 4.27). J& as solugdes nao-singula-
res para w < w**(A) deixaram de existir e tornaram-se solugodes
singulares com um 'big-bang' inicial (ponto A') evoluindo em di
regao ao colapso no futuro (ponto A). Solugdes um tanto quanto
similares ja foram obtidas no caso poeira, entretanto, naquele
caso as solugdes ou se originavam ou tendiam para solucdes de
vacuo assintoticamente. (ver fig. 4.23).

Neste ponto, para prosseguirmos, devemos dividir
nossa analise conforme seja 1/3<A<1/2 ou 1/2<x<1. Se
1/3 <X <1/2, devemos investigar os seguintes proximos casos:

-3/2<w<w*(A) (fig. 4.29), w*(A) <w<-4/3 (fig. 4.30) e
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w>=-4/3 (fig. 4.31). Se 1/2<A <1, entao os casos gue devem
ser examinados sao: - 3/2<wc< (fig. 4.29), -4/3 <w<w* (fig
4,.33) e w > w*,

Desse modo, vamos supor inicialmente gque

1/3<Xx 1/2. Consideremos, entdo, a figura 4.29 gue correspon-

de a -3/2<w<w*(A):

Fig. 4.29: Caso 1/3 < XA < 1/2 e =3/2 < w < w*x{})

No diagrama acima (fig. 4.29) aparecem as regi-
oes com densidade de energia negativa, bem como as solugdes de
vacuo BM, MB', CM e MC'. As solugdes com p <0 ja foram analisa
das por ndos, uma vez gue sao idénticas as da fig. 4.14, situa-
das na mesma regido (p <0), com a diferenga de que estas ulti-
mas nao tendem assintoticamente as soluc¢Oes de vacuo proximo a

singularidade. E interessante observar gue as solucgoes com
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densidade de energia positiva sao todas nao-singulares (curvas
fechadas) .

Quando w*({}) <w<-4/3 (ver fig. 4.30, a curva
A'M (gque antes se situava-na regido com p < 0) emerge na regido
onde a densidade de energia & positiva, descrevendo modelos em
expansao nascidos de um 'big-bang' e evoluindo com uma constan-

te gravitacional crescente. Este tipo de soluc¢dao ja foi encon-

trada antes, ao analisarmos a fig. 4.13.

Fig. 4.30: Caso 1/3 < XA < 1/2 e wx()) < w < =4/3

A partir do instante em que w se torna malor do
que - 4/3 embora ainda menor do que zero, temos o diagrama a se

guir:
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c

Fig. 4.31: Caso 1/3 < A <1/2 e -4/3 < w < 0

Ao passar pelo valor w=0, a linha CC' c¢oincide
com o eixo ¥ e al obtemos as solugbes de vacuo estaticas ja dis
cutidas anteriormente (ver, por exemplo, fig. 4.17).

Finalmente, o diagrama de fase para w > 0 estd re

presentado na fig. 4.32 a sequir:
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B
A
el
A
B

Fig. 4.32: Caso /3 < A < 1/2 e w >0

Solugdes situadas na regiao BMC' podem ser iden-
tificadas com modelos expansivos nos quais p > 0. Em todos eles
ha pelo menos uma fase em que G aumenta. Na solugao A'M, en-
tretanto, G & sempre crescente. Se fizermos w~> + =, obteremos
o diagrama da fig. 4.19.

Agora, suponhamos que 1/2 < A<1. Quando
-3/2<w<-4/3 teremos exatamente o mesmo diagrama da fig. 4.29,

e para ~4/3 <w<w*(A) teremos o diagrama a seguir (fig. 4.33):
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Fig. 4.33: Caso 1/2 < X < 1l e —-4/3 < v < w*(})

Finalmente, quando w > w*(A) ou w >+« obtemos no-

vamente os mesmos diagramas das figuras 4.32 e 4.19.

e) O caso 'stiff matter!

0 proximo caso a ser examinado refere-se a mode-
los com fluido satisfazendo uma equagdo de estado do tipo 'stiff
matter', isto &, p=p. Cinco diagramas S3ao necessarios para
uma caracterizagido completa: w<-3/2 (fig. 4.34), - 3/2<w<-4/3
(fig. 4.29), -4/3 <w<0 (fig. 4.35), w>0 (fig. 4.36) e w » + =
(fig. 4.37).

Inicialmente devemos chamar a atencao para o se-

guinte: se A =1 entd3o AA' nido gira no plano de fase 0y a medida
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gque w varia., De fato, AA'é fixo, formando um angulo de - 33,69°
com © sentido positivo do eixo 6.

Quando w < -3/2, contrariamente ao que sucede
nos casos ja analisados previamente, nao temos curvas fechadas.

Ao invés disso, aparecem somente modelos expansivos comum 'big-

-bang' inicial e uma fase colapsante subsequente (ver fig. 4.34).

Fig. 4.34: Caso 'stiff matter' com w < =3/2
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No intervalo -3/2<w<3/4 o diagrama de fase &
idéntico ao da fig. 4.29. Entretanto, se -4/3<w< 0, entdo te

remos o diagrama de fig. 4.35:

-

C

Fig. 4.35: Caso 'stiff matter' com -4/3 < w < 0

Os proximos diagramas correspondem a w > 0 (fig.

4.36) e a w>+= (fig. 4.37).
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Fig. 4.36: Caso 'stiff matter com w > 0

Fig. 4.37: Caso 'stiff matter' com w > +=
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Para o caso 'stiff matter' & importante obser-
var que as solugdes correspondentes aos raios invariantes AM e
MA' t&m densidade de energia positiva somente quando w < -3/2.
Por outro lado, solugdes héo—singulares sdo permitidas unicamen
te no intervalo - 3/2<w<-4/3. Quanto ac comportamento das so
lugbes guando w > +«, vemos, do diagrama da fig. 4.37, gue todas

as solugOes com p > 0 isto &, situadas nos setores BMC' e CMB' tendem pa

ra as solugoes de vacuo representadas pelas curvas BM(ou C'M) e MB' {ou MC).

f) O caso A=-1 ("vacuo de matéria + constante cosmologi-

Ca" )

E um fato bem conhecido gque supor um fluido per
feito com a equacgao de estado p=- p equivale formalmente a con
siderar vacuo de materia (Tpv=:0) e acrescentar um termo de cons
tante cosmologica Agpv ao membro esquerdo das equagbes de Eins-
tein na relatividade geral.

Nas teorias escalares-tensoriais mais gerais a

[46]. Contudo,

'constante' cosmoldgica usualmente € funcgao de ¢
nio consideraremos aqui esta situac¢ao mais complicada. (ver
Cap. I).

Uma vez que todas as solugdes se referem ao va-
cuo, as regioes de densidade de energia negativa nao mais exis-
tem neste caso. Os seguintes diagramas caracterizam topologica
mente as solucdes: w< -3/2 (fig. 4.38), - 3/2<w<-4/3 {fig.
4.39), -4/3 <w<~-5/6 (fig. 4.40), -5/6 <w <0 (fig. 4.15), w< 0
(fig. 4.18) e w~>+= (fig. 4.19). Nas ultimas tres figuras, po
rém, que ja foram obtidas para o caso poeira, & importante lem-
brar que quando A =-1 ndo devemos mais considerar a regiao pon

tilhada como nio-fisica. No mais, valem os comentarios gque fi-
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zemos anteriormente., Vejamos agora os trés primeiros diagramas:

Fig. 4.38: Caso A = -1 e w < ~-3/2
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C

Fig. 4.39: Caso A = ~1 e -3/2 < w < -4/3

C

Fig. 4.40; Caso A = -1 e =4/3 < w < =5/6
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Comentemos o diagrama da fig. 4.38 gque correspon
de a w<-3/2, As curvas MA e A'M descrevem modelos expansivos
e contrativos, respectivamente, ja encontrados anteriormente
(ver, por exemplo, a fig. 4.24). Ambas tém uma fase Minkowskia
na. Por outro lado, todas as outras curvas do diagrama apresen
tam uma era de contracido seguida de uma expansido e, também, uma
fase com G decrescente acompanhada por outra na gual G cresce.

No diagrama da fig. 4.39 (-3/2<w<-4/3) o pon-
to M, gque representa o espac¢o-tempo de Minkowski, € completamen
te instavel com relacao a pequenas perturbacdoes em 6 e ¥, a me-
nos gue essas perturbac¢des sejam feitas ao longo dos raios inva
riantes BM, CM ou A'M. (Voltaremos a questao da estabilidade do
espaco-tempo de Minkowski na préxima segaoc). Os raios invarian
tes BM, CM, MB' e MC' continuam representando solug¢des de vacuo
com A =0.

Quando - 4/3<w<-5/6 (ver fig. 4.40) as solugoes
com "big-bang" que comegam no ponto B e se situam no setor BMC'
agora tendem para o espaco-tempo de Minkowski quando t > + <.

Consideremos neste momento w > -5/6. Solugdes es
taticas estarao presentes quando w=-1/2. Para w maior que es
te valor (se -5/6<w<-1/2, AA' ainda permanece no segundo e
quarto quadrantes), encontraremos mais uma vez modelos em exXpan
sdo com explosd3o inicial e constante gravitacional decrescente

(pois AA' se situa no primeiro e terceiro quadrantes).

Para terminar, vale chamar ateng¢ao para © fato
de que gquando X =-1 nao temos curvas fechadas como nos casos
anteriores, implicando, portanto (com excec¢do de w=-4/3), a

inexisténcia de modelos nao-singulares.
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4.6 PROPRIEDADES DE ESTABILIDADE DO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

NA TEQRIA DE BRANS-DICKE

Seria extremamente cansativo e tedioso analisar
as propriedades de estabilidade do espaco-tempo de Minkowski,
assim como de algumas solugdes de Brans-Dicke, examinando um por
um todos os diagramas de fase apresentados na segao precedente.
E certo gue existem algumas regularidades entre os diagramas. No
entanto, mesmo essas regularidades nao sao suficientes para per
mitir um tratamento desse assunto de uma maneira mais simplifi-
cada ou generalizada. Desse modo, vamos nos restringir nesta
secido a andlise de propriedades de estabilidade em apenas dois
diagramas, os guais consideramos bastante tipicos.

Iniciaremos com o diagrama da fig. 4.13, que re
presenta as solugdes de Brans-Dicke para w<=3/2 e 0=X<1/3.
Estamos interessados na estabilidade do espago-tempo de Minkowski,
o gual & representado em todos os diagramas pela origem M do
plano de fase e que se constitui no Unico ponto de equilibrio i
solado do sistema dinamico 4.3. O tipo de estabilidade que es-
tamos tratando agui deve ser entendido, naturalmente, no senti-
do usual da teoria de sistemas dinamicos: consideramos solucdes

cujas condigoes iniciais (BO::ﬁ(to), Y] ==¢(to)) sao proximas

o
do ponto de equilibrio e observamos a evolugao destas _solucoes
com o tempo (ver Apéndice I).

Examinando o diagrama da fig. 4.13 verificamos

dque, com excegao da linha AA', o espaco-tempo de Minkowski apre

senta uma propriedade bastante curiosa de estabilidade a pre
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senga de curvas fechadas proximas a origem

torna o espacgo-tempo de Minkowski localmente instavel frente a

algumas pegquenas perturbacées em § e y, porem globalmente esta-

vel uma vez que as curvas fechadas que saem de M retornam a es-
te ponto quando t >+ . Por outro lado, perturbacbes em M ao
longo de AM ou de MA' implicam simplesmente em estabilidade si
multaneamente local e global.

Consideremos agora a fig. 4.18 gue corresponde
aw>0 e 0£A<1/3. Podemos classificar as regibes deste dia-
grama em trés: setor BMC', setor B'MC e a regiao com densidade
de energia negativa {area pontilhada). A solugcdo representada
pela curva A'M pertence ao setor BMC'. Perturbacoes finitas do
espaco-tempO de Minkowsky com relacdoc a 6, ¥ e tambem a densida
de de energia p dentro desta regidao tendem a desaparecer com O
tempo. Portanto, BMC' & uma regido de estabilidade para M. De
forma analoga, B'MC & uma regizo de instabilidade: pegquenas per-
turbacbes tendem a afastar cada vez mais o modelo da origem M.
Se perturbarmos o espago-tempo de Minkowski via a densidade de
energia, de tal maneira que §p <0 {0 que equivale a penetrar na
regifo pontilhada), entao cairemos numa regido de instabilidade,

pois al as solucdes tendem a se distanciar indefinidamente de M.

4.7 CONCLUSAQ

Ao finalizar este capitulo podemos,de fato, cons
tatar que a crescente utilizacdo da teoria dos sistemas dinami
cos como uma poderosa ferramenta no estudo de modelos cosmologi
cos & também uma consequéncia do fato de que a analise dos mode
los nfdo se restringe a solucbes isoladas; ao contrario, saoclas

ses inteiras de solugles gque podem ser analisadas.
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Neste capitulo, foram considerados modelos de u
niverso preditos por uma teoria escalar-tensorial da gravitacgao
tomando-se como hipdtese uma geometria homogénea, isotrdpica e
espacialmente euclidiana. Os diagramas mostrados cobrem, diga-
mos, O essencial acerca da cosmologia de Brans-Dicke para flui-
dos perfeitos e este tipo de geometria. O passo seguinte, nos
parece natural, seria de incluir neste programa um estudo de
modelos com fonte de fluido imperfeito e examinar os efeitos
que seriam causados por fendmenos dissipativos tais como segun-
da viscosidade ("bulk viscosity"). Acontece que guando a segun
da viscosidade & incluida no tensor momentum-energia da matéria,
o sistema dind3mico obtido com as equa¢Oes de Brans-Dicke € modi
ficado pela presenca de termos cilbicos em 8 e Y. As funcoes po
deixam de ser homogéneas, O gue torna o

linomiais F e

Aw le

sistema bem mails complicado.
Voltando aos diagramas apresentados neste capi-
tulo, gostariamos de acrescentar alguns comentarios finais:

i) Quando fazemos a constante de acoplamento w tender a
infinito, vemos gque em todos os casos analisados o semi-eixo po
sitivo de 9 torna-se uma solucdo do sistema. Com excecao do ca
so em gque A =1, esta solugao pode ser identificada com o modelo
de Friedmann com curvatura espacial nula. Além do mais, a den-
sidade de energia ao longo do eixo § & sempre positiva, nao im-
porta o valor de w. Estes resultados exibem uma perfeita con-
cordancia com o fato de que a teoria de Brans-Dicke deve se re-
duzir a relatividade geral quando se toma o limite w>+*® e se

faz ¢ constante.

ii) A existéncia de valores criticos de w para o©os quais
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os diagramas de fase sofrem bruscas mudan¢as deve ser menciona-
da mais uma vez. Mudangas na estrutura topoldgica de um siste-

N - . ] ~ 58
ma dinamico sao geralmente conhecidas como blfurcacoes[ ].

iii) Evidéencias experimentais e tedricas parecem restrin-

gir o parametro w a valores positivos, embora qual seja o limi-
: . ., [46]

te inferior para w permanega um ponto controvertido . Con-
tudo, ao considerar w>0 e 0£Xi< 1/3 notamos a presenga de
uma solugao especial dada pelo raio invariante AM. Os modelos
representados por esta curva exibem trés propriedades imprescindl
veis aos modelos de Brans-Dicke que pretendam descrever O noOsso
universo fisico (pelo menos do ponto de vista da Cosmologia Pa-
drac): a existéncia de um 'big-bang' seguido por uma expansao,
um continuo decrescimo da constante gravitacional a medida que
0 universo se expande e, finalmente, uma densidade de energia
positiva. E surpreendente que sejamos levados a existencia destes

modelos simplesmente através do exame dos.diagramas de fase prescindin-

do do conhecimento das solugdes analiticas.

iv) A nao-existéncia de solucbes nao-singulares guando
w>=-4/3 pode ser inferida imediatamente atraves dos diagramas.
Para o0 caso A =-1 e interessante notar que (exceto gquando w =
= -4/3 e ail temos infinitos pontos de equilibrio, cada um re-
presentando um universo de De Sitter nao-singular) todas as so-
lugdes sao singulares. N&o obtemos a solugao ndo-singular de
De Sitter (como acontece na relatividade geral quando temos cons
tante cosmoldgica e vacuo de materia) ao tomar w > + . Quanto
ac caso 'stiff matter', solucles nao-singulares aparecem apenhas

no intervalo - 3/2<w<-4/3.
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162]

v) Na segunda versao de Dirac ,, a5 equagoes para O cam
. , ~ 1 -
po gravitacional sao dadas por Ruv 'nguv_'—BﬂG(Tuv + Tuv(¢))'
onde G & constante e Tuv(¢)'é o tensor momentum-energia devido ao campo es-—
calar . Ao tomarmos p=-p temos que T, =rPg , €, assim, as equacoes acima
se tornam R S g R+ Ag = - 8nGT (¢) se fizermos A =8nGp=const.. Por-
pv 2 uv iny Hv
tanto, assim como acontece na relatividade geral, substituindo na equa-
c3o de estado A=-1 & formalmente equivalente a considerar va-
cuo de matéria (Tuv==0) desde gue se inclua um termo de constan
te cosmolbgica nas equagdes. Todavia, na versao original da teo
ria de Brans-Dicke, tomar A=-1e T v:=0 equivale a termos o

i

seguinte sistema de equagoes:

_ 8mp £w+l oW _l
e = 7053 ¢ (4.5.6)
2w+ 3 : 5.

Ao passarmos O limite w>+* e ¢= —Cl;_ = const., oObtemos simples-
mente Rm) = Agm), exatamente como no caso da relatividade geral.
Agora, se considerarmos a formuilacao mais geral das teorias es
calares-tensoriais (ver refs. [46,43]) e tomarmos a "funcgdo cos
moldgica" A(®) como sendo uma constante, entdo chegaremos as se-~
guintes equagoes:

2w+ 2 8 w + 1 1

— (LW * 2 _en B e U - =
Roy= (5553009, 5 T " Zm+3 D752 %500 79 s

{4.6.a)

[16= 51 (87T - 208). (4.6.Db)
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Se %v=()(vécuo), essas equacoes tornam-se:

_ 2w+ 4 _ W _1 '
Ruv—-(iajfg)ﬂguv 32 ¢:U¢:v 3 ¢;U:v {(4.6.a'")
e = 28 (4.6.0")

2w+ 3

Apesar de serem semelhantes na forma, ha uma diferenga fundamen
tal entre estas Gltimas equagoOes e as equagdes 4.5: o coeficien
te de guv em (4.5.a) nao pode ser tomado constante, a menos gque

seja imposto — = const.

vi) Inumeras classes de solugOes de Brans-Dicke com geome
trias do tipo Friedmann-Robertson-Walker e sec¢do espacial eucli
diana encontradas na 1itératura s30 da forma R(t)=:ROtpea¢(t)=
== ¢th, com p e g constantes., No plano de fase oy, so-
lugcoes deste tipo situam-se exatamente sobre os raios invarian-
tes Y/0=const.. Uma analise detalhada dessas classes de solu-
cbes, assim como a elaboracaoc de um método para construir novas
solucgOes serd o assunto do proximo capitulo.

Ao escolhermos uma métrica do tipo Robertson-
-Walker-Friedmann, € fundamental que as hipersuperficies t =cte
possuam geometria euclidiana, isto €, K=0. Do contrario, nao
sera possivel reduzir as egquacoes de campo a um sistema dinami-
co. E curioso, no entanto, verificar gque a hipotese K =0 havia
sido feita por Dirac baseada em outros argumentos, no contexto
de uma cosmologia que considera também G variando com o tempo

césmico[Gg].



"So, in Physics, a paradox is only a confusion

in our own understanding”

(R.P. Feynmann, "Lectures on Physics”)



CAPITULO V

UM METODO PARA GERAR SOLUCOES
NA TEORIA DE BRANS-DICKE

Este capitulo &, na verdade, uma continuacao do
nosso estudo sobre modelos homogéneos e isotroOpicos na teoria de
Brans-Dicke. No capitulo precedente, analisamos esses modelos
a luz dos diagramas de fase correspondentes ao sistema dinamico
obtido das equagbes de campo. De posse dos diagramas, pudemos
ter uma visdo global das solucgdes do sistema e, a partir dai, ti
rar importantes conclusdes. Uma dessas conclusoes refere-se ao
fato de que um grande numero de solug¢Oes de Brans-Dicke encon-
tradas na literatura tém uma caracteristica em comum: quando sao
representadas no plano de fase 8¢ localizam-se exatamente sobre
um dos tres segmentos AA', BB' e CC', os guais contém os raios
invariantes do sistema dindmico. Como vimos no Cap. IV, os rai
os invariantes, além de eles mesmos serem solucgbes do sistema
dinamico, delimitam-setores distintos de solucgdes, sendo, nesse
sentido, fundamentais do ponto de vista da estrutura dos diagra
mas. A exist@ncia ¢ a localizacao dos raios invariantes no pla
no de fase depende dos valores atribuidos a constante de acopla
mento w e a equacao de estado do fluido. (Naturalmente, estamos
considerando aqui, as mesmas hipoteses feitas no Cap. IV  sobre

a geometria dos modelos e sobre a natureza do fluido, fonte do
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campo gravitacional e do campo escalar).

Como ja vimos no capitulo anterior, o nimero de
raios invariantes depende do valor de w. Se w<-3/2, temos a-
penas os dois raios invariantes AM e MA', ambos representados so
bre o segmento AA' (ver figs. 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12);
se w>=-3/2 aparecem Os raios invariantes BM, MB', CM e MC' em
BB' e CC' (ver figs. 4.4, 4.5 e 4.6).

Para obter o0s raios invariantes do sistema dina
mico 4.3 (ver Cap. IV), fazemos uma mudanca de variaveis. Em
vez de trabalhar com 6 e Y, escrevemos as equacoes do sistema em
coordenadas polares. Assim, tomando 8§ =r cosa e ¥ = r sena Ob

temos O seguinte:

r = rzzlw(a) {(5.1.a)
o = erw(a) (5.1.b)
onde Nkw(u):lhm{cosa, sen a)cos o - ka{cosa, sen o) sen o e

wa(a)==HAw(cosa, sena)sena + ka(cosa, sen o) cos a.

Sao as ralzes da equagao
Nkw(a) =0 {(5.2)

que nos fornecem os raios invarilantes do plano de fase, 0s duais
consistem em semi-retas a = const., passando pela origem (& = O,
Y = 0){ver apencide II). Por serem solugoes do sistema dinami-
co, O0s raios invariantes uma vez conhecidos, podem nos levar au
tomaticamente a construcdo de classes de soluc¢oes, sem ser ne-
cessaria a resolucao de uma Unica equagao diferencial. £ o que

veremos na prOxima secdo.
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A fungdo N, (w) sera dada por:
N, (a) = 1 [(1—3A)cos3a+(Aw—3)\~m)coszot sen o +
A 2w+ 3 3
+ (9>\w—-;w—6)cosa sen2a +%‘—)(1+w—)\w)sen2a].

(5.3)

Agora, se A=1/3 (caso radiagdo), entdo ndés vemos que sena=0 &
uma raiz de 5.2. Inversamente, se sena =0 & uma raiz da egua-
gao 5.2, entao A=1/3.

Inicialmente, tomemos A # 1/3 (como no Cap. IV), a
gui também ndo consideraremos w assumindo o valor w=-3/2, a
nao ser no caso radiacao). Observamos, entao, gue resolver 5.2

é equivalente a resolver a equacao abaixo:

(1‘33A)ga+ (Aw-3>\—m)gz+(97‘“’";“"6)g+§§°‘3(1+m-m) =0
(5.4)
onde pusemos £ = cotg a=%.
E possivel fatorar 5.4 da seguinte maneira:
(A3 v —w-1er+3e-30 = 0 (5.5)

Entao, se w<-3/2, existe uma unica raiz real de 5.5, a saber,

3(1 4+ w-=2Aw)

£y < T - & (5.6)

Por outro lado, gquando w > - 3/2, surgem mais duas raizes reais:

£, =-3 (L+/I+20/3) (5.7)
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£ = -3 (1-/T720/3) (5.8)

Com essas raizes determinadas, os seis raios invariantes serio

dados por:

(1)

- (2) _
a; ' =arc cotg Ei e a; T =«
i=1,2,3.

5.1 A OBTENGAO DE SOLUGOES A PARTIR DOS RAIOS INVARIANTES

Para gerar solugbOes a partir dos raios invarian-
tes relembraremos uma vez mais que os raios invariantes, eles
proprios, sdo curvas integrais do plano de fase. Deste fato re
sulta que podemos obter um meio de encontrar solugoes das equa-
¢obes de Brans-Dicke, conforme ilustraremos nos exemplos que se
seguen.

Considere-se, por exemplo, a bem conhecida solu-

[63]

gao cosmoldogica de Brans—Dicke gue corresponde a um fluido

sem pressdo (poeira) e a uma geometria com curvatura espacial

nula:
2
d(t) = ¢ t30* 4 (5.9.a)
2w+ 2
R(t) = Rot3w*'4 (5.9.b)

onde ¢0 e Ro sao constantes. Calculando 6 e ¥y, pardmetros que
expressam a expansao do modelo e a variagao da constante gravi-

tacional, obtemos para esta solucao:
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_.R _3(2w+2) 1

6=13 R - 3.+4 t ! (5.10,a)

_b_.G6._2 1

V=%""6 "3w+d T - . (5.10.b)
Notando, porém, que % = const. = 3(1+w), concluimos gue 5.10 re

fere-se necessariamente a solucdao do sistema dinamico correspon
dendo justamente a um dos raios invariantes. Com efeito, fazen

do A =0, identificamos imediatamente a solugao acima como um

a(Z)

s No capitulo IV, dependendo

dos raios invariantes aill,
do valor assumido por w, esta solugdc aparece nos diagramas gque
descrevem o caso poeira da seguinte maneira: nas figuras 4.13
(w<-3/2) e 4.14 (-3/2<w<-4/3) ela estad representada por AM;
ja da fig. 4.15 (- 4/3<w<-1) em diante, a correspondéncia se-
ra dada por A'M.

Um outro exemplo bastante ilustrativo & dado pe

164’65’66], as guais constituem uma clas-

las solugoes de Nariai
se de solugdes validas para métricas do tipo Friedmann - Robert-
son - Walker com secao espacial euclidiana e fluidos perfeitos o

bedecendo a equac¢ao de estado p= Ap:

R(t) = Rt ! (5.11.a)
p
$(t) = ¢t 2 (5.11.b)
24 2w(1 =) _2{1-3))
COM Py = 743p(1-2x2) © P2 T Fx3u{i-1%) °

Agui, novamente, um simples calculo de 6 e ¥ nos mostra imedia-
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tamente que 5.11.a e 5.,11.b definem curvas localizadas exata-
mente sobre a reta AA', podendo corresponder ao raio invarian-

te AM ou A'M(+).

Se, por exemplo, considerarmos 0 <X <1/3, en
tao para w<-3/2 (fig. 4.13), -3/2<Aw*(X) (fig. 4.14), e
w*¥(A) <w<w**()) (fig. 4.23), as solugOes de Nariai correspon-

derdo a AM; a partir de w> w**()), corresponderdo a A'M. A si

tuagadc & exatamente a mesma quando 1/3 < i <1, No caso A =1
{(caso 'stiff matter') teremos 6 = % - % e Y = - €7 de tal

forma que a solugao 5.11 se encontra exatamente sobre o raio
invariante AM gualguer que seja o valor de w. (ver figs. 4.34,
4.35, 4.36 e 4.37).

Uma rapida anasise destes dois Ultimos exem-
plos € suficiente para nos sugerir uma generalizagao guase Ob-
via das solugOes gue se situam sobre os raios invariantes AM e

A'M. Com efeito, consideremos a seguinte classe de solugdes:

1+w-dw

R(t) = R_t £0r,w) (5.12.a)
1- 32

o(t) = ¢Otf”"‘”) (5.12.b)

onde f(A,w) & uma funcdo arbitraria de X e w. E facil ver que
cada solucdo dessa classe € uma solugao do sistema dindmico

4.3 gue se localiza exatamente sobre o segmento AA', satisfa-

3p P
(+) E imediato calcular 6 e § neste caso: 6 = —El ey = 7?. Podemos expressar esses parame-
1
W= 5o _
tros na forma 6= % (-1 A ﬁ) le ¥ = mﬁ-*_l__%ﬂ____, onde w¥%(3) = - 4/3"1-}A2 .
LY 21 - -
o (A) o {3)

{ver Cap. IV),.
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zendo, portanto, as equagOes de Brans-Dicke. No exemplo prece-
dente, as solucdes de Nariai correspondem a escolha particular
F,w) = 2 + 30(l-22).

Do mesmo modo, as equagdes 5.7 e 5.8 sugerem as

generalizacdes a seguir:

1+V1+ 2w/3

R(t) = Rt g (w) (5.13.a)
2

$(t) = ot g (@) (5.13.Db)

com g(w) uma funcgao arbitraria de w.

5.2 SOLUCOES DE VACUO E A EQUACAO DA DENSIDADE DE ENERGIA

Conforme vimos no Capitulo 1V, podemos deduzir
das equacoOes de Brans-Dicke a seguinte expressao que nos da a

densidade de energia p(t) em funcao de & e Y:

Sgpz%z---“ziwuew : (5.14)

Para ¢(t) e R(t) dados pelas equacoes 5.13.a e

5.13.b, temos:

ngﬂf’-()\lw)t2 [3(1+w=Aw)2 -9(1-30)2+ (1-3%) (L+w-Aw)l.
r

(5.15)

Entretanto, para as classes de solucgOes dadas

pelas equacOes 5.13.a e 5.13.b, as quais estao situadas sobre
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as linhas BB' e CC', temos que o lado direito da equagao 5.14
se anula, ou seja, p= O(ﬂ . Pode-se verificar imediatamente
gue estas classes conté&m, como casos particulares, as solugdes

de vacuo obtidas analiticamente por O'Hanlon e Tupper (34 dadas

por
R(t) = Rotq , (5.16.a)
() = o t° (5.16.b)

onde l——l[l+ 3(2 1 em € i
= -3 tv3(2w+3 ] e q =3 (L-r). Também & interes-
sante notar gue a solugao especial para w=- 4/3, descoberta por

estes mesmos autores,que corresponde a uma geometria do tipo de

Sitter na teoria de Brans-Dicke sem constante cosmologicar:

R(t) = R, exp (t) (5.17.a)

¢ (t)y = ¢, exp(=- 3t) (5.17.b})
situa-se sobre a linha BB'. De fato, guando w=-4/3, /¢y =-1. se
examinarmos agora, as equacbes 4.3, veremos que para w=-4/3 e
==Y, temos necessariamente

6=0 |,

p = 0.

- 3 U —
{t) Para comprovar isto basta substituir na equacaoc 5.14 8/¢p = cotg £ = -3 (1t /1+20/3).
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Quer dizer, o plano de fase 06y tem uma linha (6 =-9y) dJde pontos

[

de equilibrio maltiplos (ver ref. 58]), cada um dos quais repre

sentando solucgdes do tipo De Sitter.

5.3 O LIMITE DA RELATIVIDADE GERAL

A teoria da gravitacao de Brans-Dicke é formulada

de tal maneira a reproduzir as equagoes de Einstein no limite
gquando w tende para infinito e ¢=ré= constante. Isto levantaa

seguinte questdo: as soluc¢des de Brans-Dicke tendem as solucdes
de Einstein quando esse mesmo limite & tomado? Como mostrare-
mos na proxima segdao, a resposta a esta questdo @ ne-
gativa.

Os modelos de Friedmann com métrica espaciélmente
euclidiana para fluido perfeito com equacao de estado p= Ap sao

dados por[23]

2
R(t) = r_t3(1+H) (5.18.a)
- G 4 1

Portanto, exigir que as solugOes de Brans-Dicke se reduzam as e
-~ . . 1 . . :
quag¢oes de Einsteln quando w >« e ¢==E==COnstante implica impor
restrigoes sobre as funcgoes f(Xi,w). Assim, a comparacdo entre

as equagoes 5.12.a e 5.18.a determina a seguinte forma para

f(r,w):

f()\,w)=h()\)+§2£(1—)\2)+0()\,w) , (5.19)
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onde h}iﬂ)[igi%gﬂlw = 0 e h{(}) & uma funcdo arbitraria de ).
Se f(A,w) nao pudeg-ser posta nesta forma, entdo, seguramente o
0 limite relativistico ndo sera satisfeito pelas solugdes das e
quagdes 5.12. Quanto as solugdes de Nariai, vemos claramente
que constituem um caso particular de 5.19. Alémdisso, se f(i,w)
e da forma 5.19, entéo.automaticamente ¢ tendera para ¢O==const
quando tomarmos w - . .

| Da mesma maneira, & necessario impor restrigdes
sobre as fungdes g(w) nas equacOes 5.13.a e 5.13.b. Contudo,
uma vez que estamos lidandc agora com solugbes de vacuo, deve-

mos obter a geometria estatica do espago-tempo de Minkowski quan

do o limite w+~ & tomado. Esta condigao implica

lim =90 (5.20)

Vale mencionar aqui que as solugdes de vacuo de 0O'Hanlon e Tupper

referidas na secac anterior nao satisfazem essa condigio.

5.4 O CASO RADIACAO

Quando A =1/3 temos gque os ralos invariantes AM

e A'M ndo dependem de w. De fato, como podemos deduzir da equa

-~ . i - pa . L o
cao 5.3, A=1/3 implica que ag ) e ag )= T, 0 que signifi-
ca, por sua vez, =0 (ou seja, ¢=const.). A equacao 4.3.a se
reduz, entao, a

5 = — 2oz, (5.21)

que, apos integragao imediata, nos da a solucdo Friedmanniana
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|—

R(t) = Ro(t+m)2 (5.22)

Concluimos, desse modo, que neste caso a classe
de solugdes representada pelo raio invariante AM (representando
modelos que partem de uma singularidade - ver diagramas no Capi
tulo IV relativos ao caso radiacao) contém a solucadao de Fried-
mann para radiacdo e secgdo espacial plana. Além do mais, & in-
teressante notar que este resultado & independente de se tomar
o limite w> ., A razlo disso & que o campo escalar ¢ nao tem
fontes no caso radiac8@o, pois T=0 (ver equacdo 4.1.b); portan
to, qualquer solucdo da relatividade geral satisfaz as equagoes
de Brans-Dicke quando A =1/3.

Para terminar esta secao, facamos um ligeiro co-
mentario sobre solucoes de radiacao encontradas na literatura
que correspondem a raios invariantes do sistema dindmico 4.3. E
possivel mostrar (ver Apéndice II) que quando w=- 3/2 as 1li-

nhas BB' e CC' coincidem no plano de fase e tém por equacgao

6/¢ =-3/2. Examinando, por outro lado, a soluc¢do para radia-
cgao e w=-3/2 encontrada por Singh e Deo{67}, dada por
R(t) = Rt , (5.23.a)
-2
p(t) = ¢ot ' (5.23.Dh)
N (5.23.¢)
plt) =gl
vemos que este & um caso emque 6/y =-3/2. Concluimos, portanto,

gue a solucdo de Singh e Deo (que, alias, ndo satisfaz a hipdte
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se de Dirac, pois a constante gravitacional G=1/¢ aumenta com
a idade do universo) situa-se exatamente sobre as linhas BB' e
CC', e corresponde aosraios invariantes coincidentes BM e CM. A
lém disso, a constante F, deixada indeterminada por Singh e Deo

deve ser necessariamente nula devido a equagao 5.14.

5.5 COMENTARIOS FINAIS

Gostariamos, ao finalizar este capitulo, de acres
centar alguns comentarios finais sobre as solucOes representa-
das pelas equagoes 5.12 e 5.13:

i) Com relacao a singularidades, podemos dizer gue todas
as solugdes construidas a partir dos raios invariantes apresen-—
tam um comportamento singular na geometria (colapso do espago-
—-tempo). Para demonstrar este fato basta lembrar que, por sua
propria natureza, os raios invariantes se estendem no plano de
fase 6y a reqgqides onde 06 e (ou) ¥ sao infinitos. A unica exce-
¢ao a isto tem lugar quando w=~-4/3, pois, ai surge uma linha
inteira de pontos de equilibrio multiplos implicando que 6 e ¥

permanecem constante no tempo.

1i) Uma classe de solucgdes bastante interessante nas quais

a geometria € estatica, embora a constante gravitacional varie
- . 1 ~

com o tempo, e obtida ac se escolher W =77 Nnas equacoes 5.12.

Temos, entdo,

-2-3/w
o=¢ t T(hw) (5.24)
o)
- .. .[23] -
A solucao estatica de Raychandhuri .- corresponde, na verdade, a
escolha particular f(h,w)=-—1-—f% ; sendo um caso particular

das solucdes de Nariai discutidas na secgao 5.1.
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5.6 CONCLUSAO

A obtencdo de classes de solugbes exatas para
uma equacao de estado geral e constante de acoplamento arbitra-
ria na teoria de Brans-Dicke nao €&, geralmente, uma tarefa fa-
cil, mesmo quando se trabalha com métricas homogéneas e isotrd-
piéas. Neste capitulo, desenvolvemos um método de encontrar so
lugoes cuja simplicidade é mesmo surpreendente, uma vez gue nao
€ preciso resolver uma Unica equacao diferencial. Este resulta
do por si s6 & suficiente para revelar o importante papel que a
teoria de sistemas dinamicos pode-desempenhar na investigacao

teorica da cosmologia.



APENDICE 1

INTRODUGAO A TEORIA DOS
SISTEMAS DINAMICOS

Neste apéndice faremos uma rapida introdugao a
teoria dos sistemas dinamicos, abordando apenas os topicos que
consideramos essencials para uma aplicac¢do pratica a problemas
do tipo dos que sdo tratados nesta tese. Evitaremos, portanto,
uma abordagem rigorosa do ponto de vista matematico, a qual po-
de ser encontrada facilmente na literatura (ver, por exemplo,
refs. [58, 59, 71, 72.3 73]). Além do mais, procura
remos nos limitar & teoria bidimensional, pela simples razao de
que, fundamentalmente, nosso objetivo final visa a construcgao
de diagramas de fase em duas dimensOes. Serao considerados tam
bém, somente os chamados sistemas autonomos, ©0s quais definire-

mos adiante.

I. TEOREMAS FUNDAMENTAIS E A APROXIMACAO LINEAR

Um sistema dindmico de ordem n é constituido por

um sistema de n equagdes diferenciais do tipo:

dx
L_F (x

I ; t) (A.I.1)

11’ 2! L nl

.
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dxn

?t—= Fn(Xl, X2, [ Xn, t) F) (A.I.l)
onde as func¢odes Fi(xl, ceer Xy t) sao de classe Ck e definidas
num aberto U Cimn+1, e xi==xi(t). sendo t um parametro que toma

valores num intervalo (a,b) da reta. (Para simplificar, podemos

considerar Ck = Cm, U =IRn+1

e (a,b) =R). Quando as fungles F,
ndo dependem explicitamente de t dizemos que o sistema & autdno
mo (ou estacionario).

Enunciemos, de inicio, dois teoremas basicos da

teoria dos sistemas dinamicos autonomos:

Teorema I1:
o o) n .
Dado qualquer ponto Po(xl, cees xn)EIR existe
um e, somente um, conjunto de funcdes {xl(t), cees xn(tﬁ que é

_solugéo do sistema de equagdes A.I.l e que satisfaz, ao mesmo

e e _ 0 _ 0
tempo,a condi¢ao inicial xl(to) = Rjs oeees xn(to) = X .

0 segundo teorema diz respeito a continuidade
das solucdes com relacao as condigdes iniciais:

Teroema IT:

sejam {x;(t), ..., x (t)} e{x (), ..., x (t)}
solucdes de A.I.1 com condigOes iniciais xl(to)==x§, ...,xn(to)=
= x2 e x. (t )==§0 x_(t )==§O onde t_ pertence ao in-

n 1'7o i7" “n'To n’ fo)

tervalo aberto (tl,t ). Entao, para cada £ > 0, existe 6 > 0 tal
que se |§?—-x2|< §, entdo |x,(t) - x;(t)| <e qualquer que sefa
t € (ty,ty).

Vamos considerar, de agora em diante, apenas sig
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temas autdnomos de segunda ordem. Usaremos a seguinte notacgao:

x = F(x,y)

H(x,y) . (A.I.2)

k<
I

Podemos identificar x e y como coordenadas carte
sianas no plano euclidiano. As solugdes {x(t), y(t)} passam, en
tiao, a descrever trajetdrias (ou curvas integrais) nesse plano,

gue chamaremos de plano de fase. O conjunto de curvas (ou tra-

jetorias) no plano de fase constitui o que se conhece como dia-

grama de fase.

Em hidrodinamica, diagramas de fase em duas (ou
trés dimensoes) sdao usados para descrever fluxos ("flows") de
particulas de um fluido. As fung¢bes do lado direito das equa-
cdes (A.I.1) representam o campo de velocidades do fluido. No
caso de sistemas autdnomos, temos um fluido em regime estacioné
rio ("steady flow"). Se acontecer de, em algum ponte P(xo,yo),
o campo de velocidades se anular, teremos o gue se denomina na

linguagem da hidrodindmica, um ponto de estagnacao. Na teoria

dos sistemas dinamicos, porém, refere-se a esses pontos como

pontos de equilibrio (ou pontos criticos).

Um ponto de equilibrio P(xo,yo) constitui, naver

dade, uma solucao trivial do sistema dindmico: x(t) =x y(t) =

O!

= yo, a qual nao descreve uma curva no plano de fase e, sim, a-
penas um ponto.

A determinacao dos pontos criticos e de sua na-
tureza topologica €& essencial para a construcdao dos diagramas

de fase. E possivel classificd-los conforme a configuracdo das



-119-

curvas em sua vizinhanga. Essa classificacao e topologicamente
invariante[SB].

Ao analisar um determinado ponto critico P(xo,yol
podemos, através de uma translacdo no plano, considera-lo exata
mente na origem O{o,0)}. E, como estamos considerando que as

funcOes F e H sao analiticas, podemos desenvolve-las em série de

Taylor em torno da origem, obtendo:

X = axt+by +0,{x,v)

y = cx +dy + 0, {x,y) (A.I.3)
0 oH dH ,
onde a-= {%g )g + b= 3% Yo » c=(57 )y o+ d= (§§ o ©

0,(x,v), 0,(x,y) representam termos de ordem superior a um em x

e vy-
Um importante resultado demonstrado por Bendi-

[74]

xon consiste no fato de que & possivel analisar a configura

cao das curvas na vizinhanca da origem simplesmente consideran-
*
do-se a parte linear de A.I.3, desde que ad-—bc==0( ). Portan-

to, estudaremos o comportamento das trajetdrias do sistema dina

mico A.I.2 na vizinhanga da origem a partir do sistema linear:

X = ax + by

cx + dy (A.I.4)

]
1l

Uma maneira alternativa de escrever (A.1.4) &

(*) Neste apendice nao considgraremos o caso em que ad - bc=0, o qual da origem aos chamados
pontos miltiplos de equilibrio.[58].
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5 >
X = Ax , (A.I.5)

. . X a b\ _ -
onde x € a matriz coluna ( e A = 3 € uma matriz nao
y o

-singular (det A= 0).

A matriz A, definida acima, contém todas as in-
formacoes sobre o comportamento das curvas integrais na vizinhan-
¢a da origem. Com efeito, demonstra-se que sao os autovalores de A que de
terminam a hatureza topologica do ponto critico O(o,0). Suponhamos gue X,
e A, sejam os autovalores de A. Atraveés de uma transformagao

. . -+ — -> 1
linear no plano de fase do tipo x=C u, onde u= (‘ﬂ) , sende C

uma matriz ndo-singular, a equacao A.I.5 torna-se
a = BU , (A.I1.6)

onde B = C_'AC. Uma vez que C é arbitraria, podemos escolher C
de maneira que B fique na forma candnica de Jordan. Temos, en-
t3o, os seguintes casos:

a) Os autovalores A, e A, sao reais e distintos.

Neste caso, a matriz B tem a forma:

e o0 sistema dindmico A.I.6, fica

u = A;u ,
v o= A,V , (A.I.7)
cuja solucao sera
At
u = u e
A2t
v =vVv_e (r.I.8)
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onde u, e v sdo constantes.

Suponhamos agora que A, e A, sejam ambos positivos e que, sem
perda da generalidade, i, < A, . Vamos, entao, que se desenhar-

mos essas curvas no plano de fase, obteremos o seguinte diagra-

mas

Fig. A.l: No de duas tangentes instavel

Observando o diagrama acima vemos que todas as
trajetOrias na vizinhanga da origem afastam-se dela guando
t++o, Além disso, todas as curvas Sao tangentes ac eixo v em
0, com excecgao das duas trajetdrias localizadas no eixo u. Um
ponto de equilibrio com uma configuragdo de curvas em sua vizi-

nhanga igual a da fig. Al, constitui um né de duas tangentes ins

tavel. Por outro lado, se A, e A, forem negativos, teremos um

n6 de duas tangentes estdvel (ver fig. A2)
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Fig. A.2: No de duas tangentes estavel

Vamos admitir agora que i, e i, tém sinais con-
trarios. Nesse caso, & imediato ver que A.I.8 nos 43 o seguinte
diagrama, onde tomamos X; <0< X,, cuja configuracdo & conheci-

da como ponto de sela.
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Fig. A.3: Ponto de sela (A <0<A )
1 2

b) Os autovalores A, e A, sao reais e iguais.
Suponhamos, primeiramente, que a matriz B posta na for-

ma canodonica de Jordan tenha ordem 0. Isto guer dizer que B po-

de ter a forma

td
Il

As equac¢oes do sistema dinamico serao dadas, entdao, por

u = iu ,
v = AV, (A.1.9)
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que nos dao como solugao:

v = v._e . (A.I.10)

Assim, se X >0 teremos um no estelar instavel

(fig. A.4). Caso contrario, isto &, se A <0 teremos um nd este

lar estavel (fig. A.5).

Fig. A.4: NOo estelar instavel
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Fig. A.5: No estelar estavel

Caso a matriz B, na forma candnica, tenha ordem
1, isto &, possua uma forma do tipo
A 1
B =
0 A
as equag¢des do sistema ficarao dadas por:
ﬁ = Au + v
v = v, (A.I.11)

cuja solugao vem dada por

_ At
u = (uo + vot)e

At

v = vV e (n.I.12)
o
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Para A > 0, as curvas representadas pelas equa-
¢oes acima definem o seguinte diagrama, caracterizando umnd de

‘uma tangente instavel.

<
AN

\
\
N

Fig. A.6: NOo de uma tangente instavel

Naturalmente, quando A <0, temos um né de uma

tangente estavel (fig. A.7).
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Fig. A.7: No de uma tangente estavel

¢} Os autovalores A, e A, sao complexos.
Suponhamos que A, = A, =8 + iB. Nesse caso, & pos

sivel, através de uma transformacdo linear, deixar o sistema di

namico na forma:

v = Bu + &v . (A.I.13)
Definindo z =u+ iv, as eguacdes acima podem ser escritas como:
z = (§ + iB)z,

cuja solucdo imediata em coordenadas polares (r,o) nos da
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6t - t.)

com r=r_e e o = B(t-—to) ' (A.I.14)

-

sendo r, e t0 constantes reais.
Temos, entao, o seguinte: se §>0 e B>0, a con

figuracdao do diagrama de fase & a de um foco instavel.

v

Fig. A.8: Foco instavel com B > 0

Se trocarmos o sinal de B nas equacdoes A.I.14 ob
temos ainda um foco instavel, porém o sentido de rotagao das

trajetdérias & o inverso do caso anterior.
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\

=9

Fig. A.9: Foco instavel com B < 0

Assim podemos ver facilmente gue o sentido de rotacao das traje
torias & determinado pelo sinal de B. Para o <0 é imediato ve-
rificar gue teremos focos estaveis.

No casoc em gue A; e A, sao imaginarios puros

{ £ iB), entio as eguagbes se tornam:

a = - 8v

v Bu (A.1.15)

cuja integracdo nos da

u2? + v2 = R? ,

- - k3 —— . L]
representando uma familia de circunferencias com centro na ori-

gem (R2 >0 & uma constante de integracdo). O ponto critico O,
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e o chamado de centro (ver fig. A.10) e, como antes, o sinal B

indica o sentido da rotacao das curvas.

R

)
&)

Fig. A.10: Centro {com R > 0)

Todas as configuracOes mostradas através dos dia
gramas de fase (figs. A.l1 - A.10} podem ser abreviadas numa for
mulacao Gnica, enunciando-se O seguinte teorema:

Teorema III:

Dado o sistema dindmico bidimensional autonomo e

linear

X = ax + by

kG e
I

cxX + dy (A.I.4)

definamos B a matriz dos coeficientes de x e y:
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I =a+d (o tragb de BY) e 8 Zad~bc#0 (o determinante de B).
Entao, existe uma transformacao linear ndo-singular C tal que

€  possivel deixar o sistema A.I.4 numa das seguintes formas:

.

i) U= Au

vV = A,v , (A4, <0)
se §{<0Q;

ii) 0 = Au

v = AZV ’ (}\1)\2>0, ;\lilz)

se 0 <40<I2;

iii) u = Au + v

v = AV , (A =0)

se 0<40=12 e b2 +c2 =2 (;

iv) u = Au

se 0 <4Q=1T3 e b=c¢= 0;

-

v = Bu + Sv , (88 = 0)

se 0<I2<40;

vi) u = - Bv

v = Bu , (B =0)

se 0 = I3 <40,
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Podemos, portanto, construir a tabela abaixo:

i 402 <0 ponto de sela
ii 0 < 40 < 12 né de duas tangentes
iii |0<4Q=1I2, B2+vy2>0 nd de uma tangente
iv {0 <4Q=1I2, fB24+y2=0 né estelar
v 0 <I?<40 foco
vi 0=1I2<4{ centro

Tabela A.I.1

II. SISTEMAS HOMOGENEOS

Os sistemas dind@micos planares homogéneos de or-

dem m se carecterizam pelo fato de que as funcCes F e H das e-
quacdes A.I.2 sdc homogéneas de ordem m nas variaveis x e y, is
to &, F{ix,Ay) = A F(x,y) e H{Ax,Ay)= A H(x,v).

Para estudar sistemas homogéneos no plano € pre-
ferivel trabalhar com coordenadas polares r e a(x = r Cosa e

y = rsena). As equacgoes A.I.2 nestas coordenadas passam a ser

lidas:

r = ]’."mZ(OL) ,

. m=-1

o4 =r N{a) , {A.1.16)
onde %Z{a) = H(cosd,sena) sena + F{cosa,sena)cosa e N(a) = H(cosuo,

sena) cosa — F{cosa, sena) sena.
Nosso objetivo aqui é estudar a configuragao das

curvas no plano de fase nas vizinhancas de pontos de equilibrio
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isolados. Portanto, estaremos supondo agqui que numa certa vizi
nhanca de 0O(o,0), as funcdes F e H se anulam simultaneamente so
mente na origem x=0, u= 0. Como consequéncia disso, temos que
0({o,0) & um ponto de equilibrio isolado e, entao, necessariamen
te Z2(a) +N2{a) >0 para qualguer ponto P do plano distinto de
O(o,0), pelo menos numa vizinhanga deste. (na verdade, esta e a
prépria definicdo de ponto de equilibrio isolado[sg]).
Definamos, agora, o conceito de raio invariante.
Seja P um ponto gualguer distinto da origem e a o angulo que o
vetor OP forma com o sentido positivo do eixo x. Seja v um ve-
tor tangente & trajetdria que passa por P orientado segundo o
sentido dessa mesma trajetdria. Chamemos de Y o angulo que \

forma com OP, o qual pode variar no intervalo - i<y sm. £ possi

vel mostrar que

-1/2
cos y = Z(a) [F2 (cosa,sena) + H2 (cosa,send) ]

-1/2
senyw=N(a)[F2(cosa,sena)4—H2(cosa,sena)] . (A.I.17)
Vamos supor, neste instante, que tenhamos como trajetorias pos-
siveis do sistema (A.I.16) linhas retas (ou raios) partindo da
origem. £ claro que para cada linha desse tipo y=0, e assim

teremos definido um raio invariante. De (A.I.17) vemos que a-

través da equacgéo

N(a) = 0 (A.I.18)

obtemos os raios invariantes do sistema. E imediato observar
que se tivermos uma configuragdo de no estelar a equacgao

(A.I.18) deve ser satisfeita identicamente. Por outro ladeo, se
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se tratar de um centro ou de um foco, evidentemente N(a) nao te
ra ralzes reais.

Uma vez encontrado um raio invariante a,. passe-
mos a analisar a configuragao das curvas em sua vizinhanca. Se
ja, por exemplo, o, um raio invariante isolado, obtido da equa
cgao (A.I.18). Podemos expandir as fungdes Z(a) e N(a) proximo

a origem, en torno de a obtendo:

zZ(a) =z(a J[1+sla-a))] , (A.1.19)
onde s = _1 4z (Pelo fato de gue na wvizinhanca de um
Z(ao) da
o =qa
o
ponto de eqgquilibrio N2 (a) + Z2(a) > 0, podemos assegurar gque

Z(ao) Z20.); e

N (@) @-a )k
k!

N(a) = [1+qm~u&], (A.I.20)

sendo ao um zero de ordem k de N(a), N(k)(ao) a k-ésima deriva-

(k +1)
i N (ao)

da de N(a) em a=a e q =47y N(k) o) . Devido a hipotese
o

de continuidade de Z(a), N{a) e suas derivadas, s e g sao limi-
tados.

As equacgOes (A.I.19) e (A.I.20) juntamente com
(A.I.17) nos permite determinar a configuracdo das curvas vizi-
nhas a um raio invariante nas proximidades da origem. Com efei
to, temos aguil as seguintes possibilidades:

impar e Z(ao)N(k)(ao)> 0 (tipo 1),

[{+R)

a) k

b) k & Impar e z(a )N'®) (a ) <0 (tipo I1),

c) k € par e 2 2 (tipo III).
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. . . .
Se representarmos o campo vetorial (x,y), ou ainda, as tangen-
tes as trajetorias em cada ponto do plano de fase nas vizinhan

cas do raio invariante por setas, teremos entao os diagramas:

-

/ (b)

-

—‘--
”

\\’
-
-

Z(Qdy)>0

Fig. A.11: Tipo I (k impar e Z(aO)N(k)(ao) > 0)

(a) / (b)

Fig. A.12: Tipo 11 (k impar e Z(ao)N(k)(ao) < 0)
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/ {b)

Fig. A.13: Tipo III (k para e Z 2)
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Determinada a configuracao do campo vetorial que
define o sistema dinamico, estudemos agora o comportamento das
trajetorias nas vizinhangas de um raio invariante. Um angulo a
e dito normal se estiver ﬂé vizinhan¢ca de um raio invariante e

isto &, se |lo-a_| <8, onde §>0. Temos, entao, os seguintes

(*)

o

resultados, que enunciaremos sem demonstrar

i) As configuracdes possiveis de trajetorias pertencentes
a um angulo normal o definido pelo raio invariante @, correspon

dentes ao tipo I estdo representadas pela figura A.14 abaixo:

(a) / (b)

Fig. A.l4: Tipo I. (Z(aO)N(k)(ao) > 0)

(*x) A demonstra;éo rigorosa desses resultados pode ser encontrada na ref. [59].
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ii) Para angulos normais correspondendo ao tipo II, com k

impar e maior ou igual a 3, temos as configuragdes sequintes:

(a) (b)

Z(a,) <0 Z(a,)>0

Fig. A.15: Tipo II (Z(aO)N(k)(ao) <0, k= 3,5...)

iii) O caso k=1 para o tipo II merece uma atencao especial.
Aqui aparecem trés situacdes distintas: a) se as trajetorias 830
do tipo II, i.e., Z(ao)N'(ao) <0 e, além disso, Zz(ao) + Z(ao)
N'(a)) >0, entio teremos as mesmas configuragdes da fig. A.15;
b) se, no entanto, as trajetérias sdo do tipo II com Z2(o,) +

+ Z(aO)N'(ao)< 0, entao teremos a figura a seguir:



-139-

(b)

Z(ag)<o Zla,)>0

Fig, A.16: Tipo IT (k =1 e Zz(a0)+2(ao)N'(ao) < 0)

c) finalmente, se Z(ao)-bN'(aO)==0, 0 caso € um pouco mais com-
plexo. A curvatura ( de uma dada curva plana expressa em coor-
denadas polares r =r(oa) vem dada pela formula

C = 2r'2 + r2 - rp"
(r2 +r|2)3/2

(A.I.21)

Portanto, para saber se a curva num pontc P do planoc € convexa

ou concava com relacido a origem é suficiente verificar o sinal

~ 1 dr Z(a)
1 2 2 — mw —
de 2r +r rr". Fazendo uso da equacidc = d = Nia) '

por sua
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vez obtida de A.I.16, encontramos:

dN (o) _

do N{a)

r¢2+2r'2 -rr" =2 la) [N2{o) +Z22(a) + 2(c)

T N2 (a)

dZ(a)]
dao *
. (A.1.22)

Se a=o é um raio invariante, entdao o sinal da curvatura em o,
depende unicamente da exXpressao Zz(a)+-z(ao)N'(aO). Considere-
mos, agora, a expansao de Taylor das fungoes N(a) e Z(a) nas vi

zinhancgas de 0t

2(a) =2 (a) +3' (a ) (6= 0 )+ 2" (o) (a;a")i ootz (%)(a ;!a°)2+
vorl(a-a)

N(a) =-z(a ) (a-a_ ) +N"(a) (a;ao): o+ n® (a,) (—a#+
+ 0,0(a-a) T,

Podemos escrever, entdao, que

N2 (o) +22(a) +2(a)N'(0) - 2" (0)N(a) =a_+ a;(a-oa,) +

+ ala-a ) +...-+a£(a-ao)2-+0[(a-ao)2_+1],
(A.T.23)

onde ao=z(a0)[z(ao) + N (oco)], a, =Z(ao)[22' (OLO) +N"(0Lo)],

No caso (c) Z(ao)-+N'(uO)==0, implicando que a0==0. Suponhamos
que ag (4 21) seja o primeiro coeficiente nao-nulo da série
(A.I.23). Enunciamos, entdo, o seguinte resultado: quando k=

=1 e Z(ao)ﬂ-N'(ao)==0 existem quatro configuragOes possiveis,
conforme ¢ seja par ou impar e a, seja positivo ou negativo:

(ver fig. A.17).
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Fig. A.17: Tipo IL (k =1 e Z(ao) + N'(ao) = 0)
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iv) quando k & par (k2 2) a configuracdo de curvas e do tipo

III e estad representada pela figura abaiso (fig. A.18):
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Para terminar esta seg¢ao, apresentaremos as trés
possiveis configuracgdes de trajetdOrias entre setores do plano
delimitados por dois railos invariantes isolados. Esses setores,
usualmente denominados de elitico (a), hiperbdlico (b) e parabd

lico (¢), estdo mostrados na figura a seguir:

i’

Fig. A.19: Traj:torias entre raios invariantes
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III. ANALISE DO SISTEMA DINAMICO NO INFINITO

Para se obter uma analise completa do diagrama de

fase de um sistema dind@mico, € preciso se conhecer o comportamen

-

to das curvas integrais, ou das trajetorias, no 'infinito'. O me
todo geralmente utilizado para essa analise consiste no que se
denomina de 'compactificag@o' do plano, ou ainda, na projegdo do

plano de fase 1 na esfera de Poincare, definida como um mapeamen

to do plano (x,y) num dos hemisférios de uma esfera S,. A idéia
de se trabalhar na esfera de Poincare se deve ao fato de ser pos-
sivel uma correspondéncia entre pontos de 7 no infinito e pontos

no equador da esfera (ver fig. A.20).

A figura acima ilustra o chamado mapeamento de

Poincaré. Seja, por exemplo, P1 um ponto do plano. Tragamos
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uma linha reta de P, até o centro O de S 0 ponto P!, chamado

1 2°

de projeccdo de P & o0 ponto de S, interceptado pela linha PlO.

1’ 2
(Aqui trabalhamos com © hemisfério inferior de S,5).

Num mapeamento desse tipo, consideramos a esfera

S, com raio unitario. Evidentemente, curvas integrais no plano

2
de fase xy corresponderao a familias de curvas na esfera de
Poincaré, linhas retas que passam pela origem serao mapeados em
circulos maximos perpendiculares ao equador e pontos no infini-
to estarao associados a pontos no equador de Sz. Posteriormen-
te, faremos uma segunda projegao de todo o hemisfério inferior
da esfera num disco fechado D do plano, baixando perpendicula-
res ao proprio plano. Apesar de ser um abuso de linguagem, con
tinuaremos a nos referir &s configuragdes de curvas projetadas
no disco, como diagramas na esfera de Poncaré. Assim, todo o
plano xy sera equivalente a um disco fechado. Todavia, ao ana-
ligsar pontos no infinito do plano de fase, sera conveniente an-
tes realizar projegdes dos pontos da esfera em planos tangentes

na altura do equador de 8 A seguir, vamos expor com detalhes

-
as ideias aqui introduzidas.
Consideremos uma esfera unitaria s,, cuja equa-

gao seja dada por
X2 +Y¥Y2 4722 = 1 . (A.I.24)

SeyaTscjplmx)tangente ao polo sul de S, (ver fig. A.21). Faga-

2
mos TS coincidir com o plano de fase que estamos analisando. En
tdo, se P(x,y) & um ponto qualquer do plano de fase, podemos
tragar uma reta que passe por P e pelo centro O da esfera 82,

interceptando S, no ponto P' do hemisfério inferior, o que defi

2
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ne um mapeamento do plano tangente Ts na esfera. Reciprocamen-
te, qgualguer ponto do hemisfério inferior, com excecdo de pon-
tos situados sobre o equador, define, pela projegao inversa, e-
xatamente um ponto nco plano. Os pontos do egquador correspondem
a pontos no infinito do plano.

Como estamos interessados no comportamento das
trajetorias no infinito do plano de fase, deveremos estudar o
comportamento das trajetorias em 52 em pontos proximos ao egua-
dor. Para isso, consideremos C e C' dois pontos situados na in

terse¢do da linha do egquador E com o eixo X, D e D' na interse-

¢do de E com 0 eixo Y (ver fig. A.21).

O plano 1* definido pela equagao X=1 toca a es-
fera 53 justamente no ponto C (ver fig. A.I.22). Podemos definir

em * um sistema de coordenadas carteslanas (u,z)_com origem C de tal for
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ma que o eixo u seja paralelo a U e o eixo z, antiparalelo a Z.
Seja P' um ponto do hemisferio inferior de S, (diferente de D e

D'). A intersecao da linha reta gque passa pelo centro O de S

2
e P' com o plano w* define o ponto P*, Temos, assim, um mapea-
mento do hemisfério inferior de 52 em 7*, Considerando , agora,
© plano de fase original T podemos compor essas duas projecoes
ja definidas e obter um mapeamento direto de m em T* (excluin-

do, naturalmente, do dominio do eixo y do plano de fase 7). As

sim, se quisermos estudar o comportamento de trajetdrias nas vi

Fig. A.22: Analise no 'infinito'
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zinhangas de algum ponto do equador, com excecgao de D ou D', de
vemos trabalhar no plano 7*, Caso estejamos interessados em a-
nalisar as trajetdrias nas vizinhancas de D ou D', considerare-

mos, ao invés do plano 7*, o plano 7T** tangente a S, em D e de-

2
finimos o mesmo tipo de projegao como no caso de T*. Em T** te
remos coordenadas (v,z), com O eixo v paralelo ao eixo x, eo ei
X0 z, antiparalelo ao eixo %.

Comegaremos nossa analise com o plano %*, Supo-
nhamos que P(x,y) seja um ponto no plano de fase m, fora do ei-

X0 y, € P*(u,z) imagem de P em 7T*, As equagdes que relacionam

as coordenadas de P e P* sao as seguintes:

w=2X, (A.I.25a)
X
1
z = <, (A.I.25b)
X
ou
_ 1 '
X = —Z— r (A.I.26a)
y = % . (A.I.26b)

Se, em vez de T*, estivéssemos no plano T**, as relacoes entre

as coordenadas de P(x,y) e P**(v,z) seriam dadas por

v =§ , (A.I.27a)

z =1, (A.1.27Db)
u



Definindo, ainda,

se reduzem a:

du
art

az
dat

dv
ar

dz
at
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F*(u,z) | (A.I.31la)
m
Z
H* (u,2) (A.I.31Db)
m
Z
Fx*(u,2) (A.I.32a)
m r . -
zZ
H*? (u,z) (A.I.32b)
m
zZ

. = dt = ;
variavel T por dT = —m ¢ &S equacgoes acima
z

F* (u,z) , (A.I.33a)

H* (u,z) , (A.I.33Db)

F**(v,z) , (A.I.34a)

H** (v,z) . (A.TI.34Db)

Observemos que, se m for par, o sentido das trajetdrias dos sis

temas (A.I.31) e (A.I.32) nao varia quando passamos para Os sis

temas (A.I.33) e (A.I.34) através da transformagaoc de variaveis

at

m
Z

dt =

Se m for impar, o sentido das trajetorias sera inver
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tido para trajetdrias situadas em z < 0.

Ja sabemos gue para estudar o comportamento das
trajetdrias no infinito do plano de fase 7, devemos examinar
pontos sobre o eqguador de 52. Através das projegoes definidas
anteriormente, somos levados aos planos 7* e 1**, com o sistema
dinamico definido nesses planos pelas equacoes (A.I.33) e (A.I.
34). Aplicamos, entdo, a teoria desenvolvida na se¢do A.I.l pa
ra determinar os pontos de equilibrio e a configuracdo das cur-
vas nas vizinhancas destes pontos. Assim, podemos determinar o
comportamento de todas as curvas em pontos proximos ao equador
de 52' Feito isso, podemos finalmente projetar ortogonalmente
todo o hemisfério inferior de S, no plano de fase T (ver fig.
A.21). Assim, as trajetdrias desse hemisfério serao  mapeadas
em trajetdrias situadas no interior de um disco D limitado por
um circulo S, imagem da linha E do equador da esfera de Poinca-
ré. Os pontos de equilibrio em S, serao projetados em pontos de
equilibrio de D.

0 diagrama de fase construido no disco D nos for
nece uma descrigdo bastante completa do sistema dindmico(A.I.2)
definido no plano, pois acrescenta o comportamento das trajetd
rias no infinito. Ha uma correspondéncia biunivoca entre pon-
tos do plano de fase e pontos no interior do disco D. Os pontos
situados na borda de D, isto &, no circulo §, representam pon-
tos do plano de fase do infinito.

Para concluir, apresentaremos um sumario do pro-

[58]

cedimento a ser seguido {sugerido pcr A, Andronov quando se
pretende a investigacdo de sistemas dinamicos no infinito:

1. Aplicar as transformagdes de Poincaré
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X = % ’ (A.I.28a)
1
Yy =3 - {A,I,.28b)
As transformacdes acima s30 conhecidas como transformagoes de

Poincaré. As transformaclOes correspondentes para o sistema di-
namico A.I.2, definido originalmente no plano de fase n, vém de

terminadas por:

-g—%= -uzF(i,_-‘Z%) +zH{%,%) , (A.1.29a)

8 - _ap2, 3y, (A.I.29b)
no caso do plano 7T*, e,

—g—z=zF(%,%)—sz(%,%) ) (A.I.30a)

Q& __pam (L, 1), (A.I.30Db)
para o plano n**. £ claro que para z # 0, as trajetorias dos

sistemas din3micos (A.I.29) e (A.I.30) nada mais sao do gue as
projecbes das trajetorias do sistema dindmico A.I.2, nos planos
m* e t**, respectivamente.

Na sec¢do anterior, consideramos sistemas homogé-
neos de ordem m. Agui, faremos uma hipOtese mais geral: vamos
supor que as fungdes F(x,y) e H(x,y) sejam polindmios cujo maior
grau é m. Isto nos permite escrever (A.I.29) e (A.I.30) da se-

guinte forma:
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x =3, (A.I.26a)
zZ

u

Z

v (A.I.26Db)

obtendo o sistema dinamico

du _ _ 1l u 1 u, _ F*(u,z)

dt - U.ZF(Z r Z) + ZH(Z 'Z) = zm r (A.I.31a)
d_z_ - e 2 _l. E o H*(ulz)

at - " FF(g.g) =/ (A.I.31b)

sendo m o menor inteiro nao-negativo tal que a forma acima das

equagoes, seja possivel.

2. Através da mudanca de variaveis definida por 4dT= Q% ,
P
considerar o sistema dinamico
du
at = F*{u,z) , (A.I.33a)
dz
E‘E = H* (U,Z) r (AoI-BBb)

e determinar os pontos de equilibrio tomando z =0. Feito isto,
construir o diagrama de fase do sistema (A.I.33) na vizinhanca

de cada ponto de equilibrio P*(u,0).

3. Para cada ponto de equilibrio P*(u,0) determinar oS
pontos antipodas correspondentes P e P' situados sobre o circu-
lo S do disco D. Estes pontos sao obtidos justamente da inter-
secao da reta y=ux com o circulo S. Seja U, uma vizinhanca po

sitiva (z > 0) do ponto P*(u,0). Consideremos 6+ a imagem de U+
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via o mapeamento ortogonal, ja definido, de 7* em D. De modo a
nalogo, seja U_ uma vizinhan¢a negativa (z <0) de P*(u,o0) e con
sideremos a imagem ﬁ_ de U_ pelo mesmo mapeamento. Na figura
A.23, a seguir, representamos esses mapeamentos, tomando, como
hipdtese que a abscissa de P*(u,0) é positiva. As imagens de C

e C' correspondem aos pontos C e C', respectivamente, enquanto

-~ —

que D e D' sdao levados em D e D'.

0

al
(-4
ol
ot
-y

=T

Fig. A.23: Mapeamento m#* = D

4. Se m & impar, devemos inverter o sentido das trajeto-

rias quando mapeamcs U_ em U_.

5. Aplicar a transformacdo de Poincare

r (A.I.27a)

i<

Y = % , (A.I.27b)
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tendo como resultado o sistema

%:zp(%’%)—zvl:l(-z-,g) o (A.I.30a)
%% - -z2q (Y %; H*:I{l"-z) (A.I.30b)
que pode ser reduzido a forma
%% = F** (v,2) (A.I.34a)
%% = H** (v, z) (A.I.34Db)

6. Construir o diagrama de fase do sistema acima na vizi-
nhanca do ponto D{o,o0} e fazer o mapeamento da vizinhanca posi-

tiva v, (z>0) de D na vizinhanga V, do ponto D no disco D, bem

-~

como a vizinhanga negativa V_ (z<0) de D na vizinhanga V_ de

—~

D', seguindo o esquema da fig. A.24 a seguir.

-t
o

Cx
'

Fig. A.24: Mapeamento m** > D
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7. Caso n seja impar, o sentido das trajetOrias deve ser
invertido gquando mapeamos V_ em V_.
Abaixo, damos um exemplo de um diagrama de fase

construido no disco D (ver fig. A.25) ilustrando o comportamen

to das trajetdrias no infinito de um certo sistema dinamico.

—
o

Fig. A.25: Diagrama de fase representando trajetorias no infinito

No diagrama acima, temos seis pontos de equilibrio no infinito.
Os pontos P e P' sdo pontos de sela, C e D representam nds de
duas tangentes instaveis, e C' e D' correspondem a nds de duas
tangentes estaveis. Aqui devemos acrescentar a seguinte obser-
vacao: como z =0 constitui trajetdrias, em geral, do sistema
A.I1.33, definido em 7%, representamos essas trajetdorias no cir-
culo S, mesmo sabendo que ndo existem correspondentes no plano

de fase 7.



APENDICE 11

ANALISE DO SISTEMA DINAMICO OBTIDO DAS
EQUAGOES DE BRANS-DICKE

O objetivo deste apéndice € de apresentar um bre-
ve resumo do procedimento adotado para a obtencao dos diagramas
de fase do capitulo IV. No apéndice I, delineamos 0Os pontos que
julgamos essenciais da teoria geral dos sistemas dinamicos. Te-
mos aqui, portanto, uma aplicacdo pratica da teoria ao caso do
sistema dindmico formado pelas equag¢Oes de Brans-Dicke 4.3.

Para obter os diagramas de fase mostrados no capi
tulo IV, precisamos dividir nossa analise em duas partes: a ana-
lise da origem M (6=0, y=0) do plano de fase e a analise dos

pontos de equilibrio no infinito.
I. ANALISE DA ORIGEM

Como ja tivemos ocasido de observar, o sistema di
namico formado peias equacdes (4.3.a) e (4.3.b) e um sistema pla
nar, autdnomo, de 22 ordem e homogéneo. Com exceg¢do do caso & =
-4/3, a origem M (que corresponde ao espaco-tempo de Minkowski)
é o unico ponto de equilibrio do sistema. Se w = -4/3, 0 siste-

ma dindmico 4.3 toma a seguinte forma:

0 = (0+y)[(4h-2)8 + (8% = 2)y] (A.II.1.a)
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v= (0 [(1=-30)8 - (L+6A)y] , (A.II.1-b)

o que significa gue temos uma linha de pontos multiplos de equi
1ibrio em 8§ = - ¢ . Este caso particular nao foi considerado.
Por se tratar de um sistema homogéneo, devemos
em primeiro lugar encontrar os raios invariantes de 4.3 (ver A-
péndice I). No capitulo V, vimos que, ao fazer a mudanca de va
ridveis 6 = rcosa e Yy = rsenda, O sistema dinamico passa a ser

escrito na forma

= 2
r r wa(a) , {5.1.a)
¢ = rN, (a) , (5.1.b)
onde NAw(u) = HAw(cos o, Sen &) cCos u—-ka(cos 06 , Sena )sena e
ka(u) = ka(cosa, sen o)sen o + ka(cosa, sen a)cos a. As rai
zes da equacao
Nkw(&) =0 (5.2}

nos dao precisamente os raios invariantes

Web

LY
1

W2 -

= ar . e
ccotggl i i

+ T,

{(i=1,2,3) onde

ELo= 314+ w-Aw)
37 1~ 3A
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£, = --% (1 + /T¥20/3)
e £2=—%(1-/—1+2w73) ,

com a variédvel £ sendo definida por £ = cotga = ks

7

Uma vez determinados 0s raios invariantes no pla

(ver cap.V).

no de fase, precisamos, para caracterizar a natureza topologica
da origem, calcular o valor que as func¢oes le(a) e N{i)(a)

an, (a)
- Aw a!l)' Ot.(2)

assumem em O =

. Com s valor alcu
da i i esse lores calcu

lados e com auxilio dos teoremas do apendice I, podemos determi
nar as configurac¢des das curvas do diagrama proximas a origem e
entre os setores definidos pelos raios invariantes. A seguir,
damos as expressOes das fungodes Nkw(a)' le{a) para valores ar-

bitrarios de A e w:

sen3o (l-3

— A 3 _ —_ 2
le(a) = 5o T3 [ 3 Jcotg3 a+ (Aw - 32 -w)cotg?2 a +

v (2227928 ootga + 22 (1 +w- )] (5.3)
Z,,(0) = ;‘jn:g [ - (2+w+ ) w)cotg?a + (1 -32X) (%+w)cotg2a +

+ _j%g_ 2 - 30 + 3ﬁ?2 _ 3gz)cotga _ 64-5w£-3lw .

(A.IT.2)

Calculando N&ig(a) e tomando a==ail), obtemos (para w>-3/2)):

1) -&l)(cotgail)

( (1)
le

(a;l)) DO 1 Sl sena{l)[(cotgai

320 F 3) =iyt
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(1) (1) (1)

+ (cotg-ui - 51)(cotgwui - 53)+-(cotg'ai - 52) .
. (COthlil)"E3)] . (A.II.3a)
Se w<=-3/2, teremos:
(1) (1), _ 3x2-1 (1) ,,2 3w
N)\UJ (0'.3 ) = o+ 3 sen 0'.3 (£3 + 3E3 - "2—) (A.II.3b)

Ao escrever estas duas ultimas eguagdes, fizemos uso do fato de

que a func¢ao NAw(a) pode ser fatorada da seguinte maneira:

sen’q 1- 3\ 3w
NAw(a) = 3513 [( 3 Jcotg o+ Aw-w - 1][cotg2a-+3cotga——§—].

(A.II.4)

De acordo com a variacdo dos parametros A e w,
os valores assumidos pelas equacgdes (5.3)', (A.II.2) e (A.II.3)
sdo suficientes para caracterizar a natureza dos angulos nor-

mais, conforme vimos na segdo II do apendice I.
II. ANALISE NO INFINITO

Para estudar a configuracdo dos pontos de equili
brio no infinito precisamos colocar o sistema dinamico (4.3) na
forma A.I.33 e A.I.34 (no nosso caso particular m= 2}, aplican-
do as transformacoes (A.I.26) e (A.I1.27). Com excecao do caso
x»=1/3 (radiacio), & suficiente trabalhar apenas com A.I.34. Os
diagramas de fase locais do sistema (A.I.33)(ou de (A.I.34))sao
obtidos através do procedimento canodonico descrito na segao I do
apéndice I. Assim, de acordo com os valores assumidos pelo tra

co I e pelo determinante (ver tabela A.I.1), determinamos a na
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tureza topoldgica dos pontos no infinito, isto &, pontos situa-
dos no equador da esfera de Poncaré e que correspondem a pontos
sobre a circunferéncia S do disco D(ver apéndice I, sec¢ao III).
Para A®1/3, o trago I, eo determinante &, definidos pela ma

triz do sistema A.I.34 sido dados pelas seguintes expressoes:

_ 1
2w+ 3

I, (V) [4(%-A)v2+(2Aw—4m-9)\-2)v+s(>\w~w-1)]

(A.II.5)

92w _ 7w

1 [(1-3Mv2+20w-o0-30v+ (52-22-3)].

W) =1Za73)7

(L1230 b2 L us 243y - (823023 g 1p )

As equacbes acima sao obtidas diretamente do sis
tema dinamico (4.3) escrito na forma A.I.34 aplicando-se as
transformagdes A.I.27. Nas variaveis v e z, portanto, (4.3) se

escrevem COmo:

av _ 1 1- 3\ _ 9Aw _ Tw _
ar T amrs T Ivir e —w =30 v+ (S5m - = 3)v 4

+3’2ﬂ(1+m—m)] (A.IT1.7a)
& =353 [ (- 3 Yyvz — (2w + 2+ 3A)v—( > )]

(A.II.7Db)

Para obter os pontos de equilibric no equador da

esfera de Poncaré, devemos fazer z=0. Com isso, o lado direi-
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to da equagdo (A.II.7b) automaticamente se anula, restando re-
-~ dv___ v ~ -~
solver a eguagao at - 0. Ora, as ralzes desta equagao sao exa-
tamente as mesmas que nos ddo os ralos invariantes (ver eg. 5.2
no capitulo V), o que era de se esperar, uma vez gue ralos inva
riantes determinam pontos de equillbrio no infinito. Vemos tam

bém agui que a linha do equador da esfera de Poincare, isto &,

z=0 constitui uma trajetoria do sistema dinamico A.II.7.
III. O CASO RADIACAO (A = 1/3)

Para o0 caso A=1/3 (radiac¢ao) trabalhamos com a
variavel u, ao invés de v. A razao disso reside no fato de que
quando A=1/3, temos um raio invariante fixo em ¥ =0 (ver eq.
(4.3)). Portanto, temos dois pontos de equilibrio no infinito
ao longo do eixo , a saber, (-«,0) e {+~,0). Na fig. A.21,
do apéndice I, esses pontos correspondem a C e C', com (x,y) =
= (8,¢). Na variavel u, o sistema dindmico (4.3) para » = 1/3

se reduz a
W .3 _ .2 _ U4
a7 - 3 u u 3 ! (A.II.8a)

Tomando z = 0 vemos gue existem trés pontos de equilibrio no ei-
xo u do plano T** (ver apéndice I) caso w>-3/2 (Se w<=-3/2, a
penas u=0 define um ponto de equilibrio):

1+ /1+2 /3

u=0, - . (w=0) (A.I1.9)

A matriz que determina a estrutura topologica desses pontos (de

acordo com a tabela A.I.l) sera dada por
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Swu?~2u-1/3 0

Bl{u) =

o
Wt
+
~| e
c
N

A andlise da origem no caso A =1/3 segue-se exatamen

te da mesma maneira como no caso de A arbitrario. Por exemplo,
calculando N(a), N(l)(u), 2(a) para os raios invariantes a=:u;1)
obtidos de N(a) =0, encontramos, para gqualquer valor de W:
- 1 3w
N(a) = —~§sen3(x(cotg2a +3cotgc1—-§-), (A.II1.10)
N ety = -x@{?) - - sen oV vTFI073 , (a.11.11)
v @iy = on M P = senot . vTFITSY L al1ni2)
8D ety = v @iy = -1 (A.I1.13)

(1)

onde aqui oy e aiz)(i==1,2) estad definidos no capitulo V (ver
equagoes (5.7) e (5.8)), a§1)= 0 e u§2)= .

Concluindo, devemos acrescentar que os calculos
necessarios para caracterizar a natureza dos angulos normais e
a configuragio dos pontos de equilibrio, adotando o procedimen-
to do apéndice I, foram realizados usando computagao numérica,
atribuindo-se valores a X e w. Entretanto, boa parte desses
calculos puderam ser efetuados também algebricamente. 0 fato
de estarmos trabalhando com um sistema homogéneo, onde os raios

invariantes determinam pontos de equilibrio no infinito, torna
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a construcao dos diagramas mais simplificada, uma vez que a con
figuracao local na origem pode sugerir a configuragdoc das cur-
vas no infinito e vice-versa. A seguir, apresentamos um progra
ma tipico para determinacao das funcoes N{i)(a), ka(a), ka(aL
Ny (@) + 23 (), I, (v), 9, (v), I} (v)-4Q, utilizando um mi-
crocomputador PX-compativel e linguagem BASIC (Foram realizados
também calculos numéericos com maior grau de precisao utilizando

FORTRAN. Para verificar a correcao de calculos algébricos mais

complicados, utilizamos algumas vezes o REDUCE}.
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PROGRAMA EM BASIC UTILIZADO NA

CONSTRUCAO DOS DIAGRAMAS DE FASE

1@ DEF FNTETAL(M)=ATN(-2/ (3% (1+SQR(1+2%W/3))))

20 DEF FNTETA2(WI=ATN(-2/(3% (1SR {1+2xW/3} )} )

3¢ DEF FNTETAZ(L,WI=ATNCCL-3xL )/ (3x(L+W-1L %W} ) )

40 DEE ENNIZLL, W, TI=( (3% -4)/3 %0/ (2xW+3) }uSINCTIN(L/TAN(TI 1243 %L /TAN(T ) -3*W/2)
5S¢ DEF FNZ(L.H.T)=SIN(T)13/(2*M+3)*((—Q—U_L*U)I(i/TQN(T)13)4(i“3*L)*(i/3+H)*(i/T
AN(TIT2 Y4 (—78U/2-2-3%L+3xL % Wt2/0-3%UI2/2I% (1 /TAN(T) )~ ( (&+SxW-3xL %W}/ D))

6@ DEE FNOME(T,L, W) =((i-3aL) %1/ TANITIt2)+2% (LaW-W-SxL )% (L /TAN(T) )+ (FALHW/D-7 %W/
2-3) ) H{ ((E-3xL )}/ 3% (i /TAN(TY I t2-(2%U+243%L ) ¥ L /TANCT )~ (6+5%lW-3%LxW) /2)

70 DEF FNICT,L,W)=An(1/3~L)% {1/ TANCT) 12+ (2L ¥W-a4x-FxL-2) %1 /TAN(TI+46*(Lald-W-1)
80 DEF ENN1$(L,W,T1,T2,T3)= (3%l ~1) /(3 (2xW+3) ) %GIN(TEI®CCL/TANCTEY -1 /TAN(T2) I (L
JTANC(TL) -1 /TANCT3)) )

20 DIM L(7),W(21)

1@ FOR D={ TO 7

11@ READ L (D)

12@¢ NEXT D

13@ FOR D=3 TD %

14¢ READ W(D)

15@ NEXT D

iée@ FPDR D=i TO 7

170 Wi1@Y=—4/3-{(3/2)%xL(D)}12

172 WEE1)=-4/3~(3/21#L(DIt2+.01%

174 W{i2)=~-4/3~(3/2%_{(D)tZ-.01

176 W(ER)=-1, 5+ . S5 {i-3%L (D)) /(L-L(D}) )12

£77 WCLS)=4/7(3n(L12-1)) W17 =W (16)-, 01 " W(IB)I=M(16)+.01

178 W(iP)=-4/3 W({R@)=-4/3~. 0L W(21)=-4/3+. 01

180 FOR K=16 TO 214

190 X3=FNTETA3(L(DY,W(K))

Do0 NI=FNNI3(L(D)Y,W{K},X3)

218 Z3=FNZ(L(D),W{K?}, X3)

220 TT3=Z312+73%N3

230 O3=FNOME(X3 , LL{D) WK}

248 I3=FNI(X3,L(D), WK

250 M3=13t2-4x03

268 IF WK {-3/2 THEN 4B8¢

270 YI=FNTETAf (WK X2=FNTETA2(K(K)}

200 Ni=FNN141(L{D),W(K), X1, X2, X3

290 Zi=FNZ{L(D),W(K),Xi)

300 TTi=Z112+Z1%N1

31@ Oi=FNDME(XLi,L(D},W(K) )

320 Ii=FNI(XL,L{D),W{K))

330 Mi=Iit2-4%04

349 N2=ENMNI1(L4{D),WKY, X2,X1,X3)

350 Z2=FNZ(L(D),W{K), X2)

360 TT2=Z2124+72%#N2

379 02=FNOME(XZ2,L(D), WK}

3B0 I2=FHNI(Xz2,L{D), W)

370 M2=12t2-4%02

395 LPRINT "lawmbda = “;L(D), "omega = WK, W1}
400 LPRINT “teta 1 ~;Xi

440 LPRINT "mi = ";Ni, "zt = "524,7tti = “;TT4
420 LPRINT "ot = "501,70% = “;11."mi = "Ml

43¢ LPRINT

449 LPRINT “tetaz 2 "ix2

45¢ LPRINT "n2 = ";N2,"z22 = ";Z2,7tt2 = 7;T12
4460 LPRINT o2 = ~.02,7+2 = ";12, " m2 = "iM2

470 LPRINT

48@ LPRINT “LAMBDA = ~;Lt(D}, OMEGA = ";WK), TETA 3 = 7; X3
499 LPRINT "a3 = "iN3,772 = ";23,7 7Tz = ";TT3
50@ LPRINT "p3 = 03,712 = ";1I3,"'m3 = ~iM3

530 NEXT K

S4p NEXT D

55@ END



APENDICE 111

PROJECAO ESTEREOGRAFICA DO PLANO DE FASE

Ha diversas maneiras de se representar o plano de
fase que descreve as trajetdrias de um sistema dindmico numa va
riedade compacta. Usualmente, essa variedade & uma esfera Soe
A representacdo das curvas de um sistema em S, torna possivel se
determinar o comportamento das trajetdédrias no infinito, atraves

do que se costuma chamar "compactificacao do infinito" (ver a-

péndice I). A esfera S, recebe o nome de esfera de Poincareé.
Todavia, o modo de se projetar (ou mapear) o plano de fase na
esfera de Poincaré nao é inico. No apéendice I descrevemos

uma maneira de construir diagramas em 82, utilizando o procedi-
mento indicado por Andronov[ 1. Esse foi o método aplicado na
elaboracio dos diagramas de fase do capitulo IV.

Nos diagramas apresentados no capitulo III, as
trajetorias do sistema dindmico III.5 (originado do acoplamento
niao-minimo do campo vetorial A, com a gravitagdo) também estdo
representados na esfera de Poincaré. Todavia, agqui o tipo de
mapeamento gue reproduz o plano de fase em 82 é diferente do u-
tilizado no apéndice I e no capitulo IV. Naturalmente, a esco-
lha de um determinado mapeamento vai depender da configuracao

das curvas no plano de fase. No caso especifico do sistema di-

namico III.5, por exemplo, utilizando uma projegao estereografi



-166-

ca, do tipo que iremos descrever logo mais, o carater ciclico
das soluc¢des singulares da fig. I1I.4 aparece explicitamente, o
que ndo acontece se usarmos o mapeamento definido no apéndice I.
0] mapeamen%o do plano de fase na esfera de Poin-
caré utilizando uma projecao estereogradfica que da origem  aos
diagramas do capitulo III pode ser descrito da seguinte manei—.
ra: Consideremos, na fig. A.III1.1, o plano de fase 7 tangente a
esfera S,, sendo o ponto de tangéncia o polo norte PN de 8,,
coincidindo com a origem O de m. Seja C o centro de 5, e P, um
ponto de . A reta que une P, a C, corta 82 em dois pontos.
Consideremos somente o ponto visivel Pl' da intersec¢do de P,C
com S,. Diremos, entdo, que P;'éa projecado estereografica de
P,;. De maneira analoga, P, é a projecao estereografica de P,.

Assim,

PS

Fig. A.III.1: Projecdo estereografica de m em 5,
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qualquer curva integral do plano de fase 7T sera projetada numa
curva em S,. Pontos no infinito de m serao mapeados na linha
do equador E de S,. O eixo x de T tera como imagem, a circun-
ferencia PN-AA-PS-B-Pﬁ e o eixo y sera projetado no meri-
diano PN-PS. E interessante observar que tanto PN como PS
sao imagens da origem do plano de fase 7; portanto, esses dois
pontos devem ser identificados. Desse modo, todo o plano de
fase podera ser representado na parte visivel da esfera de Poin
care.

Para construir o diagrama de fase corresponden-
te ao sistema dinamico III.5 no plano, procedemos conforme oOs
métodos descritos nas secoes I e II do apéndice I (observe-se
que o sistema III.5 & homogéneo de 22 ordem). Obtemos, entao,

o diagrama da fig. A.III.Z:

Fig. A.ITI.2: Diagrama de fase no plano correspondente
ao sistema dinamico IIL.5
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No diagrama anterio;, as solucoes de Novello-Sa-
1im (ver fig. III.2) est3o situadas nas regides I e IV. As so-
lucdes singulares representadas pelas figuras II1.3 e III.4 cor
respondem, aqui, as curva; das regioes III e IV, respectivamen-
te. Os pontos nt e MM 530 imagens da origem O e as solugdes
fechadas da fig. III.4 s3o a projecdo das trajetérias das regi
Ses II e V. Ainda no diagrama anterior, temos sels raios inva-
riantes: dois no eixo x, dois no eixo y e dois sobre a reta que
forma um angulo o com o eixo x, com tga=-1/3. Estes dois ul-
timos raios invariantes aparecem na fig. III.1 como separatri-

(=) (+)

zes gue unem o pontoe B a M ou M .
Finalmente, se quisermos representar o sistema di
naimico IIT.5 na esfera de Poincaré adotando o método da secao

I11 do apéndice I, obteremos o seguinte diagrama:

Fig. A.III,3: Diagrama de fase de II1.5 na
representacao do apendice 1



CONCLUSAQ

A teoria dos sistemas dindmicos tem se mostrado
extremamente Util na investigag¢ao tedrica da Cosmologia e da As-
trofisical 1. a possibilidade de se realizar uma analise de
classes inteiras de solugOes que correspondem a modelos cosmold-
gicos distintos, através de diagramas de fase, sem necessariamen
te resolver analiticamente as equacoes de campo, tem atraido bas
tante o interesse dos cosmélogos[ ].

Nesta tese, utilizamos a teoria dos sistemas dinid
micos na abordagem de trés tOpicos: a teoria  escalar-tensorial
de Brans-Dicke; o acoplamento nao-minimo entre o eletromagnetis-
mo e a gravitacao; e modelos homogéneos e isotrdpicos com visco-
sidade na relatividade geral.

Comecemos pela teoria de Brans-Dicke. Aplicando
a teoria dos sistemas dinamcios no exame de modelos homogéneos e
isotrOpicos para fluido perfeito com equagaoc de estado p= Ap e
constante de acoplamento w arbitraria, construimos diagramas de
fase na esfera de Poincaré. A analise dos diagramas nos leva a
obtengao de varios resultados, o0s gquais estdo descritos detalha-
damente na conclusdo do capitulo IV. Entre esses resultados, po
demos citar, por exemplo, o fato de gue as solugoes mais conheci
das na literatura correspondem as curvas mais simples dos diagra
mas, ou seja, os raios invariantes. A constatagao desse fato nos

levou a formulagdo de um método para obtencao de classes de solu

goes generalizando inumeros modelos da literatura. Este meétodo
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foi desenvolvido no capitulo V. Através dos diagramas de fase,
concluimos que as solugoes cosmologicas em melhor concordancia
com o0s dados observacionais de que dispomos atualmente devem ne
cessariamente restringir os valores de A e w a certos interva-
los bem definidos. Obtemos, também, que todas as solucgdes para
w>-4/3 s3ao singulares e analisamos as propriedades de estabili
dade do espacgo-tempo de Minkowski com relagao a perturbacOes na
densidade de energia, na expansao, e na taxa de variacao da
'constante' gravitacional. Mostramos, por outro lado, a exis-
téncia de regioes de densidade de energia negativa na esfera de
Poincaré e como elas evoluem a medida que w e X variam.

Ao considerar as solugdes obtidas do acoplamento
nao-minimo entre a gravitacao e o eletromagnetismo na teoria

[ 1]

de Novello-Salim , a analise qualitativa do sistema dindmico
correspondente as equac¢oes de camp0 nos revela um quadro teOri-
cO extremamente rico, como a existéncia de universos eternos
gque tendem assintoticamente ao espago-tempo de Minkowski, de u-
niversos singulares em expansao ou colapsantes, e ainda de si-
tua¢Oes que sugerem mudang¢a na topologia do universo.
Finalmente, considerando universos com viscosida

[ 1]

de, cbservamos que, tanto nos modelos de Belinski-Khalatnikov
como nos modelos de Novello~Araﬁjo[ }, analisados via sistemas
dindnicos, os diagramas de fase revelam a existéncia de solucgles
nao-singulares. No primeiro caso, trata-se da conhecida solu-

[

¢ao de Murphy , gue considera uma geometria homogénea e iso-
tropica e fluido com viscosidade linear. A busca de uma solu-
¢ao correspondente para O segundo caso, isto e, levando em con-

ta uma viscosidade quadratica, nos levou a modelos homogéneos e
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isotropicos, nao-singulares e em expansdo, descrevendo uma fase

inflacionaria do universo.
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