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RESUMO

Duas propostas nortearam essa tese: Primeiro, propomo-nos a
analisar configuragBes cosmolégicas com distribuiglo de fluidos
carregados e correntes elétricas. Para isso estudamos as equagBes
de Maxwell com fonte tendo come fundo o©os modelos cosmolégicos
espacialmente homogéneos e analisamos modelos cosmolégicos em
regime de magnetochidrodinamica. Em segundo lugar, tentamos inserir
essa tese no contexto da computag3o algébrica, mostrandc o uso da
linguagem Reduce tanto em cosmologia como para célculos al gébr‘iccs
gerails. |

Obtivemos solug®es para as equaglBes de Maxwell para todos os
modelos tipo Bianchi com uma corrente elétrica obedecendo a lei de
Ohm. Na literatura essas equaglies s¢ feoram integradas na auséncia
de fontes,. Anal..isamos‘ através do método do potencial efetivo
.al guns modelos espacialmente homogénecs de mode a garantir que
eles satisfacam as condigBes fisicas usuais, como a positividade
da energia. Fizemos a analise termodinadmica dos modelos e o sinal
da condutividade elétrica desempenhou um papel relevante nessa

anidlise. Analisamos em particular uma classe de model os

Kantowski —-Sachs que tem como limite os model os iipo
Bertotti-Robinson. Encontramos solugBes exa.xt.as novas para Bianchi
I, I11 e Kantowski-Sachs obedecendo uma equag3o de estado tipo
p=Ap e com condutividade welétrica positiva. Essas soluglies

satisfazem todos os requisitos fisicos de um modelo cosmoldgico e

servem também como soluclio interior para um fluido colapsando-se



em regime de magnetohidrodinimica.

Fizemos programas na linguagem Reduce para cllculos dos
tensores relevantes em Relatividade Geral e programas para montar
as equacBes de Maxwell e Eﬂnstéin. com © objetivo de construir
algoritmos para se obter solugBes de problemas em cosmologia
atraves de um computador fornecendo uma quantidade minima de
informagcBes. Exemplificamos o uso desses programas encontrando a
solugXo de Friedmann planc com poeira, fornecendo apénas a base de
tetradas. Todo o proce#so de ca}culo dos tensores, montagem e

resolucio das equagBes & automitico.



I NTRODUGXO

Nosso interesse central nessa tese reside no estudo de modelo
cosmol Sgicos que admitem corrente eléirica como fonte nas equacBes

de Maxwell. A motivaglo principal para esse enfogque esti

relacionade com a possivel existéncia de um campoc magnético

cosmoldglico que permeia todeo o universo com uma intesidade de 10—9

Gauss. Se esse campo existe hoje, ele também devia estar presente

na era imediatamente anterior a recombina¢Zc. Uma wvez gue nessa

era o conteltdo material do universo era hidrogénie ionizado, segue

que a presenga de um campo magnético provecaria uma corrente

elétrica cosmolégica.

Na. literatura tewmse estudado wodelos que adwitewn

magnético[ll para descrever o] possivel

© ARPO

campo magnético

cosmolédgico. No entanto, exceto por alguns autorestal. naoc se tem

introduzido termos de corrente elétrica nas equagles de

Einstein-Maxwell. Uma das propostas dessa tese esti voltada para

preencher essa lacuna. Os modelos de Friedmann-Robertson-Walker,

que s3do os modelos que melhor descrevem o universo na maior parte
de sua existéncia, n8oc admitem a presenga de um campo magnético.
Uma vez que eles est3o dentro da classe mais geral dos modelos

espacial mente homogéneos, que podem admitir campos

eletromagnéticos e corrente elétrica, segue que esses Ultimos s3o

os candidatos mais naturais para substituir os modelos de

Friedmann.



Os modelos cosmolégicos que nos propomos estudar sXo
espacialmente homogéneocs com um conteddo material dado por fluido
perfeito mais campo eletromagnético. O fluido em meédia e
eletricamente neutro, porém admite a presenga de uma corrente de
condut i vidade. Pretendemos assim, inhcorporar nos modelos as

caracteristicas necessarias para o estudo da proposta acima.

Particularizamos a anilise para os modelos Bianchi I, IIl1 e

Kantowski-Sachs e, dentro das hipdteses que fizemos, esgotamos as
possibilidades de solugﬁes das equag®es de Einstein-Maxwell.
Fizemos uma analise terﬁodin&mica dos model os estudados de forma a
tornid-los realistas com relag®c as leis basicas da fisica. Usamos
os resultados da termodinamdca proxima ao equilibrio e discutimos
as possiveis modificagBes para um contetdo material longe do
equilibrio termodinimico.

Por outro lado, relacionado com o tema da tese citado acima,
propomos—-nos a analisar as equagBes de Maxwell com fonte nos
modelos espacialmente homogéneos. pois esse pode ser o primeiro
pass©o na analise dos possiveis conteddos materiais de modelos
cqsmolbgicog que admitem campo eletromagnéitico e corrente
elétrica. Analisamos todos o0s modelos de Bianchi de uma maneira
unificada através do formalismec das formas diferenciais. Os
modelos de Bianchi cobrem a classe de todos os modelos
espacialmente homogéneos exceto o model o Kantowski-Sachs.
Obtivemos solugBes analiticas exatas, dentrc de certas restrig®es,
para todos os tipos de Bianchi.

Grande parte dos calculos algébricos dessa tese foi feita ou
confirmada através do uso da linguagem algébrica REDUCE. Além

disso os problemas aqui tratados geraram a necessidade de se fazer

programas, por exemplo, para calcular os tensores de Riemann,



Ricci etc., que nZ%o estavam disponiveis na linguagem ou na

literatura. Nesse contexto, essa Lese visa a implementar a

utilizagqo de computa¢X%c algébrica em cosmol ogia e que se torna
relevante levando-se em conta que a linguagem Reduce (que era a
Gnica linguagem disponivel no momento de realizac%o dessa tesed

nio ¢ especifica para o uso em Relatividade Geral. Parte dos

trabalhos relacionados com computag®o algébrica est¥c apresentados

nos apéndices dessa tese como descrevemos no resumo do conteddo da

tese a seguir.

No capituleo 1 apresentamos como revisfo um resumo dos

principais resultados da termodinimica relativistica que est3o

relacionados com o tema desta tese, em particular, a relag3o entre

o crescimento da entfopia e o sinal da condutividade elétrica.
Apresentamos também, alguns dados com relagio ao campo 'magnét,ico

cosmico e discutimos sua relag@o com os modelos cosmolégicos com

corrente elétrica.

No capitulo 2 apresentamos solugBes das equagBes de Maxwell

com fonte tendo come fundo os modelos de Bianchi. A corrente

elétrica obedece A lei de Ohm Impondo-se restric®es socbre a

conduti vidade elétrica (od, encontramos soclu¢®es para todos os

modelos de Bianchi.

No capitulo 3 analisamos ©os modelos tipo Bianchi I, I e

Kantowski-Sachs usando © mesmo elemento de linha da tese de

mestrado[33. Restringimos-nos as solugBes que obedecem a equag®o

de estado p=Ap com -1/3SAZl e impusemos uma relag3o particular
entre os coeficientes da métrica. Nessas condigBes, esgotamos a

analise no sentido de garantir se um modelo é ou n3o solugZo das

equagBes de Einstein-Maxwell analisadas satisfazendo as restrigSes

fisicas usuais.



No capitulo 4 extraimos as sclugBes encontradas no capitulo 3

que tém solugBies tipo Bertotti-Robinson como limite e as
analisamos em separado. Esse capitulo consiste basicamente na ref.

{4) com alguns detalhes a mais.

No apéndice A mostramos como se implementa o REDUCE 3.2 em

IBM-PC ou compativeis. No apéndice B apresentamos programas em

REDUCE 3.2 para calculos em Relatividade Geral, por exemplo,

programas para ctalcular tensores de Riemann, Ricci e Einstein e

programas para montar as egquagBes de Einstein e Maxwell. No

apéndice C fizemos uma revisfio de uma parte do programa EXCALC que
¢ um pacote para calculos com formas escrito em REDUCE. Mostramos

como se calcula, atraveés desse pacote, al gumas grandezas

geométiricas relacionadas com uma dada métrica. No apéndice D

exemplificamos como obtivemos alguns dos resutados algébricos

des=a tese através do programa Reduce. Tentamos mostrar nesse

apéndice o uso do Reduce tanto como uma linguagem de uso geral em
calculos algébricos como para aplicag®es em cosmologia.

Usamos nessa tese o sistema de unidades MKSA racionalizado[ 5

e tomamos a¢=8nG/cz=1.



CAPITULO 1 - TERMODINAMICA RELATIVISTICA:

Nesse capitulo revisamos alguns resultados da termodinaAmica

relativistica de fluidos simples e de plasmas. Em particular

apresentamos a relag3o entre o crescimento da entropia e o sinal

da condutividade elétrica. Fizemos uma revis3o sobre o campo

magnético cosmoldgico e sua relag3io com a corrente elétrica na

fase imediatamente anterior a recombi nagio.

1.1 - LEIS FENOMENOLGOGICAS DA TERMODI NAMICA RELATIVISTICA DE

FLUIDOS stMrLES! ©?

Um fluido simples ¢ caracterizado por um vetor densidade de

fluxo de entropia s® da forma:

s® = %1, C1.1)>

onde THY ¢ o tensor momentum—energia e ,ur ¢ o fluxo de massa

1nerte[61. isto é,

;.tr = ,uur c1.a>

onde u ¢ a densidade de massa inerte e u’ & a guadri —vel] oci dade do

fluido.

A invariancia de Lorentz da teoria termodinaAmica implica[sl

que o tensor momentum-energia de um fluido simples em equilibrio

tem que ser da forma:



%7 - on®? 1.3

onde p € a densidade de energia (p=u(l1+£> onde € € a energia

interna por particulad, p é a pressldo tLermostatica e haﬁ ¢ o

tenscor de projegSo (haﬁ=gaﬁ-—uauﬁb. Qualquer outre termo em T

seréa um termo de n3o equilibrio, isto ¢, sera um termo que produz

variagdo de'entropia. Sabemos, por outro lado que a forma mais

geral para Taﬁ é

7 - Tgﬁ + 23 C1.4d

onde

a3 _ o f3 3 o

T g u’ 4+ gu + naﬁ - nhaﬁ

1.5

onde qa ¢ o fluxo de calor, naﬁ ¢ a pressio anisotrdédpica e nm & a

pressdo viscosa. As leis fenomenoclégicas s3c leis gque restringem

os termos dissipativos qm naﬁ e 1 de forma a garantir o

crescimento da entropia, isto ¢, satisfazer a segunda lei da

termodinimica.

Uma das formas de se obter as leis fencmenoldgicas é através

da expahs‘ﬁo de s% em termo de Taﬁ da forma:

ot a
o o as v as
s =5 + T“ +

1
° o 2 oo

HY AP, C1.6d

onde sg ¢ a densidade de fluxo de entropia do equilibrio. Se Taﬁ
for pequeno comparado com TZ’B se diz que o fluido estad em um

estado proximo ao equilibrio. A termodinAmica de primeira ordem se

restringe a analisar os dois primeiros termos da expans®o de s
dado por (1.8 e a termodinAmica de segunda ordem ou c.'auszml[7'BJ

analisa os trés primeiros termos de (1.6D,

Vamos agora obter as leis fenomenolégicas da termodinamica de

primeira ordem. E possivel mostrartsj. como consequéncia da

conservagao de .I.pv. que:



osa
=

,i o
OTHV T

[uqu C1.7

h

onde T ¢ a temperatura. Usando as egs. (1.5>~-C1.7) obtemeos:

a o 1 _af
s s0 + T T uﬁ (1.8

A segunda lei da termodinaAmica impSe que sa_ z0,

Tomando a

divergéncia da eq. (1.8, usando a lei de conservag3o de energia

u 'I'mri =0 e a lei de Gibbs:
o £

Tds = de + pdv 1.9

onde v=1l.u, obtemos
o e of3

sa _ _ne _ g CT.a Tua) . 12 oaﬁ et 16)

‘ ;o T T T '
Para garantir gue 50_0201. podemos impor gue

n o= —(6 c1.11>

o af3 -
= x#h (T _-Tu D €1.125
9 . B
2P = o™ €1.13

onde { e 7y sdo os coeficientes de viscosidade wvolumar e

cisalhamento respectivamente e # é€ a condutividade térmica.

A eq.
(1.100 =se reduz entZo a:
2 qaq naﬁn
s =T L o3 C1.14>
;o T xT nT

de forma que a segunda lei da termodinAmica estd satisfeita.

Pode-se mostrar que a imposigio (1.115-(1.13) coeorresponde a uma
linearizag?o em relag3o As grandezas viscosas da derivada do termo

uBT_l que aparece multiplicando Taﬁ na eq. (1.8). Essa derivacgio

Estamos tomando derivada covariante no

intuite da {eoria poder
ser usada para sistemas de coordenadas gerais no OEPpAco de
Minkowseki e ser naturalmente generalizada para espagos CUrvOE

através do principio de acoplamenio minimo,

7



surge no momentoc de se calcular sa_ . As relagBes (1.115-C1.13>

s¥o chamadas de leis fenomenoldgicas de primeira ordem.

A teoria de primeira ordem apresenta alguns problemas: Como
as leis fenomenolégicas s8o equagles parabdlicas, elas conduzem a
propaga¢®es com velocidade infinita para a viscosidade e fluxo de
calor. Além disso essa Leoria € instavel e apresenta problemas em

relagioc as condig¢g®es iniciais de fluidos enm rotaqﬁo[g].

Esses
problemas foram solucionados com a teoria de segunda ordem. Para
exemplificar as principais caracteristicas dessa teoria, vamos

extender a lei (i1.11> considerando apenas o efeito da viscosidade

volumar para o crescimento da entropia[lol.

Considerando n® e q” nules, a equag¥o (1.6) se reduz al®- 81,

o [+ Tﬂaua
=% = =3 - S €1.15)

onde T ¢ o tempo de relaxa¢Zo associado a viscosidade volumar.
Tomando a divergéncia da eq. (1.15) obtemos

s =-I_cre + mm

u =TT (1.16

Usamos novamente a lei de conservag3o da energia e a lei de Gibbs

€1.9>. Além disso, desprezamos termos de terceira ordem. Note que

n, & e T s3o termos de primeira ordem pois eles se anulam no

equilibrio. Estamos supondo também que a derivada de [ e T s3o de

primeira ordem. De (1.16> podemos ver que s“_azo se
’

n=-(6 - 10 €1.17D>

A equag3o (1.17) ¢ a lei fenomenolégica de segunda cordem para a
press3o viscosa. Note a presenga do termo ™ gue torna possivel a

causalidade da teoria dependendo do valor de 7.



1.2 - TERMODINAMICA RELATIVISTICA DE PLASMAS' !’

Na seg3o anterior analisamos as relagdies fenomenoléglicas que
garantem que um fluido simples val satisfazer a segunda lei da -
termcdinamica. Nessa seglc vamos analisar as condigBes para que um
plasma neutro satisfaga a primeira e segunda lei da termodinadmica.
Un plasma &€ um gis onde a maior parte das moléculas esti ionizada
de forma gue podemos considera-lo como sendo a soma de duas
compenentes carregadas que sZ¥o os iéns e os elétrons livfestlll.

O tensor momentum-energia de um plasma é

T = 0, P €1.18>
mat em

on Tﬁgt ¢ dado pelas eqgs. (1.3)-(1.9) e

0 = F*p
em

3 1 _af Hy ,
+ 39 Fqu €1.19)

A

onde Faﬁ ¢ o tensor de Maxwell. A primeira lei da termedinaAmica &

a lei de conserva¢3o de energia uhTaﬁ_k=0.'que pode ser expressa .

[11,12]
na forma :
p + Cp+pdO + ﬂaﬁaaﬁ + g%+ 09+ I E" =0 €1.20
onde
3* = g €1.21)
i3
e
> = Faﬁuﬁ €1.22)

Note o aparecimento do termo JaEa em (1.20) devido a presenga do

campo eletromagnético.

Para analisar o crescimento da entropia, vamos usar um metodo

diferente do utilizado na se¢Zc anterior. Usando a lei de Gibbs
(1.9 e a eq. (1.20> obtemos

pTé = -~ n8 - qa - qaﬁ +n aaﬁ - JaEa

- o o aff (1.23>



Note © aparecimento do termo-JaEa. Para satisfazer a segunda lei

da termodinamica, além das relagBes fenomenolégicas (1.11), temos

que impor qQue esse termo seja positivo. Se supusermos que a parte
espacial da corrente (Ja) satisfaz a lei de Ohm

onde o ¢ a condutividade elétrica, entﬁ'c_: —JGEO'ZO se e somente se

o20. Assim, a termodinamica de primeira ordem exige que a

conduti vi dade seja positiva para que a segunda lei da

termodinamica seja satisfeita. Observe que esse resultado depende

da hipédtese de proximidade do equilibrio termodinaAmico, isto €&,

gue as grandezas viscosas sejam peguenas comparadas com as

grandezas de equilibrio. Para fluidos em estados longe do

equilibrioc termodinémico n3Eo podemos garantir que a condutividade

seja positiva. De fato, existem exemplos na literatura[13‘15] de

semi condutores gque apresentam condutividade elétrica negativa.

1.3 - O CAMPO MAGNETICO COSMOLGGICO E A CORRENTE DE

CONDUTI vI paDE! 187

Do ponto de wvista astrofisico, o estudo do campo magnético

tem uma relevincia grande, pois seus efeitos influenciam em uma

var iedade de processos: influenciam na estabilidade e  no

equilibrioc de discos galaticos gasosos, sXo importantes na

formagio de estrelas e participam no confinamento, propagagio e

acelerag3do dos rajios césmicos. A intensidade desses campos

1
magnéticos pode chegar a 10 g Gauss, por exemplo, nos pulsars.

O campo magnético foi observado em galaxias e aglomer ado de
galdAxias ctom valores em torno de 10-5

Gauss e _ 10—7 Gauss

10



respectivamente. Esses campos geram efeitos observavelis como a

radiagio gincroton, efejito de polarizaglo de ondas

eletromagnéticas e o efeito de rotaglio de Faraday.

]

A nivel cosmolégico, Sofue et alll” 191 cando o método de

rotag®c de Faraday, mediram um campo magnético no espago entre

aglomerado de galaAxias com uma intensidade da ordem de 10'9 Gauss.

Essas medidas foram confirmadas por outros autores[aonaal por ém,

ainda assim, dovidas tém sido levantadas com relag3c a esses
resul tados, pois a diregZo do campo magnético cosmolégico é muito
préxima da direg¢lio do campo magnético da nossa galaxia,

de forma

que os resultados encontrados poderiam ter sido produzidos por

efeitos locais.

Além das medidas fisicas, existem varias razdes tedricas para
se supor a existéncia de um campo magnético cosmoldgico: 1) Esse
campo fornece uma explicagio natural para a formaglio do. campo

magnétié:c galatico mesmo que © campo cosmoldgico seja de pequena

intensidade, pois algumas teorias que explicam a formagio dos

campos galaticos, por exemplo a teoria do efelito dinamo, requer a

existéncia de um campo magnético ja existente gque ¢ amplificado

pelo efeito dinamo. iid Piddington[aal argumenta gque o© campo

cosmol égico eﬁcplicaria a gecmetria de algumas estruturas galaticas
filamentarias e a orientaé;ﬁo preferencial das galaxias e fontes de
radio. 1iid 0 campo magnético féssil, que ¢ usado como explicacgZo
para o campo de algumas estruturas astrofisicas, seria o
reménescente do campo magnético cosmoldgico. Para que isso seja
possivel, o tempo de dissipag®o do campo magnético no interior das
estruturas astrofisicas tem que ser compativel com a idade dessas

estruturas.

A idéia de um campo permeando todo o universo foi proposto

11



inicialmente por Hoylet24] ¢, desde entXo, se tem estudado

mecanismos para sua origem oﬁ amplificagio. Essa idéia estimulou a
procura de soluglBes exatas das equagBles de Einstein-Maxwell. Uma
vezr que os universos de Friedmann n¥Xoc admitem a presenca de campos

eletromagnéticos, devido a isotropia, os modelos espacialmente

homogéneos, tipo Blianchi e Kantowski-Sachs, s%o as alternativas
mais imediatas para a analise de campos magnéticos em cosmologia.

Na literatura existem varias solugBes exatas nessa linha, por

exemplo, veja refs. [25-34],
Na era imediatamente anterior A4 recombinag3c, o© conteddo

material do universo era um plasma radiativo com cargas positivas

Chidrogénio ionizadod e cargas negativas (elébrons)tas}. Esse tipo

de conteudo favorece a amplificag3ico do campo magnético cosmolégico

via efejitos hidrodinamicos[35_43]. Por outro lado, note que a

presenga de um campo magnético césmico nessa era pode produzir o

aparecimento de uma corrente de condutividade, dependendo do valor

da condutividade elétrica, o que justifica o estudo de modelos
cosmoldgicos com termos de corrente elétrica nas equagBes de
Maxwell. Na literatura, existem varlas solugBes exatas &om termo
de corrente, por exemplo, veja refs [44-50). Uma parte dessa tese

se insere nesse contexto.
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CAPITULO 2 - AS EQUAGOES DE MAXWELL COM FONTE NOGS MODELOS DE
BI ANCHI

Nesse capitulo vamos analisar as equaglBes de Maxwell com

fonte tendo como fundo os modelos espacialmente homogéneos tipo

Bianchi. Até agora essas equaglBes sé foram integradas na auséncia

de fontes. Vamos usar © formalismo das formas diferenciais para

tratar os modelos de forma unificada. Dividiremecs a andlise das

equagBes nas situvaglBles em que o© wvetor de Pointing do campo

eletromagnético ¢ nulo e n3o nulo.

2.1 - EQUAGCES DE MAXWELL

As eguaglies de Maxwell podem ser escritas como
dF =0 c2.13
d? = tf

onde F & a Z2-forma eletronxagﬁética, f sey dual e 3 ¢ a 3-forma

dual a 1-forma corrente elétrica.

i
Tomaremos como base local as formas ortonormails ¢ onde

ao = dt = wo
' ceg.a2
i i
& = RiCtD W {(sem somad

onde mi sX0o as formas translacionalmente invariantes sobre a

superficie t=constante dos modelos espacialmente homogéneos[ S1)
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que foram classificados por Bianchi. As formas w‘ cbedecem a uma

equagic do tipo :
Lujhaﬂ<

e =1§c1jky‘f¢;~"/ 2.3

onde Cjk s3o as constantes de estruturas. Os valores n%o nulos de

i

c Ik para os modelos de Bianchi I-IX para uma dada escolhalsa] dos

ai estioc mostrades na tabela 1:

1
MODELOS DA CLASSE A (e , =0 Vi

L

BIANCHI I - C k=° Yi,j.k
"
BIANCHI II - C =1
28
1 2
BIANCHI VI - C = =1
o 23 19
1 2
BI1ANCHI VII - C =c =3
o 29 B1
1 2 »
BIANCHI VIII - € =c =c =1
29 B4 21
1 2 3
BIANCHI IX - ¢ =C =C =41
28 81 12

1
MODELOS DA CLASSEE B ( c,l#o para olgum i)
L3

BIANCHI III = BIANCHI VI .
1 1 2
BIANCHI 1V - C =C =C =1
332 z9 a2z
1 2
BIANCHI V - C =C =4
B 8z
1 2 1 2
BIANCHI VI - &£ =C =1, [ =4 =C =¥~-h
h Z8 19 854 az
1 2 1 2
BIANCHI VII - C =C =41, (o4 =C =7Yh
h 28 1 ai B2

TABELA I - Constantes de estrutura dos model 0s de Bianchicsa]

Podemos agora projetar as formas diferenciais da teoria na base

escolhida da seguinte maneira:
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z Fop 2. 4
k. 1; n"vaﬁ F o I | 2. %
=3, o> 2.8
h S %T . 3“ J’m"'m" 2.7
9 = Mg, %o’ 2.8

onde nuﬁ=diag(—+++){ Os modelos de Bianchi que tem ai da forma
(2.2) s¥%o chamados diagonais pois a métrica g assume a forma
diagonpal. De (2.4) e (2.6) segue gue Fuﬁ e JOI sZo tensores de

Lorentz. Definiremos © campo elétrico e magnético com relag¢¥o aocs

\
observadores ortogonais a superficie de homcgeneidade da forma:

E, =F

i io
2.
=1 Jk
Bl =z 4 F
com a convengio s‘u=nons=1. Obser ve qgue naﬁpv=£aﬁpv pois vY-g=1.

Devido a homogeneidade espacial vamos impor que Ei=Ei(t)

e
Bi=BiCt). Desenvel vendo as equagBes (2.4), (2.5) e (2.7) obtemos
_ i 1 i J Kk
F = EiRiw AT+ 5 cijk B RJRk W™ AL C2.100
_ 1 0., 1 i J Kk
F=-BRro~ v 2 e ERR olan ce.11>
_ 1 o) i J k _1 i 0O J k
¥ = 37 57 RyRyR & sl - Ze L TR R 6Ol z.12d
Derivando as expressBes (2.10) e (2.11) e usando (2. 3) obtemocs
Nesse capitulo vamos mudar a convencan de n o3’ Nos capitulos

seguintes retomamos a convengdo 7 m:diagn—--\.
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1 J x O
dF-E[E‘LRC ija—(BR ]wnmﬂw-t
J l m k
14k RJRk C I AW AW Ce2.13

_1 [ 1 d §f x ©
af > [ BR,C | v, |, Ir R R )] WY A+

Jk
1 1 J 1 m k
+ = ‘ijk E RJRk C 1 AW (.14
A equacB%o dF=0 fornece:
0
(fB R. c? ‘e iy a-“-’cB RGBT o +

J k 1 m_
+ B RJRkCiJCkC 1m® |~ Aw = e.1%
Como wo e wk sfio formas independentes, segue que

i

B\ R C ¥ey g ET(B RRD> =0 ce.1e
cs =
B RRe ) im = © €2.17>

Por sua vez, dF=’ implica que

~ i o 5K
[[Bikicj 1Jkd—L{ERJR>]w +ERRC C w]A

JxTigCk
1 m _1 0 l1 m k _
ALY ALY = ar clmk J RlRmRk W AL AL
1 l 0 m k
= clmk JR R w 2.18>

e da mesma forma que anteriormente, temos que

1 d 4 o i

-ByR,C [ ve  THERRY = o TR R 2.1

E'rR R £ cJ = — ¢ °R.R R ce. 201
B3k 1w 1mk 1B mRi ’

As equagBes de Maxwell (2.16), (2.17), (2.19) e (2.20) podem ainda

ser desenvolvidas. Multiplicandoe (2.17) por eklm obtemos

ie



k _ _ [ 3
é kRk R1 RJ) B chij = 0 2. 212

Esse resul tado pode ser escrito numa forma mais compacta:

Blrrc) =0

3RSy (2. 22>

assumindo que j#k e imk. Como C£J=—Cji segue que i#j®k. Finalmente

desenvel vendo (2. 22) & fécil ver que:

i 1
B RJchil = 0 2.23
Da mesma forma, (2.20) pode ser escrita como:
i J _ .0
E RJchij J R1R2R3 2. 24>
e como antes (2.24) se reduz a:
i 1 _ .0
E RJchil = J RlRaRQ ca. 28
A equac¥o (2.168) apds ser multiplicada por cklm fica:
d k k.1 ko2 _
at[ B CR1R8+R223+R1R3) 613 (R1R8+R123) éaB (R1R8+R2R3)
k .3 i k! i _
- 65 B CR1R‘3+R2R3)] +z & "E/RC =0 ce.26d

Analisando termo a termo, vemos que essa expressio pode ser

escrita na forma mais compacta:

d __k 1kl P _ -
3t<B R RD+5 & “‘!-:pkpc 1m=0 e i ca.2m

A equaclo (2.18) fica

d . X 1kl P __.k .
FCE RRD-Z £ meRpC 1m=) RyRy ki 2. 28>

Assim, as equagBes de Maxwell s¥o:
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r

1 1
B'R,R C, =0 c2.2o
EiRJRkCil - J°R1R223 c2. 30
J e i)
a .3 1 11 P
Te<B RRD + 56 "‘Epkpc im = © | c2. 31
a 4 1 41 P _d
aERRD -5 meRpC im IR Ry 2.3

Essas equaglies foram obtidas primeiramente por Ftaclas e

Ct.::l’xem”‘”':BJ . por analogila as equaglBes obtidas por Hugston e

Jacubsts'n para Ccampos e mesonss wwbtorials 'gassim. Fraclas <
Cohen fizeram algumas considerag®es sobre o caso Jm=pucl C_ja=0).
Atraves da eq. (2.30) podemos wver que n3oc existem modelos
carregados da classe A ou modelos carregados com campo elétrico
nulo. Além dissc as Gnicas solugBes carregadas com vetor de
Pointing nulo B - B s30 puramente elétricas o que pode ser
visto substituindc a expressfo é_=a(t)§ na eguaglo (2.300 e
usando a eguaglo (2.28). Se B=0 e Eiaﬂo para algum i, as equacBes
(2.290-(2.32> podem ser satisfeitas no caso em que a carga
cosmolégica € diferente de zero.

A. proibiclo de modelos carregados da clas.se A vem apenas das
equagles de Maxwell sem gque a dinAmica, que ¢ dada pelas eguagBes
de Einstein., fosse considerada. Isso significa que os modelos da
classe A nZc admitem scolugBes carregadés nem quande o campo
eletromagnético é apenas um campo teste. Os argumentos usados
faram Jlocais, de modo gue pessas conclusBes %o antran
consideragBes globais.

Ftaclas e Cohen n2o resol veram nenhuma dessas equagBes e esse

problema foi primeiramente considerade por Lor entz[ 52) que

encontrou solu:;ﬁés para as equaglBes de Maxwell sem carga
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cosmolégica [ sem corrente slétrica. Daqgui para frente

consideraremocs © problema de resolver essas equagBes com a

quadri-corrente diferente de zero.

2.2 - MODELO PARA A CORRENTE ELETRICA

Na era imediatamente anterior ao desacoplamento da matéria e

radlicﬁc. © conteddo material do universo era hidrogénio iocnizado

e radiag3o eletromagnética[35] e, portanto, era um plasma

radiativo. Se nessa fase existiu um campo eletromagnético "nSo

nulo” cujo remanescente seria o campo magnético extragalatico, uma

corrente elétrica seria gerada. Se desprezarmos a parte radiativa

do plasma, é a nmgnetohidrodin&micatss] que estuda esse tipo de

model O,

A dinAmica desse fluido & descrita pelas segintes equagBes:

ot = o, ornte THT o’ cz. 3%

2 o3 =
dF
{dF

onde Taﬁ ¢ a soma do tensor momento-energia do fluido perfeito e

6]
2. 340
’ .

]

do campo eletromagnético. As eqgs (2.34) s%o as equagBes de

Ma>well.

Vamos nos detalhar agora no estudo da corrente. Seja u® o

campo de velocidade dos ions pesados do fluido. Podemos decompor a

corrente elétrica J® nas suas partes espacials e temporais da

forma:

3% = pu®™ + 3 c2. 35

onde
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p = - J"‘uol c2. 3%

¢ a carga elétrica vista por um observador comovente com o fluido

® J"l ¢ a parte espacial) da corrente, isto é

Jou, =0 c2.37

O termo p'uc'l ¢ chamado de corrente de convecglio engquanto que Ja é
chamado de corrente de condugfo ou de condutividade.

Para meios condutcres., podemos supor que a corrente de

condug¥o ¢ da forma

4% = J“(F“v) c2.38)

Estudaremos um fluido em gque a lei de Ohm seja valida. Isso ocorre
quando o periodo de varliag®o do campo elétrico ¢ grande comparado
com o tempo médio de colisBo da cargas livres (1) com o fluido, de
forma que os efeitos inerciais das cargas livres n¥o precisam ser
levados em conta. Na auséncia de campos magnéticos, as cargas
elétricas sfo aceleradas pelo campo elé{,ricc e ao mesmo tempo s3o
desacel eradés pelos - sucessivos chogques com as particulas do
fluido, de mode que a forga elétrica ¢ compensada por uma forga
resistiva do melo. Nessa situagZo a corrente de condug3oc depende

linearmente do campo elétrico da forma

Jj=ocFE 2 DD

onde o é a condutividade elétrica que se reduz no modelc mais

simples a[55]
2
nqgeT
o = J!.r c2.40)

onde q, m e nq s¥o a carga, massa e densidade das cargas livres

respecti vamente.
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Na presenca de campos magnéticos surge o efeito Hall, que @
um termo devido a interagXo da corrente com © campo magnético.
Essa interac%o pode ser vista como uma anisotropia da

condutividade. Vejamos primeiramente a express¥o nXo covariante. A

corrente de condugfo ¢ dada por:

T =08 + 2 B c2. 41D

Substituindo a expressic de 3 no lade direite de €2.41), temos
T =of + xo BxB + 25%c].B B - A58 3 ce. 42

Usandc novamente a expressZo (2.41), temos

e =% [E-»xéxﬁ-rxacif.é) ﬁ] cz. 43>

Essa express3c pode ser vista come uma deccmposicﬁo.de 3 em treés
dire¢Bes privilegiadas 2, ﬁle B8B. O coeficiente CB.B> do tercetiro

termo era esperado pois B ¢ um pseudoveteor. O fator A & dade
(55]

' ' 2. 44D
m

A expressXc covariante de (2.43) com relac3ic ao campo de

[+ ]
observadores u  é:

o _ d o3 of3n e 0.3
3% = Y [ g™ + n q u B, + N B%B ] E. Ce. 45
4

A express3o para a condutividade & entfo

o™ = '"_%___F [ g™ + A 2Py B + APp%pf ] c2. 46
1428, B H

Assim, na presenga de campes magnéticos, a condutividade em geral
¢ anisotrépica. Observe gue quande © vetor de Pointing ¢ nulo,

isto &6, B paralelo a B ou B=0 ¢sem considerar © caso B nulod, a
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condutividade ¢ {solrdépica, pois se E%=actd8” a oq. (2.4%5) se

reduz A:
1% = o E° 2. 47
Além da situagXo acima, podemos tomar &a condutividade

isotrépica como aproximagio quando o inverso da freguéncia de
Larmor, que & dada por f:1=(qB/mD—1. for grande comparada com o©
tempo médio de colisfo das cargas livres. Isso pode ser visto da
seguinte farma: o termo de acoplamento entre & corrente e o campo
magnético pode ser desprezado se o raio de curvatura do circulo
que as cargas livres percorreriam se sé houvesse a interaglio

magnética, for grande comparado com a distancia média das

particulas do fluido, isto é

d = vr <{ R = ™
qB
ou
Lee P21 - f 1 << 1
qB 1"L L

Observe e Nha expressic (2.48) a orden de grandeza do primelro,
segundo e terceiro termos s3oc dadas respectivamente por 1, T
f‘La'ra: Portanto, em primeira aproximagZoc vale a eq. (2.47).

Vamos analisar agora as configuragtes poss.{ veis do campo
eletromagnético dentro desse modelo de corrente apresentado. Vamos

dividir a analise nos casos em que o vetor de Pointig é nulo e nio

nul o.

2.3 - SOLUGCES COM VETOR DE POINTING NULO

Quando © vetor de Pointing é nulo, isto €&, B B ou B=0, a

corrente assume a forma



o

J -;.:m.:m-rn:rE:ﬂl

(2. 480

Estudaremos © caso em que ua=6g. e portanto essas solugBes sé s¥%o

vialidas em modelos cosmolégicos n¥%o inclinados.

Como anF‘aﬁup' segue que Eowo e E:‘i =F‘j o como J& estivamos

considerando. Assim J°=p -] J1=o'El.

i> SolugBes para os modelos da classe A

Os modelos da classe A s%o os modelos que satisf‘azem'cilf:O.

Nesse caso as equagBes de Maxwell (2.28)-(2.32) se reduzem a:

C2.49)
d .1 1 i1 P .

| B RRO + 3 mEpRpC im = © e 4 5 2. 50
d .1 _1 1 < S | e

h SCERRYD - 3¢ meRpC \m = ~°E RJRk i CE.51)

Sem perda de generalidade tomaremos i fixo e E‘j=Ek=B‘j=Bk=0 para

J¥k=i. Isso garante que o vetor de Pointing ¢ nulo. Verificando as
canstantes de estrutura dos modelos da classe A, podewmos ver gue

P, 1 e m tém que assumir valores diferentes para que Cfm seja

diferente de zero. Como nas equagBes acima ix1»m, segue que os

termos cilmEpRpCplm sé s¥o diferentes de zero se p=i. Assim

podemos escrever as egs. (2.80) e (2.851) como
d i

i . S 1 .
‘F(B RJRk) + £ Ik E"R C K 0 ey )

c2.523
d i i i i -
d_ct E RJRk) £ ik BPRPC jk = oE RJRk k™ jEL)

Vamos definir:
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i
dB i ,
+ < C = 0 ke )
. L L c2. 53
~f
dE i =~ i o i e
a-s:’ - £ Jk ch Jk = —oE k5L

Para resolver esse sistema de equacBes separaremos em dois casos:

CASC 1: Cijk=0 para algum i

Se, para algum i, C:LJk for nulo, as equagBes se reduzem a
r

- aBt

ce.54)
i

e A
= —¢o E e®jati)

B = L
i R Rk
) 2.88
L
[ ] (S §] -
- no(i.)

onde bi e e s¥o constantes e i®j#k. Se 0=0, as solugBes de (2.85)

recaem nas sclugBes encontradas por Lorentztsa).

CASD 2o f."..i Jk#o para algum L

Se para algum i Cijk for diferente de zero, pelas egs. (2.53)

obtemos que
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5t - — : [ gi + o Bt ] )
‘Jk CJk %)
v
2x~1 o
d d i
dnE + d°E + B =0 2. 57>
(L LT
i e _ ~
onde usamos que (C jk) =1. No casoc em que o ¢ conhstante a eq.
CZ. 97 mae redhsr &
=43 ¢ ~ei _
dE + ; dE, + Ei =0 (O constantle 2. 88D
dn(i) dn(i.)

Existem treés tipos de solugBes dependendo do valor da constante
k=oF

=4
id k =0
o
" e B
E" = W C ai + t)1 n(i) p) (2.8

Usado a equag3o (2.86), obtemos

o
~ BN, a b
i _coce P T !
Bl = o Cb == -z n, > . C2. 80D
Jk 3k
ii> k > ©O
3
2 W
i _ e ¥k 3
E” = R_JTE:_[aiCOShcé_nm) + bisenh(a—nm)] C2. 61D
-Zn
~ 2 iy ~
gl =3£L“——Bﬁi-£a)ammﬁ$, > +
ci R R 2 1214 2 Tdin
Jk S5k
* o ¥
+ o éti)senhcé—qb)] ce. 82>
114> ¥ < O



P

[« ]
i 20
[

7 K
E ." EJ—F;-_ l.iCOS(E-—'n“,) + bisen(a—-nm)] (2.863)
~ 2l ~
Bi= e [(ﬂ—-b ~Za )cos(ﬂ-—-»n I
Ci R R 2 "1 21 2 v
Jk N3k
w o vk
+ (é—ai ébi.) m(ﬁ(i.,)} £2. 64D

Pela tabela I podemos ver que as solugBes para cada tipo de

Bianchi da classe A s%o:
Bianchi I: Caso 1 para i=1,2 e 3.

Bianchi II: Caso 1 para i=1 e 2
Caso 2 para i=3

Bianchi VI, e VII: Caso 1 para i=3

Caso 2 para i=l e 2
Bianchi VIII e IX: Caso 2 para i=1,2 e 3
Dentro do modelc que estamos considerando Cvetor de Pointing nulwmd

25 solugBes pera oo wodelon de Blaschi Lipo I s2co totalwente

o

mesmo ocorre com as solucBes dos modelos do tipe YI com i=2 ou

gerais pois n3o ha restrig¢®o alguma sobre as fungBes o e Ri'

13, e do tipo VIO e VIIO com 1=3. Além disso, podemos ver gue
para os modelos tipo I e IX todas as diregBes sZ%o equivalentes.
Para os modelos tipo II, VII0 e VIII existem apenas duas dire¢®es
equivalentes e para o modelo tipo VIO nio hi direg¢des equivalentes
pois se as diregBes nZo diferem pela forma das solugBes de Ei.

diferem pelo sinal das solugBes de Bi.

ild> SolugBes para os modelos da classe B

Os modelos da classe B s¥o definidos por



Cl11 = O para algum 4 (com zsoma em 1)

Pela tabela I podemos ver que

C.,. =C. =0 - v 0

<
31

Nesse caso as equagBes de Maxwell C2.28)-C2.32) se reduzem a:

B2 = 0o c2. 85
Cén g3
| o= 32— 2. 86
3
] i Y idm . < - .
F{.{B RJRk) + = £ EpRpC im = O (kX i) (2.67D
d i _1 ilm P = .l -
i R(E RJRk) 5 £ BpRpC im ok RJRR tk ® i Ce. 68D

Nesse caso, para que o vetor de Pointing seja nulo, as
componentes 81 e Ba do campo magnético tem que ser nulas, pois B3
é nulo. Além disso, como C?J=O Yi.J + as eqgs. (2.8 e (2. .70

se reduzem A:

1 2

E,R,C o5 + E;RCT, = 0 2. 89
E.R.C_ +ERCE. =0 | c2. 70>
1717 31 Tg'e” 31 )

9 (EirRR> = -0 Elr R ko 1> ce. 71>

at 3k’ 37k T ¥

As solugBes das equagBes (2.71) sio dadas por

e i -
-Ei = FR- P J -oCt) dt e, constantes 2. 72>
Jk n ‘

olid

E portanto, pela equag3o (2.86), temos que

C?’Bl e, LI -
P = ERE. =P J- —oCLd dt 2. 73
1"2 3 1}

o)
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Pela tabela I vemos que para Bianchi IV, V, VIh com h»-1 e \JIIh as

equaglles (2.00) e (2.700 implicam que EitEato. Para Bianchi

Vi_,elll, essas equagBes s¥o identicamente satisfeitas. Essas

solugBes sXo gerais, pols nenhuma condi¢3oc fol imposta a ¢ ou a

R,. Mais ainda,

{ essas X0 as Unicas solugBes carregadas dentro do

modelo de corrente que estamos considerﬁndo.

CASO 2: E2 = o

Nesse caso as equagBes de Maxwell se reduzem a:

B2 = o
p =0
FCB'R R + E'R S EERaCEa3 =0 2. 74>
gtci-:iRaR:_B) - 81R1C1 23 —'Balaa(:a23 = -0 ElR3R3 2. 7%
TCBRRD + ElR T+ BRI =0 2. 76>
:-{-csakl%a - 81R1C131 - BaRaCa31 = -o EaR1R3 2.7

Vamos mostrar agora que as equagBes acima n¥o tém solugZo no caso

geral se R1=Ra e se 0R3= constante. De fato, vamos definir

R, =R, =R
R, = S
8! - glrs
£ = glrs
d _ .d
an - S at
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de forma que as squacBes (2.740-(2.77> tomam a seguinte forma:

d a1 1 g 2 _
3 B + B Cy+E c =0 2. 78>
d a1 a1 1 a2 .2 1
5 E B c-B8c, =-0sE 2. 7ad
d =x2 1 4 2 2 .
;ﬁﬁ + B c31+E cyy =0 c2. 80>
d =~ -1 1 a2 _ 2
a-h-sa B c,, -8, =-0oskE cz2.81>
ot entio
d -
an M v c2. 82>
onde
[ =1 ] i 1 2 ]
| E oS 0 Cpz Cog
- 1
. o . A B <,
&t - -c® o o
23 23 ,
2 _ -
L i | L cgi <% ) o |

Supuondo que oS=oo=constante. as solugBes desse sistema de equagBes

diferencias s3o dadas por:

AN 30

-
v = e
onde A ¢é um autovalor da matriz M e ¥ é

o o autovetor

correspondente. Os autovetores s3o obtidos resol vendo-se a equagZXo

CM-AIDVv=0, que devido a relac¥o B%=att>E?, se reduz a:
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1 1 2
Fc«:c 9o-0S-ME! - aclaar-: = 0

1 1 a2 2
aC ;38 + CaC 13-0'5'—7\)8 = 0

2.83>

1 1 1 =
cC 38-0-)\008 + C ESE 0O

3 2 2
L -c’lse - €C% J+heOE” = ©

Ndo existe nenhum valor de A que satisfaca simultaneamente as

quatros equa¢Bes acima, como pode ser verificado facilmente

resclvendo as equagBes duas a duas. Segue ent%o que, dentro das

suposi¢Bes que estamos considerando, n%o hi nenhuma solu¢¥o com

E =0 para os modelos da classe B com vetor de Pointing nulo.

2.4 - SOLUGOES ADMITINDO VETOR DE POINTING NZO NULO

ad Condutividade Isoctrépica

Como foi discutido na se¢fio 2.2, podemos ter situa¢gBes nas

quais a condutividade, em primeira aproximac¥o, & isotrépica,

mesmo gquardo o vetor de Pointing n¥o & nulo. Assim, analogamente A

se¢lo 2.3, tomaremos J% = pua + oE%.

a.1) Solu¢Bes para os modelos da classe A

Para a classe A as equagBes de Maxwell (2.200-C2.32) se

reduzem aAs equagBes:

Fp - O

d i 1 31 o o .y

[aees R RO “'Epapc 1m0 BT 2. 845
d i 1 11 P __ .4 .

|Latc!&: R R, >-3¢ "'Bpnpc L m=E R R, iy
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Temos agora seis egquagBes, contrariamente ao caso (2.B0>-(2.81),
onde tinhamos apenas duas equagBes. Porém essas equagles s3o
desacopl adas com relacfo aos diferentes indices, assim as solugBes
para cada i, serfo analogas As solugles da seqgdo 2.3. Da mesma
forma que anteriormente podemos escrever as eqgs. (2.84) na forma
das eqs (2.83) com as mesmas conhvengBes la assumidas. As solugles
de (2.84) no caso 1 s¥o iguais aAs solucBes da segSo 2.3. No caso 2
aparece uma diferenca, pois naquela sec¢So impusemos uma Unica
restric¥%o scbre o que foi:

- aRJR
o = B = constante para um Unico {

i

Agora temos que impor que

- aRJRk
o, = ~§:—— = constante para i=1.2.37

Isso implica que os Ri's tem gue ser proporcicnais entre si.
Com essa restrig3o valem também as solugBes do caso 2 da seglo

2.3 1D,

a.iid SolugBes para os modelos da classe B
As equagles nesse caso sZo iguais as egs. (2.65)-(2.6B2. Para
1=3, a equaglo (2.87) ¢ identicamente satisfeita, pois nos modelos

da classe B, Cia=0 ¥i. A equagfo (2.68) nos da que:

d 3 _ 3
Portanto
e
g3 = 32 I —oK 3O dx ' 2. 85)
R. R
12 L
o

FPela equaclo (2.8B6), temos que:
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1 t
Ca) %5

P = m o> dx - 2. 86>
1rets J

o
Para 1i=1,2 as equagBes (2.67) e (2.88) sXo iguais 4as egs.

2.74>-c2.7?, e como antes vamos supor que Rinka e

0R3=a°=constante de forma que podemos escrever essas equagcBes da

forma (2.82>. As soclugBes s¥o ont&o'dadas por:

r

1 b

me

e

An
X = e o , cz. 87D

W me
<+

M

e

onde 30 ¢ um autovelor correspondente ac autovalor A dado pela

seguinte equaglo:

4 3 2.2._ 1.2 1 2.2
A%+ 2007 4 [ccm) +CCpyd acaascm*"o]" +

c .
e 1 .2 1 e z 1 1 _
+ [ccfsa *CL D ECZ:-;Ci 3+oro]7\ + [C23C1 s c?scas] =0 cz2. .88
Vamos exibir explicitamente as sclugBes (2.87> para Bilanchi
VI__1. Pela tabela I vemos que para Bianchi VI_i- a eq. (2.8B8) nos

da que A=0 ou k=—oo. Para A=0 os autovetores sSo:
C2. 82D

onde c, e c, s3c constantes. Nesse caso a solugqo de (2.87) se

reduz a:



2. o0
2
§ L Ca C10’°

Para k=—a° os autovetores s3o:

¢ C2. 81>

Nesse caso a scoluglo de (2.873 se reduz a:

E = (c 4 "¢ aao) exp( —aon)
= - ' (2.92>
E™ = ¢ 1exp( oonD

- B =B = caexpc aon)

b) Condutividade Anisotrépica

Consideraremos agora o© caso em que a condutividade n3o €

isotrépica, de forma que a expressdo da quadricorrente é:

3% = pu® + a“ﬁzﬁ 2. o3
of3 o_ 0
onde o ¢ dado por (2.46)., Suporemos novamente que u =6 e
Ea=quﬁ.
Para os modelos da classe A, as eqguagBes de Maxwell
C2.29)-(2.32) se reduzem a:
s P = 0
d i 1 11 o _ .
| B RRO + 5 € mEpRpC 1m =0 ¢ k#jt C2.e4d
d i _ 1 41 p _ 11 .
| GECERRRY -5 ¢ meRpC ym = "¢ E\R R i >

a3



Para resoclver essas equagles, faremos as seguintes suposicBes:

Elepleo e R,
S=R,

R=R

7R

=Rk. Vamos definir:

& = e

1. .1

E =E KRS

§1=Bl

As egs.

1 1 1rs
rtes - LT

1
St;—t(ERS)-r

Assim temos

RS

onde l=j ou l=k

C2.84> ficam entiSo da seguinte forma:

RscP =0
pP TS

1,175g p &P =

-o*PSE_RS
2 PP rs P

quatro equag®es com 1 assumindo o wvalor

a
Observe que Crs#O se a®r#s, assim:

dn
ok
dt

Podemos colocar as egs.

me  me
L

ac
3|

we
LS

Vamos supor

1Arspled L 1Ak L g
2 rs e rs
1 lrsgid _ 1 1rsgk k A - Akepk
e rs e rs
(2.96) da seguinte forma:
b r B J _ k J .j ~ 2 "'J ~
s -od¥s &l cl, 0 5
_ k j _ kk k k ~k
_ s o S (0] siJCiJ E
J ~J ~3
eikcki 0 8] 8] B
: k. ~l
} L o "uclji 0 o ) LB

que a sub-matriz

34

Vamos fixar um valor para i,que pode ser 1,2 ou 3 e tomaremos

2. 850

J ou k.

2. 065

c2.87>



-o¥is ST
So = [fakJS Y S] [ Y ] = constante 2. 98>

Nesse caso o sistema (2.97) se reduz a um sistema de

equagles
lineares a coeficientes constantes, dado por:
[ &3 ) (23]
S £
Ci_ = S ‘
dni &4 118
~k ~k
. B | B" )
onde
[ _ 3 _ K J ]
°o % . Cik °
k kk k
s, = | % %s o <y cz2. oo
J
CkL 0 o
o ck o 0
. 1J 4

e J.k assumem valores diferentes de i e tal que ‘Jikgl' Os

autovalores de S1 s8oc dados pela seguinte equag¥o:

24 23codIoK Ky 4 aBced 3Bacck s8I kk_ Ik k1)
o o 1k o o o O

51
§ B kK 2 43 i ox 3 |
+ x[cc: >FoX +cc e ch ] + [cikcﬁ] =0 c2.100d

Para Bianchi I, as solu¢gBes de (2.100) s%o A=0 e

*0 (aJJ akk a+4oJk kJ
, - AL

. (2.101>

Se © determinante de SB for diferente de zero, o autovetor

correspondente a A=0 gera a soluglo trivial Ei=§k=0. Sa o

determinante de S° ¢ nulo o autovetor de S1 correspondente a A=0 &
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dado por:

%z,
"

Para A+#O. os autovetores de Sl s3o:

1
- i”‘z

'Jk
ao +xi

c

©4

o
8]

e portanto as solugBes s3o:

Para Blanchi 11 com i=1,

equaclo do caso Bianchi I anterior

clexp(—kin)

I B
o o k+
Jjk

% +kt

B = o

clexpc-kin)

C8.102)

(a. 103

(2.104D

(2.1050

a2 equagiEc (2.100) e reduzr 2 wecwmea

e portanto as solugBes sZo



dadas por (2.103) se A=0 @ por (2.105) seAX-Ai Cegq. (2.101DD, com

a substituiclo j=2 ¢ k=3 ou j=3 & k=2.

2.5 - SOLUCOES PARTICULARES

Na seg¥o 2.3 resolvemos a eq. (2.57) no casoc em que o era
constante. Apresentaremos nessa seg¥o alguma solugBes particulares
para essa equat3o com o dependendo de v das seguinte formastss]:

i> Stn) = ae¥+2, a=constante

A solugloc é dada por:

_ d e—aen
E1 = 1 e nC1Jexp J“‘) 1 dn x
ﬁij c1+diFaCn)
no(i) ’
—ae>
Cid Y x Bdie
x bi+alj [exp—j 2 t TS dx] dy (2.106>
i i a
no(i yo
onde-ai. bi' ci. di s¥o constantes arbitrarias e
n
_ n —ae> e e—ay
F Cm = J' e 2% dx = Jl 5— 9 €2.107
n e

11> Se o satisfaz a equagio diferencial

aZ3 ~der

= + aaa;,- + 20 = 0 (2.108>
dn

ent¥o temos a seguinte solugSo para Ei:
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i 1 n('\) Co
E = ET oxpj = x> dx bi-i»a1 x

Jk
oty
PUTE y N
x I [oxpj CaﬂCxJ—a(x))dx] dy
no(t) yo

onde

CxD = 1*%% tg[ j 24 1+g§ dx + C ] se t—;’-E-HL)O

dx

2.1062

€2.1102

i1iD Seja ¢ uma fun¢¥o arbitraria. Se o satisfizer a equacSo:

~2 _ _do _ 2 __d¢
o Baﬁ-- 2‘65"‘4

2.111>

entdo temos soclugBes da seguinte forma (2.102), com > dado por:

ACRd> = 3N +ECMD

Por exemplo, se ¢=¢o=constante temos de (2.111) que

2
~ / 2 ¢o
o = 4+¢o cotg 1+Z—(no-n)

e de (2.112) obtemos

g
B = ¢ + Yargt cotg f1+-Scn —m
o (o] 4 a ’

Se ¢=2tg(n+n°) entdo de (2.111) temos gue

2
D)

P
o =

e de (2.112) obtemos

1

= tgln+n D> +
B gin+n, wn
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2.8 - CONCLUSXO

Quando o vetor de Pointing ¢ nulo, encontramos solucBes para
todos o©s modelos de Bianchi. Para os modelos da classe B
encontramos solugBes gerais no caso em que o© campo magnético €
nuleo. Com relac8v a classe A, encontramos solugBes gerais para
Bianchi I, Bianchi Il caso o campo eletromagnético tenha a direcgfo
de wa ou (‘)3 e Bianchi VIo e VIIO caéo £ tenha a direg¢io wa. Note
gue como os modelos ti_po II, VIo e VIIO n¥%oc sdoc isotrépicos, as
solugBes para cada diregZo podem ser diferentes. Para 6s outros
modelos de Bianchi da classe A impusemos restrigBes sobre a
conduti vi dade elét.,rica. a saber oRi/RJRk=constante.

Quande © vetor de Pointing ¢ n%c nuleo, podemos ainda
considerar a condutividade elétrica isotrdpica quando © inverso da
frequéncia de Larmor ¢é grande comparado com o tempoc médie de
colis¥o das cargas livres. Nesse caso temos solugBes analogas ao
caso do Vvetor de Pointig nulo. | Quando a condutividade ¢é

anlisctropica apresentamos solugles para Blanchi I e II com

restri¢Bes sobre a condutividade Cveja eq. (2.98)).

29



CAPITULO 3 - MODELOS TIPO BIANCHI I, II1 E KANTOWSKI-SACHS

Na tese de mestrado[:g] estudamos algumas solugdes das

equagBes de Einstein-Maxwell com a geometria dada pelo seguinte

elemento de linha:

dsa = dtB—AaCtD(dx+4m8C6)d¢)a-BaCtDkaCe)Cdea+sen86 d¢83
(3.1

onde

4mm = xi 3.2

k sen €
e

a - .
1 k'l k! k’ _

sendo kl e ka constantes e k'=Cdk.-d8>. Esse elemento de linha pode

descrever os modelos tipo Bianchi 1 CL1=K2=OD. Bianchi II cxlzo,

ka=03. Bianchi III C?\1=O, 7\8>OD. Bianchi VIIX cxlxo. 7\8>1.)'

Bianchi IX cxlzo. ka=—13 e Kantowski-Sachs (A,=0, A_<0). Como

bt 2
conteddo material consideramos um fluido perfeito mais campo

eletromagnético e devido a homogeneidade espacial dos modelos
considerados fizemos a suposigio de que os campos elétricos e
magnéticos sv dependiam do tempo. A quadrivelocidade dos
observadores comoventes com o fluido foi tomada igual a 8-8t. O

elemento novo na tese de mestrado fol a introdugfe de uma corrente

elétrica nas equag®es de Maxwell que obedecia a lei de Ohm da

forma:

3. 4>
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Mostramos que as equa¢Bes de Einstein-Maxwell reduzem para duas o

numero de componentes independenies do tensor eletromagnético que

chamamos de E=F10 e H=F23 onde Fpp ¢ o Llensor elelromagnético, As

equacBes de Einstein—Maxwe111 ficaram ent%o da forma:

2,2
o e Lo BACAS . A
1 (A _B _ B  B5AB 1 2
p=sL [2-B,B , 5aB , —-—]+A (3.5
A" B " A e S
2,2
p=1_'_f-,_38_§§_£+8"1“+’:a]_A 3. 8>
el A& B 2 a8 ot B2
: . 2\, AH
a=_g..§_8+_-_1§__ 3.7
B E
2,2
2 aa aNTAT
A B _B° _ AB 1 2 2 2
-+ = - T+ + + — = - E - H 3.8
ATBT 2" mB o4
. . BA AE
H+8 .1 -0 €3.95
B°H

Na tese de mestrado usamos varios métodos para encontrar solugBes

para essas equagBes. Na se¢lo 5.2 estudamos um caso particular que

foi Kantowski-Sachs (K1=0. R8<03 isotrépice (A=B) com a equagio de

estado p=Ap. No presente capitulo vamos estender a analise dessas

solugBes admitindo a possibilidade de solugBes n3o isotrdpicas da

forma

A =B onde r € R C(=2.10D

e aplicar também a mesma andlise para os modelos Bianchi I e

Bianchi IIJ. O modelos Kantowski-Sachs, Bianchi I e III tém R1=O

de forma que as solugBes das equagtes de Maxwell (3.7) e (3.9) s3o

dadas por:

Mo apéndice D mostramos como obtemos essas equocbes com o© uec  de

tompuldacas algebrica, mais especificamenie, com =3 programa REDUCE
3. 3.
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d 2
o = - aC InCEB ™) 3,11
H=HBEP? €3.12>

Usando a relagic (3.10) as equagBes (3.5),(3.68) e 3.8 ficam:

2
.. A A H
Ea = C1-1rD g + (1~ra) EE - _g - _% (3.13
B B B
. ‘2 A
o = rai g LT +gr+1 §§ _ 32 + A (3.14
B eB
" 2 2 A
b= - r;3 g - E_%lﬂﬁg . _§§ — A | €3.15)
: B 2B

Vamos procurar solug@es para essas equagdes que obedecam uma

equagio de estado da forma2

p = rAp onde - % <N =<1 €3.16)

Substituindo as express@es de p e p dadas por (3.14) e (2 18) na
equaglio acima obtemos a seguinte equagZo diferencial para BCL):

-2
& p, BT A_C1400
cn+x;r+3 A g . 1a _ _© =— + AC14X> = 0 C3.172
2B 2B

onde

P, = C14MDTS + 4Ar + 1 + A C3. 18>

Para resolver a equag3o (3.17) vamos fazer uma substituigie de

variavel de maneira a eliminar o terme em éa. Se dn=qdt a equagio

(3.17> fica na forma:

C14Adr+3-A g& d°

B , C1+Mr+3-A g dgq dB
2 B 2 e B dn d
dn n dn
Apesar do intervalo padréo para A ser (0,1, a extensdo para
valeores negativos sera considerada ie que alguns autores
apresentaram situagBes nas quais ocorrem pressio negativa (veja

refl. [%7h.
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2

P, 9 2 A_C14+0D
+ i [gg] - o+ A €3.10>
2B n 2B
Tomaremos g de Lal forma que:
e .2
C14A>r+3-\ g dg aB | P19 ) - o
= _5 dn dn 288 tdn
A egqguaglo acima & satisfeita se
q =B ¢ (3. 20
onde
=
_ C1420r + dAxr + 1 4+ A
“ T TTaeor 3 Sx €s.21>

A transformagc®o de variavel acima sS4 € valida quando o denominador

da eq. (3.21) n3o se anula. Se (1+X\dr+3-A=0 n3Io hA necessidade de

substituig3o de varidveis e veremos esse caso na seg3o 3.4.

Observe que como B20O, segue que t é uma fun¢3o crescente de N e

podemos tomar n=0 quando {=0.

Com q da forma (3.200 a eq. (3.19) se reduz a:

CBABE+A83 o1 _
B - R = O (3. 220
Cr-r >
o )
onde
_ A—3
I"o W > CBEB)

e ' denota derivada em relag3c a v». A integral primeira da eq.

(3. 280 é&:

B'8 + VCRD = C

(3. 24>
onde C & uma constante de integrac3o e
-A 2
_ 2 ZAB 2o .
veeo = [ oCr-r_5  Taristrr 3 ] B ¢3.2%

A equagdo (3.24) pode ser posta na forma:
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£ I dB = n - n, (3. 26
T - V(B>
B
(&)

onde LN ¢ uma constante e £=%l. Quando £=+1 o modeloc parte do raio
inical Bo no instante n=n, © se expande podendo ou n®o entrar numa
fase de contrag®o. Quando £=-1 o modelo parte de B0 e se contrai
podendo ou n3o passar a se expandir. Uma vez que VCBY ¢ uma fungdo

suficientemente complexa, n3o sera possivel obter wuma solugfo

geral para a integral do lado esquerdo de (3.268). O procedimento

que adotaremos sera analisar (3.24) como uma equagdo dinAmica de

um sistema unidimensional com um potencial efetivo dado por

(3.25). Assim, através dos possiveis graficos de VCR), podemos

analisar qualitativamente a dinaAmica das solugBes uma ver fixado o
valor da “energia total®™ C. No entanto, durante toda a evelugdo do
modeloe as grandezas p e E8 tem que ser positivas, pois p negativo

viola as condig®es de energia e Ea negativo fornece um campo

elétrico complexc. O sinal de o por sua vez pode ser negativo em

situagBes onde o contedde material estid longe do equilibrio

termodi naAmico.

. 2
Para analisar o sinal de p, E £ ¢ VvVamos expressar essas

grandezas como fung@es da variavel B. Das egs. (3.13), (3.14) e

usando que dn=B_adt obtemos:

e

A
o = ral B co~1 B 4 [r +(4 g)r+1+a] B 2o—2 B.E _ 88 + A
2B
C2.27)
'y H
Ea = (1-rJ) B 2ol BR'* + —ra+ar+1—q B co-2 B'a - _E - .2
. & 4
B 2]
(3. 28)

Usando (2. 220 e (3. 24> obtemos:
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2A [ 2Ci-rd e . Cr+1dC2r+1D ]
p = . + + C3. 20
Ci+2DCr r03 ox+1 aABa ABaa+2
' Arir-r.D Ha
g2 . _2A ( Cr-13Cr+2> _ 2 17, CC2r+13C1-rd>C1-A> ]_ o
o atl aABE C1 425 ABEO*E pd
C3. 30D
onde
_ &
Das egs. (3.11) e (3. 300 obtemos:
o - ZA [ ac1-rdcr+ay | 2Ty .
EaBa+1Cr~ro) o+l oABS
CCa—iDC8r+1)C2;:;C1—KD ] gE C3.32§
C1+ADAB n

Para delimitar as regi®es do grafico VCB) onhde £ Ea e o sfo

positivos serd Gtil determinar os pontos onde essas grandezas se
anulam. Para isso vamos igualar as express®es (3.20), (2.30) e

(3.32) a zero e inverté-las de forma a obter C como fung3o de B

2
que correspondem as curvas onhde p, E e ¢ s%o nulos:

~A_.T e

_ 2 2Cr-1)AR 20

Cp=OCB) - [a(8r+1)Cr+1D M Ca+1)C2r+1)(r+1)] B €333
, 2 -2
c 2 cpy = LA Mg B Agrtroryd . _Cr+2>AB® 2o
E =0 T 1°N |Ci<roCer+io oCl-r>Cer+123 CotidCar+10
C3.34)
147 Agrer-ryd 2cr+2) ARS 2ot

Co=o"® = X~ |cT-carsiser=rs z B €339

o= o C1-o"dCar+1)>

Existem alguns casos particulares que deven ser tratados em

separado, que s2o o=*l, =0, r=21, r=-1,2 e A=l pois anhulam o

denomi nador de alguma das equac®es acima. Esses casos serZo
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considerados na segloc 3.4.

Ainda para analise do sinal de p, Ea'e o, serfo dteis as

seguites equagBes: Subtraindo (3.33) de (3.25) obtemos
-A

| | =
_ 2 2AB 2a
VEBD = CpoofBd = [?2r+1)(r+1) * (2r+1)(r+1)] B

(3. 36

Observe que as curvas VC(B) e C =OCB) se interceptam no ponto

2 Mz

Bo = 57 (3.370

caso Ka e A tenham o mesmo sinal. Subtraindo (3.34) de (3.25)

obtemos:
2.2
VB> - C RS (r rO)HO B ) RECr ra) B ABB Baa
E=0 1-)N |2Cr-1)C2r+1) (1-roCar +1D> (2r+1o
C(3.38D
onde
_ A1
l"a = m (3. 390
E finalmente subtraindo (3. 35) de (3.25) obtemos
A_C3-A)Cr-r )car+1+¥/{3hhljcs_3k))
VCBY—C CR) = 2 3 C3-A2C1+MD +
o0 2(1—aJCr-ro)(2r+1D(l-r)(l—h)
_ 8 LC3-AIr+2(2-\D> ABB BBa C3. 40D
(1—aDCr-r°DCBr+1)C1*kD ’
onde
_ 1 1 C3A-12C5-30D _
'3 = " 3%z ¥//C3—R)(1+RD (3.415

Note que L s6 esta definide no intervalo 1-3<A<1. Para A<1.3 o

produto

€ 3A~1DCE-3ND
Cr r3jcar+1+v//c3—x)c1+x) 2

&€ real e positivo,
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Além das limitagBes decorrentes do sinal das gr andezas

fisicas envolvidas, existem as seguintes limitagBes com relac%o as

condi¢gBes iniciais:

1> As soclugBes devem comegar da singularidade B=0 ou comeg#r
com ralo infinito e terminar ou na singularidade B=0 ou se
expandir para sempre.

ii> As solugBes devem partir de uma soluclo cosmoldégica
estatica e evoluir para a singularidade B=0 ou se expandir

para

sempre. O processo inverso Lambém € aceitavel.

iii> Dadas certas condi¢@es iniciais que n3o sIFo nem a

singul aridade B=0 nem uma solug3o cosmolégica estatica, a solugdo

parie desse ponto inicial dadoe e evolué para a singularidade
B=0 ou expande para sempre.

As possibilidades i) e iiD servem tanlo para descrever uma
solugdo cosmoldgica como para descrever evolug3io estelar. A
possibilidade iiiD> serve apenas para descrever evolugdo estel ar.
Ela tem uma relevancia menér no contexto de soluges exalas e n3o
a discutiremos em deitalhes,

O= parametlreos cinemiticos 6, aaB,_aa e ufﬁ

para a métlrica

(3.1 em relag3o aos observadores comoventes com o fluido perfeito

550{58.3]:

i> Escalar de exPansﬁof

_ .o . _ .o pc _ {(2+rDB’
g = v s o = Y ABn = "—gi"—_:cT“— C3.420

OCbserve gque se r > -2 o sinal de 6 ¢ © mesmo de B'.

1iD Tensor de cisalhamento Cna base de tetlradas>:

Al - 5 BB . o33 _ 2C1-rdB 3. 4%
spl*e

Para v=1, que representa o caso iscotrdpiceo, o tensor de
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cisalhamento & nulo.
iiiD Aceleracio:

a =-3° =0

iv) Tensor de rotaglio:

¢2® 4+ 3% - a& +a26%> =o0.
AB BA A B B A

o =
AB

-

¢ Parae tragar o grafice de V(B>, C

(B>, C2 (B> e C (B os
o E =0 o=0
seguintes parametros sZc relevantes: r, A, a além de r_, ry *Tp €

F g Discutiremos algumas propriedades gerais desses parametros gue

ser3icoc Uteis adiante,

Na figura 3.1 tragamos o grafico dos parametros e Ty» To

1.00

0.67 |

-y

@.33

0.00

-0.33
-5.00 -4.00 -3.00 -2.00 -1.00 Q.00 1.00 r

FIGWRA 2.1 - rdficode v, T+, , 1
o 1 c

Observe gue nos restringimos ao intervalo -1.3<A%1l para Fer 7y ®

1
r, e ao intervalo 1.3<A\<1 para rag A partir dos graficos acima
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podemos ver as regiBes do plano Axr onde r € maior ou menor que

r r
o' 1°*

coeficientes de WB>, C (B, C2 (B> e C
T pTo E =0 o

', € T4, que serd Gtil na anilise do sinal dos

__CBD.
Vamos mostrar agora que o© sinal de o e Crwro) estZo

relacionados. De (3.21) podemos ver que o grafico de alrd, com A

fixo, & da forma:

Jft

FIGURA 3.2 - Grafico de ofr)

onde
= _ A-3+Y200-10C(30-5)
A+l
(3. 44>
= A=3-V2CA-1D0C30-5D
r' -
A+l
e
cry = EA-B+2¥Y2CA-1DC3IN-5)
olr = N1
C3. 458>
= BA-B-2Ye(A-1DC3n-5)
alrd =

A+l
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Da eq. (3.45) concluimos que oCrd20 e aCri<o para -1.3<x<1, entio
pela fig. 3.2 podemos ver gue aCr)(r*rCPEO. ‘Cutra maneira de
chegar a esse Ultimo resultado € mostrar que p120 para =1.3=<Ax1
Cveja eg. (3.18)) , porém o método que adotameos nos da informagBes
sobre o que serfo Gleis adiante.

Pelas egs. (3.25) e (3.33) vemos que a forma das fungBes V(B)

e C CB) &
PO

fCBY = Cc, + caBa) BE 3. 46D

Com relagZio a o existem 3 tipos de comportamento para a fungdo
£epy dependende se al-1, -1{a(0 ou o0 Assim, vames dividir a

analise em Lrés casos:

CASO 1: a < -1

Existem 4 formas para o comportamento de f(B) dependendo do

sinal de ¢, e c_ que sXo:

1 2
f S Lo L Y
- B
D A
B
c1>0. CB(O c1<0, c2>0 c1>0. c2>0 c1<0. c2<0
FIGURA 3.2 - Comportamento de f{(B} para ol-1
O wvalor devBO -3
—oc,
Bo = Cosise (3.47>
2
CASO 2: -1 < o< O

Para esse caso, os comportamentos possivels de f(B) sZo:
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»
0 »
T —
B B
- -+
o
~
c1>0. c8<0 c1<0. c2>0 c1>0. c2>0 c1<0. c2<0
FIGURA 3.4 - Comportamento de fCBY para -1<o<0
CASO 3: a > O
Os comportamentos possiveis para fCRY s3o:
f -~ -~ F -~
B B
> 0 LY
p » >
o
B
c:1>0, C8<O c1<0. ::2>0 c1>0, CE>O c1<0. c2<0

FIGURA 3.8 - Comportamento de f(B) para o0

3.1 - BIANCHI IlZ C)\8>03

CASO 1: o<-1

ad A>O

Nesse caso vamos descrever em detalhes =3 maneira como

obteremos o© comportamento qualitativo das curvas V(B) e C =O(B).

Nos casos seguintes, o comportamento das curvas pode ser obtido de
maneira analoga. Quando of-1 temos que r<r0 pois ja vimos que

a(r~r03>0. E facil wver que nesse caso Ca+1)(r—r0)>0. De (3.28)
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podemos ver que V(B) cai no caso (c <0, c ;>0 (veja fig. 3.3>. Da
eq. (3.332 vemos que Cp.-:é(B) também cai no caso (c1<0. c8>03 » pois

r<-1 (Note que ros—i). Da eq. (3.38) sabemos que: 1) V(B e Cp=o
se interceptam no ponto B°=1fxa/CE.’ID. 11> Para B(Bo temos que

szo(B)>V(B) e para B)B0 temos que C:OCB)<VCB). assim o

comportamento do grafico de V(BD (linha continua) e szcCB) Clinha

tracejadal eé:

i N o

FIGURA 3.6 - CGrafico de VCB) Clinha continuad
e de CP=OCBD Clinha tracejadad

Uma vez que a curva C o representa os pontos onde p=0 segue que

para os pontos acima dessa curva, p tem um determinadoe sinal e

para os pontos abaixo, p tem o sinal opostoc. Pela eq. (3.2
podemos ver, por exemplo tomando o limite quando B tende a zero,

que <O acima da curva Cp=o' Observe pela fig.

3.6 que n3c ha
nenhuma solﬁ:;'éo do tipo i) ou iiD discutidos na pag. 47, pois para
qualquer wvalor de C (na fig. 3.6 exibimos dois valores para ),

sempre haverad uma fase onde p & negativo.

b A<O

Para ACO, V(B e Cp=0 s3do do tipo Cc1<0, CB(O). De (3. 36D

vemos que VCB)(szOCB) VB. Assim:

Se



FIGURA 3.7 - Grafico de V(BY e C (B>

Observe que nesse caso também nZo hi nenhuma selugqo fisica.

c> A=0

Para A=0 vemos diretamente de (3.25), (3.33) e (3. 36) Csem
usar a fig. 3.3 gue o comportamento de V(B) e CP:OCB) ¢ igual ac

caso b)) acima de forma gue esse caso também nioc admite sol ugBes

fi=sicas.

CASO 2 -1 < < O

ad A>O

‘Seguindo © procedimento adotado no CASO 1, podemos ver que o

comportamento de V(B e C _ (B ¢ como

mostrado na figura

abaixo Cecf. fig. 3.4D3:

w

A

FIGURA 3.8 - Grafico de VI(B) e cp=OCB)
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Pela fig. 3.8 vemos que n3o hi solugBes fisicas.

B> A<O

Nesse caso obtemos os seguintes graficos:

7

FIGURA 3.8 ~ Grafico de V(R) e C CBD

Novamente nZIo hd soluglBes fisicas.
cd A=0

Esse caso & igual ao item < do caso 1.

CAS0O 31 o> O

Veremos primeiramente o caso A<O.

al) A<O

O comportamento de V(B) (eq. (3. 2500 independe de r, de fato,
c, € ca sdo negativos para qualquer r. O comportamento de C =DCB)

Ceq. (2.330), por sua wvez, depende de r conforme mostram os

graficos abaixo Ccf. fig. 3.5):
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/ ‘ /
o0 >0 S
// P<0 P
— N . -
\\\ ' B'
1 1
r < 1 1 < r < 5 ——2—< r <o
I .
> /
P>0 , | >0
/ ‘ ,
- s - - = L
‘\\_’/ "“-.\ B
N
AN
AN
0 <r < 1 1 < r

FIGURA 3.10 - Grafico de V(B) e CP:OCBD

Podemos ver pelos graficos que para nenhum valor de r & possivel

ter solugBes fisicas.

b> A0

Esse caso ¢ mais trabalhoso pois ¢ necessario analisar o
sinal de Ela para mostrar gque n3o had solugBes. Seguindo © mesmo
procedimento do item ad acima podemos tragar o grafico de VCB) e

Cp__OCBD. como mosirado na figura abaixo:
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L 4

-
S
\4
h""-s
T
—
- ’

B
\\_/
1
1 < r < =
1\ p)o F N
E*>0
O\
N
\
\
O <r <1 1 < r

FIGURA 3.11 - Grafico de VC(B), C _OCBD e ngzoCB)

Pela analise do sinal de p, somente para r no intervale (-1, -1.2)

¢ que podemos garantir que nZo hé solug®es fisicas. Para os outros
intervalos tragamos a curva sza-:o(B) (linha pontilhada)d usando a
equagdo (3.34> e (3.385. Estamos supondo inicialmente que HO=O.
Uma vez que o termo Ho /84 entra com sinal negative em (3.303, a
presenga do campo magnético diminue a regiio de solugBes
permitidas. Assim, consideraremos o caso HD#O somente para os

casos que restarem da analise com HO=0. Para determinar o sinal de

E” em cada regiZo delimitada pela curva C;:2=OCB) usamos a equagio

€3.30>. Observe que dependendc se r & maior ou menor que ry our,,

mais de um tipo de comportamento para C£z=O(B) € possiwvel para um
mesmo intervalo de r. Pela anadlise dos graficos da fig. 3.11 vemos

que n3oc ha nenhuma 'soluc;ZO fisica para A>0O, pois ou g ou EE
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sempre se tornam negativos para algum valor de B.

c) A=0

Seguindo © mesmo procedimento dos itens anteriores, obtemos

os seguintes graficos:

/ ~ /
>0 p>0 ye
v p<O o
~ ~
— . R _ .
™~
AN
r < -1 -1 < r <'-1 —% < r <0
T p>0 e 1 >0
E®>0 E’<o
ety .
- SR -
N N
\ “‘_ ¢, \
NN T N
N
O<r <1 7 1 <r
FIGURA 3. 12 - Grafico de VWB), € (B> e C 2z .CR)
pP=o E =0

Analisando os graficos acima vemos que somente para r no intervalo
(0,12 e satisfazendo a relagio rSri. ¢ possivel se ter solugBes

com Ea>0 e p>0 do Lipo 1> descrito na pagina XX, desde que C20.

Devemos acrescentar

também os pontos r=0 pois das eqs. (2.29> e

(3.302 wvemos que p e Ea_szo positivos para Cz0. Os pontos r=i

implicam que E8=0 e portanto o=0.

Concluimos

que para Bianchi IIIl o dnico caso em que &

possivel ter solugBes fisicas dentro das restrigBes que impusemos

Cver eqgs. (3.10) e (3.163>, é: o0, A=0, 05r{i Nr<r, e

1 C20. Vamos

S7



agora analisar o comportamento dessas solugBes. Primeiramente

vamos delimitar no plano Axr os valores que A e r podem assumir.

Na figura 3.13 tracamos o grafico da funcXo k=k(r1):

-0.00

-

P

-~

',}?/; e "t
S
/ e ._,/ e ) '/ -
ANy A
-B.373 ¥ s ]/Q//; - )
%] %] .33 V.66 ©.99 ¥

FIGURA 3.13 - Regifio de solugBes para Bianchi III

Uma vez que 0<r<1 e -1 /3SA<0 segue que a regifoc hachuriada da fig.

2.13 representa a regifo permitida para r e A. Pela eg. (3.21>

podemos mostrar que para r e A nessa regido, os valores que o

assume estioe no intervalo (0,1.2). A

relagdo entre o e os

parametros r e A sera analisada adiante, e a fig. 3.18 resume essa

rel:scio.

Vamns agora obter as grandezas fisicas relevantes e fung 3o

do tempo. A eq. (3.26) se reduz a:
o dR
F I = L7 | C3.48>
- o
B B
o c + e _

oalr-r 2
(o]

Quando C=0 a integral acima ¢ facilmente resolvida. Usando que

dn=B-adt e tomando BO=O. ocbtemos:

ro
B = ¢ /a_-mCr—rOD Ct-t >

(3.4
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De (3.49) wvemos que te(to.m) caso a soluglo esteja em expansdo
(e>0d, isto €, £=+41, e te(—w.to) caso a soluglBo esteja em

contragdo (6<0>, isto €, ¢=-1., Das eqs. (3.14D, (3.13) e (C2,11>

obtemos que:

cr

p = = C3. 505
T D

r(rl—rj
E = m—l— (3.51>
o
o = - 1 (32.82D
- t-t )
o

Observe que para o ser positivé £ tem que ser negativo, ou seja, a
solugZo tem que estar em contragio. Esse fato ocorre também para
C»0. De fato, a egq. (3.32> para A=0 se reduz ai:

> har(r~r1)

%8 er-r > [ oB® C1+x>pE*E

4 CCa-12¢2r+15C1-rdC1 =)D ] dB
dy

(3.853

Observe gue como r<r1 e afl/2 segue que ¢ tem o sinal contrario a
B’ o que prova a afirmacg3o feita acima. Nas solugBes que se seguem
vamos considerar que B=0 para 7=0 e que 7np<-w,0) de fcwmé gue o©
modelo comega de um raio infinite no instante n=-w e se contrai
até 2 singularidade B=0 que ocorre no instante n=0. O wvalor de €
tem gque ser ent3o igual a -1 também para C>O.

Para C»0 a integral (3.48) tem solu¢des em termos de fungBes

elementares somente 59[59] a=1k, k=2.3,4. .. . Para oa=1.2n,
n=1,2,32. .. obtemos:
n-1 n n—l1 1
_ o (r rob (_1)j 1 Cn z
v NG en-2J-T |
2 J=0
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A n—j—’
_ e 2ot 2 .§
EZ + XS B ] C } 3. 854>
o
Para n=1, ou seja o=1.2, obtemos:

An
B=g[a ~a¥c‘:‘]

r-r
[l

(3. 585

Para oa=1./2n+1>, podemos fazer a substituicl3o de varidivel

x=B~ para obter a seguinte integral:

< dx (3.5
B /Jc + bx® '

onde
A"}
o .
A eq. (3.86> pode ser integrada recursivamente usando as seguintes
[ S2)
expreszsfes :
cn ch—1 —_— . Zn—2
b dx _ X /C + pxt - C&n-13cC % dx C3. 88D
= Znb cnb =
/C + bx /C + bx
e

>
x

C3. 59

J‘ dx 1
= — asenh
/c . bxa' ¥b

Para n=l, temos que:

/a(r—roD / AE

Usando que dn=B—adL. obtemos:
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YA

onde te( -m,0D.

3.2 - BIANCHI 1 CA2=O)

Vamos agora analisar o modelo Bianchi I (A2=O). Vamos supor

inicialmente que A¥O. O mélodo de obteng3oc dos graficos é analoga

aoc mélodo usado na segio 3.1,

CASD 1: oK1

a) AO

b A<O

FIGURA 3.14 - Grafico de V(BD e CP=OCB)

Fela fig. 2.14 vemos gque n3o hia solucBies para A0 ou AQ.

CaAsSC 2! -1 < aa < O
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L 4

ad A0 b> ACO
P<O /
B <O
-~
=
FIGURA 2.15 —~ Grafico de V(R) e Cp
Novamente nioc ha solug®es para A>0 ou A<O.
CASCO 3: 0
ad A0
T proO . p> 0
E*<o / ve E°<O |
e
A N // [
_‘\‘- — : 4
N B
N
\ T>-Z
Voo 1
r<-1 —1<r<—§ —= <r«<1 i<r
FIGURA 3.16 - Grafico de V(B), Cp: CB) . OCB)

Pela fig. 3.15 vemos que n3o ha soclucSes,

b> A<O
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1 / 1 1 / 1
P> 0 / <0 P> 0 // ;»o
yd / E <O
— _-_/

-r Loy n 4 _-; -\ _%
\\ -_..\ B

\ N

\ NN
. NN
r<-1 —1<r<—% -% <r<i 1<r

FIGURA 3.17 - Grafico de V(B), C _ (B> & C 2 (B
] pP=0 E =0

Novamente nZo ha solug®es.
Vamos ageora analisar o caso A=0 que, como veremos, admite

solugBes fisicas. Vamos supor inicialmente gue H0=O. De (3.24D>,

(3.28), (3.30) e (3.32) temos que:

1 1 A

B = [vVC C1+c01*® 3¢ €3.625
p = 2(r+13C2r+1> = C3.83
(1+A)Cr*r0)C1+aJ t
Ea - 2C2r+1)(1—r)(1~232 (3. 64D
(1+k)(r—rODC1+aJ t.
o-1
o = S (3. 65>

De (3.632 vemos que p>0 para r>-1.2 e ro<r<-1 e de (3.64D
vemos gue EE>O para r<ro e -1l/2<r<1, Assim, para que p e EZ sejam
positivos temos gque restringir r ao intervalo (-1.2,1).

Vamos mostrar agora gue:

rel-12,11 e A\ € [-1-3,1]1 = o e [0,2]

Una vez que para qualqﬁer rel-1-2,1]1 temos que r>ro. pela fig. 3.2

podemos ver que o menor valor de o sera dado por al(rd e © maior
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o=1
1.0

o= 1.0
of = 0.6
B.67 \
of 05
o \
o= 0-1{
0.00 \\
_ o= 04
-0.33 / =0
-0.50 0.00 .50 r 1.00
FIGURA 3.18 - Curvas o=constante para alguns wvalores da

constante no intervalo [0,21. Observe que da eg. (3.21) o=const

implica que N\ ¢ uma fung®o de r. As curvas Ard estZo mostradas na
figura para -1/3<A<1 e -1.2<r<1.
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sera dado por olr=-1-2) ou alr=1). Pela eq. (3.45) podemos ver que

se re€l-1-3,1] entlo o menor valor de olrd) é zero. Logo o limite

inferior para o ¢ zero. Usando a eq. (3.21) temos que

ol r=-2,22=1-2 e olr=42=C1+430D/2. Segue ent8oc que o msior wvalor de

o € 2, gque ocorre quando r=i=l.

A partir da eq. (2.215, podemos explicitar A come fungieo de

A = —ra+ar+3a~1

= C3. 66D
r —Co—4dr+a+i

Na fig. 32.18B tragamos curvas AC(r) para varios valores de a com r e

A na regifio rel-1-2,11 e rel-1-2,1). Observe que a curva o=l/2

divide as outras curvas em dois tipos: As curvas com ol/2 cortam

a reta A=1 e as curvas com oK1l-/2 cortam a reta A=-1.-3. Note que

o= corr esponde ao ponto Cr,A2=C1,12> e a=0 ao ponto

Cr,x2=C1,-1-3>. 0Os pontos scbre a reta r=-1-2 est3o incluidos na
curva o=1/2, pois se substituirmos r=-1/2 na expressic de o dada

por (3.21D obteremos oa=1./& independentemente do valor de A. A fig.
3.18 sera util na analise de todos os casos gue veremos nesse

capitul o.

Analisamos o© sinal de p e Ea. Com relaglo ac sinal da

condutividade elétrica, note por €2 B5) que o ¢ positive se: il

o>l e B*'>0 & 11D o<1 e B*'<0.

As solugBes com 6>0 foram apresentadas por Dunn&Tupperta]

.. de
forma que no caso dele o©l. Na sua notagio, ele considerou
_,a
A=t €3.67>
B = t°

A regifo no plano bxa que fornece solugBes fisicas corresponde ao

triangulo pontilhado MNL (veja ref. [2) pg. 318):
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1.00 L

0.67

0.33

™~
0.00
-0.33 0.00 0.33 D.67 1.00 a

FIGURA 3.19 - Regifo de solugBes no plano bxa

De fato essa regiZo corresponde a especificagio o1, -1-8<r<1,

~1-3<A<1. Pois note de (3. 62> e (3.67> que

1

b = isa C3. 680

e Ccomo A:Brsegue que a=rb. Para o no intervalo [1,2) temos qgue

173{b%1 2 (cf fig. 3.19>0. Vamos agora analisar o dominic de a.

Pela fig. 3.18 vemos gque r varia de 1 até o valor da intercess3o

da curva o=constante com a reta A=1l. Substituindo A=1 na eq.

(3.210 obtemos gque o valor de r na intercess¥o dessas curvas €
o-1. Assim para um dado valor de b, temos gue bla-13<a<b. Porém de

(3.68) temos que a=C(1-bls/b, assim 1-2b{a<b. O menor wvalor de a
esta limitado pela reta b=-Ca+1d/2 (reta ML na fig. 3.19 e o

maior valor de a esta limitado pela reta a=b (reta LN na fig.

3.190. Isso reproduz a regi3o encontrads por Dunn&'fupperla}

(regifc pontilhada da fig. 3.19),.
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No presente caso O<o{2, de forma que a regifo de solugBes no

plano bxa ¢ maior. E facil de ver que a no intervalo (1/72.2

corresponde ao trildngulo PQL. Quando o é¢ menor que 1.2, o menor

valor para a n3o é mais dado pela reta b=-Ca+1)/2, pois as curvas

o=constante cortam agora a reta A=-1.3. Atraves de um

dezenvol vimento anadloge ac do paragrafo anterior, podemos ver cgue

o menor valor nesse caso estd limitadeo pela curva PR‘(ver fig.

3.19) cuja equagio é:

4 .
L o 25 véisgaz:aeaa 3. 6O

Concluimos ent3o que para a condutividade elétrica ser
positiva, a e b tem que estar na regifo hachuriada da fig. 3.19
caso 6<0 e na regi3o pontilhada caso €>0. As retas PL e LR devem
ser excluidas pols para esses pontos Ea ¢ nulo. A curva PR deve'
ser incluida na regifo com 6<0. Note que sobre a reta b=1-2 a
condutividade ¢ nula. Essa reta separa as regides com 6>0 e 6{0. A
positividade de o e Ea est&d assegurada nessas regides.

Vamos mostrar agora que se HO#O entZoc n3o ha solugdBes com
condutividade nZo nula. De fato, de (3.64) podemos ver gue se o<l
ent3o E‘.2 fica negativo quando B tende a zero e se oyl ent3o E‘.a
fica negativo quando B tende a infinito. Segue que -a tem que ser

igual a 1, porém de (3.638) vemos que nesse caso o=0.

3.3 - KANTOWSKI-SACHS C?\a< 0o

Analisaremos agora o modelo Kantowski-Sachs C)\a<O) que contém
um numeroc grande de solugfes.

CASO 1: a < -1
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a2 MG

Podemos obter o grafico ae V(B) e Cp#OCB) a partir do grafico
da fig. 3.7 pois das egs. (3.25) e (3.33) podemos ver gque VCE) e
Cp=o(B) trocam de sinal quando Lfocamos o sinal de A e 12. Assim

obtemos:

FIGURA 3.20 - CGrafico de VC(B)Y e C _OCB)

Fe a fig. 3.20 vemos que n3o ha soluges.
b> ALO

Comw no ftem ad, através da fig 3.6 obtemos:

FIGURA 3.21 ~ CGrafico de V(B) e Cp=OCB)

Novamente n3Zo ha sol ugBes,

cD A=0
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De (3.2%), (3 33 & (3.36) podemos ver gue para A=0Q o
comportamento de V(B) e C _OCB) ¢ igual ao caso ad acima (fig.

(3.223)> e portante nio admite nenhuma soluglo.

CASO 2: -1 < aa ¢ O
ad AO

Usando 2 fig. 3.9 obtemos:

1\

FIGURA 3.2t -~ Grafico de V(BY e C _DCB)

Pela fig. 3.22 segue que nIo ha solugdes.
B> ALO

" Usando a fig. 3.8 obtemos:

FIGURA 3.23 - CGrafico de V(B e C _ (B
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Vemos pela fig. 3.23 que n¥o had solugles.

c> A=0

Esse casc & igual ao ftem cd do CASO 1 anterior. Portanto nido

ha solugBes.

CASO 3: o > O

ad MO

Através da fig. 3.10 podemos obter o grafico de V(B) e

c OCB) e das egs. (3.34> e (3.38B)  podemos obter o©os graficos de

p:
€ 2_ (B
f‘((-{
ﬂ.‘ p>0 ) / + P>O ’
E*<o oa o/ E >0
/ -" -
- ) -..1_." . // . .'._‘.-:—__"-()-(.1 ‘
~ " ! i ~ *
~N N B
N AN
\ T 2 \
¢ -1V ' -1 <r < -1 ders<o
r = = r =

v

o< r <1

FIGURA 3.24 - Grafico de V(B), C _ (B> e C z2_ (BD
pP=o E =0

Podemos ver pela fig. 3.24 que existem solugBes nesse caso com p e

'Ea positivos se re(-1-8,10 e r>r2. Analisaremos adiante com mais
detalhes esse caso.
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b> A<O

Da mesma forma que no ftem ad, a partir da fig. 3.11 e das

egs. (3.342 e (3.38), tragamos os seguintes graficos:

F'S

>0 |/ T pPLO
E<o / '
I /""‘
7 R R
7 M A v
\_// \
\
\
r < -1 -1 < r < -1—
)
; /
T o y ' e> 0
E>0 E*<o
y R
> ~ )
- » Y \ ., N
W\ B
N\
\
O<r <1 1 < r

FIGURA 3.858 - Grafico de V(RY, C (B> e C 2 CBD
=0 E =0

Nesse caso também existem solugdes para r no ihtervalo C-1.-2,12>,
gque serfo analisadas com mais detalhes adiante.

c> A=0

A partir da fig. 3.12 e da eq. (3.34) obtemos:
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W\ -~ p>0
E >0 7 e
\\ B
AN
AN
AN
AN
ro< -1 —1<r<-3a- -5 <r =0
T pro 1 P> 0
250 /7 N
e, S ed
. L
= . il R
- B
o,
O<r <1 1 <r
FIGUKA 3.26 - Grafico de VCBD, C__ (B e C_z_ (B
p=o E =0

Novamente existem solugBes para r no intervalo C-1i.2,12
desde que r>r >
Vamos agora analisar com mais detalhes os casos que admitem

solugBes fisicas. Vamos comegar com os modelos que tém A<O (caso

b)) acimal.

KSL[ . AO, )">r‘a

Vamos analisar primeiro o caso r>r2. Na fig. 3.27 podemos ver

o grafico de VI(BI(C 2, C _ (B~ — — =D e C 2 ,CBXC..... J. Note
p=o E =0

Que existem outras formas para a curva Cl_:z____OCBD, porém pela eqg.

(3.3B> podemos mostrar que se r'>r2 ent3o VCB)>CE2=OCBD VB, assim

0= argumentos a seguir wvalem para todas as formas das curvas

CEz =0( B> .
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regi¥c de /

p > O /

EZ2 > o

Ve

APt
. /I E \ :
-\\~B]‘_ %-3- \f‘Bc B'

Ve

' g ar

BAR A

\ .
FIGURA 3.27 ~ Grafico de V(B), C » C 2 e C
o E =0 o=0

0< C<WBD)> = !
a(a+1>(r—rozc—aA3“

C3.702

Fara 0<C<VCBOD, o modelo parte da singularidade B=0 e expande até
o raio B=V_1CC) e volta para a singularidade.

Para C=VCB°D exisﬁem trés possibilidades gue s3o:

i O modelo ¢ estatico com raio B=BO. Podemos wver de (3.14) e
(3.13> gue p=0C e Ea>0. Essa solugZo & conhecida na literatura como
solugido tipo Bertotti—Robinson[Go_saJ CTBRD. No

capitulo 4

discutimos as solugBes TBR com mais detal hes.

1i) O modelo parte da singularidade B=0 e =se expande até a

solug3o TBR.

iiid> O modelo parte da solugic TBR e se contrai até a

singularidade B=O.
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Para todos os casos acima o sinal de p e E2 serd positivo. A
analise do sinal de ¢ por sua vez € mais trabalhosa. Pela eq.
(3.400 podemos ver que existem treés tipos de curvas CO=OCB)
(-.~.-> Cveja fig. 3.27> dependendo dos valores dos parametros a e

ro que determinam o sinal dos coeficientes c, e c, da fungio
VCB)"CU=DCB)- O tipo 1 €& caracterizado por VCB)>C0=OCB) YB. Por

(3.40) podemos ver que esse tipo ocorre somente se o<l e r>r3. Na

fig. 3.1 podemos visualizar a regifo que caracteriza o tipo I no

plano’ Axr. Por (3.32) segue que oB’' e negativo para a regi3o da

fig. 3.27 acima da curwva ComO(BD. Assim os modelos desse tipo tém
a condutividade elétrica negativa durante a fase de expansio
(B’>0> e tém condutividade positiva durante a fase de contragdo
(B’<0>. Note que somente quando lC=VCBOD ¢ que podemos ter a
condutividade positiva definida durante toda a evol ug3o do modelo,
peis © modelo pode partir da solug3o tipo Bertotti-Robinson e se
contrair até¢ a singularidade. Devido a importaAncia dessas solugBes
elas ser3o consideradas em separado no capitulo 4.

O tipo II ¢ caracterizade por VCB):ECU_;OCB) para BSBU Cveja

fig. 3.27) e VCB))CUzOCBD para B>Bo' Pela eq. (3.40> isso ocorre

somente se r<r3. O valor de Bo pode ser obtido igualando-se o lado

direito de (3.40) a zero:

C3A-1205-3)D
> —)\BCBF)QCr r3)C8r+1+/C3_)\)(1+x3 b s 715
o 4ACL-r2[C3-Xdr+2C2-1D1] ’

w
i

Note que Ba € menor gque BO pois de (3.37) e (3.71) obtemos:

5 > s 8 _ )\ECr+3-—2>\) s o
o o  ACI-1OIC3~Mor+2C8-ro1

(23.785

O ponto B,{3 Cveja fig. 3.287) corresponde ao ponto de miximo de

ConCB), € pode ser encontrado derivando o lado direito de (3. 35
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em relag8o a B e igualando-o0 a zero:

2 —kar(r—rib

Ba T BACT=r3Cr+s (3.73

O sinal da condutividade elétrica dos modelos com € tal que

C0=0CBa)<CSVCBOD tém o mesmo comportamento das solu¢®es do tipo I.
Quando Q<C5C0=OCBBD a condutividade.muda de sinal mais de uma vez
durante a evoiugﬁo do modelo, de forma que seu sinal n3¥o esta
diretamente cbrrelacionado com © sinal de B’'., Uma vez que acima da

curva Co=QCBD oB’ €& negative (ver eq. (3.32)) segue gque os modelos

comegam com condutividade negativa. Observe que as soluc®es que

partem da solugioc TBR s¢é ter3o condutividade elétrica positiva

durante toda a evolugio se C OCB23<VCBDD' A

o= relag3o

Cg=OCB33=VCBOD implica em uma curva A(r) de forma que para CA,rd a
direita dessa curva temos que Co=OCBED<VCBo> e C}.r) a esquerda
temos que CU;D(BED>VCBOD. Essa curva ACr) sera obtida de uma forma
mais simples no capitulo 4, onde analisamos de maneira completa o

sinal da condutividade para as soluc®es com C=VCB;).

O tipo I1I ¢ caracterizado por COZOCB)>VCB) VB, & por (3.4
vemos gue esse tipo €& caracterizado por oOl._Por C3. 320 podemos
ver que oB’ & positivo péra a regifio acima da curva Ca- CB>. Pela
fig. 2.27 vemos que todos os modelos desse tipo trocam o sinal da-
conduti vidade passandoc por um instante em gue

ela ¢ nula,

inclusive as solug@es com C=VCBOD.

KSe. A0, r<ra

Vamos analisar agora o caso r<ra. Pela fig. 3.1 vemos que se

r(ra ent8o r(r—r1)<0 e a<l. Nesse caso, de (3.34D) e (3.35) vemos

que C2_ (B> e C_ (B> tém a forma mostrada na fig. 3. 28:
E =0 =0
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regiio de

p >0 /

oB' < O -/

L 4

B
FIGURA 2.28 - Grafico de V(B>, C _, C 2 e C
7 _ P=0 E =0 =0
O ponto Bi' que corresponde ao ponto de maximo da curva CE2=0(B) =]
dado por:
-2 rflr-r,2
e _ c 1
By T Riord €3.74>

De (3.35) de (3.34) podemos mostrar que C _ (B ,>=C 2 .(B >, assim
oo 1 E =01

as curvas COZOCBD e CEz:OCB) se interceptam no ponto B O ponto

1°
Ba que corresponde ac ponto de maximo de Ca=oCB> cuja express3io é

dada por (3.73) satisfaz a seguinte relagi3o: Bé=Bl/8. O ponto Bor

corresponde ao ponto de intersecg3do de Ca=OCB) e V(BD, cuja

express¥o ¢ dada por (3.71D.

O ponto Be corresponde ac ponto de intersecg3o de CEzzoCB) e

VY(B). Note que =se Bi<Be entZo as solugdes fisicas s3o tals que

C 2z (B DSC<V(B 2 e se B <B, ent3c as solugBes fisicas s3o tais
E =0 "1 o e 1
que CEz=0(Be)SCSVCBo). Assim, & importante estabelecer a regiZo de

valores de A e r onde Be sejia maior ou menor gue Bl' De (338>
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temos que:

A Cr-r_D
2 _ e 2
e ey rE P CR. 75>

Igualando (3.75) com (3.74> encontramos que os pontos no plano Axr

onde Bea=Bia s3o dados pela curva
_ . 3r+z
A= f1(r) = a5 (3.76>

Quando r estd a direita da curva f1 temos que Bea<Bla
c
4 -

e quando r

estid a esquerda temos que Bea>B

1.00

A

8.67

.33

Q.00
-0.50 0.0 ©.50 1.00 r

rva ° T Tl TI

FIGURA B.20 - Grafico de ficw:gr—@ e r Cry=1*r

A parte pontilhada da fig. 3.2¢ representa a regi2>s onde

CEZEOCBe)SCSVCBOD & a parte hachuriada a regifo onde

<<V ; <
CE2=OC81)“C~VCBOD. Note pela fig. 2.28 que CEZ=OCBe)—VCBo)

qualquer gque seja o valor de B . No entanto,

e a relq;ﬁo

CEzzo(Bl)SVCBD) ¢ um vinculo que tem gue ser satisfeito e que
reduz a regifo de solugles da fig., 3.28. A anadlise desse vinculo
sai como consequéncia da analise feita no capituleo 4, onde
mostramos que para os pontos (r,A> acima da curva f da fig 4.2, Ea

¢ positivo para todo B e consequentemente CE2=OCB

JEVCEB D). Para os
1 e}

pontos abaixo da curva f, temos CE2=0C81)>VCBOD.
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A 2nilise do sinal de o ¢ aniloga a analise feita para o tipo

Il do casoc KSi.

KS3. &0, A0, reC-1,2,12 tal que r>r8

Na fig. 3.30 moutramos o© comportamento das curvas V(B> ,

C (B>, C 2z (B e C CB>.
pEo E =0 O=0

ar
regizo de/

, e !
. / /_-.://'"/ 0 ~ \\\ |
A Y 4
E? \ ' B"— B
: i
FIGURA 3.30 - CGrafico de V(B>, C _ , C 2 e C
_ ‘ P=0 E =0 =0

O ponto Be ¢ dado por (€3.75). Pela fig. 3.30 vemos que as solugBes
que tém p e E2 positivos durante toda a sua evolug3o sFo tais gue

0 < C = VCEED onde:

o

-2A A _Cr-r_D
_ ot . 2 c
VLEe) - a(r—rODC1—r)C1+k) [ ACl-rd ] €3.77

Note gque todos os modelos partem da singularidade e expandem ate
um rajo miximo e retornam a singularidade. Come no caso KSi
existem +trés tipos de comportamento para a curva C__ (B

dependendo dos parameiros o e ra O tipe I (veja a fig. 3.30) &

caracterizado por ofi, r)rs. © Lipo 1II por r<r3 e o tipo IIT por
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o>1. O sinal de oB® € positivo acima da curva CO=DCBD para o tipo
IIl e ¢ negativo para os tipos 1 e 11, pois de (3.32) vemos que o
sinal de oB' acima de C0=OCBD dej.ende se o é maior ou menor que 1.
A 2nidlise do sinal da condutividade elétrica fica agora bastante

simples e ¢ similar a analise feita no caso Ks1 .,

KE4. A=0, r>ra

Os graficos de V(B), C _(B), C2 (B) e C (B> est3o

pP=0 E =0 o=0
moctrados na fig. 3.31. Existem outras possibilidades de
comportamento das Acurvas Cp=OCB) e CEZ=OCB). porém todas elas

estdo abaixo da curva VB). Assim, a positividade de o e Ea esta

garantida se C=0.

_JI (o(bt bo r.',r‘)

/ I (et A0
' /
regido de / -

w

FIGURA 3.31 ~ Grafico de V(B), C pﬁoc 2 =8 C =0

Existem dois casos para a curva CU=OCBD' Se o1 ou se r(r3 da eq.

(2. 400 vemos que CO_OCB) esta acima da curva VEB) e se o€l e ror

CO_OCB) esta abaixo da curva V(B2. No segundo caso podemos ver de
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(2.33> que oB' é negativo acima da curva co=o(B>' Assim os modelos

ccmegam com condutividade negativa e seu sinal muda guando a

expansio se reverte. No primeiro caso a condutividade comeca

positiva se obl e negativa se r(r3 e ocorrem Lrés mudangas de

sinal até que o modelo retorne a singularidade, que se d3oc nos

dois momentos em gque o modelo corta a curva CO_O(B) e quando a

expans3o se reverte,

Vamos analisar agora os modelos tipo Kantowski-Sachs corm
HO#O. Vamosz comegar com © caso A<O.

KSS. ACO, HO#O

(uvando HO#O. a regific de solugles no plano Axr estd contida
na regido de solugBes do caso H0=0. Segue entdo que o intervalo de
solugdes péra r € A esl2o contidos nos intervales [-1/2,1] e
(~-1-3,1] respectivamente. Da eq. (3.30> podemos ver que EE e

c

positivo definido somerte se oi, peois se o<l o termo —H0 /B4

domina quando B tende a zero.

Na fig. 3.32 tragamos © gréafico de VI(B), Cp=OCB). Ctz=OCB) e
CUZOCBD. Os graf.icos de V(B> e szO(B) s¥o os mesmos do caso KSi1,
e o grafico de co;__ocan ¢ igual ao tipo IIl Ced1d> do caso KSI.

Assim a analise do sinal de p e o j4 estid feita e resta apenas a

analise do sinal de EB. O grafico de C52=OCB) se modifica agora

devido a presenga do primeiro termo na eg. (3. 34>,
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regi3o de

p > 0O ' //

B2 > 0

FIGURA 3.32 - CGrafico de VW(BY, C _ , C2 . e C
: pP=o E =0 o=0

Usandn» (3.34) segue que o ponto Be Cver fig. 3.32> é dado por:

c 2.
2 1/r—AaCr--ra) +2(1-rd>(Cr rODC AHO D> o+ haCr ra)

Be cC1-rD>C-AD (3.78)

Derivando (3.34) em relagZo a B e igualando a zero obtemos Blt

B = =

=4 2 2.
2 1//--)\ar (r—rlb +2C1 r)(r—ro)Cr+8)(a 12C AHO > 4+ »x_rCr rl)
1 2C1-rOCr+22C-AD

(3.79

2

Vamos mostrar agora que B1<Be' 1

Note que podemos escrever Be2 e B

da seguinte forma:

2 /S 2 2
= +p1] -
Be 7 vio H
e
c _ J &2 z _
Bl = '% +6HO ¥
onde
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A Cr-r_D r-r

c c o)
H " 3AC1-r5 ¢ T SYE R
(3.8
Aar(r-rib ' . . (r—ro)Ca—lb
¥ © BRCi-rocreey ¢ BC-ASCI-roCraes

£ facil wver que &<y. Seja ¢ uma fungBo de Ho dada por:

_ e _ (=
g(HO) = Be B1

Note que g(0O2>=0 e que

lim gCH > = CYv - 16) H > o.

H ax
o
c. . ©
Vamos supor por absurdo gue B1 >Be » Nesse caso a funglio g tem que

admitir pelo menos um valor de Ho onde “g’CH0)=O pecis  caso

contrarioco g n3o assumiria valores negativos. Derivando g e

igualando a zero obtemos:

L e 65,2, By B

o T 78y .81

Pora gue & equagdo acimz ternha scolugio temos gue ter Sp—anp >0,

porém:

C3A-12(5-3AD
(A=-3XCr ’3)car*1*v/fc3—xjc1+x> >
S Su—vy =

> < O {3820
8(e2+r2>C1-r2 C1+xD
de forma gue chegamos a uma contradigio.
' 2, 2 . L 2
Como E.,1 <Be . pela fig. 3.32 vemos gue a positividade de E

est4d garantida se Ctz:OCBIDSCSV(BOD. Segue gue para existir

solugBes temos que ter C52=0(81)SVCBODA Essa relag®c implica que,

dado wvalores para A e r, existirad sempre um limite superior para

Ho cujo wvalor s¢ podera ser obtido numericamente devido a
compl exi dade da expressio (%F=OCB1>' Isto serid exemplificado no

préximo capitulo para um dado valor de &« no caso de umz solug3o

com limite tipo Bertotti-Robinson.
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KSS. MO, HOVO

Como no caso anterior temos que impor a relag¥o o221, para que

E~ seja sempre positivo. As curvas V(B), szoCBD e Co=o(B) (tipo

II112 tém © mesmo comportamento do caso KS3. A curva CEI‘O(B). dada

por (3.342, Lem a forma mostrada na figura abail xo:

regi o de

e > 0
E? > o
oB” > O
-.1."
I’ - - '-J-\‘_
L —
’,/r -_— — l .‘--s\\ \‘\ .
~C »
B_L' e~ Ei’ B‘{‘ ~N B

FIGURA 3.33 -~ Grafico de VWB), C C
p=0 E =0 =D

Para que exista solug3o fisica a curva C}z:o(B) tem gque ter wuma
parte abai> . da curva V(B). Isso ocorre se:

c
> (r—rab

<
AHO - 8(1—r)(r—r03 €3.83)

pois nesse caso a equagdo CE2=OCBD—V(BD=O admite duas solugBes

reais B e B dadas por:
e+ e-

rer_ % vir-r_5C-2AH SCr-r 5C1-rd
B c = = e o (o)

et ZACT-15 (3.842
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Os pontosx Bl* Cveja fig. 3.33) sXo dados por:

rCr-r.> % YrCr-r >%-BACr+2>Ca-13Cr-r 31-r>H ©
B F = 1 1 © © ¢3.85
14 BACIrSCr e :

onde Blhcorresponde a um ponito de mAximo e B1+ corresponde a um

ponto de minimo. Vamos mostrar agora,

c

de maneira similar ao caso

anterior, que Bl_a<Be_ Usande as expressies (3.80) com A no

lugar de -A podenos escrever:
c _ e e

B = u (¥ vHO
c / c

B ¥ r 6HO

Note que se gCHO)=Be_a—B &E entZo g(0>=0. Porém,

1 diferente do caso

Lo

anterior, aqui HOQ tem um wvalor miximo dado por pa/v. No entanto

podemos mostrar que g(fpe/v)>0. De fato, temos que:

— [T &
gc Pc/p) = 4oy -+ EZV_‘S}J__

A curva A=f1(r) dada pela eq. (3.76) fornece os pontos onde p=p.

Para r>:t".,l temos que wy. Além disso usando (3. B0O) temos que:

c c r3C1+A)3+r8(3A3+9A8—15x+11)+18rC1—h)a
vy —6u = — = 5 yi {3.8B6D
BCE+rD> (1-rD>7C14AD 7 [C14ADr+3-X)

E fécil wver que para A e r nos interv.los [1.3,11 e [0,1)

respectivamente temos que vya—épa>o. Assim gcipa/v) é real e

positivoe. Como no caso anterior, a derivada de g se anula somente

se vy—-éu for negativo, porém j& mostramos que essa expressio €

pesitiva. Segue entZio que g'>0, logo Be_a>B1_8.

Pela fig 3.33 vemos que as scolug®es fisicas devem ter C de

<C<VC
tal forma que CE2=O(81-)*C"VCB9+)' Além dessa condigZo,

impor como antes que Cz_

temos que

=<
O(Bl_D_VCBe+). Essa relagZo implica em um

B4



vinculo entre r, A e Ho' que deve ser analisado numericamente

devid compl exidade d
e o a comple ade das expressBes de Ctz=O(Bl-> e V(Be’b.

KE7. A=0, B _»O
O

Novamente temos que impor o1, As curvas WVRB), C _OCB) e

ConCB) Ctipo 11D s3o iguais as do caso KS4. A curva C:z=0(B) Ceq.

3.342) se modifica conforme mostra a figura abai xo:

regido de /

=C£z O(Ba)
B
FIGURA 3.34 - Gréaficode V(BY, C _ , C2 e C _
p=0 E =0 oo
O ponto Be ¢ dado por (ver eg. (3.3B>D
= —Cr—rD)HO
Be ~“ mror ¢s.87
c o
O ponto Bl ¢ dado por Cver eg. (3.38))
= Ci-a)(r-ro)Ho
Bi B ElarCr-rl) (3.88

Note que Bl—Be fernece uma express3oc com numerador igual ao da

eq. (3.B86) e denominador positivo. Logo BBSBE.
1 e
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A=sim as solugBes fisicas sXo tais que CZC:’: C(B,>, onde

0 M

=0"F17 ¥ BalT=roCarsio01-xo X rCror 5 (3. 89>

(r—ro)(1+k)HOL (I—a)(r—ro)Hoa a-1
Crz (B, D
' c

2.4 - CASOS PARTICULARES

a2 r=0 Co=txD

Quando r=rO nIFo his necessidade de substituig83oc de variével

para integrar a eq. (32.17>. De fato, ela se reduz a:

e
c _ C1+00D B e
= BTG E-30 M2 2AB™) (3. 90

Quando A=1 temos que pl dado por (3.18) é nulo. De (3.17> segue

que B 1em que ser constante igual a kZ/BA. Nesse caso obtemos uma

solugfico tipe Bertotti-Robinson., Vamos super entio gue A1, De

(3.14> segue que:

AE(A~BD+BABB

o = = €3.91)
C1-ADC5-3AOB

Com relag3o a positividade de p vames dividir a anmslise em guatro
casos dependendo do sinal de Aa e A. Nenhum desses casos fornece

solug®es fisicas:

i <0, <
id Aa 0, AO

De (3.80) vemos gue para B2 ser positivo B tem que satisfazer
a relag3o Ba>Cx8/2A). Porém de (3.912 vemos gue nesse caso pLO.

P < > -

iid xa_o, Az0O

De (3.80) vemos que3 BESO.

Quando AZ=A-0 segue de (4.91) que P=O. Nesse casc nao podemos ler

uma correnle elétrica pois Nao existirde portadores de caorga.
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i14D Aeao. A<O
De (2.812 vemos que p<O.

ivd A2>0. A>O

De (3.200 e (3.912 vemos que Ba € £ n3%o podem ser

simul taneamente positivos,

No processo de integrag3c da eg. (3.22) aparecem dois casos
particulares que s3ioc a0 e oa=-1. Note que o denominador de (325
se anula para o=0 ou a=-1.

b)) a=0

De (32.21) vemos que o=0 implica gue:
r2+1

r* (3.92)
ro+4r+1

O grafico de A(rd esta mostrade na figura abaixo:

A .

Y
ol
.
-
~
-
bw|
e

?

FIGURA 3.35 - CGrafico de A(ro

Uma vez que -1.35x%]l, pela fig. 3.35 vemos gue os Unicos valores

que r pode assumir €& r=-1 se A=-1 e r=1 se A=-1-8. O caso A=-r=l
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fornece uma solug3o tipo Bertotti-Robinson como pode ser visto de

(3.172. Vamos analisar ent¥%oc o caso A=-1,3, r=1. A eg. (3.17) nos

da:

= O 3. 83>

A integral primeira & dada ent3o por:

A 2
S - §§ In B + ﬁ%_ - C3.94)

Usando (3.84) nas egs. (2.142 e (213> obtemos:

1 KE
P = -—'é' ()\8 In B - a'—— + 30O 3.85>
E
e e Mg
E- = - - (3. 862
B B

FPara que Ee seja positivo em algum intervalo de B temos que impor
k8<0. isto é, o modelo tem que ser do tipo Kantowski-Sachs.
Vamos analitar o sinal de p através do método do potencial

efetivo., De (3,940 obtemos

A | 2
VCBY = - §§-1n B + ﬁ%, : . (3.97)

e de (3. 85> obtemos:

A
C (BY = - & (2 1n B - 1> (3. 98
pP=0 &
e
—xa+aABB
VCBY - C (B = ——————— 3. 09
pP=0 3]

Para A0 os graficos de V(B e szOCBD estBio mostrado na figura

abaixo:
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FIGURA 3.26 - Grafico de V(B) e Cp B>

>0

Observe qgue todas as solugBes partem da singularidade B=0,
expandem-se até um raio maximo e contraem—-se até a singularidade.
Nole de Cé. 9> que Ho tem gue ser nulo para garantir a
positividade de Ea.

Para A0 o grafico de V(B) e cp=0CB) esta mostrado na fig.

> 0 /

/ 7% ;
/

FIGURA 2.37 - CGré&fico de V(B) e Cp:OCB)

Para que p seja positivo temos que jlmpt:r CSVCBOD. Se C<VCBD) o
modelo parte da singularidade, expande atle um raic maximo e
retorna a singularidade. Se C=V(BOD temos duas possibilidades: i)
© model o pérte da singularidade B=0 e se expande at¢ a solugZo

tipo Bertotti-Robinson B=BO, ii) o modelop parte da solugic TBR e
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se conlrae até a singularidade B=0. Em ambos os casos temos que
i mpor Hozo para garantir a2 positividade de Ee.

O =<inal de ¢ pode ser obtido da eq. (3.11) que nos da:

. B
o = N €3.100)

Assim a condutividade ¢ negativa durante a fase de expans3o do
modelo e ¢ positiva durante a fase de contragdo. E possivel ter um

modelo com o positivo durante toda a evolug3o quande C=VCR)

no
caso 11D descrito no paragrafo anterior.
c) a=-1
Para a=-1 a eq. (3. 210 nos da que:
c
r +r+4
A TTrasy (3.101>
O grafico dr A(rd) esta mostrado na figura abaixo:
I T
1
We -n
i H‘r'; N
o* L r
%
_1'
FIGURA 3.38B - Grafico de ACrD
Como -1.3sAs1l segue pela fig 3.38 que r esta limitads ao
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intervalo -2sr<-1. A eq. (3.22) se reduz a:

- i . 2ACL-rD

5 = 0 ' (3.102D
(2r+15Cr+1i 2B (2r+1D5Cr+10B

A integral primeira ¢ dado por (3.242 onde V(B) é:

A C1-rD
VCBY = £ 5 - §2§i1§2ri?38 €3.103)
Cer+13Cr+15B

De (3.37>, (3.1022, (3. 240> e (3,103 obtemos

=
s - Aor Cres) _2rcrCeqr-soA

BCar+1dCr+iope  (ErHOralo

In B 4+

r{r+53A r{r+53C
Cer+idcr+iy = ¢3.104>

Invertendo a eq. (3.1043 obtemos:

AT
(a4 - 4Cr—-10A 2A
C _ B> = + In B -
= C2r+1)Cr+1)Ba' C2r+120Cr+1D C2r+1d2Cr+1>
C3.105>
De (3.104> e (32.105) obltemos:
-A2+2ABE
Vv(iBY - C =OCB) = = (=2.106D
C2r+1>Cr+10B

Existem qguatro possibilidades de comportamento de V(BD

dependendoc do sinal de RB e A Nenhuma dessas possibilidades

admite solugBes fisicas, de fato: Usando (3.103), (3.10% e

(3.106) podemos Lra¢ar as curvas V(B) e Cp“oCB) conforme mostrado

na figura abaixo:
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ka<0, A<O Aa>0. AO | AESO. A>O

-

> = -
ka_o. A<O A2<o. A=0 Aa>0. A=0

FIGURA 3.339 - Grafico de V(B> e C OCB)

Analisando os graficos acima vemos que © caso o=-1 n3o admite

solug@es fisicas.

d> a=l

Quando a=1 n3Ec podemos inverter a eq. (3. 32> para obter

ConCBD. Da eqg. (3.212 temos que r=2(1-AR>/C1+AD) onde 1.-35)%51,

assim a eg. (3.32) se reduz 3:

ABC1—RD

g — 5 ] B’ (3.107>
B

o = [ Z2C3XA-10A +

65~3K361+KDEEBE

Os JYnicos casos com p e E8 positivos admitindo a=] sAo os casos
KS1, KS3 e KS4. Para KS1 C(ACOD e KS4 C(A=0D> temos que oB'<0. Para

KS32 CA>0OD temos que oB' € negativo para B<Bc onde
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~X,C1-RD ,
¢ = ZEI3A €3.108)

e oB' é positivo para B>Bc.

e) r=-1

De (2. 210 segue que se r=-1 ent3o o=1. Note gque nesse caso o

denominador da eq. (3.33) ¢ nulo. Assim Ltemos que usar diretamente

a eq. (3.289) para analise do sinal de p. De (3. 29) obtemos:

. 2ABS - A
£ = o = (3.109)

B

De (3.252 temos que:

142 2 4
VEBY = pzmes € - A BT + AB” O (3.1100

Existem quatro tipos de graficos de V(B) dependendo do sinal de KE
e A. Vamos mostrar que nZIo ha solug®es fisicas em nenhum caso.

z0, A=O
i> ha A

De (3.1020 segue que p<0, Portantoe esse caso n3c admite

soluglo fisica.
i N 25 DR )
Li2 La 0, O

O grafico de V(B e os pontos onde p=0 est3Ic mostrados na

fig. 3.40:
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FIGURA 32.40 - Grafico de V(B) e p=0

A esguerda da curwva B=BO temos que pX0 e a direita temos que p>0.
£ facil ver pela fig. 3.40 gque n3oc ha solug®es fisicas.
Fara as possibilidades restantes seri nhecessario analisar o

sinal de Ea. De (3. 34> obtemos:

ALCA-1D
_ 14 2 _anf | w2
Coz_o(B) = e [ ST AB ] B €3.111)

Subtraindo (3.19) de (3. 200 obtemos:

VCBY - C 2 CB) = 2% 2__ . A% | B® c3.112>
E =0 1-x

111D k2<0. A<O

O=s graficos de V(BY, p=0 e CE2=O(B) estTo mostrados na figura

abaixo:
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FIGURA 3.41 - Grafico de V(BY, p=0 e C£z=OCB)

Fela fig. 3.41 vemos que n3o ha solugles fisicas nesse caso
{ < >
ivd lamO. AzO

O grafico de VI(B) e C£z=O(B) estdo mostrados abai xo:

A< O
A=
A>0
ECco - . A=
h B
A =0 A>O A<O
FIGURA 3.42 - Grafico de VCBD e C_z_ (B>

Note que n3o hia solugdBes com Ea positivo.

2 r=-1,-2

De (3.200, (3.30) e (3 320 podemos ver que quando r=-1-2 n3o

é possivel inverter as expressdes de p, Ea e o para ocbter Cp=OCB)'
CEZ=0(B) e Cazo(B). Analisaremos o sinal dessas grandezas

dirtamente de suas expressBes. Note da eq.

(3.212 que quando
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re-1-e temos a=1-2. Assim, as egs. (3.29) e (3. 30) se reduzem ai:

A

4C1 400 2
e [ 2h - —5 ] €3.113>
B
C3N-1OA
£° = ééég%l [—3A + -—~—~§§ ] €3.114>
- C1+4M\B

Observe que para Bianchi III, o comportémento de V(B>, mostrado

nas figs. 3.10, 3.11 e 3.12, ¢ tal que o modelo sempre atinge a

singul aridade B=0 ou expande para sempre. Tomando os limites B+0 e
B+w, podemos ver de (3.113) e (3.114) que p e E° nao podem ser

sinmultaneamente positivos,

Para Bianchi I Cka=05} note que p e Ea tém sinais contrarios,

portanto nesse caso também nIc ha sol ugBes fisicas.
Para Kantowski-Sachs (Ka<03 exlstem solugBes fisicas. Vamos
dividir a analise em trés casos:

i> AO

De (2.113) vemos que p ¢ positivo definido. De €3.114Y vemos
que para Ea ser positivo A tem que estar no intervalo -1-33A<1.3

(que ¢ equivalente a condigXo ra<r=—1/8) e B tem que ter um valor

maximo dado por:

A (3A-1D
BE . _©

max 3ACL +)XD . (3.115>

2
< (<
Assim o valor de C tem gue ser tal que O0<C<V(B x)' Note que B ;

coincide com Bi dado por (3.75 quando r=-1-2. Assim esse caso

pose ser incluido como caso limite na analise feita no casoc KS3.

1id A<O

De (2.113) vemos que p>0 desde que BEBD. De (3.114> vemos que
E- & positivo para BSBO e —-1/35A\=<1.3 C(ou r>r8), Portanto esse caso

pode ser incluido na analise feita no caso KSi.

1iiD> A=0

=18



De (3 .3113> vemos que p>0 e de (3.114) vemos que A tem que
estar no intervale -1/3<A<1,3 para que E8 seja positivo. Como

r=-1/2 esse intervalo. para A equivale a condig¥o r>r_ (veja fig.
[

3.1). Assim esse caso pode ser incluido na analise feita no caso

KS4.

g2 r=1
Quando r=1 n¥Eo podemos inverter as expressﬁés de EB e o para

obter mos Ctz=O(B) e Ca_ CB). Porém a analise do sinal de E8 e o é

bastante simples pois de (3.13) e (3.11) obtemos:

E- = - —= _ (3.1162

B
o = B : 3.117>

Assim E8 st ¢ positivo nos modelos tipo Kantowski—Sachs Ck2<0), e
© sinal de ¢ @ contrario aoc de B. Esse caso pode ser incluido como

caso limite da analise feita no caso KS1 e KS3.

hd> A=1
Quando A=1 nZo podemos inverter E8 e o para obter CE2=O(BD e

C 0CB). As eqgs. (3.30) e (32 320 se reduzem a:

O‘:
Ar
EB = e [ Cr-1>A - = ] (3.118>
i+4r A
B
AT
o = e 2(r-1>2A + 2 B’ (3.119
1+4r BB

Para Bianchi III nZEo ha solugBies pois, da analise feita na seg3o
3.1, os unicos casos gue tém p positivo sZEo o®0 com A>0. Se A=0,

pela figura 3.12 vemos que r tem que ser positivo porém por

a7



!

(3.118) segue que EE(O. Suponha agora que%A)O. De (3.21) segue que
r>-1. Pela fig. 3.11 vemos qQue r tem qQue ser majior que -1/ e
podemos ver que todos os modelos partem da singularidade B=0O. De
(3.118B) segue que r tem que ser negativoe para que Ee possa  ser

positive no limite B+40. De (3.118) podemos ver que quando

-1-2<r<o0, Ea se torna negativo sempre que B>ha/3A. Porém da fig.

3.11 podemos ver que B sempre assume valores maiores que BO (que &
dado por AE/EA) logo E8 sempre fica negativo em um certo intervalo

de B. Portante Bianchi III nico admite solug®es.

0 modelo Bianchi I por sua vezr admite solug®es fisicas com

campo elétrico e condutividade constantes para esse caso

particular. Da analise feita na seglo 3.2, os Unicos casos com p

positivos s3o os casos a0, Quando A=0, segue que E8=o-0. Quando

ACO, da fig. 3.17 vemos que r {tem que ser major que 1, porém de

(3.118> segue que Ea<0. Quando A>O e r>1 de (3.118B) segue que Ea é

positivo e constante dado por:

EE - e(r-1>A cx.1200
r+1

De (2.119) segue que

= 59—;2—-2—‘“-{5_ | | €3.121)

Assim o €& ﬁegativo quahdo B’>0 e positivorquéndo B*'<0. Note pela
fig. 2.16 guee o maxdelo parte da simgularidade, exparnde ate om raioc
maximo e retorna a singularidade,

O modelo Kantowski-Sachs também admite solugdes. Na segio 3.3
vimos que para p ser positivo temos que ter a>0 ou seja r>-1. Para

r pertencendo ao intervalo (-1-/2,1) podemos incluir esse caso como
limite dos casos KSi, KS3 e KS4. Para r no ihtervale (-1,-1-82

vemos das figs. 3.24, 3.25 e 32.26 que p<0. Para r>1 temos que E8>O
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somente se A20. Nole pelas figs. 3.24 e 3.26 que © modelo parte da

singularidade, expande ate um  raijo maxi mo e retorna a

singularidade. Da egq. (3.118) vemos que © modelo tem incialmente

condutividade negativa e ela Lroca de sinal pelo menos uma vez

gquando a expans¥o se reverte.

3.5 — CONCLUSZAO

Analisamos através do método do potencial efetivo as equagBes
de Einstein—-Maxwell para os model os Bianchi I, 111 e
Kantowski~Sachs tendo como conteldo material fluido perfeito mais
campo eletromagnético. Os model os estio

em regime de

magnetohidrodinimica pois as equag@es de Maxwell admitem um

corrente elétrica tipo espago obedecendo a lei de Ohm. Impusemos
que uma eqgquagio de estado do tipo p=Ap fosse obedecida com
rel-1-3,11] e nos restrigimos a analisar o©os modelos com A=B" .

Nessas condigties encontramos sclugBes para Bianchi III que partem

de um raic infinito e se contraem até a singularidade B=0. A
condutividade elétrica & positiva e a regi3o permitida para os
parametros r e A estid mostrada na fig. 3.13. Apresentamos solugles

analiticas exatas quando a=1-k, k=2,3,4... Encontramos solug®es

para Bianchi 1 do mesmo tipo das encontradas para Bianchi 111
porém a regido dos parAmetros r e M & a regifo abaixo da curva a=l
da fig. 3.18. A regifo acima da curva a=1 fornece scolugdes gque se

expandem com condutividade positiva que

(2]

ja eram conhecidas na

literatura
Para Kantowski-Sachs encontramos duas classes de solugBes: A

primeira contem as solug@es que partem da singularidade B=0

L=le)



erpzden até um raio maximo e retornam 8 singularidade. Essas

solugher, s%o de varios tipos: Elas admitem constante cosmoldégica e

ciempe magndtico nuleo ou nRe nulo e elas podem xer {sotrépicas e

anitotrdpicas. A regi¥o dos pardmetros r e A cobrem todas a fig.

218, BEusas solugBes, no entanto, sempre tém uma fase em que a

condutividade ¢ negativa e uma fase em que ela € positiva., A

secunda classe 8o as sclugdes que tém as  solugBes Lipo’

Bertotti -Reobtdinson (TBR) como configuragdo limite. Elas podem ser

de dois tipos: Podem partir da singularidade B=0 e expandir até a

scluglc: TBE com codutividade negativa definida ou partir da
solug2c TER e =e contrair até a singularidade com condutividade
pomitiva definida. Devido a importdncia dessas uGltimas do ponto de
vists de soluglies exatazs em cosmolog a, an:lisadmo-las em separadce
o capl tuls £,

Dentro das restricgtes da equagio de estado p=Ap e da relagio

A:Br, ecgotamose completsmente as possibilidades de anadlise para os
model os Bianchi T, 11

e Kantowski-Sschs no sentido de garantir

parz um dado valor de r e de A se a solugfo € fisica ou nio.
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CAPSTULO 4 ~ MODELOS KANTOWSKI ~SACHS COM LIMITE TIPO

+ERTOTTY ~RO31 NSON[ ¢

Uniz vez que a condutividade elétrica sé6 ¢ negativa guando o©

conteldo material es=tlA em um estado longe do equilibrio

termedinémico, as solugBes com condutividade positiva sZo mais

importantes do ponto de vista de solugB®es exatas.

Ne=s<r capitulo vamos conziderar apenas as solugTes

enconlradeaes no capitulo anterior que tem a sol ugdo tipo

Birtotti ~kRobinson come ¢ asce limite, pois para essas solugles &

possivel ter a corndutividade posiliva definida durante toda a

evolugzo do modelo.s

Fazra anfélise da positividade de p, E” e o usaremos um método

diferente do métcdo usado no capitulo anterior, porém hsvera uma

certa repeligdoc em alguns pontos. A andlise das soluges desse

capitulo estd nais detalhada do que a que foi apresentada dzs

mesmas  solug@ies no capitule anterior, e tLambém apresentaremos

algumas solugBes analiticas novas.
As sclug®es com limite tipo Bertotiti-Robinson sZo as solugdes

tipo Kantowski-Sachs ¢om A negative e C=VCBOD. A méilrica do modelo

Kantowski-Sach=s pode ser escrita na forma:

ds® = dtf - ActoTda" - BLOTCAET + sentCE>dedd €4.15

Quando A e E sZo constantes, essza métrica ¢ um caso limite das

solugles encontradas por Bertottd 1601 e Robi nson[ 61 ]- Bertotti

estudou aw variedades que =30 produto de duas superficies de

101



cur vaturz constante, No caso da métrica (4.1 com A e B

consiantes, » primeira superficie tem a métrica:

€ 2 sSepunds superficie tem a métrica:

as® = -pFae® + se SO

Un. tensor ¢ dito decomponivel se as componentes com fndices mistos

das duss superficies sZo nulas e se as componentes relativas a

primeira sup.rficie sé dependem das coordenidas t e X assim como

as corpe nentes relativa a segunda sé& dependem de 6 e ¢, De (4.1)

venos que a métrica acima € decomponivel e nesse caso se diz gque o
espzgo-tempo ¢ decomponi vel. Segue entio gue o tensor de Ricci e

decomponi vel e portanto teria a forma:

K = K,g + K
HY T e \—g—pu*
onde K e K_ s3dc #s curvaturas gaussianas da primeira e da segunda

super ficies respectivamente. Para a métrica (4.1) podemos ver que

-

K+:O e K_=Ec. asvim, a primeira superficie € um planc e a =zegunda

€ ums esfera de curvatura positiva. Segue ent3o que a solugo tipo
Bertotti-Robinson que ¢ limite da métrica (4.1) ¢ o produto de unm

plano por ur: esfera da forma:

st = g - Ezrdxd - BoaCdBE + senCed “dg™> Ca.2d

4.1 - AS GKANDEZAS FISICAS

Para que ¢ modelo tenhs a solugdo TBR como limite, temos que

impor C=V(E>, isto &,

1
ol
a(041)(r—ro)(2AD

4.3
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onrlie us;nce ar eq. (2,373 e (3.25). Az egs (3.29), (3.30) ¢ (232

ce reduren A:

oo TEA ecr-1> x| 2C2r+13Cr+1>
5S¢ 5 =
LR ol oAB” a(a*:)(rmroac—aA>°*158“+a
(4.4d
FE L ek Cierdcraay _TTTTg?
B Cr-r 2 ot F=]
o oAB
e
. cler+15C1-rod1 -0 . e (4 5>
o(a41>(r—r0>(1+A>(-2A>“*1BL“+° B4
o - ~2A ecr-13Cread | rér=ry> .
5! % or > ol aAB®
cCa-12C2r #1201 -rd>C1 -2 dB Cd4. 6>
o(aal)(r—ro)(l4A)(-8ADQ+1BEG+8 dn

4.2 — £S SOLUCHES FLEICAS

Uszando asg eqs. (4.4) e (4.5) vamos mostrar gque a positividade
dg (e Ea implica gque =-1lrs8%r=<1. Ja nmostramos que oCr—rO)ZO
(pardgrafc apds eqg. (3.48555. Vamos hostrar agora que 0. Da eq.
(2.2% podemos ver que os coeficientes da fungdo f(BD de!inida em

(3.46D0 sZo:

_ 1
Cl T oolr-r D
] o
c - -cA
= (a+1)(r~r0)

Segue que c1>0 e o sinal de C., depende de ¢ da seguinte forma:
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ol -] » ¢ >0

.
C

~1<al( =& c,.<0

-

O<C ¢ » c. >0

~

i

m

Analicande as fige. 3.3 a 3.5, vemos gque a Gnica possibilidade e
>0, polse a rolug¥o TBR ( B:Bo) deve ser um maéximo do potencial
VCE} para que exislam solugBes. Nesse caso as solugBes TBR s3o

instivels € decaem em sol ugdes tipo Kantowski -Sachs com

condulivicade nZo nulas.

E>i+iem doic intervalos possiveis para o falor de escala B

que SE0 (O.P(] € {Bo.m). No segundo intervale ou p ou Ea-fica
negzlive, pois quando Baw o primeiro termo de (4.4) e de (4.5

domina. S¢ r>1 temos que E“<CO e se r<1 temos que p<0, Assim B lem

que pertencer ao intervalo CC.BO]. Quando B-0O o dltimo termo de p

e o terceirc termo ce E ficam dominantes. Note que se r>l1 entdo

jast]

E’ se torns r1egative e se r<-1-2 entfio p se torna negativo. Assim

e s . e a2
—is22r21 ¢ uma condig®o necessaria para a peosilividade de p e E,
o que prova a afirmagdo feila.

2

Vamoy anazlisar agora o sinal de p, E e o Com relag3o ao

=inzl de p, note de (4.40 que p=0 para BZBO. como esperado. E como

0o tlilimo termo de (4.42 cresce mais rapidamenle do que os dois

primeiros termos quando B diminQe. segue que p>0 para BECO.EO).
ALé esze ponto da andlise existem dois tipos de solug®es que s3Ho
as solug®es que parlem da singularidade B=0 e exﬁandem ate B:BO e
as sol ugdes inversza‘que partem da solugfoc TBI e se contraem alé a

cingularidade.

. 2 e s . .
Pera analisar o sinal de E wvamos dividir a amslise em dolis

casos dependendo do v:lor de o

104



i) 0=0<1 ou a=g

Da eq.

ik

(4.5 vemds que nesse caso Ho tem que ser nulo para

que EY seja positivo gquando Ba0. Da eq. (4.5) vemos que o©

Z
comjortanento de E ¢ da forma mostrada na figura abaixo:

FIGURA 4.1 - Grafico de EE(BD

O valor de L"Sl (23

=

rCr-r 2Cvr—-1r _ 2Ci+XD
(o] 1

o
g -1 v 1 S ﬁ,f‘ +3 ,’.\ - :.\
g & = 2 (-mf- 1M £2 A } C4.7>

Observe que se Eacaiazo garantiremes que EEZO VB. Substidtuindo

C4.7) em C(4.9) e iguzlando Ea(Bl) a zero obtemos:

o+1

= D d T A .
l Sy Ty ] _ 2C1-AdC2r+1d

Cr—1o¢r+e> CivxSCramer-r 5 © C4.8>

- £
Uma vez que a curva f correspende aos pontos onde E- ¢ nulo,

segue que para os pontos acims da de f, E‘.8 terd sinal oposto dos

pontos abaixo de . Da

eq. (4.5, wvemos e

gue para r=1, E e

positivo, logo para os pontos acima de f, E° e positivo para todo

B. Para o= pontos abaixo de f, E‘,a ¢ negativo para um certo
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intervele de B Esse intervalo tem uma intercessfo nloc nula com o©

intervele (O.LD] como vamos mostirar agora: Da fig. 2.28 observe

que coema & cul vae C £2 CB> estd acima da curva V(BRD

=0 para B

peurno. Coms essas curvas sé sc interceptam em um ponto fora da

origen, segus que se Ea ficar negativoe para algum wvaler de B,

podenmos. ver da fig. 3. 28 que E2 ficard negalivo para algum

inte; vale de B contido 'm CO.BOJ. © gue prova a afirmag3c feita.

Atvs=im oz pontos abaixo da curva f devem ser descartados peois nio

fornecen scolugles fisices.

I 4
"
O
-

=2

//7 P4
1.0 ./] ;;//
ﬁvé 7
0.54 i
: d N
-0 33 0.33 1.00
2
NN
§ AN
0.3 LA N

FIGIRA 4.2 -~ Doninio de positividade de p, Ea e o

iid 122
Aqul existem duvas possibilidades: Piimeiro, se H0=O de (3.18)
ven & gue Ea © positivo. Na fig 4.2, a regiZfo representada nesse

casw corresponde a regido hachuriada a2 acima da curva f, que ¢ a
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curva ol .

A tecunds poss=ibilidade & HO#O. Nesse caso existe um valor

méximo pare AHZ que depende de A e 1, que analisaremos somente

pPara o caro osi, que ¢ O Unico caso de iiD que admite o positivo,

comrn verenons abail xo.

Finalmente vamos analisar o sinal de o. Vamos dividir em Lrés

12 1<, A1 e rxl

Nence caso a condutividade elétrica sempre tem uma fase em

que ela fica negalivae Vamos supor gque B'>0. De (3.19) podemos ver

que quando B+0O a condutividade ¢ positiva. Porem o valor de o

avalia o no ponto B=EO ¢ dado por:

Eolo+1 DA dB

S rra O 4.9

UCBD)
E° R

Una vez que GCBO)<O segus que para algum valor de B a

condulividade troce de sinal, esteja o modelo se expandindo ou

contraindo. Assim vamos excluir esse intervalo de solugBes.

11D O<a<i
2.1+
O comportsmento de o(CBIE B /B’ (eqg. (4.B2) como fungZo de B

e
€& similar ac comportamenlo de E- como nostrado na fig. 4.1. Para

analisar a positividade de o seguiremos a mesma linha de

raciocinic usada pars EE no caso Ofadl. O ponto de minimo de

K BYETE "% B & dado por:

n
|
1=

a
1 | ca-1d¢r—1i5car+15c1 -2
B> = z3 FCr-r_5Cr-r 3¢5 (4.10

Substituindo BE na eq.(4.6> e igualando a zero obtemos
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rcr-r, > 3Ot )
Ty _ Q-edda-rdCerssd o c4.115
Cr-10Cr+25 CISTraedr-r > ‘

A curve o dr fig, 4.2 represente os pontos (r,A\) que satisfazem a

eq. (4.31>. Vamos impor que R'<O. Para (r,A) » abaixc da curva g,
o €& negativo para um certo sub-intervalo de (O,FOD e para (r,A) a
acin~ e g, ¢ & positive definido em (O.Bo). Se tomarmos B'>0 nSo

sers possivel ter o positivo definido em (O.BOD.

111D Ch=1, O<r=1d> e (r=1, 1/3CAZ1D

£ ficil wver ds eq. (4.8) que os intervalos (A=1, O(r<i1d> e

Cr=1, 1-7%<A=13 devem sei incluidos pois fornecem o positive se

Concluimos en 2o que a regifo ndo hachuriada da fig. 4.2,
incluinds as fronteiras mais ot pontos CA=1, O<r<i1d

e (r=1,

1/73¢x<1D> & a regi’éo se soluges que tém p, Ea e o positivo

definidon e correzpondem a solugties que se contraem a partir da

selugdo tipoe Bertotii-kohinson (4.2) em diregZo a singularidade
B=0. Essas solugBes poczm ser usadas como um modelo interior para

uma ectirela em colepso +m regime de magnetohidrodinamica.

4.3 - SOLUQULES ANALITICAS EXATAS

Vamos integrar explicitamente a2 eq. (3.286> para os seguintes

val o es de a:

al)y a=1,2

De ¢3.212 vemos que pira o=1/2 existem duas possibilidades de
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relagho entre A e 1 qQue S3Ao 12 AF(1-rD/(r+43). Nesse caso ©Os

valorcsn adnissivels para A e r s3o OXA<a e bZr=<l onde o ponto

Ca,bd ¢ aproximadamente igual 2 (0.5%5,-0.42> e corresponde ac

ponte de intersecgdo entre a curva o=1/c e a curva g (veja fig

4.2 ¢ confronte com a fig. 3.18). {4i1d r=-1/2 e -1/3<A<1/3. A eq.

(3.26D0 se redur a:

i /4(1‘ -r )'l’*cd J dR -

= - B
. N L C4.120
/1 - e - —2/\!\83

2
cuja =solugdo « dada por:
, Y3k
1 c (<2
B = — [? tgh \.n—no) - £ ] 4.130
vY-ZA 2ve
onde
K - E__i-*)\)*ﬁ:l\
o 601 -AD

Ppara a possibildidade 303,

214X veEA
o Ean

para a possibilidade 110, e

Yy = - -?—{_‘— arctgh

O f}
o

»

para amb:s az possibilidades,

b) a=1

Quande o« € igual a 1, temos da eq. (2.210 gque r=gCl-Ad>-0(14XD

de forma que 1-/-25A%]l e O%r=1. Se HO#O. temos que impor a relagZo:
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& (3R-19C1-A)
"AHL = R ISIEEY ) €4.140

para que E' ., dado pela eq. (4.5), fique positivo para Be(O,R ). A

intecral (2. 200 se reduz a:

B
. fEN-EON dE _
c VS I - m— = N N, (4.15)
e 1/1 + 4AE" 4+ 4ATR
cuta solucan é;
B = ! igh Lo(no—n) C4.16D
oA
once
L
o
c) a=2

Quando o o podemos ver pela fig., 3.18 que r=A=1. A integral

C3. 2050 se reduz a:

B

4v3A J db - =9 - 7 (4.17>

= — o
p / 1 - 12A%8% - 18A%8°

(o]

cuja solugao é€:

[y

£ ol
senh B n — Bcosh B np + B)2
! [ < < ] C4.18>

Y-2A

=
- 4
senh Eon 4

Obser ve que n:—senhflafg/Bc) anula o denominadeor da eq. (4.18)
poreém e=z=e ponto hﬁo € uma.singularidade da fungZo B(Rp) pois o
numerador também se anula, de fato, a fungZo B(yn) é continua para
todo n. Observe de (4.5 cue Ho tem que ser nuloc para que E2 seja

positivo., Note que essa solugZo € isotrédpica pois r=1.
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CONCLUSZEO GLERAL

Cemo tinhanos exposto na introdug3o, uma das propostas da

tese era a de estuder modelos em regime de magnetohidrodinamica

para dezcrever o universo durante a fase imediatamente anterior a

reccubinag2o. Nessa fase a presenga de um campo eletromagnético

provocaria umz corrente de condutividade e portante o contetdo

material eztaria em um recimne de magnetohidrodinimica. O
remanescente des=e campo elelromagnético seria o campo magnético

inter-aglomerade de galéxias de intensidade provavel de 1 O-__g

Gauss.

Crrn relagZo A essa rropost o encont.ramos uw  resultado

negativo, pois no capitulo 3 chegamos ao seguinte resultado: A

concdultividade elétrica ¢ positiva durante toda a evolugio do

mode! > somente se a=z solugles est¥o em contragio. Para se ter

 solucbes em expansio o conteldo material tem que estar em wum

estzdo longe do equilibrio termodinimico, para justificar uma

condulividade neg:liva. A principio nZoc had razdes para supor gue

na era imedi - tamente anterior 7 recombinagfo, o conteddo material

estivesse muito fora do equilibrio termodinidmico. Assim o caminho

maits natural dentro da proposta dessa tese seria mudar a relag3o

A:8" ou tentar analisar outros modelos do tipo Bianchi.

No entanto chegamos a diversos resultados teéricos. Na se¢3o

3.1 apresentamos solugBes do tipo Bianchi 111 com condutividade

positiva gue partem de um raio infinito e se contraem até a
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singul ar: dade. Evsas tolugBes tém A igual a zero e © tensor de
cisalhaminto diferente de Zero. Quandc © parametro r ¢ nulo #
sincularida:de ¢ tipo pangueca na direcglo 8-0x. Apresentamos
solugles analiticas exatas guando o=1-k onde k=2,3,4

Na seglo 3.2, extendemos alregia'c- de sol ugBes encontrada por
Punn&Tupper £] para os modelos tipo Bianchi I. As solugBes também
partem do um raio infinito e se contraem até B=0. A condutividade

€ pozilivae e scolugdes analfticas exatas para todos os modelos

foram exibidas.

Na segao 3.3 encontramos um  série  de solugBe=s  tipo
Ker.  owski-Sachs através da andlise qualitativa das equagBes de
Einstein. Em geral as solugbBes partem da singularidade B=0,
expander, 2té¢ um raioc maximo e retornam a singularidade. A
condutividade muda de sirsl pelo menos uma vez durante a evolug3o
dos modelo=. Neste caso encontramos :olug®es de diversos Lipos:
Com & sem canpo magnético, com e sem constante cosmol édgica,
iscirdpicas e anisotr-éypicas. Nos casos em qgue a constante
cosmoldgica € negativa encontramos uma classe de solugBes tipo
Kantowski- Sachs que tem a solug3ic tipo Bertotti-Robinson (TBRD
como limite, islo €&, os moﬁelos partem da solug3o TBR e se
contraem até a singularidade B=0. A condutividade é positiva e
encontramos soluctBes de varios tipos. A solugo inversa tambeém €
possivel. Nesse caso, porém, a condutividade ¢ negativa. Os
modelos con: limite tipo Bértotti—ﬁ'obinson foram analisados er
detalhe no capitulo 4. |

Ainda com relagZo a segio 3.3, podemos ver dos graficos das
fig 3.27, 3.28 e 3.32 que as solugBes TBR que correspondem ao
ponto B=Bo Cver eg. (3. 3735 sZo instaveis e decaem em solugBes
tipo Kantowski-Sachs em contrag3ico com condutividade positive,

que
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£20 as solughes analisadas no capitulo 4.

Na se %0 3.4 analisamos os casos particulares gue surgiram nho
proceszso de integragho daIEquaqzo diferencial (3.17). Esses casos
sio em geral linmites dos casos tratados nas segBes anteriores,
sendo que.a]guns deles forneceram solugBes fisicas enquanto que

outros n&o. Com essa analise esgotamos todas as possibilidades

der solugdes para Bianchi I, II1I e Kantowski-Sachs deniro das
restrig®es que mpusemos que foram a equagdo de estado p=Ap e a

relagfio A= Ceq. 3.103.

Além dos parametros fisicos A, Ho' Aa as solugdes s3I0
car:clrrizadas pelos perémetros A e r. Restringimo-nos a analisar
as solugles com A€l -1-3,11 e mostramos que r tem gque estar no
intervalo [-172,1]. Para Bianchi III, r tem que estar no intervalo
Oz=r<1 n rfrl. Pela-r*ssa'analise, dado A e r, podemos dizer se o

modelo € ou nfo uma solug3io fisica satisfazende as condigBes

fisicas ususis.

Os medelos aqui tratzdos servem como sclug3o interior para um
fiuido =ze colaspmando em regime de magnetohidrodinamica. Note que
granderpzrte das sclugBes tipo Katowski-Sachs do capitulo 3 tem
condutividade elétrica fpositiva durante a fase de

contragZo e
portante =ervem para descrever a evolugZo de estrelas com o
positivo. KNesse czso a estirela tem que partir de um certo raio
maximo finito. A= solug@es com o negativo podem ser usadas em
colapso de fluidos longe do equilils io termedinamico.

Fizemos a anélise termodinamica dos modelos analisados. A
ternodinémica de primeira ordem impSe que a condutividade elétrica
seja positiva p:ra que a segunda lei seja satisfeita. Essa -
imposigdo pode ser relaxada caso o conteddo material esteja longe

do eguilibrio termodinamico. O sinal de o foi analisads para todos
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ox model o

Como & dissemos, no capfitulo 4 analisamos os model os
Kantowski~Sachs que tém a soluglo tipo Bertotti-Robinson como
limite. A exipénecia de positividade de Py o e Ea restringe a
clawsne de solugbes para as solugBes que partem da solug3o TRBR
(BTBOD_e s¢ contraem até a singularidade B=0 levandoc um intervalé
de tempo infiniiﬁ. A régiﬁo de sclugdes estid descrita na fig. 4.2
Se o campo magnético € nulo, a regifo fisica dos parametros A e r
€ & regido n¥o hachurisda da fig. 4.2 incluindo as fronleiras e oOs

pontos CA=1, O<r<id> e C(r=1, 1.-3<A€1). Se o campc magiélico é

diferente de zero, a regi3c fisica corresponde a curva f excluindo
o pontos exiremos. Exibimos solug®es analiticas exatas em termos
de fungBewz elementares ncs casos oa=1.2, 1 e 2.

No capitulo 2 analisamos as equagBes de Maxwell com fonte nos
modelos  de Bianchi. Consideramos a quadrivelocidade ortogonal a
superficie de homogeneidade. Quando o vetor de FPointing ¢ nulo,
encontramos solugies para todos os modelos de Bianchi da clasée A
CEianchi tipe I, .1, VIO. VIIO. VIII e IX> desde que a
condutividade elétrica satisfaca a relacdo ORJRk/Ri=constante onde
iwj®k. Para a classe B (Riarchi tipo 1V, V, VI, e VIIhj
encontramos solugBes para todos os tipos com campo magnético nulo;
Essas ¢ltimas nZo impBSem nenhuma resirig3o scobre ¢ e elas admitem
uma carga elétrica nio nula, diferente das solucBes da classe A,
que nado adnitem. Todas as solugBes recaem nas solugBes encontradas

por Lorentzra] guando tomamos o=0,

Quando o vetor de Pointing ¢ nZo nulo, encontramos solugBes
para todos os modelos da classe A com a condi¢fo de iscotropia da

condutividade. Exibimos também solucdes para o modelo Bianchi

VI_1§III. Quando a2 condutividade ¢ anisotrépica, exibimos sol ugBes
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para Bianchi 1 e 1I impondo-se restri¢Bes sobre a condutividade.
Além dos resultados fisicos, apresentamos nos apéndices
alguns reszultsdos com relaclo a computacio algébrica em particular
com rele¢lc a linguagem Reduce. Os apéndices A e B s%o originais
em seu conteldo e vieram & preencher uma lacuna com relac¥oc ao uso

do Recuce em PC's e aplicagBes do Reduce a Relatividade Geral. ©

N
apéndice C foi baseado no manual do EXCALC[53' porém estid mais

dirigido para aplica¢Bes em KRe atividade Geral. No apéndice D,

nos=o objetivo ¢ mostrar como se usa o Reduce para realizar os

cidlculos algebricos dessa tese através de zlguns exemplos.
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APINDICE A -~ IMLEMENTAGCZO DE FEDUCE EM PC

A.1 - PC COM DISCO RIGICO

O REDUCE 'pode ser copiado de um disco rigide para os

disquetes através do comando:

C> BACKUFP C:~\REDUCE A: S

A chave =N 2 neﬁ:esséria pois o programa REDUCE possui
subdiretdrios qgue precisam ser estruturados no BACKUP. Porém,
antes de dar esse comando observe o seguinte: Pr-a montar o REDUCE
necezsarioc un arquive imagem que ¢ gerado apds a rimplementar;ﬁol.
Oz nomesz mals comuns para esses arquivos '1magens s¥o FULL (496
kb>, BREDU.E.FRZ €496 kLD, UOIﬁIT.F‘RZ (322 kbd, TREDUCE.FRZ (315
kb2, etc. Observe .que a maicria deles tem a terminagioc FRZ (de
FReeZe) e nZo os confundea cr.:m os arquives de mesmo nome com
terninagfc Sl gue sZTo escritos em LISP jdenlificaveis com o
comando type. bEsces argquivos jinagens sZo dependentes tantc do PC
utilizado como da sua configuragio no momente em que os arqui ves
foram gerados. Portanto ¢ perda de tempo copid-los pois n3o
servirfZc para outro PC. Para evitar isso, copie os arquivos
imagens para o diretério raiz e apague-os do direitédrio REDUCE

Ccaso estejam blogueados use © comando ATTRIE -R nomearquivod. De

Usaremos a seguinte nomeclatura: Instalagao significa gravar o
programo REDUCE no dieco rigido do PC. Implementagao significo
gercr oF arguives imogens que permiliraoc moniar o RERUCL .
mori agem significa levar o argquivo imagem para a RAM o gue pode
ser feilo, por exemplo, alraves dos comandos REDUCE ou REDUCE
FULL.
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o conando de BACKUP e depois lembre de trazer os arquivos imagens

de volta do diretorio raiz para o direlério REDUCE de maneira a.

deixar o PC ulilizado da mesma forma como fol encontrade. C(Para

blogquear novamente os arquivos use o comando ATTRIB +R arguivod.

Com © BACKUP feito da forma acima, o© REDUCE ocupara 3

disgrete: de 380 kbytes. Além do programa REDUCE existe disponfvel

também o manuzl da linguagem que ocupa um disqguete.

(ad InstalacZo
Par: copiar o REDUCE dos disquetes flexiveis para um disco
rigido use o com: nde

C> RESTORE A: C: /S8
A chave /S ¢ novameite necésséria para estruturar os subdiretérios

do REDUCE.

(bd> Implementacio

Fara gerar o arquive imagem da vers¥o completa do REDUCE,

deve-se primeiro copiar o arguivo BREDUCE.SL para UOCINIT.SL e

entfo dar o comando

> REDUCE 1

dentro do diretérjo REDUCE. Verifique através do comando CHKDSK se
ha pele menos 4¢5 kbytes disponiveis na RAM e se hi esca mesma
qhantidade disponivel no disco rigide. Para reconhecer o argui vo
BREDUC 2. SL. caso ele esteja com nome diferente, note gue ele ocupa

3620 bytes de meméria e seu conteudo é&:
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(LA AN X IR 2 2 XX TR YRR LR T Ay AL XX T XX 2 Aty Ryl layly.]

() Copyright tone by Jed §. »rorti
File: PRED E.EBL

RPig RY %CE Eession Cor: truction
i ‘

File construcls o REDUCE seskior (basic algs'ra, differentiation,
matlrices, high enmsigy physics’) ond exits. This file should
bs renamed apr VOINIT.EL btefore use. To create the sasmsion file
Llyps:

REDUCY I
A file named FULL will be crecisd. Tc execuls this session
Lype:

REDUCE FULL

Fevision History: (Created 4./1B-/8%

zrzzrZTRZRRRZRRZRZ2ZR2ZR RR R

L Rl 2l 2 2 2 L RS2 2 R2 Rt R 2 222 R X IR TR PP PR TSR Y YY)

SETQ HWOUTPUT NIL)
Sp
% You can change Lthe leocation of fasl files by medifying Lhe

% Kills messages (oplionall.

% names in the folloving. For sxample: "BINFASLN" instead of
N \REDUCF\FASL\'. Muke sure to include the final! back glash.

ISETQ LOADDIRECTORILS!'S % Load direclories.
(APPEND LOsDDIRECTORIESH®
CNRETUCENFAE LN % Look here for basic fasl files.

"NREDUCESNRFASLN))) % REDUCE fasl files.

(FLOAD "ACCEL") % Accelerator toptional.

% The folloving can be ploced anywvhere. Neo final N\ can be included.

(FLOAD "PATHRAMED % S$dirmclory sqguales,

(PU'T "RSKC "PATHENAME “\F _DUCENSRC) KSFSRC is reduce source dir,
(PUT "RFASL FATHNAMF "“REDUCE\RFASL") % SRFASL le reduce fosl dir.
(PPUT ‘RUTILE "PATH})AME "~KREDPUCESNRUTILS™) % SIHUTILE is red. tlesi dir,
(PUT "‘FASL "FATHNAME "“REDUCENFASL" % $FASL is UD-LISP fasl dir.

EETO THFLING. T ™ Hacesasary Wor speed.
% Basic arilhmetic code.

(FLLOA™ “QGENERIC™ % Oeneric arithmelic (necessary).

(FLOAD "BIGHUNM"} ¥ Pig numbers (necessory).
(FLOAD "FLOAT % Flcatling poird (hecessary).
(FLOAD "NUMEBERIN") % Numeric inpul (necessary).

% Other miscellarneous stuff. .
(FLOAD “"PRETTY™ % Pretty prinl plionaly,
% RLISF and friends.

(FLOAD "RLISP) % RLISPF
(FLOAD “REND"

e COEBOTY),

% Machine dependent (necessary).
(FLOAD "CEDIT" % Ediior (optionall.

% EB:sic algebra.

(FLOAD "ALG1™ % Basic algebra (necessary).

FLOAD “ALG2Z") % Paltern matching (necesss yi.
% Other things.
(FLOAD “"MATR") % Matrices (optionals.
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(FLOAD "HEPHYSE )
(FLOAD “FART)
{FLOAD "KOLVE"D

N Migh erergy physice (optional).
N Eiruciure subs. (oplionaly.
* Eolve egqns. (oplional).

¥ Choose onr (bul nol both) of the fotlowving.
FLOAD “3NTEG"

FLOAD "FACYOR™
{(FLOAD "NFLOAT)

% Integralion t(optionaly,
N Facloriraiion foptionaby. .
% Pig floaots toptional).

% KLUI Or area.

(FLUID “(LAFOISTI-SMALL!-MODULUS)Y % For factorizer (necessary),
BETG LAROEETI-SMALLI-WODULUE 4095
M Clean up and build session freeze.
(EFTG WOUTFUT T
(SETQ *)XvIT T
(RECLAIM:'
(OINITREDUCE)
(PROON (CLOELK (RDS NILY

{FREEZE “FULL"Y

N Initialization done (mecessary).
% Initialize RLISP (necessary).
% Seleci input file (necessary).

% Freeie session (necewsary),

PEAINY ¥ Start RLISP (necessary).

SETOP N Necersary.

Em um PC~XT essa implementag3o leva cerca de 15 minutos e ro fin:i

da operagZo o© prompt é dado no DOS. £ Gtil verificar se os
arquivos BREDUCE.FRZ ou FULL foram criados.

Ccd Montagem

Para montar o REDUCE dé o comando Cdependendo do nome do
arquivo imagem gerado):

C: \REDUCE> reduce breduce.frz

ou
reduce full

OBS: 1 - Uma outra forma de montar o REDUCE ¢ renomear ot arquivoes
imagens BREDUCE. FRZ ou FULL para UOINIT.FRZ e ent3c dar o comando
REDUCE no diretério REDUCE. Ac se dar esse comando sem especificar

O arqui vo imagem, o arqui vo de nome UOINIT. FRZ sera

automaticamente procurado.

2 ~ Para montar o REDUCE, a RAM tem que estar sempre da mesma
forma como ela estava no momento em que © REDUCE foi implementado.

Assim qualquer mudanga no arquive CONFIG, SYS, seja no comando
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DEVICE ou BUFFER, ou no arquivo AUTOEXEC.BAT seja nho comando
PROMPT ou PATH fara com que o REDUCE nXo possa ser montado porque
a configuracX¥o da RAM estard modificada j& que os comandos citados
s30 re=zidentes. Para funcionar, ou inicializamos ©o PC da mesma
forma de quando © arquivo imagem foi gerado ou geramos um Rhovo
arqui vo imagem BREDUCE.FRZ ou FULL. Note também que apéds © uso de
quslquer outro comando residente do DOS, como o PRINT., SHARE,
GRAPHYCS, etc. © REDWE s¢ poder ser montado reinicialjizando-se o
PC.

3 - Suponha que o REDUCE foif implementado a partir do diretério
REDUCE e queremos monti-lo a partir do diretério raiz e n3Ic no
diretério REDUTI, por exemplo, com © comando REDUCE (prois isso

evitaz uma troca de diretédrio toda vez que iniclalizamos o PC). Se

criarmos um arquivo de lote cujo nome seja REDUCE. BAT e cujo
conteddo seja

echo off

cdireduce

reduce full

cd-
echo on

n¥o conseguiremos montar o REDUCE, pois quando o argquivo de lote
for processado, a ocupagZo de RAM serd modificada. Ser& necessario

gerar um outro arquivo imagem, através tarbénm de um arquivo de
lote com os seguintes comandos:

echo off

cd\reduce

reduce |

ca~
echo on

Note que para cada maneira de montar o REDUCE, deve existir um
arqui vo imegem correspondente, que deve ser implementado da mesma
forma de como serd montado. Acima vimes um exemplo, pois se
queremos monter o REDUCE através de um arquivo de lote temos

que
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implementa-lc também através de um arquivo de lote.

llma vez que o PC-XT tem uma capacidade de meméria pequena
para o REDUCE completo (Tbta}: 840 kb, REDUCE FULL: 49086 kb, DOS:
340 kb => RAM disponivel: 2104 kb>, @ bastante Gti)l implementar
uma vrrs3o menor do REDUCE. As versBes que est¥o disponiveis s¥o:
NRiI UCE. 51 (3451 bytes) -~ v s3oc média do REDUCE: n%o tem os trés
maiores modulos que £¥c os de fatorizag3o, integraclc e precis¥o

numérica.

TRi'DUCE. SL. (3363 byles) -~ versio para teste do REDUCE: corresponde
a versﬁf» NEEDUCE sem os méddulos para resclug3o e obtengfo de
par tes de expressﬁes algébricas.

MREDUCE. S1. (3088 bytes? - wvers3c minima do REDUCE: operag®es
algébricas bisicas e diferenciaglo.

Para implementar uma dessas versBes, © procedimento ¢ o mesmo da

versao completa, com a diferenga de gue ¢ o arquive NREDUCE. s1.,

TREDUCE. SLL. ou MREDUCE. S1L. que deve ser copiando para UOINIT.SL e

nZo o arquive BREDUCE.SL. Para montar o REDUCE, veja qual foi o

nome do arquive imagem gerado: Provavelmente sera NREDUCE. FRZ.
TREDUCE. FRZ ou MREDUCE. FRZ. Nesse caso de€ o comando
CNREDUCE> reduce nreduce. frz ou
treduce. frz ‘ou
mreduce. frz
Além das vers@es acima, pode—se criar novas versdes editando-se o
arquivo BREDUCE. SI. e retirando comandos do tipo (veja a listagem

acimal:

(FLOAD "nome do méddulo'™
que far&d com gue o respectivo médule n3o seja implementado. Note
que podemos criar varias comblinagBes que poder3o ser dleis

dependendo do caso particular, principalmente nz implementagZXo do

REDUCE em PC zem disco rigido (veja adianted.
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Além das versBes de REDUCE, ¢ possivel gerar o RLISP atraves

do arquivo RLISP.SL e © UC-LISP através do UOLISP. L.

(dd Implementagc¥c em PC de uso comum

Parece-nos que a implementag¢®c em PC-XT mais Otil 3 majoria

dos usuartos de REWUCE é ter duas versBes: A primeira seria uma
versao completa que poderia ser montada com o comande REDUCE FULL
dade no diretorio REDUCE. A segunda seria a vers¥o NREDUCE que
poderia ser montada com o comando REDUCE dade também no diretério
REDUTE. Assim, o arquive imagem gerado atraves do argquivo
BREDUCE. SL. deve ter o nome FULL e o arquivo imagem gerado atraveés
do NREDUCE. SI deve ter o nome UOINIT. FRZ.

Se o REDUCE sera implenentado en PC’'s de usoc comum, sugerimos
o procedimento de montagem descrito no capitulo “"INTRODUCKO AO PC-
DOS" da ref. (6. que € inicializar o PC a partir de um disquete
especialmente preparado para o REDUCE. Uma das finalidades dessa

forma de montagem ¢ deixar © maximo de RAM disponivel, que ¢

crucial para o funcionamente do REDUCE em um PC-XT.

A.2 - PC SEM DISCO RIGICO

E possivel montar o REbLJCE em PC sem disco rigido usando
apenas dols acionadores e tLrés disquetes. Mostlraremos como se
monta a versZo NREDUCE e ficarad claro como se monta cutras vers®es
que podem ser mals Gteis para alguma aplicag3o particular.

E necessario ter dois disquetes especialmente preparados para
gerar o arquivo imagem que sera gravade em um terceiro disquete

formatado com espago para 332 kbytes. Descreveremos o conteGdo
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desses dois disquetes (chamaremos de disquete A e B> de forma que

eles poder¥c ser preparados caso nY¥o seja possivel copid-los. Para

issc ¢ necessirio ter um PC com disco rigido e com o REDUWE

implementado.

O conteddo do disquete A deve ser:

Voelume in drive A is REDUCE1
Directory of A: N

COMMAND COM e3210 3-07-85 1:43p
REDUCE EXE 173889 7-12-86 11:04a
PCLISP 24832 7-0e-86 7:58p
FASL <DIR> 12-12-87 3: 85p
RFASL. <DIR> le-12-87 3:86p
GOIMIT X 24EE 121287 4 0Ly

& File(sD 10025 bytes free

O conteddo do diretéric FASL deve ser:

<DIR> ie-12-87 3:53p
.- <DIE> ie-1e2-87 3: 85p
GENERIC 6400 6-12-86 a: B52p
FLOAT 6016 S5-28-86 12:04a
BIGNUM 7938 1-07-86 1g: 49p
NUMBERIN 3714 1-07-86 12:49p
ACCEL 1024 5-25-86 6. 25p
TRACE 2733 1-07-86 12:45p
PRETTY 2432 4-18-86 11:14a
PATHNAME TEB 4-04-86 11:01p
10 File(s) 10025 bytes free
O contetdo do diretérioc RFASL deve ser:
<DIE> 12-1e2-87 3:86p
.. <DIR> ieg-12-87 3: 56p
SOLVE 40064 4-06-8B6 7:08Bp
MATR e472 4-05-86 4:50p
4 File(s) 10025 bytes free

O contetdo do argquive UOINIT. SL deve ser:

CSETQ '2#0UTPUT NILD
CSETQ LOADDIRECTORIES! %
CAPPEND LOADDI RECTORIES! %
PCNFASLN"22D

CFLOAD “ACCEL™)

CFLOAD "“PATHNAME'D

o
o
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(SETQ LOADDIRECTORIES! &
CAPPEND LOADDIRECTOR]ES! &
*CYB: N\RFASLN")DD
(PUT °'RSRC ‘*PATHNAME ““\REDUCE\SRC'")
(PUT *RFASL 'PATHNAME "B: \RFASL")
C(PUT 'FASL ’'PATHNAME “A:\FASL")
CSETQ '#FLINK TO

% Basic arithmetlic code.
C(FLOAD “GENERIC™)
CFLOAD *“'BIGNUM"D

CFLOAD "FLOAT'>

CELOAD “NIUMBRERT M)
CFLOAD *“PRETIY"™D

% RLISP and friends.
CFLOAD "RLISP'D
CFLOAD "REND"D
CFLOAD "CEDIT"D

% Basic algebra.
- CFLOAD "ALG1')
CFLOAD “ALG2'"

% Other things.
CFLOAD *“PART™)
(FLOAD “HEPHYS™)

(SETQ LLOADDIRECTORIES! M
CAPPEND LOADDIRECTORIES!
TCUANRFASLN"D DD
C(PUT *RFASL 'PATHNAME "“A: “\RFASL')
CFLOAD *"MATR"D
CFLOAD "SOLVE'D

“% KLUDGE area.
CFLUID *C(LARGEST! -SMALL! -MODULUS)D
CSETQ LARGEST! -SMALLY —MODULUS 4095)

% Clean up and build session freeze.

(SETQ '=OUTPUT 1D

CSETQ !»INIT O

C(RECLAIMD

CINI TREDUCED

CPROGN CCLOSE C(RDS NILDD
(FREEZE “"B:UOINIT. FRZ"D
CBEGINDD

STOP

O contelGdo do disquete.B deve ser:

Volume in drive B is REDUCEZ
Directory of B:\

RFASL, <DIR> 12-12-87 4:17p
1 File(s) 6144 bytes free
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O conteudoe do diretédrio RFASL deve ser:

<DIFD> 12-12-87 4:17p
- <DIK> l12-12-87 4:17p
ALGI ' 301 88H 6-20-86 Q: 0Op
ALGE ILSoL 6-20-80 10: 33a
ALPHAS 1408 6-12-86 10:0e2p
LI NMOIHF 2304 6-16-86 10:07p
HEFHYES 18200 4- 05-86 4:51p
COLFFTS 7680 B-12-8B6 10:02p
CFRE:N iB6s 6-12-BG 10:02p
DEGSTTE 2304 6-12-88 10:03p
EZGTD el e 6-12-86 10:03p
FLIS® 4000 4-04-88 10:S5p
RPRINT 1651 4 2-27-86 8:13p
ESLTHT 5e 6-16-86 10:10p
VECPO 'Y 4480 6-16-86 10:11p
T &40 6-16-84 1Q.11p
FLurs 6144 6-12-86. 10:01p
FSUPFOF 7168 6-12-86 10:01p
LOGFNE 130 2-27-86 B8:13p
IMAGISET 736 t-16-86 10:06p
MHENSFNS - 10240 6-16-85 10:07p
MODPOLY 11904 6-16-86 10:09p
MULTI HEN ©344 6-16-85 10:10p
NATU AL 1280 6-16-B6 10:10p
PART] c048 4-05-B5 l1:42p
PFACTOR 4605 6-16-86 10:10p
FRLS 408 €-16-B85 10:10p
REND 2200 1-01-BO 12:53a
CEDIT S504 4-05-85 4:01p

e File(sD €. 44 byltes free

Para gerar ¢ argquivo imagem siga os seguintes passos:
1. Insira o disquete A no aciconador a: e o disquete B no acionador
2. Inicialize o PC.
3. D¢ o conmundo

A> reduce i

4. Observe que ora a lé&mpada do a-ionador a: estd acesa ora a

liAmpadza do b: estid acesa. Quando ambas as lampadas apzgarem,
retire o dictjuete E do acionador b: e insira o terceiro disquete

(que deve eslar formatado e com 332 kbytes livresd.

Em um PC-XT as lampadas ficarfo apagadas aproximadamente por

um minuto de forma que hé uma margem de seguranga grande para a
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Lroca dos disqueles. O processo completo leva cerca de O minutos e
a trocs deve ser rezlizada em torno do sé4timo minuto. O prompt e
dadc no ac.onador a: e para montar o REDUCE dé o comando

/> reduce b:
Aszim, todas az vezes qgue for montar o REDUCE, serad necessario
usar apenas o disgquete A e o disquete com a imagem UOINIT. FRZ
gravada. Observe que para cad:s PC é necessario gerar um arguivo

imagem, porém se for wusar o REDUCE no mesmo PC basta gerar o

arquivo imagem uma vez. Lembre de inicializar o PC através do

disquete A guando for usar o REDUCE.
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APENDICE B - PROGREAMAS EM REDUCE 3.2 PARA CALCULOS EM RELATIVIDADE
GLRAL

Nos=o objelive nesse apéndice ¢ mostrar come obter, atraveés

de uma linguagem algébrica, solugBes de um problema de solugBes

exatas em cosmologia. Pars isso, basta fornecer a matriz de

tetradas associada a uma dada métrica. Todo o processo de calculo

do tensor de Riccl, estruturagf8io das equagBes de Einstein e o

processo de rescoluglo dessas equag®es pode ser implementado no

computador.

Descrevemos aqui o uso dos programas RIEMANI., RICCI, MAXWELL,

EE e EQDIF que servem parz calcular as componentes dos tensores de

Riemann, Einstein, Ricci, esczlar de curvatura, montar as equag®es

gde Mavwell e Einsteln e rewolver un certo tipo de equagio

diferencial que aparece com frequéncia em cosmologia. Todos os

tensorez s%o calculados em ums base de tetradas previamente

eczcol hida. Esses programas foram feitos em 18984 e foram

apresentados em um semindrico no Departamento de Relatividade e

Particul as doc CEPF em 1885.

A estrutura geral desses programas e€:
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DADOS DE ENTRADA
e =T T
pra - T
RIEMINN | RI1CCI MAXWELL
g S

~ ~ *

N ER

EQDIF
FIGURA B.1

“"D: dos de entrada”™

usad: s (por exenplo:
deperndénci as
tensor de Maxwell se
elemeto de linha é C

dsa = dta - ATLD

t, %, ¥y. 2), a matriz

¢ um arquivo gue conitém as

variaveis

de tetradas., as

funcionsis das fungBes que aparecem na métrica e o

for o diferente de zero. Por exemplo, se o

Kentowski ~S chsD:

c, 2

ax® - BCLOScd6T + 5(n8(63d¢83

er.tfo o zr gui vo de dados deve conter os seguintes comandos.

i> Ar wverifveis
xC(0D := t8
(13 := ki@
x(2d := tet

x(3) := i8¢

2%

i1 Se as tetradas s3o 80=dt. 81=Adx. 62=Bd6. 63=BsenC83d¢.

entio:

mtCO,00

mtC1,1>

mtCe, 20

mt(3,3>

1ii1D> Comc A e B

18
A%
b¥

bxsin(tetad$

sFo fungBes de L, escrevemos:
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fiCa.t,a!" ., a!">8

fiCb,t.bt* ,bIY)E
O comando FiCA,.T,A'* ,A'") estabelece que A depende de T e di os
nomes A' e AY para as derivadas primeira e segunda em relacfo a T
respectivamente. O =inal ! deve ser colocado antes de ' & " pois
s%c caracteres especiais (n3oc s8%o nem leiras nem numeros) e no

REDUCKE. esses caracteres :4 podem ser usados em nome de variaveis

se precedidor pelo sinal !, Caso A dependesse de duas variaveis, x
e ¥y por exenplo, darfiamos entfo o seguinte comando:

fala, %, ¥y, ax. ay. axx, axy, ayy)$
No caso de trés wvariavels:

f3Ca, x, ¥. Z, ax, ay, az, axx, axXy., axXz. ayy., ayz, azz)s
No caso de gquatro wvaridé :is:

f4Ca, t, x, ¥, z, at, ax, ay, az, att, atx, aty, atz, axx,
axy., axz, ayy. ayz, azzd$%

O= programas RIEMANK, RICCI, e MAXWELL usam os dados contidos

nos @rqulvos de dados para calculzr os seguintes tensores:

Programna RIEMANN

Esse programa calcula na bzce de tetradas todas as
componentes inderendentes totalmente covariante e exibe na itela os
tensores de Riemann, Eicci, Einstein e escalar de curvatura. Esse
programa foi feito dé maneira a calcular somente as componentes
independentes do tensor de riemann e todas as outras componentes
nao nulas sZo calculadas wusando as simetrias desse tenscr.
Conforme podemos observar na listagem do programa adiznte, o

"1 oop*” para calcular as componetes FIEMANNCAL ,B1 ,C1,DiD da

exatamente vinte voltas que é o) nUmer o de corponentes

i ndependentes de Raﬁpv' Outros programas para a mesma fTinalidade,
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| —d
por exemplo Chantsd]. nic e:i¥o otimizados nesse sentido ¢ Lém um

“loop'" com mais veltas que © necessirio (36 voltas no casc da ref.
{085)) © que faz com Gque © programa leve mals tempo para calcular
as componentes do tLtensor de Riemann, além de dificultlar a
imprecssdo das compor.enhtes 1independentes.

O programa RIEMANN calcula e imprime também as componentes
covarjiantes do tensor de Einstein, Riccl e escalar de curvatura,

Fara usar esse programas devemos digitar dentro do REDUCE, os

seguintes comandos{
in riemann;
O prograﬁi sera interrompido APOS um certo tempe com a pergunta:
CONT 7 Y or N |
Devem = digitar N e entio
IN nome do arquivo de dados;
CONT;
O= resultados sairdo na telz do terminal. Para gue os rasultaaos

sziam em um arqguivo, ©s comandos acima devem ser precedidos pelo

comando
OUT -nome de arquivo de saida;
Alguns com ndcs acima dependem do sistema operacional do

computador utilizado. No nosso caso estamos usando o sistema MTS.

Frog-amz RICCI

Esse programz calcula as componetes covariantes do tensor de
Ricci, Einstein. e escalar de curvatura. Ele deve ser usado quando
n%o se deseja calcular o tensor de Riemann, especialmente se a
métrica for grande, isto ¢, se contém muitas fungBes arbitrarias
que ¢ pendem de muitas variaveis. Nesse programa s6 s3o calculadas

as 18 componentes indeprendentes necessirias para calcular os
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tensores de Ricci € Einstein. A component.-R0123. R3012. ... n¥%o

£330 calcul adas..

A maneira de usar esse programa ¢ igual a do programa RIEMANN

exceolo pelo comando inicial que é¢:

in ricei;

Programa MAXWELL

Esse programa usa o mesmo arquivo de dadoz dos programas

RIEMANN e RICCI. Devemos especificaf porém, quais componenles do
tensor de Maxwell s%o nulas e quais sio as dependéncias funcionais
das componentes n¥o nulas. Por exemplo, no caso de apenas Ex e Hx
serenr. nio nulocs e dependerem apenas do Lempo.rdevemos acrescentar
ao arquivo de dados oz seguintes comandos:

hy := hz := ey :=ez := Of

fitex, t, ex!’, ex!'* 2%

fiChx, L, hx!', hx!'D%
Esse: dados tamb®m podem ser introduzidos interativamente.

O programa MAYWELL calcula na base de tetradas s equaghis de

Maxwell :

oo
[An.ye cl °

O resultad: do lado esguerdo da eq. (B.2) & guardado no ARRAY JCAD
e o resultado da eq. (B.3) & guardado no ARRAY EM(D) onde D assume
o valor que faz com que nancn' seja n3o nulo. Para usar esse
programa, procedemos de maneira igual aos programas anteriores
excetlo pelo comando iniclal que é:

in maxwell,

Un exemplo de saida desse programa para a métrica B.1 é:
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JC1D = ( - 2mB'mEXD /B - EX’

O:. =(2xB"uHX). B + HY’

que correspondem as eqs. (3.7) e (3.8) quando k1=0 o J(1D=oblX.

Programa EE

Esse programa monta as egquagBles de Einstein para fluido

perfeito e as exibe da seguinte forma:

p = “fTungBes da geometria” B.4
p = "fungBes da geometria’ B.S
equagBes diferenciais restantes B.6

onde p e p sZo a densidade e pressioc medidas por um observador
comovente com o fluido. O lado direito dazs egs. B.4 e B.S5 contém
apenas as fungdes arbitrarias que aparecem na métrica ((veja
exemplo a seguird.

Para usar o programa EE devemos primeiro calcular o tensor de

Einstelin atraveés do programa RICCI ou RIEMANN, e entlo dir o

comando:
in EE;

O programa procura a partir da eguagio Gooszoo duas egquagBes
i ndependerntes contendo p e p, resolve o sistema para essas
varildveis e exibe o resultado que serfiov as equagBes B.4 e B. 5. ©
programa subsiitue entBoc as expressBes de p e p nas equagles de
Einstein restantes e exibe. Temos assim zs equagles diferenciais
restantes em termos das fungles arbitrarias gue aparecem na
métrica. Essa equagB®es s3o guardadas no ARRAY EQD. Note que essa
nfoc é a Unica maneira de escrever essas equaglies, e nio obteremos

necessariamente a forma mais simples de apresentaglio. Em termos

computacionais, ¢ uma tarefa bastante complicada decidir qual ¢é a
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forma nals =imple:s de apresentag®o de expressBSes algébricas e em

ger al depende do ususrio.

Frograma EQDIF

Esse programa resol ve equagBes diferencials do tipo

Aa

A

2
> >

+ 3 + FC&> =

onde o e I £2o constantes e FCAD ¢ uma fung@c de A. O programa

calcula 2 integral primeira e exibe na forma:

35 = Conde 5 & uma nova variavel definida
dt
po: esta egquagiod
dA e
[ag] + V(A = C CC = constanted
VCAY =

O programz calcula a= expressBes de A e A da forma:

A Ffi1CA,CO

A

feCa, o

e exibe as express@ez de p e p da forma:

il

p = pCA,CO

P pCA,CO

O programa encontra a fungdo 2-AlsD caso a integrai

J dA
YC-VCA
tenha solugfo em termos de fungdes elementares.

Esse programa deve ser usado apds © programa EE. Primeiro

temos gue carrega-lo com o comahdo:
in EQDIF,

Para resolver a eguag2o diferencial B.7 damos entZo ¢ comando:

eqdifCa, 3, FCAYY;
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Como exemplo do uso desses programas, vamos analisar o modelo
de Friedm:nn plano cuja métrica pode ser posta na forma:

ds® = dt® - ACLOTIdxT + x& (dET + sentCEId¢T)

O arquivo de dados, cujo nome pode ser friedmann, deve ser ent¥o:

xC(OD: =L

x(1D:=ki$

»xed:=tetal

x(C3):={iD%

mtCO,00: =18
mtC1.,1): =A%

mtCe.2D: =AxxS

mL{3,3D: mAReXsin(tetad$

FICA, L, A" A",

A partir deste ponto, o que estiver em italico ¢ porque foi
digitado no terminal e em letras maidscula s2o as resposta do

computador.
in ricct;
OFF ECHO$

OFF ECHO®

CHAME ©O ARQUIVO DOS DADOS: IN

CONT?” Y OR N
n

in friedmann;

cont:

RICCICO,00

C - 3A"I/A

=4 =4
RICCIC1.1D := A"/A + (XA’ DA
c c
RICCICz=,2D> := A" /A + (EmA® DA
c c

RICCIC3,3D

"

A"/ZA + (PXAT D/A
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2 2
EC := € - O=A"D A + C - OMA® D/A

2 2
EINSTEINCG,0D = (3mA' D/A

2 2
EINSTEINC1.,1) := ¢ — 2MA"™) /A + C ~ A* D/A

[ 2
EINSTEINCZ,2) & C — 2rATD/A + C - A" D/A

2 2

EINSTEINC3,3D C - %A /7A + C — A" D/A

n

in ee,

RO C3aNA! " wu 2D /CKAPARAMXZD + LG-/KAFAS

PE

n

C — 2A!"D/CKAFABAD + C ~ A!'"#x2) ACKAPARA®NZD +
C - LG)-KAPAS®

Através do programa EE obtivemos as equagBles de Einstein para um
fluido perfeito. Vamos égora resolver essas equagles para poeira
(p=0) e sem constante cosmolégica (LG=0>. Note que a equagi¥o PE=0

é da forma B.7 com o=-2 & {3=-1. Assim, vamos usar o programa EQDIF

da forma:

tn egdif;
egdi f(~-2,-1,02;

RESULTADOS INTERMEDI ARTIOS
SEJA S UMA NOVA VARIAVEL TAL QUE:
DSADT: =1 /SQRTCAD

3
RO: =( 3%CONSTD ~C KAPAXA D

PE: =0
RESULTADOS FINAIS
S-50: =(SQRTCCONSTOIXAD #CONST

A soluglo foi dada na varidvel S gue estd relacionada com t da

forma Sbma/a. Assim wvemos que © programa fornece a solugZo de

Friedmann tipo poeira.

135



e PROGRAMA RIEMANN  ttmx

OFF ECHOS

MATRIX TETR(4,4>,TETRINV(4,4D,;

ARRAY XC3D,ETAC3),MIC3,3),MTI(C3,3>,C(3,3,3),6AMA(3,3,308

ETACOY := 18ETAC1D := ETAC2) := ETA(3) := -1§

IN PROCEDUELS;

WRITE "CHAME O ARQUIVO DE DADOS: IN A

PAUST ; '

on gcd,
forall x lel cos(xxsxZ = 1 - sin(OomN;

forall x let cosh(xO»xz2 = 1 + sinh(Oexz;

FOR A1=1:4 DO FOR Bi=1:4 DO TETRCA1,B1D := MICAI-1,Bi-12;
TETRINV := 1-TETRY
FOR A1=0:Z%

DO FOR B1=0:3 DO MTICA1.B1D> := TETRINVCA1+1,B141);

FOR A1=0:3 DO
FOR B1=0:3 DO
FOR Ci=B1+1:3 DO
<C CCA1,B1,C1> := FOR K11=0:3 SUM FOR L11=0:3 SUM

DFCMTCA1 ,K112 ,XCLI1DD»CMTICLI1,B10»MTICK11,C1D ~
MTICL11,C1O=MTICK11,B100%

CCA1,C1,B1> := ~CCA1,B1,Ci> >>8

on nero$%

FOR A1=0:3 DO
FOR Bl=A1+41:3 DO
FOrR C1=0:3 DO

<< WRITE GAMACA1,B1,CiD> := CETACA1D»C(Al1,B1,C1D0 -
ETACB1D2%7CB1,A1 ,C1D> — ETACC1DO%C(C1,Al1,Bi>>. 2%
GAMACR1 ,A1,C1D> := —GAMACA1.,B1,C1D >>8

ARRAY RIEMANNC3,3,3,3),RICCIC3,3),EINSTEINC3, 3D,
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FOR A1=0:2 DO
FOR Bi=A1+41:3 DO
FOR Ci=pA1:2 DO
FOR Di=MAXCB1,Ci1+1)>:2 DO
(< RIEMANNCC1 ,Di,A1,B1) := RIEMANNCB1 ,A1,.D1.,C1)> : =
RIEMANNCD1 ,C1,B1,A1D := RIEMANNCAl1,B1,C1,D1D> :=
FOR MI=0:3 SUM (DFCGAMACAL ,B1 , D10 , XCMIDO®MTICMI,C1D) ~
DFCGAMACAL ,B1 ,C1D , XCMIDDO®WMTICMI ,D1D> + ETACMID®
GAMACAL ,B1 \MIDO»{GAMACMI ,C1,D1> - GAMACMI,Di,C1d> +
ETACMI D ®( GAMACMI ,B1 ,D10% GAMACAL ,MI ,C1D> -
GAMACMI ,Bl1 ,C1O=GAMACAL M1 ,D13D) 8

RIEMANNCB1 ,A1,C1,D1D -RIEMANNCA1 ,B1,C1,D10>¢8
RIEMANNCAl ,B1,D1,C1D

:= —~RIEMANNCAL ,B1,C1,DiD>8
RIEMANNCD: ,C1,A1,B1) := —-RIEMANNCA1,B1,Ci1.,D1D>$
RIEMANNCC1 ,D1,B1,A1D := -RIEMANNCA3 ,B1,C1,D1> »>>8
RIEMANNCO, 3,1,27 := RIEMANNCZ2,1,%,02 := RIEMANNC3,0,2,1) :=

RIEMANNC1,2,0,32 ~RIEMANNCO,1,2,3> + RIEMANN(O,2,1,32>8

RIEMANNCZ,1,0,32 ~RI EMANN(C1,2,0,30%

RIEMANNC3,0,1,2) :

"

RIEMANNCO, 3,2,10 - RIEMANN(1,2,0,328%

FOR A1=0:2 DO
FOR Bi=A1+41:3 DO
FOR Cl=Al:2 DO
FOR D] =MAXCB1,C1+413:3 DO
WRITE RIEMANNCA1,B1,C1,D1D> := RIEMANNCA1L ,B1,C1,Di>%

IF RIEMANNCO,1,2,332=0 OR RIEMANNCO,2,1,32=0 THEN
WRITE RIEMANNC1,2,0,3> := RIEMANNC1,2,0,30%

"FOR A1=0:3 DO FOR Bi=A1:3 DO

<¢ RICCICB1,A1lD := RICCICAL,B1D> :=
FOR C1=0:3 SUM ETACCL)®RIEMANNCC1,A1,C1,B1D$
WRITE RICCICA1,Bi> := RICCICA1,B1iD >>8

EC := FOR A1=0:3 SUM ETACALD®RICCICAL ,A1D,
FOR A1=0:3 DO FOR B1=A1:3 DO
<< EINSTEINCB1,Al1D> := EINSTEINCAl1,Bl1D> :~=
RICCICA1,Bi3>-IF A =Bl THEN ETACA1D®EC 2%
WRITE EINSTEINCAl1 ,Bi> := EINSTEINCA1,B1D >>§

OFF NERO, GCD;

END;
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snm  PROGRAMA RICCI  sem:

OFF ECHOS
MATRIX TETR(4,4>,TETRINV(4,4);

ARRAY X(C3>,ETAC3) ,MT(3,3>,MT1(3,3>,0C3,3,3>,6AMAC3,3,308%
ETACO) := 18$ETAC1) := ETA(2) := ETAC(3) := -18

IN PROCEDURES,

WRITE “CHAME O ARQUIVO DOS DADOS: IN

....... ;'8
PAUSE;
on gcd;
forall x let cos(xO¥x2=1 - sin(>O%xZ;
forall x let cosh(O#x2=1 + sinh(xXD%xZ=;
FOR A1=1:4 DO FOR Bi=l:4 DO TETRCA1.,Bl1D> := MICA1-1,Bi-1D;
TETRINV : = 1/TETRY
FOR A1=0:3 DO FOR Bi=0:3 DO MIICA1,BiD := TETRINVCAl1+41,Bi+1);

CLEAR TETR, TETRINV;

FOR A1=0:3 DO
FOR Bi=0:3 DO
FOR C1=B1+41:3 DO
<< CCA1,B1,C1) := FOR K11=0:3 SUM FOR L11=0:3 SUM
DFCMTCAL ,K11) ,XCL11DD% MTICL11,B1D%MTICK11,C1D> -~
MTICL11,C1)%MTICK11,B1D)8
CCA1,C1,B1> := — CCA1.B1,C1D >>8$

FOR A1=0:3 DO
FOR Bl=Ai+1:3 DO
FOR C1=0:3 DO
<< GAMACA1,B1,C1> := CETACAID®C({AL1,B1,C1D> -~ ETACBIO
CCB1,A1,C1> - ETACC1D%C(C1,Al1,B12>>.2%
GAMACRB1, A1 ,C1> := -GAMACAl1,B1,.C13 >>$

CLEAR C$

ARRAY RIEMANNC3,3,3,3) ,RICCIC3,3D,EINSTEINC3, 3D,
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FOR A1=0:2 DO
FOR Bi=A141:3 DO
RIEMANNCB1 ,A1,B1,A1) := RIEMANNCA1l ,Bl1,Al1,B1) :=
FOR MI =0:3 SUM (DFCGAMACA1L ,B1,B1) , XCMIDD®NTICMI ,A1D> -
DFCGAMACAL ,B1 ,A1D  XCMIDDwMTICMI ,B1D + ETACMIDw
GAMACAL ,B1  MID»(GAMATMI ,Al ,B1D ~ GAMAUMI,B1,A1D) + ETA(MID»

CGAMA(MI , Bl ,B1O%GAMACAL ,MI, A1) ~ GAMACMI ,B1,AlDw
GAMACAL ,MI ,B1>>> ¢

FOR A1=0:2 DO
FOR Bi=A1+1:3 DO

FOR C1=0:3 DO :
IF CA1l NEQ C1> AND (Bl NEQ Ci1> THEN RIEMANNCC1,A1.C1,B1D:=
FOR MI=0:3 SUM (DFCGAMACC1 , Al ,B1D,XCMIDD®MTICMI ,C1) -
DFCGAMACCL ,A1,C1D , XCMIDOMTICMI ,B1D + ETACMI D«
GAMACCI , A1 MID®(GAMA(MI ,C1,B1)> - GAMACMI ,B1,C1D)> +
ETACMI D #{ GAMACMI , A1, Bt D%GAMACC1 ,MI ,C1D> -
GAMACMI , A1 ,C1D#GAMA(C1 ,MI ,B12D2> $&

CLEAR GAMAS
ON NEROS

FOR A1=0:3 DO
FOR Bi=A1:3 DO

WRITE RICCICA1,B1) := FOR C1=0:3 SUM ETACC1)Ox
RIEMANNCC1 ,A1,C1,BiD%

CLEAR RIEMANNS

EC := FOR A1=0:3 SUM ETACA1DO%RICCICAL, Al1D;

FOR A1=0:3 DO
FOR B1=A1:3 DO
WRITE EINSTEINCA1,B1) := RICCICA1,B1> ~ IF A1=B1 THEN

ETACAID®EC/2 $
OFF NERO, GCD;

END;
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s PROGRAMA MAXWELL  w;x

OFF ECHOS

CLEAR EX,EY,EZ,HX,HY,HZS

MATRIX TETR( 4,45, TETRINV( 4, 4D,

ARRAY X(3>,ETAC3D>,MI(3,3>,MTI(3,3)>,C(3,3,3),08AMAC3,3,3>8%
ETACO> := 18ETAC1> := ETA(EY := ETA(3) := -1%

IN PROCEDURES;

WRITE "CHAME O ARQUIVO DOS DADOS: IN
PAUSE;

WRITE “"DE A DEPENDENCI A FUNCIONAL DE EX,EY.EZ,HX,HY,HZ";
PAUSE;

FOR A1=1:4 DO FOR Bi=1:4 DO TETRCA1,B1> := MICA1-1,Bi-1>;
TETRINV := 1-TETRS$
FOR A1=0:3 DO FOR B1=0:3 DO MTICA1,B1) := TETRINVCAL +1 ,Bl1 +1>;

CLEAR TETR, TETRINV;

FOR A1=0:3 DO
FOR B1=0:3 DO
FOR Ci=B1+1:3 DO
<< CCA1,Bi,C1> := FOR K11=0:3 SUM FOR L11=0:3 SUM
DFCMTCAL K110 ,XCL11DD%(MTICL11,B1>=MTICK11,C1> -
MIIC111,C1DO=MTICK11,Bi>> ¢
CCA1.C1,B1)> := —CCA1,B1,Ci> >> 8

FOR A1=0:3 DO
FOR Bl=A1+1:3 DO
FOCR Ci1=0:3 DO

<{ GAMACA1,Bl1,Cl1> := CETACA1D»CC(A1,B1,C1D> ~
ETACB1>»CC(Bl1,A1,C1)> - ETACC1DO>%C(Ci,Al1,Bid> 2 8
GAMACB1 ,A1,C1) := -GAMACA1,B1,Ci> >> 8

CLEAR C$8

ARRAY JC3>,TMC3,3),EM(3D%

TMCO,1D = -EX8 TMCO,2> := —-EY$ TM(0,3) := -EZ%

TMC1,20 := HZ8 TM(1,3> := —-HY8 TM(Z2,3> := HX$

FOR A1=0:3 DO FOR Bi=A1+1:3 DO TM(B1,A1> := -TMCA1,BiD>$
ON NERO;
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WRI ']-E L1 i.‘

WRITE " "8

WRITE "EQUACOES DE MAXWEL!L NA BASE DE TETRADAS',

FOR A1=0:3 DO
WRITE JCA1D := FOR B1=0:3 SUM FOR C1=0:3 SUM
ETACAI D®ETACBID®ETACCID>»( DFCTMC A1 ,B1D ,XCC1DDwMTICC1 ,B1D +
GAMACAl ,B1 ,CiO%TM(B1,C1> + GAMACC1 ,B1,C1O#TMCA1,.B1>>8

BEGIN INTEGER K18
Ki := 1%
FOR A1=0:1 DO
FOR Bl=Al1+1:2 DO
FOR C1=B1+1:3 DO
<< EM!'?7 := FOR D1=0:3 SUM
ETACDID>{ DFCTMCA1 ,B1D , X{DI1D>DOuMTICD1,C1D +
DFCTMCC1 ,AL1D ,XCDIDDO»MTICDL ,B1D> + DFCTMCB1 ,C1D,XCD1D>Oxn
MTICD1,A1> + GAMACD1, Al ,ClO%TM(B1,D1D> +
GAMACD1 ,C1,B1OwTMC A1 ,D1D> + GAMACDL ,Bl,A1DwTM(C1,D1> +
GAMACD1,B1 ,C1)O>%TMCD1,A1D + GAMACDL, Al ,B1D®TMCD1,C1D> +
GAMACD1 ,C1,A1D»TM(D1 ,B120%

IF EM!7? NEQ O THEN << EM(CK1> := EM!'? § .
WRITE O := *",EMCK1i>8 K1 := Ki1-1 >> >> $§
ENDS
OFF NERO;
END;
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mxm  PROGRAMA EE s

CONVENGXO:
EQUACKO DE EINSTEIN: G, o + LG®ETA, o =C(RO+PEDWV, Vg - PEXETA, _
ONDE: G,. = EINSTEINCA,B)
LG = CONSTANTE COSMOLOGICA
OFF ECHO;

CLEAR RO, PE,KAPA,LG;
ARRAY EEC3,3);

FOR A1=0:3 DO
FOR Bi=Al1:3 DO
EECA1 ,B1> := EINSTEINCAL1,Bi1) + (LG+KAPAXPED »
CIF A1=Bl1 THEN ETACA1DD - KAPAWRO+PED®MTICO,A1DMTIC(O,B1D> $§

BEGIN INTEGER KO,K1,K2;

FOR A1=0:3 DO
FOR Bi=A1:3 DO
IF KO NEQ 2 THEN

IF DFCEECA1,B1>,R0> NEQ O OR DF(EECA1,.B1),PE> NEQ O THEN

IF KO=0 THEN << EQ1 := EEC(A1,B1>% KO := 1 >> ELSE
IF EECA1,B1> - EQ! NEQ O THEN
(¢ EQ2 := EECA1,B12% KO := 2 >>8§

SOLVEC1 , X'»2>; ESSE COMANDO PERMITE DESLIGAR A CHAVE SOLVEWRITE

OFF SOLVEWRITE;

SOLVECLSTCEQL ,EQed , RO, PEDS

WRITE RO :

SOLNC1,10,

WRITE PE

n

SOLNC1,2);
ARRAY EQIX8)8

FOR A1=0:3 DO
FOR Bl=A1:3 DO
IF EECA1,B1D> NEQ O THEN
<< EQIXK1+1> := EECA1,BiD8 Kl := Ki1+1 >>8§

ON NERO;
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IF X150 THEN FOR A1 =1:X1 DO

<< FOR B1=0:A1-1 DO

IF EQDCAID-EQIXB1>=0 THEN K& := 1 §

IF Ke2=0 THEN VWRITE

ENDS

ON SOLVEWRITE, KERO,

END;

3

"0

v =

",EQIX A1D> ELSE Ke
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mum  PROGRAMA EQDIF  smx

ALGEBRAIC PROCEDURE EQDIFCX,Y,Z>8

BEGI NS

IF X=0 THEN '

IF Y=0 THEN RETURN EQUACAO! MAL! DEFINIDA ELSE
WRITE INTCSQRTIC-Y/ZD-A,AD,”: =T-TO"
ELSE '

BEGINS

CLEAR A, 5, A!.S, A', 55, CONST,
DEPEND A,S; DEPEND A!,S,S;

LET DFCA', 5,5 = A!,S5, DFCA, S = Al,S;

ON RAT;

Al' = Al ,Sxpr(-YXD8

Al = DFCAY’ SO#AMW -Y XD8
Al S5 1= ~ZapAwn(142%Y XD NS
VA = —2%INTCA!,SS, A8

A',S = SQRT(CONST-VADS

WRITE "RESULTADOS INTERMEDI ARIOS";

WRITE * SEJA S UMA NOVA VARIAVEL TAL QUE:
WRITE " DS/DT := », AWsC Y /XD ;

WRITE "  ",1CDA!/DS!D®%2+VICA!D," : = CONST";
WRITE * veady = Y ,VA;

WRITE * RO := *,RO;

WRITE * PE := ",PE:;

WRITE "RESULTADOS FINAIS";
WRITE "  S-SO := ",INTC1/A!,S,A):
ENDS
END$S

END;

144



APENDICE C - CALCULO COM FORMAS E O PROGRAMA EXCALC

O objetivo desse apéndice ¢ apresentar como calcular as

grandezas geométricas associadas a wuma dada

[63,66]

métrica atraveées do

pacote EXCALC . Que é um programa. para calculos com formas

diferencials escrito na linguagem REDUCE. Apresentamos também os

principais resultados do calculo exterior que sZo UGteis para se

obter essas grandezas geométricas.

A derivada exterior & uma aplicag3o gque leva uma p-forma numa

(p+ld—-forma e satisfaz as seguintes relagBes:

i) d(8+aw) = d8 + adw
{id dce~wd) = d6~w + (-1>Pe~dw c.1
i14> d2 =0
onde 6 é uma p-forma, «w é uma forma qualquer e aeR. Na base
coordenada escrevemos:
6 =1 ¢ B eIV c.z
p' i ...14
1 P
e
ae
. 1$. .. i-;, 5 La ™
df = — ———r—— dx " 7dx "7, Tdx C.3
p! &

No EXCALC a derivada exterior & o operador d, e as formas s3o

declaradas com o comando PFORM, por exemplo 'para declarar 6 uma

p—forma escrevemos:
pform teta=p;
As relacBes C.1 ja& est3o implementadas no EXCALC.

Em wuma variedade riemanniana quadri-dimensional podemos
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definir em cada ponto qQuatro campos veloriails ortonormails (e‘.
a=z0,1,2,3) que servem como base para o espago tangente 3 variedade
em cada ponto. Esses campos s%o chamados de (etradas. Podemos

definir as 1-formas {o‘. A=0,1,2,3) duais a e, atraves da relacgio:

A

<e_{o*> =& | C.5
» )

onde « | > representa o produto internc de vetores com formas. Na

base coordenada escrevemos

e =&t 2 C.B
A A Oxu .
e
o‘ = e-“d)(}J . c.7
7,
onde efe® =6 Um elemento de linha
By »
e o
ds = dx dxﬁ c.B8
o _

pode ser escrito como

dsa = nAnvoB c.e
se
a K
gaﬁe‘ e = M. C.10

Oz coeficientes de rotag3oc de Ricci yA.c s3do definidos por:

VAnc - _ e:;x es ez C.11
Pode-se mostrar, usando o fato de nAB ser constante, qgue
rf_c = - Y‘cn C.ie
As 1-formas de rotaglo s3%o definidas por:
w o= y‘ncoc C.13

Derivando exteriormente a equagioc C.7 e usando a equa¢io acima,

bt e -
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do r - w "o C. 14

A eguagd3oc acima ¢é chamada de primeira equagdo de estroutura de
Cartan. Pode-se mostrar, usande o fato de que a derivada

covariante de gaﬁ se anula, que
W 5T W c.18
No EXCALC definimos as 1-formas o” atravées do comando
COFRAME . Por exempl o, se o elemento de linha ¢ dado por
(Schwarzschild):

dsa = wadta - w-adra ~ radea - rasenae d¢a C.16
ent¥oc no EXCALC escrevemos:
pform psi=0; - c.17
fdomain psi=psiCrd; c.18

coframe oltd)=psimd(id,
olrd=1psind(r),
oltetad=rwdCtetad,
olfid=rusinCtetadnd(fid
with signature (1,-1,-1,-1); c.19

Observe que com a escolha das tetradas acima, o elemento de linha
C.16 pode ser escrito na forma C. 8. Nesse caso nio €& necessario
fornecer a métrica ao EXCALC mas apenas a assinatura. O comando
C.18 declara que psi é uma fungio de r.

As 1-formas de rotagfo w podem ser obtidas no EXCALC

através do comando RIEMANNCONX, por exemplo:

riemannconx om, C.20
omCk, -1 := omCk,-1D; c.21
R _ T
OM T % @RPSI*O
T T
OM R ‘T @RPSI*O
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TETA O npP Sl
OM B HE S
of1 .. O lwpsi_
R R
o _ o ofFTA .
TETA R
FI
o1 . O IwCOSCTETA)
TETA SINCTETAD mE
OMR = — -gif_!].:_’gl._
FI R
FI
oyTETA O ®COSCTETAY
FI1 ° SINCTETAD ™R

0O comando C.2 faz com gque os termos w‘n sejam listados. As letras

k 1] =%c indices mudos. O indice sem sinal ¢ contravarianite e o

indice com sinal menos & covarlante. A express3o @€_PSI significa

R
I PSID/8R.
As tetradas e, s¥Xo definidas através do comando FRAME, por
exempl o
frame e; cC.c2

O produto interno ¢ definido no EXCALC por v_iw, onde v & um vetor

e w é€ uma forma. Por exemplo, <eA|oB> pode ser calculado através

dos seguintes comandos:

pform etaCk,1>=0;

c.23
etaCk,-1) := e(-1D_jolk); c.24
ETAT T = 1
ETAR R 1= 1
ETATETA =1
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F2
ETA FI ° _1

Podemos ver que © resultado de C. 24 ¢ nkl como esperado (estamos

omitindo os termes nulos). O comande C. 23 define eta como uma

fung®o (forma de grau zerco) de dois indices.

Os coeficientes de rotaglico de Ricci y‘.c

usando a expressio C.13:

pform gamaCk,l,m>=0;

podem ser obtidos

gamaCk,-1,-m) := el(-m>_lom(k,-1>;
GAMAR = @_PS1
TT- R
GAMAT 1= @ PSI
RT ~ °R
TETA _ _PSI
GAMA R TETA = R
A.1 - Tensor de Riemann, Einstein e Ricci
O tensor de Riemann pode ser obtido da segunda
estrutura de Cartan:
ot = do® o+ * ~®
B B c B
onde
ot = 1 RA oCrcP
B 2 BCD
No EXCALC escrevemeos da seguinte forma:
factor ~;
pform curv(k,1D=2;
antisymmetric curv;
curvik,~1D := d omCk,~10 + omCk,-m>"~omCm,~-1D;

14

equagio de

c
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R T, R 2
CURV" _ := O’ ~O e, PSIWPS] + €.PSI™)

o~ oTETA-@RPsx wpPS]
CURV = — e e e, —————————— —

0O comando C.28 faz com gque termos que Lenh.am produto exterior
sejam fatorizados. O comando (. 31 declara CURV wuma forma
totalmente antissimétrica e esse comando deve sempre ser dado
guando for o caso, pois reduz os calculos internos do EXCALC. As

componentes do tensor de Riemann s¥o obtidas através dos comandos:

pform riemannCk,l,m,nd=0; C

.33
riemannCk.-1,-m,-n) = e(-n)_iCe(-md_ltcurvlk,-1353; C. 34
RI EMANN T = @ PSI®PST + € PSI8
R TR R R " TR
T @RPS’I!PSI
RIEMANN TETA T TETA = B =~~~

O comando C.34 usa um espago de memdria grande devido ao grande
ndmero de indices, e facilmente esgota a memdria de um PC se a

métrica nZo for simples.

Para obtermos o tensor de Einstein GAB procedemos da seguinte
forma: Definimos a 1-forma de Einstein c* por:

A R ) »

G G o : C. 35
B

Seja 5‘ a 3 forma dual a ¢*. Podemos mostrar que

é‘ = —1—C0A"o"‘oc)*"ﬂ C. 36
c BC

Sabendo que no EXCALC o dual de uma forma €& obtido através do
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operador #, para obter as formas de Einstein escrevemos:

pform einsteinstar(kde=3, sinsteinf(kd=1; C.37
einsteinstar(kd = -1 /208 oCkO(1D0lmddcurv(l,-md; C. 38
T OR‘OTETA“OFII(E!QRPSIHRuPSI + PS]8 - 1>
EINSTEINSTAR L e e e
2
| 4
| o OT"OTETA’*OFI*CE*QRPSI %R¥PSI + PSI® - 1)
EINSTEINSTAR = o~ —omm o e e e e e e e e
2
B
einsteinf(k) = # einsteinstar(k>; C. 39
T 2
T © KE*@RPSI #R®PSI + PSIT - 1D
EINSTEINF = = = —ommmme e e e
Ra

Para obter as componentes do tensor de Einstein escrevemos:

pform einsteinCk,13=0; C. 40
symmetric elnsteln; C. 43
einstein(k,-1) := e(-1)_tleinsteinf(k); C. 42
T 2*@RPSIuR*PSJ + PS:I2 -1
EINSTEIN P e e e
T RE

A 1-forma de Ricci & dada por:

R* = ®* o = R*® o" = <e |0*® ‘ C.43

onde R . é o Ltensor de Ricci. No EXCALC escrevemos
pform ricciflkd>=1; C. 44

riccifCkd := eC-md_Jlcurvik,md; C.45
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O'wce, PSINRWPS] + ® PSIEWR + 2we_PSI wPSI>

)

RICCIF! .= -~

Para obter os componentes do tensor de Ricci escrevemos:

pform riceciCk,12=0;

C. 46
symmetric ricci; C. 47
ricciCk,-1) := e(-1D_Iirlccif(kd; C. 48
e PST %RxPsSI + @ PSIENR + 2m@_ PSI #PS]
T R R K R
RICCI T e R I T

O escalar de curvatura R pode ser obtido das seguintes maneiras:

pform ec=0;

C. 49
ec := e(-mO_iricciflm; C.50
et PSI*RB*PSI + @ PSIE*R2
B K |4
EC ;12 - ———=srmmrm s m e m e e e +
o]
ame PSIwRWPST + PSIC - 15
e it
ou
ec = ricciCm,~-m>$% C.581

Uma outra maneira de se obter RA- e GA é através das

componentes do tensor de Riemann da forma:
ricciCk,-1) := riemannCk,m,-1,-m>% C.82

einsteinCk,-12 := ricciCk,-1> - (eC(~-1D_iloCk2I%ricciCm, —m 28

C.83

Em geral, esse tltimo procedimento n3o é o métode mais eficlente,
pois necessita das componentes do tensor de Riemann. No EXCALC

devemos evitar o maximc possivel de trabalhar com os coeficientes
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das formas e sim manipular as formas em si. Apenas quando

necessario projetamos a forma para obter os coeficientes.

A.2 - Tensor de Weyl

A 2-forma de Weyl & dada pela seguinte expressﬁolol]:
c*® = 0" - Lestao® - SPhoty - B ot c.54
e - i
onde
st = k% - Ieo? C. 55

s* ¢ a 1-forma de Ricci sem trago. As componentes do tensor de

Weyl podem ser obtidas da eq. C.54 da seguinte forma:

c*® = <e |<e _jc*®>> C. 56
co D c
AB 1 A B A »
R cp & n cssn*n ﬂSAc n nsnc n CSAQ)
R A P A B
R ¢ _
ie L D n Dn c) : €. 57

onde SA! s%o as componentes do tensor de Riccl sem trago, isto &,

A A 1 A
= > = - L
s » (eh‘S . R it .58

No EXCALC escrevemos ent3o:

pform weyl(Ck,12=2, riccist(kd=1; C.5g

riccistCk) = riccif(kd - ecxo(kl 4% C. 60

weyl(k,1D := curv(k,1ld - Criccist{k2)™olll)-riccist(ld"alkdd. 2 -
- ecHolCk)~o(Cld.712% C. 61

Para obter as componentes do tensor de Weyl escrevemos:
pform weylCk,l,m,nd=0; c.e2

weylCk,l1,m,n) = eln2_i1Ce(md_lweyl(Ck,1DD08 C. 632

A.3 — Quantidades CinemaAticas

Vamos supor que a velocldade na base de tetradas & dada por:
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Nesse casco os pardmetros cinemiticos s¥o dados por{57]:

1> Escalar de expansio

11> Tensor de cisalhamento (Shear)

_1 o o _.0 o _
%0 - 7 o0 30707 an T 3473 Tan Maoe0””
iii1> Tensor de rotagio
1, o o (o) o o o
= - + -
“an §$y BA LA™ Y ao” » Y so” AD
iv) Vetor aceleragio
a = - 2°
A ¥ a0
Uma wvez calculadas as componentes de r‘lc e n‘n. no

escCrevemos:

pform expansao=0, cisa(k,12=0, rot(k,12=0, acell(kd=0;
expansao : = gamaCk,t,~kD;
cisaCk,1d := 1. 2%{gamalt,k,-tIxetaCl ,—-td> +

+ gamaCt,l,-tdsetalk,-td> -

- gamaCt,k,1D> — gamaCt,1,kd -

- 23ntetax(etalCk,l1d -

- etaCk,-td)setalCl,-t223,;

rotCk,12 := 12¥(gamalt,.k,1D - gamaCt,l,kd> +
+ gama(t,k,~-tdmetaCt,1d -~

- gamaCt,l,-towetalt,kdD;

acel(k) := -~ gamalCt,k,—LD;

*
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APENDICE D - RESULTADOS DE CALCULOS USANDO REDUCE

Grande parte dos resultados algébricos dos capitulos 3 e 4
dessa tese fol feita ou confirmada através do programa REDUCE.
Nesse apéndice mostramos como obtivemos alguns desses resul tados.

A= grandezas geométricas, como o tLensor de Ricci, foram

primeiramente obtidas através dos programas descritos no apéndice
B. Esses calculos foram refeitos mais tarde com o programa EXCALC
em um PC. Mostramos a seguir como realizamos esses calculos com
alguns comentarios explicativos.

O comando abaixo carrega o pacote EXCALC.

LOAD “excalc™;

Os comandos a seguir declaram comoe fung@es os parametros A,

B, k£ @ m., que aparecew ne metrica (3.17 e lapbéwn especificawm as

dependéncias funcionais.
PFORM A=0,B=0,K=0,M=0;
FDOMAIN A=ACTD, B=BCTD,K=KCTETAD ,M=M(TETAD ;
O comando abaixo estabelece a base de tetradas que serao

usadas para se obler o tensor de Ricci. Estamos seguindo a escolha
' t
e notacXZo usadas na Lese de mestrado

COFRAME O T = DT,
O KI = A»(D KI + 4xMuxz2xy FI3,
O TETA = BxKxD TETA,
O FI = B#K%SINCTETADI®D FI

WITH SIGNATURE (+1,-1,-1,-1>;
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Oz comandos a sxzeguir estabelecem os vetores

nome E, tal que <E'|O‘>=n‘.) e as l1-formas de rotacglo w

nome OMD .
FRAME E:

RI EMANNCONX OM;

tetradas (com

Ccom

O comandos abaixo implementam as relagBes (3.2 e (3, 3D,

LET @eC(M, TETAY = LAMI®Kwx2®SINCTETAD ~4/M;

LET (K, TETA, TETAD = LAMZ2®K%%3-COSC TETAD %@CK  TETAD #/SINCTETAD

+ @CK, TETAD #u2/K+K;

Os comandos a seguir servem para melhorar

das expressBes a serem calculadas,

derivadas parciais.

FACTOR ®CEB,T, 7D, €CA,T,TD, ®CR,TD,

ON RAT,;

Calculamos agora as grandezas geométricas O‘n.

segunda equagido de estrutura de Cartan,

PFORM CURV(J,L>=2;

a forma de saida

fatorizando o©s termos com

eCA, T2, LAM1, L AM2,

através da

e o tensor de Ricci.

CURVC],-1D5: =D OMCJ,~LD + OMCJI,-MD>DTOMCM,-LD%

PFORM RICCICJ,LD>=0,;

SYMMETRIC RICCI;

RICCICT,-LD:=EC-LD_1CEC-MD>_ICURV(I, MDD,

2xe
T T 15
RICCI ' _ := 5
rrccr X! B I e
K1 A
TETA T 7T B
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O SRS f sl G st s
F1 - B c AnB
B
c_.c
eaamZua® e
B‘

Oz comarmdys a2 seyguly eclabelecem a guadrl veloocidade (VA=G;) 2
o teﬁsor de Maxwell F*".

PFORM V(L2=0,FC(J,LD=0,TEM(J,LD=0,

V(TD: =18 VC(KID: =VCTETAD: =V(FID: =08

ANTISYMMETRIC F,

FCJ,LD := 0%

FC-KI,-TD := CE$

FC-TETA,-FI> := CM$

FF := FCJ,LO®FC~J,-1D>8

Os comandos abalxe definem a métrica n‘n e calcula o tensor

momentum-energia para fluido perfeito mais campo eletromagnético.

PFORM ETAC(K,LD = O;

ETACK,LD := ECLD {OCKO8
TEMCJ,LD := ROXVCID®VCL) - P®CETACJI.LD - VCID%VCLDD
+ FCJ.-ND®FCN,LD + FF®ETACJ,LD 48
TT CES + oM + BxRO
TEM e eSS e S S e T
>
KI KI CES + oMF — exp
TEM - e e T -
S
TETA TETA CES + cM® + exp
TEM — 77 T i emme—— e ST T
el FI . _ CES + oM + owp_

Os comandos a seguir montam as equagBes de Einstein e guardam
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© resultado no tensor EE*?. A= equacBes slo entko Ee*”-0.

PFORM EECI,LD> = O;

EECI,L> := RICCICJ,L> - CTEMCI,LD - ETACT,LOWMTEMCN,~ND./2D;
EET T . = —_ (-?f?-f_ -+ ._fz_ﬁ_ -+
' B A
CE2 + CMa + RO + 3P
PR A o b
2
IS SRS SN O ORIt cithh S WV Tl
A AxB 4
cE® + o - RO + P
e e e T e
e
@ e e @ »E
( TETA TETA i o S A vt il
B BB AnB
_exLam1i®xa®  LaMz _ cE® + oM 4 RO_-_P_
B4 BB 2
@ e e @ »E
S 0 SN O st O vt vl
B e AxB
B
exLaM1 Zxa®  LaMz  cE® 4+ o + RO - P
B4 BE c

Note que EE¢¢=EEeef assim temos trés equagBes a tLrés

incédgnitas. Essas egquag®es podem ser resoclvidas com © comando

SOLVE:
LET CeEsx2=CE2;

RES: =SOLVE(LSTCEECT,T>, EECKI,KI>, EECFI,FI>>,LSTCRO,P,CEZ)D,

o

@ e e S B
CES = ((ROe - —TTo_ Srh o S ST
oxB ot 7Y c cxARB
exB
ConLAMI “xa® — LaM2xp®> cans?>,

c

I i O ol o vl visthl il
B 2xB 2%A o *Ba 2xA%B

- CemLAML “xa® + LaMexBS c2xp®ys,
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[

— C4wLAMISwa® 4 LaMewe® + oMowB?> B9

Devido a problemas com falta de meméria no PC, vamos

continuar os calculos fora do EXCALC., Para isso vamos guardar o

altimo resultado em um arqguivo chamado ROPE através dos segul ntes

comandos:
OUT "A: ROPE";
OFF NAT;
RES : = FIRSTC(RES)E

PARTCFIRST(RESDS , 00

n
|

PARTC SECONDCRES) ,0) := : =

"
I

PARTC THI RDCRESY , O
WRITE "END";
ON NAT;

SHUT "A: ROPE";

Uma vez gque vamos sair do EXCALC temos que editar o arquive

ROPE e trocar © comando @€ por DF. Ao recomegar a seg3oc de REDUCE
damos ent3c os seguintes comandos:

DEPEND A, T:

DEFPEND B, T;

IN "A: ROPE";

RO := 1/72%DFCA, T, To»A(-1D + S/2%DFCA, TO*DF(B, TO %A»x{ -1 DB -1D
— 1/72%DFC(B, T, OB -1D + 1.2%DF(B, TO #x2xBee —2) + LAMI Iex2xAMR2x
Bl 4D -~ 1. 2xLAMExR»e —2)+L.G§

P := - (1/2%DFCA,T. D -1D + 1.20DF(A, TOD*DF(E, TO %A -1D%
BaxC ~1) + R/2nDFC(EB, T,.TODXB»»x( —1D + 1. /72%DF(B, TO#»xZ2xBw» -2) -
LAMIL ez A2 xBanl —4) — 1. /2xl AMEZxBx*x{ -2>)-LG%

CEZ2 : = — CDFCA.T,TomAwn{ ~1D) + DFCA,TOXDF(B, TO»A2%( -1 IxBaxx( -1> -
DFCE, T, DBl ~12> — DFCR, TO2xBx»x( —2) + 4xL AM] sa2a AR XBaex( 4D +
LAME*B»»% —2D + CMMx2D§
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Vamos agora implementar a relacfo (2.10>. Dagul para frente

tomaremos klzo.

A: =BuuRS

LAM1 : =08

FACTOR DF(B,T.2>,.DFCB,T),LAMZ,;

ON RAT;

Os comandos a seguir implementam a relagl3io (3.16) ateé
coloca-la na form# da eq. (3.22).

EE: =LP®RO-P;

EE := DFCB,T,2ox-"LE-Z LB 2 B 2.3 prep, 1%

(LP*R2 + 4w PR + LP + RE + 1)/(2*823 -

LAM2x-=—-T_2_ 4 LewC(LP + 1D

Pi: =PARTCEE, 2) %2xByxz/DF (B, TO#xg;

c c
P1 := LP%R + 4%/PxR + LP + R+ 1

P2: =PARTCEE, 1) %2xB-DF(B, T, 2>;
P2 := LPuR - LP + R + 3

pLE M - =PL /P2,

ILPxR - ILP + R + 3

DEPEND B,ETA;

B!. = DFCB.ETAD*B**{—ALFADS

B!.!'. := DF(B! ,ETAOxB»»( -ALFADS
FACTOR DFCB,ETA,.2),DF(B,ETAD,LAMZ;

EE1: =SUBCDF(B,T>=B!. ,DFCB,.T,22=B!. !. ,EED;
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EE) := DFCD,ETA,ow-tPRR ZLE 2 R 2.3 55
CALFAMLP®R - ALFAwLP + AILFA™R + 3mAIFA - LPNR8 -
4MLPMR - LP - RZ - 1>Canp= ALFA BT,

LaMzw—=C 2.1 4 | ewcLP + 1D
SUBC ALFA=ALFA1 , PARTCEEL .23 ;

0

EE1: =EE1 ~PARTCEE1 , 23,

EEL := DFCB,ETA 2>»-FEXE LB LB 2.3
2xB B
Lames-EE-2 1o 4 ewcp 4 1
5
2xB

EE1: =EE1 /PARTCEE1 ,1D>%DF(B,ETA,2);

LP + 1
EE1 = DFCB.ETA.B) - “é;‘giﬁ;§-:—iﬁ—:—§—:-§s—¥

u(sa*ALFAnLAMB) + BKBB“ALFA*LG*B* LP + 1

EE1: =SUBCLP=(R0O+3) (1 -R0C> ,EE1D;

AL FA oxALFA

B L AMZ 2xB *LGXB
EE1 := DFCB,ETA,2) #+ ——————----———v o e

B¥( RO - RO RO - R

Observe que a equagldo acima €& a equagico (3.22) se tomarmos

EE1=0.

O processc acima pode ser continuado no REDUCE de forma a

ocbter as equag@es (3.24) ate (3.40).
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