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Und dies ist nun eine Lehre, ilber welche du lachen
wirst : die Liebe, o Govinda, scheint mir vor allem
die Hauptsache zu sein. Die Welt zu durchschauen,
sie zu erkliren, si= 2zu verachten, mag grosser
Denker Sache sein. Mir aber liegt einzig daran, die
Welt lieben zu konnen, sie nicht zu verachitien, sie
und mich nicht zu hassen, sie und mich und alle
Wesen mit Liebe wund Bewunderung und Ehrfurcht
betrachten zu ktnnen.
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& Govinda: tenho para mim que o amor € o qug ha de
mais importante no mundo. Analisar o mundo,
explica~-lo, menospreza-lo, talvez caiba aos grandes
pensadores. Mas 2 mim me interessa e>xxclusivamenie
que eu seja capaz de amar o mundo, de n3do sentir
desprezo poe ele, de n3do odiar nem a £le nem a mim
mesmo, de conpemplar a ele, a mim, a todas as

criaturas com amor, admirac3do e reveréncia.



Agr adego

a Mario, pela sugest¥o e orientag3o desta tese.

a E.Hilf e a T.Kodama. Sem © apoio e o incentivo deles eu
jamais teria vindo para ca.

a todos alunos e pesquisadores com que eu éonvivi nestes
dois anos. |

A Myriam e ao Arolde, pela paciéncia, boa vontade e pela
seriedade com que se dedicam aos alunos de
p&s—graduag3o.

a todos que me ajudaram na batalha contra acentos e outras
peculiariedades da lingua portuguesa.

ao CNPg, pela bolsa recebida.

iast, but not least, a meus pais.



CONYENCOES:

Adotamos unidades naturais comc =1 2 h = 1
indices gregos assumem os valores O a 3, indices latins 1 a 3
» derivada parcial

: derivada covariante

»

Assinatura da métrica : C+, -, -, -2
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Resumo:

Este trabalho & dedicado ac estudo das tecrias de interag3o
nIc-minima entre © eletromagnetismo e a gravitag3ce. Formamos
todas as Lagrageanas independentes lineares na curvatura e
quadraticas no campo eletromagnético, obtemos seus tensores
momento-energia e seus vetores de Euler—Lagrahge e estudamos
suas propriedades gerais. Fazemos uma revis3o do problema de
Cauchy para as eguagBes de Einstein e investigamos se este
problema & bem posto para as teorias de interag3o nao-minima.
Procur amos conseguéncias destas teorias para a propagag3c da
radiagXo eletromagnética e apresentamos uma solug3c para o
problema do horizonte, um dos problemas fundamentais do medelo

cosmol dgico padr3o.

Abstract:

This thesis is dedicated to theories of nonminimal
interaction between the electromagnetic and the gravitational
field. We construct all possible independent Lagrangians which
are linear functions of the curvature and guadratic ones of the
electromagnetic field, cobtain their energy-momentum tensors and
Euler-lLagrange vectors and study their general properties. After
a review of the Cauchy problem for the Einstein eguations we
investigate its formulation in the case of our nonmini mal
theories. Furthermore, we look for consequences of the
nonminimal coupling on the propagation of electromagnetic
radiation and show how nonminimal interaction may avoid the
horizon problem, one of the fundamental problems in standard

cosmol ogy.
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I NTRODUCAO

PR~
Ao consultar um livro texto da tecria geral da

relatividadetl’a’al

A procura de um método que permita passar a
partir das leis fisicas usuais, obtidas e experimentalmente
verificadas no espago-tempo de Minkowski, para aqguelas que
descrevem © mesmo sistema interagindo com o campo gravitacional,
enceontramos geralmente a seguinte receita: "Substitua a métrica
de Minkowski npv por g“v e todas as derivadas parciais por
derivadas covariantes.,” Desta maneira cobtemos leis fisicas
covariantes que localmente se reduzem Aquelas de que partimos.
Este procedimento, que determina de maneira uni{ivoca o efeito da
gravitagdoc sobre um sistema fisico, & chamado de principio de
acoplamento minimo. Entretanto, a mera suposiglo da existéncia
deste métcdo esconde © fato de que no fundo temos que procurar
leis fisicas novas, cuja forma n%o pode ser determinada a priori
e as gquais somente experiéncia e observagio podem conduzir. O

fato de n¥o existir evidéncia experimental que esteja em

desacordo com © principio de acoplamento minimo, certamente



contribuiu para a sua ampla aceitagio entre os fisicos.
Entretanto, este principio foi abandonado para alguns
poucos sistemas fisicos, cujo exemplo mais conhecido & o do
41

campo escalar{ » onde a introdugdo do acoplamento n¥o-minimo

permite obter uma equag3o dindmica para este campe, que possui

{invariancia conforme,) © gque n3o ocorre no acoplamente minimo.
T ———— — ————

Entendemos neste trabalho por acoplamento n3Io-minimo agquele que
além da métrica e dos simbolos de Christoffel faz aparecer
explicitamente a curvatura na equagﬁo de movimento do sistema
acoplado. Tendo em vista cjue nunca conseguliu-se observar um
campo escalar macroscopico, este exemplo entretanto ndo permite
confrontar o acoplameﬁto minimo e nFo-minimo através da
obser vag3o.

0O anico campo macroscopico que é accesivel
experimentalmente & o campo eletromagnético, e & através de sua
observag3o gue obtemos cada vez maiores conhécimentos sobre o
universo. O fato de termos um campo observavel, cuja interagio
com © campe gravitacional & fundamental para todas observagtes
coesmoldgicas, faz com gque este campo seja o candidato natural
para estudar sua interag¢g3o nac-minima com a gravitag3o.

Em 18971 Prasanpaps’sJ sugeriu, gpgiggtementéjpela primeira
vez, uma teoria ndo~-minima de eletromagnetismo e gravitagfo, sem
entretanto se preocupar em procurar efeitos observacionais
novos. (Isto s fol feito muito mais tarde por Lesche, Bedran e

zaL?'aI). Novello e Salimtg3 iniciaram em 1979 uma sérle de

Sou
trabalhos onde eles estudaram teorias que acoplam © campo

- vetorial Ap A gravitag¥o e desde ent3io, Junto com outros

1



colaboradores, conseguiram exibir varias solugBes cosmolédgicas

das equagBes resultantes, solugBes estas isotrépicas ou

anisotrépicas, porém eternas, isto & sem singul aridade
{10181

intcial. Assim o© acoplamento nZ¥o-minimo surgiu como

'possivel mecanismo para gerar modelos cosmoldgicos alternativos
ac modelo padr3o; Um mecanismo gque tem a vantagem de nZEo
introduzir novoes campos ou cobjetos geométiricos.

Neste trabalho nos propomos a estudar teorias gque acoplam
tanto o potencial wvetor A‘u como o campo eletromagnéticoe F de
maneira nTFo-minima & gravitag¥o. . -

No primeiro capitulo mostraremos gue existem somente sete
Lagrangeanas independentes, lineares na curvatura e quadraticas
no botencial vetor ou no campo eletromagnéticeo, e qgue ouiras
Lagrangeanas possiveis s3o combinagles lineares destas sete.
Obteremos os tensores momento—energia e os vetores de
Euler-Lagrange correspondentes, e EStuaaremos seus limites
quando a métrica tende 4 métrica de Minkowski. Ainda neste
capitulo faremos alguns breves comentarios sobre a formulagdo
Hamiltoniana do campo eletromagnético nestas teorias.

O segundo capitulo & dedic'ado ac estudo do problema de
Cauchy, que representa a qguest3o do determinismo classico,
Construiremos o sistema de coordenadas gaussianas e mostraremos
gue o problema de Cauchy & bem posto para as equagBes de
Einstein no vAcuo, para as equag@es de Einstein-Maxwell C(isto &
as equagBes que decorrem do acoplamente minimod, para as
equacBes que descrevem o campo escalar conforme o para a teoria

originalmente estudada por Novello e Salimtgl. Entretanto, para



a majioria das teortas nZc-minimas encontraremos que o problema
de Cauchy nZo & bem posto.

No terceiro @ Gliimo capitulo procuraremos modificag@fes das
leis que descrevem a propagag3o da radiag3oc eletromagnética
devidas aoc acoplamente nIo-minimo. Mostraremos em primeiro
lugar, através da aproximagio da otica geoméirica e do método
das caracteristicas, como as equaglBes de Maxwell usuais prevéem
a propaga¢fo da radiag¥o eletromagnética ac longo de geodésicas
nulas. Posteriormente mostraremos como isto deixa de ser valido
no caso das equa¢Bes de Maxwell modificadas pelo acoplamento
nFo-minimo £ comc a nova lei de propagag3o da radiag3o pode
evitar o problema do horizonte, um dos problemas fundamentais
inerentes ac modelo cosmoldgico padr3o.

No apéndice A faremos os cilculos que fornecem os tensores
/?é\momento—energia e os vetores de Euler*Lagrdﬁe.

No apéndice B explicitaremos a dependéncia dos tLensores de
Ricci e de Einstein da métrica e de suas primeiras e segundas
der i vadas num sistema gaussianc de coordenadas.

No apéndice C provaremos dois lemas, que usaremos no estudo
do problema de Cauchy.

Finalmente no apéndice D mostraremos que a conservag3do do
tensor momento-energia ¢ uma consequéncia de sua propria

definicgdo.



CAPITULO T

—=% AS TEORIAS DE INTERACAO NAO-MINIMA E SUAS PROPRIEDADES GERAIS

Uma vez abandonado © principio de acoplamento minimo, gque
de maneira univoca d.e_'t,erm.tna a interagZ3o entre gravitac3o e
eletromagnetismo, existem muitas possibilidades de fazé-los
interagir de maneira nZo-minima. Neste capitulo vamos formar
sistematicamente as Lagrangeanas destas teorias nZo-minimas e em
seguida estudar suas propriedades gerais. Nos restringimos aqui
a Lagrangeanas lineares na curvatura e gquadraticas no campo
vetorial AP ou no tensor eletromagnético Fpu' Mostraremos a
seguir que, tendo a disposigio os tensores de Riemann, de Weyl,
de Riccl e © sscalar de curvatura e respejtando suas simetrias,
existem sete invariantes diferentes.

Destes.l dois s3o formados com o potencial vetor, e portanto

descrevem teorias que nEo possuem invariincia de gauge. Estes

s3o ¢
£ = xRA A¥
1 t AT
£ = xR _AHAY
2 2 v
onde )\‘ é¢ uma constante de acoplamentc adimensiconal. De fato



'ﬁR} =L~ pbis R envol ve derivadas segundas da métrica. Usando a
constante de estrutura fina, definida por a = ez/hc, e gue &
adimensional, e lembrando ainda a nossa conveng3o h =1 ec =1,
concluimes que a carga também nio tem dimens3o. Portanto
onl ={esrl =L ' e [312] =1 * . dimensiFo certa para uma
w2t -

densidade Lagrangeana,

As | Qeorias descritas por riz j&4 foram exaustivamente

[9-15) '

estudadas e uma de suas propriedades mais interessantes #
gue elas permitem solugBes cosmolégicas homogéneas e isotrépicas
nIFo—-singulares.

Existem cinco possibilidades‘ independentes que possuem

invariancia de gauge, a saber

£ = RrRF FH¥
3 s pw

- v AN
£, =X, RFWI? Ao
It J a8y s ’
S S o 1 o v
i r - - Lo v . ‘
k#i' oo ?_2; ks Rqu Fa \.
S S ¢
Voo lae ¥ £ =x_r_ . F¥
AT e o s afiuy
PERTE
| A
S - * _of3 L
\ 27 k7 Raﬁva F

Nestas Lagrangeanas A adguire uma dimens3o. va & obtido atraves
de AP por uma derivagio e portanto temos {RFFVF”DJ = L_d,
exigindoe a introdugiEo de uma constante de acoplamentoc com
di mensZo L%, Uma escolha natural desta constante ¢ o guadrado do
comprimento de Planck 1,.= ceheH?? = f  em unidades
naturais), sendo que este é © Unico comprimento que podemos
formar com constantes fundamentais da gravitag3o e do

eletromagnetismo. NXo nos parece qﬁoftﬁn&h introduzir aqui a

massa de uma particula elementar, procedimento este que

o]



forneceria o comprimento de de Broglie desta particula como
outra constante com dimensZo de comprimento. =i

Una eletrodindmica nFo-linear, gerada por 39, foi estudada
por Accioly e Pereira da Silva 1183 Note entretantc que no
artigo citade as equagBes dindmicas foram incorretamente

apresentadas)d. O acoplamento 36 fol proposto por Prasanna 58,8

) (8,831 :
e em dois trabalhos Souza, Bedran e Lesche ' investigaram as
consequéncias observacionais deste acoplamento para o© campo

magnétice dipelar e a deflex3c da 1luz numa geometria de

Schwarzschild. 23, 25 e x;, segundo o© trabalho de Drummond e

) 7
Hathrell t1 ]. surgem come parte de uma Lagrangeana efetiva gue
incorpora o efeito quantico da polarizag3o do  vacuo.
Goenner [18], A procura de um principioc de acopl amento

ndo-minimo que fosse independente das propriedades especificas
do campo acoplado, descartou todas as Lagrangeanas exceto x;.

3‘ e I% envol vem a opera¢3co dual, definida por

Fo-2 FoP

k) CI.1D
v 2z wvoep

Uma vez que o tensor de levi-Civitta npvap s transforma como
pseudo—tensor scob transformagBes de paridade (isto &, =le troca
de sinald,. 2‘ e 37 descrevem tbLeorias que n¥e conservam a
paridade. NIo vemos necessidade deo exclui-las a priori, uma vez
que n3c temes nenhuma observag3ic que confirme a conservac3io da
paridade do campo eletromagnético quando este interage com um
campo graﬁitacional.

Ne casc das Lagrangeanas 23 a 2% n3c podemcs esperar

encontrar scluges cosmeldgicas homogéneas e isotrépicas. uma

vez que um campe eletromagnéticeo nXo nulo avtomaticamente define

e

uma direg3o esp§§£giﬁnprivilegiada. Istec n3o ¢ o©o casoc nas

7



Ay

Lagrangeanas J.‘." e J.‘,’z, onde, com a escolha Ap(x) = CAOCLD._aD.
temos o potencial vetor diferente de zero, mas o© campo
eletrdmagnético se anula. g —

Veremos agora que outros possiveis invariantes s3o

combi nagBes lineares destes cinco. Podemons formar ainda:
£ =x R PHFR VY
] Y o

- o3 pv
£o= A W aﬁqu F

- a3
£, =N, ¥ ot F

o3 _ v
.‘:’“ 2\“ Rgﬁ;vF F

I; €& proportional a Z;. De fato, temos

H - 1 _poop = _ 1 _poop 1 A
E aFav z " FapFav z 7 z TovTh FT Fap
- L gHOP PETAp o _ 1 ETAp " &7 P - &M &P 87 -
4 VTA o 4 op YT A voT A
. oeH T P H o P H & P _ M T P
& Té vé X + & Té Aé » 1 & Aé vé . & Aé Té » }

= -1 {é"' Forep _ M FOPp  _ PHOR L, BHOR
v o v po ov

Vo

»~

o

o pe, - pe )

= - {aa“'vFF+4F“"FW}

1

4
=»> E“OF = -1 gH FE

ov 4 ;9]
Cabreviamos dagul para frente Fz = F Fap e FE = F Eap J
op op
e portanto
R FHFR ¥ = - L ppf | 1.2
v a 4

Para r’ e z;o podemos wusar a decomposicg¥o do tensor de

Riemann (4]



R = W + H -%r C1.3

onde
_ 1 - -
Hopur ~ 2 { RO * Fmau w9y ~ Rpfau } cr.4
e - €I.5)
Sopuv - a0 T Fewpu
Segue ent3do gue
o3 of3 v 1
W F'F =R FUF - =2 R R -
o3y o3y 2 v Aoy
o3y 1 o3 v
R - R FTUF + = RC - > FUF
a9pp Bugav } s e ~ Tewpu
= R polppv 4 [ o pOpH g FPp Y _Rp FO% Y
o3y 2 ot o £ o o o
of3 M 1 of3 of3
- R_FUF + —RCF'F__. - F ' 'F_D>
By o } S af3 [£0a)
af3o e L TEMNE MO, v 1 2
- waﬁqu F RaﬁppF F + 2 RPDF F, + 5 RF . CI.8&d
Da mesma maneira cobtemos
W ox FOPRHY _ 5 pOPRHY , 2 g FHOR Y 4 L ppf
o3 af3uy Y% o 3
o3 My o3y 1 &
L W »x F''F =R = F'F - = RF . CI1I.7>
a3l o3y o
Para.ru usamos (4]
1
R ®x =R -2 W - =R CI.8d
agp afuy apur s - Tapu
e obtemos
of3_pp = TEM aff_uv
R % F ''F = R FUF -2 W FUF -
a3y o3y a3y
_ 1 - LT
a K Cgapgﬁv gavgﬁu) FUE
- e x FORHY o _ R FpHY _ 4 p FHOR Y _ gF? CI.od
af3n a3 MY o

-

Das cinco Lagéangeanas i ndependentes existe uma combinagXo

gque possui uma propriedade interessante: ela é invariante por



roLagBes duais locats. Lembramos que as equagfes de Maxwell

CEMAY sX¥co invariantes por rotag@es duais globais. Estas s3o
[19] - - o

definidas por

F’ = F cosg + F seng (I.10D>
Ly [7: %) LY

onde 8 & um A&anguloc constante. Fazendo esta transformag3o, a

l.agrangeana de Maxwell se transforma em

-1 F’ F'“v = -1 CF cosg + E senB)CF“vcose + F“vsene)
& Ly " HY HY
= - i {%coszs - senze) Fz + 2 cosf8 send FE }
A= R
AR
- 1 ) oo Loyl I § o3 _op - _ g2
Cagqul usamos F? P nyvopF n F 3 ) 6Op F F‘S F~ >

Sendo 8 constante, podemos transformar o© segundo termo numa

divergéncia

2 cosf send FF = 4 cosf senf cnpvopa ADA A D =
oo v

= 4 senf cosé { o 0"V a A - pHVTPA 8 8 A }
e o v o p v

’ § gt =4 8 { sen8 cosg nyvapA a A }
- A o o v H

gue n3¥o contribui a ag¥o. Portanto Fr?e proporcional a F? e as
EMA s¥o invariantes por estas transformagtes.

O significado fisico desta invariincia & o seguinte : Vamos
supor que existem carga e corrente magnética e modificamos as

EMA introduzindo~as como fonte de va' escrevendo

CI.115

Mo gH o
F Jn AL CI.1ias

el

(o e se refere a quantidades elétricas, o m a magnéticas)

Fazendo a transformacgXo dual (I1.103 e transformando as correntes

conforme

10



Y & <
S /‘
e o . o
(] _\ “
RO U
. .\ ,./,./ z
: \
_j""I = jy cos8 + J“ send -~ -\5 B CI. 13D
@ -4 m . ;
¥ = gH cose - 57 sene €I.14d
m m (-]

vemos gque as EMA modificadas pela corrente magnética s3o
invariantes. A quest3c importante & saber se a razZo entre carga
elétrica e magnética ¢ igual para teodas as particulas. Casc isto
ocorra, torna—se mer a convengEo atribuir a uma particula uma
carga elétrica mas nenhuma carga magnéetica, pois podemos fazer
uma RD escolhendo 6 tal gue j‘i =0 e reencontrames as EMA bem
conhecidas. . =

Vamos estudar agora a transformagdo das Lagrangeanas n3o-minimas

sob as rotag@es duais. Temos
RF'Z = R {%cosze - sen263 Fz + 2 cos8 send@ FF } =

= Ccosze - senzeb RFZ + 2. cosf send RFF (1.15>

Loon kre + anid @ed

R F’“UF’V = R CF”UCOSS + Fuaéené)CF vcose + E psene)
py L o o
=R { cos®@ FMOF ¥ + sen®s BHOB ¥ 4 cos6 send
3 o o
CFHOR ¥ 4 BHOR ¥y } . CI.ie
o o
Calcul emos:
M v o_ 1 TP _pooy3, = 1 Mo Te .
F OEG 4 novaF " Faﬁ 4 6vrp FaﬁF
= L p TP { sH &2 &P o gH 5N S L sH g2 S L M &SP
4 off vy T P v p T T v p T p v
+ &M & &P L gH 52 P }
p v T p T YV

[
. m

{*6” F2 -6 F FPY o p pHO 4 F FHO _ F FOM 4 p gOH }
%4 1 vo o Vo (=424

o3

ppo§;v = 1 6“» F? o+ F#UFOV C1.17>

11
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e portanto

pr MO Y z o v 2 1 pt 2 po_, v
va o Ruv { cos 8 F Fa + sen 8 (C 2 S v F© + F Fa p)

+ cos8 sens (- 2 éy FE) }
2 v

VHOL, Y _ Lo v 1 2 2 1
R, F : R FHFY + L sene rF 2 sens cose RFE . CI.ti8)

Juntando as equagB@es (I.18) e (I.18) podemos concluir que

£_ =xa. ¢cR _F'r ¥ + 2 rFH
z z J o) o -

¢ invariante por RD e, sendo que nesta combinag3o n3o aparece
mais o a&ngulo 8, este pode ser fungio das coordenadas.

Os outros invariantes se transformam do seguinte modo

EF’E{ = — 2 sen8 cos8 RFz + Ccosza - sen’&d RF? , CI.190

prHYp 0P _ ceos?s - sen’ed R, FHYFP _ sen®s RF?

Hvop vop
+ 2 send® cos@ R“vopF“”F”p - 4 sen‘e EvapaFov . ¢1.2m
vaopr-“pﬁ'ap = Ccos®8 - sen’& E“vopp“”$°p - 2 senB cos& RF
- 4 senf cos8 R“voprvng,— 8 sensd éosa E“vaoFav . ;F'abad!d

Vemos que nZo existem outras combinagBes invariantes.wﬁﬁésar de
termos encontrado fz n¥o sabemos ainda dar uma {pﬁerpreta;ﬁo K
fisica desta invariancia por transformag@es duais locaisi

A respeito da invariancia por transformagBes conformes

(isto ¢, transformagSes do tipo §H9_= ff(#??pp? queremos fazer o
seguinte comentario. Ao estwé;‘ 04;;;§6 escalar, obtemos uma
equacio dinamica para éste campo que no caso do acoplamento
minimo n3o & invariante por t.ransformagtes conformes.

Entretanto, # possivel obter uma equag3o que possul esta

invariancia, acoplando o campo escalar de maneira n3Zo-minima com

i2



a gravitag¢3o [4]. No caso das equages de Maxwell encontramos

uma situvag3ioc oposta: Enquanto as EMA usuais possuem a
invariAncia conforme [223. tedos os  tipes de  aceoplamento
ndo—minimo fazem com que as equagBes de Maxwell modificadas
percam esta invarifncia.

O préxime pasSso consiste em obter as equag®es dinAmicas que

decorrem das Lagrangeanas 1; a 1;. Para este fim definimos o

vetor de Euler-Lagrange E:"J e o tensor momento-energia ™ por

6, S = fa‘x v~g EF sa CI.22
AH £

9, v

O calculo, utilizando o principio wvariacional, esta feitoc para

& s = [ d*%< ¥ g T, sgh” . 1. 23

.1‘32, 35 =) .1‘37 no apéndice A. Para as Lagrangeanas restantes o
procedimento & absolutamente idéntico e daremos somente os

resul tados na tabela que segue.

13



AR FHF ? —
3 v L= — N

£ ™
xigA“A“ A { AZeHY - gMYO AT 4 ATTHY
+ raHAY }
AR AHAY A { — 1 gHY p AO8P  gEHO, B\
2 pw 2 2 op o
-~ 2 gcafa? - 1 gM ca%aP +
2 2 o p
+ L a%aSHy }
2 Lo
nRF FFY A { Fie"” - 2 rFYF Y - PO F?
3 e = g 3 o
+ pRIHIY }
A‘RFPUF“U ‘ X, { FE RMY - g"Y0O FE + FE> HY }

_ s uv aco_, 3 _ o Fﬁ
*s { 2z 9 RaﬁF For RaﬁF TTRR Y
oo _ 1 v ao. f3
* RC,uaF Fav) 2 9 CF Fa );ﬁ;a
» L (pPOR V50 _ 1 pHOE Yy }
2 o = 2 o

HY _oP 1 pv af3 v _
AokpuopF F :‘Lif Ad { 2 9 Raﬁva F
_ oy _vdo 3 Cuooy3_vd
CF F );o;p + Y R F aFaﬁ
AR pHVBoP ) { 1 pluooppde | EPCuppd oy }
7?7 pLoOp ? 2 a op Lo P
Tabela 1 Os tensores momento—-energlia
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£ ™
7,
L A RA AM A { -3 O A? }
1 1
AR AHAY X { - 2 O A% - cA%AP }
- BNTH 2 2 Lo P
» RF FH¥ A { RF? - 3 OF? }
3 pw E]
N RF FHY A { RFEF - 3 O FF }
PR ¥ 1¥) 4
AR FHOF ¥ A {% FP9F P + 20 F?- ¢F79%F P }
5 pv o = op at 2 a T orpe
A R FpHY gOP A { R FOPROP L g% P
o uvop o afiop a "o p
AR pHYfop A { R Fgoe _ L o pff }
? pvop ? afioo 2

Tabela 2 : Os‘tragos dos tensbres momento-enargia
x ¥
A RA AF 2n  RrRAHM
1T 1
AR AHAY axn. rMYA
z Qv 2 v
x RF FHY - an_ crrHY>
a3y 3 :
A RF PHY ~ 4xn CREHY,
4 4 e’
A_R FHOF ¥ - an_ ¢rRMF Y - RYF M
L AYIR o s o o v
AR FHVEP - an_ crRMYPR >
s uvop s op
A R pHYgoP - an_ CrRHYOPE
7 Mvop ? op”
Tabela 3 : Os vetores de Euler-lagrange
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Chservamos que, embora os vetores de Euler-Lagrange tendam
a zero no limite gyv ey npv » isto ndo ocorre para os tensores
momento-energia. Entretanto, os ter mos que sobram s3o
divergéncias gue n3o contribuem a energia ou ao momento total
gquando integrado sobre todo © espago. Porém, devido a estes
termos podem surgir Efg%?ps_de fromteira gquando os campos forem
tratados gquaAnticamente. Davies e Toms [BO]-fizeram este calcule
para as Lagrangeanas xi e xz numa configurag3o de um semi-espago
limitado por um condutor e encontraram gue a densidade de
energia diverge ao se aproximar da fronteira, Surge ent3io
naturalmente a pergunta, se as Lagrangeanas invariantes de gauge

[2i1l

poderiam dar uma contribuigfo ao efeito Casimir Cum efeito

guiantico devido a flutuagBes do campo eletromagnético no vacuod

= assim possivelmente serem detectadas no laboratdrio,

Entretanto, como dissemos acima, as Lagrangeanas .23, xs e £

surgem, segundoe o trabalho de Drummond e Hathrell £173, como

Lagrangeana efetiva, gue foi obtida quantizando o Campo

and

-,
RPN

&

eletromagnético. Do ponto de vista deste trabalho n3co faria

-

sentido guantizid-lo novamente.

Sem nos propor de entrar em detalhe, queremos fazer ainda
alguns comentarios a respeito da estrutura candénica deo campo
eletromagnético gquando este for acoplado de maneira n3o-minima
com © campo gravitacional. No caso doc campo eletromagnético no
espago-tempo de ﬂgnkowski, pode-se mostrar gque, embora partimos
do campo vetorial Ay com guatro componentes, a teoria possui
somente ggi§w§£§95_qe liberdade independentes. Esta redug3o &

feita mediante dois vinculos, gue surgem de maneira natural

na teoria, para que ela tenha consisténcia interna Q?éa-

AV
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O primeiro destes wvinculos & encontrade ac calcular oi

momentoc canonicamente conjugado a Ap’ que & definido por

o a
T = =

1
H o aca®ath aca"A“)[

- 1 ¢ca¥A® - a%AHF ] = F CI.z2ad
2 ov o

. , i
.. . . , HH ; beo oy
Pela antisimetria de Fuv encontramos de imediato b9=@fﬁ“- I ffk“n.) A

3¢
. f
r”’/)

7 (x> =F (x> =0 c1.2s
o) oo

como vinculo e portanto o par CAo,ﬁo) n3o representa um grau de

i
B
i
H

liperdade da tecria. Para ques este vinculo seja mantido ac longo
da evolugdo temppral do sistema, exigimos
T = O CI.g6d>

o gque, usando a sequagZco de movimento

7t ={ﬂ,H}, 1. 27> |
H 7 '

onde { > representa o colchete de Poisson 2 H € a Hamiltoniana

can®nica, definida por
H= | crn A - &>
Iy

conduz ao segundo vinculo

no=d1v?z=a_lF°"=divé=o. CI.28

Vemos assim que a lei de Gauss n3Eo € uma equagio dinidmica, mas
gue =la surge naturalmente para consisténcia interna da teoria.
Por outro lado, a Lagrangeana de Maxwell € invariante de

gauge, isto &, temos a liberdade de fazer uma transformagdo do

tipo

A = A+ 3 A CCI.2e
[y [y H

onde A & uma fungRo arbitraria das coordenadas. Partinde de um

potencial vetor arbitrario, sempre podemos, atraves desta

17



liberdade de gauge, alcangar o© gauge de radiag3e, gue &

caracterizado pelas condigSes 23]
A,=0 e divi=o . CI. 30
Pesta maneira, embora tenhamos partidoe com guatro

componentes independentes de A e nu, restringimo-las por duas

condigfes e concluimos gque o campo eletromagnético’ possui
. § [ !
o .\4_) o ._':_:,-“‘, Qﬁ ‘;.,‘ Sl My N

somente dois graus de liberdade, que s30 associados as partes
transversais de A e 7 (isto & as partes gque tem divergéncia

zero?. Em termos da teoria quantica de campos, reenconiramos

este resultado neo fato de gque o {dton sd possui dois graus dew} %,
'4{ ‘
1!&(6

liberdade internos, que correspondem acs estados de polarizag3o

transversal. L

Ja no casoc do acoplamento minimo entre eletromagnetismo e

gravitagZo a situagX¥o & diferente. “ ?‘(wmﬁj' ») Q?'A\f NE
L ! o
Neste caso temos como eguaglio dinadmica
g °F =0 , CI.31)
o
gue, para g = O, conduz a lei de Gauss modificada
=0 . CI.32)

(esta equag3o vale num sistema gaussiano de coordenadas, isto é

um sistema com Yo = 1 e 901=:O' 7" continua sendo dado por

CI. 242D,
Entretanto, embora a ?strutura dos vinculos continue muito
fg{ A RS ‘z,,l'

parecica a do caso minime, o fato de n3oc podermos mais comutar

derivadas faz com que em geral o gauge de radiagdo n§9'29§sa ser

alcangado. Assim, apesar de continuarmos com uma teoria gque

possuil dois vinculos, e portanto dois graus de liberdade, n3o

podemos mais necessariamente associid-los aos estados de

i8



polarizag@c transversal.

No caso do acoplamento nEzo—-mi ni mo a situagXo &
parecida.

Consideramos © campo eletromagnético como campo teste numa
geometria dada a pricori, isto &, desprezamos =ua influéncia
scbhre o campo gravitacional. Partindo, - por exempl o, da

Lagrangeana fs, temos como momento canonicamente conjugado

a

e [x . R"pcaaA - B ADCO AL~ A yg™? ]
X ad A D 5 o o P P
o H
a” = 2xn ¢ R®F H - g% 9 CI.33
5 o o
O
e reencontramos = O,

A equagio de movimento correspondente &

RMF Y - RYF =0 €I.34>
o o
e observamos que esta, para g = 0, e num sistema gaussiano de
coordenadas, Se reduz a
=0 . CI.3%

Esta equagl@c também pode ser obtida de maneira formal calcul ando
&o e exigindo gque este se anula. Concluindo, encontramos
qqyamente dois vinculos e sabemos que continuames com uma teoria
que possui dols graus de liberdade. Entretanto, devido a
estrutura da equagio (I.38), que vincula.o campo eletromagnético

A geometria, niIc podemos interpretid-los numa maneira facil e

intuitiva.
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Por inspegio das outras Lagrangeanas e das equagdes de

movimento correspondentes notamos que sempre encontramos a mesma

estrutura, que & caracterizada pelos vinculos " =0e n‘_i = 0.

e —

Somente a definigiFo do momento ! depende da teoria particular.

e —



CAPITULO II

O PROBLEMA DE CAUCHY

Geralmente encontramos, e de fato esperamos encontrar, leis
fisicas gque a partir do conhecimente do estado de um sistema
fisiceo num instante inicial determinem a evolug3Io futura deste,
No caso das equagles nzo;lineares porém, seremos raramente
capazes de explicitar esta evolug3o para tempos arbitrarios,
pois isto equivaleria a dar uma solugio geral das equagBes de
movimento CEM). Para as equagBes de Einstein (EE), por exemplo,
nXc ha nenhuma expectativa de encontrar uma solugZo geral.
Porém, o que podemos fazer & tentar encontrar uma solug3o pelo
menos para um future préximo do instante inicial, expandindo-a-
numa série de Taylor em torno deste. Assumimos, que neste
instante inicial temos todo conhecimento possivel. do sistema.
Este & o problema de Cauchy CPCD.

Como exemplo consideramos um campo escalar c<¢lassico ¢

descrito pela EM

Op -me = O CIX.1d

onde [ significa n“”opov.

Embora neste caso a solugio geral seja bem conhecida
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tentaremos encontrar uma solug¥o aproximada expandindo—-a em

torno do instante inicial to da forma

- . _ 1, _ z
Pl L, O p(to,xD + p(to.xDCt tOD t o (to.xDCt tOD + ...C1I.22

(o ponto significa derivada com respeito ac tempod

Para que possamos fazer isto temos que ter conhecimento
complete, isto € para todés os valores de x}, dos valores de p e
de suas derivadas temporais no instante inicial para poder
usad-los como coeficientes de expansdo.

Escrevemos a EM da forma

P = Ap + mp . CI1.3

Portanto, conhecendo p(to,xb podemos calcular bp(to,x) e a EM

nos fornece b'Cto.xD. Derivando CI1.32 encontramos
P = Ap + mp CII. 4D

que, a p§TF§r do conhecimen#o de b(to.xD nos fornece'b'(to.xD.
Agora podemos derivar sucessi?ggé;£e .as equagBes (II.3> e
€I1.4), substituindo os valores das derivadas de ordem inferior
jA4 encontrados e desta maneira obtemos todas as derivadas
temporais em fungdo de p{to.xb e b(to.xb. Estes dltimos , que
constituem as condig@es iniciais, sZo dehominados de qados de
Cauchy €DC.

Para resumir: Supomos que temos uma EM de n-ésima ordem nas

derivadas temporais dos campos pA. Se, a partir do conhecimento
r—1

de p,(t ,x0 ateé

AR pACto.xJ as EM nos fornecem de forma

Oth—i

univoca e continua todas as derivadas superiores, podemos
usa-las como coeficientes de expansi¥oc numa solugXZo aproximada
das EM 2 diremos que o problema de Cauchy é bem posto.

Quando estudamos uma teoria relativistica de campo num
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espaco~tempo (ET) curve temos, em primeiro lugar, que construir

um sistema de coordenadas que nos permita definir um instante

inicial. Para este fim podemos usar o sistema Gaussiano de
coordenadas (SGC3, que € caracterizado pelas condig¢gSes 9.0 = 1 e
g . = 0. Para que possamos cobrir tode o espaco-tempo com o SGC,

o

este deve permitir a construgdc de uma hipersuperficie
‘tridimensional global do Lipo éspago {a superficie de Cauchy

sc> . I, \ - I

[P A vl . ' . e en P

Assumimos entZo que o ET admite uma SC e construimos as

——m

gecdésicas normais A4 SC, utilizando-as como linhas de tempo e

denotando tempo Qrcomprimento s delas, medido a partir da SC.

——

Além dissc escolhemos coordenadas arbitrarias na SC  como

coordenadas espacliais. Sendo gque as linhas de tempo s3o0
ortogeonais A SC, temos: ~ . SED LT L LA A
° R gkﬁ”‘)cm>a*EJ*L?h' O & v g
o y N i +
g Ct»x =0 Co v P00 o CII. 9
éi,-A e { . K‘j ,-( o i
Por outro lade o vetor tangente as linhas de tempo, a saber
uH = g;ﬁ. que nestas coordenadas tem componentes u” = ¢1,0,0,00,
satisfaz A equag3o da geocdésica.
o W’ =0 CII.1OD
» <t et u® =0
H
- roo 0
¥4 - -
» g Cagoa’o goo'a) 8] CIfT.11>

Medindo o intervalc ds® ao longo das linhas de tempo encontramos

pela prépria construgio

dt™ = dt
00

o 8
“
n
L]
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e portanto

o0 1 CIT1.125

Usando isto em (II.11D> obtemos s oct.xD = 0 e junto com CII.9D

concluimos gque 9y = O em todo ET.

Até o final deste cébgiuié.usaremos o SGC.

Passamos ent3o ao estudo.do PC das equagBes gque descrevem a
interagZo do campo gravitacional com o campo eletromagnético.
Para obtermos uma idéia da estrutura das egquagBes dindmicas da
gravitagZo wvamos tratar, em primeiro lugar, do caso das EE no
vacuo, prosseguinde depois ao estudo das equagdes gque decorrem
do acoplamento minimo e nTo-minimo do campo eletromagnético e
gravitacional.

Partimos das esqgquagCes

¢’ = o CIT.13D

que s3o dez*equaqﬁes de segunda ordem em gpv’ aparentemente o

nimero certo para determinar os dez guv oo 2 partir do

conhecimento dos g e g dentro da SC. Vimos porém, que,
My MY, 0

independentemente das equaglles dinamicas, podemos fazer. a

escolha do SGC, definindo assim os gpo a priori em todo ET.

Portanto as EE nZo podem determinar a evolug3o dinamica dos g

. . HoO
e de fato, escrevendo-as em termos dos DC e dos g“v 00 CApeéndice
B) encontramos gue os g n3c apar=cem nas EE. Desta forma,

(o, 00

além de termos a liberdade de escolher os gpo’ SOmEOs a0 mesmo
tempo obrigados a defini-los em todo ET.
Por cutro lado, lembrando a identidade de Bianchi

¢ =o0 CIT.14)

P Vv

ou
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a a

__g® = M - rH Y - M CII.15D
Lo ] o

Ix ax o

e observando que a parte direita desta equagZo envolve no maxdmo
segundas derivadas temporais dos gpp concluimos que G“o s% pode

envolver primeiras derivadas Ltemporais dos guv'

Portanto as quatro squagfes

&° = o CII. 18D

sT¥o vinculos para os DC. Somente para DC que satisfazem a

(11.16> podemos ter esperanga de determinar os gu pelas seis

00
equagBes restantes, que sZ¥o as verdadeiras equagSes dinamicas.

Adotando o procedimento de Synge £ess e usando resultados

cbtidos nos apéndices B CR“v e Gyp no SGCY e C (Lemad vamos

investigar com maior detalhe se as equagles (E.'r_L = 0 realmente

1

feornecem os g, . . .
v1, 0O

Pelo lema do apéndice C podemos substituir as EE CII.132

pelas seguilntes equagles:

th= ¢ no ET CIX.17D
(7.5
LC) y O no ET C11.18>
G = 0 na SC CITI.13D
HO

]

Cdevido an SGC temos G °© G D
H Ho

Aqui a operag3o * , denominada de conjugado, ¢ definida por

Notamos que (I1.18) ¢ automaticamente satisfeita, ja que
pada mais ¢ do gque a identidade de Bianchi e portanto
consequéncia da prépria definigXo do tensor de Riemann.

Pela defini¢Xo do tensor de Einstein temos
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ou, pela férmula (B. 14> do apéndice B

o0 e
= - R -+
g gij.oo 1]

km

9 9, 0%m, 0 M

kl
g9, 4 CII. 20D

P

g

N |
N |»

ij, 0
(o ~ se refere 2 quantidades calculadas na SCO

e por derivagfo sucessiva também

fornecendo assim os seis g .
ij, 00

as derivadas superiores em fun¢gio dos DC. Ressaltamos que isto
s6 & possivel devido a goo # O. Encontraremos um resultado
analogo no estude das "EMA, onde esclareceremos a importancia

fisica desta cbservag3o.

Podemos ainda explicitar os vinculos (II.189) em fung¥o dos

DC.
=0 - 1p_ 2 i 2 LIPS B 2 =
Goo =90 2 R . Cg g_u_‘o) S 9°g gtk.ogjt.o O ¢11.21>
1 kL 1k _
Gi.o = O 5 g gkl.oj,i. 2 Dgi.k,o = Q (II.22>

Caqui D* & a derivada covariante na SC

Chegamos assim A conclus¥c de que as EE numa variedade que\;—
permita a construgfo de uma superficie de Cauchy, para dados
iniciais que satisfazem a G,uo = O, permitem a expansio da
sol ugBo das equagBes dinamicas G_tj = O numa série de poténcia no

tempo da forma

gtjCL.x) = g_”_CLO.:-c) + gtj.OCLo'x)CL—to) +

+ L g ct oot 0% s
2z 7ij,00 ©O o
tendo como coeficientes de expans¥c os préprios DC ou fungBes

destes.



Considerando as equag@es de Einstein-Maxwell, isto &, as
equagdes que decorrem do aceplamento minimo entre
eletromagnetismo e gravitagZo, temos

-f.‘:: ! P .
G = -E S CII. 23
p o C
FFY <= oo el e €11, 24D
v
G
F + + =0 Al iy, CIT.25D
HY, o vo, it oH, ¥ L é
Aqui Euv € o tensor momento-energia do campo eletromagnético
- o ‘1 op
Spv FpaF vt g“v FopF CII. 262
Sendo que o trago deste & zero e usande ©o lema podemos
substituir C(I1.23) por
R. = - E. CII.a7>
1} 11
et = - g CII.28)
¥ » v
G = - K CII.2sn
Ho HO

A esquagdio (II. 28D,
devide a

“tensor

s

momento-energi a.

consequéncia da prépria definig3oe de T#v

das EE. Portanto,

identidade de Bianchi,

dagqui

cujo lado esquerde & identicamente zero

significa

a conservacic do

Como mostramos no apéndice D esta &

e independe da wvalidade

para frente n3o preclisamos mais nos

preocupar com as equagtes do tipo (II.28).

A equag3o (II.27),

ja que E“u

envelve somente os DC e

devido aoc acoplamento minimo que em (II.24) e (II.25) sé& faz

aparecer a conexdo, dete

’r
1 ‘:)
2z 9,00 ij

Y
2 g

rmina os g .

1js OO

km

=] +

m.ogmuo

- 27
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- F FY - f g F_F°P CIT. 300

Cassumimos agora Yoo = 1D

Cs vinculos (I1.21) e CII.22) ser3o alterados para

-1 g _ 3 i 2 1 i ki -
2 K 8 o gii.oj T a9 gik.ogjk,o
- FoF® - 1 F FF CIT.31>
oL 4 op
2 99 %,0%,s T 2 PY%%0 Foil i CII.32>

A evolug3o de Fpu por sua vez, pode ser determinada através
de (II. 240 e C(II. 25D. Esta Gltima, para os trés indices

diferentes de zero, constitui uma equag3o de vinculo

ok T Fai TR T ° CII.33

Lembramos que (II.28) & consequéncia da definig3o de va em

termos de um potencial wvetor A‘J. A equag3o (II. 330 garante que
nossos DC real mente podem ser escritos da forma
F.=A - A .
1) Ta} It

Quande um dos indices for zereo, (II.23) nos fornece os trés

F o M funcio dos DC. Neste caso temos: T s RO
tls v .

L. =F -F . CII.34>
1), 0 JO . Ot, )

A egquagdo (II.24) pode ser reescrita como

a”°F = g"%F -rfPr -r?FfFr > =0 ou
o Y, O He pv Ve pp
oo oo _p i P po
F = P F -g¥%F .+ g%rPrF  +rfPF > CII.35>
g Two.om T Twipe” T T, T I N ki TR T7=

Esta equagio, para g = 0 n3ic envolve nenhuma derivada temporal
de Fuu e consiste portanto numa outra equagZo de vinculo :
3]

R ¥ S X
g Foi-j = g croi.ij + ri.jFok) . CII. 38>
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Esta & a generalizac3c da lel de Gauss div 2 = O, que, como

vimes no capituleo I surge naturalmente dentro do formalismo

hamiltoni ano,

Para g4 = L encontrames os Fot o M fungic dos DC
oo = ~C9ri _ ik ik, o o

Novamente isto s6 é possivel gquando goo for diferente de zero.
Qual & o conteltde fisico desta observagio 7
Supomos que num sistema de coordenadas no gual a equag3o da

superficie inicial assume a forma x° = 0 encontramos goo = 0.

——

R

Neste casc & impossivel ter todos os 96 = 0. Voltande a CII.24>

2 reescrevendo-a respeitando este fato encontramos

'F =-g%F _  -g%F  +g%aPF  -TPF > CII. 38
H, O MO, L His Ho pv vo up
Sendo gque os F s& aparecem na combinag3io ng‘ s =

oi, 0 oi,0
impossivel determini-los um por um de forma continua e uni{voca

2010

discontinuidades através desta superficie, também cha;r_lada ;je

em fung3Io dos DC, permitindo portante que os F apresentem

caracteristica. Quando isto  ocorrer para uma solug 3o a

N -

chamaremos de cnda de choque, usando a linguagem da

hidrodinAmica. Passando para coordenadas arbitrarias, fazendo a

1

- c N .l

transformacio x° = f(x'"> encontrames : “ PR :’)—;{k \ et
o v of ar _ ‘“ j-‘k -5 - - E i
gO == g' H —_— —_ - o - - oI1. B
ax<*H ax?

mostrando assim gue o vetor normal a4 nossa superficie dCagora

definida por fcx'™ = 0> & um vetor nulo, e portanto a

caracteristica & uma superficie nula. O U . Y
Resumi ndo, podemos enunciar os seguintes resultados:
1. As equagBes de Maxwell (e também as EE, wveja C(II.203)

permitem sclugBes do tipo onda de chogque com discontinuidades em
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superficies nulas.

2. Ter conhecimento dos dados iniciais numa superficie nula nZXo
& suficiente para determinar a evolug3o do campo eletromagnético
Cgravitacional).

Podemos visualizar estes resultados num diagrama x-t.

tdl
~ superficie Lipo
enda de™ nula
chogue

superficie lipo

espaca

w

Sendo gue uma superficie tipo espago intercepta uma frente de
onda, um observador nesta superficie tem conhecimento da
existéncia da onda de chogque e pode determinar a evoluc3o futura
desta. Uma superficie inicial nula porém & “paralela" a frente
de onda\ e tendo nenhum ponto em comun , um observador nesta
s;:perf‘icie ignora a existéncia da onda de chogue. Esta se
propaga sem que a sua chegada na superficie nula possa ser
prevista.

Encontraremos estes resultados dentro do estudo da &tica
geométrica que, embora seja uma aproximag3o para freguéncias
altas da solugdo das equag®es, fornece de maneira exata as
caracteristicasj

Prosseguindo o estudo da interag®o entre gravitagio e
eletromagnetismo, e passando ao acoplamento nIo-minimo,
encontramos uma situagio bastante diferente. Como vemos de
imediato, as equagBes de Maxwell modificadas (EMAM) envolvem

explicitamente a curvatura (e portanto os gtj oo)' como também o
L]
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tensor momento-2nergia, e portanto as eﬂgggaes de Einstein
modificadas (EEM), envolve derivadas temporais do_campo acopladom
de ordem superior aquelas gue conhecemos pelos DC.
Tratamos em primeiro lugar da teoria n3o-minima gue tem
sido a mais estudada: a do campo escalar descrito pelas
41

seguintes eguagles dindmicas

s & r A 4

z = - 1 -
- c¢:)Gpv N ¢.p¢.v * 2 gpvc¢,a¢ mgs >+
v+ rg O¢° - CII. 40D
Sy NTES )
O¢ +Cm -~ (R ¢ =0 CI1. 41>
gque decorrem da Lagrangeana
£ =R+ 99 ey - mi¢t + (R CIT. 42>
A escolha particular de [ = - i corresponde a uma EM para g
que, se m = O, & invariante por transformagles conformes, isto
. ~ 2 ~ —1 [4]
¢, por transformag@es do tipo gPV = Cle)gpv e ¢ = (0 (O .
Usando a equag3o do tragoe de (II.40D
Ci + [¢DC-RY = @ azp"’ - 2mi¢’ + 300 ¢ CII. 43D
e
2 O
0 ¢" = 2¢ U¢ + 2¢0 ¢ CII. 44D

e substituinde ainda CII.41) em (11.44> e esta em CII1.435
obtemos para [ = - i

CII. 45D
podendo assim eliminar a curvatura da equag3o de ¢ (II.41D, gue

se reduz a

O¢ + me C1 +{.-¢>’) =0 CII. 4D

3t



@ oo =M fungo dos DC:

permi tindo portanto expressar

= _ v _ M .0 2 1,2
I N L A LS I R

Jk ' > I % S SR 1 .z
g gjk'ocp rjt¢ me¢ C1 + p ¢ 2 CII. 47D

5] -
sty )

N e

=-9g
Tomando o conjugade de (I1. 400, usando novamente (I1.440 e

CII. 46D, encontrames

1 .2 = - i
i - g#2R 2% s %

1 y O 2.2 1 Z.4
+ pt gnC¢.o¢ + Z2m ¢ s 7 ¢ CII. 48D
equagio gue, para 1 - i ¢F # O determina os gﬁ o0
1.2 - _ 1.2 ~ _ & km
1 o¢ )gtj.oo - 1 c¢){ Rij 2 9 Sik.0%m. 0 M
1 48 1 2 1~k 2 1 2,0
T 4 9509 9,0 } PPt s Tz %tz Yy0®
1 s O 2.2 1 2.4
+ o gu { ¢’a¢ + Zm ¢ PR ¢ } CII. 49D
Podemes ainda explicitar os vinculos
ci - L ghl- LR - Lgllg % st ghigd =
S z e -9 o a 99 gik.ogjk.o
_ 1 o z2. 1 .2, S - 2,0
?0% 0 * 2 CP7 m$ s LT 12 T 9,07
A CII.50>
o ji :
e
1 .2 131 1 .
€1 S ¢){2 Cg gkl.o).\. 2 Dgik.o}
1 .z 1k 2
- = -z 1.51
¢.o¢.i M 2 ¢ s D, b 2 9 gki.o ¢ s ] ¢1 512

e concluimos gque o PC para o campo escalar conforme € bem posto.

ent 3o ao PC de uma teoria que acopla

Passamos

nIFo-minimalmente um campo vetorial e a gravitagic. Partimos das

EM que decorrem da seguinte Lagrangeana total
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- p - 1 e H
£ =R~ 2 F F +XRA A CII.52)

Estas s3o (9l
€1 +aAHG = - E  +xcg DA% - A? ~ RAA D CII.S3D
L Liw Ly SV [T
g"F = - ARA . CII.S4d
s o 7
Substituindo o trago de C(II.S5S3D
R = - 3ad A2 CII.SSD

em CII1.54> obtemeos uma equagio nAo-linear de segunda ordem para

A
j7]
g F = A o A? CII.56d
pe o L
PDesta, para g = 0 e supondo Ao # O encontramos [ A% em fungdo
dos DC A Ct D e A L e
g o H,0 o
oA =glca . - A Odoana CII.S7
LA | Lt - | O

podendo substitui-~lo em (II.53) para calcular o seu conjugado

¢t + AAHR = -E - A {— Lg0A - A"  +3:mAaAD A’
1) 1} 2z 1} sl ) LI |
- 2 g A%C Az} C11.58>
2 1]
c1+ AADR = - E - x[ A+ {i g 3%+
1) 1] v 1] 2 1) O
CAlg - AADANA gt ca - A D) CIT. 59
ij 13 0 0,k;1 k,o;1

e determinar desta manejira, para 1 + lAz = O, os gu oo

Os vinculos s3o

c1 + 2AHG = - E - »A
10

. + ACA - A p] CII.80D
10 210 i O,k; :

e

¢t + AAHE = - E o+ aa®t o+ A g"'ca - A > CII.81>
Q0 jals] [ 4] 4] M :
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Para calcular os Ay partimos de (II.S8> para u

» DO
CA - A . 23" = a»*aD0 A? CII. 862>
1L, VO V,i, o 1
CA - A > + CA - A, g™ =
i,0;0 D,i;0 i, 35k ik
ik
A g’ -
CAi D)g CAo.j;k ALO;R) CI1.863>
Estas s3o trés equagdBes que determinam os A'c:o' Final mente,
1 )
u=sando 2 o
0O A" = 2ca A >caa" + 2a O AM CIT.B4d
o H M
ou
2Ca A dca”aM + a[ A°A + A%A 'Y 4 AA + A AT ] =
o M 0,0,0 o i i ,0;,0 1 M ]
ik 2
g CA - A DINTA CII.56%
o,j,k ok o
e substituindo os A acima encontrados, obtemeos A .
10,0 0,0,0

Neste caso podemos concluir que, para Ao # 0O, o EC também & bem
pqﬁ?o. Isto se deve basicamente ao fatc de podermos usar o trago
da EEM para eliminar a curvatura da EMAM, cuja ordem por sua vez
nic & aumentada pelo acoplamento ndFo-minimo.

J4 no caso das Lagréﬁgegnas invariantes de gauge isto nZo

ocorre. No caso de 25 por exemplo, obtemos pelo trago

F’R = 30 F*

gue substituido na EMAM conduz a uma edquagdo que envolve
terceiras derivadas do va. gue por sua vez s aparecem Ccomo
derivadas de F2. Isto significa que, mesmo conhecendo até as
segundas derivadas de Fuv como condig@es iniciais, n3o podemos
determinar as terceiras separadamente. Portanto, no sentido em
que ele fol definido acima, o PC desta teoria nZc & bem posto.
As outras lLagrangeanas nem permitém a eliminagfio da curvatur;

das EMAM Cveja a tabela 3 do capitulo I D, nos levando a

conclus3o de que elas tampoucco apresentam um PC bem posto.
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CQuals as consequénclas deste resultado 7

Poderfiamos descartar uma teoria por n3o apresentar um PC
bem posto 7?

Para responder esta questio voltamos ao nosso exemplo
inicial, o campo sscalar, por#m com a diferenga de tratid-lo como
campo quantico. Neste caso, o momento canonicamente conjugado a
p & p e pela regra de comutago [(t,x),.nCt,x'2]) = ihé(x-x"D
torna-se impoessivel deter mi nar 2] e P simultaneamente.
Salientamos &sta diferengca entre campo classico e quAntico pela
sua importincia no nosso estudo do PC do campo eletromagngtico.
Como vimoS no estudo do PC das EMA, estas requerem o
conhecimento de va na SC. Devido aoc fato de as componentes do
campo eletromagnéticoc guantico n3Eoc comutarem entre si, este
caonhecimento se torna impossivel. MNa verdade, enguadrar uma
tecria de campo no contexto do PC somente faz ‘S?n%#¢9_ para

campos classicos, sendo gque o PC representa a prépria gquestZo do

determinismo classico. Segunde o© trabalho de Drummond e

Hathrell [17],

as Lagrangeanas 25’ fs e Zo surgem como parte de
uma Lagrangeana efetiva gque incorpora efeitos quianticos Cobtida
a partir das equagSes de Einstein-Haxwell que, como Vvimos,
apresentam um PC bem postod, e portanto deste ponto de vista,

niAc precisamos nos preocupar em descobrir gue o PC destas

Lagrangranas n3ic ¢ bem posto.
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CAPITULO IIX

A PROPAGACAO DA RADIACAO ELETROMAGNETICA

Com a exceg3o de raios césmicos de alta energia, todo o
conhecimento gQque temos sobre o© universo & resultado da
obser vag3o de radiagcio eletromagnética. Isto vale tanto para a
radiag3o de fundo como para a observagio de fontes localizadas,
que emitem um amplo espectro de frequéncias de riadio até
raios-X. Lembramos também que um dos grandes sucessos da teoria
geral da relatividade fol a predigZo correta do Aangulo de
deflexXo de um raio de luz que passa na vizinhanga do sol.
Devido & importancia da radiagZce eletromagnética queremos
estudar neste capituleo as leis gque determinam a sua propagag3o
no espago-tempo curvo. Faremos este estudo em primeirce lugar
dentro do esquema do acoplamento minimo e, numa segunda etapa,
procurar emos ‘modificac;ESes destas leis, que poss{velmente
decorrem do acoplamento n3o-minimo e que poderiam viabilizar o

confronto das teorias de acoplamento naoc—minimo cCm a

1 Recomendames a leitura do livro de Eddington -[/a‘p/a respelto
das primeiras expedi¢®es realizadas em 1919 para medir esta
deflexZo. £ curioso anotar que as primeiras medida=s feitas em
Sobral indicaram a metade do valor previsto por Einstein, Isto &
o valor newtoniano.
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obser vagdo.
Sabemos que estes diversos tipos de radiag®o, como
fendmenos eletromagnéticos, s3c descritos pelas equagBes de

Maxwell C(EMAS. Niolgogsy;mos. entretanto, solugBes exatas das

—_—

EMA no ET curvo, para poder estudar as propriedades da

propagagsdo das ondas eletromagnéticas. Apesar disto, existem

dois métodos gque podemos utilizar a procura destas propriedades.

e e

S3To estes a Stica geométrica, que aproxima a solugdo das EMA

— S

para frequéncias altas, e o estudo das superficies de

discontinuidade, (as caracteristicas), gue fornece de maneira

exata as frentes de onda.

Noe que se segue, consideraremos o campe eletromagnético

comoe  campo teste, iste significa que desprezaremos sua

influéncia scobre o campo gravitacional, considerando o gltimo

como background fixo, gue & dadoe a priori.
Comegamos com o estudo das caracteristicas no casc das

EMA :

F + F + F =0 , CIITI.1>
HY; o vo, o v

procurando as hipersuperficies através das quais Fuv ¢ continuc

e Fub o apresenta discontinuidades. Seja esta superficie S dada
por f(x3 = O e definimos
k = £ (x , (III._a2D
N H » H

o vetor gradiente a S.
Denctamos de [w]s a discontinuidade de uma guantidade arbitraria

¥ atravées de S, A condig¢gioc de Hadamard {; fJgaranLe a existéncia
o™ .

28 <N
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de um p‘uu de maneira que possamos expressar EF ] como :
-

= PPN
[Fuv,o] = p,uvka . @\,\._7.{\.0 .

Por outro lado, a gecmetria & continua através de S e portanto

~

(F ] = (F ] = k. v CIII.
,u@a HY p,uu o 2

hr?

-

Substituindo isto em CIIT1.1> obtemos

¢ k=0 CIII. 4>

p,uvka' + puoky + g:»owktJ = 0 CIII.SH

ou, JaA que pyv €& diferente de zero (assumimos que realmente
eﬁstem discontinui dades)

k2= «°x =0 . - CIII.6D
C Yo T {

Isto significa gque o vetor gradiente a S & um wvetor nulo e

portanto a propria superficie & nula. Derivande ((II1.8D,

T

»/'--V
lembrando o fato que k,u & um{gradi ente} encontramos
. Y N /’) ‘_'.‘ L ‘ ‘J - - . H Yy
O vl A Dkuu _ kp;vk -0 =% z kj)" = 7 .
Ds — e T -

—

CIIT.7>

o que significa que as trajetdrias, cujos vetores tangentes s3o

. 0S k‘u’s. s3To geodésicas tipo nulo. Identificando S com uma”

—

frente de onda e as trajetédrias com os raios de luz chegamos a

conclusio gque estes s3IAo geodésicas tipo nulo.
Com6 proxime passo vamos obter este mesmo resultado dentro

da otica geométrica. Sua validade depende da razXo entre trés
A ) (e,28)

comprimentos fundamentais da teoria. Estes s3o

€1) um comprimentc de onda reduzido tipico X = Ar2n,
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C2) um comprimento tipico X ao longo do qual as quantidades que
descrevem a onda; como ampli tude, comprimentes de onda,
poelarizagfo, variam e

(3> um raic tipico de curvatura R do ET ne qual a cnda se
propaga.

A 6tica geométrica ¢ valida quande X for muito pequenoc comparado

com £ e R

X « R e x « r CIII.=sD

Neste caso separamos  © _potencigl vetor numa ampl i tude
Qspplgxa._que varia lentamente com as coordenadaﬁle numa fase
real, gque varia rapidamente; de maneira que o potencial wvetor
qgsngye localmente uma onda plana. A amplitude por sua vez se
compde de uma parte dominante ap, i ndependente do comprimento de
onda, e termos de corregio bP' Cp etc., devidos ac comprimento
de onda finito. Expandimos a amplitude em poténcias de XL, onde

L é&ominimo de £ e R, fazendo o ansatz: o2

A, = Re{ Ca, +eb, + sch + ... } DN S & & 3F->)

onde © parametro de expansZo € indica qu3c rapidamente um termo
se aproxima a zero guande X/L tende a zero, 1istoc é bp o x-L
neste limite etc., Substituindo este ansatz na definig3iEo do
tensor eletromagnético e retendo somente termos ateé ordem zero

em £, obtemos

_ _ L i8se
va = A[p;vl = Re{[a[p;v] + oz ktvcap3 + sbpl)]e } » CIIT.100

onde k =68 .
H » M

Para as EMA encontramoes, considerandoe somente termos da ordem

-2 -1
= e £ H



[ Ll

kvk[v(.ap] + sbpj)] o6 } =0 CIII. 11D

. -2 -1
Igualando os termos proporcionais a £ e & a zero, obtemos

: :j:;-‘.‘ kvkvép - kvavkp =0 uﬂf"@ CIIT.12>
- Qg / =
S N KVat? e kP =0 L arram

Para que va nIo se anule na ordem £ ', descartamos a solugZo
;:1‘-J o kp da equago (III.12) e exigimos que os dois coeficlentes

se anulam separadamente, encontrando

3 o xt=o0 CIII.14D

apkp =0 . CIIT.15D

Reencontramos o resultado gque os rai_osde .luu‘z Cagui definidos
como as curvas normals as superficies de fase constante) sZo
geQQés_n_i___t_:as tipo nulo. Portanto, embora a otica gecmétrica seja
uma aproximagio da verdadeira scolugdo das EMA, ela forneces de
maneira exata as equacBes que definem os raios de luz.

A partir da equag3o (III.14> podenos calcular a velocidade de

propagag¥c da luz. Temos como relag3o de dispersdo
k = Rk CIIT.16D

1’ = |kikt|), que implica numa propagagXo n3o-dispersiva, onde

a velocidade de fase v, = lco/h & igual a velocidade de grupo

v = dk sdi.
g o
v. = v =1 CIII.17D

A condig3o apk‘u = 0 significa que a parte dominante da
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polarizagZo da onda é perpendicular aoc vetor de onda K.

Podemos ir além deste resultado, utilizando a equagio em

P que, usando CIII.185>, pode ser reescrita como ﬂwiL%.
[ L o (‘f;)/
L . . . e
7 zaf e a aHfkY - a” o+ b kKM = 0 CITI.18D
: 7] a v v -
N o . N 2 "; b\) - .
e . : N _ .
Separamos a amplitude ap em seu modulo a = C—a“a“)l Ca‘u & o

complexo conjugado de ap) e no vetor polarizag3o e“. um vetor

complexo normalizado por ;He“ = - 1.

a = ae . CIIT1.185

Substituinde isto em CIII.18), encontramos

2a'Vk e + zae! Pk o+ ak¥ e® - a¥ o+ ik bHOXM =0 . 11120
% v R ; v -
Por outro lado temos
aZ k¥ = 2aa x¥ = -¢cafa > kW= - a af" ¥k 4+ ce
s B » U Mo, p L v
= NN RN Yo KLY
e usando novamente (IIT.182 kw ywe c“)“ﬁ A %AV 2 %53@& v &
v a 5 3 z v
a? k= - £ { Ca + ik b KM - aFx } + cc = - a’k
U Fod : v : v
ou a k¥ = -1 . CIII.21D
y U 2 v
Com este resultado a equag¥o CIII.20) se reduz a
¥ = Lca? 4 b KM CIII. 22>
v ca . v )
Este resultade significa que o vetor polarizag3o recebe uma / :
=4
contribuig®o proporcional a k" ao longo do raio. Esta
contribui¢Z¥e entretanto n3o corresponde a uma quantidade E) \

obser vavel. Sabemos que podemos submeter o potencial vetor a uma
transformagX¥c de gauge, sem gque gquantidades obhservaveis se

alterem. Escolhemos o gauge de Lorentz

A =0 CIII.23>
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ou, substituinde C(III. D g

Re{[a“.“-riCa“-rsb”)K\a ete/‘:}zo. T

que conduz a

M ' :
a + ik M =0 CIII.24D
-u L u I

Devido a egquagdo (III.24> a contribuicZo ao vetor polarizagXZo se

anula. Uma outra maneira de ver, que CIII.22) nXo corresponde a

J——

uma contribuigio observavel, & definir .

§
f = k__e s CI11.25> /
e {o ul

que representa as dire¢Ses de polarizagXo e propagag3io da parte /

dominante do campo eletromagnético. Este tensor por sua vez élzlf{

propagado paralelamente ao longo do raio, independentemente da

escolha de gauge
_ - R e

Dr (=4 . 5 ;o

BsHY = T, 0K =0 \m\ - CIII. 26

Finalmente podemos escrever a equag3o CIII.21D como
%™ 2o ) CIII.e?

(oeovy,
. _)}‘& pv i

e Iinterpretia-la em termos classicos como a conservagXZo do
“nmimero de raios de luz" ou melhor, em termos guanticos, como a
conservagio do ndmero de fdtons.

Vamos aplicar estes dois mé&todos ;s equac@es de Maxwell
modificadas CEMAMD. Faremos isto sistematicamente para todas as
Lagrangeanas gue apresentamos no primeiro capitulo, utilizando
tanto a ética geométrica como © método das caracteristicas.
Sabemos através da observag¥o do red-shift e da deflex3o da luz
no sol, gque as eguagles de Maxwell usuais descrevem bem a

'
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propagagX¥oc de radiag3o eletromagnética num campo gravitacional

fraco. Portanto esperamos do acoplamento naIo-minimo somente

corregggs ;s EMA, e partimos de uma Lagrangeana gque ¢ a soma da

de Maxwell com uma ou varias das Lagrangeanas nZo-minimas. Com

isto obtemos como equacBes de Maxwell modificadas C(EMAMD
- e y

F“”E-_p = - E:“i , CIITI. 28D

onde os wvetores de Euler-Lagrange s3o dados pela tabela 3 do
capitule I.

Antes de iniciar os calculos, ja podemocs classificar as
Lagrangeanas em trés grupos segundo oS seus vetores de
Eul er -Lagrange. No caso de 81 ) fz este somente envolve A , gue,

dentro do esgquema da &tica geométrica, n3o contribui as equagdes
da ordem £ % e 5—1; e portanto nZo esperamos modificagfes nos

resultados acima encontrados. Ef envol ve Fuv' gque & de ordem

-1 . z ‘
£ '. Isto nos leva a esperar reencontrar k° = 0, mas a priori

nzo sabemos ngda sobre a propagacio da polarizagido. Os vetores
de Euler-Lagrange das Lagrangeanas restantes epvolvem der i vadas
de va e contém termos de ordem £ 2. Neste caso, ??rraios ée luz
poder 3o deixar de ser geodésicas tipo nulo.
| Iniciamos © nosso estudo pela ég};a geométrica. FPara
simplificar as expressbes, adotamos orggugerde Lorent; para as
Lagrangeanas invariantes de gauge. Substituinde ¢ ansatz CIII.&O
nas respectivas EMAM, obtemos as seguintes corre¢des para as
equagBes (III.12> e CITI1I.13D, quel apresentamos nas tabelas
4 e 3.

Nas tabelas 4, S e 8, os termos apresentados a direita das

respectivas Lagrageanas correspondem ao lado direito da eguagXo

CIII.28), engquanto © termo da primeira linha provém do lado

43



esquerdo desta equagZo.

z k22" -
A RA AH o
A R AMAY o
2 iu
r RF fFM¥ an  RkZaM
a v 3
A RF PHY o
4 v
xR FM°F ¥ an CRM%a x%- rRMY%x kPHaOT,
- Us v o ] o v
V |
AR FHYEOP gan_ RMPx x a
e uuope S v p o
AR pHYgoP axn_  RHYOPy Kk ka2
? Huop ? opo3 v

Tabela 4: As corregfes da equagio em s-z

Encontramos nesta tabela o fato jA previsto de gue os raios

de luz continuam a ser geodésicas nulas para os acoplamentos ria

AR
4

.

das

Embora poderiamos

corregfes

apresentadas

perfeitamente

na

obter

tabela

as equagles

4, faremos

demonstrando a aplicag¢do do método das caracteristicas.
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definem os raios de luz no casc das Lagrageanas xs e xa a partir

isto




2z 2at Ve o+ aHY o+ bt =
Ja =’ <
x RA AF - ¢1nR> a"k¥ »
1 .Y
pv v . Y
AR ATA ca¥ o+ ik bk
x RF FHY 4x3{?[ 2aH Y+ aMY o+ kM ] +
3 v - : , ,
(e pl
R,vk a } -
o N RF PH¥ an oHY7PR x a
4 pp " VP oo
AR FHFV 2r {F“ kP72 4 rH [ 227 Yk 4+
5 v o s o v o v
a’kY  + k%7 ] RY  kFHa??
: o, v
p¥ [k a[a;p]+ k[p o} k[paal
el v . W
+ ik kFHRPI ]}
ulp; ol puop
KGR“vaprvFap 8&6 R kpaa + R [#vaa;p +
k a + k a +ikka]}
Py o p o v v plo
HLROP = 3 a vop  of3
AR oof 3 4R7{?R Mo B * pH Mop
Ckvaakﬁ+ kﬁ;vaa+ kﬁaa;v+ ikpkﬁaa)}

Tabela 5: As corregdes da eguagdo em £

C#) Para chegar a esta eguagio usamos CRA“)_“ = O, gue & uma

r

consequéncia da EMAM,

Come mostraremos a seguir x; n¥o permite uma solug3To da
equag 3o em e nIo Lrivi#i para um background de
Friedmann-Rober tson-Walker CFRW), raz¥o por qual q?scarhamos
g;he acoplamento. Este espago-tempo tem como elemento de

1inha 83
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ds? = dt? - A% <dy? + ofCyd (d8® + sen®s dp®dd CIII. 29

& & conformalmente planc (isto é wHvorP = 0), o qgque permite

uvee ' Y. ‘

substituir R por [RVAVRN Qmeﬁﬁf) %**VQ'
R =1 !R - R -2 CIIT.30D
S HYOoE 2 ptogvp] ufogpp] ] gp[ogup] ) )

Cveja equagio (I.3D2

O tensor de Riccl por sua vez pode ser exXpresso por f2s)

R =-Ci+0p vv. + 2 C1-0p g v CIII.31)
[Ty U v 2 pv

Cagui v“ & o campo de cobservadores comovente com o fluido, cuja
densidade de energia e press3oc s3io p e p e onde assumimos uma
equag¥o de estado p = oo com O < a = 13

-2

Substituinde © tensor de Riemann na eguagd3o em &£ deste

acopl amento, obtemos

wZaH = - 4 C14o0p k. PO Kk a CIIT. 32D
7 o o 3 a

ck =k vH
o o

que, quando multiplicado por aju e vp respectivamente, se reduz a

x2a? = o e k2 a =0 . Ca_ = a v
o o) [y,
Estas duas equa¢g®es sd& s3o conciliavels para k? = O, ©o gque reduz
a equagio (II11.32> a
uooy3 -
n v‘;vl;cﬁamal O
ou FHOY =0 . CIII.33)

Devido a interpretag3o fisica das componentes de F“p em termos

i
do campo elétrico e magnético, a egquag3o (III.33D significa que -

— i

o campo magnético que o] obser vador comovente observa

.{..
¥,

necessariamente se anula. Como este raciocinio continua valido TN

quando além de 37 temos uma combinacX¥e das outras Lagrageanas,

46



somos levados a conclusdo gue o acoplamento z nAo permite uma
solugﬁo nZo trivial da &tica geometrica num background de FRW, e

portanto descartamos este acoplamento

—_

Para 21. x e x' podemos expllcitar a eqgquagdo de evo lugﬁo

——

da polarizagzo £’ conduz a

[ .ﬂ,...wa—w-w-v‘*"‘“"‘ il

H .
De  _ ! cinpy e kM. CIII. 24D
Ds 2 . W

Neste caso ©o campo AH & fisico e a polarizag®o longitudinal

(isto & preoporcional ao vetor de ondad deve ser observavel

Para 2% temos

pDet! -1 LW

— = = C1 - 4A R) 2x_ R = . CITIT. 350
Ds 3 3 . L2

que entretanto n3o altera o resultade

Df
@JD"O.

I

/Este acoplamento também provoca uma modificagdo da lei da
/

f-conservagﬁo de fétons, gue neste caso &

{%1 — 4ax RY a%? } =0 , ' CIIT.3B)
2 E: | .

e significa que o campo gravitacional age como fonte de fétons.f

~

¥ conduz A seguinte equag3o para a propagacg3o da polarizag3o

e
— T ‘\l %“ .
g = ax, 0777k e R CIII.37>
D= p oo
que implica numa variag3o da pol arizag3o do campo
eletromagnético
- . |
HY - "s
DE . an kPl o gL CIIT. 38>
Ds e p o .a

Esteo & um efeito, gque em -principio'aéévéfia ser observével.;

——

Salientamos porém, que, além desta contribuig3o a polarizag3o da

parte dominante do campoc eletromagnético, pode haver outras

47

_f‘—j

y _ /



contribuic@es A polarizag¥o decorrentes de correg@es pos-otica

geométricas, que levam em considerag3o a propagag3o dos vetores

123 |
b, c etc
[TARS?. ™

T

estas correges,

gue JA aparecem com o acoplamento minimo,

d

./ Para fins experimentais ¢ importante distinguir

a

contribuici¥o CIII.38), que se deve exclusivamente ao acoplamento

n3Ac—minimo.

contribuig®es € que aguela devida ac acoplamento n3o-minimo

_fung3o do gradiente da curvatura

este gradiente

etc.

Para as

aparega

outras

O fato gue pode permitir

o mmone

nas eguagles

Lagrangeanas n3o

propagagio da polarizagXo.

distinguir estas

de propagagdo de

conseguimos exibir

duas

&

“

e n3o tem razX¥o fisica para gue

b
H

a

Usando o método das caracteristicas obtemos as eguagles gue

apresentamos na tabela 6.

£ pyuku =
“ a rA AH o
1
A R AMAY o
F TS
x_RF FHY an Rk
_ 3w 3 v
L a RF B o
N 4 MY
SRR Mo_ W RHO, ¥ vo  p
\ ngyv Fa axs C °, - 4 P, )ku
LA R FHYEpoP an rMYPp  x
="a puvop o op v
»
AR FHVEoP an_ RMVYPy &
7 MHvop 7 op v

Tabela 8: As egquag®es que definem as caracteristicas.
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Para poder ir além destas equagfes, escolhemes como
background de particular interesse fisico o© espago-tempo dJde

CFRW). Substituinde a equagio C(III.300 em vaoﬁp kx obtemos
op v
oo - op, _ (=43} _ 1 Ho
rH Popks, R“op k Rpap k, = 5 R &K, . CIII. 38D

o gque reduz o acoplamento .?,’6 a uma combinag3o de .'83 e .fs.

Portanto consideramos daqui para frente somente estes dois

acopl amentos.

Drummond & Hathrell €173 estudaram os efejitos de rd sobre a

velocidade da luz na geometria de Schwarzschild = encontraram
‘que =la depende tanto da direg3io de propagag3do como da
polarizag3o., Devide a iste, um raio de 1luz qgque passa hna
vizinhanga do sol deve se separar em dols raios com polarizagfes
ortogonais, cuja separagfo angular entretanto estid muito além da
precisdc experimental.

Substituindo va dade por (III1. 31D na equagdo de rs obtemos

- - HY = _ o B ¥ 2
{ 1 - ax Cl-cop } #k = ax ired p { Ve vk = @ vk }

- o
C kg =kv, 2 CITII. 3

Multiplicando esta equa¢3c por vy vemos que pavvakv =0 =

portanto CIITI. 338> se reduz a

- _ L - - HY
{ 1 - 2r Ci-Op } ek 2 (1+e0p oV Kk CIII. 40

‘

Lembr ando a equag3io (III.5), gque apesar de termos acoplamento
nIo-minime continua valida e multiplicando-a por
[1 - 2r C1-adplk” obtemos

{ 1 - 2\ Ci-adp } P L 2N _C1+odp k v C Y - %M > =0
8

[a}

ou, usando novamente CIII. S

-

{ 1 - ax5c1—a3p} k? 4+ 2N _C1+e0p koz =0 . CIII. 41D
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O mesmo procedimento para I} ou para uma combinag3o das duas

conduz As seguintes expressBies para a velocidade de propagag3o:

o v 1 - 21 C1-cOp
A R FH9F S
s uv o

1 + 4&5 o ¥s)

1 - [4x _ (1-3c®0 + 2Xx_(1-c0lp
o 3 5

r ¥
o

4\3RF‘2+ AR 1)F'“‘
H 1 ~ [4X C1-3c0 - 4x_alp

Tabela 7: As velocidades de propaga¢io em FRW

Obser vamos aquil que, apesar de o acoplamento £3 sdzinhoe ndo
alterar a velocidade de propagagfio, esta depende de ks quando
temos uma combinag¥o dos acoplamentos. Isto s6 nEo ocorre para
a = i. que corresponde a equag¥o de estade de radiag3oc e que
substitufide em (II1.31> <conduz a R =0, eliminando este
acoplamento.

Para chegar a uma interpretagdo fisica dos resultados acima
encontrados, temos que escolher uma equag¥Tc de estado para o©
fluido gque gera a curvatura. Como pode ser visto nesties
resultados, a yg}pcidade de propagagfo tende a um no limite de

baixa densidade. Portanto esperamos modificagBes das leis de

propagac¥o usuais somente em regides com densidade muito alta, o

N T

que, em termos cosmolégicos, corresponde a uma época muito
remota, proxima da singularidade existente neste modelo. Para

saber gque tipo de matéria se torna predominante nesta fase do
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universo, usamos a solug3Io de Xt) em fung3o do fator escala

ACLD>, que & dada por_tas)

Ly = pOACL)'a“*“’ . S CIII. 4a2)

Esta equag¢3o indica que a densidade diverge com A3 para poeira
Cisto ¢ materia com pressIo zero) e com -\ para radiag3io.
Concluimos gque a materia dominante nesta fase do universoc & a

radiagio e portanto optamos para a = g. Para podermos determinar

PCL) falta ainda escolhermos a curvatura da se¢Zo espacial, isto

é escol her a fungdo oCxd em CIII. 29, Existem trés
peossibilidades, a saber oCxy) = x, el x> = seny ou
olx> = senhy [28]. Entretanto, estas fungSes tem um limite comum

para y muito pequeno , gque coincide com a primeira das +trés
fungBes. Como toda a interpretagdo do nosso resultadoe se
aplicara A época préxima da singularidade, podemos fazer a

escalha o(¥> = ¥, que corresponde ao tri-espago plano, sem que

isto restringa a validade das nossas conclusdes,

Substituindo a solug3o para pCt) correspondendo a estas

escalhas, que ¢ dada por 28] Ly = % L-z, obtemos
t? - a
R ) CIII. AR
‘ LT o+ A :

Mostraremos no gque se segue como este resultado pode
resolver um dos problemas fundamentais inerentes ac modelo
cosmoldégico padr¥o. Estamos falando do problema do horizonte.
Daremos em primeiro lugar uma breve revisio de como este
problema surge devido ao fato de o modelo convencional prever
uma velocidade de propagagZo consﬁante e finita para um sinal

arbitrario.

Num dado instante Lo. um observador situado em x¥ = O pode
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receber ou ter recebido sinais emitidos num tempo t.1 < t’o
somente de coordenadas radiais y = X, onde X, ¢ a coordenada
para qual o sinal chega no observador exatamente no tempo LD.
Para sinais que se propagam ao longo de geodésicas nulas, e para
simplificar em direg3o radial, temos ds? =0 e a equagIo

»
CIII.29) se reduz a

at? = A¥ced dy° CIIT.a4d

Portanto x, ¢ relacionado com to e t,1 segundo

o} L,
dt
Jor =11
ACLD

xl ti
. . , . t
SuT e ' ® at o

o : » x, = I . CIII. 45
ACLD
2 t

i

Dependendc da fungdo A(t) esta integral pode ou n3o convergir
para *t.i —» 0. Quando ela converge, o universe visivel do

observador ¢ limitado por, como definiu Rindler [891'

um
horizonte de particulas C(HPD. Ateé t'o este observador somente
pode ter recebido sinais de particulas ou galaxias comoventes
que se situam numa coordenada radial inferior a xHPCtOD. onde

zm’ct) é& dado por

t

dat’
x,,Ct) = I i CIII. 45D
ACL’D .

o
Consideramos agora a radiagi¥oc de fundo de aproximadamente
3 %, e supomos que ela foi emitida num tempo Ln' gue coincide

com o tempe quando o universo, em consequéncia do desacopl amento
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entre matéria e radiag3o, se tornou Lransparen& para a radiag3o '

-

eletromagnética. Podemos estimar 'c.l assumindo que o]

desacoplamento ocorreu para uma temperatura TCtn) dc universoc de

aproxi madamente 3000 °k [301. istoe & mil wvezes superior A

temperatura atual _TCLOD. Comparando a lei de Stefan-Boltzmann

p T* com CIII.42), vemos que ACL) o T L), e portanto obtemos

t

tn atraves de ACtOD/ACt.RD = 1000. Se a homogeneidade do universo

¢ alcancada através de transporte de energia ou momento com

velocidade igual ou inferieor a da luz, & de se esperar que em tll

—

o universo & inomogénec em escalas su_perioresr a _quCtn),’ p01s
desde a criac%o do universe n3o houve interagio que pudesse
homogeneiza-lo além destas escalas. Por outro lado consideramos
o horizonte wvisivel C(HYVD do observador, que inclui todos os
eventos que aconteceram desde t.R e foram observados até to. A
distancia maxima entre dois eventos, que se encontram dentro do
horizonte visivel, se di& em termos da coordenada x por

t
e}

dt
Xty = I
ACLD

t
®

Para cbter as distaAncias atuais temos que multiplicar por ACto),

chegando assim a

to
ot
d“thDD = ACto) [ CII1.472
ACLD
t
R
t
R4
dHPCto) = ACtL D CIII. 48>
ACLD
0

Assumindo que © universo fol dominadc por radiag3o até L‘.

quando ent¥o passou a ser dominado por matéria, podemos
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)
-

substituir as fungBes ACt) correspondentes para integrar as

P

equagBes (II1.47) o CIII. 48>, chegando ao resultado @ o
d ¢t D> =Z1,.80 d v > | CIII. 49
HY O HV ©

Portanto a regi3o correspondente aquela gque em tn foi
causalmente conexa ¢ muito menor que a parte do universo
atualmente visivel. Assim, apesar de n3c existir nenhum processo
causal que pudesse explicar a homogensidade do universo na
escala do horizonte visfivel, a isotropia observada da radiagdo
de fundo indica que o universo de fato & homogéneo nestas
escalas. Este & o problema do horizonte.

Voltemos ao nosso resultado CII1.43) para mestrar como ©
acoplamento nIo-minimo pode evitar este problema do horizonte.
Assumimos X < O e de acordo com a nossa argumentagdo do

2 2

capitulo I fazemos A = - £ tpt’ onde ¥ & um ndmero da ordem de

um e t? & o tempo de Planck, que corresponde ac comprimento de

i
Planck, definide no capitulo I. Com isto a equagIo CIII.43D
assume a forma

22 4 z:_,zt:zl

vie | ———F CIII. S0

2 2,2
t L te

Voltando atras na histéria do universo, os fétons deixam de
se propagar ao. longo de geodésicas nulas, até qgque a sua
velocidade diverge em L = (tﬂ, gerando assim um imenso clar3do
que se propaga instantansamente pelo universo inteiro. Este
clar¥o faz com que regi@es, gue dentro do modelo padr3o s3o
causalmente disconexas devido A presenga de horizontes, possam

entrar em contato causal. Este contato, por sua vez, € condigldo

necessaria para que fendmencs de termalizag3o possam ocorrer,

54

Ty

s,



cujo resultado é a atual isotropia do universo. Concluimos ent3o
que a nossa teoria, independentemente da fase de universo
anterior a LN_Csobre a gual nada precisamos saber e A qgqual n3o
devemos aplicar esta teoria classicad, permite explicar a
isotropia observada da radia¢3o de fundo. Salientamos o carater
geral deste resultado, sendo que ele n3c e frute de uma
combinac¥oc particular das Lagrangeanas nio-minimas. Por outro

lado, a escolha de a = e da sec3o espacial plana se justifica,

W

como ja dissemos acima, pelo fato de estarmos interessados numa
¢época do universo proxima a singul ar idade existente no modelo de

Friedmann—-Robertson-Walker.
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CONCLUSAQ

Nesta tese estudamos teorias que acoplam nZo-minimal mente o
campo eletromagnético com o campo gravitacional.

Construimos todas as Lagrangeanas possi{iveis, lineares no
tensor de Riemann, de Weyl, de Ricci ou no escalar de curvatura,
e guadraticas no potencial vetor ou no campo eletromagnético.
Mostramos gque existem somente sete possibilidades independentes.
Argumentamos a favor da escolha do gquadrado do comprimento de
Planck para a constante de acoplamento que as Ltecrias
invariantes de gauge requerem.

Mostramos ainda que wuma combinagZc particular destas
Lagrageanas possui invarilncia por rotac@es duais locais.

Obtivemos o©s t(ensores momento-energia e os vetores de
Euler*Lagriﬁe e discutimos os seus comportamentos no limite do
espago—tempo de Minkowski.

Fizemos alguns breves comentarios a respeito da formul acXo
candnica do campo eletromagnéltico interaginde de maneira
nIo-minima com a gravitagZo, e mostramos que, apesar de

continuarmos com uma teoria que possuil dois graus de liberdade,
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n¥o podemos mals asscclia-los aos estados de polarizag3o
transversal.

Para o estudo do problema de Cauchy mostramos como se pode
construir um sistema gaussiano de coordenadas. Em seguida
verificamos que o problema de Cauchy., no sentido em que ele foi
anteriormente definido, & bem posto para as equagBes de Einsteln
no vacuo, para as equagBes de Einstein-Maxwell, para as equagles
que descrevem o© campo escalar conforme e para aquelas que
decorrem do acoplamento rl.

No tltimo capitulo mostramos como, a partir do acoplamento
minimo, a aproximagXo da otica geométrica e o método das
caracteristicas conduzem aos seguintes resultados A respeito da
propagag3c da radiag3o eletromagnética num espago—tempo curvo
Ci> os raios de luz sZo gecdésicas nulas,

Ciid o vetor polarizagZo ¢ propagado paralelamente ao longo do
raio e
(iii? o numero de fétons & conservado.

Vimos como cada um destes trés resultados pode deixar de
ser valido quando o campo eletromagnético interage de maneira
nXo-minima com a gravitagZo. Como caso de particular interesse
fisico escolhemnos o background de Friedmann-Robertison-Walker e
uma equag3o de estado para o fluido que gera a curvatura que
corresponde a uma época do universo préxima A singularidade
existente neste modé&lo. Vimos qgue neste caso o© efeito do
acopl amento nXo-minimo sobre a propagag3oc da radiag3o & univoco.
Apés ter visto a origem do problema do horizonte, um dos

problemas fundamentais inerentes ac modelo cosmoldgico padrZo,
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mostramos que este efeito sobre a propagag3o da radiag3o faz com
que © problema do horizonte n¥o existe gquando acoplamos o campo

eletromagnético de maneira nIo-minima a gravitag3o.
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APENDICE A

0S TENSORES MOMENTO-ENERGIA E OS

YETORES DE EULER-LAGRANGE

Neste apéndice vamos, através do principio variacional,
obter os tensores momento-energia e os vetores de Euler-lLagrange
para treés das sete Lagrangeanas i ndependentes. Para as outras
qguatro o procedimento é absolutamente idéntico.

Assumimos o pontoe de vista de que o espago-tempo €
riemanniano a priori, e portante usaremos os simbolos de

Christoffel como conexio.

Definimos o© vetor de Euler—Lagrange g4 e o tensor
momento—energia ™Y por
5, s={ a*x v=g " sa CALD
A £t
v
& s = d*<x ¥y g T &gF” . CA2D
g e
L
Comegamos com
£ =x_ kR aAMA”
2 2 v
6, S, =2 [ a*x v=g RMYA A CADD
z 2 v ¥
%
e portanto
i M = axn. rRMYA . CALd
2 2 v
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Para calcular o tensor momento-energia fazemos
. uo pp
S S = x & d'x Y-gR A Ag g
gpv 2 2 qu I mn o p
=x, [ a*x g { APAYSR 4+ R AMA 65 + R AVA 8577 4
2 JE) L o jEw o

1 ML —
*7=5 RnA A &7g }

= [ d*% =g {A“A“ék + 2R A°A 5gMY - L R AYAP g csg‘“”} C AS>
2 Y Lo L 2 (7,5

op

onde usamos o fato de &v~-g = - i Y-g gpvég”u
Para calcular a variagio do tensor de Ricci usamos a identidade
de Palatini '3 sr = s - s .

v HX v [71 P N
Portanto

4 — M, 1 - 4 — B A _ = -
fdxv_gAA cskw Idx-/gAA czsr'm;u él"pv;k)

»

_ 4 — v X _ v A
= J‘ d°x ¥=g {CA A <5r'pk> L~ CATA érpu);)\ }

- [ d*x v3 {CA“A”)_.U él":o\ - CA”ADD;}L cSl"::v } . ¢ ABD
Sendo que a variagHo do simbolo de Christoffel & um tensor, as
quantidades aHa? érﬁh e AMAY 5r2v 230 vetores, permitindec assim
utilizar a seguinte relag¥c para a divergéncia de um vetor
arbitrario : A‘”;Ju = 73_3 v gats
Usando esta identidade, podemos transformar a primeira integral
numa integral de superficie. Esta, assumindo que no infinito as

variagSes dos campos s3o nulas, n¥o contribui a variagZo da

ag3o,
J a*x< =g {c AHAY csr',’:h).v - caHa” érﬁva_h

LA A

4 4 P A 2
=jdx¥—g{-—DCA“A S 3 - ——  AHAY csr }
ox ox
0

= -y Hy» A - H =
= j‘d::pf'g"AA 6rm j‘dz v-g AHAY 6rv

=18



Na segunda integral expressamos érzv em fungldo da

métrica como

A 1 ke
ar = = Cé + & - & p)
HY gPH;V gPP;P gPV;P
1
2

N

e 6rph =

he
&
S Son; u

Assim, podemos escrever a segunda integral como

_ 4 — TR i ke
I d x ¥Y-g { CATA );v 3 g égpk;p

_ H, W i _hp
CA A )-h = Cégpp; + &g

»

que, integrande por partes, & equivalente a

1 4 - TRy ) ¥ _ H, P
. J a% v=g { caATAT, L, 9 6a,, - CATATD

» »

. ov :
Usando ainda gpaég =.-g ég”a concluimos que

4 — I IN - _ 1 4 — [ W =
f a8 ¥-g A"A ékpv 2 J &% g { g“vca AT

- A AD
A2

» »

- ¢aA®A >
o - |

_ _ % 4 — (o = _ o
> j‘d x ¥—g { g”vCA A n;o.p CA A

+ OCA A )} sgt”
OV
Juntando os termos de CASY e CA10> obtemos

2 [+4

HY
1

_ 3 o \P 1 a7
2, CATA o D AT s, }

Passamos para o segundo exemplo que € o© caso de

r =a r FFFR ¥,
o s up o

- &g b}
v pY; H MY P

variaci¥o da

CA7D

CABD

CASD

kpsgpu

Ao
5 .
o 9 %9, }

» >

+ OCA A 3} sgt”
uov

Cp);v);o M

CA10D

T2 = x dr. A°A . -1 g r A%FP -~ 2npca A
2 C po 17> 2 Tuy op 2 H v

CAL1D

= 4 — HO v VMO
& S A, j ad*x Y=g R“u CFPU6F_~ + F_~6F D

A L
M

Usando a definig¢io de Fuv em termos de AH passamcs a
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- 4 — Ho I ¥
6Au S, = M, _[ d'x v-g RW{ FroCsa SA _’o)

+ F_PcoatC - sa% } | CAL2D

e integrandco novamente por partes, ficamos com

&, s_=-x_[d*° v {CR FHY Ysa - ¢cr FH9  sA” 4+

Ap 5 5 [5}2, o HY =4
R F73'%aH — ¢r F? 3+Hsa } CALDD

QY v pHY v o
= - axn, [ ad* g {RFF > - RMIF > SA .
5 o ;P op 3 p H
1 EY = - 2x {CR"”F Hy - ¢rM9F > } CA14)

s ] o Tip op ;P

Fazendo a variag3o da métrica obtemos

= 4 — Ho V3 op
6gpv S5 x5 6Q“v f 9 x g vaFaaFPﬁg g 9

- 4 — 1 MO D —~ HO L v
xg J d'x ¥g { 75 RF To &v=g + FF_ SR,
o

+ 2R F Pr
HO v p

+ R_FZF Py sg"” . CALSD
op M4 v

Usando novamente a identidade de Palatini para o segundo termo

chegamos a

[ a*% ¥=g FP9F " sk = [ a*x ¥=g FY9F ¥ com - & >
o MY o HAG W HU LA

= - [d** v=g {cF“"F Vs & - FHOF Yy _srt }
o H PRT) N - 2D N ¥} 2

A
g pég -

=- d*x v=g { cFHoF ¥y
124 PALH

N |-

» v

- cFHop ¥ 1 AP -
CFUUF );x 5 9 Cégpp;v + égpv;p 6gpv;p?} CALIBD
- _ 1 < — Hoo, V e Mo, Y o
2 _[ d"x ¥-g { CFUF );v;y gp)\ég CFUF );h;u gppég
- ¢FH% > g 6g™° - ¢rHF ¥ *sg
o “inu T o 7inip O v
- - 3 . — oo, 3 _ o p _
2 f d*x v=g { 9L CF F D g CFFSD. o

oz



- ¢F9PF _ > + Oc¢F F°7 )} &gty
pY LHLO HO ¥
- _ 1 4 — ao. 3 _ O P

2 _[dxfg{gpvw Fa);ﬁ;a CF., Fa);p);p

+ OcF F° 3} sgt . CALTD
Ho v
Juntande os termos de (A15) e (A172 obtemos
s _ _ 1 oo, Foted o f]
Tyv Rs { 2 gpvRaﬁF Fa * RCpaFv)pF * RopF va

-t g FF + L cr, %F P> -t pncer FOoO0 cmm

2 Tup o T3 o 2 Cv o " L) p 2 Ho w

Como Ultimo exemplo, faremos ainda o calculo para uma

Lagrangeana que envolve a operag3o dual, como

- afpv
e N, g F o i

- 4 — afi
& A, s, =x, [d*% 8 3 CF o F s * FuSF e
_ 4 — a3ty _
-ax7_['dxfgﬁ FogCOh, o ~ 68, 7

. o = 1 = Eo
= 4A7Idx1’_gﬁ(2¥_§§ Fa® 5%,

Dal segue

a . BH = - 4 a BV 5 CALOD
7 - 7 af v

Para calcular Tyv usamos a definigXo do dual

- 4 — o 1 Lwop ez S
S% A7 I dx Yg R puy B7-g £ FopFaTg

= i [a*xRrR% VP F_F L C AZ0D
2 7 By op or

Portantoc

- 1 . pvop o
5, S, L {s FapF‘aTgﬁT SR *

o Hpop
s R € FapF‘aTégﬁT } CAZ1D

= [d*< ¥g { BHYp Bogr® + R® foPp  sgt” }
7 a Buvy Hop o
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Sendo a variagio do tensor de Riemann dada por
o a a
SR = &I - &r CAZ2D
v ;v Bviu

calcul amos

f a*x v=g F“vFaﬁ 5R™ = f d*x v=g BHVE ﬁ ore

(2]
By v 6rﬁv;u}

Buw
- [ a' v5 {PE D erf - BV By a0
= B 3u (- B TR £ 1
_ _ 1 4 — .. 3 ao _
= 2 I d x v-g {FF Fa );vg Cégaﬁ;y + 6gou;ﬁ 6gﬁp;o)
_ L. 3 oo _
cF FS> . a%C6a 5, + b9, 5~ 894, 0 C AZ3D
= 1 4 = Hu_ 3 oo uw_ 3 ac
2 ‘r @ x vmg {cF Fo ). T 690{3‘ + CF Fa D;V;ﬁg égonu
oA ac _ R B )
310 > .09 ey, 133 Fao g% zSg
Lo, 3 ao _ HY 3
cf F o, . 9 6a,, FHVF_ 3;“;0 59, } CAZ4D
Y . - op. Op £ _ o,
[ a*x ¥=3 {cF Fd oot CFLFD FFD
- cfPr > - FOF P - ¢F°FP > } &gty cazm
pY L osp v o Voo osp

O primeiro e o quarto termo s3o nulos por envolverem a contragdo

de F com 6g“v
7,3

Juntande os outros termos concluimos que

7 =, {cF° - i g® poPe C A28
Hy 7 L) u) ;a;p 2 C pop o)
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APENDICE B

OS TENSORES DE RICCI E DE EINSTEIN EM COORDENADAS GAUSSI ANAS

Mostraremos neste apéndice gue as derivadas guo-oo nXo

aparecem nos tensores de Ricei e de Einstein. Em seguida

explicitaremos a dependéncia destes tensores dos dados de Cauchy

e das derivadas g . num sistema gaussiano de coordenadas.
L]

» OO

Partimos da defini¢X¥o do tensor de Riemann

R =g . RN =g - . ot CB1>
Hov e HN T ovp HA ov, p oo, v v Pn op vy

e substituimos a defini¢i¥o dos simbolos de Christoffel nos

primeiros dolis termos:

B =
pHoLE

N |-

a
L AT C . _ 5
gpx P 9 gro.v grv,a gav,T
_ ° AT C + - 3
gyk P g gra,p ng.a gap.T
+ g b S L . CB2>
HX o ph op vy

Usando = O obtemos
Tun; p

4 AT AT a AT, 1 n
= - - = - cr +r b] (B3
Sn 559 G P Ten T eI T T neIm
e
= 1 AT -
Ruavp T2 I’ CQTo.vp M Y7u,0p gav.Tp)
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1 AT

T2 g,uxg -cg'ro'.pv * grp.cw - gcfp.'rv>
N n A n n A
- r + o + Cr + I o
peS AeIpun ' ov oS on Oum ! op
g { AR A i } : CB4d
LA ov pn op vy
Varios termos se cancelam e o gue sobra &
R =2 ¢ ~ - + >
UHoup 2 g,uv ,op You. HE ggp. o gap, [y
g A A L o . B
nA HY op He ov

Contraindo o e p obtemos

R =%24%¢ - - + >
o oz 9 v op T Sov.up ~ pp.ov T Bop,
+g%Pg oA D . CBBd
nh HY o e ov

1
R.==9 g. + outros termos
1] F4 1], OO
1 00 als) io
R = = C - - > + ot
Ot 2 d gOi_,DO 9 gDi..OO 9 g s DO
1 Jo
= - = + o.t
2 9 gji,oo
1 o1 oo ot o0
R = = C - -2 +
oo 2z 9 Y9%0,00 9  Y0,00 9 Y%:.00 9 Y60,00
D ]
+ 2 + + o. t
g goi,oo g gi.j.oo
1 i}
= = .. + o. t.
2 g g\.j,DD
e encontramos que as derivadas gpo oo nXo aparecem no tensor de
*

Ricei e portanto, tampouco no tensor de Einstein.
Passamos ent3o a um sistema gaussiano de coordenadas, isto

¢ um sistema onde vale 9.0 = 1 e oo O e explicitamos a

dependéncia dos tensores de Ricci e de Einstein dos dados de

Cauchy g“_. gi-.i-o' e gtj,ak e das {ncdgnitas gtj.oo'
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Partimos dos simbolos de Christoffel

rsv = 2 g“ocQap.p * Sy " S o? CB7)
e obtemos
FZD = i gapcgpo,o * gop,o - goo.p) =0
r:o = i gapcgpa.o * Yop, a0 Bcw0,p” T i gokka,o
= ’"30 =0 r;o = % gtkgkj.o
r:.:j = i goacgm,j Y 91 T Bi.e” T T zl» googtj,o

CDei xamos aqui explicitamente g00 por razdies que ficar3o claras
no capitulo II J.

o
-+ - =
g cgorj,k gork.j gjk,a) ik

i
r =
1k

N i

onde ~ se refere a grandezas calculadas dentro da superficie

x° = cte.
Substituimos estas express@es na defini¢do do tensor de Riccei

a (& ]

R = r -r + Y -9 e (B8O
[7:y A, W HY, a oy ol oo v
Para uy = v = QO obtemos
_ o a o _ % . i 1 ik it
Roo roa,o * raorao 2 Cg gﬁ,o , O * PR gﬁ,og gu,o '
mas
ik _ L km - ik 4 Gt km
g y O Cg'g glm),o eg 'O g9 glm.o (B>
e portanto
_ & i N R Y U : _ 1 _ 1 N
Roo z 9 gu.o 4 9°d gu.ogﬁ,o 2 ¢ 4 B P10
Para 4 = 0 & v = i Lemos
a J R R ) Rk
— + —
Roi = Toai " Ta.; ¥ Tl * o
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1 3k 1 jk 1 Jm k
= = - = + -
z 99,675 €97 9.0%.; " 29 Y0 T i
- 1 km J
g m,0  jk
= X ik 3 ) .
2 { ,i9k,0 T 9 Y,0e.4 vi%,0 T 9 Yilo,j
im k km ]
+ —
9 90 i -9 Yo T } . CB11)
Agora podemos usar
ik = K R R P -
q . g i + l"pLg l"pi.g o] cB12)
para substituir gjk . ® g“k ; na eguaglio acima, encontrando
» ¥
assim
R =12 il e - -r >
oi z Y9 9ix,0,i §i%mk, 0 11%%m, o

ik m m
- +
g chi,D.j rjkgmi.,o * ri.jgkm.l)) }

= 1 ik -
Roi. z g CDi gjk,o Dj gki.o)

onde D & a derivada covariante no subespago «° = cte. » f[ormado
+

e
T :
com a conexio I"_k. Podemos escrever ainda
]

i
D g)ci.o (Bi3

)
li
N
>
|
N =

= ik
onde A g gjk.o

Finalmente, para ¢ = i e v = j encontramos

R =r? -r9 +7r9r2 - r9r
1) O, ) 1], O 1O ja 1 oo
= ]':k.j - i.oj.o - r:j.k M i.okr:o * r":or,?k
":lc ,;m - r:jr;'k - rr:jr:ak
= ri.kk,j - ri.kj.k * r:.nkrjj‘m - ?jr:mk * i g>° ij, 00
- i gtk,ngkm mj, O - i— g,}k.ogkmgm.o * i i.j.ogmngmn,o
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R, =R, + %%

i} i)

N |w

1j, 0O

O escalar de curvatura

R =R

G =R -:g R
5y 7Y 2 T
6 =-2R-L1A4+1c¢C
00 Y ] B
G =R
oL O
~ 1 (23] 1 km 1
= + = - = + =
3% 729 9500 29 %o%mo T s
- lg A -2p.1coH
2 ") L3 L4

Nijm

1
4

km

g g g +

i
"1k, 0" jm, 0 . g

ij, 0

dado por
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APENDICE C

DOIS LEMAS USADOS NO PROBLEMA DE CAUCHY

Saja W“v um campo tensorial simétrico num espago-tempo com

métrica g“v.
Definimos o campe tenscorial conjugado por

+ o

wh o =w - g W . CC1d
LY L 2 Tuw o
+or o
Com esta defini¢ioc temos W o = - W o e portanto
w o =w g w7 . cead
L [7:% z “Tuv o

1.LEMA
00
Supondo g = O podemos expressar as componentes mistas w“v
em fun¢3o dos W:j e dos Wop numa forma linear com coeficientes
gue s3o fungBes de gpu.
wH =AM Myt . M %W° cc3d>

v vooij v o

Prova: Partimos de CC2), gque pode ser reescrito como

w o= cghP - LM 7P W . ccad
v v 2 v op
Para u = 0 temos
WC = cg®% - L &% g7 W s>
v v z %) op

e para v = i
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Dai obtemos

o 0] - W o0
Wo_t (g "W W t) ~g
Para u = p = 0 temos
+ + + +
w° = goow _ 1 goPW _ 1 goow 1 Uyt
) 2 op 2 0o 2 ij
e portanto
w+ = o0

Vit o
oo Cg’w .+ 2w Drg

Agora podemos reescrever (C3) como

wH o= oM Uyt LMty oM
v v i] v ol ¥ 00

e substituindo CC8) e (C10D nesta equag3oc obtemos

wHo= oMUyt M ‘{ - cg®w - w°_)/g°°}
v 2 1) v it 1

+ c? ocgtiw’ o+ 2w® >.g°°
E 2 t] L]

que & da forma CC3D.
2. LEMA

Seja s* uma regi¥o no espago-tempo onde goo

«CBd

<C?D

sl

CCad

€C10d

CC11>

# 0 e S uma

hipersuperficie definida por x® = 0. EntZo as trés seguintes

afirmac®es s3o equivalentes.

CA W =0 emsS*
jay
B w' =0 e ¥ =0 enms*
) M
o - wh =0 e W =0emS* e ¥ =0
ij Vi [y
Prova:

CAY=CBD triwvial

CB)=#CA> pelo lema 1, portanto CAD e (B) s3oc equivalentes.

CAD =L CO trivial

Falta mostrarmos agora CCO=CAY ou C(CO=B):
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Assumimos (C): Ent2o, usando o lema 1, junto com a primeira

condi¢¥o de (C) segue

wH = gH “w° cciad
P p 2 o
Pela segunda condigZo de (O temos
wH = w° + W +rH W 19w =0 Cci®
vy v,0 Vai Hoe v uy o

substituindo (C12) na equag3o acima chegamos A:

w° =¥ 'W® 4+ FH w° CC14d
v,o Yo, v M
Pela dltima condig3o de (C) WDP e, portantoc também w° " se
anulam,
Encontramos assim w°p = 0 e wpu,o =0 em S e utilizando

um tecrema fundamental das equagBes diferencials parciais

concl ui mos gue Wop = 0 em todo o espago-tempo. CQEDD
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APENDICE D

A COHSERVAQIO DO TEKSOR MOMENTO-ENERGI A

Mostraremos neste apéndice que a conservagXoc do tensor
momento-energia € consequéncia da prépria definigdo deste e
independe da validade das equagdBes de Einstein. Embora somente
faremos isto para o caso do campo vetorial, o procedimento &
absolutamente jidéntico no caso do campoe escalar.

Tﬁv & definido como a derivada funcional da ag3doc de matéria

em relagiio ao gpv'

- 3 — v
61 = [a*'% vg ™ 89, cD1d

Sendo a agdo um escalar, é invariante sob uma transformagXo

de coordenadas conduzindo ids mudangas

xp — x'y

d‘x s d‘x‘

arat — o

ax’

AxD — A'(Xx'D = A (O
H H v '

aFr "

Ox’“ Ox'v

cDed

9,00 — g (') =g, (O

Porém, <*H & uma mera variavél de integrag3d3oc, e podemos
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ressubstitui-la por s, Concluimos que a ag3o & invariante pelas

seguintes substituigSes

v
ax
ACXO — A® €3O = A C30O — | Atcx'y - ATCO
7 H v g M H H
ax”  ax”
€3 — g’ (3O = C 30 - " x’> - g’ x> lcpa
Y v oo e H g ? [guv I~ ]

Fazendo uma transformag3o infinitesimal < = M 4 Moo
encontramos como variag®es das variavéis dinamicas

aevc0 A 3O

EA C3O = — A O - — £7C0
H %
a0 st ag KL N
bg O = —g O—0— — g, (O — —"E'"“J“‘” £Cx . CD4d
H H I ad I

Assumimos gque a eguagd3o de movimento de Ap & satisfeita.
Portanto a acio & estacionaria frente A pequenas variagfies de A
e consequentemente a variag¥o da agd3o 6ImOt ¢ determinada

exclusivamente por 6gpv
A

4 12 oc os g v A
6Imt=—_rdx1’-g'['” {g’\—-—;*'gkv + "; s}=OCD5)
e HA o ! ax

Integrando por partes, cobtemos

< X o ¥ 3 S v
J a'< £ ——CYg T )——[——-”——]f—gr“ <DBd
. T Y 2 e

e jA que os sh s¥o arbitrarics concluimeos

1 a
T"xv+__.~___vc1/l‘g;)1"’k—§gvxr”" =0 o7
Y g e
v o v 1 v o_
» Tt FouT A 2 chk.v Ton, p? gpv.A) ™ =0 b8
1
» T ;v O CQEDD CcDad
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