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RESUMO

Este trabalho objetiva, inicialmente, desenvolver
formas de se obter o propagador gquantico na mecanica de particu
las. Para isso, partimos da equacao de Schrédinger, das inte-
grais de trajetoria de Feynman e desenvolvemos ainda um método
alternativo, baseado em equacoes diferenciais nao-lineares. Apli
camos transformacoes de variaveis nas coordenadas espaciais e
temporal, tanto no formalismo de Feynman, como € mais usual, quan
to na equacao de Schrddinger. Finalmente fazemos uma andlise ge
ral das vantagens e desvantagens de cada técnica em cada um dos

formalismos.
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CAPITULO 1

INTRODUCAOD

Esta tese procura expor de forma concisa e logica,
o trabalho que durante cerca de dois anos foi por nos desenvolvi
do.

Desde gque Feynman introduziu as integrais de cami
nho em 1948 [1], seu uso tem crescido em muitas areas da fisica.
Isto, além de ter desenvolvido e ampliado o interesse no calculo
de propagadores quanticos e, a partir dai, das funcoes de Green
que tem importancia fundamental na teoria quantica de campos. Em
bora as primeiras aplicagoes das integrais de Feynman tenham si
do no calculo de propagadores quanticos de uma particula, €& no
formalismo da teoria quantica de campos que elas tem se mostrado
como uma ferramenta muito poderosa.

Na atualidade, as integrais de caminho sao mueito
utilizadas em teoria quantica de campos, isto por tornarem os
calculos elegantes e economicog, dando inclusive uma forma bem
natural de se introduzir os graficos de Feynman, que sao de im-
portancia fundamental nos calculos perturbativos de espalhamen
tos quanticos.

E importante lembrar ainda que os propagadores en-

cerram em si toda a informacao da dinamica de um dado sistema



quantico. Dentre as propriedades dinamicas dos sistemas descri
tos pelo propagador, algumas se destacam: a evolucao espaco-tem
poral de um pacote de ondas, gue, como veremoS mais adiante, e
descrita pelo propagador, e tem grande importancia no estudo do
espalhamento de tais pacotes; a capacidade de fornecer o espec
tro de auto-valores atraves dos pOlos de sua transformada de
Fourier; a possibilidade do cdlculo da funcao espectral e da fun
gao de participagao do sistema em estudo, etc.

No caso particular dos propagadores nao-relativisti
cos, a equivalencia entre o formalismo usual de Schrddinger e o©
de Feynman pode ser provada [2], pelo menos para lagrangeanas do
tipo

1 dr, 2 >

L =5m (5% - V(r).- (1.1)
Portanto, devemos poder reproduzir, no formalismo de Feynman, as
expressoOes de todos o0s propagadores ja obtidos antes via Schrd-
dinger. Entretanto, mesmo estando certos da equivaléncia entre
os formalismos, sO um pequeno numero de propagadores foram obti-
dos pelas integrais de trajetoria, essencialmente os gue derivam
de acoes gquadraticas (particula livre, oscilador harmonico sim-
ples e forcado, etc.), ou acoes que depois de algum tipo de trans
formacao se reduzem a elas; por exemplo, o atomo de hidrogenio
pode ser reduzido apbs uma transformacao canonica de ponto e uma
reparametrizagao temporal ao problema de um oscilador harmonico
em guatro dimensoes [3,4] ou entao, a um oscilador com potencial
do tipo g/x* [59].

No caplitulo II faremos um breve estudo sobre a con
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vergencia das integrais de trajetoria e, em seguida, apresentare
mos um método alternativo para o cdlculo do propagador guantico,
método esse gue naoc usa integrais de caminho, nem tampouco parte
das autofuncoes obtidas via Schr8dinger para, em seguida, cons-
truir o propagador. Como iniciamos a trabalhar neste método mui
to recentemente, por conseguinte sé'conseguimos calcular propaga
dores ja anteriormente obtidos por outros métodos. Apesar dis-
so, achamos ser ele um método promissor e gque em alguns <asos,co
mo veremos mais adiante, mostra-se mais simples e rapido para se
obter os resultados procurados.

No capitulo III tratamos da tecnica, muito utiliza-
da atualmente; de transformacao de variaveis. Aplicamos esta
técnica tanto ao formalismo de integrais de trajetdria gquanto a
equacdo de Schrddinger. Nesta dltima, estudamos transformacgoes
gue ja haviam sido anteriormente usadas, via Feynman, percorren
do assim o caminho inverso do usualmente trilhado nestes casos.
Uma vez que esta técnica tem sido aplicada e desenvolvida até ho
je, principalmente nas integrais de Feynman, isto devido a difi
culdade inerente a esse formalismo, seria desejdvel estuda-la na
equacao de Schrddinger e, verificar se problemas novos podem ser
resolvidos; e € o que fazemos na Ultima se¢do deste capitulo.

Por motivos didaticos, vamos comegar com uma breve
discussdo da interpretacao fisica dos propagadores, explorando a
analogia existente com o principio de Huyghens da fisica ondulatd
ria.

Vamos supor que O estado de um sistema fisico forma
do por apenas uma particula esteja no instante t' num auto esta-

do do operador de posicao X com autovalor x', isto &,



ety > = fx'>, (1.2)
de onde concluimos facilmente que a fungao de onda nao normaliza
da associada & particula na representacao de coordenadas no ins
tante t' & uma funcao delta de Dirac, ou seja,

Pix,t') = <x|p(t')> = <xfx'> = §(x-x") . {1.3)
No instante t>t' o estado do sistema € dado por

ly(t) >=U(e, e fwie)> = Ue,t") |x'> (1.4)
de modo gue a amplitude de probabilidade que no instante t o es
tado da particula seja um autoestado do operador de posicao X
com autovalor x, definida como propagador do sistema, € dada por

ex|wlt)> =<x|U(t,t") |x'> = K(x, t:x',t'). (1.5)

Com esta defini¢ac podemos relacionar as funcdes de onda da par-

ticula para tempos diferentes de uma forma bastante conveniente

PiXa  ta )= < 3 [y lta) >=<xy |u (o, tq) [ W (Ey) > =

= f dle(xzft27xltt1)lp(xlrtl) (1.6a)
onde usamos a identidade fdx1|x1><x1| = 1 e a definicao de
k(x,t;x',t'). A formula (1.6a) nos sugere uma analogia com o

principio de Huygens da Otica ondulatoria. Este nos diz gue co



nhecendo-se a frente de onda no instante ti:, podemos construi-la
num instante posteriocr t;> t, através da interferencia
das ondas secundarias, geradas por cada um dos pontos da fren

te original, como aparece na figura abaixo.

¥ (%, t)

Fig. 1.1- Analogia com principio de Huyghens.
No nosso caso, a formula (1.6a) nos diz que, uma
vez conhecida a funcao de onda Y(x,t) no tempo t;, teremos sua

expressac para qualquer instante posterior (t.>t;). Esta analo-
gia é mais evidente guando escrevemos a generalizacao de (1.6 a)

para trés dimensdes, a saber

V(T te) = F A%y R(T,,t23F1,t1) U (F1,t) . (1.6b)

Deve-se observar porém, que a definig¢ao rigorosa do propagador

quantico exige a presenca de uma fungdao degrau, isto &,

k(X ,ti%X1,t1) = B(t,—t1) <x, |U(ty,t1) x> (1.7)



preservando com isso o principio da causalidade, pois a funcao
§(t,-t;) "obriga as fontes secundirias a irradiarem so no senti

do do futuro".



CAPITULO 11

O PROPAGADOR QUANTICO COMO UMA INTEGRAL DE TRAJETORIA

2.1 - Introducgao

O formalismo de integrais de trajetdoria apresentado

abaixo, embora sugerido por Dirac em 1933 [1}, foi desenvolvido por
Feynman e publicado em 1948. Desta forma imaginou ele Jue
Kix,t;x',t') fosse dado por uma soma de amplitudes,onde cada uma

delas estava assgciada a uma possivel trajetoria no espacgo de

configuragao ligando os pontos (x,t) e (x',t'), ou seja
Kix, t;x',t"') ~ z ?[x(1)] (2.1)
todas as -
trajetorias
onde ¢[x(1)] seria a amplitude associada a trajetoria x(1). Que

rendo ainda que a expressao tivesse o limite classico correto,
Feynman escreveu o propagador como

i
Ey 5
Kix,t;x',t') = Dix(7)] e (2.2)

onde D[x(1)], que por engquanto tem um carater puramente formal,
significa integrac¢do sobre todas as trajetdrias x (1) (integracio
funcional) e § a acao calculada ao longo de cada trajetoria

>> 1 devido ao valor extremamente pegueno de

é
x(1). No caso S
4

¥ (H=1,055 x 107 %** joule-seg), mesmo uma pequena variagao nho va
g



lor da acao classica (de um objeto macroscOpico por exemplo) pro
porcionara uma enorme variagdo na fase, causando oscilagdoes mui
to rapidas em ¢[x(7)] de tal forma que ocorrerd interferéncia des
trutiva — a contribuicio de um determinada trajetdria € cancela
da pela contribuicido de outra cuja fase difere de 7. Deste modo,
o método da fase estacionaria nos diz que a maior contribuigao
para o propagador € justamente quando §S=0, © gque ocorre para a
trajetoria classica como desejado.

Vejamos o significado da formula (2.2). Para cada

1

trajetdria x (1) esta associada a amplitude eﬁs. Todas as traje
térias sao permitidas, mesmo aquelas que sao impossiveis classi
camente ("democracia de trajetOrias") e devemos somar todas as

respectivas amplitudes coerentemente. A medida funcional D[x(T) )

€& definida através da discretizagdo do tempo, subdividindo-se o
t-t'
R

cada trajetdria € representada por uma poligonal, como mostra a

intervalo em N sub-intervalos de tamanho €=

Neste limite,

figura 2.1. Varrer todas as trajetorias significa varrer todos
os valores possiveis das coordenadas xi=x(r.) onde T, = t' + ieg;
i=1, 2, ..., N(Tozt';TN=t). Deste modo, temos que
. i
lim 1 N-1 dx % S
Kix,t;x',t') = Now — |[... I e (2.3)
c , c
g0 i=1

onde ¢ & uma constante de normalizacao adequada, e admitindo que

» *
L = %mx2 - V(x), S dever ser dada por *)
N m x.+xj 1
— ———rr — 2 o —
S = 21 (5= (x xj_1) E:V(—l—§—~—)] (2.4)




1
TH‘ T o
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Figura 2.1- Procedimento de particionar o tempo.

2.2 - Equivalencia entre os formalismos

de Feynman e
Schroedinger

Feynman descobriu que, com esta prescrigac para o
calculo da integral de trajetdria (2.2), o propagador K(x,t;x',t')

obedecia a egquacgao de Schroedinger.

Vamos ver como este resulta
do pode ser obtido. De (2.3) e (2.4) escrevemos gue

K(xlt;xllt')z e - . H eXP {i Z [E J j —
c . . 2 £
i=1 j=2
XL 4K
- e Vi) (2.5)
Note que esta férmula impOe a restrigao x. - X

<

j-1
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1>> Ve, devido a rapidas oscilagdes na
fase, ocorrera interferencia destrutiva. Este argumento, torna
X=X

de certo modo justificavel a identificacao ijz —l—gl:l.

< /€, ja gue para xj—xj

Acrescentando em (2.5) um intervalo ¢ a mais, e de

finindo Z2 = x temos gque

N+1'
o
dx . Z+X N-1 dx,
cx' ety = | N im 2 _j Nyyt T L
K(Z,t+e;x",t") = = exp { 52 (2-Xg) * -1eV(—; )}C ce ifi.—aﬁ.
N o }{.+X.__.1
. exp{i I [5g (x.-% )2 - ev(—Ld—dTh)] =
. £ -1 2
j=1
ax . Z+x
_ N Alea 2 _ g N - Ly g
= S exp { 2E(Z xN) iev( 3 )}.K(XN_x,t,x Lt
(2.6}
utilizando as expansoes
Z+xN
e TEVI—=) 4 ie viz)+0(e¥? (2.7)
d
o ? ty e ! ' _ o ] ]
K(xN,t,x ) =K{(Z,t;x',t )+(xN Z)BZ K{Z,t;x',t") +
+ l(x -7)? 3° K{zZ,t;x',t", +0({x -Z)?) (2.8}
2N 3z rEr S N )

na foéormula (2.6), obtemos gue
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8

im ., 2
2E(Z XN)

K(Z,t+e;x',t")= [1-1ieV(Z)].

82

PR B ___3_ ,ll_l 2
LJIK(Z,t;x',t )+(xN Z)aZ K{(Z,t;x",t")+ 2(xN-Z)

A constante de normalizacao ¢ & obtida impondo-se

C C - m
Utilizande ainda ©s resultados
[o.0] +CD
~-at? -at?
dt e =/§ ;| dE t e = 0
-ak? —at?
2 _ jL _ S
dé & e =~ 3a df e = a3 (75)

na equacao (2.9) obtemos

R(Z,t+e;x"',t")s K(Z,t;x',t') - ie V(2)K(Z,t;x't")

ie 8°
i_l'_n W K(Z,t;x',t‘)

3z?

K(thFX'ftl)]

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Expandindo-se o lado esquerdo de (2.8) até a ordem ¢ e igualan
do~-se os coeficientes de mesma ordem em £ de ambos os lados, che

ga-se finalmente ac resultado desejado

.
[}

-1 37

1 e— - ] ] - - - ] ]
1 T K(Z,t,x ,t ) = [zma—zz— +V(Z)]K{Z,t,x ,t ) (2.13)
2.3 - Convergencia das Integrais de Caminho [8]

Como vimos no inicio deste capitulo (eg. 2.1), dos

postulados de Feynman podemos escrever, em uma dimensio [2]

K(a,b) S Dix(t)] exp (iS(a,b) /A) (2.14)

onde Kla,b)

L
A

xblU(tb,ta)[xa > € o propagador usual-:

" Se nao estivermos interessados em resultados quanti
cos exatos, mas somente nas primeiras correcgdes a teoria cléssi
ca, ou mesmo em obter o limite classico, o formalismo de Feynman
fornece um meio muito simples de faze-lo.

Vamos propor agul um outro metodo de calcular expli
citamente integrais de caminho. Pode também ser usado em calcu
los aproximados em problemas mais dificeis e colocar a questao

da convergencia das integrais de caminho numa forma mais transpa

rente.
A relacao formal (2.14), na pratica significa
N
lim m 2 4o + ™ N N m 2 Xj+x'+1

(2.15)
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onde

Xa=XO r ta=t0

= - (t,~t JAN+1)=¢ (2.16)
X = X r tb = tN+1 b a

A técnica usual de calcular explicitamente o propa
gador via integrais de caminho & calcular a primeira das inte-
grais em (2.15) e tentar obter uma formula de recorréncia  para
0s sucessivos resultados destas integrais, sem analisar a expres
sao para o propagador a cada etapa; mas somente apos feitas to

das as integragoes obtém-se a expressao para o propagador. Desta

forma a convergéncia da integral de caminho nao fica transparen

te.
| O método gue vamoS expor nos permite avaliar de que
modo a integral de caminho converge para o resultado final. Va
mos calcular, para isso, a expressao total para K(a,b) quando
N=0, que chamaremos de aproxima¢ac de ordem zero K(O); N=1, cha
mada de primeira aproximagao K(1), etc. Com isso, tentaremos en
contrar a expressao para o caso geral K(N). Certamente o propa-
gador exato sera dado por
K(a,b) = 30 K (a,b) (2.17)

Observe gue em nosso método, procuramos formulas de
recorrencia entre as expressées encontradas sucessivamente aproxi
madas para © propagador, ou seja, K(j) e K(j+1). Vamos ilustrar
© nosso método calculando explicitamente a integral de traje-
toria para o propagador de uma particula, movendo-se sob a acgao
de uma forca constante f. Existem muitos outros metodos de se
calcular este propagador [2,5,6]. Neste caso particular a equa

cao (2.15) se reduz a:
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4 oo 400
1im 1 (N51)
K( X’XN+1;T=tN+1't&:§:§ (ﬁFEﬁg) dx1... de
i Ny 1
1 - - a_ 1
expl 7 (jio 5c (Xj+1 xj) 2.Ef(xj+xj+1))] (2.18)

onde usamos m=1 por conveniéencia.
Em aproximagao zero temos:

1y2
1 )/

1(("1“"0)2 1
2nikhe H 21

- —Tf(x1+x0))1

(0) v e )
K (XOrXN+1‘X1'T—E)-( 5

expl
(2.19)

Neste caso, somente uma trajetdria contribui para
o propagador, uma vez gue nhao existe integragao a ser feita (ver
figura 2.2). Esta aproximagao torna-se exata somente para o ca
so particular da particula livre; isto é, neste caso apresenta-
do o propagador tem a mesma forma, independentemente do tamanho
do intervalo temporal.

A razao € gue a trajetdria gue contribui na aproxi
magao zero coincide com a clissica e, como ja é sabido, para a-
coes guadraticas, os propagadores podem sempre ser escritos como

K = (1) exp (-lﬁ Setas.) (2.20)

onde F(1) é o fator pré-exponencial [2].
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Fig. 2.2- Neste caso -s0 uma trajetoria contribui.

Em primeira aproximagao escrevemos:
+
2 2
(xz—x1) +{x,-xg)

i
} dX1 exp{zx { - -

(1) ' _ B B
X (XO'XN+1_X2'T_2€)_{ﬂihT

- ¢}

- f(x0+x1)—g f(x1+x2)}} {(2.21)

Aqui, infinitas trajetorias contribuem, mas todas

-
L]

elas sao do mesmo tipo. Elas sao poligonais com apenas um "vér

tice" porque ainda temos gue inteqrar sobre a variavel intermedi
porqg q g 1

aria X, (veja fig. 2.3). Completando quadrados em (2.21) obtemos

(1) 1 i,1,,.2 2. 2 2 1.2
K { 5= }exp_ﬁ{-g[(xo + x5 - E(xg+x,)] - = (cy) }
+o° .
i 2 1,2
g dx1 exp 5 (X1-C1) - (2.22)

e OO
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onde
el oL ey 4 EF (2.23)
1 2 2°70 2 '
Usaremos uma nomenclatura particular para as cons-—
tantes C;N) gue aparecerao de agora em diante no processo de com

pletar guadrados nas integrais de Fresnel; nesta notacdo o indi
ce superior indica o numero de integracdes intermedidrias e o in
ferior significa que esta constante foi introduzida para comple
tar quadrados na i-ésima integragao.

Efetuando a integral de Fresnel em (2.22) e rearran

jando termos, obtemos

(1) 'i" 1/2 (x2—x ) T3f2

i T
“Uomint? exply [ ——r—— -3 f{xy+x,)- 5511 (2.24)

X0 i XnptXe X

Fig. 2.3~ Poligonais que contribuem na aproximacao de primeira ordem.
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Na segunda aproximagaoc teremos

3/2 4+ 4w . ,
i dx1 f dx2 exp E%E-[(x3—x2) +

00

1

(2)
R (x PtV

07 XNt =¥3iT=3E) =

2

+ (xz—x1)2+(x1—x0)2 —-e“f. (x0+2x +2x2+x3)]} (2.25)

1

aqui, todas as trajetdorias que contribuem para K tém dois vérti

ces porgue existem duas integragoes intermedidrias (veja figura 2.

4) .
Completandoc guadrado para integrar X5, €screvemos
3/2 .
(2) 1 i 2 2 2 '
K '{EFTEE} exp {7EE (xo * X3 ~€ f(x0+x3))}
e i 2 2 2
._i dx1 exXp w5z {-—2c1 + 2 [x1—x1(x0+e £111 .
+OO B
i. 2,2
_{o dx2 exp ‘fl—E—(XZ-c‘l) (2.26)
onde
R e’f (2.27)
172 173 2

Utilizando a integral de Fresnel em (2.26) e comple

tando quadrados para integrar em X, teremos

. 2 4.2
(2) _ 1 i 2 X 2 g £ 3 2,2
K = lgymmame %P {5 L(xg + 2)-E flxg+2x3)- =5~ - 5(c,)"1}
e i, 3 2.2
J dx, exp{(jﬁg) 5 (x1—02) } (2.28)
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onde
2

1 2
cy= §(2x0+x3)+€ £ {(2.29)

integrando em (2.28) e rearrumando termos na exponencial, obte

mos para esta aproximagao o resultado

2

1/2 . (X,—-%X) 3.2

(2) 1 i 3770 1 T°f
K= Agppp) exp {7l T - 5 fou(xgrxgy) - )

(2.30)

t 4
L
|
I
t |
ob—-————m————— i
I }
| |
| |
I
L I AU DR S
|
| I !
oy
} !
t L _ Py I
0 . T |
I | 1 |
i 1 1 1 -—
XO - xl Xz XN‘I-l: X3 X

Fig. 2.4~ Poligonais que contribuem em segunda ordem de aproximacao.

Em terceira aproximagao temos que

k3 (x,x_  =x,;1=4 )—{——1~*}2 }g }de exp mi— [ (x,-%4) 2
¥ortNa1TF ITRE S lgaRye . (%K 3 °FF oRe 1 1FgTE) T

-0

2 -
—xo) —ef. (X +2X, +2X +2x3+x4)]} (2.31)

ce. + (X 0 1 5

1
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Neste caso, todas as trajetdrias que contribuem pa
ra o propagador sao poligonais com trés vértices, porque existem
tres integragoOes intermediarias.

Com procedimento completamente analogo ao usado an

tes, obtemos depois da primeira integragao em Xyt

K(3)= %(ﬂ;;€)3/2exp{ §%€ [(xi + xé)-ezf.(x0+x4)]}
. Z dx1 Z dx2 exp iﬁg{[—2(c?)2+2(x§-x2(x1+€2f))+
+ 2(x2-x (x +62fD]} (2.32)
2 7170
onde
c? = % (x4+x2+€2f) (2.33)

completando quadrados em X, e integrando nesta variavel, obtemos

2
1/2 . X 4_2
(3) 1 1 i 2 Xgo 2 e f .
K= (3) 5arne oxXPl opp [xgr 5 +e7f. (xp+2x )= =1
* i 3, 3.2 2 2
. i de exP{EﬁE - f(cz) +2(x1-x1(x0+€ £)11} (2.34)
onde
3.1 (2x.+x +3e°f) (2.35)
€27 3 17%4 .

Para realizar a ultima integragao, reescrevemos (2.

34) na forma
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1/2
k) Tyt

2
: X

1 i 2 4 2

3 o lexp lopg L%y + 57)-e7f (x5+3%,) -

3.2, i 2
_284f2]—§(c3) P s dx, exp {E%E [%(xz—cg) 1} (2.36)
onde
3 1 3 2
c3_ 7 (3x0+x4)+ > e f _ (2.37)

Calculando a integral em (2.36) e usando (2.37) obtemos finalmen

te

1/2 3.2

17 f
25,6

(3) { 1 } exp {%— [_—ZT - 12[- f (XO+X4)—

K70= lorapw b

(2.38)

Poderiamos seguir com a aproximacdo seguinte, mas nao € necessa
rio realmente. Como veremos, com os resultados ja obtidos, esta
remos aptos a conseguir a expressao para enésima aproximagao pa
ra o propagador.

Vejamos as expressOes para o propagador antes da ul

tima integracaoc ser feita na variavel x A fim de fazé-lo, ire

1°
mos escCrever as respectivas expressoes gue aparecem noOs argumen
tos das exponenciais em (2.22) (2.28) e (2.36) (a menos do fator

(i/2he}), ou seja,

2 2 2 4 _2 1.2 1,2
N=1;[(x0+x2)—e f.(x0+x2)—a1e £ - 2(x1—c1) -2(c1) ,a1=0
2 (2.39a)
X
2 % 0 4.2 3 2,2 3,.2,2._ _ 1
N=2,(x0+ 5 € f.(x0+2x3)-a25 £+ j(x1-c2) - 7(02) Pas= 3
X2 (2.39b)
2 4 2 4 2 4 3.2 4, 3.2 a
N=3;[(x0+ ?T)-E f.(x0+3x4)—a3s £5) + §(x1—03) - §(03) ,a3ﬂ2
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onde introduzimos os coeficientes aj por conveniéncia.

Generalizando as equacoes (2.39) escrevemos

2
. 2 N+1 2 4 _2 {(N+1)
N geral: [(x0+ -7 F., (X0+NXN+1)_aNE £f71 + N
N, 2 N+ 1
N) - (=~ N ==} (c ) (2.40)

note que em (2.40) ainda temos que identificar as expressoes pa
ra CN e os coeficientes a,..
N N
Olhando as equacoes (2.23), (2.29) e (2.37) vemos

claramente gque

=
28]

(Nx +X.. )+

O  N+1

5 € f (2.41)

0
=
i
=
o+
—_

com o0 intuito de achar CN’ observe que este & o coeficiente to-

(N)

tal do termo e4f2 no argumento da exponencial para K antes da

ultima integracdo na variavel x, ser feita. Quando fizemos a ul

1

tima integracao, completando guadrados na variavel x novos ter

1!’

mos em a4f2 aparecerao e que estao presentes em((N+1)/NHC§)2 (ve
ja por exemplo as equacOes(2.39). O coeficiente destes novos ter
mos serao chamados de Oy € usando (2.41) encontramos

oy N(§;1) (2.42)
Entao, no resultado final para K(N), o coeficiente total do ter
mo e4f2 sera Ayt Oy Portanto, esperamos algum tipo de relacgao
entre aN+1, ay e uN.

Da equacao (2.42) podemos escrever os primeiros o
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L
u1— 5 i uzu 5 7 a3— 3; ... (2.43)
e assim por diante. Comparando (2.43) com os valores para ar 8y
ay, escritos em (2.3%a), (2.3%b), (2.39c) respectivamente, con
cluimos que
an+1” N Oy (2.44)
Em outras palavras, temos que
N
g1 .Z oy (2.45)
i=0
sendo a,=0 porque na aproximagao de ordem zero nac temos ' qual-

guer integracao a fazer. Substituindo (2.42) em (2.45) teremos

N+1 % i{i+1) (2.46)
i=0

a. .=

n ™A

Agora estamos prontos para calcular o propagador e
xato. Como vimos na équacées (2.19), (2.24), (2.30) e (2.38), o
fator pré-exponencial e os dois primeiros termos do argumento da
exponencial para o propagador sac sempre os mesmos. Logo, guan-—
do N + =, eles permanecerao inalterados (isto pode ser confirma
do por integraca@o direta usando (2.40)). O problema em guestao
torna-se essencialmente como encontrar o valor limite do ultimo
termo do argumentc da exponencial de K(N).

Para obter este valor limite, vejamos a equagao
(2.40) ., Tudo gque devemos fazer é calcular o coeficiente total

do termo E4f2 gque é dado, apos a Gltima integragac na variavel

Xy por (aN+aN) = aN+1, a menos de um sinal negativo. Portanto,
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3.2 N
(%) §;1 e4f2 - (%) T f S . 1(i+1) (2.47)
8(N+1) i=0

onde usamos (2.46) e v = (N+1)e. Tomando o limite N + « em am-—
bos os lados de (2.47) temos que

. N N N

g i 3 .
Iﬁf_f‘o —l— . I i = S s 12 1 4) (2048
(N+1) i=0 i=0 i=0

Usando os resultados bem conhecidos para estas séries [5]

N N

i=0 i=0
teremos entao gque

N
lim 7 .3 C 1
Noreo (ﬁ:T) _E 1{(i+1) = 3 (2.50)
i=0
- Substituindo (2.50) em (2.47} obtemos
lim i ONe1 4.2 _ i 3g? (2.51)
N+ H 2¢ TR 24

Portanto, o propagador exato & dado por

. _ 1lim (N} _
K(XO,xN,tO,tN)_ o> oo K =
1/2 (% -x )2 tf. (x . +x._ .} 3.2
= Srifkt Ply 27 p) MY
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gue & o resultado exato para o propagador de uma particula sob a
acao de uma forga constante. Uma interessante propriedade desta
técnica & que a cada etapa temos uma expressac aproximada expli-

cita para o propagador. No casoc tratado acima, esta sucessao con

verge rapidamente (veja as equacoes (2.19), (2.24), (2.30), e
(2.38)). Imaginamos que isto ocorra sempre que tivermos uma acao
quadratica, onde o propagador & dado exatamente por (2.15), isto

porque neste caso (A¢ao Quadratica) a convergéncia deve depender
essencialmente de gquao bem a trajetdria classica pode ser aproxi
mada por uma poligonal. Naturalmente, este método nao € pratico
para acdes quadraticas porque a aproximacao semi-classica (2.14)
fornece um resultado exato. Mas ele nao sO ilustra o procedimen
to de convergéncia no método de integrais de caminho, mas da tam
bém procedimento alternativo para calculos aproximados. Seria
muito interessante comparar este método com a aproximacao semi
classica em problemas onde agoes nao-quadraticas estiverem envol

vidas.

2.4 - Um Caminho Alternativo para Calcular o Propagador [9]

A solucao estacionaria da eqguacao de Schrédinger pa

ra uma particula livre €

2
i(kx- DK )

2m (2.53)

wk(x,t) x e

o caminho aqui proposto & baseado na suposicao de que possamoes,
como uma generalizacao do caso da particula livre, utilizar o

ansatz abaixo, caso tenhamos potenciais



i[kx-fk(x,t)]
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wk(x,t) = e . (2.54)
substituindo o ansatz acima na equacao de Schré&dinger
2
By (x,8) 42 3%y
i '—""""é-_E'“"'—" = o 5 {(x,t) + Vix,t) wk(x,t) (2.55)
X
verificamos gue fk(x,t) deve obedecer a equacgao
32 (x,t) 3f. (x, t) 3, (x,t)
g kU ek T pq2o2m TR T 2m oy
8x2 ax H ot ﬁz
(2.56)

Equacac esta gue a principio aparenta ser mais complicada gue a

(2.55), pelo fato de ser nao-linear, mas como no caso da
magaco WKB [7] também nao nos preocuparemos com as aparencias
verificaremos mais adiante que podemos reduzi-la a

de eguacoes diferenciais nao-lineares de primeira ordem e de

cil resolugao.

Usandoc o ansatz

aproxi
€y

um conjunto

fa

(2.54) podemos construir facil -

mente o pacote de onda na presenga de um potencial

+(X)
S dk ¢ (k)

-0

‘P(X;t) = 75‘1?

ilkx-f; (x,t)] (2.57)

onde impusemcs a condigaoc de contorno

fk(x,0)= 0

a fim de obtermcs ¢ (k) como sendo a transformada de Fourier

vix,0)

-+ 00

1

(k) = 755

S odxy(x,0)e

(2.58)

de

ikx (2.59)
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Substituindo (2.59) em (2.57) e comparando COm & E€Xpressao da

funcao de onda escrita, em termos do propagador, temos:

i[k(x—x')—fk(x,t}]

Kix,x',t) = % / dk e (2.60)

Para exemplificar, vamos primeiramente tratar o ca
so de uma particula se movendo em um campc homogéneo dependente

do tempo. Neste caso o potencial V(x,t) sera
Vix,t) = - F(t)x (2.61)

de modo gque, se escolhermos

afk(x,t)

X -k

kil

a(t), (2.62)

poderemos expressar fk(x,t) como
fk(X,t) = (a(t) +k)x+8(t), (2.63)

e a equacao (2.56) serd simplificada, assumindo a forma

ﬁuz

(&ﬁg}x (B - 5

) = 0 . (2.64)

Podemos entender a expressao acima como um par de equacdes ordindrias

& = _g , (2.65a)
B Hha“ : (2.65Db)
T 2m
cujas solugOes sao dadas por
t
(2.66a)

a(t) = -% / at'F(t')+C,
0
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no [t 2
B(t) = =— J dt'a”™(t")+C (2.66Db)
2m 0 2
onde C1 e C2 sao constantes de integracdo. A condicao de contor
no (2.58) implica que C1=-k e C2=0. O pacote de onda pode ser
expresso agora Ccomo
t
. -ilE(R)xe 2 £ arrE?(eh)]
IP(X.,t} = m e 0
2 t
+ oo i[kx- ’m’;_nf f B r s e
i dkeo (k) e 0 (2.67)
onde
1 t
E{t)= - 5 S dt'F(t") (2.68)
0
O propagador € dado entao por
t
. -iEx ¢ 2 faeefen] .
Kix,x';tl= 5 e 0
il
2 t
Hk“t kb e
tm g areln)] (2.69)

to ilk(x-x")- =5

S dk e

-_ CC

Completando guadrado e fazendo a integral de Fres-

nel gue surge, obtemos
m 1/2 A t 2
Kix,x';t) = (ﬁ?ﬁﬁ%) exp {-i[E(t)x + 3 S o4dt't (t') +
0
m i t 2
= ((x-x")- = [ at'eg(t")"1 (2.70)
T 9

© 2hAt
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No caso particular de F=constante, a equacao (2.70)
se reduz ao resultado ja& deduzido, dado pela equagcao (2.52)

1/2 . 2 2.3
i m(x-x"') Ft . F°t
exp pl=Se—1 - Fx+x") - 53]

(2.71)

', _ m
K(X:X H t)= (—""_'_zﬂlﬁt)

Em seguida, vamos analisar o caso do potencial

de
uma particula ligada harmonicamente, ou seja
V(x,£) = smwx’ (2.72)
Escolhendo
Bfk(x,t)
-—*———8‘—};—"’ -k = alt)x + B(L) (2.73)
encontramos que
1 2
fk(x,t) = ja(t)x +[B(EY+k])x + v(t) (2.74)
Assim, a equacao (2.56) adgquire a forma
2 m - m2w2 2 m ; 2 2m -
(o - % + ﬁz YxT+2 (af - BYx + (io +B"- o v) =0 (2.75)

gue é equivalente a

2
. H 2 mw
& - F- =0 (2.76a}

(2.76Db)

(2.76¢)
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Integrando as ultimas equagoes (2.76) obtemos

alt) = %F tan (wt+C1) (2.77a)
B(t) = C., sec (wt+C.) (2.77b)
i Ac,
v(t) =- 5 1n [cos(wt+c1)]+ v tan (wt+C1)+C3 (2.77¢)
onde C,, C, e Cq sao constantes de integragao. A condigao de

fronteira (2.58) determina que C1=C3=0 e C2=—k. 0 pacote de on

da para este problema pode ser expresso como

1/2 i 5
= ““——l———— imw tan{wt) x
w(Xrt) —(2TTCDS (Wt)) exp[- 55 ] .
e ilk sec(wt)x—‘ﬁk2 E%%%EEL]
fdk¢(k)e (2.78)
e o propagador, ap0s um calculo completamente analogo ao feito

para o caso anterior, tera a forma ja bem conhecida [1,2]

1/2 .
. _ mw i mw
Kix,x'; t) = [2nﬁ15en(wt)] €XP 1 {2 sen (wt)
2 2 '
[(x“+x'“)cos (wt)-2xx"]} (2.79)

Se no lugar de (2.73) escolhéssemos por simplicidade

Bfk(x,t)
T—k = CX(t)X (2.80)
teriamos, entio,
1 2
fk(x,t) =5 o (B)x"+B(t) +kx (2.81)
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ApOs alguns calculos bem simples e diretos, chegaria

mos as equacgoes

- h 2 mw

O E a = -"%"— (2.828.)
s ih 2

B= S (2.82b)

escolhendo agora como solugao particular (2.82a) uma constante

’

teremos gue

Q

I

+

'.-l
=t
aF

(2.83a)

B (t) =1% wt + ¢ (2.83b)

onde ¢ &€ a constante de integracao; ficaremos neste caso com a

fase

imw _2 % wt + o (2.84)

fk(x,t) =%

2
>
+*
9]
I+

e & facil ver dal que obtivemos, desta forma, rapidamente a fun

cao de onda e a energia do estado fundamental para o oscilador

harmonico

mwzxz iEOt
- 3% -—x (2.85)
yi(x,t)= N e . e
sendo N uma constante de normalizagéo,-Eoz 123 e escolhemos a so

lucao positiva em (2.83a) para satisfazer a condicao de contorno

em to,



CAPITULO 111

CALCULO DE PROPAGADORES QUANTICOS E TRANSFORMACOES DE VARIAVEIS

Nos Ultimos anos tem crescido o interesse pelo uso
de transformacoes de variaveis para o calculo do  propagador
guantico. Embora venha sendo utilizada principalmente nas inte
grais de trajetoria devido a sua dificuldade intrinseca, pode tam
bém ser aplicada a equagac de Schrdédinger.

Pretendemos explorar esta técnica na resolugao de
problemas até entao em aberto, desta forma, aplicamos as trans -
formacoes de variaveis em tais casos, obtendo resultados positi
vos e encorajadores para uma futura ampliacdo do uso desta técni

ca.

3.1 - Propagador para uma particula carregada, harmonica
mente ligada, num campo magnetico constante e com ©

potencial vetor de um solendoide [10]

Para uma particula carregada de carga g e massa |,

- >
ligada harmonicamente, Dum campo magnetico constante B ao longo
da direcao z e com o potencial vetor de um solenoide de espessu-—

ra zero, contendo o fluxo magnético ¢, a lagrangeana tem a forma
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L=L _(z,2z)+L, (¥, 1), (3.1)
com

L (z,z)= % u(iz—wizzl (3.2}
e

L, (3,00 = 3 ul (&%) wl Pay?) 1+ (a/0) (0/2mr%+ 3B) (xy-4y)

(3.3)

onde Wy € nhséo, respectivamente, as fregliéncias dos osciladores
em X (e y) e na direcao z. Supomos agui ter um solendide lon-
go de diametro nulo estando na origem e a particula carregada se
move num espac¢o multiplamente conexo com a origem removida. Uma
vez que a coordenada z esta completamente separada das coordena

das x e y, o propagador da lagrangeana (3.1) tera a forma (t=t"-t')
K=K (z",z'; t}K, (T",T'; t) (3.4)

com K (z",z';t) sendo o propagador de um oscilador harmonico com
freqiencia w, .
Seguindo o trabalho de Edwards [11] podemos reescre

ver (3.3} em coordenadas polares como

L (}’,}*):%p[i’2+(2wé-w§)r2]+fﬁé (3.5)

onde w=gB/2uc e f=q&/2vhc sao, respectivamente, a freqllencia de
Larmor e o numero guantico de fluxo da particula carregada. In

troduzindo uma nova variavel angular

¢ = B+wt (3.6)
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a equagao (3.5) torna-se
Ly (£,5) = gulr’+(§7-0%) £1 + £ ($-w) (3.7)

com 92:w§+w2, gque € a lagrangeana de um oscilador harmonico bidi
mensional com potenciais dependentes da velocidade angular. Subs
tituindo o vinculo angular

t

t . .
o=/ 6 dt=/¢dT — wt=0 + 2nm (0£6<2m) (3.8)
0 0]

no propagador {1,2,12], temos que

3 t
K, (E",T';t) =/ [f...f8(0-/¢dn+wt)
o 0
£ L, >
exPOf L, (r,r)dat)Dr(t)}do (3.9)

onde a delta de Dirac é inserida para distinguir diferentes tra
jetérias homotodpicas. Usando o método de Peak e Inomata [13],cb

temos nosso principal resultado apds alguns calculos diretos (vi

de apéndice)

q i .
KL(;"’;';t)=(2ﬂiﬁp5en(ﬂt)}e ifwt exp(%%?(r'2+r"2)cot(ﬂt)).
0.0 . " . Uerrlr
m_ga; exp [im(8" - 8'+wt)1I| ¢ (@ sen(aey! (3.10)

onde I|m_f!(u) sdo as funcoes de Bessel modificadas. Nossa deri
vagao da expressao (3.10), segue Bernido e Inomata [14] para
Q=0 e Cheng [15] para fi=w. Cada termo em (3.10) € a contribu

igao das trajetorias de uma mesma classe homotopica como deve-
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riam ser [16-20)]. Além disso, pode-se mostrar facilmente gque a
troca de f por f+j, onde j & um inteiro, deixara (3.10) inaltera
do exceto por uma nova rotulacao do inteiro m. Portanto, sé pre
cisaremos estudar o caso em que 0<f<1 [21] neste problema. Consi

derando f=0 (¢=0), podemos reescrever (3.10) como

uf 2

I|2
2mih sen (Qt) +r"Ycot (Qit) )

(;II’;I ;t) - (

) exp (Bl

( UQI'I"

Yo-ip™® explim(8"-6'+wt)J (& sen (Qt)

) (3.11})

com Jm (u) sendo as fungoes de Bessel. Usando a identidade [12]

exp(-iu cos v} = Z (—i)me-leJm(u) (3.12)
M=o
com y= —{68"=6"+wt) e u=ufr'r"/A sin(Qt), a equacao (3.11) reduz-

-Se a

Zn '_)l_ _ UQ IUQ
Ky (2058 = g san ey ©%P SR sen (00)
. [(r'2+r"2)cos(ﬂt)—2r'r" cos(8"-8"'+wt)]) (3.13)

que, no caso em gue {=w, estd em acordo com a equagao (63) da re
ferencia [13].
A fim de obter os autovalores de energia, vamos

calcular a funcao espectral [23,24] definida por

oy
My

:t)r dar (3.14)
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em coordenadas polares. Substituindo (3.10) com r'=r"=r e ¢'=90"

em (3.14) e integrando scbre 6, obtemos

-ifwt © . e
-1 7 —_
v, (b= S ] It —ETM=£) /2 o liu cos(Qt) ] £ (1) du
- * m=1 0 m-

e ; *
. ) elmwte—lﬁ(f-m)/2 J expliu cos(gt)Jf_m(u)du)

m=—oo
{3.15)
iﬁlmifl/ZJ

com u:uQrzfﬁ sen (Qt) desde que I|mif|(u):e— ]mif|(iu)p§

ra -n<ardg u<n/2. Usando a integral [22]

(20 _ . _ p+1
foe” Yy (ywuPtlgus ()Pl 4
0 v dap+1
L) A hY;
Lol re) ) 050, Re vs-p-2) (3.16)

2

aZey?

Ccom a:d.cos(Qt);Y=1, p=-1 e v=m-f ou f-m, obtemos finalmente

1 1/2 1
Y(th= {337 sen(wzt/2)) (21 sen(Qt))

o )
{eif(Q—wjt z e—im(Q—w)t+e-if(Q+w)t z eim(Q+w)t}

m=1 m=—2 (3.17)

pela combinacao da bem conhecida funcao espectral do oscilador

harmonico com fregliencia W, Temog portanto o espectro discreto

de autovalores de energia da forma

By [(2051) + o] 180~ fnef) s (s %Jﬁwz (3.18)
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que é mais geral que a de Lewis [21] e Cheng [15]ja que inclui

um campo magnético homogéneo e o potencial de um oscilador harmonico isotro -

pico. Deduzimos imediatamente que os niveis de energia sac afastados por

fhw+) e fh(w-5) do nivel de energia com f=0 para os estados ligados com m<f

e m>f respectivamente.

Para obter as autofuncoes de energia, reescrevemos (3.10) na
sequinte forma

. P 2 w2

KL(;. t)—( ) -i(fw+) t exp(_uﬂ(r2h+r ))

‘;" eim(e -B' +wt) ( UQ(]’."Z r.,z)e—2i§2t)

. P it exp - -210lt

M=-e - 2 h(l-e )

~-i%t
2ufr' rre”t
Ilm_fl( ) {3.19)

A (-2 10T

uma vez que 2i sen(ft) = e th(1_e“219t int

) e 2cos(fit) = e (1 o+
e—ziﬂt). Usando a relacao [22]
(1-q) " exp(-q 1“V) Iv(zquvq) = (qu)\)/2 .
- d
o nlL_ (W)L _(V)g"
y n__n_ 9 (3.20)
T{n+v+1)
n=210

com u:uﬂr'z/ﬁ, v=uQr"2/ﬁ, q:e—zlgte v=|m—f|, {3.19) torna-se

19 (gt 2apn 2

)
>h }

; (e im(6"-0" +wt) —1[m-f|Qt(//"‘ !m f] Jggﬁr")‘m"fl

m=—®

K.(r r t)-( ) -i(fw+l) t

exp (-

n!Lle"fl (UQI'Z/‘h) Llllm—fl (UQI’"Z/‘E) e—Zinwt
T'(n+|m-£]+1) )] (3.21)

I t~1 8
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onde le—fl(u) sdo as funcoes associadas de Laguerre(22].Com aju

da das egquagoes (3.18) e (3.19), obtemos as autofungoes de ener

gia
N aQn! 1/2 ww, 1/4
\Un m k(r,z,t):( X ) ('lTﬁ )
r My 27K AT (n+ |m-F | +1)
2
~f| uw_Z 2 W
Qi |m 2 uflr z
( En r) exp (- > ) exp (- 2‘1’1) Hk( - Z)
2
Im-£| por imé .
L. (—?rﬂ)e eXp(_lEn,m,kt/ﬁ) (3.22)

com Hy (u) sendo os polinomios de Hermite. Devemos frisar gque a
dependencia azimutal deve ser eimB com m sendo inteiro para man
ter as funcoes de onda univocas.

Substituindo t por -~ihB em (3.10), teremos a matriz

de densidade de Bloch

+n L1 —+| L} . uwz 1/2 uﬂ —Bﬁfw
exp (- %%[(r'2+r“2)coth(8ﬁ9)) ) oim(87-6")  Bhimw .
M=—
ugr'r" o uwz (2,2
+ T|p-r| " scnntgem ) &*P (- 7R senh(&hwz)[(z +z"7)
. cosh(Bﬁwz)—2z'z"]). {3.23)

onde foi usada a bem conhecida matriz de densidade de Bloch para
o oscilador harmdnico com fregtiencia w, . Para efeito de compara

¢ao, trocamos t por -ihiB em (3.13) e obtemos
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uf uf

2
57h senh (86a) ©*P (~ 3R Senh (ERO)

{(r"2+r' )

c, (r",T';B) = {

cosh (BAZ) =2r'r"[cos (B"-8'")cosh (Baw)+1 sen(p"-8')senh (phw)] )

{(3.24)

gque esta de acordo com a equacao (3.15) da referéncia [24]. Fi
nalmente, obtemos a fun¢ac de parti¢ao pela troca de t por -~ihg

em (3.17)

Z(R)=[2 Senh(BﬁWz/2)]H1/2{88enh(8ﬁ9) senh[ R (Q+w) /2]

. sinh(8h(Q-w) 721} [PRE (0w (BRv_ -8R0, .
e-Bhf(9+w)(eShﬂ_ eBﬁw)] (3.25)
isso apds calculos diretos.
Os resultados obtidos em (3.10),(3.18), (3.22) e

(3.23) s mais gerais que os resultados conhecidos [13-15,18-21,24,25] ,pois

nossos resultados incluem, além do efeito Bharanov-Bohm, um campo  magnético

homogéneo e o potencial de um oscilador harmdnico tridimensional. Entretanto,

& importante mencionar que este método € inadequado para calcular o propaga-
dor de um oscilador anisotropico carregado [26-28].

3.2 - Propagador de Feynman para uma particula carregada

com massa dependente do tempo num campo eletromagnéti

co dependente do tempo [29]

Nos udltimos anos tem aumentado o interesse em quan
tizar o oscilador harmdnico com massa variavel [30-32)] e a parti

cula carregada num campo eletromagnético dependente do tempo
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[33-35]. Certamente, deve ser interessante pesguisar a mecanica
guantica do sistema dinamico que combina estes dois problemas.
Nesta seg¢ao, estamos prontos para quantizar o sistema de uma par
ticula carregada, harmonicamente ligada, e de massa variavel num
campo eletromagnético cruzado e dependente do tempo. Usamos para

igsso o método das integrais de caminho de Feynman.

- O Propagador e as Funcoes de Onda -

Vamos considerar uma lagrangeana da forma (c=1 ao

longo desta segao)

L= B8 2 28 Ry Ee 22 4(x,0)) (3.26)
com

At)= BfH 2y (3.27)
e

plr,t)= BB 20 2 8 3 (3.28)

que € mais geral que a de S8kmen[35], pois estamos considerando dependencia

temporal da massa da particula e um campo elétrico varijvel cruzado. Com es-
ses potenciais, os campos elétrico e magnético serao:

B(t) = V x A(t) = B(t)z (3.29)

E(F, 1) =08 (r, ) 2o () o? () T-B(p) - BIWZ X X

2z
2
(3.30)
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podemos . separar a lagrangeana (3.26) em duas independentes

m(t)

+2 2 2 e . . Ze = -
L, = N [r]_ - eg” (t) r, - mit) B(t) (yx-xy) - ) E.L(t) ‘r.l.]
(3.31)
onde r: = x’+y® e E,(t)=E_(t)% e E (617, e
L, = E%gl{ 72 _ ec®(t)rl - mfi) B, (t).T,] (3.32)

onde r,=z e Eu(t)=Ez(t)§. Para desacoplar as coordenadas x e Yy

- > -
faremos uma rotacao ry, =R r

l com
. X cos a{t) sen alt) N
r, = i R= e r; = (x'y")
y -sen alt) cos al(t) (3.33)
t eB(t)
onde oal(t)= f w(s)ds e escolhemos w(t) como sendo igual a SMiET

Usando a transformagac acima e depois de calculos diretos, embo
ra tediosos, podemos mostrar que a lagrangeana transformada tor
na-se

' mit)

‘I 2 [}

_ == (3.34)
L7 m(t)

E, (t).7,]

com Qz(t)ze cz(t}+w2(t) e 0s novos campos eletromagnéticos escri

tos em termos dos antigos sao dados por

EX.(t)zEX(t}cos a(t)—Ey(t)sen a(t) {3.35a)

E;,(t)=EX(t)Sen @ (t) +E, (£) cos a(t) (3.35b)



—41-

Portanto, conseguimos separar a lagrangeana (3.26) em (3.32) e

(3.34), de modo que podemos reduzir o problema a trés lagrangea

nas do tipo

mit) “2_ 2,2 Ze ' ] omrl np ¥ ' V=
LXH_— 5 [xi WXL - —re Ei(t)xi],xi—x ' Y',2'S Z
{3.36)
2 2 2 2 2
onde wx.(t)zwy,(t) =07 (t) e wz,(t) = ec” (t).

A fim de simplificar ainda mais a lagrangeana(3.36)

faremos uma transformacao de Galileu generalizada [36,37]

X, = X,

i ; * ni(t) (3.37)

aplicando esta transformacao e lembrando que

mit)n (D)X = S im(e)n, (£)X, - ()7, (£) m(E)n, ()X,
(3.38)

onde os pontos representam derivada temporal, a lagrangeana(3.36)

transforma-se em

Comlt) o2 2 2 d
L= BotIx{-wi(6)x{] + g A, (X, ) (3.39)

que € a lagrangeana do oscilador harmonico com massa € freqtien-
cia dependentes do tempo. Entretanto, a lagrangeana acima € va

lida somente quando A, e dado por

t : : :
A ) = 5 L) T2 00w (s 001 +2en; (DB, () Jah m(t)n, (B)X,

{3.40)



—42-

satisfaz a seguinte equagao
(3.41)

e ni(t)
©om(t) &2 e '
i my Mitvs g = oy By ()

Note que (3.41) é a equagao para um oscilador harmo
a transforma

Usando agora

nico amortecido e forgado classico.
cao usada por Cheng [38] que seguia a idéia de Junker e Inomata

[39],
_ E(t), -1/2 _

Qimxi(—gr—) My sec[ui (t)1, ui-tan[ui(t)] (3.42)
sendo que £(t) = /ﬁTET, E'=E (') = constante, e ui(t) e Si(t) sa
tisfazem as equagoes

2 - e 2 () 1

Si hi—"lr 5i+ [wl(t)_ E(t)] Si— —? (3.43)

Si
entao, a lagrangeana (3.39) adquire a forma
1 k2 d ¢ d9, i
L= 7 M Qi+ aE[Ai(Qi,t)wFi(Qi;t)], (Qi— v, = ET ) (3.44)
1
onde
(3.45)

P (Q,, t)= 7 M'{ senl2y, (£)]-2(5,8-8,£) /5,£0,)

Vemos da lagrangeana (3.44) gue, nestas novas varia

veis, conseguimos reduzir o problema original ao de trés particu
Usando ago

las livres em espacos unidimensionais com massa M'.
obtemos a relacao [2]

ra a formula de Van Vleck-Pauli,
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BQ' anl 1/2
K, (X}, X1 1) =[ (5 .)( “)] K, (Q},0}:0,)

i i

u!
i

onde definimos T=t"-t'; Ui=u;—ui e K, € o propagador para uma par

ticula livre. O propagador total sera dado por

3
K(R",R';1) =1 Ki(X;,Xi;T) (3.47)
i=1

onde cada propagador individual tem a forma

1/2 1/2

gre" (njny) |

Zﬁihsen(p;—pi)

" LI _
Ki(Xi,Xi,T)—(

2 s.t-5.£ t" )

(17 20, (%, 81

exp { ggim(t) X :
s,
i t!

i
2h sen(ui—uﬁ

. exp { [Gm"u;X;+m’uiXi) cos(u;—p;) -

R AT R

[} U
xixil} (3.48)
Escrevendo os senos e cosSenos em (3.48) em termos

de exponenciais imaginarios, e usando a formula de Mehler [40],

2 @ n
eXPE(p +q“-2pgr)/ (1-x )] o — (p2 2 r
= exp{-(p“+q©)} ] —— H_(p)H_(q)
(1—r2 1/2 n=0 2B8n1 n

(3.49)

com
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- . n_. ¢ vk 1 .I 1/2 ot " .u 1/2
r= exp [-i(pi-ui)l, p=Xi&'(u}) e g=X.&"{uy)
(3.50)
podemos escrever (3.48) na seguinte forma:
L1} 1 * 1 F
Ky (XE,Xiem) = ) v (X5,E00 ) (3.51)
=0 1 1 1
oy
onde as fun¢oes de onda sao dadas por
wni(xi,t) = expi-i(n;+1/2)}y (£)} ¢ni(xi,t) (3.52)
e
. o - .
_ m{t) p, 1/2 m(t) Xy, (s, &-s5.8)
b, Kyt = —— ) M Rp e 2T
i ATz Es, 1,
{2 1y it i
(0) 1. X2 vexpld A, (x.,0)F B (Im(t)y, /8] /%) (3.53)
- ARy Ply 1840 ng L1 i :
comf%ﬁ.) sendo O enésimo polindmio de Hermite. Com ajuda de
X=cos (a (t))x - sen(u(t))y+nx(t)
Y=sen(afb)lx + cos(u(t))y+ny(t)
Z=z+ﬂz(t) (3.54)

podemos obter facilmente o propagador e as funcoes de onda em ter

mos das coordenadas iniciais.
- 0 Propagador na Caustica e Além Dela -

Para obter o propagador completo, aplicamos a formu

la estendida de Feynman [41,42] em (3.48) e obtemos o propagador
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além da caustica pela inclusao do fator de correcac de Maslov.

" gret iun /%) 172 .
K, (XY, xis0,5m) =( 2m|5en¢ | ) exp{-1 5[Int (¢, /7)+

[T IR
-
—t

exp {grgang | (M"MyX] ol uixg %y oose 20 L (i) VX))

E_Sig e "
—EE——') +2Ai(Xi,t)] } (¢i=Ui—Ui¢ki'ﬁ;ki=1,2...)

i 2
exp {%[muixi i o

(3.55)

onde Int(¢i/ﬂ) representa 0 maior nimero inteiro gque € menor ou
igual a ¢i/ﬂ. Para o propagador na caustica, introduzimos a pro

priedade modificada de semi-grupo do propagador [42].

k.m

Ky (X§,X}5 6, =k, 7) =exp{-1 }IKi(X;,Xi;t"—t) | [r, (x x5 e-t) |

+ o
. = n N a_ LI |
fexp{ S, (X, X & £"-t)+8 (X, ,X};t~t )1} ax,

—c (3.56)
sendo gue o fator de corregao de Maslov "salta" na fase a cada
meio periodo da caustica e Scl(.) é a acao funcional classica.
Calculando a integral acima (3.56) e usando (3.535) éhegamos,apés

alguns calculos trabalhosos mas diretos, a
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n ', _ _ ' u.n-n 1/2 1/2 . m
R, (X],X{ ¢ =k m=[0' " (uiu]) 7 7] " “expl-ik, 5}

é.E—s é t"

exp { o lm, X2 (=204 20, (x,, 001 ) -
t!

1

i u.n u2 n .l r2 1
exp { gg[m uixi cot(ui—ui)+m'uixi cot(ui—ui)]} .

§ [E"ﬁ;1/2 sen(pi—u;)xg+i'ui1/2 sen(u;—ui)xi] (3.57)

obtemos finalmente de (3.47) o propagador usando (3.48), (3.55),
ou (3.57) para cada coordenada x, y e 2.

Nossos resultados acima sao mais gerais que os conhe
cidos anteriormente [35,2,23,43-47] no sentido de que: (i) o cam
po eletromagnético cruzado dependente do tempo mais geral foil
considerado, (ii) a dependéncia temporal da massa foi levada em
conta, (iii) a correcao de Maslov (ou indice de Morse) foi inclu
ida no propagador além da caustica e (iv) a func¢ao delta de Dirac
apareceu, como deveria, no propagador na caustica. Em outras pa
lavras, para o sistema de lagrangeanas quadraticas existe um nu
mero infinito de caminhos classicos quando o argumento da fungao
delta de Dirac se anula.

Vamos tratar agora de aplicar o que foi desenvolvi

do acima, em um caso particular, no qual temos

m e Aot
__BO e)\ot- [EG

Z X e o¢o(r,t)= —%— [U§§2+E.r]

H¥

(3.58)

com

> -
E=E X + £,2Z (€x=cte, Ez=Cte) (3.59)
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onde escolhemos eyzo por simplicidade pois sempre pode-se fazer

uma rotacao de eixos e se recair no caso acima.

Teremos como lagrangeana

n e Aok
- -+ —eB
L= —° [ r? - eo? r? €29

2 D m
0

de modo gue a rotacao (3.33) ficara sendo

(yx—xy) - £.%] (3.60)

R = cos wot sen wpt N -
P r, =R T, (3.61)
-5en wgt cOos wpt
com wy = eBg/2mp. Seguindo o procedimento do caso geral, as la

grangeanas L, e L; ficarao tendo a forma

Aot
m e )
L" = 7‘3 [i‘s - eoi rfl - € Enru] (3'62)
e
Aot
m e _;2 ) >
Ly = 5 [ty - 2" r}? - e} . r}l (3.63)

com %= e os-rwz € 0s novos campos elétricos serao dados por
0

Eé,(t) = €, Cos wot o e’ ,(t):eX sen wpt (3.64)

Y

e a lagrangeana geral (3.36) adguire a forma

w .
Lé = 7} [x' 2= w§ X' - e g xé] (3.65)

fazendo agora a transformacao (3.37) reescrevemos a lagrangeana
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(3.39}) com a massa dada em (3.58) e as equagoOes diferenciais a

serem resolvidas para n; serao:

N, o+ Aen, + eogn) = e €, (3.66a)
. . \ .
n, + Aonx + 0 Ny, = €€, coswyt (3.66Db)
.. - , i
ny + kony + R ny = e Ex senwot (3.66c)

cujas solugoes sao

€ i
no= —2 exp{%— [—X,2 m}t} (3.67a)

0.2
0
e Excos(wot +8) Aow
n. = 1 + =, , com S=arc tgl ) (3.67b)
X x hom (Qz—wi)z— Aﬁ w§ 92—w§
e excos(w0t4-6'Y
n -, com &'=8-1w/2 (3.67c)

= ﬂ +
b vy hom /kﬂz_wz)z_ kiwz
o 1]

; . s 2 2 2
podemos ainda simplificar n, € n,, se lembrarmos gue {2 =W + €0 .

Y
Na pratica, resta apenas calcular o propagador devido a lagran-

geana

L, = - (X 2-w?X 2] (3.68)

Acompanhando ainda o caminho anterior, verificamos que as trans

formacdes (3.42) vao ter neste caso a forma
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Aot

_ e T 1/2 _
Qj = Xj uj sec [uj(t)] e uy = tg [uj (t)] (3.69)

(] oy

e precisamos resolver portanto as eguacgoes

- Ty 2 1 >
s. + W2 -~ s2?%)s. = — e s? yu, =1 . (3.70)
J 30 4 00T g J 3
J
Escolhendo a solugao sy = cte e chamando Gg = w§ - %rkz, vem
gue
-1/2 -
S. = e . = w.t (3.71
J ( ]) UJ J )

onde escolhemos convenientemente a constante de integracao da e

quagéo para uj. Teremos finalmente como transformacgoes:

2 = 1/2 - -
Q. = X, e W, sec[w.t e U, = tglw.t . 3.72
. 5 r [j] 5 9[3] ( )
Utilizando as transformacoes obtidas em (3.71) e (3.67a,b,c) po
deremos obter explicitamente as expressoes para o propagador des
se exemplo, bastando para isso fazer as devidas substituicoes em

(3.48), (3.55) e (3.57).

3.3 - Propagador para uma massa dependente do tempo sujeil
ta a um potencial harmonico com freqllencia dependen

te do tempo [48]

0O interesse em resclver problemas envolvendo oscila

dores harmdnicos com massa e/ou freqllencia com dependéencia no
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tempo tem crescido nos anos recentes [31,32,38,49-53]. Uma das
razdbes para gue isto ocorra € a relacaoc entre esses problemas e
muitos outros pertencentes a diferentes areas da fisica tais co
mo: guimica quantica, fisica de plasma, Otica guantica, etc. Um
exemplo especifico é dado no trabalho de Colegrave e Abdalla [30}
no gual se estuda o oscilador harmonico com fregliencia constante
e massa dependente do tempo, com o objetivo de descrever as inten
sidades de um campo eletromagnetico no interior da cavidade de
um interferometro de Fabry-Perot.

Vamos tratar aqui do problema de um oscilador harmo
nico com massa e fregliéncia dependentes do tempo. Varios meto-
dos tem sido usados para tratar esse problema, tais como a apli
cacio de invariantes dependentes do tempo no calculo via inte-
gral de caminho [54]., Foi mostrado neste trabalho como o pro
pagador de Feynman para uma lagrangeana com dependéncia temporal
explicita pode ser obtido de um propagador associado que € in
dependente do tempo, desde que seja conhecido um invariante com depen
dencia temporal. Uma outra téecnica foi recentemente usada por
Nassar e outros [53];:;neste trabalho eles fazem uso da lei de
superposicaoc ndo-linear de Ray e Reid {55} para obter transforma
coes do espaco e do tempo, as quais modificam as agoes classicas de la
grangeanas quadraticas e dependentes do tempo para outras lagran
geanas quadraticas, mas independentes do tempo, ou mesmoO para
lagrangeanas de particulas livres. De fato, a transformacac de
uma integral de caminho quadratica geral na de uma particula 1i
vre foi originalmente feita por Junker e Inomata [39]. Idéias se
melhantes foram recentemente mais utilizadas por Cheng [38}. Pa

ra a transformacdo do oscilador harmdnico na particula livre,
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pode-se reportar as referencias [57-58].

Entretanto, iremos atacar este problema de modo di
ferente. Resolveremos diretamente a equacao de Schr8dinger atra
vés de uma mudanca adequada de variavel e reparametrizacao tempo
ral. A idéia essencial do nosso método € introduzir duas fun-
cOes arbitrarias, digamos, s(1) e p(T1) onde T € o0 novo parame-
tro temporal, que nos permitirao reduzir a equacao original de
Schr&dinger a usual de um oscilador harmdonico com massa e fre-
quéncia constantes. Isto sera feito através de uma escolha con-
veniente de s(t) e u{1). Certamente, depois dos calculos feitos,
devemos voltar para as variaveis originais x e t.

A equacaoc de Schr8dinger para o nosso problema &

1 52

S — L 2 2 _ .0
~ Sm(E) . U(x,t)- Em(t)w (EYx? ¢ (x,t) = iy Vi, t) (3.73)

onde m(t) e w(t) saoc funcgoes dadas do tempo e usamos Hi=1. Faca

mos agora a seguinte transformacaoc:

s{1)x (3.74)

»
1

onde T & uma funcao univoca e relaciona-se com t por

t
t(t) = S (&) dg, (d1(t)/dt = u(t)} - (3.75)

Para escrever a equacaco de Schrdndinger em termos das novas va-
riaveis x e 1, devemos usar também as mudan¢cas nas derivadas par

ciais, gue sao

2 3

at — 3

=

p) %X 9

n
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3
Ix 3t T 3x 3% T (3.76Db)

sendo gue a"linhg" representa a derivacao com respeito ao parame
tro 7. Usando (3.74) e (3.76) escrevemos a egquacaoc (3.73)  na
forma

. d .. 8' = 3 1 32 1 2,2 22 ”
{in T —-ip S X 5 + -3 ms“w X )(b (x,1)=0 (3.77)

Wl

2ms? ax?

onde definimos que Y(x(X,1),t({X,7))=¢(x,7}). A funcado ¢(X,1) po
de ser vista como sendo a funcao de onda do problema original es
crita em termo das novas variaveis. Se acharmos ¢{X,71), tudo
gue teremos que fazer & substituir x = [S(T)]-1X e 1(t) para ob-
termos a solucac do problema.

Facamos © ansatez

¢ (X, 1) = exp [1f(X,NX(x,T) (3.78)

substituindo (3.78) em (3.77) obtemos

2 ]
(i1J§L - 8_ - % ms2w?x?)xi{x,t) + i %% (x, 1) ( ! %%-ﬂji x) +
t 2ms?  3x? ns?2 S
1 22 f af,? s' = of of - _
+{"‘——2— [W - {85{) J+u = X % -u ﬁ} ¥(x,1) =0 {3.79)

2ms

escolheremos f{xk,1) para fazer o termo proporcional a oX (X, 1) /0X

desaparecer, Com esta escolha teremos

Qz
Hh
|

X (3.80)

Qs
i
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gue tem como solugao
£(X,7) = 3 muss' ¥+ £, (1) (3.81)

onde f (1) e uma funcao arbitraria de T gue deve ser determinada.

Inserindo (3.81) e (3.79) e rearranjando termos, obtemos

.3 1 32 1, e =
(v g + o™ 33 2 MTWEIXET)
asf ’
__ s AR E S P A < 5 Py T2 yy (S
= (2 g Wz + 3 wms'x 2udT(muss )x2 )% (x,1)

(3.82)

agora, tentaremos encontrar fl(T) de tal forma que o lado direil

to de (3.82) possa ser escrito na forma conveniente abaixo

1.oe g = 1. 4d —_ .
(f iy = M dIl + Euzms'zxz— i a?(muss')xﬁz—ims’yz(t)xz

(3.83)

onde Y (1) € uma funcao somente de T gue deve ser determinada pos
teriormente. Observando gue os dols primeiros termos do lado es
guerdo de (3.83) dependem somente de 1, nosso oObjetivo pode ser

atingido fazendo

af .
3 - % ig (3.84a)
1=
s' 2 u 4
2 _ = . 1
v (1) = —(us) ¥ =T Fq (muss') (3.84b)

a integracao de (3.84a) leva a
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. 2
£(1) =i 1n(s'/? (3.85)
onde escolhemos apropriadamente a constante de integragao. Tendo
em mente os resultados (3.84) e (3.85) podemos substituir (3.83)

em (3.82) e escrever a equagao de Schrddinger na forma compacta

: é 1 32 1 2 2 2y 2 e -
(i == + 557 =97 — , ms® (W +y?)x* )X (%, 7)=0 (3.86)

estamos prontos agora para escolher as fungoes arbitrarias s(T)

e p(1) a fim de tornar mais simples esta complicada eqguacao di-

ferencial, ou seja, sem termos com dependéncia temporal. Entag
facamos
mszuzMO, M =const; w2+Y2=(M0w1/msz)u, wz = const (3.87)

substituindo (3.87) em {(3.86) cbtemos

bli 2 s = 2l MR (R, ) =0 (3.88)
5t T 2M, 3% T 2 Toret X1y .

ou seja, fatorizamos a dependéncia no tempo de todos os termos;
isto reduz o problema original aco do bem conhecido oscilador
harmonico com massa e fregi@ncia constantes, dadas respectivamen
te por M| e w . Portanto, a solugao desejada € dada por

¥ix,t)= {exp[if(E:T)]X(i,T)}E:X/S(T) T=1 (t) ] (3.89)

Entretanto, vamos obter explicitamente o propagador K(x,t;xo,to)
do nosso problema, ao inves de escrever a fun¢ao de onda Y (x,t).

O propagador & simplesmente uma solu¢ao especial da eguagao de
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Schrbdinger para t>t , sujeita a condicao

lim K(x,t;xo,to)zé(x-xﬂ) (3.90)
t**’tG

gque nos leva a solucdo geral do oscilador harmonico em termos de
um estade inicial X(QD,TG), ou seja
+OO

X{x,1)= [ Koh(ﬁ,T;ﬁo,To)x(ﬁo,TD)dﬁo (3.91)

-_— 00

sendo KO (Q,T;QQ,IQ) o propagador do oscilador harmonico. Com

h

esses resultados em mente, podemos escrever

tex L )= § F (X% %, T: X% .
K%, ,XO, D) {exp[lf(X,T)Koh(X,T,Xo,TD)

- expl-if* (X 1l o0y, 1=t (£) (3.92)

O asterisco denota conjugacio complexa. Substituinde (3.81),(3.85)

em (3.92) cobtemos finalmente

ms

MGWO 1/2 i mé;:z 6 =
Kix,tix,,t,)= (Zﬂihssﬂsen[wo(T—To)}) exp[iﬁ( = 5 xo)}.
iM w, R —_
. exp(5g sen[wo{T—TD)]{(X +X2 )COS[WD(T—TD)]—ZXXO})QﬂdS(ﬂ'TzT(U

{3.93)

onde trouxemos de volta h. Usamos o bem conhecido resultado pa

- - . . . e - ds,dt
ra Koh(X,T;Xg,TO) [2] e fizemos a 1dent1f1cagao11s':u(aE)a? =
(o ponto aqui significa diferenciacao com respeito a t). Assume

-se que em (3.93) s e 1({t) = Itu(é)di sao dadas por (3.87) e (3.84).
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E interessante notar que f1(1) é imaginario e por
tanto, exp[if1(1)] nao € uma fase, mas assume um valor real, con
tribuindo para o fator pré-exponencial; em outras palavras, este
termo e exatamente o jacobiano gue surge da mudanca de variavel
na medida da integral de caminho guando se trabalha com © forma
lismo de Feynman; no nosso calculo ele aparece como a solucao de
uma equacao diferencial simples (veja as formulas (3.84) e (3.89).
Finalmente, e interessante comentar que se em (3.87) escolhermos
w0=0, o problema reduz-se a particula livre, e a solucao & dada
simplesmente fazendo w_ =0 em (3.92); este resultado esta contido
também no belo trabalho de Junker e Inomata [392].

Vamos considerar agora um caso particular do gue
fol feito acima. Neste problema particular vamos escolher w cons
tante, w0=0 e M0 constante, ou seja, estamos na verdade, procu
rando reduzir o problema do oscilador harmonico simples ao da
varticula livre; poderemos neste caso testar o método acima ex-

posto pois este problema ja foi resolvido anteriormente por ou-

tro método por R. Jackiw [57]. Neste caso, as eguacoOes (3.87)fi
cam
2 s\ 2 U Tyl 2
v z=~(p=}) + = (uss'}'= ~w (3.94)
s s
e
s? p= 1 (3.95)

gse substituirmos (3.95) em {3.94), colocando s em funcaoc de y e

apos algumas simples manipulagoes, chegaremos a

!
N ;_U . (3.96)
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fazendo agora a transformagao uo= r?, obtemos gue
w2
Ir = F (3.97)

cuja sclucao, escolhendo apropriadamente as constantes de inte-

gracao, e dada por
r = Yi+(wr+8)? (3.98)

de modo gque temos

= p= 1+(wt+B8)? (3.99)

CLIQJ
|

gue integrada nos leva finalmente a

tg (Wt+eo)=WT+B (3.100)
- 1/2 .
lembrando gque x = %/s = u X, teremos ainda gue
X = sec(wt+é )x (3.101)

podemos verificar facilmente gue as transformagoes (3.100) e (3.

101) saoc as esperadas transformacdes de Jackiw [57].

3.4 - Transformacao de variaveis na eguacao de  Schrédin

ger independente do tempo

A equagao de Schr8dinger independente do

tempo para um potencial generico V(r) € dada por

{é% 32 + E-=Vir})} ol(r)=0, com ¢(rrt):o(r)e"iEt

or (3.102)
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onde usamos por simplicidade =1, Faremos agora uma transforma
cao na variavel r, de forma a tentar recair em uma equagéo trans

formada gque simplifigue o problema estudado. Vejamos:
r=f(u) . {3.103)
Obviamente, devemos também transformar as derivadas

2

2 1 £r(u) o 4f (w)
ar

3
PYT) fl(u) ﬁ r du * (3.1048)

Conseglientemente, teremos

32 1 52 £r ) 5
B'LI? - (f' (u))Z [ auZ = £ (u) 'g'.a' ] ’ (3.104b)

de modo gue a eguacao {(3.102) fica escrita em termos da nova co-

ordenada u como:

2 H
1 1t f

)
lom 7y 3gr — 7 3g] * B-V(EM)) o(f(u)=0 - (3.105)

Esta equacio no tem a forma de uma eguacao de Schrddinger, ou seja, nao es—

tava na forma normal, e por isso vamos fazer o ansatz abaixo

o) = 9y . (3.106)

substituindo (3.106) em (3.105) e rearrumando convenientemente
os termos que aparecem, chegamos facilmente a

1 1 3° ' . 1 . . 39 £f"(a), 8y (u)
{'2"% (fr)E 'E'"{IT - V(u)+E}X(u) + 2m(fl)2 [2l(m)_ fr (u)] Q

1 C8%g,  3g,? . £"(u), 39 i
+ {zm(fl (u))2 [1(5—111_)- (—B_ﬁ) -"l(f' (U:)) (au)]} X(u) =0

(3.107)
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Como estamos procurando obter uma egquacao do tipo da de Schrddin
ger, devemos procurar eliminar o termo de derivada primeira de

x (u), para isso devemOs impor

df;(u)/du

-3 Er o TR (3.108)

au -~ 2 f'(u)

que integrando nos conduz a
glu) =3zln(f' W) , (3.109)

onde escolhemos convenientemente a constante de integracao. Des

sa forma o "coeficiente" de x que depende de g(u) ficara sendo

. 82 a 2 . f" a m 3 2
zm(]_c,)z 115 - ) -1 () (—ag)l=m—~——,—r(]_c ; aEH -2 EnT

(3.110)

de modo gue podemos finalmente reescrever a nova equacao de

Schrddinger na variavel u como

1 3

m Sad T U{u)} x(u) =0 , (3.111)

{

onde U(u) sera dado por:

Uu) = (£')7 [V(u)-El+ AV (3.112)
CcCOom
”w 2 n
AV=1E [%(%) _%(ifr)] . (3.113)

Podemos verificar facilmente que este resultado esta de acordo

com o calculo anterior feito no formalismo de integrais de cami
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nho [59]. O resultado obtido acima parece indicar uma ‘relagao
entre a separacao de variaveis nc formalismo de Schrddinger, e
certas reparametrizagoes temporais no formalismo de integrais de
trajetéria. Vemos ainda que a fungao de onda na nova variavel
sera dada pela substituicao de (3.109) em (3.106) e (3.102)o que
nos leva a:
-iEt

vlu,t)= /B () x(© (3.114)
sendo x {u) a solugao da equagao de Schrédinger transformada em
(3.111). Podemos portanto,-reprodﬁzir os resultados obtidos pe
las integrais de caminho e, alem disso tentar aplicar este forma
lismo para solucionar outros problemas e na equacao de Schr&din-
ger por ter esta menores dificuldades de se trabalhar. Uma im-
portante referencia gue mostra os potenciais que podem se relaci
onar na equacao de Schr8dinger via transformagdes do tipo de po
téncia € dada em [60]. Vamos em seguida desenvolver o gque foi

visto acima num caso particular.

3.5 - Solugoes exatas da equaGCao de Schr8dinger para ato
mos coulombianos na presenca de certos potenciais

de osciladores anarmonicos [61]

O problema do oscilador anarmonico quantico tem si
do assunto de interesses diversos, da fisica molecular [62] a te
oria de campo [63,64]. Seu estudo tem assumido varias formas,
mas duas linhas principais tem sido investigadas, a mails desen-
volvida delas & a gue trata de métodos de aproximacao [65-67] e,

mais recentemente a procura por solugoOes exatas para o problema.
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Nos Ultimos anos o interesse em obter solugoes exa
tas para a equagao de Schrddinger independente do tempo para o
oscilador anarmonico tem sido intensa [68-73]. Nosso proposito
€ investigar uma classe mais geral de potenciais que possam ser
resolvidos exatamente. Usaremos o método de mudanca de variavel
que foil usado para resolver o problema de um oscilador com massa
e freqfiencia dependentes do tempo (secac 3.3} [48]. Onde, depois
que uma mudanca de variavel & feita, um ansatz para a fungao de
onda € tentado com o objetivo de obter uma equacao do tipo da de
Schr&dinger nas novas variaveis.

Pelo o gue sabemos, as solucOes exatas estdo restri

tas a potenciais da forma

' ' n
{(r)  2(2+1}) .k
Verf = —7 k§1 a,r (3.115)
onde Veff(r) é o potencial efetivo para o problema. Neste méto

do estamos aptos a estender o potencial citado acima pela inclu
sao de termos Iimpares de anarmonicidade, um potencial do tipo

g/r? e o Coulombiano, ou seja,

(r)  [g+2(g+1)]

o
Veff - r T

a,r (3.116)

A equagao radial associada para a equagao de Schrd-

dinger independente do tempo (fh=m=1 nesta secgao)} €& dada por

d?x (r)

X + 2[E- [g+2(}+1)]

r

a, r51x (r) =0 (3.117)

o
r

k

n ™ 3

1

Agora, fazendo a mudanga de variaveis r=u’, obtemos
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a seguinte equacao transformada

a2y (u) 1 dy (u) s lg+e(aen)] o B .k _
—5%7_H ~u Tgu + 8u’ [E- wt TEA k§1 aH Ix (u)=0
(3.118)
fazendo o ansatez
() = et iy (3.119)
substituindo (3.119) em (3.118) obtemos
a2 5 . dg 1, do(u)
{EGT + Bu [E—Veff(u)l}o(u) + [21 T —‘G] 0
. g dg,> i dg .
i - (F - 32 dew) =0 - (3.120)

Escclheremos g(u) a fim de fazer o termo proporcional a do(u)/du

desaparecer. Com esta escolha temos

dg _

Jqu (3.121)

1
S u

b -

gue, com uma escolha apropriada da constante de integracao, leva

a solucao

in u . (3.122)

N —

glu) = -

Inserinde (3.122) em (3.120) e rearranjando termos, obteremos

n
+ 8a — BEU?48 1
k=1

Qo) _ 18(grr(2+1))+3/4]

TP T w N 6 ) -0

ax

(3.123)

x(u) = Yo' o) (3.124)
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A titulo de ilustracaoc do método, calcularemos as

solucoes exatas para o potencial particular

Veff(r}= }(i;1l - % + AT + % mw? r? +ar® +8r" (3.125)

0 caso onde w=o=R=0 foi estudado por outros métodos
como sendo um modelo da interagao quark-antiguark do charmonium
{74-76]1. No nosso caso, © potencial {(3.125) produziré a egua-
¢c2o transformada de Schr&dinger

d’o(u) _ {[82(£+1}+3/4]
du? u?

+ 8e + BEW? -~ 8xu'- 4w?uf- 8qu® -8zu® }o(u)=0 (3.126)

nesta forma, a eguacao pode ser resolvida usando o0 ansat:z de

Flessas [69]
gl(u) = uP. exp{-bluz—bzu“ —baus} (3.127)

onde p, bl,bz, b3 siao constantes arbitrarias a serem determina
das. Substituindo (3.127) em (3.126) obtemos a solucao para o(u},

desde que as relagdes (3.128) a (3.134) sejam mantidas

plp-1)-8L(L1)= 3 = 0 (3.128)
8e = 2b (2p+1) (3.129)
41 - b, (2p+3)]= -8E (3.130)
16b b, — 6b, (2p+5)=8) (3.131)

24b b+ 16b2 = 4w | (3.132)
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48b. b, = B8a (3.133)
36b2 = 88 (3.134)

Resolvendo as equagées acima, encontramocs

p = 5 +/T7BL(2e1) (3.135)
b, = V28 /3 (3.136)
b = a/2 V28 (3.137)
b, = w/2 V3F - o /2(28) 1 (3.138)

Consequentemente, obtivemos as solucoes para as au

tofuncdes e os autovalores

Xp(u)=u(P+1/2)exp{-(2$281- 2(2;;3/2)u2- f%fg-uh_ 1§E O
(3.139)
Ep =5 (b7 - b, (2p+3)] (3.140)
Portanto, uma solucaoc exata para a equacaoc (3.126) foi cbtida,
desde que ©Os parametros k,w;a,e,B satisfagam as seguintes rela

coes:
2 2 '

8e = (757 - f§§%§77) (2p+1) (3.141)
81 = 2if2 - %; - 2 V2B (2p+5) (3.142)

com B>0. Vemos que dos cinco parametros, trés sao livres (g>0)

e 0s outros dois sao determinados pelas relacoes (3.141) e (3.142).
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A solucao final & dada por

-j,-z-(p+1/2)

wp(r,9,¢,t)=r yglm(8,¢).exp{—[b1r+b2r2+b3r3+ iEpt] )}

(3.143)

Para potenciais mais gerais o processo para obter a
solugdo para a equagao de Schr8dinger independente do tempe & ©
mesmo usado acima; sempre chegaremos a um conjunto de relagoes

para os parametros, e as solugdes exatas para a equagao

§i§é§l + 8{BEu®-a- %wzu“—a3u5— —a(2n+1)u2(2n+1) +
[g+2(2;3)+3/32]} S = o (3.144)
sao dadas por
c{u):up.exp-[—blu2-b2u“- R bn+1u2(n+1)} (3.145)

Teremos também sempre n equacoes do tipo (3.141) e (3.142) para
os 2n parametros w?, &,, ... 5041

Temos, come cascos particulares, aquelas obtidas por
Flessas [68-71,73] e outros [72]. Em particular se fizermos
e=1=0, as solucdes para o potencial (3.125) sao as de um oscila-
dor anarmonico unidimensional com termos até guarta ordem, inclu
indo o cibico. Uma interessante observagac € que o potencial no
qual os termos em (3.126) até o quadratico, pode ser interpreta

do como sendo um atomo Coulombiano submetido a um campo eletro-

magnético, com intensidade arbitraria do tipo

B = A% + w2 (3.146a)
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>
B = BZ (3.146Db)

onde w = eB/2c. Usando esta técnica, podemos resolver exatamente este pro
blema somente se certas relagOes entre os campos forem mantidas.

A técnica gue agui desenvolvemos pode ser utilizada pa
ra fornecer solucgdes exatas de outros tipo de potencial, incluin

do casos de potenciais sem simetria esferica.



CAPITULO IV

CONCLUSOES

Desenvolvemos ao longo deste trabalho, o calculo de
varios propagadores usando técnicas variadas nos formalismos de
Schr8dinger e Feynman. Cabe agora comparar a aplicacao das téc
nicas que foram utilizadas em ambos os formalismos, verificando
as vantagens e desvantagens de cada uma delas guando aplicadas
num ou noutro. A técnica de transformacoes de variaveils, que foi
a principal técnica aplicada por nos aos dois formalismos, pode
ser subdividida em duas classes, uma que sO envolve transforma
coes lineares no espago, como ocorre por exemplo com as mudancas
entre referenciais [77). Verificamos gque elas sao muito mais
simples e rapidas no formalismo de Feynman; outra classe seria a
de transformacdoes nao-lineares na coordenada espacial, essas c<co
mo tem jacobianos nao triviais ficam com seu calculo dificulta
do no formalismo de Feynman [57,59], enquanto na visao de Schré
dinger vimos que o jacobiano surge da solucaoc de uma equacao di
ferencial bem simples (3.84a) e (3.108). Uma outra caracteristi
ca interessante aparece quando do estudo destas transformacoes
nao-lineares. Observamos al que os resultados obtidos no forma-
lismo de integrais de trajetdria, gue necessitam de transforma-

cOes das varidveis espaciais e temporal, na visao de Schrédinger
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necessitam apenas de transformacoes espaciais, além da separagao
de variaveis na funcao de onda, o gue nos leva a suspeitar que
haja alguma ligacdo entre tal separagdo de variaveis na fungao
de onda e a reparametrizagao temporal no formalismo de Feynman
[59].

Ainda a titulo de comparacac, nos parece gque o cal
culo de propagadores pelo metodec alternative agui apresentado se
ja mais econdmico e simples, ao menos no que se refere aos propa
gadores mais conhecidos (forca constante, oscilador harmdnico sim
ples e forcado, particula livre com massa dependente do tempo,
etc...), alem de nos dar oportunidade de trabalhar com equa
coes diferenciais naco-lineares. Finalmente, seria interessante
notar que a técnica desenvolvida para o estude da convergéncia
das integrais de trajetdria foi muito conveniente e clara.

Passamos agora a avaliacao das possiveis extensoes
do trabalho aqui desenvolvido. No estudo das integrais de Fey-
nman, podemos aprofundar ainda nossas investigag¢oOes aplicando o©
método ao caso do oscilador harmonico, fazendo em seguida um es
tudo comparativo com a solucac exata, isto com ajuda de microcom
putador; seria interessante tratar de estudar um caso nao-quadra
tico com solugac analitica, o gue ocorre com o potencial g/x2.
Finalmente, pode-se verificar como se da a convergéncia no caso
de dimensdes negativas, Ja gue neste caso a integral se reduz a
uma soma de expressdes polinominais algebricas [78].

Ao estudarmos nossco método alternativo, sO apresen
tamos resultados preliminares e, portanto, varias extensoes e
aplicagdes podem ainda ser tentadas, por exemplo; a aplicacao do

método a casos com um maior numero de dimensoes, o gue acontece
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com uma particula carregada em um campo magnético homogéneo. Ja
estamos trabalhando também na sua utilizacao em potenciais de os
c¢iladores anarmdnicos e Coulombianos em campos eletromagnéticos
de intensidade arbitraria, procurando generalizar os resultados
conhecidos [61,68-71] para potenciais com dependéncia temporal
explicita. Na técnica de transformacdes de variaveils, procura-
mos ampliar os resultados cobtidos tanto na equag¢ao de Schrddinger
gquanto na integral de caminho. Para isso, procuramos descobrir
gquais os potenciais que poderiam ser "atingidos" por transforma
cbes mais gerais que as com que trabalhamos aqui. Transformacoes
do tipo u=fl(r,t) e 1=g(r,t). Finalmente, estamos trabalhando na
solugao da equacao de Schr¥dinger para potenciais sem simetria

central.



APENDICE

- Método de Peak e Inomata:

Vamos partir da definicac da integral de Feynman

. N
"}u _>|. _ llm . -> .-+ -3 . -
K(r",r';1)= Nooo AN J exp[1j§1 S(rj,rj_1)]dr1dr2...drN_1
(A.1)
sendo r. = ;(t.) r.= ', *.=r", t.-t =1/N=¢, e e o fator
y 37 ToT T TTT U B5TR r © Py

de normalizacdo da N-ésima aproximacao. A agao principal no in
tervalo de tempo & pode ser aproximada por

(Ar.)°

m -—éLa- - EV(rj), (A.2)

pof =

r.,r.
37731

r.+xr.
onde usamos V(rj) ao inves de V(—l—il:l) para simplificar os cal
culos, mas em geral a prescricao do ponto médioc & a mais correta
por se aplicar sempre. Em coordenadas polares, a distancia ao

- - -
uadrado entre os ponto . ., 0. 0. e ) . , 8. r D e
q r P s rj(rj 3 ¢j} rj_1(rj“1 3-1 ¢j_1)

I
at
-+
=

|

b
H
=

> 2
Ar cos 0. , A.3
( j} 3 ( )

onde

),

(A, 4)
assim sendo, a agao (A.2) pode ser escrita em coordenadas polares

1

cos 0. = cos 6. cos €,
J ] J=

sen 6. sen 0, c L~
i g sen 85y cosloy=0y 4

COmo

- (%)r.r.

C 6, - &V ).
3551 Os ; £ (rj)

(A.5)
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Podemos agora, escrever a exponencial gue aparece em

(A.1) como

N .
-+ > _ 1m 2 2 s _
1 S(rj,rj~1)]- exp {ji1[§z (rj +rj_1) ig V(rj)

exp[i

=

J

—(%?)rj ry_q Cos 03]} (A.6)

se usarmos agora a relagao

1/2 o
i
exp (u cos ®)=(§E) 2§0 (2£+1)P2(cos B)IR+% (u), (A.7)
poderemos reescrever (A.6) tomando como variavel u = (%‘%)rjrj_,l .
como
N N %)
exp{i ¥ S(r.,F. .)}=1 [ I (22.+1)P,  (cos B.)R, (r.,r. )1,
=1 37 3] j=1 2j=0 J 2j ] Rj 13-
(A.8)
conde
R .(r.,r )—{H—HEEE-}1/2ex [im(r Zar.t ) -ievi(r.)]
SR L B T Ploeg'ty *Hy-97 7 3
' m
. IRj+1/2(I—E rjrj__,l). (A.9)

Usando o resultado (A.8), podemcs escrever O propaga

dor (A.1) como

1 (22j+1)P£j(COS Bj) x

=
H—
fn
—~

|
g
g =
~3
"‘—‘—\
[
o
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N-1

R r. ) 1 (r.® sen 6, dr. 46.d¢.) . A.10

x g (ra j-1 ( j 8 y dry db, ¢j) { )
] J=

A integracao da parte angular pode ser feita facilmente, desde

que facamos a expansao de PQ (cos(ej))em termos dos harmonicos es

féricos

n, n.*

(05 ¥ (05 05) (AT

)
411 z
= 5 Jr ]

PQ.(COS @j): T22.31) n.

. -1
3 J J J J

Neste caso, teremos para a parte angular da integracao que

T {(22.+1) (x+—=) z M (6.,9.)Y (0. ,+0. )}
§=1 i Zﬁj+1 =2, Ej 3779 Qj J-1 j-1
J J
N-1
1 sen 8. 4db. d¢.) A.12
. {sen j 5 ¢j ' { )
:]_.
lembrando ainda a relacao de ortogonalidade para os harmonicos
esféricos,
v (6, 4) Y2, (6,0)sen 0d8Ad = 6,,.0 (A.13)
g gr tVr®ISe = %22 °nn’ :

obtemos © seguinte

N N=1 .
1 22.+M)P C ©.) I en 6.d6.do. =
JJ . { J+ ) Q.( os 0 ! {sen 5985 ])

I 5, T Y?*(e",q;")yi(e',q)'). (A.14)
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Desta forma, podemos concluir gue o propagador pode ter suas par

tes radial e angular, separadas para um dado momentum angular &,

ou seja,

. s 2
Ki{r",r'; 1) )

> n [ n* 1" n n
i Ko ltr®pr'm) Yy (8", 9") ¥, (8,¢), (A.15)

2=0 n=-2

sendo que o propagador radial da onda % se escreve como

" - _ lim N
Kg(r , 1) = N0 (4m) AN J ;

o=
2

{Rl(rj'rj—1)} E

(r®,dr.).
1 J ] )

(A.16)

Este Qltimo propagador deve ser calculado de acordo com o poten-
cial escolhido. © fator de normalizagao, gue escolhemos para tor

nar unitario o propagador total (A.15) &

3N/2
AN = (EFYE) . (a.17)
- EXEMPLOS:
i - QOscilador HarmoOnico:

Neste caso, © potencial V(r) sera tal que teremos co

mo lagrangeana
L= 5 m(E - wir?). (A.18)

Consequentemente, a acac num intervalo de tempo ¢ sera

_ B (2 2 - 3. - L € mw? Il .19
S(rj,rj_1)_ 2E(rj + rj_1) cos © € mw’ Xy, (A.19)

3731 j 2
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de mode gue RR(r.,r. ) se escreve como

17731
R, ( )—[——EEE———]1/2ex [im(r2+r2 = 1 iemw?* r21I (r.r )
[ R PO L PET ISP Plaegtryty 477 2 30t g+1/2 1er 351"
{(An.20)
se definirmos os parametros:
_ - LIS S
B = - e o = B{(1 5 Wie ), (A.21)
podemos reescrever Rl(rj’rj—T) como
. 1/2 , .
= _ﬂ___. 1_6 22 2 }_@ 2 o
Ri(rj’rj—1)_[28rjrj_1] exP[2 (1—e?w )rj+ 5 rj_1}I£+1/2( 1Brjrj_1),
(A.22)
mas
3N
. 2 N N-1
" [ _ lim N B . 2 _
Ko lr",etit) = Ly Un) 5 m) J J Rl {Rz(rj,r._1) N (r*dr) =
J=1 3=1
_ t 1] _1/2 llm 4 N _J;§ 52 n2 L 2 2 2
={r' r") N+m( iR) exp{2 (rfiz+r"2y)1|... exp{la(r1+r2+...+rN_1}}.
N-1
Ig+1/2(-18r0r1)...Ii+1/2(—1BrN_1rN)j£1(rdr). (R.23)
Utilizando a integral [13]
: R , . _ i i(a?+b?) _iab
jexp(lar )Iv(—lar}lv(—lbr)rdr_ 5% exp|[- 15 ]Iv( Tﬁf)'
o - (A,24)

gue € valida se Rg{V)> -1 e Rgla)> 0. Com este resultado, pode-

mos calcular as N integrais do propagador radial, e obtemos
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N-1
. 2 2 2 . : _
Jexp[1a(r1+r2+..+rN_1}}IR+1/2(—1BrOr1}...IE+1/2(—1BIN_1rN)jE1(rdr)_
N-1 i . N-1 B.2 32
- 1 I ' nz 2 i
- .H (2a.}exP{ ilx .Z ia, * T 4o 1 IR+1/2( lBNrorN)’
321 :] j=1 J N

(A.25)

sendo que oy e Bj sao coeficientes obtidos pela resolucgao das e-

quacdes algébricas abaixo:

2

a, = o . aj+1 =0 - ;l. , para j z 1,
3]
(A, 26)
]
B .

B, = B , B. :BH'—‘—rpara]Z1;

1 J+1 k=1 2ak

e o propagador radial sera dado por

-1/2 1lim a exp(ifNr'2

Kg(r , TPyt ==i(r'r") Now 2N

s 1n2 . ¥ "

+igr"f )T, o (-lagr's ) .
(A.27)

para resolver totalmente o problema, precisamos ainda determinar

os fatores ay’ fN e gyr que podem ser expressos COmo:

N-1 B
a = _RP
N =T oL (A.28a)
J=1 J
: | N=1 sz
fn=28-3 .1 oo (8. 28b)
J=1 J
2
9y = % B - % & (A.28c)
N
Para determinarmos estes fatores, vamos definir Aj como 2aj/B e

chamar de A, o produto dos A51, ou seja



Neste caso teremos que

ay = Bhyoy

] N1
£g = > B0 - j£1 A
gy = 5 801 = A/,

76—

(A.29)

(A.30a)

(A.30Db)

(A.30cC)

Vamos agora calcular a expressao destes fatores no

limite do continuo (N»«).

X, = E { 1)j (k+j+
L 23+1

pode~se mostrar também que

o= XXy o

satisfaz a relacao

Para isso consideremos a Série

1) n2]+1

para isto basta aplicar (A.33) em (A.32); esta expressao

de com a equacao (A.26) se

rPartindo de {A.33) & facil

(A.31}

(A.32)

(A.33)

(A.34)

coinci

fizermos a substituicao Aj = 2aj/B

concluir que
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Ay = x1/xk . (A.35)
onde n € igual a we.

Sendo N e n tais que o produto Nn permaneca finito,
qualgquer que seja o valor de N. Entao X1 tende a ser (kn}) quan
do N tende a infinito. Para chegarmos a essa conclusao, podemos

comparar a soma dos n primeiros termos de Xk 17

k+ 3
23+1

275 +1

T = ) n ! (A.36}

n<k
n L

(-1)9 ¢

j=o

com a dos termos da série de sen(kn),

n<k . 23 +1
- 3 (kn) —
Sn - .Z (-1) (2j+1)! r (A-37}
J=0
ou seja,
|7 _-s_| < (n(n+1)n/k]sen(kn), (A.38)

de modo que podemos ver gue realmente Xk_1+-sen(kn) gquando N-e |

Com isso, pode-se mostrar que

ay Bn cosec (NN},

(a.39)
;
fu * 3 Bn cotg(Nn).
Podemos mostrar também que Ak Ak-1 converge uniformemente para
n? cosec [(k+1)nlcosec(kn) no mesmo limite. Por conseguinte, po
demos escrever
lim N3l -1 "
Novoo -Z (A Ak—T} = n J cosec? (x}dx, (A.40)

o
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e determinar o valor limite de In guando N-», ou seja,
1
gy * 3 Bn cotg (Nn) . (A.41)

Lembrando gque Bn = mw e Nn = w1, temos finalmente os parametros 1i

mites sendo dados por:

2y T oW cosec{wT), (A.42a)
fN_*% mw cotg (wt), {A.42Db)
gN—>% mw cotg{wTt). {(rA.42c)

Agora, podemos escrever a expressao final do propaga

dor radial:

~imw

Kz(r",r';T) = cosec (wT) .

Yr'r

. exp{-—i—%E COtg(WT)(r'+r"2)}IR+1/2[—imwr'r“cosec(WT)].

(A.43)
Como casos particulares temos o oscilador bidimensional
n "o, 1 T . - _ mw
Kr",¢"ix',¢"it) = 2711 sen(wTt)
exp {—uimﬂ~——[(r'2+r"’)cos(WT)—2r'r"cos(¢“—¢’)]} (A.44)
2sen(wt) .

e o oscilador unidimensional

1/2
)

mw

K(r",r';1) (2ﬂi sen(wt)

+r"? Ycotg (wT)~ 2r'r" cosec(wilmw] |, (A.45)
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gue no limite em que w tende a zero, recai na expressaoc do propa

gador de uma particula livre num espa¢o unidimensional,

1/2

o) exP{é—T (r—'r")z} . (A.46)

" |
Ko(r P 2mit

(

i1 - Demonstrag¢ao do propagador (3.10):

Da equacao (3.9), podemos ver gue se pode escrever o

propagador em guestac como:

+00

K(r",T';t) = JKO(‘%",?',t)do, (A.47)

sendo que Ka{r",r';t) gsera escrito como (note-se gue tr # 1 nesta

segao)

t t
KU(§",?',t) - J §[o- J gdr + wtlexp { £ J Ldt } D[T{(t)].  (A.48)
(o] O

Usando agora, a conhecida expressaoc

oo

S(u) = o J exp (iAu)dr , (B.49)

-0
& facil ver que podemos escrever

t + t
8o - [ pdr + wt] i} [ explii{c J @dT + wt)lda {(A.50)
J

Q O

com isso a expressao do propagador (A.48) ficara sendo
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exp { g 5 [r' + ' (J-02)+(f - A)h&]}]elx(¢+Wt), (A.51)
ou seja, podemos reescreve-lo como
.|_oc)
Ko(f",?';t)zexp(_ifwt) I KA(?",;';t)exp{il(¢+wt)]dl , (A.52)

-— 0

COm

t
KA(;",;‘;t)z é% J DT (t)]expli J [%%(;2—92r2)+(f—K)¢de}, (A.53)
Q

que, escrito em termos do tempo partilhado fica:

Su 3y I
K}\(I‘ s I g )=‘2"1-_'r* .
J=1
y (r§+r§ 1) y . . N-1
exp i _—t s - Er.r. cos(AYP. )=-2"AYp.+ B> o2} 1 (dr.),
P ilzg = = TiT5 1 (B9]) Vit G 97T j:1( 5)
(Aa.54)
A' = & — f. Podemos ainda reescrevée-la de uma forma mais conveni

ente, ou seja,

. N
Tn T, _ > 1 3 i 2 2 HE 2 .2
Kl(r ,r';t)= 57 J D[r(t)]exp-[h j£1 [2€ (rj+rj_1)+ 5 0 rj +
U Ahe A'ihie
- E r.r. ,cos(Ay, - ) - 1} . {A.55)
g 3 -1 j urjrj_1 Zprjrj_1

Pode-se verificar a igualdade (quando e€»0) entre (A.55) e (A.54),

bastando para isso que se expanda os senos e cossenos de (A.55},
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pegando até o termo de segunda ordem em )\'he/urjrj_1 para © COSs-
seno e até o de primeira ordem para o seno. Observando-se gue
Zj = iurjrj_1/e torna-se muito grande no limite em gue e tende a
zero, torna-se Interessante usar a‘relagéo assintotica com a fun
cao de Bessel modificada Iv(z) para |21 grande e |arg(z)|<ﬂ/2:

i3 Xk + im.8

z -t v I e Inoan, 250 - (A.56)
J J 7

exp {Zj cos[@ +
Lembrando ainda da relacao de ortogonalidade

2T
J exP{i(mj - mj_1)w}dw = 27T 6
o}

m,m., ’ (8.57)
J73-1
podemos ver que o propagador tera a forma
K > +'-t) _ 1 + ) . |) > >, 5
Wrmertit) = 5o m{_m expim (Y =y')1Q ,\ (X", T'it), (A.58)
sendo que Q (f",?';t) pocde ser exXpresso Como
m+A-f
0 @, Ee = M0 en ™ (e 1o
m+)\—j ! ’ T Now A.NE P jJ_1
iy y N-1
2 2 2 2 2 r‘
(exp {Fpelcyery )= @03 I ¢ bpe rjrj‘1))j;1(rjdrj) .
{(8.59)

Fazendo agora a troca da variavel X por Ai-m+f, e usande (A.52),

encontramos,

+ 0

K (;",_I')";t)= z eim(w"-—w'—o—wt) Jr el[O()\"'f)-F)\Wt)]Q)\ (_r}‘“,_f";t)dk.

—_ 00

(r.60)
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Usando ainda a formula de soma de Poisson

+ o0 5 400
Z etV E S{v + 21n)
M= - n=-—
obteremos
- -> e -
Ko(r”,r';t)= Z §{p"-y'- 0~ wt + 27n] .
n=—
+OO
-+ -+
.Jexp{i[¢(l+f)-kwt]} QA(r",r’;t)dk . (A.62)

-0

Lembrando que o propagador total €& dado por (A.47), vem que

3 1m T +& s

K(;n'—fl ;t): elf (11—’ —w —Wt) z e2'ﬂlnf
n=—«

4+

>
-Jexp{ik(w"—¢'+ 2ﬂn)QA(r",r';t}dA ’ (A.63)
com QA(;",;';t) tendo como fator de normalizacao AN{t)=(p/2ﬂ‘1'ﬁ€)N
&, como vimos no item anterior, o propagador para o oscilador har

monico (A.44). Aproveitando este resultado, obteremos

>, _ uQ
(573% senot) ! ©

if (0"-06 )exp{%%? (r'2+r"*)cotg(Qt)} .

oo

¥ 2minf Qr'r"
7 e J exp{i) (p"-y'+2nm) } Ilkl( K 2 Ydax

i sen({it)
(A.64)

Para chegarmos a equacao (3.10), vamos utilizar mais uma vez a

formula de soma de Poisson (A.61) com v = - 21{x + £f),
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T T, - UQ if(@"—@') iuf 12 "2
K(r",r';t) = [2ﬂihsen(ﬂt)]e exp{?ﬁf (r'?+r"?)cotg (Qt)}
. " 1 M —-inv U r'r"
exp{ir (y"-yp')} (] e )Im (=% ser (D)) ar , (A.65)
NN==x
e finalmente, com uso da eguacao {(A.61), chegamos a exXpressao
procurada para o propagador:
""u "'). - _ uQ —ifwt iug "
K(r",r';t) = [ ST sen(Qt)] e eXP{TﬁT (r'2+r"?) cotg (Qt)} -
+ co 1 "
[ explim(@"-6'+wt) )Ty, o) (iﬁ“gei(gt)) : (A.66)

m=—
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