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RESUNO

Sac demonstrades trés lemas, onde o© potencial de
Lanczos & relacionado algebricamente com as guantidades

cinemAticas obtidas de um campo de observadores definido sobre

uma variedade Riemanniana quadridimensional. As condigdes
necessarias & validade dos lemas s3o0 exibidas. Tamb&m =30
apresentados exemplos dos casgof expostlos nos lemas, onde o

potencial de Lanczos & calculado explicitamente para algumas

geometrias.
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INTRODUGAO

Em 1962 Lanczosll) mostrou gue em um espago Riemanniano
de guatro dimensdes, o tensor de Weyl (obtido ao sgeparar-se o
tensor de curvatura em uma parte dependente do tensor de Ricei, o
trago do tensor de Riemann, € oulra, precisamente o tensor de
Weyl, cujos tragos s3do nulos), podia ser derivado de um outro
tensor, de ordem 3, o© chamado potencial de Lanczos. A exiszténcia
deste potencial para uma geometria Riemanniana guadridimensional
qualguer foi demonstrada formalmente por Bampi e Caviglia sGmente
em 1983[2],
Uma das caracteristicas do tensor de ILanczos & gue, por
ser um potencial para o tensor de Weyl, a sua relagdao com o
tensor métrico do espago-tempo & ndo local, devendo ser expressa
em termos de integrais. A falta de relagdes envolvendo
diretamente o potencial de Lanczos com outras guantidades
geométricag, & um dos Tfatores gue contribuiu Ppara O pouco
interesse despertado pelo seu estudo atéd o comego da d&cada de
80.
Neste trabalho obtemos, para certas classes de
métricas, relag¢des alg&bricas entre o potencial e 0s parametiros

cinematicos ligados a um campo de obhservadores arhitrario,



definido =obre a wvariedade, eliminando desta forma, a necessidade
de se integrar equagdes diferenciais. Assim, alZm de permitir a
obtengdo da forma explicita para o tensor de Lanczos nesses
casos, estes resultados dao ensejo a uma possivel interpretagio
fisica para este potencial.

E conveniente ressaltar gque as relagdes obtidas sao de
carater geral, puramente geomé&tricas, nN3o nos restringindo a
assumir como hipdtese nenhuma equagdo dinamica, ligada a uma
particular teoria fisica satisfeita pela métrica.No entanto
veremos a hecessidade de impor certas condigdes, também puramente
geamélricas, para dque aguelas relagdes sejam wvalidas Ademais, o©
campo de observadores nioc tem, necessariamente, gualquer relag3o
com um eventual conteddo material, podendo mesmo ser definido em
espagosg vazios,

0 +trabalho procura s=er auto-suficiente, apresentando de
forma completa a notagdo utilizada, bem como algumas relagdes que
tem sido pouco empregadas at® aqui, e Jgue no entanto, =3io
essenciails em nosso trabalho (referir-se a I[71 ou [8] para as
demonstragdes?. 0s resultados s3do enunciados c¢omo Lemas, €
demonstrados.

Nao primeiro capituico apreéentamos as notagdes e
convengdes utilizadas na tese; & feita a separagio do tensor
métrico induzida pelo campo de observadores, s#oc definidos os

parametros cinematicos, e exibidas as eguagdes, dinamicas e de



vinculo, gue eles devem satisfazert71-012])

No capitulo 1I, o petencial e o d{formalismo utilizado
por Lanczos para a sua dedugdo, suas propriedades, e a forma do
potencial para a aproximagaoc de campos fraces sac resumidostil
£61, També&m neste capitulo s3oc apresentadas as relagdes entre o
tensor de Lanczos e o0s parametros cinematicos, formalizadas nos
Lemas gque se seguem!®] bem «como algumas definigdes e
esclarecimentes necessarios as demonstragdes,

Nos capitulos 3, 4, e 5 sadc enunciades e demonstrados

os Lemas. Exibimes a seguir alguns exemplos de potenciais de
Lanczos para solugdes das eguagdes de Einstein, dentre as
mé&tricas mais conhecidas e estudadas. Izsto nos assegura gque,

embora nossos Lemas naoc sejam completamente gerais, as restrigdes
impostags pelas hipSteses feitas nac diminui 0 interesse dos
resultados.

Finalmente, apresentamos as conclusdes e as

perspectivas futuras do trabalho.



caPiTULO 1

NOTACAO E ALGUMAS RELAGOES UTEIS

Nesta tese trabalharemos em espagos~tempo pseudo-
Riemannianos, cuja métrica terd uma assinatura: ( + - - - )
Utilizaremos a representagdo de sistema de coordenadas, sendo dque
os indices Fregos (e,B,etc.) variam de O a 3 e 0s latinos
(i,J,etc.) de 1 a 3.

A antissimetrizagiao de wum tensor serd representada por:

Arpvl = Apy — Ay (1.4)
Enguanto gque a simetrizagio, & dada por:

A derivada covariante sgerad denctada por um ponto-e-
virgula (:).
0 tensor completamente antissimétrico & definido, em

relagidc aoc s&imbele de levi-Civita, da forma:



T]aﬁi-kv = J—g&aﬁpv (13)

Sendo g o determinante da métrica.
Temos algumas propriedades satisfeitas por MNgpuy: @

saber:

MapyeMPVPY = -sfgg (1.4a)
Nep aa™Vr9 = 288K (1.4Db)
NapreMPro = -6sp (1.4¢)
NeproM® PP = -24 (1.4d)

¢ dual de wum tensor, denotadoc por uma estréla: =, &

definido COMMOo:
*
F]J-V = }.'np.vmﬁFap (1.5}
2

Quando o tensor tiver mais do gue dois indices e o=
duais em relacgao a diferentes indices forem diferentes,
indicaremocs o0& 1indices concernentes colocando a estréla sobre
cles.

¢ tensor de Riemann & escrito em fung3o das conexBes do

seguinte modo:

Ry = T v — T8y, p + TEUIGy - TETE (1.6



E o tensor de Ricci & a contragdo de o e p acima:

Ry = Tha, v = Thu,a * TRuldy -~ TS (1.7)
Neste espago—-tempo podemos definir u n campo de
observadores Vg, nhormalizado, de modo gue, em cada ponto da

variedade, o tensor métrico pode ser separado em uma parte

ortogonal e uma parte paralela a Vg

Euy = h}-W + VHVV (1.8)
Com:
hwu\,r}-’» = O (1.9

O tensor hpv & um tensor de projegac, que em cada ponto
do espago-tempo, projeta um velor perlencente aoc espaco tangente
neste ponte no espago vetorial ortogonal ao vetor V. £ facil
he = h, isto &, a projegdae do projetor £ ligual a

verificar gque

ele préoprio:

haﬁhﬁv = (Eqp ~ Vavﬁ)(gﬁv = VBVY = gqy ~VoVy = bhgy
(1.10)



Este tensor & tamb&m a métrica da hipersuperficie tipo
espacial tri-dimensional ortogonal ao canmpo VM. Sendo o elemento
de distancia ds escrito como uma soma de uma distancia espacial

dada por d12 = h,,dxPax¥ com o intervalo de tempo V,dxM
ds2 = gppdxMax¥ = 4l + (Vdx)e (1.11)

Note-se gque isto & wvalido apenas localmente, uma vez
gue em geral a hipersuperficie dada pelo campo VH s& pode ser
definida em wuma certa vizinhanga da variedade.

Um ponto sobre um obgjeto geométiricao representa a

derivada na diregao de Vp. Se G & um objeto geom&Elrico gualquer,

entao:

[y
I

G;UVU (1.12)

O tensor de Weyl, obtido a partir do tensor de Riemann

ao subtrairmos os tragos, & definido por:

Woappv = Reppy tRep€py * Rpvap — RevEpp *

i
2

- Rppgqud + 1REupnv (1.13)
6



Wappy Pode ser separado, pelo campo V em suas partes

}J-l

"elBtrica” (Ep.v) e "magnética® (Hp.v)

Tt = ~W yoyp (1.15)

v pavp

*
H = -W

v vayPp (1.16)

Mo VB

Note gue para o tensor de Weyl, o dual em relagdo aos
dois primeiros ou aos dois wltimos indices €& indiferente. Isto se
deve as simetrias de Wgg,, (as mesmas do tensor de Riemann) e ao
fato de o0s seus tragos serem nulos.

s tenseres E e Hpv pertencem A& hipersuperficie tipo

TRY

espago dada pelo projetor hy,y, obedecendo As propriedades:

E VP = O (1.17a)
E,v = Eyp (1.17b)
EMM = 0 (1.317c)H
H;,w‘f“ = O (1.18a)
H,, = Hyp, (1.18Db)
HF"M = 0O (1.18¢)



Um tensor Bp.v de ordem c, arbitrario, pode ser
projetado paralelamente e ortogonalmente a vH de modo a ser

escrito em termos de sua componentes irredutiveis:

P = By, VHVY (1.19a)
Qe = Bp.vhp'ocvv (1.19b)
dg = ByVHnYg (1.19¢)
p = B,htY (1.19d)
Tep = prhpahvﬁ %ph0513 (1.19e)
Dependendo das propriedades de simetria ou

ortogonalidade em relagdo a VvH gue o tensor Bp_v tenha, uma ou
mais destas gquantidades poderdo ser nulas, ou dependentes umas
das outras.

Os parametros cinematicos gue descrevem o comportamento
do fluido composts pelos observadores com velocidade Vw s3ao0 as
partes irredutiveis da derivada covariante do campo de
observadores (Vp,;v)- A aceleracgic com relagdo ao estado de gqueda
livre E:

*

Ay = Vq = Vg oV° {(1.20)

Os parmetros cinemé&ticos de cisalhamento, ou "shear"

(d}-LV)' rotagdo (w,_“,), e expansio (&) sdo obtidos por sua vez, ao



projetarmos VWV segundo h

PV Py
Qup = heMPhgVV.y = hg¥Vi .y (1.21)
e = Q% (1.22)
das = 1Qrqp) ~ 18hug (1.23)
2 3
Wap = %Q[G_ﬁ} (1.24)

Podemos reobter Va;s‘

vt u ¢ @hpy {1.25)

Estas gquantidades cbedecem as propriedades de

ortogonalidade:

A“vi-'- = O (1.26)
;_,_,p_vvpv = O (1.27)
c}WVP" = O {1.28)

Podemos ainda definir um vetor de rotagio:

WY = AmEPPVo v, (1.29)

S
2
Onde temos as relagdes:

10



cisalhamento

equagdes

dinadmicas

mP‘JM = O (1.30a)

Wy = ﬂpvpo@pvd {(1.30c)

Temos ainda:

:.op‘emev = ‘l‘-ﬂahp.v - W,y (1.31)
2

Onde w° & dado por:

we = W, = -2wbw, (1.32)

Do mesmo modao, 0s guadradocs da aceleragdo e do

s30 definidos pelas eXpressdes:

P

AR = AN'AM {1.33)

o€ = oMo, (1.34)

Os parametiros cineméaticos acima obedecem a trés

dinamicas e a trés eguagdes de vinculo. As edquagdes

s3ao:

11



6 + 82 + of - W€ - AM = R, VPV (equagao de
3

evolugdo de o, ou equagido de Raychaudhuri) £1.35)

ho hpVa, + %haﬁ{%wa ~ o2 e AR v AGAg 4

AhgPhgVA .y + 28045 + 0g Mg - ©aLe = RgepyVeVY +
2 3
= 3R,,yVPVVh, g (equagido de evolugioc de o) (1.36)
3
hePhgVo,, - %ha“hﬁVAH;v r 20Wyg + T Mg+
- UBHOHQ = QO (equagdo de evolugido de w) 1.37)
As equagdes de vinculo s3o:
26 hMy = hPy(o% + %), - A% (o) + ©pg) =
3
= R,oVHhe, (1.38)
wh. ) o+ 20%A, = O (1.39)
%heiihuu)“eﬁpvvviwaﬁ Y Yapdie T AGep = THyp
(1.40)

como

para

Nos capitulos 3, 4, e 5 & calculado explicitamente,

exemplo dos lemas gque demonstraremos, o potencial de Lanczos

metricas dgue 3230 solugdes das eguagdes de Einstein:

iz



i1l
e
1

v py ~ IRgy = “kRTpy - ABLy (1.415
2

Onde A & a c¢onstante cosmolbgica, e Tp.v o tensor

momento-energia, gue també&m pode ser separado em suas partes

irredutiveis segundoc (1.19). Note gue, por ser gimétrico, temos

g = C_Ia, o c¢hamado fluxo de calor. Os outros termos s3o a

densidade de energia (p), a pressidc isotrdpica (p), & a pressao

anisotropica ('rrp‘v).

Usando as equagdes de TEinstein e a separagdo de T’_W, as

equagdes (1.36) e (1.38) s3do re-escritas como:

o c _ c A
haphpvdpv + %haﬁ{%m o + A ;A} + Aahﬁ +

- ihaphﬁvﬁp;v + 2894 * O'otpuo'p'ﬁ T Wb = Rmeﬁvvevv *
c 3

- v - -
iR VMV ho g = -E T

v
3

"y (1.42)

%E‘,p.h“‘;\ - hﬁk(oﬂﬁ + mdﬁ);a - A%(Ty 4 + Wiag)l = ~dy

(1.43)



cariTULC 1I

O POTENCIAL DE LANCZOS

O potencial para ¢ tensor de Weyl foi introduzido por
Lanczos em um artigo de 1962811 a partir de um principio
variacional em que este potencial surgia como um momento
canonicamente conjugado ao dupleo dual do tensor de Riemann
(Ro¥s iy
A id2ia de Lanczos consistia em wvariar uma lagrangiana,
gue fosse fung3do tante da metrica guanto de R‘fﬁ}"*", somada aos
multiplicadores de Lagrange associados &s variaveis canoénicas (os

momentos canonicamente conjugados ] de modo a obter a

lagrangiana:

* *
£ = xg(RCX,B}»‘-V’ g(l’.ﬁ) + LaﬁpRccﬁ}l-V;v + Pocp'v(r%.v _ {ﬁv})
+ PV (R, - F(I)) (2.1)

Onde Luﬁp obedece As seguintes relagdes de simetria:

Lagp © Lpap (2.2a)

Lopp * Yppo * Lpap = © (2.2b)

14



conexoses:

prﬁa

E F(Fﬁv) & a expressio do tensor de Ricci em fungac da
_ X -

F(riy) = Chyv,v = Thy, » + TSulSy - Fﬁvréx = Ry

(2.3)

* *

A wvariagio de £ em relagio a R¥PHVY nos da a eguagao:
[3£/aRPIVY = Tlgp.y *+ Quu€py - 9€apfpy’d (2.4
Onde QQH e g sao dados por:

A€ (2.5a)

-
o)
3
1"
I's)
8
T
+

Q“p = 0O (2.5b)
E o8 colchetes [ 1 indicam a operagado de simetrizagdo:

IBypuyvd = L(Byppy + Buvap * Bpavp * Bvppa ~ Bpapy
c
Bapvp ~ Bypap? (2.6)

*
Lanczos a seguir toma c¢omo a lagranglana £(R“5Pﬁﬂgaﬁ)

um dos invariantes topolégicos da m#&trica, ou seja, um escalar,

construido

a partir do tensor de curvatura, cuja agido €& uma



integral de superficie, de modo gue a variagao desta agao,
mantendo fixos o0s extremos, se anula. A3 eguagdes de TEuler-
lagrange sio, ent3o, identidades. ¢ invariante usado por Lanczos

&:

* %
£ = R ReB LYV {(2.7)

appy

Realizando entao a variagao na equagio (2.7 e

substituindoe em (2.4) temos:
Rappv = Ilopp;v + Quupy ~ 9€ap€pyld (2.8)
Contraindo o« e g temos:
Ryp = Logp * Lpg + 2Qeu — 649€gpn {2.9)
Onde L,,, € dado por:
Lop = Lo%ho - Latasp (2.10)
Tomando o trago obtemos:

R = 244q (2.11)

16



Substituindo estas relagdées para g e Q na equagao

@ p

(e2.8), obilemos finalmente:

Wappv = Elappv - %(Lau * Lpgdepyd + %Lgkd;kgaﬁpv
(2.12)

Equagdo gque nos da o] tensor de Weyl como uma
simetrizagido da derivada do potencial de Lanczos (Laﬁp.)-

Como Lanczos tamb&m 1risou, © ne de eguagées dado por
(2.12) (10 equagdes) nioc & suficiente para determinar

completamente as 20 componentes de L gque, visto como um

@B
potencial para o tensor de Weyl, tem 10 componentes a serem
deterniinadas arbitrariamente. Pode-se mostrar faciimente gque o
trago do potencial de Lanczos nao participa na determinagio do

tensor de Weyl seglundo (2.12). Suponha a seguinte transformagio

do tensor de Lanczos:

Lapp = Lapp * Ma€pp - Mp€ay (2.13)

Tomando o trago desta equagio:

L, =Ly +3M, (2.14)

Onde:

17



Ly = LaP'p. (2.15)

Logo:

(Lo ~ Lo (2.16)
De modo gque a transformagido (2.13) permite modificar

arbitrariamente o trago do tensor de Lanczos. Basta ent3do mostrar

gque o tensor de Weyl calculade a partir de faﬂp‘ & igual aco

calculado de Lam).:

Lapp;v = Lappsv * Ma;v€pp ~ Mpiv€apn (2.17a)
Top = Lap —2Mg:p — M9 o8 (2.170)
L% h = L%, h - 6M7. 5 (2.17c)

Woappy = Wappy v [Ma;vepn — Mpiv€ap — (Beyjay -+

B, ofard €ppd — M7 ofappy = Wappy (2.17d)

Temos entido o gue chamaremos de "Liberdades de Gauge"
para o tensor Lggay,.

As seis componenies restantes estdoco relacionadas com a
divergéncia do peotencial de Lanczos (constituindeo a chamada

"sauge da divergéncia"}n

18



Dap = Lep7; o (2.18)

N3ic & possivel a determinagadao da transformag3o desta
gauge localmente, uma vez gque a equagio (2.18) ndo & algébrica,
mas diferencial. Para demaonstrar que as gquantidades Dap
constituem realmente graus de liberdade extras, & preciso mostrar
a compatibilidade das egquagdes (2.18) e (2.12), para gualquer
tensor antissimétrico Dgg. Esta demonstiragdo est&d feita na
referéncia £e2l.

Para dgque o potencial ficasse completamente determinadog,
LLanczos escolheu condig@es de gauge dque anulam o trago e a

divergéncia de chﬁp. (a "gauge de Lanczos™):

Ly = O = Dy (2.19)

Obtendo ent3dc 20 equagdes para as 20 compenentes
independentes de Luﬁp“

Uma prova mais rigorosa da existéncia de um potencial
Luﬁp, para um tensor gualquer, possuinde as mesmas simeirias do
tensor de Weyl (incluindo a auséncia de 1irago) foi apresentada
por Bampi e Cavigliata]. Neste mesmo artigo, os autores
demonstram gue tamb&m o tensor de Riemann, em certos casos

particulares, pode ser derivado de um tensor de 32 ordem (usando,

ocbviamente, uUma outra expressio). Como, no moments estamos

19



interessados apenas no resuliado de Lanczos, nao Nnos

preccuparemos com este outro potencial.

APROXIMACAC DE CAMPOS FRACOS

No mesmo artigo,ja mencionadcx[“, Lanczos calculaou
explicitamente Lgg, Para a aproximagido de campos gravitacioenails

fracos, c¢btendo o resultado:

Lagp ~ i, p ~ Ppp, o ~ %{Q.ﬁéa}’« * (P.Otéﬁ}-’d:'}

4
{(2.20)
Onde o tensor mé&trico & dado por:
g}_],y:“}_Lv*'(P;_Ly {2.21)
Com a condigidc de gauge sobre P
(P(I}J‘, no- !__q}, o = O (2.22)
’ =4
E ¢ dado por:
@zt {2.232)

20



Observe gue o potlencial de Lanczos dado por (2.20) Ja

estd na gauge alg&brica de Lanczos:

iwdp,p - QP’Q'} = O (2.24)

|+

le

POTENCIAL DFE LANCZOS RELACIONADO COM UM CAMPO DE OBSERVADORES

Cs lemas que s=serdo demonstrados nos trés proximos
capitulos TfTornecem um procedimento para a obteng3o do tensor de
L.anczos em certas classes de espagos—-iempo.

Ao contrario do mé&todo direto para a obteng3do do
potencial, ncoc gqual & ne¢ess&rio resolver um sistema de equagdes
diferenciais dado por (2.12), este nosso procedimento relaciona
Lopp algebricamente com as gquantidades obtidas ao derivarmos um
campo Vp._, unitario, definidas no capitulo 1.

Na relagqaoco gue demonstramog eXxistir entre o polencial
de Lanczos e o8 paramelros cinematlicos definidos em (1.207,

(1.22), (1.23) e (1.24), devemog levar em conta gue Laﬁp_ & um

ocbjeto geomé&lrico de dimensdo do 1inverso do comprimento, uma vez

21



que a sua derivada tem dgue ter a mesma dimensao do tensor de
Weyl. Esta consideragdo elimina termecs gquadratices nos parametros

cinemAticos, na expressaoc de L uma vez gue tratande-se de uma

Py
questdo puramente gecométrica, nio temos constantes dimensionais
disponivels.

Assim, levando-se em conta as simetrias do potencial, e

limitando-nos aos tensores: A,, o4y, ,y, e ainda V, e hy,y,

segue-se que a expressao geral mals simples deve ser dada por:

Lapp = KifheVpVy = AgVpVid + Koo Vg = oppVed -

+ k3{w(x,ﬁvp. + _j;(mupvﬁ - mﬁp‘\la)} (2.25)
2

Poderiamos acrescentar ainda os termos:

Agpp = KafAghg, — Apghg 3 (2.26)
e
Bupu = K58iVgyhpg,, - Vghy,,3 (2.27)

Onde kq, kp, etc. s3ae constantes.
No entantoe uma simples transformagio de pgauge dada pela
equlagio (2.13), pede eliminar estes termos, apenas alterando o

valor da constante k4, ne caso (2.26). Como a forma {(2.25} & a

cc



mais simples, ttrabalharemos com ela.

Examinaremos a validade da equagao (2.25) nos casos em
giue apenas uma das constantes €& nao nula, estabelecendo as
hipbleses em que cada Lema & aplicavel. Uma das hipbOleses & comum
a todos eles: o tensor de Ricel do espago-tempo em questdo deve

satisfazer a:
nePhgVRyy - IR,,NPYhgg = O {2.28)
3

Esta condigdo, apesar d4de puramente geométrica, pode ser
traduzida, no contexto das equagdes de Einstein, como a 1imposigaa
de gque a pressdo anisolropica se anule, nado excluindo portante, a
maioria dos casos mails conhecidos e estudados.

A importancia da hipOtese (2.28) proveém do fato de que
0o tensor de Weyl, gquando expresseo em fungdo dos parametros
cinemé&ticaos, depende explicitamente de Trp,v {(ou antes, de
hu“hﬁvav - (1/3)vah¥wha§3), Por outro lado, se gquisermos gque o
tensor de Lanczos seja fTungadoco apenas destes parametros, chﬁp,v nao
pode exibir esta dependéncia, implicandce em (2.28).

A equag3o (1.42) due expressa a Pparte eld&trica do
ternnsor de Weyl como uma combinagioco dos parametros cinematicos

toma a forma:

23



hePhpVoy + %hag{%we - o+ Al 3 v ALAg

- AngMPngVa ., ¢ 2eogp + oy otp - wewp = ~Egp (2.29)
2 3

Ja a eguagiao gque fornece a parte magnética niaoc &
alterada pela hipdtese (2.28).

Assim, de agora em diante, guando estivermos tratando
de um espago~-tempo, estaréa implicito gue se trata de uma
variedade Riemanniana onde a equagao (2.29) deve ser satisfeita.

Nas demonstiragses dos Lemas iremos diferenciar as
guantidades, como ¢ tensor de Weyl e suas Pprojegdes, calculadas
pela f6rmula (2.12) das obtidas diretamente da curvatura do
espago-tempo por uma barra: Os tensores barrados serdo 08
calculados utilizando-se o potencial de Lanczos.

A egquagdo de Lanczos (2.i2), sera dividida em parties

para facilitar o c¢alculo de wu.;spw a saber:

WCCf’}J'V = Sappy * chf.tp-v * %Lg'\g; MEappv (2. 30
Onde:
Sappv = Lappiv ~ Lapvip * Luvay;p = Lpvpia (2.31)
Tappy = %{(Lav * Lyglegp + (Lpp + Lygi€av *

(2.32)

(Lqp. + ijgﬁv - (Lﬁv + Lvﬁ;)gu}_).}
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Os potenciaigs de Lanczos dque eXibimosg como exemplos dos
Lemas foram calculados em c¢computador, utilizando a linguagen
algébrica REDUCE. O programa, cuJja listagem estd no apéndice A,
nao esta otimizado, tendo como obdetive calcular La;ap.- e mostrar
que ele & realmente um potencial para o tensor de Weyl.

As dados do programa sSa&c as componentes do tensaor
métrico e o <campo de wvelocidades escolhido, enguanto ele fornece,
como resultado do cAalculo, a expressio algé&brica para as
parAmetros cinematicos, o tensor de Lanczos, seu trago e sua
divergéncia, e Wa;a,uv- A expressio nutilizada para calcular o
potencial de Lanczos & a fé6rmula geral (2.25), incluindo os

termos de gauge (2.26) e (2.27)
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CAPITULO III

LEHA 1

Examinaremos em primeiro lugar o caso de um espago-
tempe gue, obedecendo & equagio (2.28), permite gque sohre ele se
defina um campo de observadores VM cugjos cisalhamento e rotacdo
se anulam. Para a s&sua demonstiragdo, consideremos a sfeguinte

proposigdao:

PROPOSIGAQ: Seja um espago-tempo onde a eguagio (2.28)

& valida, e onde & possivel definir um campo de observadores V#

tal que:

A (3.1)

BV T P
Fntao a parte magnstica do tensor de Weyl para este
espago~-tempo & nula.

A demonstracdoc & trivial. Basta notar gue, s6b esta

hipStese o membro esquerdo da eguagdo (1.4Q) se anula:
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(3.2)

Enunciemos, ent#o, o lema:

LEMA 1: Seja um espago-—tempo cujoe tensor de Riccid

satizfaz A& equacgio (2.28), & onde estd definido um campo de

obgervadores tal gue:

v = ARy o+ 8hyy £3.3)
Entsc, a menos de uma transformagac de gauge, © seu

potencial de Lanczos & dado por:
Lam,‘ = Aavﬁvp - Apvavp (3.4)

A demonstragio & direta: calculamos as partes elétrica
e magnética do tensor de Weyl usando a f&érmula acima para o
tensor de Lanczos, comparando a seguir com a expressido dada pela
equagado de evolucio do cisalhamento (para Ep.v)' e com o resultado

da Pproposigao. Mas hip6teses do lema, a egquagao (2.29) fornece

E, v como:
Epv = _%hwf’*ﬁ; AT Aphy T %hp&hvﬁﬁ(a;ﬁ} (3.2
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Nas contas a seguir s utilizadas

relacionando as projegdes da derivada covariante

de VH com o proprio vetor aceleragio, validas

a hipGtese (3.1). Derivando a egquagio Aﬁvﬁ = 0

identidades

p  ha diregao

for considerada

O = Ag.yVP + ApVP. . = Ap VB o« APV, » enPuag

Logo:
Aﬁ;vvﬁ = _AEVV - 84y

3

Contraindo novamente c¢om VV:

v o= - —ac
Ap. yVPVY = A VP o -4

Derivando agora o tensor de Lanczos

Lapp;v = (Ag;yVp = ApiyVaedVy * %

« (AgVp —ApV)ALV, + 8(ALVp - AgVedhyy

=4
3

(Aahﬁv

(3.6)

(3.7

(3.2), temos:

Aﬁhav)\!“ +

(2.9)

QO tensor de ordem <2 Ld# & dado pela expressio:
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- Ag;cva

v

L = Ladn;d - Lahl;p = Aav

o s 204V, * AghA, ¢

[N

woT SVehAL 7 Agrn (3.10)
3
Cuja simetrizagao resulta:

L v Loy = AgVy v ALVy o+ %(Aav“ + ALVGY + 2AgA ¢

“2AT VeV T Aasp T Aua (3.113

Smﬁpv de

+ EAQAM -

També&m titemos:

L%,y = 4% o ' (3.12)

Simetrizando a eguagac (3.9) de modo a obter a parte

W (segundo (2.30)), e contraindo <com yByV:

app v

¢ Lyvarp ~ Lpvp; «dVPVY = AV« ALV +

(Lapp; v ~ Lapy;p . n

A - B(A,Vq * AV (2.13)

oy b
Contraindo agora a parte Tgguyt

(3.14a)

(Lgy *+ Lyg)gppVPVV = 2044V, -247, VoV,
3

(Lgy, + Lug)egquVPVy = 284,V ~2A7. SV Vg (3.14Db)
3
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(Lo * L) €pyVPVY = AV + AV, + %(Aav“ + ALVe) v
v RAgAL v 2AY VYL - Ag T AL (3.14c)
(Lgy + Lyg) 8a VPVY =2A7. o8q (3.144)
E o dltimo termo de (2.30) fornece:
Lo o nEap v VEVY = _%AU;U(QQ“ - VeV o=
= —2A7. Shy {2.15)
3

Juntando agora 08 termos (3.13), (3.14) e (3.15),

temos, segundo as equagdses (2.30) e (1.15)

~Eqp = WopVEVY = 1ALV, + AVe) + Agh, =+
2
- 1(Ag. 0 ~ AL d O(ALV,L * ALV) v 1A9. Shyp (3.16)
2 6 3
O Ultimoc termo da equagao (3.5) pode ser desmembrado
ern:
1, nyPlAg;p + Apiad =
2
= %(g}ﬁ VL VY (gyP - VVBYI Ay v Apied S
= 1fAgsw * Ao - AoV 7 AupaVPVL - Ap VPV, - AVe — 2ABV VY =
2
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= 1(Agp * Ao 1ALV + ALVEY v 8(AV + ALVy) (3.17)
2 P 6

Resultando, para a e€q. (3.5)

By = '%(Aavp v ALV) T ARy - 1ha;p * Auia) =
v 8(AgV, * ALVe) — Ah Aty (3.18)

6 3

Comparando ent3do as eduagdes (3.16) e (3.18), vemos gue
a parte elétrica do tensor de Weyl & obtida da expressao (3.4)
através da edquagido de Lanczos. Temos agora due calcular ﬁp.v a
partir das expressdes (3.9), (3.11) e (3.12).

0 procedimente & ané&logo. Apenas gque agora devemos
contrair as expressdes com 1/2fqpeaﬁvev1’ para obter ﬁpp_.
Contraindo ent#do, em primeiro lugar, o termo Sgg, p*

INpe®PVEVY(Lagpiv — Lapyvip * Luve;ps ~ Lpvpiald =
= Hgnpeaﬁveﬁ*ahﬁp (3.19)

3

A parte Tgp,y Tfornece:

1(Lgy * Lyg)€puMpe®PVY = Mg VoA, (3.20a)

2 3

1(Lgp + Lupg)EepMpe“PVY = O (3.20b)

2
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1(Llgy + Lug)€pyMpee®PVY = © {3.20c)
-
[l
1lgy + Lggd€qpMpe®PVY = oMge  PVeAg (3.204)
2 3
Enguantoe gue o ultime termo se anula:
1192, ) 8ap pylpe TPVEVY = —1AM A (Mpe pyVEVY +
2 2
+ MpeppVSVyd =0 (2.21)
Temos finalmente:
Hpp = %ﬂpE@ﬁVevvwmﬁHV - H%ﬂpguﬁveﬁa(gﬁﬂ - VgVl o+
+ ;_{_e_ﬂpEGMVCAOL + g’npeﬁp_vefsﬁ} = 0 (3.22)
e 3 3
Resultado gque concorda com o] da proposigdo, e

juntamente com (3.16), prova dque (34) & realmente o potencial de
Lanczos, estando o Lema demonstrado.

A expressio (3.4) n3ido estd na gauge de Lanczos, =zendo
ro entanto trivial, segundo a equagio (2.13) realizar a
transformagao, o gue obviamente n3o interferir& com ¢ resultado

do Lema. Tomando entae o trago

Loty = Ag (3.23)
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em (2.16) {fica dado por

novo potencial:

-~

Lapp = 8aVpVp = ApVaVp = %(Aagm» “Apap)

EXEMPLOC:

Consideremos a mé&trica de Schwarzchild:

dre - r2¢de +

(1-2m/T)

ds® (1-2m/r)dte -

Cujo tensor de Weyl tem ag componentes

—-2n

ra

Woio1

m{l-2m/r)

r

Yoeoe

msenae(i—am/r)
T

YoR03

11

Wipip = @
r{i-2m/r)

33

<
RUA B8, Xavier &
SiaaUn, 150.0 @

)
3
BiBLIOTECA 5
)

(3.24)

(3.25%)

sencqg) (3.26)

dadas por:

(3.27a)

(3.27D)
(3.27¢C)

(3.274)



Wiz13 = msenae {R.27e)
r{i-2m-r)

Wogo3 - 2mrsente (3.271)

As outras componentes n3oc nulas s3do oblidas destas peor
simetria. Como esta métrica & uma solugdo das egquagoes de
Finstein para ¢ vazio, o tensor de Ricci & nulo e a condigao
(2.28) & automaticamente satisfeita.

Defininde sobre esgle espago-tempo o campo:

VH o= gB o g(1-2m/r) (3.28)

oo
A Tinica componente irredutivel nao nula da derivada

covariante deste campo &:

Aq = -m (3.29)
re(i-2m/r)

Segundo o lema, © potencial de Lanczos &

Loi1o = m (3.30)

As outras componentes independentes s3c nulas.
¢ calculo de W,ga,, pela formula de Lanczos concerda
inteiramente COR: (3.27).

Podemos tamb&m exibir o potencial na gauge de Lanczos:
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LOlO = Zm (3.31&)
3re

L1020 = -m (3.31b)
3(1-2m/T1)

i1'33 = —msenee (3.31¢)
3(1-2m/T1)

O potencial (3.31), em particular, tamb&m se encontra

na gauge diferencial de Lanczos
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cAPiTULO 1V

LENA 2

¢ segundo lema tiratado neste trabalho refere-se a um
espago-tempo onde pode ser definido wum campo de velocidades
geodésico, cujo tensor de rotagidoco se anula.

Distinguiremos ¢ <c¢asos: no 1o a parte magnética de

W v pode  ser diferente de =zero, enguanto gue no segundo ela se

o p e
anhula necessariamente. Faremos ainda a hipStese de gue o tensor

de cisalhamento satisfaz a uma determinada condigdoc, gue sera

diferente para cada um dos <casos. Temos entdo o

LEMA 2: Dadc wum espago-tempo onde a eguagao (2.268) &

valida, e onde podemos definir um campo de observadores Vo tal

que:

Vip = O + leh,, (4.1

JWEY;

E gue uma das duas seguintes condigdes & salisfelta:
PV

a) o, foc, - ;aahpv - %ed = O (4.2)
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on:

by Hyy = © e Ty * 8oLy, = O (4.3)

Entdo o potencial de Lanczos & dade, respectivamente,

ou
b) Lggy = %(cpavﬁ - ,8Ve) (4. 5)

A menos de uma gauge.

A demonstragdo segue ¢ mesmo procedimento adotado no
ILema anterior.

Novamente, temos algumas identidades 1Miteis, envolvendo

o tensor de c¢isalhamento, a saber:

Tpp VP = —ogofy - eoy, (4.6a)
3

Tgp: pVPVE = O (4.6Db)

Tpp: yVEVY = o5 VP = O (4.6c)

o'ﬁ}-"‘; ]J.Vﬁ = —0'2 (4.64d)

37



As expressSes acima s6 3530 validas gquando & valida a
hipbtese (4.13%.

Das equagdes (2.29) e (1.40), e considerando a hipGtese
(4.1}, as partes elétrica e magnéetica do tensor de Weyl ficam

expressas comao:

3!
il

-hoPh Vog, + 10%hy,, - 20

280y, cuﬁcﬁ

o

(4.7)

Hap _%h(“ehu)p“eﬁkvvvdpﬁ:h (4.8)

O 1¢ termo do 2e¢ membro de (4.7) pode ser expandido:

“hePhVogy = —(gqf ~ VeVPIlelW - VVVIdgy = -oap ¢

-

sV VVYSGy + VoVPog - VVPV  WVogy = og (4.9)
Resultando entdoc em:

P (4.10)

E, = o ap ~ Tap n

P aph

+

i‘jahap - 2ec
3 3

JA a eguagaoc (4.8), aoc explicitarmos h“"’, tonta a forma:

Hep = -18(€,° - VoVe)(guf - VVPIM PAVY opg sy
2
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v (S - VVEI(geP - VoVPINFAVVyopg: 3 = Limg PV oy
c

s M PV oges g ¢ MP AV VL a VYR e MU P AV o g Ve VP

=AM PAYVY I e (4-14)
c

Como as eguages (4.4) e (4.5) diferem apenas por uma

constante multiplicativa, ao calcular o tensor de Weyl por

(2.12), iremos utilizar a f6rmula unificada:
Lapp = Iz.(cr}m'v’,3 - c}mva} (4.12)

Onde k=1 no casoc a) e Kk=1/3 no caso Db). Entdo, a

derivada covariante do tenszor de Lanczos fica:

Loapu;v = Ki-(ogy + 8hgyplogy = Vo9 v +
3

+ (Uﬁv + Qhﬁv}cd}l + Vﬁd(xp.-;'v} (4.13)
3

O tensor c¢ontraidoe L &

Ay
L = k{_dqﬁcr?'p, + 260 - V_ e 5;;3 - Vp“o*qﬁ;ﬁ + 6&}*}

CC b b ™

(4.14)

Simetrizando:
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Loc;.x. + Lm = k{_Edqﬁo‘ﬁH’ + %ed@i}-‘- - V“Ui-*-ﬁ;ﬁ +

C VpoePip ¢ 29aul (4.15)
E, finalmente:
Lo9A5., = O (4.16)

Vamos primeire obter a parte elétrica de Wo:ﬁp.v- O
primeirc termo, Sqmn,, & obtido simetrizando (4.13) e contraindo

com VPVV:

Sappv = (Lapusv ~ Lapvip - Lpvasp — Luvp; ) VPVY =

= K{25y,, *+ 20pqof L + 209y} (4.17)
32

FPara a parte contendc o0s tiragos:

(Lyy + Lya)€puVPVY = RiIVLV o - oF gV 3 (4.18a)
(Lgy + L,g)EuyVPVY = k{vav“oa - o.P. V3 (4.18b)
(Lop + L“a)gﬁvvﬁvv = k{_aaaﬁcﬁ“ + %edap -

o Pip - ouPipV v 29yl (4.18c)
(Lpy + LyplequVPVY = 2kofgy, (4.184)

tegrupando os termos (4.17) e (4.18)
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realmente

(4.12):

~Eqp = WeppyVPVY = ki, + opaoP, ~ ofhy3
£4.19)
Para o case a) temos entdo:
Eap = ~Oup ~ 39poPL + ohy, (4.20)
Subtraindo (4.20) de (4.10):
Egp =~ Equ = —29%hg,, -~ 200y, - 204z9F, (4.21)
3 3
Lsta express3ic se anula segunde a hipStese (4.2).
Na caso b))
Eqp = —194,, — ogpoPp + 1%n,, (4.22)
3 3
E:
Eqpm ~ Eqp = —89gp — 289y, (4.23)
3 3

Utilizando desta vezr (4.3), verificamos gque o Lema
fornece a parte el&trica do tensor de Weyl.

Fazendo agora o c&lculo do tensor }ﬂxv para o¢ potencial
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%ﬂpeaﬁvevv(Laﬁu;v -~ Lapy;pm * Luva;p ~ Luvp;od

=l

= kM tPVEo g (4.24)
i(Lyy *+ Lyg)€pulpec*PVEVY = —1k M FpVETL s ) (4.25a)
2 2
1(Lgp + Lug) €quMpe®PVEVY = O (4.250)
2
%(Lav + Lyl €auMpc®PVEVY = O {(4.25¢)
1(Lgy + Lyg) €puMpe®PVEVY = —1km, %gVEoyh. ) (4.25d)
2 2

Resultando:

LMpe *PVEVI Wy = KiNge*PVEaq e
2

— 1kMpe%gVogh. )3 (4.26)
2

£ f&cil mostrar gue o Wltimo termo de (4.26) & a parte
antissimétrica de ﬂpe“ﬁvecpa;g. Para tanteo, notemoz gue aplicando
o operador dual duas vezes em um tensor antissimétirico, reobiemos
egte tensor (a menos de um sinal) Seja F,,y um tensor

antissiméirico qualguer:

Mg gP TN VE = -285EF Ly -
2 e 4
- _%(Faﬁ “Fpad = “Fap (4.27)
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Calculando entio o dual de:

*

Fop = %{“Peaﬁvedpa;ﬁ e “PVEope; g} (4.28)
Temos:

i

Faw = %{ﬂhvpuﬂpeaﬁvedpa;ﬁ - My PPN PPVC oy Y -

= L iMpypup0®XPPV oty g ¢ Mavpul® PPV aPy g1 =
4

z —%éigﬁvecpa;ﬁ = -1iV§d“v;p s Vpotyay v Vyabo e
- Vo - Vet - Vet s %vaU“x;p - Vyoky s
(4.29)
Realizando mais uma vez a operagdo de dualidade:
“Fop = Fou = %ﬂpwhvcvvdhﬁ;ﬁ - VaeyPigd =
P T L PO AL A P (4.30)
2

De modo gque a equacido (4.26) & re-escrita como:

-H = l«qpe&ﬁvevvwwpv = k{npe@ﬁvegw;ﬁ +

2

£ b
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+ '\’}Ma.ﬁveo

pa; pl {4.31)

No caso aX

apyes .

Hop = Mpe pocy B Me (4.32)

Equag3d¢o dque confere com {(4.11), de modo gue pr_ e Hp}JL

SAO iguais.

PR

poartanto

Lanczos:

No casc DX

ﬁpp. = %{npea'ﬁvedpa;ﬁ + n}maﬁvcdpa;ﬁ} (4.3
Mas

Hp.v = 0O = > npeaﬁvedm;ﬁ + ﬂpeaﬁvegf}d;ﬁ = 0O =

= 0 (4.34)

E ¢ Lema estA demonstrado.
Adicionalmente, podemos ver gue a expressac (4.12) ( e

{4.4) e (4.5 enconira—se na gauge algéhrica de

LMy = K(TpeV™ = opPVy) = 0 (4.35)
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EXEHMPLOS:

Foram calculados doiz exemplos para o caso h) do Lema

e} A mesma métrica utilizada no exemplo do capitule 3

(Schwarzchild) tawmb&m pode se encaixar no c¢aso b) deste Lema,

bastando

exemplo:

enguanto

escolher um canpo de observadores diferente, por

Vi, = (1, 1 , O, 0 (4.36)
1
(1-2m/r)(2m/r )%

A aceleragido e a rotacio deste campo 230 nulas,

gue as componentes do c¢izalhamento n3e nulaszs 830

g1 = -(2m/ry*% (4.37a)
T
oo1 = -2m (4.37b)

re¢l-2m/r)

o1q = -(2m/r)*% (4.37¢)
(i-2m/r)

oop = (mr/2)% (4.37d)

o33 = (mr/2)%sen e (4.37e)
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0 Lema entic nos fornece como componentes ndo nulas do

potencial de Lanczos:

I"Olo = 2m (4.38&)
3r 2
Loyy = (Pm/r)¥%(1-2m/r) (4.38Db)
3r
Los» = -i(2mr)% ‘ (4.38¢)
6
Loza = -1(2mr)%#szence (4.384d)
3
Llae = —m (4.38e)
3(1-2m/T)
Lyzz = _-msen®e (4.38%)
3(1-2m/r)

Como a geometria & a mesma gque a considerada no Lema 1,
o tensor de Weyl tambe&m € dado por (3.23). A diferenca entre este
resultado e (3.27), cujo trago também & nulo, estd na escolha de
uma outra gauge diferencial, uma VezZ que a divergéncia de (4.38)

nioc & 2Zero.

2e) O Lema també&m se aplica & geometiria de Kasner, cujo

elemento de 1linha & dado par:

as2 - qt2 - t2agx2 - t2Pgye - t<¥az< (4.39)
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Onde as constantes «,8, & ¥ obedecem a:

o + g+ ¥ = 1 {(1.40a)

012 . Ba . ya - 1 (4.40D)

Esta métrica & uma solugido das equagdes de Einstein
para o vazio, de modce gque Ry, € 0 seu tensor de Weyl tem como

componentes independentes ndac nulas:

Woi01 - Roto1 = -ale - 1)teeZ (4.41a)
Wopoz = Ropoz = -B(p - 1)t8P~¢ (4.41D)
Wo303 = Rp303 = ~—¥(¥ - 1)t8¥72 (4.41¢)
Wip1p = Rypgp = apt@x+2p-2 (4.41a)
Wy313 = Rizq3 = aytfer@y-e (4.41D)
Wozog = Rpgpz = BytEPa¥-e (4.41¢)
Se escolhermos como campo de observadores V, = 30 Ag

e Wy, se anulam, e o cisalhamento & dado por:

oyq = (1 - a)tea-l (4.42a)
3
3
3
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A f6rmula (4.3) implica gque o tensor de Lanczos & dado

I"Oll - ic._j; - a)taa_l (4.43a)
3 3

Losp = (1 — pyteP~1 (4.43Db)
2 3

Lozs = £(% - yyte¥-1 (4.43c)
3

Resultado gue além de sge encontrar na gauge algébrica
de Llanczos por forga da equagao (4.35), tamb&m tem a sua

divergéncia nula.
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cAPITULO V

LEHA 3

Finalmente, consideramos O caso de um campo de
ohservadores definide em um espago-tempo tal gque os dnicos
parAmetrgs cineméticos nao nulos s%o a rotagiaoc e a exXpansdo,

Temose nhovamente dois casos distintes, dependendo de o0

tensoer H se anular ou nao. Caso ele niac se anule, sera

By

necessArio impoer uma equagdo extra a ser satisfeita por OITRTE

ILLEMA 3: Dados un espago-tempo e um campo de

observadores sobre ele definido, cuja derivada covariante & dada

por:

E tal gue uma das condigdes seguintes & verdadeira:

a) H}_Lv = O (58}

cu
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b) w, o, + lmahpv = 0 (5. 3)

Entidc o potencial de Lanczos & dado, a menos de uma

gauge, por:

a) Lepuy = %{“’aﬁvu * %(mapvﬁ T WpuVgll (5.4)
ou

b)Y Lgpp ~ %iwuﬁvp + %(wup‘vﬁ; - WVl (5.5)
Respectivamente.

Como no capitulo anterior, podenos substituir as

constantes multiplicativas em a) e b)Y por kK ao derivarmos fp‘v e

}_{MV:
Locﬁk}.t- = k{maﬁ;vp‘ + %(“’ap‘“fﬁ - mﬁP“Ju}} (5.6)
Serace tamb&m usadas varias identidades envolvendo tanto
SR gquantc wh, o vetor de rotagdc oblide do tensor pela relagéao
(1.29), e 8. Assim, se Ty T A}_,‘ = O, temos:
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Wepe pVP 2w pePy 4 ey, = 1w, - :,l_coahMV +
3 3 2

{(5.7a)
wgp,: yVEVE = O (5.7b)
wﬁM;VV5VV = éﬁMV5 = 0 (5.7¢)
wgh. \ VP z -of (5.74)
wg: VP = —ewy, (5.7¢)

3

wg. yVEVY = GaVP = O (5.7%)

Estas relacdes s3do obtidaszs derivande-se a identidade:
G, e utilizando a eguacgic (5.1

Da equacgido de vincule (1.39) temos ainda gue:

ma;a = @ (5.8)
E da equagido de evolucac da rotagio:
(g - VQVM)(gﬁV - VﬁVV)QHy = émﬁ = -_’r_jvammﬁ (5.9)
A eq. (58) por sua vezZ implica em:
oV = ;(ﬂaﬁuvwaﬁvpj;kvk = AMEPRVGL Y, s 2ewY
c 2 3
(5.183
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Derivando o potencial d4e Lanczos:

Fappiv 2 Ki9api vV Cap@uy b 100aphy

© a Ve T LVautpy v 180uley T d0puy 0
2 1

lwg gy - lewg gyl
c &

E fTAacil ver gque a expressido (5.6) est&

algébrica de Lanczos:

1(we V¥ — V)3 = 0
2

na

De modo gue o tensor contraido Lowu 4e escreve:

Lop = Lo o = kiwg. oV, - %{oqﬁmﬁp - 10wy, +

G

+ i&)}*ﬁ; ﬁ\!a}
c
Simetrizando:
Lap * Lpg = 3K10a7; oV = 0,7 0Vy - 2ugfupgyl

A primeira parte de Wig,y, Sggnuy, resulta:

5¢

(5.11)

gauge

(5.13)

(5.14)



(Lappsv = Lapvip - Luvaip ~ Tpup; o) VEVY = 3kogeefy,

(5.15)
Enguanto que a parte Ta;zsp.v & dada por:
(Lgy + LygdgppVPVvYy = gkiwad;ch - WPV V3 (5.16a)
(Lpp + LppdequVPVV = 3kiw,7 vy - wEV“Va} (5.161)
2
(Lgp + LpgdgayVPVvY = gk{mad;gv“ - w7 gV +
- 2wgPuwg 3 (5.16c)
(Lgy *+ Lyg) €qpVPVY = kgt -wS - 0} =
2
= =3RS (g + VoV (5.16d4)
0 T1itimo termo, devido a (5.12), se anula:
LOAg. = LA, = © (5.17)
Agrupando todos os termos:
“Eqp = FappuVPVY = 3BRE3ugguf, + wfhg,d (5.18)

2

Dando para o caso a) (utilizando (1.31)3)
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em:

magneética

Calculandoc

- iﬂpe(xﬁve
c

for.p. = lg)ehap ARSI (5.19)
Enguanto a equagido de evolugio do cisalhamento implica
Eqp = 10%hg, + @qo, (5.20)
6
Que & ideéntico & expressaoc (5.19).
J& no caso D)
Egp = 10Chg, + 30,0, (5.21)
2
Subtrainde (5.21) de (5.20X%
Egp — Bap = —10%hg, ~ 2040, = O (5.22)
Onde a nltima 1igualdade resulta d4da hipdtese (5.3
Falta apenas verificar a compatibilidade da parte
do tensor de Weyl com as expressges (5.4) e (5.5
a 12 parte temos:
IMpe®PVEVY (Lopuiv = Lapv;p - Tpwe;p ~ Lpvpjald ©
2
tOouas p T Capip T OVapVul (5.23)
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~ @

aB R

QB V resulta:

(Lyy + Lvm)gﬁpnpe“ﬁvevv

o |-

(Lap * Lup) €avpe “PVEVY

g |-

(Lgy + Lva)gﬁunpeaﬁvevv

(Lagy *+ Lyald€gpMee xpyeyy

Resultande finalmente:

i - 22 eyyY _
Hop = ~1Mpe PWogpupVeVY =
QwypV i

Desenvolvendo os 1ermos

expressando-os em fungaoc do vetor

= 3Mp* VT o (5.24a)
= O (5.24b)
= O (5.24¢)
= %npepﬁvewpd;d (5.24d)

~1kMp e *PVE Ly s
2

do

w,

co

membro desta equagdo e

temos: Para o 1l¢ termo:

npe@ﬁ\]em = np@ﬁe(nwkvm*\vv);ﬁ -

Pty B

- npeﬁcnmkv(w?\vv);ﬁ = éﬁg%\}e(wlvv)!p = —{éﬁve(wl\i?)’A +

FVL(@PVAY L e Wy (@bVP) L - V(AP oy - Ve (@PVE ) e

- BV MYy Y = —tevV P+ Ve v V)

N

3 -

“+ gmpvp

3
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Para o 22 termo:
“peagvewaﬁ;p - npeaﬁ(naﬁwwhvv);pve =
= -28RE (MY, Ve = 2C8BET - SREPICWM VY« wheVy,

+ ewtnV v, = 20}, VPV, - 0P 3 = -2ew, VP -20f. (5.27)
3 3

Para o 3¢
Mpe XPVEOLLaV, = —BV Mup®PVewy g = -20wyV,, (S.28)

E finalmente, para o gquarte termo, temos primeiro que:

0y o = (MgT @bV o = M Tyt VY o+ N T VY. o =
= Mgyt VY + Mg T pebeYs . 8N pyePhVs = 1, Tpeb, PRAGEE
3
* rnocd|~:.v“"““3v:.7 (5.29)
Has:
T}adpvwi’wvd E ﬂadpvﬂvg}‘pm%)\‘q’p =
= 20888k - sheRrwHwyVy = 2ete,Vy = -RefV, (5.30)

De modo gue:
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A

Nepe ¥ Ve0e7 o = MpeTuVeingTayw’ oVy =
= ﬂpepa“g}\vavewho‘vv = —égéﬂvew)\;o’vv =

= mEVOGg pV WV H0psy, VW Vg WpV T Wl S

= BWpVy, - WVp TWpi T BV WpV, W S
= 0w,V - %wpvp f WL T Yeip (5.31)
Assim a expressio (5.25) para EPM se escrewve!:
Hpp = ~Liwgy, + B0V + 200,Vp + 20g ¥
3 3
+ eampvpg Ekigco’_,}/p - _@_wpvpu * Whip T “’p;p} =
4 3 3
= _Ek{wp'p. W * E)m}_LVp + empVH’} (5.32)
Da eguagd#o de vinculo (1.40) e usando o0 resultado
(5.261, podemos escrever:

= Tl WV + W Vy + W — @OV * awy V.3
2 3 3

T mliwg. v Wy gt AWV, + B0,V (5.33)
2
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Lanczos.

Expressande H,;, em termos de Hg,:

Hyy = 3kH,, (S.34)
2

De mode dque no casc a).

Hyy = 1Hpy = © (5.35)
3

Para o caso D), k = 2/3, e (534} resulta:

Hyy = Hpy (5.36)

E o Lema estd demonstirado.
Note gque ambos 08 casos est3o na gauge algé&brica de

Tomandoe ¢ trago da equacac (5.6X

Lot = REw PV, + 1l VP - ol vt = 0 {5.37)
e

EXEMPLG:

A mEtirica de Gadel, Juntamente com ] campo de

observadores comdvel com o fluido gue origina a curvatura, & um

exemplos mais conhecidos a se encaixar nas hipSteses deste
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Lema, no

caso aj). Utilizando o sistema de <coordenadas cartesiano,

o seu elemento de linha €& expresso como:

expansao

ds? = dtf -ax? « PeCXgtdy + 1efCfXgyd - gz?@ (5.38)
2

As componentes de ?ﬁxﬂpv gue s3oc diferentes de zero sijo:

Wo1o1 * C° (5.39a)
A A
Wopop = £°°%¥c? (5.39b)
12
Wo303 = —¢© (5.39¢)
3
Wop1p = —eSXc? (S5.394)
6
WO323 = —GCXCE (5.3%e)
3
Wipqp = €°6%c? (S.39f)
6
Wi313 = -—c© (5.39¢)
&
Wo3p3 = —effXce (5.3%9h)
12

A menos de simetrias.
O campo VFH comdavel & VP = gH cujos cisalhamento,

e acelerag3do se anulam, e a rotagd3c & dada pela

exXpressio:
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w12

-ceCX

Ou pelo vetor:

Loie

Lot

Lipo =

Ligp

(0, O, O, ci=2)

componentes n3oc nulas de Laﬁp

18

~cetX
18
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CONCLUSAO

Foi apresentada, sob a forma de Lemas, uma série de
relagdes gue permitem obter 0 potencial de lLLarniczos,
algebricamente, a partir dos pardmetros cinematicos associados a
um campo de observadores, guando estes parametros, assim como o
tensor de Riccl, satisfagam a certas hipSteses (a egquagido (2.28),
e, em cada um dos Lemas, as eduagdes gque s3o0 exibidas nos seus
enunciados). Como consequénclia e exemplificagid3o dos lLemas, o
potencial foi calculado explicitamente, nas geometrias de Kasner,
Godel e Schwarzchild (utilizandeo aqui dois Campos vetoriais
distintos).

O primeiro Lema fornece a express3io geral de L(xﬁp. para
0 caso em gue o campo de observadores apresenta como Gnhnicos
parametros ndao nulos a aceleracdo e a eXpans3o, enguanto gue o0s
dois Lemas seguintes consideram campos com apenas o cisalhamento
ou a rotagdo, além da expansido, diferentes de =zero.

O resultado deste trabalho permite dgue seja encontrada
a forma explicita do potencial de Lanczoslpara algunsg dos
espagos—-tempo mais estudadoslna teorié da relatividade geral.
També&m sdo0 exikidos o0s limites do mé&todo, contrariamente ao dgue
ocorria anteriormente, quando era necessario resa'lver 0 Sistema

de eguagdes diferenciais dado por (2.12), examinando caso a caso
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na base da tentativa e erro. Deste modo, as teorias gue sugerem
uma aplicagdo *fisica para Laﬁp, como o0s trabaihos de Novello-
Rodrigues! 1] & Novello-Heintzman! 1, dispdem de exemplos
concretos com ¢s gquals trabalhar. Alem disto, o estabelecimento
de relagdes entre este potencial e dguantidades conhecidas e
estudadas em fisica, pode levar a coutras aplicagdes e
interpretagdes para Lgg,., Como, por exemplo, a possibilidade de
relaciocnar ¢ tensor de Lanczos com a curvatura extrinsica do
formalismo 3+1, através do Lema 2.

As possibilidades para extensado destie trabalho, que
constitui uma primeira aproximacgao do problema, incluem G
enfraquecimento das hipdteses assumidas pelos Jemas, Ppermitindoe

gue casos com campos de observadores mais pgerais (guando AM e o

[ERY
sSHO diferentes de Zero conjuntamente, por exempio) sejam
tratados. Também & importante considerar uma modificagdo da

equagdce (2.25), incluindo termos mais c¢ompleXos, como o0$ duais
dos ja apresentados, e alnda, termos envoelvendo o tensor de
Riceci. Isto porgue, apesar de o potencial de Lanczogs estar 1ligado
apenas ao tensor de Weyl, a expressao degte Ultimo em fungao dos
parametros cinematicos {com¢ podemos ver das eguagdes (1.42) e
(1.403) contém explicitamente quantidades due dependem da
contragdo do tensor de curvatura. isto implica dque, para
eliminarmos a hipbtese (2.28), seria preciso, muito

possivelmente, inciuir termos na expressio de Laﬁp, que fagam
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aparecer no tensor w“wv ageles termos gque exibem a dependéncia

em Rp.v-
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APENDICE &

LISTAGEM DO PROGRAMA DE REDUCE UTILIZADO NO CALCULC DOS

EXEMPLOS DOS LEMAS

ARRAY K(3),ME(3, 3), MEI(3, 3),H(3, 3, 3),DH(3, 3, 3, 3), GAHA(3, 3, 3),
W(3,3,3,3),HC(3, 3), HG( 3, 3), AGA(3, 3), V(3),8IG(3, 3), OHE(3, 32, AC(3),
DV(3, 3),QUE(3, 33,VI(3), AGAH(3, 3), AGAI(3, 3),DK(3, 3), HT(3);

DK(O, 0):=DK(1,1):=DK(2,2):=DK(3,3):=-1;

MATRIX TETRA(4, 4), TETRAINV(4, 4);

IN PROCEDURES;

PAUSE;

FOR A1=0:2 DC FOR BlzAl1+1:3 DO HE(BI1, A1):=HME(A1l, B1)};

ON GCD;

ON NEROC;

FOR  A1=0:3 DO FOR  Bil:zA1:3 DO  <<AGA(Al,B1):=HE(A1, B1)-
V(A1) xV(B1)$AGA(B1, A1): =AGA(A1, B1) >>;

forall x let cos{x)**c2=-1-5in{xX)=*==x2;

forall x let cosh({(x)*x2z1+2inh{(xX)*x*2;

FOR A1=1:4 DO FOR Bi:-1:4 DO TETRA(A1, B1):=ME(A1-1, B1~1);
TETRAINV: =1 /TETRAS

FOR A1=0:3 DO FOR B1=0:3 DO MEI(A1l, B1): =TETRAINV(A1+1, Bi~1);
FOR A1=0:3 DO VI(A1):=FOR B1=0:3 SUM MEI(A1, B1)=V(B1};

FOR A1=0:3 DO FOR B1:=0:3 DO AGAM(A1l, B1)::=DK(A1l, B1)-V(A1)sVI(B1);
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FOR A1=0:73 193¢ FOR B1=0:3 Do FOR Cl1=RB1:3 Do
<<GAMA(AL1,B1,C1):=1/2x(FOR D1=0:3 SUM
MEI(A1,D1)*x(DF(ME(D1, B1),X(C1))+DF(ME(DL, C1), XK(B1i) )~
DF(ME(B1,C1), X(D12) ) DJ$GAMA(CAL,C1,B1): = GAMA(ALl,B1,C1) >> ;

FOR A1:=0:3 DO FOR B1=(:3 DO DV(A1,Bi):= DF(V(Al), X(B1l)) -
FOR E1:=0:3 SUM GAMA(ELl, A1, B1)=V(E1) ;

TETA: =FOR A1=0:3 S8UM FOR B1:=0:3 SUM DV(A1, B1)=MEI (A1, B1);

FOR A1-0:3 DO FOR B1=0:3 DO QUE(ALl,Bl):= FOR C1:=0:3 SUM FCR
D1-0:3 SUM AGAM{A1l, C1)xAGAM(B1,D1)*xDV(C1,D1) ;

FOR A1:=0:3 DO FOR Bl:-A1+1:3 De << WRITE OHE( AL, B1l): =
1/2x(QUE(ALl, B1)-QUE(R1, A1)) $ OME(R1, A1):=-OME(AL, B1) >3,

FOR Al=-0:3 Do FOR Bi-A1:3 Do << WRITE
SIG(A1,B1):-1/2%x(QUE(AL1, B1Y+QUE(RL, A1))-1/3xTETAxAGA(AL, B1) 3$
SIG(R1, A1):=8IG(A1, B1) >>;

FOR A1=0:3 DO WRITE AC(A1):=FOR B1:0:3 SUM DV(A1, B1)*VI(B1);

FOR  A1=0:3 DO FOR Bi:zA1+1:3 DO FOR C1=0:3 DO <<WRITE
H(A1, B1,C1):=K1%(V(A1)*SIG(B1, C1)-V(R1)*SIG(AL1, C1))+

Kox (OME(A1, B1)*V(C1)+1/2x(OME(AL1, C1)*V(B1) -OME{B1, C1)*V(A1)) )+
K2x (AC(A1)*V(B1)*V(C1)-AC(B1)*V(AL)*V(C1))}+K4x(AC(AL1)*AGA(B1,C1)~
AC(B1)%xAGA(A1, C1))+KSxTETA/3*(V(AL)*AGA(B1, C1)-V(B1)*»AGA(A1,C1))$
H(B1, A1, C1):=~H(A1, B1,C1) »>;

FOR A1=0:3 DO FOR Bl=Al1+1:3 DO FOR (C1=0:3 DO FOR D1=0:3 DO

<<DH(A1, B1,C1,D1):=  DF(H(A1, B1,C1), X(D1)) - FOR E1:-0:3 SUM
GAMA(E1, A1, D1)xH(E1, B1, C1) . GAMA(E1, B1,D1)xH(A1, E1,C1) N

GAMA(E1, Ci,D1)xH({ A1, B1, E1); DH(B1, A1, Ci,D1): = -DH(A1,B1,C1,DP1) >>»

HS8C:= FOR A1=0:3 SUM FOR B1:0:3 SUM FOR C1=0:3 SUM FOR D1:0: 3 SUNM
MEI(A1, Bi)*MEI(CL1,D1)xDH(AL, C1,B1,D1);

FOR A1=0:2 DO FOR Bl:A1+1:3 DO FOR Ci:zAi:2 DO  FOR
D1=MAX(B1,C1+1):3D0  WRITE W(A1, B1,C1,D1):= DH(A1,B1,C1,D1) -
DH(A1, B1,D1,C1) + DH(C1,D1, A1, B1) - DH(C1,D1, B1, A1) =+

1/2% ( (HC(D1, A1) +HC(A1,D1))*ME(B1, C1) + (HC(B1,C1)+

HC(C1, B1))*ME(A1, D1)-(HC(A1, C1)+HC(C1, A1))=ME(R1, D1)- (HC(B1,D1)+
HC(D1, B1))=ME(A1, C1)) +2/3xHSCx (ME(A1, C1)*ME(B1, D1) -~
ME(A1l, D1)*xME(B1, C1));

FOR A1=0:3 DO FOR B1=0:3 DO WRITE HG(A1,B1)::= FOR €1:=0:3 SUM FOR
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D1=0:3 SUM MEI(C1,D1)xDH({A1l, B1, C1,D1)

FOR A1=0:3 DO WRITE HT(A1):=FOR B1z0:3 SUM FOR <(C1=0:3

SUN
H(A1l, B1, C1)xMEI(B1, C1);

END;
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