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RESUMO

Um procedimento para obtengdo da matriz U, através de
parénteses de Dirac, desenvolvido recentemente por Kiefer e Rothe,
& aplicado a Q.C.D. .

A hamiltoniana de interagdo correspondente é agquela ja
obtida, por outros métodos independentes, por Schwinger, e, poste

riormente, por Christ e Lee.
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INTRODUCAO

] 4 ] s } -

. . P . : N
crescente compreensdo das interagoes fundamentais devida

1 inti i s teo
desenvolvimento esta intimamente ligada ao uso das chamada

rias de calibre na descrigdo destas interagoes. Realmente, a teo-

ria de Weinberg-Salam, que unificou as interagoes fracas e eletro
magnéticas, e a teoria da cromodindmica gudntica para a descrigao
das interagdes fortes sdo, ambas, teorias de calibre. A crescente
constatacdo experimental destas teorias demonstra o papel indis -
pensdvel das teorias de calibre no estdgio atual do conhecimento
que. possuimos da natureza.

Um fato crucial que caracteriza as teorias de calibre é
gque estas pertencem a categoria geral de teorias que possuem la -~
grangeanas singulares, ou seja, cuja matriz hessiana possui deter
minante nulo [det(azL/aqiaqj) = 0J. Enguanto que a nivel lagran -
geano o estudo destas teorias jd pode ser considerado como comple
xo0 em geral, a passagem & formulag¢do hamiltoniana oferece  ainda
maiores dificuldades. De fato, desde os anos 30 que o estudo de
tais teorias vem sendo realizado, sem que se possa ainda conside-
rab o assunto como de todo acabado. O problema final,

Jue é a

u . N .
quantizagido destas teorias, esbharra em novas dificuldades. No pri

mEi C i p l g
r

cerca das teorias com lagrangeanas singulares

Um dos procedimentos utilizados na gquantizagido destas
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teorias, e certamente o que mals se aproxima do procedimento usu-

al de quantizacdao candnica, baseia-se fundamentalmente na utiliza

¢do dos parénteses de Poisson generalizados introduzidos por

Dirac, e € por 1sso chamado de Procedimento de Quantizagdo atra -
vés de Parénteses de Dirac (PQPD). Como veremos ainda ho primeirc
capitulo, uma questdo fundamental relacionada a este procedimento
¢ a da fixacdo de calibre. Dentro deste contexto teremos oportuni

dade de analisar o significado das ambiguidades de Gribov de ma -

neira bastante simples.

Posteriormente, no segundo capitulo, apresentaremos de

forma bastante detalhada um procedimento desenvolvido recentemen-—

te para a obtengdo da matriz U em teorias de calibre baseado no

PQPD. Faremos o casco da eletrodiné@mica qudntica no calibre de

Coulomb.

Finalmente, no terceiro capitulo, aplicaremos este pro-
cedimento para a obtengdo da matriz U no caso interessante da cro

modindmica quantica (QCD).



CAPITULO 1

METODOS DE QUANTIZACAO CANONICA EM TEORIAS DE CALIBRE

Consideremos um sistema com um numero finito de graus

de liberdade descrito por uma lagrangeana
L= Lilgg,4y) : (1.1)

onde 1 = 1,...,N
A fim de construlr uma dinamica hamiltoniana definimos

0os momentos candnicos
P' = — (qfq) (1.2)

Suporemos, e isto caracteriza a natureza singular da
teoria, que a matriz guadrada, a hessiana,

Bp 2
w., = —L - _ 8L (1.3)

oaay agpe;

possul posto R < N

Neste caso, temos, em conseqﬁéncia, gque apenas R das
N velocidades qa , coma = 1,...,R , podem ser tiradas de (1.2)
como fungbes independentes dos q's , p's e as N-R velocidades res

tantes;

qa = f (qi’pi'qr) (1.4)
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onde ¥ = R+1,...,N .

Temos, ainda, de {1.2), N-R relagdes envolvendo os p's
e os g's , chamadas de vinculos primdrios;

¢ la-p) =0 {1.5)
comm = R+71,...,N .

Apesar de nosso conjunto de coordenadas possu’r estas

caracteristicas, podemos ainda manter-nos no caminho de uma teo -

ria hamiltoniana definindo a funcéo

H(g,p) = p.g., - L {1.6)

Embora a principio esta parega ser uma funcio das velo-
cidades, demonstra-se facilmente nido ser este o caso (esta &€, na
realidade, uma propriedade da transformagdo de Legendre): seja a

varliagdo de H devida a variagdes de g, §d e p ,

3L

) 8g

L
SH = Spydy + ooy - (PE)sqy - (E)sgy = g opy - .

Dty 3y EN
onde utilizamos a eguagdo (1.2).
Assim construida chamamos a esta fung¢do de hamiltoniana.
E interessante notar que esta hamiltoniana depende de N+R coorde-
nadas: N g's e R p's , uma vez gue os N-R vinculos primdrios po -
dem ser usados para expressar N-R p's em fungdo dos g's e dos ou-
tros R p's restantes. Para explicitar isto usaremos a letra i pa

ra designar os g's, com i = 1,...,N , e a letra o para designar



os p's , ¢ = 1,...,,R . Assim, tendo em vista a eq.{(1.6), podemnos

escrever, sem perda de generalidade,

H=pd, +9.49 - Lig.q) (1.7)
onde
a = 1,. 'R
r = R+1, ., N
qr = £ {q,p rqr)
g, = 9.0d,py)
Assim,
g
ap op
Q Q
a0 aL agr
__..__+__qr
aq aqi qu
ou seja,
3H 89,
G, = T - — 4,
apa apa
{1.9)
og
aH r
by = - ek — 4,
aq; dg;

As equagdes (1.9) apresentam 3 diferengas fundamentais
com relacdo as equagdes de Hamilton usuais: temos N+R equacgdes em
vez das 2N equagdes usuals, temos termos extras, e estes termos
extras representam arbitrariedades no sentido de que contém as ve

locidades indeterminadas, qr



06

1.1 - Extensdo de PP(N+R dim) para T'{(2N dim) =

Do que foi visto até agui fica claro que ndo estamos num
espago de fases onde um formalismo candonico possa ser construido.
Podemos entender esta situacdo da seguinte maneira: dado um espa-
go de fase ', de 2N dimensdo, os vinculos primdrios obrigam a gue
o movimento do sistema se realize numa hipersuperficie Fp , de di
mensdo N+R < 2N, Na tentativa de construir um formalismo candnico,
utilizaremos um artificio elaborado por Dirac [1], gue nos permi-
ta reescrever nossas equagdes de maneira a utilizar todo o espago.

Seja uma fungdo F(g,p) definida sobre todo o espago de
fase. O valor de F sobre Fp e obtido trivialmente impondo os vin-

culos primdrios em seu argumentn.

F(G;P)fr =Fla,p,,9,.(a,p,)) (1.10)

Se F se anula sobre FD dizemos que ' € fracamente nula:

o ) > FJF = { (1.11)
P
Também se

Fl,. =0

T

P

(1.12)
e ae) |
P

ou seja, se F e seu gradiente se anulam sobre FD , dizemncs que I

i

¢ fortemente nula.
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Obviamente, Fp é definido por equagdes f[racas

G.la,p) = p. - g (q,p,) =0 (1.13)
Mostra-se [1]-[3] que as equacgdes (1.9), que sé valem sobre Fp ,
podem ser substituidas por eguag¢des que valem em todo o espago [,
desde que se utilizem as igualdades fracas. Nosso conjunto de e -

quagdes de movimento se escreve, entdo:

l,H-l—dGr}

T
p‘ = {Pl ’ H + qrcr}

e temos como condigbes extras

0
i

)
u

Aqui, sdé depois de calculados os parénteses de Poison, como se 0S
gq's e p's fossem independentes, & que se utilizam os vinculos.
Se quisermos utilizar os vinculos na forma em ¢he sur -

gem, teremos
Hoo= H+ u .o {(1.18)

A = i {A’Hp} = {A,H} + UI{A,mr} (1.17)
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1.2 ~ Parénteses de Dirac :

Dos defeitos que identificamos em (1.9) resta apenas a
presenga das arbitrariedades nas solugbes, o que val exigir para
o0 seu tratamento a introducdo de um novo objeto, que sao 0S parén
teses de Poison generalizados, ou parénteses de Dirac.

Os u's que aparecem em (1,17) serdo determinados, em
parte, pelas condig¢gdes de consisténcia gue devemos impor sobre os
vinculos. A cada vinculo primdrio, 9, r P.EX., devemos impor gue
sua derivada temporal se anule; isto nos assegura dque, conforme ©
sistema evolua no tempo, as condigdes de vincule permanegam sendo

satisfelitas. Isto significa gue teremos eguagdes Ccomo
{@n,h} + {wn,@S}pS = 0 (1.18)

Se o termo em 1 se anula i1denticamentz e o primeiro,ndo,
estaremos na presenga de mais um vinculo, X due chamamos de vin
culo secunddrio, Para cada vinculo secunddrio que surja, a condi-
gdo (1.18) deve ser, obviamente, também aplicada. Caso o termo em
U ndc se anule, esta equagdo serve para a determinagdo dos u's .
No final teremos como resultado das condigdes impostas sobre to -
dos os vinculos (primdrios e secunddrios), um novo conjunto de
vincules além dos primdrios, y's , e um conjunto de egquagdes onde

aparecem os 4's :

{@r,H} + {@r,@S}us = 0

(1.19)
Ix, HY & Dy rogtug =~ 0
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Para tratar de (1.19) introduziremos o conceito de vin-
culecs de primeira e de segunda classe. Se um dado vinculo possul
parénteses de Poison nulc (fracamente ao menos) com tode e qual -
quer outro vinculo, este é um vinculo de 12 classe. Caso contrd -
rio, o vinculo é de 22 classe.

Podemos entdo separar os vinculos primdrios e secundd -
rios em um conjunto de vinculos de 12 classe e outro conjunto de
vinculos de 22 classe. Usaremos indices em maiutsculas para cos de
18 ¢classe e em mindsculas para os de 22 classe.

Assim teremos:

(071 U {g3}

il

{@r}

.
<

-
1l

A a
{xp} U {xp}

e reescreverciecs

= Jv - iu
PgHg ? Vg P 9y

Desta manelira, (1.19} fica:

f¢Y,H} = 0 (1.20a)
(xH = 0 (1.20b)
{@l,ﬂ} + {@l,@J}uj =~ 0 (1.20c)
{y%, H} + {xa,mj}uj ~ 0 (1.204)

Como nao temos a presenga dos v e como mostraremos a

J r
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segulir, gque estas relagdes determinam os valores dos uj , conclui
mos daqui gue existem tantos parametros indeterminados guantos
vinculos primarios de 12 classe.

Seja Aab(x,y) o elemento da matriz formada pelos parén-

teses de Poison de todos os vinculos de 22 classe & = (¢,¥) :
f{%,ET} {Ewiz} {EV€3} .......... )
{%£1} {%ﬁz} {%EB} ..........
A = . . e e
\

E facil mostrar [1]-[3] gue esta matriz é ndo-singular,

ou seja,
det A # 0 (1.21)

Podemcs escrever as equagdes (1.20c) e (1.204) como

(e, 8y + (g%, 07u, ~ 0
ou ainda,

g, eV, = -(eM, B (1.22)

Nestas passagens adotamos a convengdo de que os Indices i,] se re
ferem aos vinculos primdrios de 22 classe, os indices a,b se refe
rem aos vinculos secunddrios de 22 classe, e U,Vv,A aos vinculos

de 22 classe, lndistinhtamente.



Assim, de (1.22) segue gue
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PO Gl S T
2 Aku{g LB}

-1 [JRRY
A}\U {E rg }u\)
ou seja,
~ _aA il
ou ainda
=1 1]
i H
b jute 8l

I Y
0 -~ Aau{g rH}

A equagdo de movimento

A = {A,H} + VJ{A,@J} + uj{A,@j}

fica, devido a (1.23a)

_— J Ty a1 .
A =~ {A,H} + VJ{A,m } - {Aa,0 }Aju{gu’H]

ou, ainda, usande (1.23b)

- , J -1
A = {A,H0} + vJ{A,@ } - {A’Eu}avu{gu’H}

Na forma em que se encontra a equagao (1.25)

condigdes de consisténcia é imediata.

Vamos definir agora o parénteses de Dirac para duas

gGes de espago de f[ase,

aA(g,p)

e B(g,pl:

a verificagio

{1.23a)

(1.23b)

(1

.24)

.25)

das

fun
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(8,8l ) = {A,B) - {A,Ev}A;;{EU,H} (1.26)

O subscrito D(A) chama a atencgdo para o fato de que o parénteses
de Dirac depende dos vinculos com os quais estamos trabalhando (a
través da matriz A). Mais adiante veremcs gue para uma mesma teo-
ria diversos parénteses de Dirac podem ser definidos. Com esta de

finigdo a equagdc de movimento (1.25) se escreve
A~ {A,H} + v {n, 07} - (1.27)
"7D(A) Jror )

Pode-se demonstrary gue o0s parénteses de Dirac possuem as seguin -
tes propriedades:
I. Antissimetria: {A,B}D = - {B,A}D

I1I. Linearidade: se ¢, e c2 sao constantes,

1

{c1A + ¢, B, C}D = c1{A,C}D+ CZ{B,C}D

2

ITII. Existéncia de elementos nulos: se ¢ & constante,

{C,A}D = 0

IV. Identidade de Jacob:

{AJ{BrC} + {B’{C’A}D}D + {C’{A'B}D}D = 0

D}D

V. Regra do produto: {AB,C}D = A{B,C}D + {A,C}D B
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Dai a denominacdo de parénteses de Poison generalizadas para 0s
parénteses de Dirac.

Note ainda, em relagdo a (1.27), gque ndo temos a presen
ga dos vinculos secunddrios de 12 classe, XA. Segundo uma conjec-—
tura devida a Dirac, estes podem ser introduzidos como termos ex-

tras na equagdo de movimento, que ficaria
o J J"
A= a0ty + v {a,07} + v, {20 ¥ (1.28)

A validade desta conjectura esta demonstrada [4] para teorias que

possuem apenas vinculos de 12 classe.

1.3 - Escolha de Calibre :

Vamos considerar, por simplicidade, que temos uma teo -
ria em gque existem m vinculos, todos de 12 classe. Como veremos ,
ndo ha perda de generalidade com esta restrigdo. Neste caso, a

equagac de movimento (1.25) fica
A= {a,8) + v (¢} J=1,...,m (1.29)

A descricdo que temos da dinadmica apresenta as caracte-
risticas mostradas na figura 1.1 .

Vemos gue, partindo de um pontc inicial (qo,po) em FC ,
o sistema pode evoluir segundo uma infinidade de trajetdrias equi
valentes, uma para cada valor arbitrdrio do conjunto VJ . Assim ,

num dado instante t, temos uma infinidade de pontos (q],p1) '



¢ |
! | (q,,p,)
| T Y
‘;'3 I . )F,(,E—I’r-p""] _')—d-r__.—ﬁ-—%;_—w—‘%‘\
‘ , - e r| "
(gh,pY)
o IR ALk R v
} (qorpo) - ’k—"d—— T e
I
| | |
s —— ————
! |
t = 0 t = t,
Fig. 1.1

(qi,pi), (q?,p?),..., gue representam de forma equivalente o esta
do em gue O sistema se encontra. Equivalentes no sentido de que
todos estes pontos foram obtidos através de (1.29), cada qual cor
respondendo a uma escolha das fungdes wJ. Estes pontos [{ormam uma
classe de eguivaléncia em FC , Jd que um ponto de uma classe de
equivaléncia pode ser obtido a partir de outro ponto da mesma clag
gse atraveés de uma transformacdo candnica, a qual tem, como gerado
res, os vinculos de 12 classe. A estas transformagdes chamamos de
transformagdes de calibre e a simetria correspondente chamamos sl
metria interna ou simetria de calibre. Para ver isto, considerer—
mos uma variavel dinamica g num instante t e o valor gue esta va-

ridvel assume num instante §t depoils de t :

g(st) = glt) + g6t =~ g(t) + {g,H}ét + VJSt{g,@J} (1.30)



. . J
Agora, se usamos da arbitrariedade nos V- e calculamos

g(8t) utilizando um conjunto diferente, V& , Obtemos
g'(8t) = g(t) + stig,H} + Vistlig, ¢’} (1.31)

Temos entac

Ag(dt)

2

. J
(VJ - vJ)ﬁt{g,@ } (1.32)

Chamando de £ o coeficiente infinitesimal e arbitraric (VT - V&)St

L

em {1.32), temos
Ag(dt) = {g,ecpJ} (1.33)

e fica demonstrado o papel dos vinculeos de 12 classe como gerado-
res de transformagdes de calibre.

£ interessante compararmos o que se chama usualmente de
simetria de calibre com o significado gque damos a elas agqul. Tome
mos como exemplo a Q.E.D..

Chama-se simetria de calibre (no sentido usual),as trans

formagdes cbservadas no espago das configuragdes

e que mantém inalterada a densidade lagrangeana. Por outro lado ,
chamamos de simetria de calibre agui, as transformagdes geradas

pelos vinculos de 12 classe no espago de fase, e gue mantém inal-
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terada a hamiltoniana do sistema. Estas sdo

. [0
61Au(x) Gue1(x)
61H“(x) = 0
(ii),
_ i
62Au(x) = —6u8162(x)
52n“(x) =0

geradas pelos 2 Unicos vinculos de 12 classe gue o sistema possul:

Como se vé&, as transformagdes em (i1) sdo mais gerais
que aquelas em (i). Por isso, sempre gue estivermog ocupados com
a fixacdo de calibre, estaremos nos referindo as transformagdes

do tipo (ii}.

Nosso problema agora & quebrar esta indeterminagdo verl

ficada na representagdo dos estados fisicos, o que na realidade

se resume em escolher um entre os infinitos valores arbitrarios

das fungdes V.. Lembramos que OS coeficientes uj , dos vinculos de
L.

22 classe, foram determinados a partir das condig¢des de consistén
cia que foram impostas sohre os vinculos de 22 classe, € que nes-

te processo de determinagido foi fundamental o fato de a matriz A
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ndo ser singular. Podemos determinar os V.'s de maneira analoga ,

desde que estendamos a hamiltoniana de maneira conveniente. Primei

ro, reescrevemos (1.2%2) como

A = {A,HG) (1.34)
onde Hy , a hamiltoniana total, &

Hy = H + Vo7 J=0m (1.35)

Vamos agora adicionar a HT m vinculos extras, ou condi-

¢Bes de calibre,

[

0o m O k = 1,...,m (1.36)
(Afinal, estaremos somando zeros!)
Teremos entdo HF , a hamiltoniana estendida,
H, = H+ V.o L= 1,...,2m (1.37)
I Lt
e a eguagdo de movimento € agora
A~ {AH.) ~ {AH] + v {a,0") (1.38)

A dnica restrigdo gue vamos impor sobre os novos vincu-
los (ou condigdes de calibre) é gue estes sejam tais que o deter-

minante da matriz 2m x 2m
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= {@i,m-} (1.39)

..
1] 3

seja diferente de zero, ou seja,

|K| # 0 (1.40)

{A condigdo (1.40) nos assegura que os 2m vinculos sdo de
22 classe [3], e, por consegluinte, esta é condig¢do necessdria e
suficiente para gue a indeterminagdo que estamos tratando esteija
completamente guebrada.Em cutras palavras,o calibre estd fixado.)
Agora, a condigdo de consisténcia sobre este novo con -

junto de vinculos

9y = 0 {1.41)

implica gque

{mk,H} + Vi{@k,@i} ~ 0 (1.42)
ou
o1 :
Vi ~- &ij{mj'h} {1.43)
Asgim,
A~ {AH} - {89} K;; {@j q} (1.44)
ou seja,

A = {A,H}D(K) {(1.45)
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Anteriormente haviamos introduzido o conceito de igual-
dade fraca, que, no que diz respeito a parénteses de Poison, sig-
hifica ter gue calcular primeiro o parénteses e sé entdo impor a
condigdo de vinculo: sé assim o PP de uma quantidade com um vincu

1o poderia ser diferente de zero. Entretanto,

{A’@A}D

(A,0,0 - (A0} K| o 0} = 0 (1.46)

.

ja que

Assim, (1.45) pode ser escrita como igualdade forte

A = {a,H} (1.47)

D(KX)
Assim, uma vez introduzidos os parénteses de Dirac, po-
demos abandonar o uso de igualdade fraca em todas as expressdes ,

inclusive nos préprios vinculos, gque agora sfo igualdades fortes
o, (q,p) = 0 (1.48)

Desta maneira eliminamos todas as ambiguidades gue ha -
via na descrigi3o da dinamica, ou seja, as equagdes de movimento
ndo mals possvem termos arbitrdrios. Lembramos gue a existéncia
destes termos arbitrarios & gue davam lugar as classes de equiva-

léncia na hipersuperficie dos vinculos. Determinados de maneira
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univoca estes termos, para o gue a condigdo necessaria e suficien
te é a de que detK # 0, temos assegurada a escolha de um, e ape -
nas um, ponto em cada classe de equivaléncia. As transformagdes de
calibre, que eram transformag¢des candnicas, que levavam pontos de
uma classe de equivaléncia em pontos dentro da mesma classe, dei-
xam agora de existir. Isto & 6bvio, visto gue tais transformagdes
eram geradas pelos vinculos de 12 classe, gue agora ja ndo mais
existem. Alguns autores impdem condigdes adicionais a uma escolha
de calibre, tais como, gue as condigdes sejam atingiveis por trans
formagdes de calibre, e que sejam unicas. A nosso ver tudo isto
ja esta assegurado na condigao detK # 0. Todos os problemas que
possam surgir com a escolha de calibre como o aparecimento de fan
tasmas ou a existéncia de ambiguidades tipo Gribou est&o direta -

mente relacionados com o ndoc cumprimento desta condigdo.

1.4 - 0 Espago de Fase Reduzido, Tr :

Podemos resumir a nossa.descrigéo da dindmica dos siste
mas singulares como segue: a presenga dos vinculos na teoria im -
plica em que o movimento se realiza numa hipersuperficie do espa-
co de fase total; a dimensio desta hipersuperficie pode ser conta
da da seguinte maneira: cada vinculo de 22 classe diminul a dimen
s&o do espago de fase de uma unidade, mas, no caso de vinculos de
12 classe esta dimensdo é reduzida de duas unidades para cada vin
culo, pois, como vimos, a existéncia de um vinculo de 12 classe im
plica na necessidade de se impor uma condigdo de calibre a fim de

guehrar a simetria gerada por esse vinculo. Assim, no caso de ter
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mos m vinculos de 12 classe (scmados a estes, consequentemente
m condi¢des de calibre) e 2m' vinculos de 22 classe (¢ numero de
.vinculeos de 22 classe € sempre par {3]), a dimensdo da hipersuper

ficie onde se realiza a dinémica seréd
dim Fr = 2N -~ 2m - 2m' = 2(N - m - m"')

Entretanto, apesar de saber que ¢ movimento se da ape -
nas nesta hipersuperficie, nossa formulagdo foi construida scbre
todo o espageo de fase. O prego gue pagamos para utilizar todc G
espagc € gque temes gue utllizar parénteses de Poison modificados,
os parénteses de Dirac, e manter equagdes de vinculo além das e -
quagdes de movimento.

Umna outra possibilidade de descrever a dinamica,sem ter
que introduvir novos objetos o trabalhar com cquagdes extras, sur
ge caso consigamos uma transformagilo de coordenadas, de g,p para

* * .
q ,p , tal que em termos destas novas coordenadas ©0s vinculcs se

escrevamnm

a * +* * * %

9 (alg ,p J),plag ,p J) =g, =0 (1.49a)
ou

- a * * % * Yo

¢ (alg ,p J,plqg ,p J) = 0, =0 (1.495)
onde

a=1,..c.... .,2m + 2m’

I
N
7
:
5
N
=z
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Teremos entdo N-m-m' pares candnicos formando um espago
de fase de dimensdo 2{N-m-m'). Em termos destas coordenadas os pa

rénteses de Dirac sdo parénteses de Poison "amputados":

N-imn-m'
. D * % * *
{A(q,p),“(q,p)}D 3 . % z {A*(q ) QB*(q D )-
q-q(q*,p*> a=1 I, Ip,
p=plq ,p )
* ¥ * %
-~ 9 {g ,p ) 38*{q ;P ) {1.50)

*
Bpa aqa

Este processo é conhecido na literatura como redugdo de
espago de fase. Desta maneira, a descrigdo dindmica de um sistema
singular € feita da maneira usual. Infelizmente, so podemos asse-
gurar que tal mudanga de coordenadas é possivel localmente [15] -
[16], e ainda, em casos praticos, ndo é trivial encontra-la, mes-
mo quando possivel. Em nossa opinido, a liberdade que temos em eg
colher as condicgdes de calibre pode ser ainda explorada para due
possamos realizar tal processo. Explicando melhor, além de esco -
lher condigdes de calibre tals gue o determinante de Fadeev nao
se anule, podemos impor que também sejam tais que a citaca trans-

formacio de coordenadas se realize globalmente.

1.5 — O Problema da Quantizagdo :

O problema da quantizagdo dos sistemas com lagrangeanos
singulares tem sido resolvido de diversas formas, tanto no forma-
lismo candnico guanto nc de integrais de caminho. A situagéo é

tal gue nenhum destes processos & suficientemente geral a ponto



23

de se poder considerd-lo cemo definitivo, sendo por vezes, mistu-
ras e/ou modificagdes de tais processos, aplicados na prdatica, de
pendendo da situagdo ou teoria particular que se esteja estudando
Vamos aqui apenas comentar brevemente o carater destes métodos
gue se podem considerar mais gerais, e deter mais atengdo nagquele
gue utiliza os parénteses de Dirac como hase, e € 0 que sera u-
tilizado neste trabalho.

A maneira mals trivial de se proceder a quantizagdo de
uma teoria de calibre € aquela em que se faz a reducgio de espago
de fase inicial para o espago de fase fisico, ou reduzido, e dai
se utiliza o processo de guantizacgdo candnica habitual. Como vi -
mos anteriormente, a redugdo de espago de fase ndo pode ser feita
numa situagdo geral, o que limita drasticamente a aplicagdo deste
método.

Una outra maneira de se guantizar sistemas com vinculos
€ a seguinte: a hamiltoniana extendida com os parimetros arbitra-
rios determinados via, p.ex., a imposigdo de condigdes de calibre
€ utilizada para fornecer a evolucgdo dinfmica dos estados quinti-
cos via equagdo de Schrodinger; os operadores quanticos obedecem
a regras de comutagdo que sido obtidas dos parénteses de Poison

classicos através da prescricgdo usual

os vinculos, que agora sao operadores, limitam os estados que po-

dem representar o sistema agueles que obedegam a condigéo



24

o _{¥> = 0 (1.52)

Para que as condigdes (1.52) sejam consistentes € neces

sario gue também se verifique
(6,,6,1]v> =0 (1.53)

Ocorre que [@r,ws] deve ser extraido, via (1.51), dos
correspondentes parénteses de Polison, gque como sabemos, para vin-
culos de 12 classe (este procedimento sé se aplica a teorias em
que todos os vinculos sejam de 12 classe) obedecem a

lo, 9.} = £0° o (1.54)

Como, em geral, os coeficientes em (1.54) ser8o também
operadores, dependerd da ordel em que escrevemos os vinculos, se
estes coeficientes estardo ou ndo sempre a esquerda. Estes proble
mas fazem com que somente em raras ocasides tal procedimento seja
aplicdvel.

Um outro procedimento, bastante semelhante ao anterior,

surge de, ao invés de impor (1.52), impor gue
<p'le_[v> =0 (1.55)
ou seja, que os elementos de matriz dos vinculos se anulem. Difi-

culdades parecidas com as citadas no procedimento anterior igual-

mente retiram a generalidade deste método.



0 nosso interesse agui é num procedimento gue comumente
& chamado de Procedimento de Quantizagdoc via Parénteses de Dirac
{PQPD)[5]. Realmente, a forma dada por ndés na descrigdo da dina-
mica a nivel cldssico fol escolhida de maneira a gue este procedi
mento fosse utilizado no momento de passar a descrigdo guéntica .
Podemos resumir ¢ PQPD nos seguintes passos:

i) o estado do sistema serd descrito por um vetor normalizado
|$> {na notagdo bra-ket de Dirac), elemento de um espa¢o de
Hilbert, com produto escalar <¥|¥'> ;

ii) as funcgdes de espago de fase tornam-se operadores. Quantida-
des mensurdveilis, as observaveis guénticas, tornam-se operado
res lineares hermitiancs.

iii) as regras de comutagdo a tempos iguals entre os operadores
serdo extrajdas dos correspondentes parénteses de Dirac se -
gundc a prescrigio

{n,B}, ~ 1+ [A,B] . (1.56)

iv) a evolucdo temporal dos operadores {(no guadro de Helsemberg)

é obhtida das eguagbes cldssicas (1.47) da wmaneira usual, u -
sando agora (1.56), e ficam
A = [A,A] (1.57)

v) as relagdes de vinculo tornam-se relagdes entre operadores .
Também agui o problema de ordenamento discutidc em relagio

ac procedimento anterior tem gue ser tomado em conta.
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Além do problema de ordenamento, uma outra dificuldade,
em geral citada na literatura [3], estd em que os parénteses ae
Dirac fundamentais, que envolvem coordenadas e momenta , ndo sao,
em geral, simples fungdes delta. Lembramos, entretanto, que esta-
mos trabalhando com um conjunto de coordenadas e momenta que ndo
sdo independentes entre si. Se a transigdo para o espago de fase
fisico,Fr , fosse possivel globalmente, e sé entdo, poderidmos exi
gir que em termos deste conjunto reduzido de coordenadas e momen-

* *
ta (q ,p ) as relacgdes de comutagdo fundamentais fossem candnicas.
Uma vez que este n&o seja o caso, o relaxamento desta condigdo &
automdtico.

Por diltimo, lembramos gue a condigdo (1.40) €& fundamen-
tal para a aplicacdo deste procedimento. Que para sistemas singu-
lares arbitrédrios & sempre possivel encontrar um conjunto de con-
digdes de calibre que satisfacga {(1.40) ndo esta a principio asse-
gurado. Realmente, para, p.ex., QCD compactada, existe mesmo um
teorema (Singer [6]) que assegura ndo existir um conjunto de con-
digdes de calibre que satisfacga (1.40). Esta é uma situagdo séria,
entre aspas, pois gue, tampém a principio, ndo existem razdes mui
to rigidas para gque se insista que a teoria seja compactada. Nes-
te trabalho aplicaremos o PQPD & QCD no calibre de Coulomb. Com
estas condicdes de calibre o determinante de Fadeeu-Popov é dife-
rente de zero com excegdo de algumas regides onde ele se anula.ls

to significa que, se postode éd m' < 2m {(m € o nimero de vincu

1]
los de 12 classe), apenas m' dos 2m Vi's em (1,42} sao fixados .
Desta forma, a descrigdo dos estados nestas regides permanece am-

higua. Este tipo de problema com a escolha do calibre € conhecido
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como ambiguidades de Gribov, e vemos aqui como estas estdo intima
mante relacionadas com a ndo fixagdo correta do calibre.

De qualquer forma, o fato de que a condigdo (1.40) nao
se verifica com determinadas condigdes de calibre proibe gualqguer
tentativa de aplicagdo rigorosa do POPD neste calibre. Por esta
razdo, a aplicagdo deste procedimento como serd feita neste traba
lho tem uma conotacgdo, a principio, meramente formal. Dizemos a
principio porque seria necessaria uma investigagdo mals detalhada
dos resultados que obtivemos para que uma palavra final a respel-
to de sua validade, se houver, possa ser dada. Enfim, nossos re -
sultados sdo equivalentes aos jd obtidos por outras formulagdes

(11],012],013],[14].



CAPITULO 2

QBTEN(}T\O DA MATRIZ U PARA SISTEMAS SINGULARES

No que diz respeito a sistemas fisicos discretos, o pro
blema dos sistemas vinculados estd completamente resolvido no ca-
pitulo anterior. Para teorias de campo, entretanto, teremos que
ir um pouce adiante. Realmente, a informagdo fundamental gue uma
teoria de campo deve fornecer é a matriz U, ou os elementos de ma
triz desta. Com isto, se temos um canpo, ou um conjunto de campos
em interagdo, ¢ sabemos gue num dado instante este campo se encon
tra num certo estado, interessa saber, num instante posteriocr, a
probabilidade de que este estado tenha evoluido para outro deter-
minado estado., Bstas amplitudes de probabilidade sdoc exatamente os
elementos de matriz da matriz U. A guestdo que se coloca entdo €
como obter a matriz U para sistemas com vinculos. Num trabalho re
cente [7], intitulado "On the Construction of the U-matrix from
Dirac Brackets", Kieffer e Rothe apresentaram um procedimento due
resolve esta questdo. Neste trabalho, como ilustragdo, a equagac
para a obtencdo da matriz U fol obtida para a Q.E.D. em dois calil
bres diferentes, o de Coulomb ¢ o axial. Nosso objetivo neste tra
balho &€ obter o mesmo resultadoc para o caso da QCD, o que faremos
no préximo capituloc. Neste capitulo faremos a guantizagdo da QED
no calibre de Couloml, a titulo de ilustrar, além da teoria desen
volvida no capitulo anterior, também o procedimento de Kieffer e

Rothe.



29

Partimos da densidade lagrangeana de campo eletromagné-—
tico em interagdo com © campo de Dirac:

[ = -

1 . VRV, L } M, _
i va F + bliy Hp Foey AU m)y (2.1)
onde

F = 3 A - o A (2.2)
N

e Au , U s3o as coordenadas dos campos eletromagnéticos e de Dirac

respectivamente.

A partir das equagdes de definigdo dos momenta obtemos

n°(x) = —~§LT——— =0 (2.3a)
83 A% (x)
O
I () = ~22— = P, (x) (2.3b)
§a A () ©
O
M (x) = —2F = iy (x) (2.3c)
P 630 Pix)
onde
L = deXL(x) (2.3d)

Temos portanto (2.3a) como Unico vinculo primdrio da teoria.
Para obter a densidade hamiltoniana de nossa teoria par

timos da definigdo usual

Moo= pg - L (2.4)
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Agsim, temos

= Oi - - I-:_‘I I‘U\)_.I‘U H — o=
= HiD AT 4 Hwﬁou 4Fuv1 Wiy au + ey AU m)y
1 i] 1 io e
= - N,9 . 30+ S, . + =F, - i -
Hl‘o Al + kuou + 4F13F F ZFloF 1y Bow

- iﬁ#laiw - e ﬁYOAOw - eﬁYlAiw + =

T i s 1 1 — iety o -
= - Maga, + TG, + Ta v+ 5B B, ~ S0 = 18,y

- im*YOylaim - e¢+YOYUAu$ + oy Oy =

2 2 .- o o ol OO )
Hl ; Aoalﬂl H)Y Y alw + 1equ ¥ Aow -

| —

Y

L oL, . _ o _
F 1eH¢Y Y Aiy lmHWY U

__'L 2 . n? o, L o i .
= 3 (Hi F Bi) + Hwy (7.3 iey.RA i)y + Ao(aiHi + 1eH¢¢)
(2.5)
Note gue a eguacdo de vinculo (2.3a) ainda estd sendo

usada como igualdade forte. Se usarmos a hamiltoniana correspon -
dente a esta densidade hamiltoniana, para lmpor gue © vinculo

(2.3a) se preserve no tempo, temcs

HO = {HO,H} = {2.6)
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gue nos fornece o vinculo secunddric
3.0, + iell, b = 0 .
i 5 =] l'Ju (2.7)

Ao impor que (2.7), que & a lei de Gauss, se preserve
no tempo, verificamos gue isto se satisfaz automaticamente; temos
entdo apenas dois vinculos na teoria. E imediato verificar gue am
bos os vinculos sdo de 12 classe, de forma gue, para completar a
descricdo dinfmica resta apenas impor as condigodes de calibre.Cha

mando

x, = T_ =0 (2.8a)

i

X I, 1eH¢w = 0 (2.8b)

e escolhendo o calibre de Coulombk, com

Xy = A = 0 (2.8¢c)
Xg = 338y =0 (2.84)
onde ﬁo é a coordenada canonicamente conjugada a HO [5], temos
formado o "vetor" i = (x1,X2,x3,x4), e desse vetor, a matriz cu -

Jjos elementos sdo

Rpgr = [Xgrxged (2.9)
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Verifica-se facilmente que a matriz (2.9) é inversivel,
sua inversa sendo dada por {(2.17) adiante. Conforme discutido no
capitulo anterior, isto nos garante gue as condigdes (2.8c) e
(2.84) sdao suficientes para a quebra das simetrias geradas pelos

vinculos (2.8a) e (2.8b), ou seja, a fixagdo do calibre esta efe-

tuada.
Asgim, com a hamiltoniana
H = Jd:*x (202 + BY) 4 My 3.3 - iev. A - imu) (2.10)

os parénteses de Dirac

{A,B} ~ 5' Jd’x Ay l{a,x, (2]} KE;,(x,y){Xg,(x),B}]
g5,0"

(8,8},

(2.11)

as equagdes de movimento na forma
A = (A1}, (2.12)

e as equagdes {(2.8) como equaqées'fortes, temos completada a des-
cricdo cldssica da Q.E.D. .

Como vimos no capitulo anterior, em nosso pProcesso de
quantizagdo os comutadores sdao extraidos dos parénteses de Dirac
correspondentes, Vamos mostrar como este processo é levado a cabo
neste exemplo, sem realizar todos os cdlculos, o gue tornaria mul
to cansativa esta descrigao. Antes disso, entretanto, ¢ necessa -

rio que se faca uma observagd@o para levar em conta o fato de es ~

tarmos trabalhandc com férmions. Neste caso € necessdrio utilizar
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uma algebra mais geral, conhecida na literatura como algebra de
Grassmann ¢ redefinir algumas operagdes que vinhamos utilizando
[8] . Assim, os parénteses de Poison de deis quaisquer funcio -
nais, arbitrarios mas requlares, das coordenadas e momenta, € de-

finide como

{A,B} = Jd3z [ 04 08 - exp(iHNANB) OB SA ] +
saM(z) 61 (z) saM(zy 81 (=)
[ U
+ Jd3z LY 3z -'exp(iHNANB) 2R dn 1
LSY () esntp(z) Al(z) (SH(P(Z)
\ (2.13)

Aqui, N, ¢ igual a 0 ou 1 dependendo de A ser bdson ou
férmion, respectivamente.
A partir da definigdo (2.13) as seguintes propriedades

podem ser derivadas:

{an, B} = exp[iH(NANB - 1] {B,a} (2.14a)
{A,aB + B8C} = «af{A,B} + 3{A,C} (2.14b)
{a, BC} = exp(iHNANB) B {a,C} + {A,B}C (2.14c¢)

{a,{B,C}} + explillN [N, - N,|] {B,{C,A}} +

D

- N

a {C,{A,B}} = 0 (2.14d)

= exp[iHNC|N gl
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Tendo em conta estes pontos, vamos calcular um comuta -
dor fundamental como exemplo. Antes de tudo, € necessario conhe -

. -3 > -
cer a matriz K (x,vy). Esta é

20
0 0 -8 (%-V) 0o
0 0 0 V28 (%-y)
Kgpo (3, %) =
§(X-v) 0 0 0
0 V28 (%-v) 0 0
Vi
(2.15)

Como exemplo, © elemento K24(x,y) & obtido

Ko, (%,¥) = {8 T (%), ajAj(§)} =
X AL (Y % 3.A. (T
_ Jd3z [a 3,1, (x) 3 BjAj(y) ) 3 9,1, (%) 3 33 ](y)]:
- - 3 -+

3a (z) BHU(Z) aﬂu(z) BAU(Z)

D 8.T. (%) 4 a.A.(vy
_ J'daz E") G (x) . j(Y)} B

-3l (z) aAu(é)
_ 3 3% i = y Je 2 2 -
- jd z (850, G200 L ad(sle (-]
_ ] o a s » -
= - 61 W -:E’—j— jda 6(‘( z,)8(z V)
= 6d 2D s(ky) = VRS (2.16)



A inversa se encontra facilmente e é:

0 0 §°(%-v) 0 N
0 0 0 L
K, ', (%,7) = iy
99,2,' XY -
-8 {(%~¥) 0 0 0
0 ~1 0 0
\ dn|x-y| Y,
(2.17)
Comt (2.16), o parénteses de Dirac entre duas qualisquer
fungdes
{a,R}, = {a,B} - Z jd3x @y (B, x, (%)} Ky o (%,¥){xg. (¥),B}

bea? (2.18)

se calcula diretamente., Como um exemplo calculamos o seguinte pa-

rénteses de Dirac:

(ah(%,0), 1T, )}, = 536° (%-7) - fd3x' @y {at (%, 0,1 (%)
J
63(2'—§'){AO(§',t),Hj(§,t)} -
3. 3 T i+ —t
- ja k' atyr (AN, t), 0,0 (X0, 0
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0 29 termo da direita € obhviamente nulo. Agora,
. i, 3 a4, (%',t)
¢ k'k !
{Al(g't)’alqnl{(§l't)} — J’d:‘lz aA (i\rt) k
’ 38 (z) all (z)
u
= |d’z §{x-z)3_, 2
x'kan (2
1
= 2, Jdaz §(%-3)6(2-%" )
= 35, S(R-%")
Analogamente,
{BRAR(§',t),Hj(§,t)} = A §(y-y')
Assim,
e, LG, = ste D) - [atx @ty gy
] D 3 A i
B
Bj. S(y-y")
Primeiro,
] x! > ®! 1
J'd’x' 2% §(%-%) = - 97 —
4 ~‘T:'—y'] * . 4ﬂ|§'—y" >
3 X'=x
_ X 1
= Y
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Depois,
1 -+ X 1
- fd3y' 2% 3., 8(y=y') = - 3¥af ——m—
Yoy x-yr) 2t gy
2oy ———
. a1 {x-y|
Mas,
A j_;. = "53(?&“:\;) . '—"—'“:'1-—":“ = "Aq’] 63(§—§')
4 | %—y 4 jx-vy|
Temos entdo,
i, -+ 1 -+ = a]__a_l
{a (x,t),Hj(y,t)}D = §.8* (x-y) =~ ~% §% (5-v)
ou
\ . i1
2. > . (gid _ A3 S (%=
A (x,t),Hj(g,t)}D La 5 ] §7 (x-vy) (2.19)
No caso de calcular parénteses de Dirac com  varidveis
fermidnicas, lembramos gue os parénteses de Polson presentes na

definigdo dos parénteses de Dirac devem ser aqueles definidcos em

(2.13). Como conseqiéencia as propriedades fundamentais dos parén-

teses de Dirac agora ficam:

{A,B}D = exp{iH(NANB - 1)1} {BfA}D

(2.20a)
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{h,aB + BC}D = u{A,B}D + B{A,C}D (2.20b)

{A,BC}D = exp(lnwANB)B{A,C}D + {A,B}D C {(2.20¢)

b
i

{A,{B,C}D}D + exp[iHNA|NB ~ NC|] {B'{C’A}D}D

i

+ exp[iHNC|N - N 0

R DR V.93 96 2

{2.204)
Finalmente, também a passagem para a teoria quantica de
ve ser feita sob as seguintes regras (onde B € bdson, F & férmi -

on):

4B, (), By(V)3, » [B,(X),B,(¥)] (2.21a)
H{B(X),7(y)}, » [B(R), F(9)] (2.21b)
P GO P (7)) » {F (), By (Y]} (2.21¢c)

Desta maneira, chegamos a teoria guantizada, com a ha -

miltoniana qguéntica
o= @i (- B+ 10§ - eV R - inw) (2.22)

onde as coordenadas e fungdes destas sdc operadores num espago dGe

Hilbert, e as relagdes de comutagdo fundamentais sdo:
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. . 1
[Al(§,t),nj(§,t)] = i [613 - BAB J 8 (-y) (2.23a)
(A% (x, 0,0, (V,0)] = (A% (R, e), 0, (v, t)] = 0 (2.23b)
Yo ,
{¢(§,t),ﬁw(§,t)} = 187 (%, ) (2.23c)
[, (%, 8 0 (V)] = e 9 ———— b (V,£) (2.23d)
. 14w |-y
- 1 -
[T.(%,t),0, (v,£)] = —e 3% —— (y,t) (2.23e)
] | va 1 ogn %y W@
Isto completa o processo de guantizagdo candnica. Para

ir adiante, em busca da matriz U, consideremos uma transformagao

unitdria que leve os campos independentes do conjunto de campos
em questio, Au ’ Hu . wm , Hwa , em campos livres "IN":
oIN(Q,t) = U(t) ok, 1) uT ) (2.24)

0 fato de gue apenas os camnpos independentes sdo trans-—
formados por (2.24) em campos "IN" livres justifica-se, por um la
do, pelo fato de gue, conforme discutido no capifulo anterior, es
tarmos trabalhando em um espago de fase com dimensdo malor gue a
dimensdo do implicito espacgo de fase fisico. Desta maneira, ape -
sar de ndo explicitarmos gquais campos sdo independentes, sabemos
que fazer exigéncias de ordem fisica sobre todas as coordenadas
significa uma hiper-restrigdo ao sistema.

Por cutro lado, as prdprias regras de comutagao gue tra
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zem a constante de acoplamento, no caso (2.23d,e), se tornariam
inconsistentes se nelas vissemos todos os campos como "IN, o que

justifica ainda mals a restrigdo de se transformar em "IN" os can

pos independentes.

Em continuacgdo ac nosso processo de construgdo da ma

triz U, consideremocs a expressido da hamiltoniana "IN", com e = (:
(O) _ -1 _ 3 l 2 2
a0 — o) m o] s Jate iy v BLy
e=0
IN o, < .
3 - [
+ Ty (v.3 i)y (2.25)

Vamocs agora calcular o comutador

[Hig)(t),wlm(x)} (2.26)

Fossem candnicas ag nossas regras de comutagdo fundamen

tais, poderiamos esperar de (2.20) simplesmente wIN Entretanto,

em nosso caso, temos:

[Hég)(t),wIN(§,t)} = % [d3y£ﬁ%N(§),¢IN(§)] +
N ERTE NP SR I

+ @y tnNEvOES - i 3w ()
(2.27)

0 segundo termo do lade direito se anula em vista de
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{(2.23b). O terceiro termo, lembrando que

[F,/F,,F3] = F {F,,Fy} - {F,,F3}F, {2.28)
e utilizande (2.23c¢), fica
Jary N YOG - im0 =
= - Jaty 18 G-DYOFE - i () =
= - iYO(F. 8 - dmw o (X) (2.29)
Da equacgdo de Dirac para wIN
(iy.a - mip o =0 (2.30)
temos
-iv®(y.3 - im)wlN(x) = ~iBO¢IN(X) (2.31)
Com estesg resultados temos
(L) (), 0] = [@y T2 gty) g (01 = =18 by (x)
(2.32)
Vemos claramente gue Hiﬁ) niéo & o gerador da evolugdo

temporal do campo fermidnico livre, mas apenasg parte deste.

ﬂ}IN 7

Para encontrar a outra parte precisamos desenvolver O
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segundo termo do lado esquerdo em {2.32). Temos:

i

1 = 1 -
j-jd3y[ﬁ;N(y),$IN(x)] §-J03y(Hj(y)[Hj(y),¢(x)] +

+ [Hj(y),w(x)]ﬂj(y)) {2.33)

Usando (2.23d) temos

1('3‘ : ___1 3 Vi
7 @y e 001 = 4 efary| (33

3
= - = f~ii¥i—— (3T (y)PEx) + Y()d T (y))

2 Jan|%-3) 3
(2.34)
Finalmente, fazendo uso da lei de Gauss
A.I. = —-iel 2.35
i WY (2337

temos

[ ie® d’ IN
7 fd3y[ﬁ;N(y>,wIN<x)] = =5 J4ﬂ1?f¢l (I, M g (Y )by )+
N
by GO (V) (v)) (2.36)

E necessdrio que se comente a guestdo do ordenamentonas

expressdes quanticas. Embora esta ndo seja, para nossos objetivos

aqul, uma questdo fundamental, € preciso, em geral, decidir, em
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expressées do tipo (2.35), em gue ordem se escrevem produtos de
operadores. Restrigdes de ordem fisica, como p.ex., que a carga
se anule no vaduo, além de condigdes de consisténeia, ditam o or-
denamento a ser escolhido no caso geral. Aqui, estamos ordenando
nossas expressdes da maneira usualmente utilizada.

Seja agora a hamiltoniana de interacgd@o coulombiana:

IN

IN
Ny (y)w (v " {2y (z)
(2) et 343 G CEIVIN'E Y TN
HI (t) = -5y Jd zd’y ~ - (2.37)
|z - vl
e calculemos ¢ comutadcor
{
[Hi2)(t),wIN(x)] (2.38)

{a ordem em que aparecem as varidvels em (2.36) fol escolhido de
forma a que nosso resulatdo seja consistente com a ordem gue esco

lhemos para escrever a lei de Gauss, equagdo {(2.35), como vere

nos) .
Temos
k] 3
ey 0] = - é%'JQ:E“Q:X [Ty ()W T, (200 (2) b0 ] =
* |z - v |

(utilizando (2.28))

®

jasl

S Jéwéwé_l (M, () ¥ (YT () L (2], 000 =

i - -
|z - 7|

- I ()T (2), 000 ) wiz)) =
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(lembrando-se que {BF1,F2} = B{F1,F2} - [B,FQ]F.l e que, obviamen

te, {W(z),d(x)} = 0)

- % JQZE“Q:X (M, (Y by) (L (2)  hix) ) -
lz - y| - v
- UL (y) e Cy) b Ge) T (2)b(z)) =
- %EJ?_KJE%.(la(z x) 1L (Y)U(y)b(z) - Xy ) (W (x) b (x}HL (2)
Zz — v 1

viz) + {0 (y), 00} vy (2)ul(z)) =

b

{ziw(z))=

2 3 3
= & Jﬁ—ﬁ—éjl (£6* (2=) T () by (2) + 187 (y=x) ()l

EAEY

22 3 ie? ?
= 5= Jd 2 (), (2)y(z) + 5= Jd ETRC LA 2AIEY

B + i 8n -
| z-% | v-x
{(2.39)
gque, tendo em vista (2.36), significa
(2) oy J
77 (T) ()] = &’y (T2 ly) sy ()] (2.40)
Levando este resultado em (2.32), temos finalmente:
g lo) (2)
| = L — | a
O Wy (%) ifHp "~ Hy ’VIN{X)] (2.47)
. ~ (o) {2) ¢
Esta egquagdo nos mostra que HIN - Hy & o gerador da

evolucdo temporal dos campos independentes "IN". A obtengidoc da ma
triz U agora é feita segundo o procedimente padrde. Denotando por

¢ um campo independente geneérico, temos:
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aoq:= i{8,¢} (2.42a)
oapglo) L (2)

aS$IN = ilHpg = Hy77 ¢IN] (2.42b)

¢ y=u¢u (2.42¢)

Assim, de (2.42c)
+vu ¢dulsue U (2.43)
Mas, usando (2.42a),

v ile,¢l vl o=

[

ok

[
I

= iUHd;U”1 - jugruT! =

-1 1

1 iU¢U’1UHU" =

= iUHU 'UGU

= i(H ) =

i - Fratloy

= i[HIN'¢IN] (2.44)

H]

oo ¢ (2.45)

=T -1
uu uCu IN

[
S
o
l
!

=1

-1
¢INUU

=101 P
uCu 'uu = —€.uU (2.46)

o
-+
C e

|
I
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Assim,

oo™+ g = GU_1¢IN - ¢INQU"1

Logo,

_ _
3 8y = (oUWl v L $ry]

Este resultado, com (2.41b), implica que

o L0) . (2) oo =1
litgg’ - iHp"7, ) = ou o+ 1H Gy
ou sela,
s =1 . _ qlo)y . L (2) o
(U0 + i(Hpy = Hpy' + Hp ),¢IN] = 0
Mas Hoyg -~ Hig) € justamente Hi1), onde
gl o ie Tavy 1ty ﬁIN /)
I ! Y V] (y Y Y lN ly

Temos entdo, finalmente

1l
1
’—J-
jus
o

com

N
Lou™ ', ¢ ]

(2

.A47)

.48)

.49)

.50)

.51)

.52)

.53)



CcAPITULO 3

MATRIZ U PARA QCD

Nosso objetivo agui serd desenvolver o procedimento do
capitulo anterior para obtengdo da matriz U no casc de um campo

de Yang-Mills SU., acoplado a um campo fermidnico de Dirac. Vamos

2
partir da lagrangeana deste sistema, passar a formuliagio hamilto-
niana, quantizd-lo segundo o programa do primeiro capitule, e, fi

nalmente, obter a eguacgdo da matriz U.

Temos entdc a seguinte expressdo para a densidade la -

grangeana:
__ 1 sa Suvo o M - .
[ = 7 Fqua + Wiy DU m)y (3.7)
onde
a _ a _ a . b ,cC :
Fly = NN BB 98 AL A, (3.2)
|2 I o u
Pap = Sap 2 9 €ane Bc (3.3)
Definimos
EF = pi° (3.4a)
cl a
Bi = - 1 €. . ij (3.40)
a 2 Tijk Ta .
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onde

De (3.1} obtemos:

¢ = 8B _ g2 (3.5)
Hooogy At Ho
O a
ou seja,
% = 0 (2.6)
O
= -zt (3.7)
1 a
e ainda
| PSR Ry , (3.8)
Yoo 8y >
o4

onde L = jd’x L.
A eyuagdo (3.6) representa o dnico vinculo primdrio de

nossa teoria. A hamiltoniana correspondente a (3.1) €

H

s Hx) =

3 1 1 " Oj\’;—_. N @]
Jd X {§ ﬁa'ﬁa ) B_.B_ - HWY (,.ﬁ im)y - AaGa}

(3.9)
onde

G

il

o]
- . a
A - ﬁab'ﬁb + lgﬂm = ¥ (3.10)
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A condicdo de consisténcia imposta ao vinculo (3.6) for

nece o vinculo secunddrio

Isto esgota os vinculos de nossa teoria. Como se verifi
ca facilmente, ambos, (3.6) e (3.11), sdc vinculos de 12 classe.
Assim, a descrigdo da evolugdo temporal de gqualgquer va-

ridvel de campo Y(x) sera dada pela equagdo de movimento

3. x(x) = {x(x),H}, (3.12)

onde
H = jw L2 am®iz) + L B%2)B%(z) + M (z)vyFafuiz) -
4z MivE 7 Cit?R preY Y 9 s
: G . ig .o k a k,a
- 1mnw(z}Y biz) - =5 Hw(é}Y Yy g ¥(z) A (z)} (3.13)

e os parénteses de Dirac devem ser calculados tendo em conta oS

dois vinculos da teoria

- 73 =
o) = I, =0 (3.14)
2,a _ i b ig a _
) = DT = ch W =0 (3.15)

. ., 3 4 _
e as condigdes de calibre ¢~ ,9 gue escolhemos como
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4,2 _ alpted ooy (3.17)

-3
}

de maneira a implementar ¢ calibre de Coulomb.
Os Gnicos elementos nao nulos da matriz formada pelos
parénteses de Polson dos vinculos éeste conjunto sdo facilmente

calculados:

0% (%% = - 0FF (31.%) = 5, §7(3-3") (3.18)
ab =+ =, _ ba =+, —» _ i 1 3
Q24 (Z,Z ) = - Q42 (Z .rz) = 37 Dab(Z) 6 (ZHZ ) (3-19)
O cdlculo dos elementos de matriz de Q_1 =R & £ ambémn
facilmente realizado e resulta em
R?? (Z,%31) = - R§? (2',%) = 6, 6°(3-%") (3.20)
r2Y (2.3 = - RE2 (2,2) = K32 (2,27) (3.21)
ab ,» .
onde K" "{z,z') satisfaz
al bl (z) k3P (2,30 = 6, 8733 (3.22)

Aqui comegam a se manifestar os problemas gue ja cita -

mos anteriormente e gue se relacionam com o fato de as condigfes
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(3.16) e (3.17) ndo fixarem corretamente o calibre. Ocorre gue o
operador 3.D nio possul uma inversa bem definida. De fato, a equa
cdo (3.22) possui "modos zeros"[17], ou seja, existem funcionails

hb(z,ﬁ) ndo-triviais, tais que
5% DX (z) n”(z,R) = 0O (3.23)

Isto se relaciona ao fato, apontado por Gribov[9], de ,
em algumas regides do espago de configuracgdes, existirem varias
configuracgdes ﬁa correspondendo a um mesmo estado do campo. Por
este motivo, ndo é possivel obter uma expressdo analitica fechada
para o operador Kab(E,é'). Apesar disto, continuaremos formalmen-
te a desenvolver nosso procedimento, tendo em conta as seguintes
propriedades deste operador:

i) sendo definido por (3.22), resulta a ser um funciocnal deAi’%

ii) a seguinte relagdo resulta diretamente de (3.22):

ab,» — .
SK™ 7 (x,y) _ Lad, > 2 i peb 2 > .
éAi’C{j) 9 €.3e K (x,2) az K" (z,v) ; (3.24)
i{ii) a seguinte expansio perturbativa pode ser obtida [10], tendo

em vista (3.22):

$
KPR = 22y gf@s L e AT (R ey b
4m|x-v! amix-z| 4m|y-z|

iv) de (3.25) extraimos a seguinte relagdo de simetria:

k22 (%, %) = kP, %) (3.26)
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Desta forma, os parénteses de Dirac fundamentals podemn

ser calculados da maneira usual [11]:

{Aj’a(ﬁ),Ak’b(§)}D = 0 (3.27a)

adea ), iy, = 83 6 8733 + bl kP, (3.275)
X | D k Tab ac 'y

(I, u@ ) = 3%, 1 ) = 0 (3.27¢)

), 009, = - 1 ek o) (3.274)

+ g eadca§KCb(1,§)H?(§) (3.27e)
SACIN NIV IEL R Pl 783 (3.27¢)
i, m, 3, = 83 G (3.279)
W), v, = {0 (), (y) ), = 0 (3.27h)

Esta é toda a histdria em termos cldssicos. A quantiza-
gdo ¢é feita diretamente pelas substituicSes em (2.21) do capitulo
anterior, as varidveis dindmicas sendo agora operadores que atuam
sobre um espago de Hilbert.

Mais uma vez, flca a guestdo da ordem em gue aesqrever

os operadores qudnticos em expressdes que classlcamente envolvem
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produtos destes. Adotaremos agul a prescrigdo de ordenamento usu-
almente utilizada [11,12,13,14,17]. Isto permitira a comparacdo
dos resultados obtidos aqui com os destas referéncias.

Estamos agora em condigdes de aplicar o desenvolvimento
do capitulo anterior para obter a matriz U. De novo consideramos

os campos independentes transformados em campos livres "IN" pelo

(o).

operador U, e agora, temos para Hpopg

{0) _ s, J1 qisa fi.a 1 Lijsa Lija IiN o k.k
Hig (8 = J‘d 2 {2 Ty Ty 7 Fra Tt F Hy v v 9 ¥y
. iN o
- }
im H¢ v QIN} (3.28)
Assim,
_(O) . 1 J‘ 3, i,a
[Hpg  (€) b ] = 5 1d%2 [Ippm (2], b () ]+
. L jch (1378 (u. (1 +
4 IN FYING T
s IN o k. k _
. fd 2 {0y () 0y G Iy Oy o 2)
s 3 IN,, o
im jd 2 AT (2) by () 1y (2) (3.29)
onde utilizamos (3.27h). © 22 termo & direita se anula identica -
mente devido a {3.27¢). O 32 e 49 termos resultam, apds alguma
algebra, em —iBOwIN(X). Temos assim, o resultado andlogo a (2.31)

do 292 capitulo:
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(O} - _ 1 13, i,a . _ . -
(6397 (8 0 () ) i-Jd 2 TIE2 (2), 07, (0)) = =13 by (%)
(3.30)
Desenvolvendo agora ¢ 22 termo da esquerda temos:
Tfa, ikrr e )] = 2 Jd3z ale@ oy i3z, p,  (x)] +
7 9% N YAV 2 N AN 'YIN
1.a d i’a b =
PRz e (0] I (‘)]
- 9 3 (L i,a i ,ab
= 3 Jd 2 (13 (2] KRz 000w 0o
S W .
+ 3k K3z, x)0 U (%) n;ﬁa(z)] (3.31)

onde usamos (3.27d). Fazendo agora uma integragdo por partes te -

mos:

1 dez [@i&a (zﬂiwIN(x)] - - § Jarz [a; 113 (z) kG (z,%)
ob¢IN(x) -+ K?E(z,x)g $IN(X)B§ H%&a(z)] {3.32)
Se usarmos agora a lel de Gauss
pl pte® - - 19 00+ g ey pteC ik (3.33)
vemos que
st 1ir3(z) = g D93 (2) (3.34)

IN IN
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onde

(z) + € Al’c(z) Hi’b

0912 (z) = - 5 My 20ty be Aih EP(z) (3.35)
¢ a densidade de carga, e (3.32) fica
% Jd3z [@%&a(zﬂiwIN(x)] Jd3 {D?&a = IN(?,,{ 9] ¢ )}+
(3.36)
onde {A,B}, = AE—%—Eé (3.37)
é o produto simetrizado.
Vamos agora considerar a seguinte expressdo
H§2)(t) = % g? Jd x d’y DTN () G?i(x,y) D?ﬁb(y) 4
+ % g’ Jd3x d’y a’v € 0y A;ﬁg(x)ai U;i Bt H?ka)
G?E(x,y) D?ﬁb(y) + % g? Jd3x d’y d’w D?&a(x)
AT SIATCSE R A il AN ORI
+ % g* Jdax div d*v d’w € any A%ﬁg(x)Si V;i Bt
Y (v) G?E(K,y) €t A%Ne( )a; vyi a& n%&f(w)

(3.38)
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onde

¢ (x,v) = Jd:*u k3,0 92 k% (4,y) (3.39)
Se agora calcularmos o comutador de Hiz)(t) com wIN(x),
obtemos (ver Apéndice A):
(2) ; A1 = _gf_J > 0,a &b b
[H; (t),WIN(h)] = 5 47z {DIN (z), Kig(z,x)0 mIN(X)}+ ,
(3.40)
que, tendo em vista (3.36), significa
(2 () ol = (avs (53 o)
(642 (e) v G0l = 5 [t e (zﬂ,um(x)l (3.41)
Levando este resultado em (3.30), temos finalmente:
. (o) (2)
1l ~r = — |
Para obter a matriz U, seguimos os mesmos passos do ca-
pitulo anterior, da eg.{(2.42) a eq.(2.50). Desta forma, temos
du
1 E == HI U (3.63)
onde
ooty L (2)
Hy = Hp H (3.44)
com H(z) dado por (3.38) e

I
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_ _ ig .3 o k _XK,a a .
1 =~ 5 jd’z Ly tz) v’y AL (zlo b (2) {3.45)

"IN

Concluimos, portanto, gue o procedimento de Kieffer e

Rothe pode ser aplicado & Q.C.D.



CAPITULO 4

CONCLUSOES

A necessidade de utilizacdo de teorias de calibre para
tratar dos processos tidos como fundamentais na natureza, parece,
a nosso ver, definitivamente reconhecida. Que tals teorias sejam
necessariamente oriundas de lagrangeanas singulares [3] € um fato.
E a dificuldade em se passar a forma hamiltoniana, a fim de se im
plementar um procedimento candnico de quantizagdo, &, de resto ,
bem conhecida. Por tudo isto, consideramos que o procedimento a -
presentado aqui pode vir a ser um instrumento muito Util na solu-
cdo de problemas atuais em teorias de campo.

No que tange a aplicagdo na Q.C.D. apresentada aqui, al
guns comentdrios parecem oportunos. Realmente, a hamiltoniana de
interacdo neste caso jd é conhecida de longa data [13,14]. Entre-
tanto, até hoje procura-se justificar a sua validade, visto que ,
por outros métodos, outra forma para esta hamiltoniana deduzida
[18] e estas formas ndo parecem ser equivalentes [19]. Por isto ,
o fato de, através de um procedimento inteiramente independente
(ou alternativo) termos obtido a hamiltoniana Qe [13,14] dd a es-
te trabalho um carater mais abrangente que o de simplesmente ser
uma aplicacdo a mais de procedimento & Q.C.D.

Um outro ponto digno de nota diz respeito a necessidade
de utilizacdo de um "Anzatz" em certa altura do desenvolvimento do
procedimento (vide H§2) na Q.E.D., tanto guanto na Q.C.D.).

Algumas tentativas foram feitas no sentido de se deri -
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var estas namiltonianas de uma maneira mais natural dentro do de-
senvolvimento e que, porventura, pudesse ser aplicavel em uma si-
tuagdo geral. Embora ndo tenhamos logrado éxito neste aspecto, es
peramos gue aplicagdes futuras possam fornecer elementos que tor-
nem possivel tal derivacgdo.

Por fim, no gque diz respeitc a questdo do confinamento,
notamos que em nenhum momento fol necessdria a utilizacdo de apro
ximagdes. Na Uinica situagdo em que se fez uso de uma série de po-
téncias na constante de acoplamento {Apéndice B), esta série foi
utilizada por inteiro, sem a necessidade de cortes, que certamen-—

te, limitariam a validade de nosso resultado.



APENDICE A

CALCULO DO COMUTADOR [Hiz)(t),w(z)], eq. (3.40)

Hi?‘){t) = %Jdax a*y 0% %(x) ¢®ix,v) 09 P(yv) +
Vg2 J i, gty gl i,3 ig=2 ok kv
+ — 4 Ftr r vi r
5 g d’x 'y d’v € a8y A (x)a_ v o CO {v)

Gab(x,y) Do’b(y) + 32,, g2 J'dZX aly a’w Do,a(x)

{ r
G x,v) e B {y)ay Vyw 3, I

1 .2 3 3 3 3 a1 B 1 g2
+ L f .
5 9 Jd x A’y a’v a’w Capy B ()3, V. o Ay

SRy ab i,e 3 -2 .8 L, f
V) GTTx ) e AT YY) By Vouw Ay 1 (w)

Aqul, e no que segue, omitiremos, por comodidade, o in-

dice "IN" nas expressdes. Para calcular o comutador

al?) ), 9(z)] (7. 2)

consideraremos separadamente a contribuigdo de cada termo em(A.1).



61

A—1 — Contribuigac do 12 termo em (A.1) :

Vamos escrever este termo explicitamente como fungdo das

coordenadas de campo. Temos

2
9 jd’x a’y %% (x) ¢

2

-9 ]'dax a*y (e . A7V (x) H%(x) .

2 aBy
#2100 o™ 6™y e AT IS (y) ¢
+ 1 Ty (v) Puiy)) =
- 39 farx @y e a7 oo 1heo 6% Peuy) n(nePey) v
218 f@n @ty ey M0 P00 6Py At Ty 1)

2
-9 [d3x ay Hw(x)daw(x) GaP

b
L (x,y) H‘!)(y)or 1%?(y) +

9__1 3 3 ‘j"Y 6 ab
5 jd x d’y EaBY € op A (x) Hj(x) G T(x,y) A

Calcularemos o comutadaor de (A.3) com W%(z) por partes ,
calculando o comutador de cada parte do lado direito de (A.3) se-

paradamente. A primeira parte serd
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- w(z) Eaﬁy Aer(X) H%(x) Gab( \ |

Nosso procedimento agora consiste em passar di{z) do ex-
tremo direito do 12 termo para o extremo esquerdo. Para isto uti-
lizaremos sempre as regras de comutagac Ja calculadas em (3.27)do

terceiro capitulo. Trabalhando entdo o primeiro termc em (A.4) te

remos ;

- iﬁi 334 393 J.Y 3 ab
2 jd ® d'v gaBY A (x) Hj (

() G X,Vv) Hw(y)w(z)cb$(y) =

: R B ab b N

= 9 fcrx @y e, A VG0 1860 60 y) s(zy) o i)
2

v A farx @ty ey ad 0 n§<x) 63 (x, y)0(7) T, (y)o®.

ig? 3 3 d,y an oY
+ I jd x d’y gaSY A ()P (2)I.(x)G (x,y)Hw(/)o wiy)+
3
+ = {d’x d’y € AY Y (x)p] KSC(X,?)GCm(z) Gab(x,y)
8 aly
H,(y)cbm(y) {A.5)

C

. i .
(utilizamos o fato de ¥ (=} comutar com A" (x) , e, conseguente -

b

mente, com Gab(x,y), que como g (x,v) & um funcional de a7 (%)),
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No ladeo direito de (A.5), o termo do meio se anula com
0 22 termo em (A.4), de forma gue, como contribuig¢do da primeira
parte de (A.3), temos

ab(

9_2_ 3 sy 8 ~ - b .
i Jd bt eaSY A (x) Hﬁ(x) G x,z)o plz)

-

: k] . .
ig” (43 3 IrY J Bc,. C ab
+ =3 Jd x d’y €a8Y A (x)aX K (x,z)o Y(z) G 7 (x,v)
b
Hw(y)o wiy) (A.6)

A segunda parte serd:

1 ab i,f

g? 3 3 a e
g jd x @y (epup T,000%0x) 630, y) At Fy) M yuiz) -

- w(z) e T (x)oy(x) c?P

1, f e
bef ¢ (X,v) A (y) Ti(y)) (A.7)

Trabalhando o primeiro termo em (A.7) teremos:

1

ao( f(

N 2 .
19 lax d’y ¢ il (x)oaw(x) G X,¥) At
4

s T, Dt i)

£ L gy, 2.
y’

» 3 ,
+ g fdax d’y T, (x)o%p(x) 2P (x,y) atr Ty

ig? f

Wiz) = - ~=5— Jd3x a’v e ab

(x,y)

bef Hw(X)w(Z)UaW(x) G

. - 3 : -
Al’i(y) H?(y) + i%~ jd3x azy €, T (x)owix) atrf

ef WU (y) .

- 1 2
Gab(x,y)a; ®"C(y,z)o%V(z) = i%— jdjx A’y biz) HW(X)
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oy (x) 6®(x,y) atrFvy 1

i’f(y)ﬂg(y)+

oMuix) 6P (x,y) a c

g? 3 3 3
= Jd ¥ d'y 67 (x~2) €Lef

. 3 f R
19 3. 3 RSN i,f ab 1
+ 19 Jd x @'y ey T 0eM0 a5 T 6o yrag
K* (v, z)a%(z) (2.8)
0O 12 termo em (A.8) cancela o 22 termo em (A.7). ApGs

integrar o 2¢ termo em (A.8) obtemos finalmente a contribuigdo da

22 parte de (A.3):

2 h i,f ,
o Id’y € or O W(2) 677 (z,y) AT T (y) NS(y) +
L ig’? { s 3, ,.a i,y nab i
P ~d x A’y €, ¢ Hw(x)o Vix) A {v) G (x,Y)ay
kS (y,z)a%0(z) (A.9)

A iterceira parte serd:

—_ 2 1 1
%?-Jdlx a’y (Hw(x)aaw(x) c*7(x,y) H$(y)00¢(y)¢(z) ~

ah

- Wiz) T, (x)o%U(x) G (x,v) Hw(y)0b$(y)) (A.10)

iy

Trahalhando o 12 termo em {(A.10) teremos:
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2
9 Jdu 'y M, (x)e™yx) 6*2(x,y) Hlp(y)w(z)obw(y) -

- %T Jd3x a’y Hw(x)oaw(x) Gab(x,y)w(z) Hw(y)obw(y) +

¢ g Jd3x azy H¢(x)oaw(X) Gab(x,y)UbW(Y) §'(z-y) =

392 [a*x My ()0 % () 6™ (x,2)0%0(z) =

- %; Jdax &y Wiz) T x)o™ix) 62, y) Hw(y)UbW(y) ]
+ i%i ja3x a’y 67 (x-z)o%w(x) 62°(x,v) Hw(y)obw(y) +
+ —1—%1 Jd“x qu(x)oatli(x) Gab(x,z)obkli(z) (A.11)

0 12 termo em (A.11) cancela o 2¢ termo em (A.10). Apds

integrar o 292 termo em (A.11) temos a contribuigdo da 3@ parte:

.
19 Jd3y Ualp(z) Gab(Z,V) II (Y)Ublb(_‘{) -+

8 * L
v 2
P Jd3x Iy (x) % (x) 6P (x,2)0%0(2) (A.12)
A guarta parte sera:
gi 3 -3 j,’\( ab i,f &
5 Jd x d’y €a3Y Eraf (A () Mi(x) G "(x,y) A (y)Hi(y)
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Trabalhando o 12 termo em (A.13) teremos:

z i, B ab L, f
%T-jd3x Cy e p fper A77TG0 ME00 6P Gey) AT T ()TT (v

1Y nix)a

ab
a%yebefA J (

3 . -

L eC C
K- (y,z)o wlz) =

2 .
_ 9 3, 3 - JrY B, -
= 5 Jd x d’y w(z) EaRY € haf A (%) Hj(k) G

g’ 3 3 ]
v) + T Jd x d'y a8y Ebher 9- K

ab
{

aSviz) al T(x) ¢®(x,y) A

3 ’ .
g~ 3, 3 JeY B ab Pyt
+ Jd x dy EagY € g A (x) Hj(x) G (x,h)ay

k%S (v, 2)0 0 (2) al Ty (A.14)

0 12 termo em (A.14) cancela o 22 termo em (A.13), de

forma gque ficamos com a seguinte contribuigdo da gquarta parte:

3
g 3 3 ]
4 jd x 47y EaBY Ebef X -

irf e &3_ 3., 3 :]IY PJ
atty) 1Sey) + g jd x @'y e g Epep AVY00 I(x)
. G*(x,y) 8l Kec(y,z)acw(z) Al'f(y) (A.15)

4
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Reunindo os resultados (A.6), (A.9), (A.12) e (A.15) te

mos finalmente a contribuigdo do 12 termo em (A,1)

2 0
9 (g3, JeY () 8 ab b ;
q Jd bid EaBY A (=) Hj(x) G " "(x,z)o Vviz) +
g? a ab i, f e
+ Jd3y €haf © piz) G (z,y) A (y) Hi(v) +

A]’Y(x)ai KBC(x,z) Gao(x,y)ocw(z)

: 3
19 3. Y
+ Jd x d’y EaB

8 Y

Hw(y)ob¢(y) + 133 Jd3x Ay ey s My lx)aTvx) ¢ (x,y).
ai ke (y,2)0%(z) at iy +

+ i%i Jd3y a0 (z) Gab(z,y) Hw(y)abw(y) +

+ igz stx H¢(x)0aW(x) Gab(x,z)obw(z) +

. %} stx 3y €40 e, (73 Kz, 2)0%(2) 2l Y (x)
¢*Pix,y) atr iy TS(y) 4

+ %; Jd3x d’y €28y “hef A Y (x) H%(X) Gab(XrY) 3
x®C(y,2) o yiz) a'rT(y) (A.16)

Nesta expressdo, somando, par a par, O 12 com o 62 & o©O

29 com o 39 termos, podemos reescrevé-la como
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2 1 1 2
- %r fd3x D97 (x) Gan(x,z)oow(z) - %T Idjx caw(z) Gab(z,x)

o,b

D (x) + O(g’) =

2
-9 fd3x(oofa(x) G (x,2)0%0(z) + oPu(z) "%z, x)

porq (%)) + 0(g’) =

ab(x,z)obw(z) + Gab(X,Z)Obw(Z)

2
- %T Jd3x(DO’a(x) G

p°r3(x)) + 0(g?) =

1

2
- & farx 070, 63,20 )}, + 0tg’) (A7)

onde 0(g?’) pode ser escrito como

B¢ ab(

3 . .
0(g?) = - %r Idjx d’y € AJ’Y(X)Bi K" " (x,2) G x,y)Oc

aby

o,b - S 3 0,a an .
viz) 0% P(y) - & fd x @’y D200 e 677 (x,y))

EC(

K y,z)Ucw(z) Aj’f(y) =

3 .
= %I'dex a'y e, alrt

et (y)97 X%y, z) 6™y, x)0%(z) .

Gea,, _ gi I, 53 G,a,. ab 7
D (x) ) Jd x d’y D () Chaf G (x,y)ay

kEC(y,z)aW(z) aIrt(y) =
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3

= - 4 [d3x 4’y {p9 % (x)

J. £
5 A (v) G

yad
'Ebef (xrf)ay

€Sy, z)1a%Wia) ), (A.18)

X

Temos, entdo, levando esse resultado em (A.17}), a forma
final para a contribuigdo do primeiro termo em (A.1} para o comu-

tador (A.2):

2 - ) 3
- %T jd3x (0% %x), ¢®(x,z2)ePW(a)}, - %? Jd3x a*y {p°"%(x),

4.
v

£ ab

€ hef AT (y) 6P (x,v192 k%% (y,2)0%0(2) ) (A.19)

+

Lt

A-2 — Contribuigdo do 2° termo em (A.1) :

Escrevendo o 22 termo em (A.,1) como fungdc explicita das

coordenadas de campo, temos:

i,5 i -2 .k ok,

1 2 3., 33 3 ,
19 jd x dly AV e o € . A (v)

Gab(x,y) Aj'f(y) H?(

.2
3 v) - i%— Jd3x Ay d’v e

aBy

iR i o= X,Y ab, . b
A (=) BX 7 Bv I (v) G 7 (x,v) Hm(y}c P (y)

=
V11N

O comutador da primeira parte de (A.20} com U(z) se



1
-5 gt Jdax A’y a‘v €. gy €

1
2
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1,8, 141 g=2 K Ky
8y “bef (& (“)ax Vv Ay v

¢ (x,v) a2 iy NSy )piz) -

1,8 1 -2 .k .k, ab i, £ e
~ wlz) AT T(x) 8L VO a0 I Y(vy ¢ (x,y) Al (y)nj(y))
(A.217)
Trabalhando o 12 termo em {(A.21):
g? jd3x a’y da’v ¢ € Ai'B(X)Bi V_Z 5k Hk’Y(v)w(z)
aly “bef X XV 'V ‘
Pz, a7 ) 1Sy -
_ 1 3 3 3 1,8 .y~1 =2 Sk pX,¥
7 9 jd » d'y d'v Ea@y Eef A (.x)aX Jxv av II (v)

Gab(x,y) Aj’f(y)ag Keh(y,z)oh$(z) =

_ 1 2 3 3 3 1,8 i ~-2 .k
= 5 9 jd x d’y a’v EaBY €het p{z) A (%) 3. Vv 0
1Y) 6,y A1) i)
1 s i, =3 3 i,8 i -2 .k Lk
+ 39 Jd x d'y dv EaBY €her A {x) 3: Voo 7y 9y

KYh(v,z)Gh$(z) Gab(x,y) Aj’f(y) H?(y) -

1 Al,B(X) al v—2 ak Hk'

3 3., 3 3
El Jd w dly d'v EaBY *bef A A Y

63P(x,v) Al iy x®N(y,2)0M(z) (A.22)
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0 192 termo da direita de (A.22) cancela o 29 termo em

(A.21). Notando gue, no 22 termoc a direita em (A.22)

_ 1 ]
VT2 ok K L 53 (x-v) (A.23)
nv v v

e integrando sobre v temos para o comutador em guestdo

3,

1 1, g3 i, A . i _yvh h,,_ ab .
79 Jd x d’y €a8y € or B (“)8K K'' {x,z)oYlz) G ({x,vy)
3. £ = b s (aa, 43 3 i,8,
A (v) Hj(y) 79 Jd x diy d’v EaBY € af B (x).
1 -2 .k Lk, ab i, F 7 ,eh h,
Ny Voo 8y Y(v) ¢*P(x,y) a’? (y)3g K™y, 2)0 W (z)

(B.24)

0 comutador da 22 parte de (A.20) com Y{z) sera

i92 (23, 3, 3 i,B - i -2 .k _k,¥y ab,
73 Jd x d'y d'v EaBY(A (“)3x Voo 3, 1 {v) G (x,v)

Hj(Y)Ubw(Y)¢(Z) ~piz) APk el vIZ R p¥ (v

Y

G2 (x,y) Hw(y)obw(y)) (A.25)

Trabalhando o 1¢ termo em (A.25):

2 A
_ 9 (aa, aay @ 1,8
A Jd 2 d'y a'voe g, 2T P08l VT a0 T
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2 .
g f s. s 3
5 dix d'y dv EaGY A x Ty 9y

ab 1 o}

G (x,v) 5 63(Z—y)0 1]!}(_\‘_7) =
- -G e @y @voe g w2t Boo el w2 R i T
2 : afiy X xv v
ab i b .
G T {x,v) 5 Hw(y)o Wiy) +

. 3 3, 3 3 i
t 79 Jd x d'y d'v EaBY A

odw(z) Gab(x,y) % Hw(y)obw(y) -

_ 1 2[3 3
5 g d'x d’v EaBY A b 3, Vv

ab b )

G (x,z) % g ylz (A.20)

O 12 termo a direita de (A.26) cancela o 22 termo ern
{A.25). Usando (A.23) no 29 termo a direita de (A.26) e integran-

do temos para o comutador em gquestdo:

]

V) g? Jd3x a’y e d ) G3°

Ai’ﬁ(x)ai K%, 2) 0% (2) 6*P0x,y) % Ty (¥

afly

b . 1 2 23, 3 i,5 i -2,k k,v
a-w(v) 59 JQ x div EaBY A (X)BX vaav II (v)

obW(z) {n.27)

o) —
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A-3 - Contribuigao do 32 termo em (A.1) :

Escrevendo o 32 termo em (A.1) como fungdo explicita das

coordenadas de campo, temos:

] I T P T T S i
v Vyw Ay (w) 5 9 Jd x d’y d’w €lLef 3

. oy adr€ J o=2 & &, E
Hw(h)o bix) G (x,y) A (y)ﬂy Vyw aw n (w)

{(h.28)

0 ccomutador da primeira parte de (A.28) com Yy (z) seré:

- % g? jd’x d’'y d’w €pef EaBY atr Y (x) H?(X) Gab(xry)
adrCyyal v 2 o L T TEP R
+ % gt fd3x d’y d’w.w(z) hef Fafy alrY(x) H?(x) .
¢®P(x,y) 837y ad vI? 3% phefq (A.29)

Y Oyw W

Trahalhando o 12 termo em (A.29):

1 i, 2, ab
- g2 Jd3x d?v d’w hef Cafy At Y (x) 7 xw(z) 677 {x,y)
. Aj’e(y) 3] 972 a& oy

y ¥W
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1

+
|

3 3 3 3
g Id x dy d'w € ot

-2
v

pJr8(yyad g2 ghyhytd
v W W

(yv)ad v72
Y yw

d’x a’y d’w e .

A€ J 52
%,v) A 3l v
(x,v) (y) 7 Vyw

Q0

3 3, 3, 3
jd ¥ d’v d’w Chef

&

(w,z)o b(z)

- % g? deX d’y d’w wiz) €

afy

d

bef

0 12 termo em (A.30) cancela o 22 termo em (A.29). Apds

usar (A.23) no 32 termo em (A.30)
tador em gquestdo
I 3, ad, A3
7 g Id X d'y d’'w Ebef EaSY
Gab(x,y) a3rS(y)a g2

v ooyw
1 3 3 3‘
tgd jd X A7V €har fag

a; de(y,z)odw(z)

e integrar obtemos para o comu-

DY

A

A

. .,
l'Y(x)Bi Kgd

%

A

atr Y (x) H?(x) G

ab

(x,z)0d¢(z)

(x,y) AT E(

v).

(A.31)
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C comutador da 28 parte de (A.28) com y{z) serd:

g jd3x A’y dw e ¢ %’Hm(X)Gaw(x) Gab(x,y) Aj'e(y)ai
V;i i T = () (z) -
+ % g? jd3x d’y d'w Wl(z) Eref %‘Hw(x)g U (x) Fab(x’y)
: Aj’e(y)ai v;ia‘i’, v E () (A.32)

Trabalhando o 12 termo em {(A.32):

g jdax d*y d’w € £ Hwtx)gaw(x)w(z)Gab

oyndre 3
baf 3 (x,v)A (y)ay.

V_Z aﬁ, Hﬁ,,f

VW o W

(w) +

i ab,

1 3 3 3 3 ks a jre <
+ 79 jd x d’y d’w €pef 3 Hw(x)o Ppix) G""{x,v)A (v).

i _-2 & & _fad a _
v Tyw Py 3y K (w,2)o7y(2) =

1 1. a ab
1 g? jdsx aly d’*w wiz) €hef T H¢(X)G wix) G (x,y).

1 . 1 _a .ah i, e j 2
- gt J.d3y a’*w ¢ -3 9 wlz) G (x,y) L (y)a; vyw

i

- r a
(w) + & g° Jd3x Ay d’w €haf 7 H\IJ(X)U bi{x)

A g) (A.33)
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0O 12 termo em (A.33) cancela o 22 termo em (A.32). Te -

mos para o comutador em questdo

_ l 2 J 3 3 l al ab . j;e ] -2 £
.Q:,f " N _1_ 3 3 3 i al N ab ,
I (w) 79 Jd x d'y € 05 Hw(x) c wix) G (x,y)
. : ¥
Aj’e(y)ﬁa KLd(y,z)odw(z) (A.34)

A-4 - Contribuigdo do 42 termo em (A_1) =

Esta contribuigdc sera dada pelo comutador

l 2 3 3 3 3 1,56 i -2 k k,vy
5 9 Jd x d'y d’v d'w EaBY €her A (x)?)X - Bv I (v)
ab, . j,e j =2 % %, £ _
G " (x,y) A (y)ay Vyw Bw I (wip(z)
Ly de Ay a’v d'w blz) e ., e, . atrB(xyal g2
2 ‘ Y aly “hef X XV
k K,y ab j,e J 972 &% &,F .
BV it (v) G 7 (x,y} A (y)ay Vyw Bw I (w) (A.35)
Trabalhando o 12 termo em (A.35);:
1 2 3 3 3 3 i,8 i 7'—2 kK +k,v
5 9 Jd x d'y d'v d’w a8y Shef A (x}a_ V. o Bv Il (v)
-2 .8 L%, f

()83 (x,y) 237 % (y)al It (w) -

v YW v
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3 a3, 3 3 3
o] ja x» d7y d’v d°w EaBY €

) : 1 - F
T Y (v) 6P (x,y) Aj'e(y)3§ vyi a& 8& k"% (w, 2000 (2) =

3 13 3 3 EJ ! -L’
g Ja x dy d°v d'w w(z) EaﬂY Chef A X RV

1
2

Kok, ab e, 0 g=2 o4
25 1Y (v) 6P,y AT S yral V2 Al

Q’f{w) -

1
4

i,8

g° Jdax a’y d’v d’w e AT P (n3al VoS 3

8y “hef

2 5k g
W W

b %, £

K79,z 0% (2) 6®(x,y) ¥ % (y10d v,

L

] 3 3, 3, 3 1,8, 0val =2 4k 4K,¥
7 9 Jd x d’y d’v €any Ebef A (.«)BX Voo Py 1 (v).
G (%, v) Aj'e{y)a§ x5Sy, 2)06% () (A.35)

0 192 termo em (A.36) cancela o 292 termo em (A.35) e te-

mos para este comutador

] 3 3 3 3 i,9,. 1 Lyd d
79 jd x A’y d'w EaSY Eher P (A)BX XK' {x,z)o v(=z)
an, ., . Jreg, J g2 4 LR, L :
G {x,y) A {j)ay Vyw a,, I (w)
1 3 3, 3. 3 1,8 i =2 .k k,v
-1 jd x Ay d'v e ey 2T VT a8 WY (v).

Gab(x,y) Aj’e(y)ai de(y,z)odw(z) {An.37)



78

Vamos reunir os resultados parciais das egquacg@es (A.19),
(A.24), (A.27), (A.31), (A.34) e (A.37) para expressar © comuta -
dor (A.2) numa forma concisa. Notamos gue:
i) a 12 parte de (A.31) cancela a 12 parte de (A.37} :
ii) a 22 parte de (A.24) cancela a 22 parte de (A.37) ;
iii) podemos reunir a 2@ parte de (A.371) com a 22 parte de (A.34)
numa sé expressioc:

fd(y,z)odw(z)

—_ g_a. 3, 3 < ~r r j!e j T
A Jd x d’y ELaf D ®x) G 7 (x,v) A (y)ay K

(A.38)
iv) podemos reunir a 12 parte de (A.24) com a 12 parte de (A.27)

nuna sé expressdo:
3 . .
- 9. la*x azs LBy ak YR h
. jd xd'y egg. AP0} Kk, 2000 (=) G

v) podemos reunir a 22 parte de (A.27) com a 12 parte de (A.34)

numa sé expressio:

_ 2 3 3 i,8, vk =2 Kk _K,¥y ab i b
g jd v @y {eyq, APk viZ ol 1R Y0, 630,20 S o
viz)l}, (A.40)
vi) reunimos (A.38) com (A.39):
-9 a3k a® i, B i .vh h ab, .
> Id x d°v {EaBY A (x)ax XK' (x,z)o W(z) G 7 (x,y),
D27 P (y)} (A.41)

+
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vii) finalmente, a 22 parte de (A.19) cancela-se com (A.41).

Desta forma, o resultado do comutador (A.2) fica resumi

do a 12 parte de (A.19) e {A.40), ou seia,

2
1), 002)] = - S fatx %% (x), ¢*Pix, 20 N}, -
o2 (a3 3, i,8 " i -2 .k _k,v . ab
g Jd z d'y {EaBY A (“)ax ny By il (v) , G {x,z).

Para dar a forma final a eypressdo (A.42), notamos, em
primeirc lugar, gue, conforme se encontra demonstrado no Apéndice

B, sdo vdlidas as seguintes relagdes:

Gab(x,z) = Kab(x,z) - [ d*u Ai'b(u) 6 — J Kab(x,z)
sat C(u) (A.43)
e,
([ s .i,c $ ] ab ) ae
dlu A7 (u) - K" {x,z) =g jd v GO {x,v) ¢

L. s8¢ () ehd

al Syl vl (A.44)
¥ Y

Desta forma, utilizando (A.43) e a lei de Gauss, egua -

cdo (3.34) do capitulo 3, reescrevemos (A.42):
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G {x,z)o (2]} {A.45)

Vames reescrever o 22 termo do lado direito em (A.45) u

tilizando (A.44):

3 . .
g 3, 3 0,a be i,d, i g-2 by, _
S Jd x d’y {D {x), €ong © (z,y) A ,\y)ay Vyx o} \,J(z)}+
_ g’ W (0O Y ab i,8 i 4-2 b
= 5 Jdax A’y (D (y) eaBY G " (x,z) A (x)'c}X ny o}
W(z)}, (A.46)

0 terceiro termo em (A.45) também pode ser reescrito:

- %; Jd3x d’y {gaBY Ai’B(x) DO’Y(y)ai ij ,Gab(x,z)abw(z)}
(A.47)

Conforme se verifica atraves das regras de comutagdo
estabelecidas no capitule 3, a presenga do tensor antissimétrico
eaBY em (A.47) permite gue se comute Ai’g(x) com DO’Y(y) nesta ex

soonsdo. Estas mesmas regras de comutagdo permitem gue se escreva

{A.47) na seguinte ordem:
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g° 3 3 G,y i
- . < r L { .
g fd x @y (D7 V(y), e . €% 0x,2) A x)a, Voo oTu(z)),

Como (A.46) e (A.48) s&o, respectivamente, o 22 e o 3@

termos de (A.45), vemos que estes se anulam identicamente., Temos,

entdo, o resultado desejado, equagdo (3.40) do capitulo 3:

(o) pa)] = - & fd3x (0% %(x), x*P(x,2)6%b(2)}, (A.49)



APENDICE B

OBTENCAO DAS RELACOES (A.43} e (A.44)

Temos, por definigéo,

ab(

G X,2) = jd3u 22 (%, 1) VS KCb(u,z) (B.1)

Tambeén,

Cagz A1,d i, ab, . . «Ches L
5§77V + ge gB (z)az) K7 (z,x) 7787 (2x) (B.2)
De (B.2) temos
2,,Ch _ <Ches, i,d i,eb
VK (ua,z) = §77°6°(u-z) + IE Lag® (u)BuK (u,z) (B.3)
Levando (B.3) em (B.1) temos:
Gab(x,z)=Jd3u Kac(x,u)6Cb63(u—z) -+
. 3 i,d ac, i eb y
+ jd u gecedA (U)K (A,u)ﬂuK (u,z) (B.4)

Utilizando em (B.4) a relagdo (3.24) do capitulo III,te

mos:
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Assim, temos para Kab{z,x) até a 22 ordem em g:

ab _ .abg-2 N i,d i -2
K™%z, x) = 8§77V 0+ gjd v sz € 1gd (y)ay Vyx +
: 2 3\ 3‘ —2 l,d J. _2 ],f :I —‘2
9 Jd y AWV Baeg B (w) wva ebi™ (y)a\vyx
(B.12)

A fim de simplificar a notagdo, faremos a convengio de

Al’d(y)ai por A

L

substitulir todos os termos do tipo € (y) . e

abd ab

fica subentendido que onde aparece Aab{y) todo o termo em guestao

se encontra integrado em y. Assim, a eq.(B.12) toma a forma redu-

zida:
ab,_ abg-2 -2 -2 22 -2 -2
K™ (z,x) = § sz gvzy ab(y)Vyx + g vzwxae(w)vakeb(y)vyx
(B.13)
Com esta forma para Kab(z,x) em (B.1), temos para
Gz, y):
ca, _ gcagy-2 -2 -2 192 ) ~2
G lz,y) = 6 vzy * ngzuxca{u)vuy + 39 vzw)\cf(‘”wu}\fa(u) uy
Temos entao, (B.14)
[ au at o) — ] K3 (2, %) =
SAT "7 (u)
. 3 , C 8 (caby-2 | =2 -2
e ( d’u A (u) SAi’c(u)j 8TV L 2y ab(y vz +
292 -2 o2y
9 V2w ae{ WYy eb(f)vyx)



_ -2 2 o 22 -2 -2,
= (0 + gvzykab(y)vyx P 297V, Pae (W) wykeb(y)vyx) "
_ Z.ae | - -2 -2
= gl Zy(ﬁ : ngzw;\ae(w)va + ) )\eb(y)vyx =
_ ae , -2
=g G (z,y) keb(y) vyx {B.15)
Temos assim demonstrada a relagdo
( i,c 3 ab ae i,d
Idju A" (w) ——1 K (z,x) = gjd3y G (z,yle , AT (y)
i,c ehd
SA (u)
3l g2 (B.16)
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