LIGIA MARIA COELHO DE SDUZA RODRIGUES

UM ESTUDO DO ACOPLAMENTO GRAVITACIONAL DE NEUTRINOS

COM A VORTICIDADE DA MATERIA

Tese de Doutorado

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS

Rio de Janeiro, agosto de 1987



+ . —_—
A Leda minha mie

,
e
@ meu padl.
A Any,
Joac Paufo,
Rogerio,
Flavia e
Fernanda, minha "familia

afternativa™ .



Tvano Damido Scares orndientou esta tese. Agradecer ao chien-
tadoer ¢ um habite tac sistematico que semphie pode parecehr que ¢ faze-
mos poi obaigacae. Ndo e o case. Credo hepetin ¢ que mudlfos sabem
Tvano neafiza seu trhabalho de ondentacdo com dedicag¢ao e serndiedade
“pouce comuns. A compefencia com que responde a duvidas, que ndo espan
ta quem com efe convive cientificamente, fhaz multa seguranga a po -
bres doutorandos quando as volias com suas Lgnorancias, Tenho a sensa
cac de que me faltanao hecursos para exphessar aqud meu aghadecimento;
espenc Aomente que minha gratidac e fidefidade sejam para ele uma pe-
quena hecompensa por Lodo o thabalho gue Lhe ded.

Talvez tenhamos todos(as) um dia nossa thavessia do desertfo.
Se pude enfrentan ¢ superar a que me coube, devo av apcio, compheen -
sa0, estimublo e amizade de Marioc Novello, Jose Salim e Tvano Soares.

Em varios momentos, ac elaboran e hedigih esta tese, phocu-
ned colegas do DRP. Pelas discussoes, algumas vezed essepnclads, suges
toes e caiticas, aghadece a Mandio Novello, Tsaias Costa, Jayme T.iomno,
Jose Sablim, Mancelo Reboucas e Luiz Albento de OfLivedina.

Tenho a sorte de frabalhar em um ambiente em que pessoas di
fenentes, com visoes distintas do mundo e da fisica, conseguem convi-
vern em hatmonia suficiente para que o frabalho sefa produtivo e o chd
ma amigavef. Scu grnata a Lodes ob gque para Lsto contribuem, meus cofe
gas Manio, Ivanc, Tiomno, Albentco, Moacyr, Joao, Ze, Lu, Marcelo, An-
tondo, Adolfo, ELisa, Sengio, Isatas, Nefson, Renato, Bantd, Sasse
Jodo, Renato, Carfa, Hennique, Mauricic, Ademin, Mario, Andre e Feli-
pe.

A Myniam Coutinhe e Fatima Dantas, pela coragem e paciencda
em decd fhar meus abomindveds garnanchos, agradege pela datifoghragea

de parte desta fese.



INTRODUCAO

CAPITULO I -
T.a -

I.b -

—
Q
!

r.d -

CAPITULO II
Il.a
II.b

iT.c

Ir.d

II.e

I1.f

CAPITULO III

IIT.a

ITI.b

III.cC

IIT.d

I1I.e

SUMARIO

ESPINORES EM ESPACOS CURVOS

O FORMALISMO DE TETRADAS

A ESTRUTURA ESPINORIAL LOCAL

DERIVADA COVARIANTE DE UM ESPINOR; COEFI-
CIENTE DE FOCK-IVANENKO

EQUACAOC DE DIRAC NUM ESPACO CURVO

A GEOMETRIA DO UNIVERSCO DE GODEL

A VARIEDADE H3

A ALGEBRA DE H3

CALCULO DOS CAMPOS VETORIAIS E DAS UM-

FORMAS INVARIANTES DE H3

A VARIEDADE HBXR
A METRICA DE GODEL
ESPINORES E ISOMETRIAS; MODOS GLOBAIS

INVARIANTES DO CAMPO ESPINORIAL

NEUTRINOS EM INTERACAC COM A VORTICI-
DADE: SOLUCAO DA EQUACAO DE DIRAC

A EQUACAC DE DIRAC PARA O NEUTRINO NO

MODELO DE GODEL
— MODOS GLOBAIS INVARIANTES HIPERBOLICOS

EQUACAO DE DIRAC NA FORMA HAMILTONIANA:

OPERADOR HELICIDADE

SOLUCOES GERAIS DA EQUACAO DE DIRAC

- ESPINORES A DUAS COMPONENTES: SOLUCOES

LINEARMENTE INDEPENDENTES

11

15

18

20

27

28

30

31

35

38

41

48

49

50

52

62



IIT.

IIT.

IIT.

CAPITULO IV

IvV.a

IV.b

CAPITULO V

CONCLUSAO

APENDICE I

— OPERADORES DE MOMENTUM ANGULAR DO CAMPO
DE NEUTRINOS; CONSTRUCAO DA SEQUENCIA
DE SOLUCOES

- CONDICOES DE CONTORNO E REGULARIDADE

- NORMALIZACAO

NEUTRINOS EM INTERACAO COM A VORTICIDADE:
ESPACO DE MOMENTUM
ESPACO DE FOURIER

ESPACO DE MOMENTUM

ACOPLAMENTO DOS NEUTRINOS A GRAVITACAQO:
ASSIMETRIAS MICROSCOPICAS

A CORRENTE LOCAL

ESTADOS DE NEUTRINO E ANTI-NEUTRINO
ASSIMETRIA MICROSCOPICA

ASSIMETRIA MICROSCOPICA ENTRE NEUTRINOS E

ANTI-NEUTRINOS E VIOLAGCAO DE CP

66
70

82

92
92

98

101
102
104

109

112

1138

124



RESUMO

O acoplamento gravitacional dos neutrinos com a vorticidade
da matéria e estudado, no contexto da teoria da relatividade geral de -
Elnstein: os neutrinos em interagao com a pravitacao sao descritos
por campos espinoriais num espaco-tempo curvo e, nor simplicidade téc
nica, o universo de GHdel & tomado como métrica de fundo, por ser a
mais simples das solugoes das equagoes de Einstein com vorticidade
nao nula. A equacao de Dirac & resolvida por separacao do campo de
neutrinos nos modos invariantes hiperb6licos, globalmente definidos
na variedade de GUdel, ou seja, em auto-vetores simultaneos de ener -
gia, momentum angular e momentum linear na direcao determinada pela
vorticidade #i. Bstas solugoes constituem uma base completa vara a des
cri¢ao da fisica de neutrinos em interagao com a vorticidade no uni -
verso de GbBdel.

Amplitudes de neutrinos ¢ de anti-ncutrinos, relacionadas
pela operagao de conjugacao de carga-paridade, sao convenientemente
definidas. A presenca da vorticidade da matéria gera assimetrias mi -
croscoOpicas na fisica de neutrinos. As correntes de neutrinos e de an
ti-neutrinos apresentam uma assimetria microsconica ao longo da dire-
gao determinada vor ¢; wna assimetria entre o nimero de neutrinos e
de anti-neutrinos € possivel, no caso de producao de pares neutrino -

anti-neutrino por processos que violem CP.



NOTACAO E DEFINICOES

Indices espago-tempo sdo anotados por letras gregas, o=0,1,2,3; in
dices de tetradas sdo anotados por letras latinas maiusculas, A=0,
1,2,3. Indices latinos minasculos designam coordenadas espaciais,

i,j=1,2,3. Indices repetidos contravariantes e covariantes indicam

o 3 o A 3 A
soma, ou seja, QaT = QEO QuT ; LAM = AEO LAM
A métrica do espago-tempo M, é guv(x) e tem assinatura ~2;nuv & a

métrica de Minkowski, nuvzdiag(l,—l,—l,—l).

A derivada simples de uma quantidade F & designada F u ou por
L

aF/3x% ou por auF. Ponto e virgula designam derivada covariante ,

iU

i & a derivada de Lie na direcgdo do vetor £.

£

Por definicao:

fa ] _ op |7 _ 7.
1,&3 = 1/2.97 980 0t 9oy, 8 gBu,pJ’

r

b

~ i 3
R T - T + | an | (o B)I
oUPV Upo, Vv uvo,p o QDU) oV va/ Loul

: po _ uv . .
Ruv = deuv g R R g , e T acima designa

@o} Tou -

Dada uma matriz A:
* , . + - , o :
A & a matriz complexo conjugada; A & a matriz hermitiana conjuga

da; aT & a matriz transposta.

_ Tyt O - . . '
Dado um espinor , ¥=¥'v~ & o espinor conjugado. Componentes espi-
noriais s3o designadas por letras latinas minasculas, a, b. Indi -

. - . . ‘ a - . .
ces espinoriais contravariantes designam ccluna, ¥7; indices espi-



noriais covariantes designam fila, Wa.
[A,B] € o comutador dos operadores A e B. |k| designa o médulo da

quantidade k.

M & o tensor completamente anti—simétrico:nijk=0 para dois indi

ijk
ces quaisquer repetidos; nijkﬂl para i=1,j=2,k=3 e qualquer permu-
tagao par dos indices i,]j,k; nijk=—1 para qualquer permutacao im -

par destes indices.

Sempre gue for possivel, designaremos:

¥ . Ly g
(e,9,m,k,1) X} POE Yo gy
K(e,j,m,k;x}) por K(j;x);

‘PF(E,j,m,k,L) por kPF(Erj}F

sle,3,mk;e’,3',m",k") por S(j;j").



INTRODUCAO

O interesse pelos efeitos da gravitagao sobre os diferen

1)

tes campos e particulas soma-se a muitas outras motivagaes( para
as varias tentativas de construgdo de uma teoria quantica da gravi
tacao. No entanto, entre os fisicos gue trabalham com problemas de
¢ravitacao quantica a opiniao dominante € gue nenhuma das teorias

propostas pode ser considerada completamente satisfatdria. Artigos

(2)

apontam uma série de dificuldades nao resol

(2)

vidas por nenhuma dessas tentativas. Dentro deste quadro , a pro

de revisao recentes

cura de solugdes exatas das equagdOes da teoria quantica em métri -
cas de fundo classicas continua a ser alternativa valida na busca
de um melhor conhecimento da interagao entre campos gravitacionais
e campos de matéria. Neste trabalho, optaremos por este esquema ,
gque chamaremos de método semi-classico.
O interesse pelo estudo do comportamento dos neutrinos

nos espag¢os curvos tem uma importancia especial. No artigo de 1957
"Interaction of neutrinos and gravitational fields"(23), considera-
do uma referencia basica por todos os autores que trabalham no as -
sunto, Brill e Wheeler desenvolveram a seguinte argumentacao para
justificar tal importancia. Nosso conhecimento dos neutrinos limita
se essencialmente a processos de absorgao e emissdo. Para termos so
bre essas particulas informagoes semelhantes ds que se obtém quando
se submetem, por exemplo, elétrons a campos elétricos ou magnéticos,
necessitamos conhecer o comportamento dos neutrinos sob a agao de
campos externos. Mas, neutrinos somente interagem fracamente com a

matéria, nao respondendo a campos elétricos e magnéticos. Portanto,

se quisermos alterar suas trajetdrias por forcas sujeitas a analise



simples, temos que usar campos gravitacionais. Ou seja, temos que
considerar a fisica dos neutrinos em espagos curvos. Neutrinos em
interacdao com a gravitacdo possuem também importancia em problemas
de astrofisica e cosmologia. Em particular, tem-se examinado a pos
sibilidade(B) de que a densidade de energia dos neutrinos cosmicos
seja da ordem da densidade de energia critica necessaria para fe -
char o universo . Além disto, acredita—se(4) que, juntamente com
outras particulas que interagem fracamente, neutrinos (e anti-neu-
trinos) sdo candidatos a compor a matéria escura existente no espa
co intergalactico, cuja Unica manifestacao € a gravidade. Neste ca
g0, os neubrinos teriam massa entre 30 eV e 3 GeV e dominariam a
densidade de massa-~energia do universo(S).

Na relatividade geral, no método semi-classico, neutri -
nos em interacdo com a gravitacgao sao descritos por campos espino-
riais num espago-tempo curvo; O espinores sao, nesse caso, solu -
coes da equacao de Dirac no espago-tempo em guestdo. Van der Waer-

(6)

den e Infeld apresentaram em 1933 uma analise espinorial que
permitiu o uso de espinores em espagos curvos. Revisoes importan -
tes do desenvolvimento do formalismo desde entdo sao encontradas
em artigos de Bade e Jehle, e Parker e Jehle(7) .

Além do artigo ja citado de Brill e Wheeler, onde € encon
trada solucdo para um campo de neutrinos na metrica de fundo de
Schwarzschild, permitindo o estudo do comportamento dessas particu-
las frente a Varios processos fisicos, outras solugdes semi-classi-
cas das equacdes de Dirac tem sido encontradas e analisadas, toman-
do-se como métricas de fundo diferentes solugdes das eqguacoes de
Einstein(24r25r26r27i28f29)_

Em 1949, Gﬁdel(8) apresentou a primeira solucdo exata das

equacdes de Einstein em que o conteudo material tem rotacao nao nu-



la. Sera essa solugao um modelo adeguado para descrever as proprie-
dades atuails do nosso universo? Embora a existéncia de uma vortici-
dade no universo atual nao tenha sido definitivamente descartada,as
evidéncias mais recentes apontam no sentido de uma resposta negati-
va a esta pergunta. Em 1982, analisando propriedades defontes extra

(9)

galacticas, Birch apresentou evidéncias da existéncia de uma ani
sotropia de larga escala gue indicava uma assimetria rotacional no u
niverso observado. No entanto, esse resultado, gue estimulou o inte
resse por modelos do universo com rotagao, foi posteriormente posto

(10)

em duvida. Bietenholz e Kronberg repetiram a analise de Birch

com um conjunto de 277 fontes de radio extra-galdcticas e nao encon
traram nenhuma evidencia de anisotropia,e Phinney e Webster(ll) a-
firmam gque a significagao dos resultados de Birch & muito diminuida
gquando se leva em consideracdo erros experimentais.

Se tais resultados forem confirmados, modelos com rotacgdo
nao sao adequados para o universo atual. No entanto, ndo ha razao
para gue tais modelos sejam também eliminados enguanto possiveis mo
delos para as fases iniciais do universo. Ao contrario, hd argumen-—
tos tedricos e observacionais que evidenciam a importancia da rota-
¢do nagquelas fases e que Justificam, portanto, o interesse pelo mo-
delo de G&del e outros modelos gue apresentam vorticidade da maté -
ria. O proprio G8del, em seu artigo original de 1949, sugere gue a

(12)

rotagdo das galaxias , evidéncia observacional firmemente estabe
lecida, tenha sua origem em um fendmeno cosmoldogico. Além disto,
foi sugerido gue a anisotropia observada da radiac¢ao de fundo de mi
croonda possa ser devida a uma vorticidade primordial do universo
em larga escala(lB).

No presente trabalho, desenvolvemos 0 estudo do comporta-

mento e de propriedades dos neutrinos em um universo cujo conteudo



material apresenta rotac¢ado. O campo gravitacional & descrito pela
teoria da relatividade geral e, por ser a mais simples das solugdes
das equacgOes de Einstein com vorticidade nao nula, tomamos a solu -

cao de G8del como métrica de fundo(S)

.- 0 campo de neutrinos, consi-
derado como um campo teste, sem influéncia sobre a geometria do es-
pago~tempo, € descrito por solugées das equacgoes de Dirac generali-
zadas para um espago curvo atraves do principio do acoplamento mini
mo.

Por serem os modos mais naturais para descrever os efei -
tos da rotagao -~ apresentam a vantagem de permitir a definigao de (=]
peradores de momentum angular que geram a algebra de momentum angu-
lar total - escolhemos modos hiperbolicos dos campos de neutrinos .
Encontramos solugbes gue sao auto-vetores simultdneos de energia ,
momentum angular e helicidade.

No capitulo I, desenvolvemos brevemente uma revisao do
formalismo de tetradas e da teoria dos gquadri-espinores de Dirac so
bre o espago-tempo da relatividade geral e generalizamos a egquagao
de Dirac para o espago curvo,

No capitulo II, construimos o universo de G8del como um
grupo de Lie simplesmente conexo, sobre o qual introduzimos uma mé-—
trica invariante que satisfaz as equa¢des de Einstein com constante
cosmologica e um fluido perfeito com p = 0 como fonte. Mostramos co
mo a imposicao de determinadas simetrias sobre campos espinoriais
pode ser 0til na procura de bases de solugoes para a equagao de Di-
rac.

No capitulo III, separamos e resolvemos as equagOes de Di
rac para neutrinos, nos modos globais invariantes hiperbdlicos, ob-
tendo um conjunto de solugdes ortonormais, auto-vetores de energia,

momentum angular e helicidade, sobre as quais impomos condigoes de



contorno e regularidade consistentes com o carater de campo teste
dos neutrinos. Introduzimos também a formulacao Hamiltoniana da e -
quacao de Dirac no universo de G8del.

No capitulo IV, construimos o espago de momentum associa—
do ao conjunto de solugoOes obtidas e obtemos a equacado de Dirac nes
se espago.

Finalmente, no capitulo V, analisamos as solugoes obtidas,
definindo convenientemente estados de neutrino e anti-neutrino, e
verificamos que a operacgao de conjugagéo de carga & uma simetria do
espaco de solugdes. Concluimos gque as correntes de neutrinos e anti
neutrinos apresentam uma assimetria microscdpica ao longo da dire -
cao determinada pela vorticidade e que, no caso de produgao de pa -
res neutrino-anti-neutrino por processos gue violem CP, uma assime-

tria entre o numero de neutrinos e anti-neutrinos & encontrada.
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CAPITULO I

ESPINORES EM ESPACOS CURV(OS

Na auseéncia de gravitagao, os fermions sao descritos por

campos espinoriais Y(x}, que sao solugbes da equagao de Dirac,
iy e moy =0 (r.1)

em coordenadas cartesianas. As-ﬁiséo as matrizes constantes de Di-
rac que satisfazem a algebra de Clifford associada a métrica do es
pago—-tempo de Minkowski, nuB’

SR L A

Os espinores V(x) sao vetores do espaco-base da representacaoc ir-
redutivel (1/2,0) (@ (0,1/2) do grupo de Lorentz restrito.

O grupo de Lorentz & o grupo de covaridncia geral da re-
latividade restrita. E da classificacao de suas representacoes que
se obtém a classificacao das particulas elementares de acordo com
seu spin, o que, em esséncia, define a natureza de cada campo(l4).
As particulas elementares sao descritas por fungoes (de onda) que
constituem vetores de um espago base de uma representagao irreduti

(16) do grupo de Lorentz. A algebra dos

vel 1) ge aimensso finita
geradores do grupo de Lorentz restrito € equivalente a duas sub-al
gebras disjuntas, isomorfas a algebra dos geradores do grupo de ro
tagoes Oy- Assim, as representacgoes irredutiveis de dimensao fini-

(17) podem ser obtidas a partir das represen

ta do grupo de Lorentz
tagdes irredutiveis de O3 e sao caracterizadas por dois nGmeros in
teiros ou semi-inteiros j e j', 0 £ j,j"' ¢ «; a dimensao das repre
sentacdes & (23+1) (23"+1).

As representacgdes tipo (1/2,0) e (0,1/2) constituem as

representac¢des espinoriais do grupo de Lorentz e os vetores de



LS

1/2,0 e Vo’l/2 sao os espinores a duas componen

seus espagos base V
tes. Estas representagdes nao siao equivalentes, pois nao existe u-
ma transformacdo de similaridade que transforme uma na outra. Além
do mais, a operagao de inversao espacial IS leva vetores que se
transformam sob (1/2,0) em vetores que se transformam sob (0,1/2)
e vice-versa. Portanto, elas atuam soObre espa¢os que ndo sao inva-
riantes sob as operagdes do grupo de Lorentz imprdoprio. Obtém-se
um espacgo invariante sob estas transformagOes tomando as represen-—
tagOes soma direta (1/2,0) C)(O,l/Z), de dimensao 4, que atuam so-
bre o espago vetorial irredutivel para o grupo de Lorentz impro -
prio Vl/z'o(j v0,1/2_ Espinores a quatro componentes sdo objetos
do espago Vl/z’o(j VO,l/Z.

Para © caso de fermions de massa nula, gue vamos tratar
neste trabalho, &€ um fato experimentalmente verificado(la'lg) que
neutrinos so existem com spin anti-paralelo a dire¢ao do movimento

(20) ou

e anti-neutrinos com spin paralelo a diregac do movimento
seja, em um Unico estado de helicidade. Estas particulas podem as-
sim ser equivalentemente descritas por espinores a duas componen -
tes (de Weyl) das representagées irredutiveis (1/2,0) ou (0,1/2)

do grupo de Lorentz restrito, que ndo inclui as inversodes espaci -
ais ,ou por quadri-espinores (de Dirac) da representagéo (1/2,0) @
(0,1/2), com a condigadao de que sejam auto-estados do operador heli

(21,22)

cidade . Para neutrinos em auto-estados de energia, y® € pro

porcional ao operador helicidade e portanto, esses quadri-espino -

res obedecem a
Yo% =Ly , L? =1

e podem ser escritos



¢

L¢

=]
]

onde ¢ sd0 espinores a duas componentes.

Na teoria da relatividade geral, o espago-tempo tem a es
trutura de uma variedade riemanniana de dimensao 4, M,, localmente
lorentziana; Tendo em vista o carater localmente lorentziano, a
teoria das representacoes do grupo de Lorentz no espago-plano e
consequentemente, o formalismo espinorial (tanto a duas quanto a
quatro componentes), podem ser transportados, independentemente,
para cada ponto da variedade espaco-tempo.

Neutrinos em interacgdo com a gravitacao sao descritos
por campos espinoriais sobre o espago-tempo curvo da relatividade
geral. Esses campos sao solucbes da equagéo de Dirac generalizada

para O espage curvo. Campos espinoriais em relatividade geral tém

sido tratados na literatura de diferentes pontos de vista(7). Uma
excelente revisio dos principais formalismos € dada por Brill e
Wheeler(ZB), rium artigo que constitui uma referéncia basica para o

estudo das interacbes dos neutrinos c¢om a gravitacao.

No presente trabalho, optaremcs por utilizar espinores a
quatro componentes.de Dirac, do ponto de vista do formalismo de
tetradas. Este formalismo apresenta uma dupla vantagem. Por um la-
do, permite uma unificacao com o calculo das formas diferenciais ,
nos referenciais de Lorentz locais associados as tetradas, © que
introduz uma grande simplificagao nos calculos. Ademais, as trans-
formagOes sobre 0s espinores equivalem, de maneira natural, a re -

presentagdes das rotagOes de Lorentz locais dos referenciais de te

tradas.
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Além do referido trabalho de Brill e Wheeler, onde, a ti
tulo de aplicacgdo, o comportamento dos neutrinos numa métrica de
fundo de Schwarzschild & estudado, outros trabalhos tratando a in-
teracao dos fermions com diferentes campos gravitacionais tem apa-
recido na literatura. Em particular, foram encontradas solucdes da
equacao de Dirac e estudadas suas propriedades, nas metricas de
Kerr(24’25), de Sitter(26) e Gddel(27’28’29). Unruh (1973) separocu
as equacbes de Dirac para o neutrino e obteve solucoes aproximadas
proxino ao horizonte da méetrica de Kerr; Teukolsky (1972), indepen
dentemente, obteve uma equacdo de segunda ordem separavel para o
neutrino. Chandrasekhar (1976) conseguiu separar as equacgoes de Di
rac na métrica de Kerr para um fermion massivo, empregando o forma
lismo de Newman-Penrose. Soares (1981) e Soares e Rodrigues (1984)
separaram as equagaes de Dirac para o neutrino na métrica de Gddel
Soares e Tiomno encontraram solugdes para fermions massivos num u-
niverso de G8del. Outro resultado interessante foi encontrado por
Novello e Soares(30): uma classe de modelos cosmoldgicos homogene-
oa e nao estacionarios, cuja fonte & unicanente neutrinos, de am -
bas helicidades.

Neste capitulo, revisaremos o formalismo de tetradas e a
teoria dos espinores a quatro componentes sobre o espa¢o-tempo da
relatividade geral. Considerando a questéo da helicidade, nos res-
tringiremos a quadri-espinores sujeitos 3 condigdo Y°Y =LY . U -
sando o principio do acoplamente minimo, generalizaremos a equagao

de Dirac para o0 €spago curvo.

-



- 11 -

I.a - O FORMALISMO DE TETRADAS

O espago-tempo da relatividade geral tem a estrutura de u
ma variedade riemanniana guadri-dimensional, localmente lorentziana,
que designaremos por M4. A estrutura de Minkowski local da varieda-
de espago-tempo pode ser rigorosamente construida empregando-se O

(31)

conceito de espago-tangente a variedade no ponto p e o formalis

mo de tetradas(32).
Consideremos, entao , o espago-tangente a M, no ponto p ,

Tp, e os vetores 3/93x & Tp, gque constituem a base candnica de

>
P
T . x* & um sistema de coordenadas admissivel em p e numa vizinhan
33
ga de p( ).
Na base a/ax“ , 08 campos de vetores tangentes Y em M4 pe

dem ser eXpressos
Y = YO (x) a/ax" .

Introduzimos sobre M4 a métrica g como operador bilinear,

e simétrico gue a todo par de campos vetoriais X,Y associa um nume-

ro real em cada ponto p & M4, i.ée.,

glY¥,z) (p) & R

gly,z) = g(2,Y).

Dados os pontos p e p%dp em M4, infinitesimalmente proximos, conec-
tados pelo vetor X = dﬁlafaxalp, o elemento de distancia de univer-

SO em M, é dado por
as? = g(X,X) (p) = g q ax* ax® , (I.a.1)

onde g o sio as componentes de g na base 3/3x".

Variedades localmente lorentzianas sdoc aquelas nas quais,



- 12 -

dado um ponto p que pertence a variedade, & sempre possivel encon-
trar-se um sistema de coordenadas locais no gqual ggg assuma local-

mente os valores constantes da metrica de Minkowski,

diag (+l,-1,-1,-1).

Mg
Isto equivale 3 existéncia de cones de luz locais, ou ainda, a vali
dade das leis da relatividade restrita numa regiao infinitamente pe-
guena do espago-tempo.

Em cada ponto de M4, vamos entdo definir quatro vetores

linearmente independentes, ey De acordo com os cones de luz lo -

A) "
cals, vamos escolher:

a) e(o) do tipo tempo, ou seja, no interior do cone de luz local,

g(e(o)re(o))> 0;

b} ©(1)” i=1,2,3, do tipo espaco, ou seja, fora do cone de luz lo
cal .
alrgleggyreqyy) < O

e 0s e(A) mutualmente ortogonais, ou seja, g(e(A),e(B)) = 0, se A¢B.

Normalizando nossos vetores segundo
glegyreq)) =1 gleggyeqyy! = b
temos gque

gle )@’ = Map-

Devido a independencia linear dos €(p)’ @ matriz 4x4,

e(A)a, construlda com as componentes de ep) na base candnica B/BXG,
& inversivel e sua inversa & ea(A), de modo gque
6 {A) N GOL
©(an) °©B =3 (I.a.2)
Em termos de componentes,
- “e B , (I.a.3)

(A)

Multiplicando (I.a.3) pela matriz inversa e o © usando (Il.a.2) ,



temos
_ (&)
e(B)Ll = e u nAB . (I.a.4)
.. . AB . :
Definindo a inversa de Nap’ N = diag (+1,-1,-1,-1), de (I.a.3)
obtemos também que
(A) AB
= . I.a.5
¢ g TN S (I.a.5)
Os vetores e(A) constituem uma tetrada(3l)e os indices (A) sao de

nominados indices de tetradas. De (I.a.4 e 5) acima, ve-se que re

lativamente aos indices de tetradas, as matrizes nag © nAB posS-—

suem o carater de métrica, abaixando e levantando estes indices.

Outra relacao importante é obtida multiplicando (I.a.3)

(a) e(B)
o

por e e usando (I.a.4), a saber,

g&B = € s} © R nAB

. (I.a.6)
Ag relagdbes (I.a.3) e (I.a.6) nos permitem dar uma inter-—
pretagdo geométrica as tetradas. Sob a transformagao X+ x Oyt (x),

a métrica Y transforma-se de acordo com

. . ' . _ BXM BXV
gaB(X) gaB(X ) = BXIQ BX'B guv(X)

e a transformada inversa e

1l TV
(x) = ¥ 8% g' (x").
7x®  gxP HV

FuB

Em um ponto gqualquer p & M4, podemos identificar formalmente

ap ]
(py =

>dQ
uw)
n o
Q2
i

|

e

(I.a.7)

Q2

e o 5 3

% podem ser interpretadas como coordenadas locais de um referenci
al de Lorentz local no gual a métrica assume, em p, 0s valores

constantes da métrica de Minkowski. A estes referenciails estao 1i
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gados observadores de Lorentz locais.
Uma rotacao de Lorentz das tetradas, a saber,

(A} A

By » 5, B 2 1A (x) e

Ca

gera as transformagoes de Lorentz locais LA {x) definidas por

B

A C
L B(X)_HAC L D(x) = nBD . {(I.a.8)

As relacoes (I.a.3) e {(I.a.6) sao invariantes sob estas transforma-

¢oes, pois

gaB = ea eB NAB = a e

N o=
AB T %

ey %8 = @) °(m) Y08
0 campe de tetradas € portanto definido a menos de uma transforma -
cao de Lorentz local e existe uma arbitrariedade em sua escolha. A
cada tetrada esta associado um observador de Lorentz local.

£ importante observar que as expressoes (I.a.7) somente
sao validas no ponto p, ou seja, n&o podemos, em geral, encontrar

as funcbes de transformacdo x° = xafﬁﬁ) e ¥°

.y o -
=X (x7). Isto so0 o-
corre quando o espac¢o-tempo for plano e, neste caso, a transforma-
¢dao acima corresponde a passar de coordenadas cartesianas a coorde

nadas curvilineas.

o ~
Qualgquer vetor Y, de componentes Y na base canonica

B/BXOL , tem componentes

YA _ (A)a Yu )
numa determinada base de tetradas e(A)a. Em particular, nesta mesma
base, X = dx” Bfaxa , tem componentes

0B _ e(A) ax®



e, inversamente,

a _ _a A '
dx™ = e (a) B . (I.a.9)

Substituindo (I.a.9) no elemento de linha (I.a.l), temos

2 _ o B A B
ds ® = gaB e (2) e (B) g 6
de (I.a.6) vemos que
ds? = e® oB . (I.a.10)

Tan
Dado, portanto, um ponto p qualquer pertencente 3 M4, pode~se
sempre escolher uma base de tetradas em p tal que, localmente em P,

a métrica assuma os valores constantes da meétrica de Minkowski.

I.b - A ESTRUTURA ESPINORIAL LOCAL(32)

A estrutura de Minkowski local (I.a.l1l0) da variedade espa
co~tempo da relatividade geral e a existéncia do grupo de Lorentz
local (I.a.8) nos permitem transportar localmente para cada ponto
da variedade a teoria das representagées do grupo de Lorentz no es—
pago plano(l7).

Sejam entac sobre M, as transformacoes de Lorentz locais,
definidas por (I.a.8). Estas transformagées constituem um grupo, o©
grupo de Lorentz local, que admite, em cada ponto de M4, as mesmas

representagdes que no espago plano, cujos parametros s3o agora de-—
Pendentes de ponto.

Em My, definimos espinores de Dirac ¥(x) como elementos
do espaco base da representacao (1/2,0)[) (0,1/2) do grupo de Lo =

rentz restrito local; sob as transformagles locais (I.a.8) , as fun

¢Oes VYi{x) se transformam de acordo com

¥(x) » y'(x) = S(L(x)) y(x) (I.b.1)



onde S(L(x)) & uma matriz da representacdo (l/2,0)(£)(0,l/2)(x),
com a restricao det S = 1.

No espago plano de Minkowski, o grupo de transforma -
coes de coordenadas da variedade & o proprio grupo de Lorentz .
Num espaco curvo, no entanto, embora (I.b.l) seja a mesma lel
de transformacac a que obedece um espinor na variedade de Min -
kowskl, a estrutura lorentziana local existe independentemente
em cada ponto e nao ha, em geral, nenhuma relacao entre o grupo
de Lorentz loéal e 0 grupo geral de transformacOes da variedade

M,. Sob uma transformagcdo geral de coordenadas, x° - x'%

{x), oS
espinores ¥(x) transformam-se como escalares, por definicao.Por
tanto, um espinor definido sobre uma variedade M4 determina du-
as estruturas em cada ponto dessa variedade: uma estrutura lo -
cal, assoclada a representacao espinorial do grupo de Lorentz e
uma estrutura global, associada & representagao escalar do gru-
po geral de transformagoes de coordenadas.

Construir uma estrutura espinorial local em M4 equiva
le a deflnir em cada ponto da variedade um campo de matrizes
Yu(x). Do ponto de wvista do formalismo de tetradas e espinores

a quatro componentes gque ectamos adotando, as matrizes Yu(x)

sac dadas por
XY ., (I.b.2)

A~ , . .
onde as Y sao as matrizes constantes de Dirac gque satisfazem a

A B B A AB.
YY+YY=2nB1, (L.b.3)

onde nAB & a inversa da métrica de Minkowski e ! & a matriz i -

dentidade 4x4. As YA constituem uma representagao espinorial pa

(34)

ra a algebra de Clifford associada a métrica local Nap:
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DE (I.b.2) e (I.b.3), obtém-se a relacao de anti-comu-
tagao

Yyt eyt =2 ¢ (I.b.4)

onde guv(x) & a métrica da variedade M, e as v"(x) s3o ditas

4

constituir uma representacao espinorial para a dlgebra de Clif -

ford associada a métrica guv(x) de M,.

~ o o
Sob uma transformacao geral de coordenadas, x +x'"(X),

as Y“(x) transformam-se como vetores,
O

L

X u(

X)

Sob uma rotagao de Lorentz local as matrizes Y¥(x) transformam -

Se como

W) ¥ Px= sx) yHix) sTHix) . (I.b.5)

Esta transformagac & gerada por uma rotagao de Lorentz local da

base de tetradas, ou seja,

——DL( A

Y x®} =EOEA)(X} Y

com

S a0 = Ty

(x) e

Deste modo, de (I.b.5}, tem-se que

A

&% ) ) = six) eu{A)(x) Y& 87 (%) (I.b.6)

ou seja,
B R L osx) v osTHx) (I.b.7)

E importante notar gue as matrizes constantes de Dirac ¥y nao se

alteram sob as transformagoes (I.b.7}, como usualmente.



No presente formalismo de tetradas, o espinor conjugado
e Dirac é, por definicdo, VT = y YO, onde Y% & o espinor hermiti
ano conjugado e YO € a matriz constante de Dirac. Com esta defini-
cao, V¥ & um escalar. Sob uma rotagao de Lorentz local, notando-se

que, de (I.b.7), S+YO: YOS—l, o espinor conjugado transforma-se de

acordo com

o=yt st 4@ = ¥ g7 (I.b.8)
o que implica trivialmente

Tryr- Ty o,

Em termos das componentes espinoriais, as leis de trans-

formagao sob as transformacgoes locais (I.a.l), .para o espinor ¥ e o

espinor conjugado Y, respectivamente (I.b.l) e (I.b.8), sao escritas:

b

YA (x) » ¥ (x) (%) (1.b.9)

sab(x) Y

5l

¥ ¥ G0 = Py 0 5T (I.b.10)

I.c - DERIVADA COVARIANTE DE UM ESPINOR; COEFICIENTE DE FOCK_

IVANENKO

[ de fundamental importancia para a construcgao do forma
lismo espinorial num espago Ccurvo a definicao de deriveda covari-
ante de um espinor, T;u. Embora seja um escalar para ¢ ¢grupc ge -
ral de transformacoes de coordenadas,Y possui uma estrutura in -
trinseca local definida por sua lei de transformacao frente ao
grupo de Lorentz local e, devido a dependéncia de ponto do grupo

local, a derivada simples nao se transforma como um espinor. As -

sim, definimos derivada covariante de um espinor como
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v o= - FUW : (I.c.1)
em termos de componentes esgpinoriais,

P, = P - Pe
U M

r

onde as FU(X) sio as afinidades espinoriais ou conexdes internas, .
de forma que sob as transformagoes de Lorentz locais, W_u se
r

transforma como um espinor:

?Ju = S(x) W_u . (I.c.2)

De (I.c.l), obtém-se que sob uma transformac¢do de Lorentz local

as Fubd se transformam de acordo com

O A N O AP Y e s 8T

ou seja,

r' =8(x)rT S '(x) + S(x) ST (x) (I.c.3)
u H r i

Objetos com indices espinoriais e tensoriais transfor -
am-se sob leis de transformacgao bem definidas sob as transforma -

¢bes gerais de coordenadas sobre M, e sob as rotagoes de Lorentz

locais. Paratais objetos,por exemplo, (Xag)ab, a derivada covari-
ante é uma generalizacdao da derivada covariante usual e é dada
por

a4 .a e A o p .a o o ,a
(X B) by = (X B) b,u +ipu} (x B) b “{BU} ()( D) bt

a d

a ,d o ,a
"Fud(XB)b‘frub(}(B)dr

onde ©s {iv} sd30 os gimbolos de Christoffel da variedade espa-

go—tempo da relatividade geral, onde

= 0 : i.c.4
JaB;u (T.c.4)

Da relagido de anti-comutagao (I.b.4), vé-se que



a -
= - + r -rT = Q I.c.5
Tusv T Tu,v {qu Tv T Yy T T ( )

(35)

& condig¢ao suficiente para que (l.c.4) seja satisfeita . Usan
do (I.b.2) e as propriedades da algebra de Dirac gerada pelas ma

trizes YA, resolvemos (I.c.5) e obtemos

r (%) = -

AY] WV 6] v AYJ
- - - + A
y Yy T Y Y {w}(\r Yo T YoV ) SR

ool =

onde A & um campo vetorial real gualquer, que pode ser interpre
tado como potencial eletromagnético externo, minimalmente acopla
do com o campo espinorial Y (x). No caso presente, tomamos AU:O '
pois neutrinos nao tém carga elétrica. As FU(X) sao chamadas coe

(36)

ficientes de Fock-Ivanenko e se transformam como vetores sob

uma transformacgac de coordenadas.

O campo de tetradas nos permite projetar ' (x) e V¥ na
H Y

base local, ou seja,

e(A)u I, =Ta (I.c.6)
e

e(A)u LP;u = ¥ia (L.c.7)
onde

¥, = e(A)“ v (I.c.8)
As FA podem ser escritas

[y = - % YBea YB YC (I.c.9)
onde Y pea sdo os coeficientes de rotacdo de Ricci(30).

I.d - EQUACAO DE DIRAC NUM ESPACO CURVO(37)

Empregando o principic do acoplamento minimo (38,39 ,

que consiste na prescricao de gue no espaco curvo a derivagao sim



nles & substituida pela derivag¢do covariante, a equa¢do de Dirac po
de ser generalizada para a variedade riemanniana M4 substituindo-se

en (I.l)DU por aU - I' . Obtém-se assim

u

ivM Yy = my, (T.d.1)

onde " & o campo de matrizes (I.b.2) e¥ & um espinor de Dirac de—
finido por (I.b.1l). Por construcao, com as leis de transformagdo de
vV e "ﬂlsob o grupo de Lorentz local definidas respectivamente por
(I.b.1) e (I.b.5), a equagao acima €& covariante sob este grupo. Sua
covariancia sob o grupo geral de transformagoes de coordenadas é e-
vidente e imediata.

Na base local (I.a.4), usando-se (I.c.6,7,8), a derivada

covariante de um espinor, dada por (I.c.l), € escrita

w’Ar = T,A,_ FALW .
Lembrando tambem (I.b.2), localmente a equacao de Dirac assume a
forma

iYA Yoy =m¥ . (I.d.2)

¥y em VO (I.d.3)

A densidade de corrente local de fermions,

M

JHix) =¥ 4"y, , (I.d.4)

num referencial de Lorentz local assume a forma

) = y =¥V vy (I.d.5)

Mostra-se diretamente que



usando-se a prescricao

1 _
T 7 0

Os neutrinos sao fermions de massa nula; a equagéo de Di

rac para os neutrinos reduz-se portanto a

Yul}.}_ — O (I.d.6)

ou, na base local, a

A

Yoy, =0 , (r.d.7)
onde

o

7 A v}

Dada uma solucdo ¥ (x) da equagac acima, pode-se mostrar que a fun-

(23)

5
cao ¥'s= el/st Y & também solugao da mesma equacao , onde B éu
ma constante e y®=-=i/4 V-g naBuvyayeyuyv. Se ¥ representa um neu -
trino linearmente polarizado, a operag¢do acima gira a direcao de

polarizacio de um angulo B e & por isto chamada de rotacao B. Vé -

ge facilmente que

i s -
Y“(el/zs‘Y w);u Yu[pos % + Y° sen fJ W_u =

I}os % - Ys sen —] YUW_

Logo, se YUW_U:O, entao também

r

\{M[el/zﬁysly]ﬂJ ) Yul},.;M - 0.

A degenerescéncia entre os estados ¥ e ¥' gue aparece na auséncia
de gravitacdo ndo pode ser "levantada" por nenhum campo gravitacio

nal. B razoavel impor-se gque tal degenerescéncia nao seja permiti-

da na natureza e que portanto um estado de neutrino deva ser des -



crito por uma combinagao linear dos estados ¥ e ¥' acima. Com efei-
to, foi experimentalmente verificado gue neutrinos sé existem em es
tados circularmente polarizados (com helicidade L = -1), os guais

sdo adequadamente descritos pela combinagao linear
Plx) = ¥(x) -y ¥ix)

de estados com rotagao B=0 e R=7, com uma diferenca de fase de 3n/2.
A solucaoc acima € equivalente a uma solugdao a qual impo -
mos a condigdo vy ¥=L¥, com L=-1, e, como ja vimos na introducgao a
este capitulo, seria suficiente empregarmos espinores a duas compo-
nentes. Numa teoria a duas compohentes, a violagdo da paridade ( ou
inexisténcia de neutrinos dextrogeros) esta naturalmente contida .
No presente trabalho, optaremos por descrever o campo de neutrinos
empregando guadri-espinores de Dirac, solugdoes da equagdao (I.d.g) e

auto-estados do operador Y°.
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Uma série de resultados interessantes foi obtida pelo grupo de cosmologia
do CBPF usando acoplamentos nao minimos: M.Novello, I.D.Soares e J.M.Salim,
GRG, B8(1977)95; M.Novello, Phys.Lett.A, 90(1982)347; M.Novello e H.Heitz -
man, Phys.Lett.A, 98(1983)10; M.Novello e H.Heitzmann, GRG, 16(1984)535; M.
Novello, J.M.Salim e E.Rlckert, Lettere al Nuovo Cimento, ﬁgﬂ1984)232.
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CAPITULO II

A GEOMETRIA DO UNIVERSQ DE GUODEI,

As equagOes de Einstein com termo cosmolégico(40) S30;
R - 1/2 R - = kT .
v / 9w Ag,y = kKT, ; (II.1)
guv(x) & a métrica da variedade espago-tempo riemanniana M4, iden-
tificada ao campo gravitacional, Ruv ¢ o tensor de Riccd, R:Ruvguv

€ a curvatura escalar, k=47G/c, onde G & a constante gravitacional

e ¢ a velocidade da luz no vacuo. Tuv ¢ o tensor energia-momentum

(41)

gque descreve o conteldo material do espago-tempo e A & a cons-

tante cosmolégica(42).

Em 1949, Kurt G&del(g)

obteve a primeira solu¢aoc cosmolo
gica das equacbes de Einstein (com constante cosmoldogica) em gue a
matéria apresenta rotagao nao nula nos referenciais inerciais de

(43). A solucédo original de G&8del é a

seus observadores comoventes
mais simples destas solugdes; & por sua simplicidade operacional
que, no presente trabalho, o universo de G&del foi escolhido como
métrica de fundo para o estudo da interac¢do dos neutrinos com a
vorticidade da matéria.

Neste capitulo, faremos uma revisao da estrutura e das
propriedades globais do modelo de G8del. Mostraremos gue o univer-—
so de G8del pode ser caracterizado como 0 grupo de Lie simplesmen—
te conexo H3XR, sobre o qual é introduzida uma métrica invariante
gque satisfaz as eguagoes de Einstein (II.1l), tendo como fonte um
fluido perfeito com p=0. 0s métodos aqui usados sao andlogos aos o

(8)

riginalmente sugeridos por Gddel e desenvolvidos por Ozvath e

Schiicking (44+45)



IT.a - A VARIEDADE H3

Seja o espacgo euclidiano quadri-dimensional E4, e a ba-

se de vetores unitarios e ao longe dos eixos cartesianos. As co

A!
. 4 .
ordenadas cartegianas dos pontos de E - sao

B e}
a = (a_ r al, aZ, a3)'

Sobre E4 definimos a lei de multiplicacao

©u woo H © i o (IT.a.1)
eiej = nijk e i A=20,1,2,3 e1i,j =1,2,3.

Munido desta lei de multiplicacdao o espac¢o vetorial E4 constitui
uma algebra, a algebra de guaternions hiperbdlicos; a algebra dos

quaternions € nao comutativa e satisfaz as propriedades de asso -

ciatividade e distributividade. = sao os guaternions de base hi-

- B ~ . .
perbolicos. 0Os vetores a = a e, sao denominados quaternions e de

finimos come guaternions conjugados os vetores

a* = -a~ e, +a e _.
i o]
Da lei de multiplicacao (Ir.a.l), vé-se gque e, & a identidade da
- . (@] -~ .
algebra. Os guaternions a = a e, sao isomorfos ao corpo dos re -
, . —_ 0 O ~
ais; podemos portanto identificar a eo ~ a . Em conseguencia, a
norma de um guaternion &
o
aa* = (a)? + (a¥)? ~ (ax)? - (a*)?* .

O conjunto dos quaternions hiperbolicos de norma unita-
ria, ou seja, gue satisfazem a aa* = 1, define um 3-hiperboldide

. 4 . .
imerso em E, que designamos por HB. A cada guaternioll pertencen-—

3 - . . C -
te a H™ esta associado um elemento inverso, definido por a 1 = a*,

. . - -1 -
que obviamente satisfaz a a a = aa LI I



Qualquer vetor b de H3 define a operagao de multiplica-

gao a esquerda, a' = ba, onde a & H3, dada por
ba = (b%a® -~ blal + b2a? + b3a3)eO + (b'a® + b%al + b2a® «
- b*az)e, + (a'b® - bla® + b%? + bzao)e2 + (blta? +
- bZal + b%% % + baao)e3 = (a'%,a't,a'2,a's) = a'.

Mas a' & também um vetor de H3, pois

ata* = (692 + 012 - 22 - B[ « (a2«
- 2y2 _ 3) 2 =
(a?) (a?) z]e_ = 1.
Portanto, se a,b & H3, a'e H3; eo € o elemento identidade e para
cada quaternion existe um gquaternion conjugado a* = a”* - H3 pos-

sui a estrutura de um grupo que atua sobre si mesmo por transla -
¢oes a esquerda.

De maneira idéntica, podemos definir multiplicagao a di
reita: ab = a'', com a'"'a''* = 1 - H3 tem a estrutura de um grupo
que atua sobre si mesmo por translagdes a direita.

Sobre a variedade H3 esta definido o grupo de movimen -
tos proprios, produto direto das translagOes a esquerda pelas

translacgoes a direita, a' = va e a'' = aw. As translacgdes ad es -

querda e a direita sao sub-grupos invariantes do grupo de movimen

tos proprios de H3.

A acio de H3 sobre si mesmo para as translagoes a es -
querda (a direita) é simplesmente transitiva, pois para qualquer
1

. 3 . ~ =
vetor a & H™, existe somente uma translagao a esquerda ba = a

3 . . . .
que leva a em a'. H® assim caracterizada constitui um grupo de

Lie(46)_



IT.b - A ALGEBRA DE H3

H3 é um grupo de Lie simplesmente conexo(47) e pode ser
univocamente caracterizado pela algebra de Lie formada pelos gera-
dores infinitesimails das translagdes a esguerda (a direita).

Na identidade de H3 vamos considerar os guaternions e; .
ortogonais entre si, gque geram o espaco tangente akH eme%Y Lscolhe
mos os pontos eq{ei,g;infinitesimal, na vizinhanga de eo. Por mul-
tiplicacao a esquerda, transladamos (eo +_sei) para a(e0 + Eei) =
a -Fewi, onde w, = ae,. Os quaternions W, sao vetores tangentes a
H3 em a = ae_, constituindo uma base vetorial invariante a esquer-

da do espago tangente sobre este grupo de Lie. Em termos de componentes,

w, = ate.e, = e® e
i i"a "~ i AT

B
Expressando este resultado em coordenadas a , temos

A 9]

e 1 = (_alra ,'._a3na2)
A o]

c 5 = (azf aara !—al)
A o Q

e, = (ad-a’,al,a’).

Os vetores w, sac os geradores do grupo de translacgodes

- - . 8
a esquerda e geram uma algebra de Lle(4 ) gue pode caracterizar H3
univocamente, ou seja,

Lyl,wzj = 2wy ; Lﬁzrwa} = ~2wy ; LWa:WLJ = =2w,; . (II.b.1)

Os campos vetoriais linearmente independentes, definidos
. b
em termos das coordenadas cartesianas a

B B
Xi—eia/aa ’

3

constituem uma outra representac¢ao para a algebra de H”. Em coorde

nadas, estes campos sao escritos:



X = -al + a® 2 - a’ + a?
U 05 5a l da ? 3a 3

X,= a‘ 3—6 + a’ J + a4 _ and— (IT.b.2)
da sal da ? ya’

X,= a’ §—6 -~ a2z & + al 4 v a2
da sa’t sa? aal

e satisfazem a algebra de Lie de H3(45):
[x,.%,] = 2%, 5 [X,.,%x] =-2x_; [xa,xlj = 2.

II.c - CALCULO DOS CAMPOS VETORIAIS E DAS UM-FORMAS INVARIANTES

DE H3

As coordenadas cartesianas aB, B =~0,1,2,3, de Ed, satis

feita a condicgao aa* = 1, onde a = aBeB & um guaternion hiperboli-
co (de acordo com capitulo II.a),constituem uma carta sobre o gru-
po de Lie H3. Devido a existéncia do vinculo aa* = 1, do ponto de
vista pratico & mais apropriado introduzir em H3 novas cartas nas
guais aparegam somente trés coordenadas e para as quails o vinculo
acima seja identicamente satisfeilto.

- . , 3 .
Vamos entido introduzir em H™ o sistema de coordenadas

(t,r,¢), através da transformacao

a° = ¢ch r cos-zg ; al = ch r sen Z%t :
/3 _ (IT.c.1)
a? = -sh r cos(—%t—@) ; a’ = sh r sen(Z%t—w)
)

onde 0 < —t < 27, 0 £ r < », 0 £ ¢ < 2r. E imediato verificar
gue aa*=1 para (II.c.l).

Seria extremamente trabalhoso e pouco pratico expressar
05 campos Xi nas coordenadas (t,r,b) através da substituigao direta

de (II.c.l) em (II.b.2). Vamos empregar um método bastante mais sim
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ples para obter em coordenadas (t,r,¢) tanto as um-formas invarian

tes a esquerda 6t = eBl daB, onde eBl é a inversa de eBi e daB é a

B . . ~

base dual a 3/9%a , gquanto os campos invariantes a esquerda Xi a0s
. i - . . -
quals as ¢ estao associadas. Para realizar este calculo, vamos u-
. (49) . -
sar o seguinte resultado : dada uma matriz A, representagao de
um quaternion hiperbolico a de norma unitaria, aa* = 1, vetor de
3 - -y = . ~
H™, as um-formas ¢ = A lda, onde A 1 & a inversa de A, sio um-for-
mas invariantes a esquerda.

Para construilr a matriz A, tomaremos para ©os vetores de

base hiperbolicos e a representagdo:

Al’

M
n
®
Il
M
Il
®

(IZ.c.2)

Verifica-se facilmente que as matrizes acima obedecem d lei de mul

tiplicacido (II.a.l). Nesta representagdo, um gquaternion a = aAeA é
a® - a? al - a?
A = o ; (IT.c.3)
-al - a? a  + a’
e de aa* = 1, ve-se que det A = 1.

Dado outro quaternion de H3, b = bAeA, se B for a ma -

triz
b = b*® b! - b?
-b! ~ b? b® + b?
det B = 1e se C = 2B, det C = 1; e & a identidade para este pro-
duto de matrizes e para cada A,%Jf1= A * — estas matrizes formam
um grupo e a multiplicagdo de quaternions é substituida pela multi

plicacao matricial.
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De (II.c.3), temos

a+a’ a?-al da“-da? dal -da?
A"l = o , da =
al+az a -al  —dal-da? da®+da?
e
A da = (II.c.4)
(a®+a?) (da®—-da®)—(a2-al) (da'+da?) (a®+a?) (dal-da?)+(a?-al) (da®+da?)

(al+a?) (da®-da’?)-(a-a?) (dal+da?) (al+a?) (dal-da?)+(a®-a?) (da®+da?)

Na base de guaternions, as um-formas 0 880 escritas 9 =

eAeA. H> & um grupo de Lie a trés dimensdes e teremos treés gt 1li-
nearmente independentes.
Comparando (II.c.4) com § = eAeA, com os e, dados por

(II.c.2), obtemos as um-formas invariantes a esquerda gt

g? = a’dal - a’da? + a'da® - azdé3

6l = -a®da’® + a'da - a’da' + a'da’

62 = a®da? - a*dal - a?ca® + a'da’

No sistema de coordenadas (xlzr, xzzdy xazt), dado pela

transformacao (II.c.l),

da® = sh r cos K%t dr - ﬁ% sen ﬁ-,z:t ch r dt
da* = sh r sen ﬁ%_t dr + ﬁ% cos ﬁgt ch r dt
da? = -ch r cos(ﬁgt—¢) dr + Sen(ﬁgtn@) sh r (ﬁgdt—d®)
da® = ch r sen(igt—é) dr - sh r gos(ﬁgtu¢) (K%dtmd¢),
e
0 = —gen(vy3t-¢) dr + cos(/2t-¢) sh r ch r d¢
0?2 = cos{y2t-0) dr + sen(,/3t-9%) sh r ch r d¢ (IT.c.5)
83 = Y2 dt + sh?® r d¢

2



onde 0 ¢ t £ 2w, 0 £ ¥ < o, 0 £ ¢ £ 271 . ) Comparando as

~ . . N i
expressbes (I.c.5) para as um formas invariantes a esquerda 8 com

i:e(i) ax%

0 o , onde @=1,2,3 € um indice espac¢o-tempo, determinamos:
e(l) = wsen(lzt—®) e(l) = cos(ﬁzt—Q) ch r sh r e(l) = 0
1 2 r 2 2 ! 3 !
(2) V2 (2) V2 (2) o
e I cos(—jt—®), e 5 = sen(—ft—Q) sh rchr, e 3 = o,
3y _ (3  _ 2 (3) _ /2
e 1 7 0, e 5 = sh r, e 3% 75 - (IT.c.6)
De e,. e(j) = S.j, temos
(1) o i
1 V2 1 V2 1
= - — = = el BE ’ = ’
" (1) sen ( 5 P), e (2) cos ( St 9) e (3) 0
o2 _ cos(v2/2t-%) 2 _ sen(y2/2t-8) 2 - 0
(1) °~ c¢ch r shr ' (2) ° chr shr '/ (z)y — 77
3 = shr V32 3 =sh r V2
e (l) = =2 EH—I' cOs (_Et_qj) ' e (2) = -2 'EE—'E Sen(—?t—tb),
3 B -
e (3) = V2.
Determinados oS e(A)u , temos de imediato os campos vetoriais inva

riantes a esquerda Xize(i)u a/ax“ , a saber,

- sh r /2 3 ) 3 cos (V2/2t=3) 2
X = V2 Gp 08 (F5t=0) gy - sen(THt=d) ge 4 St eh W%
sh r V2 3 v2 p) sen (V2/2t-%) 2
X, = ~/2 SR sen("gt-0) gy + cos(THE-0) Gn v ST 5
3 |
X o= /2 =T {(IT.c.7)
3

duais as um-formas (III.c.5):

i e .c.8
<o ,xj> 5% (IT.c.8)
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Verifica-se por um‘*calculo direto gue X ,X ,X satisfazem 3 alge -
1 2 3
bra de H3 dada por (II.b.l}.

De maneira semelhante, calculamos as um-formas invarian-~

tes a direita sobre HB,

Xl = ﬁ% {sh? r + ch? r} dt - sh? r &¢ (TT.c.9)
x? = —cosd dr - V2 sh r ch r sen¢ dt + sh r ch r sen¢ d¢o
x® = -sen¢ dr + V2 sh r ch r dt - sh r ¢ch r cos¢ do ’

e 0s campos vetorlals invariantes a direita correspondentes,

_ 50 5
LR TR T (II.c.10)
s sh r 3 o sh? r+ch? r 3
w, = V2 sen? Ch © Bt ~ Cos?® 3¢t sent ———h T )
— %5 sh r 5 J sh? r+ch? r 3
WB— V2 cosd oh T 5T ~ send 5w COSO ST 55

Xl e Wi satisfazem também a relagao de dualidade:

i i
¢ ,wj> = 6 5 | (II.c.l1ll)

Os campos (IT.c.1l0) também constituem uma representacao da algehra

de B e satisfazem portanto a:

E\Tlfw?_] = —2W_ [Wl’W3] = 2W_ l_-wz,w;J = 2w,

IT.d - A VARIEDADE HBXR

. . . 3
Para construlir a variedade produto direto H xR, sobre a
variledade uni-dimensional R tomamos o sistema de coordenadas z,

-0 < z < w, @ 0 campo vetorial 3/92, gerador do movimento proprio
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&m. R,.e sua. um-forma dual dz.
O grupo H3xR € entao univocamente determinado pela alge -
bra de Lie definida pelos vetores de base xi,a/az. Chamando X =2 ,
1 1

X =2, X3= z, e 9/9z2=2 , onde X ,X e X3 sao dados por (II.c.7), a
3 1 2

algebra de Lie de H3xR é definida por

]_zo,zl:[ - -2z, [_zo,zz] =22, Lzl,zj =21
(2,2 ] =0 (II.d.1)
onde a=0,1,2 e ZAz(za'Zg)' com A=0,1,2,3. Chamamos também ¢ =032 '
a'=0', 0%?=0?, onde as um-formas invariantes a esquerda 0!,62 e g3
sdo dadas por {I.c.5) e o’=dz.
As matrizes e(A) , definidas por
oP = B ax® (1I.d.2)

a=0,1,2,3 e A=0,1,2,3, constituem um campo de tetradas em H3xR; sao

dadas por:

e(o)0 = ﬁ% ' e(o)1 =0, e(o)2 = sh? r , e(l)0 =0 ,

e(l)l = -sen(/2t-0) , e(l)2 = sh r ch r cos(/2t-0) ,

e(Z)O =0 |, e(z)l = cos(¥2t-9) , e(2)2 = sh r ch rsen(v2t-0),
(3) 3 _ .3y _ (o) _ (1Y _ _(2) _ (3)  _

e g = © 1 = e , = e 3 = e 3 = € 3 = 0 , e 3 = 1

Em termos de componentes na base candnica 3/5x%, os cam -

pos vetoriais invariantes a esquerda ZA sao escritos:

o ¢ .

o - .
e (x) sao as matrlzes inversas.

(A)



A variedade H3xR possui a estrutura de um grupo de Lie
que aﬁua sobre si mesmo por multiplicacao a esquerda, ao gqual esta
associada a algebra definida por (II.d.l). A mesma estrutura vale
para a multiplicagao a direita, onde a algebra correspondente é
construida de forma semelhante com os campos Y =W, Y1= W, Y2=W2,
com Yi dadog por (IIL.c.l1l0) e Y3=a/az, e com as um-formas invarian-
a direita

o ; (I1.d.4)

0%=x3, pr=x', p?=x?, onde as um-formas X' sdo dadas por (II.c.9) e

p¥zdz.Pode-se escrever

Y:E(

D /9™
A /Ox . (1T.d.5)

A)

Sobre H3xR, de (IT.c.8}) e (II.c.ll), e de

(oa:Z3>= <63:Za> = 0
onde a=0,1,2, podemos escrever
(Mo =6y - (11.d.6)
ba mesma forma,
<LA,YB> = GAB ) (11.4.7)

Examinando a estrutura topologica de H3xR, pode-se mos
trar, pelo método desenvolvido em detalhe por Sasse(50), que po-
demos modificar a topologia da segao t-¢=cte., abrindo o dois-hi
perboldide de uma folha através da desidentificagao dos pontos
t + 2nn. Deste modo, a linha coordenada que & a curva integral

de 3/9t - gque & tipo tempo fechada sobre o dois-hiperboldide de

uma folha - torna-se aberta, -« < £t < w,



IT.e - A METRICA DE GODEL

3 - 0 - - r -~
Sobre H xR, construimos canmpos vetoriais invariantes a es

querda, ZA’ e a direita, YA’ e suas um-formas duais, respectivamen-
te, GA e pA, e pode~se agora definir as métricas lorentzianas
A B
9g = 9a8 ¢ O (IT.e.la)
=]
A B
9y = 98 P P ' (IT.e.1lb)

onde Ian & uma matriz constante sobre a variedade. Pode-se mostrar
que :
a) Ip admite como vetores de Killing os campos vetoriais invari-

antes a direita YA’ sobre H3xR, ou seja, da definigaoc de ve -

tor de Killing(Sll que
ééY g =0 ; (IL.e.2a)
A b
b) do mesmo modo,
Z%Z 9y = a (IT.e.2b)

A

onde ZA sao os campos vetoriais invariantes d esquerda sobre
3
H xR.

Para demonstrar (II.e.2a), desenvolvemos

. o C B C B
éEYA gE = e(A) gCB,uU o o+ 2gCB(j}YA0 ) o ;

usando (II.e.laj e (II.d.5). Mas,

C, B
iYA I = ZgCB(%YAG ) o .

gCB,a = 0, logo

- o - .
Em termos de componentes na base canonica d/9x , a equacac acima
toma a forma:

' 3
(é%'YA gE)OLB = 29(3}3 E(BLL<£YA Ucr 8_—B>

<



Invertendo (I1.d.2), temos

B/BXCL = e(D) ZD
04

e podemos escrever
C
g 'Z6>:

(D) (B) c i
u2gCB e 0 © B<? 'QSYAZD> ;

. (D) _(B) ,4
(Ly 9dplyg = %9cp & 4 © B<’3‘{“Y

A A

pois, de (II.d.6), temos que
#. ,cC
YA<G 'ZD> =0 .

Os campos ZD sdo os geradores do grupo de translagbes a esquerda

(51)

3 - . . ~ .
em H xR. S3do, portanto, invariantes a esquerda , Ou seja,

2.4 -0

A

Assim,

£

Da mesma forma, mostra-se que 9p admite os campos veto -

g, =
YA E

riais invariantes a esquerda, Z como vetores de Killing.

AI
As métricas {II.e.la e b) serao chamadas, respectivamen-
te, métricas invarlantes a esquerda e a direita.
Construiremos o universo de G8del introduzindo na varie-

3 - . . . ~
dade H xR a métrica lorentziana invariante a esquerda Jpr COmM O e-

lemento de linha dado por

ds? =4 /2697 - (oM - (07)7 - (D] (IT.e.3)

- s A - . . -
onde w € uma constante positiva e ¢ sao um-formas invariantes a

esquerda. No sistema de coordenadas (t,r,®,z), -« < t < «,

[7a3

0 £ r < o, 0 P < 21 e —w» < 7 < o, sao dadas por:
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oo = i% dt + sh? r dg

ol = —sen(/2t-0) dr + cos{/2t-¢) sh ¥ ch r a¢
¢? = cos{/2t-0) dr + sen{(v2t-%) sh r ch r d¢
g’ = dz

e a métrica {(Il.e.3) assume a forma

as? = ~2[at’~ ar? + sh?r(2 sh’r-ch’r) do? - dz’ «
W

+ 2/2 sh?r dt a¢] . (11.¢.4)

A métrica (ITl.e.4) é solugiao das eguagodes de Einstein
(11.1), com a condigido de que kp/2=w?=-2A, tendo como fonte um
fluido perfeito descrito pela equagdo de estado p=0 e admite, por
construcdo, como vetores de Killing os campos vetoriais invarian-

tes a direita Y, dados por

A
-5 P

v, = V2 T 2 5%

s sh r 3 2 sh’r+ch’r 3
¥o= V2 sen ® “pr e T °°° 3 T % ® Spycoh T 9%

= sh r 5 sh’r+ch’r 3
Y = —V/2 cos & S gy - sen ¢ 52 - €08 ¢ oy ehr 3%

9

Y3: = ITl.e.5)

Da expressdo {Il.e.4) segue diretamente gue tambem a/dt
& vetor de Killing. Consequentemente, de (II.e.3) e (II.e.5), tem
se gue a métrica de G#del admite 5 vetores de Killing linearmente
independentes, globalmente definidos sobre a variedade(52).

O campo de quadri-velocidade de observadores comoventes
com a matéria & dado por u=3/2t, € no sistema ae coordenadas uti-

lizado tem componentes u@:5ao:(1,0,0,0)_ 0 vetor vorticidade tem

componentes Qa:(0,0,0,w//ﬁ).



A variedade H3

XR €& simplesmente transitiva, pois H3 & sim-
plesmente transitiva e o gerador das translag¢des em R, 3/3z, comuté

com 0s geradores das translagdes em H3. Consequentemente, © universo
de G8del & homogéneo, no sentido de que dois pontos quaisquer de
H xR sédo equivalentes por uma operagao do grupo de isometrias (237, A

1ém disto, 3/0t & um vetor de Killing globalmente definido em H3xR e

a solucgao (Il.e.4) é estacionaria.

II.f -~ ESPINORES E ISOMETRIAS; MODOS GLOBAIS INVARIANTES DO CAMPO

ESPINORIAL

O conceito de simetria & de grande utilidade na resolugao
de equagbes da teoria guantica em métricas de fundo curvas. A imposi
cdo de que um determinado campo espinorial ¥, solugao da equacgao de

(54}

Dirac (I.d.l}), tenha as mesmas simetrias que uma dada métrica '

implica em restringir essas solucgdes aqueles campos que satisfizerem

a
é;x Vo=, ¥, (I1.£.1)
A
onde X, 530 os vetores de Killing associados as simetrias em guestao
e ¢, s3o constantes. A definicdo da derivada de Lie de um espinor

A
relativamente a um vetor { & dada por Henneaux(55):

wo_ gH B3¥ 1 no ul FAB BA
AR . 16‘2’%5‘@(;\)11’@(3) ig(e(Bm)e(A)’]By P v ne.2)

Consideremos entao a métrica g,

_ ol g A B
9 = 948 dx™ dx" = Nap g0 .

(a) o

dx

onde 8A=e
[

; g admite um grupo de isometrias Gn’ cujos gerado-

res sao os vetores de Killing X dados por

Af
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= e o
XA = A B/EX '
a=1,2,...,n. Por definigdo, a derivada de Lie de g com relagao aos
vetores XA se anula,
éE g =0 .
XA

Consideremos também um campo espinorial ¥, solugao de

iy”w;U = my . (I1.£.3)

A equacgdo (II.f.l) € consistente com a equacao de Dirac (II.f.3) ,
como demonstraremos a. seguir,

" Aplicando a derivac¢do de Lie ao lado esquerdo de (I1.f.3),

temos:

U _ oA _
-&XB(Y V) _j’:XB(e(A) Y, ) =

A u
Y L%XB(Q(A)U)\P;U + e(A) %XB(\PFU)J (I1.£.4)

A derivada de Lie de um campo de tetradas &, por definigéo(BB):
B B
= X X -
&XB “(a)a B “@o,8 " @8 “Ba
Mas, e (a)a & um referencial ortogonal adaptado ao grupo de isome -
trias da métrica g(56) e, portanto,
£y emyg =0 - (IT.£.5)

B

Substituindo (II.f.5) em {(II.f.4), temos

u / = u . .
é%gA(Y q;u) Y (éEXAw);U (II1.£.6)

. 55 . . .
pois Henneaux( ) mostrou que a derivada de Lie de um espinor rela
tivamente a um vetor de Killing comuta com a derivacgao covariante.

A igualdade (II.f£.6) nos permite concluir que éEX‘P tam-
A
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bém é solu¢io da equagdo de Dirac (IT.£.3), ou seja,
AT .
iy (é% ¥Y) .., = miFE, v) .
< XA ;U X

Portanto, a equacédo (II.f.l1) & consistente com a eguacgio de Dirac, e

0s campos espinoriais que satisfazem a

s V¥ = o VY (ITI.f.1)

sao as solucoes da equacdo de Dirac invariantes sob as transforma -~

(55)

¢oes de simetria da métrica g. Henneaux tratou o problema de en

contrar a forma mais geral de um campo espinorial que tenha as mes-
mas simetrias gue uma dada métrica, buscando solucdes de (II.f.1)

para o caso particular em que aA:O.

(54), se Tuv(?) & 0 tensor ener-—

gia-momentum do campo Y (x) sobre o qual estamos impondo as simetri-

Como apontado por Gibbons

R o
as geradas pelos vetores de Killing Za=X 0 3/9x" e se os campos Y (x)
se anulam no infiniteo, a cada um dos vetores XA corresponde uma guan
tidade gue se conserva, o momentum generalizado Py definido por

Voarix o, (IT.£.7)

_ H
PA = JOTuv(?) XA n

onde n” & uma normal & hipersuperficie de Cauchy parcial 0(57), de

modo que P A integral de conservacdo (IIL.£.7) decorre da lei de

2" %

conservagao de corrente

»
r

(3) . = (T k), =0 . (II.£.8)

No caso do universo de G8del, a existéncia de c¢inco veto-
res de Killing linearmente independentes para a métrica (II.e.4)

nos permite selecionar as simetrias que nos interessam, através da
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escolha dos vetores XA' Escolhendo~-se os XA convenientemente em
funcao do problema tratado, a solucdo das equacgdes (II.f.l} nos
permite:
a) determinar a dependéncia do campo em certas variaveis;
b} simplificar a resolugao da equacdo de Dirac por separacao
de variaveis;
c¢) obter uma base de soluc¢les apropriadas ao problema em ques
tao.
No capitulo seguinte, escolheremos os vetores de Kil -
ling 9/0t, 8/3¢, 3/9z, e obteremos modos globais invariantes hi-
perbdlicos do campo espinorial ¥, com os quais serd conveniente

trabalhar no estudo da interacao do momentum angular dos neutri-

nos com a vorticidade do universo de G&del.
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A.Einstein, "Sur le probleme cosmologique', CGauthier-Villars, Paris, 1951

Em sua forma mais geral, T - pode ser escrito:
UV

T = u h + 1/2 '
v puu v T F uv / q(uuv) " Hpv
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velocidade us P € a pressao isotropica do fluido, ¢ & o fluxo de energia
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R -1/2g R=kT .
UV Hv uv
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verso original de GYdel. M.J.Reboucas e J.A.S. de Lima, J.Math.Fhys., 11
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(1982)120, para rotacao dependente do tempo. M.J.Rebougas e J.Tiomno,Phys.
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novas solucdes exatas das equacdes de Einstein tipo-GUdel e apresentam a
primeira solucdo tipo-GHdel completamente causal. Posteriormente, uma fami
lia de solucoes sem regides acausais foi obtida por J.F.0liveira, A,F.da T.
Teixeira e J.Tiomno, Phys.Rev.D, 34(1986) 3661 "~ . A fonte da geometria
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de Finstein. Recentemente, solugdes tipo-GYdel inhomogéneas tem sido estu-
dadas: J.M.Bradley e $.Sviestins, GRG, 16(1984)1119 e M.J.Reboucas e J.
Tiomno, Phys.Lett.B, 90(1985)204.

46, P.M.Cohn, "Lie groups", Cambridge at the University Press, 1957.
47. H3 & simplesmente conexo por construcao, pois E4 é simplesmente conexo e
H3 & um tri-hiperboloide imerse em E4.
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A algebra de Lie dada por (II.b.l) caracteriza H3 come uma varledade tipo
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sub-grupo de transformagées de isometrias que atue simplesmente transitiva

mente sobre uma superficie espacial,
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CAPTTULO IIT

NEUTRINOS EM INTERACAO COM A VORTICIDADE:

SOLUCAO DA EQUACAO DE DIRAC

Com o objetivo de estudar a interacac dos neutrinos com
a vorticidade da matéria, consideraremos os neutrinos como um cam-—
po teste sobre o universo de Gddel, com métrica

ds? = —i(dt2 —dr? -dz? + sh? r(2sh?2 r — ch? rjdo? +
w2

+ 2¥2 sh? r dt d¢) , (III.1)

onde —=» < t <« w, 0 2T <o, 0 < ¢ g21€ -0 < 2 < w. O campo de neu
trinos sera descrito por gquadri-espinores de Dirac y{x), gue cbede-

cem a equagao de Dirac generalizada para espagos cCurvos,
M (x) ‘11(:-:),Ul = 0.

No formalismo de tetradas, com o gqual trabalharemos, as matrizes YU
sao dadas por

W - u A
yoix) = e(A) Yo

A . .
v~ as matrizes constantes de Dirac.
No presente capitulo, empregando referenciais locais e o

(32)

calculo com formas diferenciais , encontraremos a forma explici-
ta da equagdo de Dirac no universo de G8del (III.l). Escolhendo con
venientemente trés vetores de Killing associados & métrica acima ,
determinaremos modos globais invariantes hiperbolicos do campo espi
norial Y (x), e encontraremos um conjunto completo de solugoes orto-
normais que sado auto-vetores de energia, momentum angular e helici-
dade. Introduzimos a formulagao hamiltoniana para nossa equagao de

Dirac. Através da definigao de operadores de momentum angular Jt e

J~, construiremos uma sequéncia de solugodes. Imporemos condicdes de
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contorno consistentes com o carater de campo teste dos neutrinos.

IIT.a — A EQUACAO DE DIRAC PARA O NEUTRINO NO MODELO DE GODEL

A equacao de Dirac para neutrinos acoplados a gravitacgao,

escrita no referencial local gAze(A)a ax%, e
Py =0 (IIT.a.1)
YA sao as matrizes constantes de Dirac e W;A = e(A)a W,a + FAW, oS

I, sendo dados por (I.c.9).

Consideremos o universo de G8del construido no capitulo

. . . 3 - . . -
anterior, ou seja, a variedade H XR dotada da métrica invariante a

esguerda, dada por

ds? A gB . {(ITII.a.2)

~ Nag ©

Tomemos ¢ referencial de Lorentz local em gque as GA sao dadas por:

6 = 2(dt + /2 sh? r de) ; o’ = Zshrchrdo;
2 2
gl = S dr o = —dz (III.a.3)
onde w € uma constante positiva; substituinde (III.a.3) ‘ em

(ITI.a.2), obtemos a métrica de G8del em coordenadas (t,r,?,z),
—~ < bt <o, 0 £ r< oo, 0 £ 3P 22T e —» < z <« a saber,

ds? =[§t2 —dr? - dz? + sh? r(2 sh? r — ch? r)de?+

+ 2/3 sh? r at ag] & | (III.a.4)

WZ
De (III.a.3), podemos ler diretamente as componentes nao nulas do
campo de tetradas e(A)u , associado ac referencial de Lorentz lo-

cal escolhido:

D
I
ERLN
®©
o
il
bo
0
jop
~N
at
®©
1l



(2) _ 2 . (3) _ 2

e 9 T sh rechr; e 3 = o i (III.a.bh)
de e(A) (x) e *(x) = GA , obtemos suas inversas:

o (B) B

© W, o o _ _ /2. .shxr 1 - _w.
(o) — 27 (2) ~ 2 ch r’ (Ly ~ 2 °

2 _ W 3 W

e (2) =27 e (3) =72 (IIT.a.6)

Com a escolha (IiI.a.3), os coeficientes de Fock-Ivanenkc sdo calculados:

1.2 _ 2 Q_ s
Fo = =7 W oYy y: Fl =z w Y YO,
Y2 o, wch? r + sh? r _, B
1—‘2 = - __..4..:.W Y + Z oh r Sh T YOY ’ F3 = 0 (III.a-7)

Desenvolvendo a equagao (III.a.l) e usando (III.a.5 e 6),

tenos:
(@] 1y 1 2 _ — sh r 2 3
¥ W,t Y q,r *Sh r ch r v W,@ V2 ch r ! W,t Y W,z *
/2 o 1 s ch? r + sh? r _1, _
S Y Yy Yoy STeh T sh o) Y Yy o= 0. (IIT.a.8)

ITI.b — MODOS GLOBAIS INVARIANTES HIPERBOLICOS

vamos procurar solugoes ¥ que tenham algumas das sime -

trias da métrica de G8del. Estaremos, portanto, como vimos no capi

tulec II.f, restringindo os quadri-espinores ds solucoes das equa
¢oes
:%g y = ()(,AIP (II.f.l)
A
onde j? é a derivada de Lie na direcao dos vetores de Killing &,

EA
associados a esta métrica e as o sao constantes, para EA conve —

nientemente escolhidos. A derivada de Lie de um espinor ao longo

de um vetor & &, por definigéO‘65):
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”

Foy oo pu A | "AB_B
A I —g%(e(A )& é’dg(e(B) )e(A) YoY YY]W(III.b.l)

Entre os cinco vetores de Killing da métrica de Gd8del
construidos no capitulo II.d, escolhemos 3/3t, 3/9¢ e 0/9z. Empre-—
gando o método de separacdo de variaveis, a funcao ¥(t,r,®,z) & es

crita

y(t,r,o,2) = wo(t)wl(r)w2(¢)w3(z) . (ITII.b.2)

Substituindo (III.b.2) nas equacOes (III.b.l) para cada um dos Ea

escolhidos, temos:

"%a/at\y o = ~is ¥, (III.b.31)
A%/a¢ Tz = ~im Wz (ITII.b.31i)
ﬁ%/azwa = —ik TB (ITI.b.31iii)

As solucgdes VY gue procuramos sao as solugdes de (III.a.8)
nos modos invariantes globais definidos pelas equagoes (ITI.b.3).

Como o campo de tetradas (III.a.5), com o gqual estamos
trabalhando constitui um referencial ortogonal adaptado ao grupo

de isometrias da métrica (III.a.4), obtemos
0 %.
= = = 0
ia/ate(A)a #3730 (B)a 3/32° (B)a

e as equagoes (III.b.3) se reduzem a

5 .
st LPo = ~le wo
9y - —im vy (ITI.b.4)
3@ 2 2
Sy = —ik ¥
9z 3 3

As equacdes acima definem modos globais invariantes hiperbolicos e



as solugdes que buscamos sao do tipo "onda plana”, a saber,

. e i
v(t,r, o,2) = v(r) e +EE g7im® —ikz (ITI.b.5)

. 3
5/5t € um vetor tipo tempo definido globalmente em H xR, que gera
as translacdes temporais. O fato de o modelo de G8del admiti-lo co
mo vetor de Killing permite a construgdo de modos de energia inva-

riantes para o campo de neutrinos, ou seja, € e o auto-valor de e-

nergia; m e k sdo constantes que serao interpretadas como associa-

das aos momenta, respectivamente angular e linear, dos neutrinos

na diregao de g,

III.c- EQUACAO DE DIRAC NA FORMA HAMILTONIANA; OPERADOR HELICIDADE
Para um campo de neutrinos Y{x) nos modos de energia in

variantes definidos por {III.b.31i) e auto-estado de YS,
v3¥{x) = Ly{x) , L? = 1. (IIT.c.l)

Da equacao {III.a.8), obtemos

——

V2 ;sh r

= _i 71 - i 2 _ i g3 V2 2
ey = -1 1 %r sh r ch r 2 W,® iz W,z 2 lch T L Wﬁf
/2 3 5 i{ch® r + sh® r) 1‘
2 Lty 2 sh r ch r RS , (IlI.c.2)
onde
: J
d = y3yOyI e 23 S |° L (TTIT.c.3)
0 g

13 & a matriz de spin, j=1,2,3. Definindo o produto escalar dos

i J T o i i .
vetores AT e BY como A.B = I A"B™, a equacgao {III.c.2) pode ser
i
escrita de forma mais compacta, ou seja,

+

. -
12 _ ooy - LBy (IIT.c.4)

ar
ns
i

p=(p*,p?,p’) € o operador de momentum cujas componentes na base

local sao 64)
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oI s /e - a3 wv3y2 v 0| @ir.c.sa)

S(1)1_2(3)3_ ~(2)0

et 2__i/shr chr, e @ -/7 shr/2 chr, nt3) -

-1,
(sh2r+ch2r

E_EHE_EHE’O’O) e Q(J)z(O,O,v§W/2). As componentes de pJ e

p' = ~i 3/%r -~ if{ch’r + sh?r)/(2 chr shr)
p? = ~i/shr chr 3/3% + /2i shr/2 chr 3/dt (III.c.5b)
p? = ~i 9/9z + V2v¥/2 .

Da equacao (III.c.4), vemos que ngj & o operador hamiltoniano do

sistema. Decorre dail imediatamente que [Eij,H;=O e a projecgao do
spin 7d na direcao do momentum local pJ é uma constante de movimen

£Ipd ]
to. Por outro lado, o operador “EE"' de auto~valor constante L, e
0 operador helicidade nos modos invariantes de energia associados
ao vetor de Killing tipo tempo global 3/39t. E importante observar
que esses operadores estao definidos no referencial local (III.a.3).

Se escrevemos a equacgao de Dirac (III.a.l) na forma

A

o4 o
9/0%” = Tpl¥ = y Tp¥ =0 (III.c.6)

A
v e
e comparamos com (III.a.8), vemos gue os momenta locals para os

neutrinos sao escritos pj=e(j)q8/axq— Tj, onde 5/9x" sio os momen-
ta candonicos. Ao momentum local 3/92 esta associada a guantidade
que se conserva k, gue pode assim ser interpretada como auto-valor
do momentum linear na direc¢ao da vorticidade e que se conserva de
acordo com (IL.f.7 e 8). Lembrando que o coeficlente de Fock-Iva -
nenko T3=0, verifica-se de imediato que as componentes 2 e 3 do

momentum linear diferem em (III.c.5b) e (III.c.6), poils

Py = e(B)“a/ax“ ~T, = id/3z.

Da equacgao (IITI.c.4), no entanto, ve-se que o termo /§y5/2 que apa
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rece na componente 3 em (III.c.5b) corresponde a v?r; em (III.c.6),

pois
V2 5 V2 2 . 1 V2 5 s 0. 1.7 JZ 5 .2
_2 ES = —2 Z (-lYO ) = - 2 Y ’0(':[-' L Y ) - 2 1 IU(lY F )-

Na realidade, ijj é invariante sob rotagdes espaciais de Lorentz
locais, o gque implica numa arbitrariedade na escolha dos pj em (III.
c.4); a possibilidade de termos v2I?y%y!/2 em p, ou V2I3vy® em P é a
penas um exemplo dessa arbitrariedade. Como veremos no capitulo v ,
a existeéncia deste termo resulta numa assimetria na corrente de neu
trino e anti~neutrinos; a forma que ele assume em p3, a saber,
v2y%/2, é mais conveniente e possibilita maior transparéncia na and
lise dessas assimetrias.

Da expressao de p3 em (III.c.5b), vemos tambeéem que, por
analogia com o acoplamento eletromagnético, podemos pensar em L co-
mo a constante do acoplamento da estrutura espinorial & vorticidade,

se lembrarmos que Y°¥=LY.

A dinadmica do momentum local pj pode ser calculada por:

pl = [pd,u] = ilpt,Lztpt] . (III.c.6)
como IJ comuta com y?,

pl = iL zt[pd,pt] -

- an pteegiE _Glle gEIE )y kP
r O

—é(j)B "e—(i)u: YjMi B

Mas - a ici
’ Lo € M) onde Yapc Sa© os coeficientes de
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rotacdo de Ricci e os indices mailUsculos variam de 1 a 4. Entao,

* L Ei"’-jMi . B iMJ = By o

pl = in By e )" - v eyl B
0 Indice M acima sO pode ser zero e,agindo sobre auto-estados de e
nergia, ﬁj se reduz a

éj = gL &t nijk Qk
ou, em notacao vetorial,

B o= eL Ixll . (III.c.7)
onde njkl=l, quando Jj#k#Ll, njklz-nkjl=—njlk, njkl:O para dois indi

. . . W o
ces iguais quaisquer e fi= r R TE

Da expressdo (III.c.7) acima, vé-se que p’=0: a componen
te na diregao da vorticidade ¢ do momentum local também & uma cons
tante do movimento. No paragrafo III.g, veremos gue as solugoes
(Irr.f.16) sao também auto-fungdes da componente do momentum na di
regdo determinada pela vorticidade.

Como ja vimos acima, o operador LZipi, atuando sobre o
espaco das solugdes (III.b.5), & uma constante do movimento, ou se
ja, gg(LZipi)zo. Portanto, se escrevermos p=|P|f, onde fi é um ve -

tor unitario em uma diregao gqualquer, teremos

G Ble « 2 S8

i
agt)
foy
]
e

> d > A
e R F

s
el

B
Ew
=5
H]

Se, sem perda de generalidade, colocamos fi na diregao 1, podemos

escrever que



Na expressdo acima, o indice repetido nao significa soma. De

> o
L(L.p)=cte., temos

51 cte.

el rlpl

Usando a relagao acima e a expressao (III.c.7), temos

d

4 o1 _
at & =

cte 19k ik
£ N ] ZJ Q .

|—)—
P
E evidente que esta relagao vale para as direcgdes 2 e 3 e portanto,

podemos escrever

f= - |_§:Te e (Ex_ﬁ) .

p
Conclui~se assim que I precessiona em torno da direcao de 5 com ve
locidade angular proporcional a e e independentemente da helicida

de L.

Pode-~se também mostrar que neutrinos num universo de G8-
del viajam ac longo do cone de luz local. Com efeito, de (III.c.2

e 3), ve-se que
enLd = clpd Lo
¢

onde usamos que Y = Le | ©r como era de se esperar para particulas

de massa nula, (e? - p]pj)¢ =0: as unicas solucgdes de neutrinos

- - i + 1
nao nulas sao aquelas para as quais €=—|p|.



TITI.d — SOLUGOES GERAIS DA EQUACAO DE DIRAC

Como vimos no capitulo I, para neutrinos em auto-estados
de energia e do operador v°, os quadri-espinores ¥ {x) podem ser es
critos ‘

$ {x)

Yix) = (ITI.4.1)
Lo {x)

- ~ . + -
onde as fungoes ¢{x) sao espinores a duas componentes,e L=-1 5a0

os auto-valores do operador Y°:

o I 0 Kk 0 o
Y = ¥ Y = k ¥ a
0 =I -0 0
o 0 I
9 = —i yoytyiy? o= . (I11.d.2)
I 0
onde as matrizes de Pauli sao
0 1 0 i 1 0
ol = . g? = e o} = ; (IIT1.d.3)
1 0 i 0 0 -1

I & a matriz identidade 2x2.

Nos modos globais invariantes hiperbdlicos que escolhe-

mos, os espinores a duas componentes ¢ sao escritos

a(r) . . .
d(x) = e tet mimd —ikez (III.d.4)

glr)

Substituindo (I1I.d.1,2,3 ¢ 4) em (III.a.8), obtemos as eguacoes

para as fungoes radiais alr) e plr):



2 2 Sy
%?‘EH?%%?;G**Qeiﬁi “*%%r?%%z%(‘=iL@+ﬁ%*ﬂﬂﬂ (ITT.d.51)
2 2 .
" Q€£§B+%%?%h53=u“r@”®“ (111.d.511)

0 sistema de equac¢oes desacopladas para a e B e de segunda ordem:

d’ ch® rysh’ r do  |me2e@ml)  m 52 shir
dr? ch rshr dr ch? r sh? r ch? r
2
- —iELi;LEL~— + 1+ e°= (k- XEQJ ] =0 {ITI.d.51)
ch? r+sh? v .
d%p . ch? r+sh? r as | F;n+/§€(2m-l) _om o2 sh? r .\
dr? ch rshr dr r sh? r ch? r
b4
S . NV ) E S S QL) J 0 (ITT.d.5ii)
ch? r+sh? r

Realizando a mudanga de variavel definida por x=ch 2r, as equa -~

cOes acima sao escritas:

d?a da 1 5 V2. .oy m-m el/4 eame (V2e/2) ( 2m+1)
(x2-1) — + 2x =t (_E(l—e — (k- —2~L) ) + e + i1 =0
e
a2 a |1 ) V3 .. mmel/4 - €Zeme (v3e/2) (2n-1)
2 - — — — ——t— —
(x°=1) - + 2x = * [;(l e —(k 2L) ) i + T =0.

As equagbes acima sao satisfeitas por funcGes al(x) e B(x) da for-

ma

alx) = (x2-1) P22 g )
cu

alx) = (x2=1) " ML22 g
e

Blx) = (x7=1) /22 g ()
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ou

—{m+1/2}/2

g(x) = (x2=1) gZ(X) ’

com fl’fZ’gl © gy satisfazendo respectivamente a

azf df
(x2-1) + (2m+l)x _1 + [%(4m2—€2— (k- ﬁ%L)z) +

dx? dx -

, £l (/2;&) (2m+l)] £ =0 (TT7.4.71)
dzf af - =

(xz2-1) 2 + (3-2m)x _2 + %{4m2-8m+4—€2—(k— K%L}ZJ
dx? dx -

+ E *m“"(/z}iﬁ’ (21““1)] , =0 (ITI.d.7ii)

d*g dy ]
. : l?l'(l_ez_( k- —‘@L)z F ml/2)% 4 mo+ 1/2) +

(IIT.d.71ii)

e2ome (V3e/2) 2mel)|
pran) J 9y =0

d*g dg
2 + Umlmh{—mg-+
dx? dx

V2

(x2-1) (4m°—¢ 2~ (k- ~5L) z

Yt f

, -
. E —m+(/2€/2)(2m—l{] g, - 0

) (I1T.d.7iv)

As quatro equac¢des (III.d.7) sao solucionadas de forma
semelhante. Vamos desenvolver em detalhe os calculos relativos a
solucgdo de (III.d.7i) e apenas escrever as solugbes das outras
trés equacgoes.

Suponhamos entdo que a equagao (IITI.d.7i} possua uma solu

cao da forma

(x) (ITr.d.8)
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cnde A & uma constante a ser determinada. Substituindo {(III.d.B)

em (III.d.71i), cbtemos a seguinte equagao para hl{x):

d’h 1 an B =
{x2%1) 1 + [%A(xml) + (2m+l)x] 1 + L%(4m2—52-(k—-£%L)2)+82+ m +
dx ? dx
e 28 onty 4 Al 2L 4 2mena 2 b = 0 (IT1.4.9)
2 x+1 K+l 1 - T

Definindo uma nova constante B, através de

€2 +m + %E(me + AMB+]) (x=1) + (2m+1)BAx = Bix+l)

a equacao {IIT.d.9) assume a forma

d*h - 1 dh, ~
L, 2A(x-1) + (2m+l)x} L, I:%{tlmz—ez—(k- %L}z) + B] hy =0

2 _—
dx ax ' (IT1.d.10)

(x’-1)

Comparando (III.d.9 e 10), temos duas solugoes possivels para A:

A -m- V2e/2

1

A 1+ V2e/2 .

2

Para A = Al' introduzindo a mudanga de variavel x=1-2vy,

h, satisfaz a seguinte equacgao:

1
dch = -1 dh, -
(y=y?) —= + |-y @-20)med| L = Lezk- ny2) b, = 0.
5 2 3 2 1
dy -~ dy
_ . . .. (58)
A equagdao acima é a equacdo hipergeométrica . Tomaremos a solu
cao
hl(x) = Fla,b;c;y)
com



assim,
a = ~ /ga T_}%
(IIT.d.lla)
. _ /2 +n
b=-5825
onde n? = &2 + (k - K%L)Z.
Da mesma forma, para A:Az, a eqguacgao (111.4.10) é a e -
guacac hipergeométrica, para a qual tomaremos a solugao
hy (x) = F(a!,b';c;%—x—)
conm
V9 -
a'=m + 38 + % + % p
(ITI.d.1l1lb)
/EE 1l +n
1 — - —
b'=m + 5 +t 5 5 e
c =m + % .
Obtemos assim duas solugtes a(x) diferentes, a saber:
_ —m—¥ 2 _
o (x) = (x2-1) WY/ 2/2Z gy 2820, by e 1K), (1r.d.12a)

a,b e ¢ dados por (III.d.lla) e
o (x) = (x —1) W=1/20/2 0y V28610 /20 00 e, 12%), (111.d.12p)
2

com a',b' e ¢ dados por (IIl1.d.llb).

Da relacgao de recorréncia(SB),

c-a-b

Fla,b;c;z) = (1-2) F(c-a,c-b;c;z) ,

vé-se imediatamente gue o ea sao duas solucgbes linearmente depen
) n

dentes e escolhemos a(x) = ul(x).

De forma semelhante, obtemos para a(x):b{—lY_mPl/m/Z

f2 {x),



duas solu¢des linearmente dependentes. Tomamos

1-x
—5_)’

(ITr.d.12cC)

~{m-1/2)/2 m+/ 2 /2

a (x) = (x?-1) (x+1)

3

Fla, b; c+1;
onde a = /2¢/2 + 1 ¥1n/2, b =/2/2+1%n/2, c =m+ 1/2. As solu
coes q € q Ssao linearmente independentes.

1 3

De maneira semelhantes, encontramos duas solugdes linear-—

mente independentes para as equacgtes {(III.d.7iii e iv), a saber,

5 (x) = (xﬁ-l)(m+l/2)/2 (X+l)~m~/§e/2 Fla, b: o lgé)
o 1 (I1r.d.134a)
3 (x) = (x2-1) TIHL/2) /2 (g /26 /2 F(1-b, 1-a;-c+2; 5%
(IIT.d.13Db)
onde a = 1 - /2¢/2 ¥ n/2, b =1 = /2¢/2 Y n/2, ¢ = u+ 3/2.

ITTI.e - ESPINORES A DUAS COMPONENTES: SOLUCOES LINEARMENTE INDEPEN

DENTES

No paragrafo anterior, obtivemos duas solugbes linearmen
te independentes para as fung¢gdes o (x) e g(x), componentes do espi-
nor (1II.d.4). Por consistencia, ou seja, resolvendo a equagao de
primeira ordem para uma destas fungées, dada a forma explicita da
outra, vamos agora construir esses espinores a duas componentes,
isto €, as solugCes linearmente independentes da equac¢do de Dirac
(IIT.a.8), lembrando que

y(x) = b (x) .

L (x)

Retomamos entao as equagdes (III.d.5) e as reescrevemos

na variavel x=ch 2r; temos assim:
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. .. 1/2 do [ - 2m = x-1.1/2 x ]

2 (x% =1) ae | £ L voe (22 )4 o =
ax 1) 172 x+1 (x2_1)‘l72
=i L (e-r%? - kL) B. ' (ITI.e.1)

. 4y1/2 4B [ 2m - %=1, 1/2 X
2(x2-1) /% By -3 (221 NS SN PR
dx (x2-1) /2 X+ (x2—1)1/2:l

= i1 (e—-%? + kI)a. (IIT.e.2)

Usando a relacaoc de recorréncia (58)
d ab
3z F(a,b,c;z) == F(a+1, bt1; c+1; z), (III.e.3)
temos que
_ m-1/2 V2e
S N SO ke N BN AP
dx 2" x* -1 71 2 Tx+1 2
1 €2 n? V2e . _n /2 n,_ 3. 1-x
(mea7z) - ) Pl A rggrtagimegiy ) o
(IIT.e.4)

onde aI(x) & dado por (III.d.1z2a).

substituindo (III.d.1z a) e (IIT.e.4)em (IIT.e.1), obtemos

m+1/2 _muﬁéi
B(x)= = Lz(igmi?‘ld) v2/2) (x* -1} 2 {x+1) 2 F(a+‘|,b+‘];m+32—;1%x) =
_AL{erkL=V2/2) oo

2({2m+ 1)

onde B, & a solugdo (ITI.d.13.a) da eguagao de 22 ordem para B(x),

& a,b sdo dados por (ITI.d.1lla}). Portanto, o espinor

AL
@1 =
Ltb,l



com
m-1/2 ‘Am—/ie
(x2—1) 2 (x+1) qZ_F(al,bl;m%1/2;l§§)
$1 (X) = e_im¢e_i€te—ikz
/5 m+1/2 —m—--@e
il (e~K1—v2/2) 27 3 1x
2(2[ﬂ+1) ( ) (X+1) F(a1+1 b1+1 m+ 5 *—2'—') (III‘e.Sa)
/2 n /2
Onde dj= =-— _‘Z"E_: F '2'; bl = - 2Et}% !

é solugaoc da equacao de Dirac (III.a.8), nos modos invariantes de-
finidos por (III.b.3).

De maneira semelhante, substituindo a solucao (III.d.12c)
em (IIT.e.1) e as duas solucgoes (III.d.13a) e (I1I.d.13b) em (III.
e.2), obtemos sempre uma funcao o(x) ou B(x), solucgao da equacao
de 22 ordem respectiva. Desta maneira, construimos mais tres espi
nores ¢(x). ©s quatro espinores obtidos sac linecarmente dependen-
tes dois a dois, constituindo dois conjuntos linearmente indepen-

dentes entre si; dos trés espinores restantes obtidos, a solucgao

~m+1/2 In%fgé
(x?-1) % xe1) %Flaz,ba-med; 15E )
b2 (x) = ~ e~iete-1m¢e—lkz
—m-1/2 m+/2€
L2 (2 gy 2 ) 2R (a,-1,ba=Ti-me ;.15}‘
kL__z_ —c (IIT.e.5b)
/2 /2 n

onde a, = 2€ + 1 3 % e b, = 2€ + 1 = 5
& lincarmente independente de ¢,. Uma solucac geral de nosso pro-
blema seria, portanto,

$ = a1¢1 + Bz ,
onde o e B sdao constantes. No entanto, quando se impoe sobre ¢; e

¢, condigoes de contorno e regularidade convenientes, como seréféi
to no paragrafo g, verifica-se que essas condigoes obrigam os ar

gumentos das fungoes hipergeométricas em ¢; e ¢ a assu-



mir valores inteiros negativos ou zero, tornando ¢1 ¢ ¢2 linear-

temente dependentes. Neste caso, N&rlund{sg)

mostrou gue a solu
cho geral da equacao hipergeométrica é uma combinacao linear da
fungdo hipergeométrica e de uma funcdo logaritmica. Como a fun
¢io logaritmica nao satisfaz &5 condigoes de contorno e regulari

dade, podemos desde ja tomar como solucao da equacao (III.a.8)

o conjunto de solugdes

$ (%)
(e,m,k,L)
Yi{x) = '
(e, m,k,L) L (x)
(e,m,k,L)
onde
¢ (x) _
(c,m,k,L) B
(2m+1) i {x)
(e,m k, L) —imp ~ict -ikz =
‘/5 <] e <]
iL (e+KL —~§4 B(Eﬁn,k;LfX)
m-1/2 Y2e 1.1x
(2m+1) (%=1) 27 (x+1) 2 F(a,b;m+§;—§;)
) o-in it ~ikz
= m+1/2 V2e-1

iL(€+kL-%?)(X2-1) 2 (x+1) 2 F(aub;nﬁgvlgg)

(III.e.®6)
com
a o4 J2¢ 1 I) n
b 2 2 i 2
gue, como veremos no paragrafo g, & regular em m = - 1/2. A so
lucio acima é obtida de (ITI..e.5a),usando-se que Fla,b,c;z) =
—(1-2)°P p(ca,c-b;c;z). Chamando as solugdes (IIl.e.6) de 4, e

(ITT.e.5) de ¢1, vé-se por um calculo imediato que



, m + %—+/§E '
b= (m o+ 1) 2 b}

Portanto, a equagao (lIl.a.8) tem como solugdo nos modos invarian
tes hiperbdlicos escolhidos, o quadri - espinor (III.d.1), com

¢ {x) dado por (III.e.6).

ITI.f - CPERADORES DE MOMENTUM ANGULAR DO CAMPO DE NEUTRINQOS:

CONSTRUCAO DA SEQUENCIA DE SOLUCOES

Sobre o espac¢o das solugoes (ITI.c.6), obtidas no pa-

ragrafo anterior, vamos construir operadores de momentum angu-

+ - . = .

lar J° e J , de maneira que, dada uma solucgao ¢(s,m}K,L)’ seja

possivel gerar uma sequéncia de solugdes num intervalo de valo-
res de m.

. . +
Definimos o operador J por:

+ +
I e,m,k, 1) = ®le,met,k, L) (III.£.1)
Empregande a relagao de recorrencia (III.e.3), obtemos que
~1d '
+ _ + e 3
T e mpry T 2272 ° 19 (e m, %, 1) (IT1.£.2)
onde
+ 2 . 1/2 —i¢,. d ix 3 . V2 3
L = (x-1) e [ﬁ*?—_—j%*lm' ?3?] ; (ITT.£.3)
3 1 0\
I & a identidade 2x2, ¢~ = g
0 -1
e
12 o
y  WrTmer 5) - o
A= (Zm + 3) (I1I.f£.4)
O operador J  é definido por:
(I11.£.5)

'j¢(EJmk;m = A0 e 1k,
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Como acima, determinamos gue

- it > (ITI.£.6)
J =L I -""5973 ‘
2(x"-1)

onde

-2 01/2 i 3 ix 3 . V2 39

L = (X —1) S [ EX -1—--;2»:{—5"‘&)4-1‘—_2(}{1_1) 'Eft"] r (III.f.?)
e também gue

AT = 2m + 1. (II1.£.8)

O operador J3 é definido a partir da relagao de comutagao

at, a7 = 23° (IIX.£.9.a)
e tem a forma
3 .o /2 3
J = l[ﬂ+.—2_.ﬁ] . (III.f.10)

Calculando diretamente, obtemos

3 /2
T emk,n = W3 e) O ny oy - (IIT.€.11)

O operador J3 obedece as sequintes relacoOes de comuta

cho com J' e J :
at, g°1 = - g (1I.£.9.b)
J1 =J . ' (IIT.£.9.c)
A partir de J7 e J~, podemos definir os operadores J1

e J2, que atuam sobre o espago das funcoes ¢(€ ok L)' a saber:
r ’ I

gt - % (3" + J7). (II1.£.12.a)
2 1 + -

J5 =5 @ - J). (I17.£.12.b)
Explicitamente,

JJI = - WzI - -:2L~ sen ¢U3 (TITI.£.13.a)
e

J2 = MBI - % cos ¢U3 ‘ (IT1.£.13.b)
onde W, € Wy sdo dois vetores de Killing, (IT.c.10), da métri-

ca de G8del (III.a.4), gue nas variaveis (x=ch r, ¢ ,z) sao es-
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critos: :
Wy = (xz-—ﬂi:cos P % + ;%—1— seng 7(%: + —';Z S}e(r:{[’ %JE] (ITI.f.14.a) |
] L
LI
W3:=(Xg4)2;£emb§%"cosq’—ﬁq'g%“%ggfgﬁhé%] - (IIL.f.14.b)
2 3

Os operadores J1, J e J” obedecem a relacoes de comu-

tacao que de forma compacta escrevem-se

(rt, 531 = 1 ootk gk (ITI.f.15)
onde i,j,k = 1,2,3. Da definicao de J3 e das relagoes de comuta
¢ao (III.f.9) ou (III.f.15), vemos gue 0s operadores 3 geram a
dlgebra de momentum angular do campo de neutrinos acoplado a vor
ticidade da matéria.

Mostra-se diretamente, empregando as relagoes de comutacgao
(III.£.9.b. e ¢}, gque se ¢(e,m,k,L) €& uma solucao, auto-estado de
J3 com auto-valor (m + v2e/2), entdo J+¢(e,m,k,L) e J~¢(€,m,k,L)
também o sdo, com, respectivamente, auto-valores (m + /2&/2 + 1)
e (m + v2e/2 - 1). Assim, dada uma solugao ¢(€rmrka}’ pela apli
cagao sucessiva dos operadores de momentum angular J+ e J , cons
truimos uma sequéncia de solugdes em valores de m, estendendo-se

em ambas as direcoes,-* e +%,e terminando somente se existirem

valores m = m' e m = m" para Os guais
+
J :
(e, m/ k,L)

J ¢(E.mfhk;m

Definimos o operador JZ, guadrado do momentum angular,

2 i
como (J) e mk,L) T [? JoJd ]¢(E,m,k,L) . III.£.16)
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Calculando diretamente, obtemos

2
2 _n°-1 _ (n+1) (n-1) -
() ek, " "7 Ye,m,k,L)” " 2 7 %(e,m,k,L)
2 - 2
S ETH V2L T O bk, L) . (ITT.£.17)

4

No paragrafo (III.g), definiremos produto escalar no

espago das solugoes ¢( dadas por (III.e.6). Relativa -

e,m,k L)’
mente a esse produto escalar, o operador J3 sera hermitiano, mas

os operadores Jl e J2, definidos por (IITI.f.12), serao anti-her-
mitianos {(conforme apéndice I). Podemos proceder de forma a que
as projecBes de J nas 3 diregBes sejam operadores hermitianos,fa
zendo K3 = J3, Kl = iJl e K2 = iJ2. Neste caso, usando a defini

cao usual de produto escalar, terlamos

k2 =3 gl = 0H? - 172 @75+ a0
1
P 5 2 2
- lz(m + v3e/2)% - n? + ;]. (IIT.£.18)
T 1

No entanto, a algebra dos operadores K' n3o & a Aalgebra de momen
tum angular; eles obedecem &

E<1,1<2] = -ix3, E<1K3] - -ik?, E@ﬁj - ixl,
ou seja, reproduzem a algebra da variedade de Lie H3, conforme

(ITI.b.l). Por esta razdo, manteremos a definigao (III.f.16) ou

equivalentemente, definiremos

3 CALg* _ 2
B ?. 8 I<l d)(Erm{er) B (J) d)(Elmlk’L)‘

3

2
(K79 (¢ m,k, L)

A anti-hermiticidade de Jl e J2 e a hermiticidade de J

sao con-
sequéncias da existéncia do vetor vorticidade qP=(0,0,0,/2w/2) e
refletem a existéncia de uma diregao privilegiada no espago de

momentum angular, a direg¢ao determinada por oP.



- 70 -

Caracteristicas semelhantes foram posteriormente encon

(29)

tradas por Soares e Tiomno para campos escalares e fermidni
cos massivos acoplados d vorticidade da matéria.

Na auséncia de gravitacao, ou seja, gquando o espago -
-tempo € a variedade de Minkowski, a hermiticidade dos operado-

2 - . .
& usada para determinar o intervalo de valores de m.

1
res J e Jd
No presente caso, estes operadores nao sao hermitianos com rela
cao a nenhum produto escalar convenientemente definido sobre 0

conjunto de solugoes ¢(E No proximo paragrafo, obtere-

(M kL)
mos o intervalo de valores de m usando condig¢oes de contorno com

pativeis com o carater de campo teste dos neutrinos.

III.g - CONDIGOES DE CONTORNO E REGULARIDADE

A resolugao da equagdo de Dirac numa métrica de fundo
ja dada - o universo de G8del - contém implicitamente a suposi
¢3o de gue os neutrinos s3o campos teste gue nao influem na cur
vatura do espaco-tempo: o0s campOos de neutrinos devem ser
finitos em gqualquer ponto da variedade.Sobre o espago das solu-
goes Yie m,k,L)’ dadas por (III.e.6) vamos impor condigoes de con

torno gue garantam este carater de campo teste. Impomos, portan

to, que nossa solugao seja regular na origem x = 1, ou seja,

+
lim ¥ (x) ¥ (x) e
x>l (e,m,k,L) (e,mxk,p) ~ tinite (ITI.g.1)
e que
lim v=g ¥ (x) Y (x) _
Kro (e,m,k,L) (e,m,k,L) * (III.g.Z)

Na condigdo (III.g.2), o fator Y=g & necessario para
. . 2
garantir a anti-hermiticidade dos operadores Jl e J , demonstrada

no apéndice ‘I,com relagao ao produto escalar que sera definido no
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- . + . . s .
paragrafo seguinte. Y e a matriz hermitiana conjugada e

g = det guB' Para a métrica (III.a.l}, /:§= %% sh r c¢h r,

Desenvolvendo (III.g.l) para a solugao (III.e.6),temos

+ [ 2 2 . ST
Poyp= 21 (2m+1)° a : va,2. .2
(cmk,1) * (B ) e, m,k,1) .
A condigao (III.g.2) implica portanto
. 2 1/2 2

lim (x"-1) o = 0

Koo (e,m,k,L) (ITTI.g.3)
e

lim (x%-1)172 2 -0 (1II.g.4)

- (e k) =0 . +g-

As fungoes hipergeométricas podem ser escritas numa forma mais
. - =7 s e (58)
conveniente a analise assintOtica (x—+=) :

F(a,b;c;4)=

= Al(-Z)_aF(a,l—C+a;l-b+a;é) + Az(—z)—bF(b,l-cl—b;l+a-b;é) ,

onde
A = Iic) T(b-a) s o I(c) T(a-b) .
1 (b} T (c—-a) 2 I'(a) I'{c~b) -
Temos, entao
lim F(a,b;c;z):Al(-—l)—a(—z) _a+A2(—l)—b(—z)_b (ITI.g.5)
Z5w
Usando (IIT.g.5) em (III.g.3), temos
. 2 1/2 2 22642 -a -b, 2
lim (x“=-1) e, mk, L) = X (Aix +AoX ) .
Ko
Para que a (x) seja nula assintoticamente, devemos ter Al=0
(ou A,=0 , devido 4 simetria entre os argumentos a e b na fungao

hipergeométrica) e 2m + v2e + 2 - 2b20 (e 2m+/2e+2-2a>0), ou se-
ja, + n 2 0. Fazemos A2=O, determinando assim o sinal de n em

a e b como



_ V2 1 |n _ V2 1 Ini
a=m+ —¢€ + 5 gy b =m-+ et 5t
Para que Alzo (ou AzﬂO), b ou c~a (ou a ou c-b) devem ser um in

teirc negativo ou zero.

Realizando analise semelhante para B (x), chegamos as
mesmas condicoes. Temos assim duas possibilidades distintas pa
ra que o(x) e B(x) sejam finitas assintoticamente.

Vamos analisar o caso em que b € um inteiro negativo ou
Zero:

m + i24:+ L + ln[ = m—7j

i} b 5 5

!

1

a m+ v2e + 1 + j
onde m e j sao semi-inteiros, j 2z~ 1/2 emz< j.
Das expressoces (III.f.4) e (III.£.8), vemos que

3 (%) = 0.
{(e,m = j,k,L)

J (%) 1 = 0.
(e, m= - E'k'L}

As equacgoes acima determinam o intervalo de valores de m, a sa-

ber, - % <£mzs< j. Mas, j = - /55 - [n£+l e isto implica que
€ =—v2 (2§+1) * «sz + 1) ¢ (k- V2 1) 2 . (ITI.g.6a)
2
Mas, somente O sinal - na expressao acima garante que € < 0 e
. 2 + 1 .
consequentemente que j = - %; (-ley - & 5 2 0

Portanto, as solugdes para as quais b é um inteiro negativo ou
zero sao solugoes de energlas negativas, Y (x) ,  dque

- (-lel}jrmrer)
chamaremos solugces de tipo I, nas quals

5 = jZ%El - lﬁlﬁi_i . (III.g.6b)

Quando c-a & um inteiro negativo ou zero
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2 Inl .
ii) c—=a = —'%f £ + —%— ==(7 + %),
a=m+ j+ 1, b =m+ /2e -
1 .
com m 2 - 5 €] 2 - %, pois
J ¢ 1 = 0
(Erm-——‘j‘,K,L)
Mas, j = %? € - l%l - % (e isto implica gque
g = V2 (23 4+ 1) + /QZj + l)2 + (k - %% L)2 ; (IIX.g.7a)

estas solugdes correspondem a solugbes de energia positiva e sao
chamadas solugOes do tipo II, nas quais.

. V2|e| Inl +1 :
i = 5 — (IIT.g.7b)

£ importante observar que enguanto para solugoes de ti

A

m £ j, para as solugoes do tipo II, m Z - L, ou se

1
po L. =3 3

ja, m & independente de J.
As correspondentes solucoes de energia positiva

P sao obtidas de
(+lel,3,m Xk, L)

('i'lelrjrmrer) (_|E.]ijm.r_k:_L) ) (III.g.8)

A operacao iLYSYZ é uma simetria da equacgao de Dirac (III.a.l) e

* gignifica conjugagao complexa. Assim, &as solugoes de energia

negativa

o
I (_Ielrjrmrka)

I (..—iellj!mlle) (III.g.9)

onde
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onde
(2m+1) aI(x)
op(x)= . e1|e|te—im¢e-ikz
V2
—|E|+kL- “’é“') BI(X)
e -
m-1/2 —/2|e |41
 ul 2 A-x
ap (x) = (x°-1) (3+1) Flab;ci=57) . (ITI.g.9a)
m+1/2 ~v2| e |~1
_ 2 2 2 . 1%
B (x) = (x7-1) (x+1) F(a/bjctli=5) (III.g.%b)
- = . . 1 1 .
com a=m=v2lel + 4L, b=mj, c=m+35 -5sm ) e - || =
1
/ V2 2 ~ . ~
- /2 (23+1) - 2]+1 k-f? L))", estao associados as solugoes de
energia positiva
¢
I(+|el|,3,mk,L)
v :
I(+|e|,3,m,k,L)== L '
I(+lel,jmk,L) (I1I.9.10)
COm
V2
—kﬂ+kh—§081(x)
b = e—1|e[ter1n@e—1kz )
I
L(2m+l)otI(x)
Do mesmo modo, as solugaes de energia positiva
¢
II(+|e|,3,m,k,I)
|2 = '
IT(+|e|,j.mXk,L) L¢
I(+]e|,3,m,k,L) (IrI.g.11)

onde
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(Zm+ Va__(x) .
1 i€t ~imp_-ikz

¢ 11(+|€|,j,m,k,L)_ V2
J.L(IEI +]{L“'_2_)BII(X)

(IT1.g.11a)
e —
m— 1/2 V2| e|+1 .
ocII(x) = (x2--1) 2 (x+1) 2 F(a,b;c;‘l%x), (I1XI.g.11b)
m+1/2 v2|e|-1
BII(X) = (X2—1) 2 (x+1) 2 F(a:,b;c+l;¥) (III.g.11c¢)
coma=m+j+1, b=m+ /2[6! ~ 1, c=m+—;—, mz —% e + |e| =\/-2—(2j+1)+
+ /(2j+1)2 + (k- %L)z , estao associadas as solug¢des de energia
negativa
¢ 0
11(-|lel,3,mk,L)
P = (ITT.g.12)

IT(-]el|,3,mk, 1) \Ld-
1T (-le|,3,m, k, L)

onde

‘/2_)[3

i(l_el—kLJ——— T

5 (x)

5 Jilele —imp_-ikz

II("IEIrjrmrk'L) L(2m+1)&II(X)

A imposigao da condigao (III.g.1) nao implica em ne-

nhuma nova condicao sobre nossas solugoes; dela resulta somente

que o valor minimo de m & - %, condigdo ja obtida a partir de

{(ITI.g.2). Com efeito, para as b (ITT.g.1) implica que

m-1/2 ~lef-1

2 1 (x+1) F

zwﬁxm%?) = finito

(IIl.g.13a)

Tim(2m4 1) 2 (x
x+1
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lim (21012 a1y T2 1€ p2 (a0 0015455 stinito,
X1 (IIT.g.13Db)
ou seja, que os expoentes de (x%-1) sejam sempre positivos. De

(ITI.g.13b), temos imediatamente que m 2 ~1/2.
A condigdo (III.g.l3a) deve ser examinada com cuidado; pa

ra m#-1/2, esta condicao implica que m > 1/2. No entanto, lembran-

do que (58

l—x) _

lim (m+1/2) Fla,b;m+1/2; >

m->=1/2

ab(lgz) F(a+l,b+l;2;l%§) '

vemos que a condigdo (TII.g.l3a) é satisfeita para w2-1/2, pois

lim (2m+l)(xzwl)m-l/z(x+l)-/2i€|—l FZ(a,b;c:l%E) =
x>

m>-1/2

in (@) 2 (x-1) (el T B2 B2 ar o125 <0

x+1

As condicdes (IIT.g.l3a e b) sdo simultaneamente satisfeitas com
mz -1/2.

O fator (m+l/2) em (IIT.g.9) & imprescindivel para sua re-
gularidade em m=-1/2, razao pela qual no paragrafo (T1I.e) escolhe
mos a solugdo (III.e.6) como solugao de nosso problema.

Obtém-se condigdo idéntica para as solugdes de tipo TT.

As solucdes de tipo II podem ser escritas de forma mais

convenlente:
-—1/2 V2 e [+1
(1-2m) (x2-1) 2 () 2 F(a,b;_m+%;l%§)
¢pp = _ ~ilet_imo -ikz
H -mt+1 /2 V2lel-1 € e e
iL(]e |+l /g) (x2-1) ¢ (xl) 2 F(a,b;ﬂm+%,l%§)

(ITI.g.14a)
para energias positivas



¢II(—IE‘,j,m,k,L) =
~ -m+1/2 . J/2]e]-1
et -Z & 2 e 2w (2735225
) -m-1/2 /i!el«ﬂ
L(1-2m) (x°-1) 2 (x+ 1) 2 F(a,b;—m+%?l%§)
_ei\elte+im¢e—ikz _ (III.g.14Db)

para as solucgoOes de energia negativa, com a=_-m +# j + 1, b=-m +

+ V2le| - 9 e —% 3 m > —o
Note-se que as solucOes de tipo I sao validas para
1 . . .
-5 £ M 3 e as de tipo II para -«<m g %. Os intervalos de
valores de m se suUuperpoem em I :i-% e as solucoes ¢I(j:% ) e
¢II(i-%) sao linearmente dependentes,como pode facilmente = ser

demonstrado. Vamos desenvolver esta demonstracao em detalhe pa
1

ra as solucoes de energia positiva. Em m = - 5
¢I(+l£\rjr“12'rkr]:‘) =
_ -2 |e|-1 ‘
. V2 - 2 T = . 1-x
1(|g|—kL+7r)(xt1) F(j+§—/2|e\,—j —5;1;*3—

1 —/2]el+n

Deg=vale) CrDet-n ey 2 2; 1%

F(j-*%— /Elfilr“j+:|2—: P )

ol le |t imp ~1kz
onde usamos gue

1im cFla,b;c;z) = abz Fla+1, b%1; 2;2)
c-0
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e
¢
11 (+|el,3,m,k, L)
V2 e|+1
2060 2 PG 3, /5e]e & —331:55%)
_ 1 v2lel-1
. 2
1L(|€|+kL-—l/§—) (x2-1)2(x+1) 2 F(j+ /2lg|+ ~J; 2,12X)
ot | € Itelm¢e1kz_
Mas

§
L+el,35-5 k1) =

-2 c-:!-“l

. V2, 2 A . -
—-1(—-|El+kL— 7} (x+1) F(j+~§—/2|gl,—],—-§;1;—2—)
) 1 —2 €I+1
-2 (e (]elﬂm——)(x D2ty 2 rEed-2le], 25
e—ilslteimrbe-ikz . (III.qg.15a)
Lembrando gue
F(a,biciz) = (1-2) 3P (cea,c-bic;z)
podemos reescrever ¢II na forma:
¢ 1
é‘rk;L} =
‘ /E ~1 1 1o
4 (x+1) F(j"/2|€|+:];—] _5;1;7)
= B 1 —~/2|EJ_ :
7 . sl 3
211 (e |ekim 2 k20 2 ey 2 wGZleled, 4 320

eﬂilEIteimd)e":'Lkz (IIT.g.15H)
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Comparando (I1I.g.15a) e (III.g.15b), temos

= /5]5‘-2
o 1 = —-i(-—f€1+kL— %%)2 ¢ 1
I(+|ef,3,- —é,k,L} II(+|el,j,— =K, L)

Reélacdo semelhante & obtida para m = %

A superposicac das solugoes de tipo I e II em m = # %
€ eliminada se consideramos que as solugoes de tipo I sao vali-

- . 3
das em - % fim £) e as de tipo Il em —»<m g - 5 Portanto,nos

sas solugoes de energia positiva podem ser escritas:

d) —
(+fe f,3,m,k, 1)
~ mi1/2  —/2|e[-1
i(|e|-kre f_,:?) 1) 2 ) 2 Per3|e]sdel, megime %,-lgi)
m-1/2 —-/il_sb'l
2 2 2 5 , , 1 1-x
L(2m+1) (x7=1) (xx+1) F(Mr/2lE’+j+1,HFj;m+:§7*5_)
e—i]efté-imd)e—-ikz ' (III.g.16a)
1 . . 1,
- j’é m s 7j, j 2z - 5
(j) =

(+|el,3,m,k,L)

[ ez V2] [ +1
(1-2m) (21 2 (ze1) 2 F(J'-m”r/ilel“m‘j*m*%’%}&’

—-m+1/2 V2|e]-1

1 2 2 . —_ _
ifeje|+kim %;}(X o e T F(j—HH1ﬂ/2|El—m—j;ﬂn+%;1§§}
'e—ilsltéim¢e—1kz ,

3 1
-« < m:z “'z'l J >-“§' ! (III-g.17a)
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as solugoes de energia negativa sao:

b =
(—lelrj;mrer)
m-1/2 ~v2]e]+1
2 2 2 1
(2m+1) (x7-1) (x+1) Fm—v2 || +3+1,m~3; b i 2 R
5 m+1/2 m/é—[el;
iL(—|e|+kL— —g)(x -1) 2 (x+1) 2 F(mr/*]EI+1+j m—7; m+g ; 2 fawad)
Coilelt —ime -ikz ’
— l S m £ - 5 >dl .
5 = =3Ji 3 25 ; (ITI.g.16b)

(_lelrj?mrer)

—m+1/2 /§Ie|_1

: V2, 2 : -
-:L(I e +kT~ ——2—) (x"=1) 2 {(x+1) 2 F(—-m+j+1,——m+v/§_lgl—j;—m+§;—1—5-}5)
L a-1/2 /2|41
LO-20) -1) 2 (x+1) % B (gt ome B[ e =g ome s 20

2' 2

-0 < mé --—32- P :] g,_-%. R
com ./ff?
(4|a| j,m,k,L)
P =
’jlm’k'L)
L
(+|el J,m,k,L)
c
o
(—Ie[ j,m,k,L)
w =
(_IEIIj;m;k;L)
L
—IEI j,m,k,L)

As solugdes (IIX.g.16) e {(III.g.17) sao linearmente in

A . ~ |
dependentes entre si, pols, com excegao de m ::ti, unico valor em

que esses lntervalos se superpoem, os intervalos de valores de m
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sao distintos; nosso conjunto completo de solugaes, cobrindo o in-
tervalo = < m ¢ j, € a uniao das solugoes (III.g.l6), validas pa-
ra == <m £ -3/2, com as solugoes (I1II.g.l7), para -1/2 < m g 7,
com jz -1/2, que constitui assim uma base completa para uma repre-
sentagao espinorial de dimensao infinita para a dlgebra dos operadores de
momentum angular (III.f£.1,5 e 1l) associados ao campo de neutrinos
no universo de G8del de métrica (Ill.a.d).

A partir de (III.f.9) e (III.g.6b) e (III.g.7b), temos

D794 el,mk, L)

. nzl) (mvl)
2 2 (+lef,m,k,L)

 V2lel L v2]e] .
(jt 2 )(]i- 2 +l)¢(’_’:|€$,m,k,L)'

em termos de J,

(3) Pelelmk, L) T U3+ 0(23+0)+V/ (2541} +(k-V2L/2)%) } .

. . . 2 3 2
{3+14 ((23+1) +vV(23+1) *+ (k=v2L/2) %) } ¢(f|e|,m,k,L)

Analogamente ao que acontece a fermions em ilnteragao com
campos externos no espago de Minkowski, neutrinos sobre uma métri
ca de fundo de Gddel, ou seja, na presenga do campo de vorticidade
da matéria, apresentam auto-valores de energia, momentum angular e
momentum linear dependentes ehtre si., Com efeito, da expressao
(IIT.g.7a), vé-se dque a cada i e k dados corresponde um valor dis-
tinto de energila.

Se examinarmos os limites em que o momentum k -+ 0, vere-
mos que os modos j=m=-1/2 apresentam uma caracteristica peculiar .

para estes modos, |e|=v2/2 e

- = -+
JJ 9, /2 1 1 =33 ¢.,/2 1 1 =0
\t"'—z'f "2_('_2!0'1') (+ 2 2!0IL)



Portanto,

T30y e 2 1o =0

o operador J3 tem auto-valores 0 e -1, respectivamente para ener
gias positivas e negativas. O acoplamento dos neutrinos com a
vorticidade de matéria, os converte em bosons polarizadcs ac longo
da direcao determinada por Q.

Podemos mostrar que a positividade do operador J2 de-

finido por (ITL.£.16) e (III.f.17) sO nao & garantida para jz—l.

2

De (III.g.6a) e (III.g.7a), vemos gue para j 2 %, n2= [a\24-(k -
V2,2 - \ . 1 p /2,2 ~

- fi) & sempre maior que 1. Para j = - 5r N = 2(k-—§£) e nao

se pode eliminar a possibilidade do operador possuir auto - valo-
res negativos. Isto nos leva a excluir do espago-base de solu-
%. Desta maneira,

temos um operador de momentuln angular total bem definido para a

¢oes, as solugoes (IIT.g.16 a e b) para j= -

base completa de solugoes.

E interessante observar que a possibilidade de auto -
—-valores de momentum angular imaginarios e um efeito devido a in
teracao do spin da particula com a vorticidade, pois o mesmc naoc
acontece para o casc de um campc escalar num universo de GOdel
descrito pela meétrica (III.a.4). Como mostraram Soares ¢ Tiom -
no(29)

;, hesse caso o operador de momentum angular total € sempre

positivo definido.

ITI.h.a - NORMALIZACAO

Discutiremos neste paragrafo a normalizacgdo do conjun

to de solucgoes ¢ (x) ' y,dadas por (III.g.16 e 17), com j21/2.
(tlel,3,m,k, L)
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A densidade de corrente local de fermions e

L

M%) = Wy
Num referencial de Lorentz local associado as tetra-

. LA A .
das e(A)u(x), define-se a corrente local j( )= e( )(X)uja(X) e

tem—-se
. (A) - A
J

~ . . (A
onde YA sao as matrizes constantes de Dirac (I.b.3). j( ) trans

forma-se como um vetor frente as transformagoes de Lorentz lo-
cais.

Da definig¢aco de espinor conjugado de Dirac, ¢ = ¢+YO ,

¢ .
. {A)
temos que, para ¢ = (L¢ r j( = 2(¢+¢,L¢+cl¢). A componente
j(o)da corrente local,
. (o) + +
] =¥ v =26 ¢, (III.h.1)
transforma-se come um escalar para as transformagoes gerais de

coordenadas do espago-~tempo e camo a componente zZero de um vetor

de Lorentz,com relagac & transformacgdes de Lorentz locais. j(O)
representa a densidade local de numero de fermions.
Se integramos j(o)num volume V da variedade espago-
~tempo, teremos
= loa =N,
j -9 ] X (ITI.h.2)

A%
N” & um numero invariante para as transformacgOes gerais de coor-
denadas. Além do mais, a integral {(III.h.1) & positiva definida
pois vé-se de imediato que YTg j(O) é positivo definido para as
solugoes (IIT.g.16 e 17).
A integral acima, tomada para todo ¢ volume de varie-

dade, sera usada para normalizar nossas solugdes para neutrinos

num universo de G8del. Para tal, definimos no espago das solu-



¢oes (III.g.16 e 17), o produto escalar

<¢,(;’j’mrkfl‘) IIP(EI rj' rm' rkTIL')>=

e © a*x
ARELECHETE 5 ) RN CUNE LIS L S A ’ (I1I.h.3)
\'
definido no intervalo -« <m< j. A expressao (III.h.3) & um es-
calar para as transformagoes gerals de coordenadas e transfor-

ma-se como a componente zero de um vetor de Lorentz para as trans.
formagoes de Lorentz locais.

A normalizacao, (III.h.3), escolhida merece dols comen-
tarios. Devido a inexisténcia de hipersuperficie tipo espago
global no universo de G8del, (III.h.3) e uma alternativa a norma
lizacao sobre uma hipersuperficie t = cte, usualmente tomada. A
escolha justifica-se pelo jato de que (III.h.3) & equivalente a
normalizagao usual guando t = cte é uma hipersuperficie tipo-es-
pago global, para solugdes gue sao auto-estados do hamiltoniano
do sistema. Por outro lado, poder-se-ia argumentar que nossa
normalizagao é definida a menos de uma transformacao de Lorentz

(a)

local, pois depende da orientacdo do campo de tetradas e Ot(x).

No entanto, a orientacao do campo de tetradas (III.a.5 e 6),para
0 qual vamos calcular (III.h.2 e 3), & uma-orientagéo privilegia
da: o vetor zero do referencial de tetrada é definido pelo campo

de velocidade da matéria, e j(O)

(o)zéao e e, consequentemente ,
(III.h.2 e 3} sao invariantes sob as transformacdes de Lorentz

o . o0
a ~“Sp -

Desenvolvendo em detalhe os calculos para as solucgdes

que preservam esta condig¢do, ou seja, L

de energia positiva no intervalo -1/2 < ms Jj, (III.g.l6a), va -

mes entdo calcular
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(+]e},3,m,k,1)7 ly(+|e'l 3',m' k', L) , (III.h.3)

A
ox
A

onde Y—g d"x=2/w'dx dt d¢ dz e 1 § X < ®, == < t < o, 0 2n ,
o0 L Z < e,
Desenvolvendo o espinor a duas componentes ¢, usando para

as matrizes YA a representacgao (III.d.2 e 3), e realizando a inte -

gragao em t,® e z, temos
J/IE d*x v =

man' o2 |2l -

. 3 -
{Q?ﬂjdeHJJZ (el) 2 (-l [t Gan) 7 1) 22
W
Fla,b; m+%_12x)+ (2m+1)? (xz-l)_l/z(x+l)F‘ 2(a, bm+%,]w X)]
2
o (el-le s k"s (IT1.h.4)

' J]

onde a:m—/§|E|+j+l e b=m-j; 6jj' € uma consequéncia das integracdes

em t e z, pois pode-se ver de j:—/fWe|—l/2—/]E|2—(k—vQL/2)2 P que

(|E|—|E'|) §(k-k') implica em 6jj" Na realidade, devido as rela-
¢coes (III.g.63 e 7a) entre os pardmetros e, j e k, em (III.h.4), so
mente duas funcdes entre §(|e|-|er]), S(k-k') e 6jj’ sao independen

tes. Entio

J/:—(_Z_I d*x WYO‘}’ = N2 =

o 1
. _
y 2(2m) ° dx (xz—l)m(x+l)_/2|81 ( |e|+k1ﬁ£:5 (x2 -l) (x+1) "1F? (a,b; m+%,lgx) +
L
1 W
Ml
+ (2ml) (x2-1) 2+l F?(a,b; m+%,lgxi} ) (III.h.5)

Temos portanto duas integragdes a realizar, a saber,
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o =[ 0 ?dx =J 21y /2 =2 e L, 2(a,b; m+§-1;59 éix (TT1.h.6a)
1
e
B =J'Bz dx =J (xz—l)m’l/z(X+l)"/2|€l+lF2(a,b;m+%r;§§0 dx . (III.h.6b)

Para resolver estas duas integrag¢des, vamos usar os operadores de

momentum angular J" e J~, definidos no paragrafo III.f, a saber,
+ +
T el gm0, TN Ple] 3 mel,k,n)
J . = A .
Y(lel,d,m,x,L) Ylel 3,m-1,0,m)
onde
W o =m=vZlelege1) (m-j)
B 2m+1
A o= 2m+l .

Em particular, faremos uso da propriedade de anti-hermiticidade dos
operadores Jl e J2, relativamente ao produto escalar definido por
(ITI.h.3), demonstrada no apéndice I.

Os integrandos de (III.h.6a e b) assumem formas particular

mente simples para b=0, ou seja, m=j, pois da expressao da funcao

hipergeométrica(SB),

-b

-S> [ (c) T(a+n) I (b+n) 2z = ,
T{c+n) T'(a) T ib)

Fla,b;c;z) o

n=0

valida para b £ 0, vemos que F(a,0;c;z)=1. Assim, 0s integrandos de
(III.h.6a e b) se reduzem a:

0

j 1) 372 o1y 32 lel 1725, p23-/2elst T 02]e]-25-1) T(5+3/2)
. I (/2] e]—3=1/2)

{(TIT1.h.7a)



- 87 -

S s 5 5 . .
(1) 312 ) 3V 2 el /2y, | S25-v2le]+l T1/2]e =2)=1) TGHY/2) | (qpp o, 7p)
r{vZ|e|-3-1/2)

Como mostraremos no apendice I,

o o0

- . _ |
Jl (J f(m)(x))f(m+l)(x)dx:—L_f(m)(x)(J f(m+l)(x)) dx , (ITII.h.8)

onde f(m)(X) designa qualquer das fungoes a(g,m,k,L)(X) ou

B(a,m,k,L)(X)’ componentes do espinor ¢{x) em (III.g.16 e 17). U -

sando as definicdes de J% e J~, e chamando

[ee]

[ Cmy Fuy =N

de {IITI.h.8), temos a relacao
At (m)
N?(m) = ————— N?(m+l) (IIT.h.9)
A (+1)

As expressoes (ITII.h.7a e b) nada mais sdo do que N;(j) e Né(j), de

acordo com a definicdo de N?{m) acima, ou seja,

NZ(J) = 22j“/2|E|+l (vZ]e|-29-2) 1 (§+1/2)1
(v2]e|-3-1/2)1
e
NE() - ,23~vZ|el+1 (/2Le|-3;—2)!(j—l/2)! .
(VZ]e|-3-3/2)1

A partir de (III.h.9), podemos determinar N;(j—l), Né(j—Z) e assim

sucessivamente até j-p:

- (3-p)
N2(3-p) = T2 wi(-p+l) =
X (3-p+l)

_ /2[e|-234p-1) (p) (21e|-234p-2) (p-1)  (/2]e]-23+1) (2) (/2 |e]-29) (1)
27P (3-p+1/2) 2 (3-p+3/2) 7 (3-1/2) % (3-3/2) *
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(V2] e|-29-2) 1 (§-1/2) 1
(vV2]e|-3=3/2)1

Chamando j-p = m, temos

_ o2m=v2 e+l (V2]e|-j-m-1) 1 (jom) ! ((m=1/2)1)°
(/2] e|-3-3/2) 1 (V2| e|-29-1) (§=1/2) 1

2
NB(m)

Q) . (III.h.10a)

Da mesma forma, calculamos

;2m=v2]e|+1 (V2]e|-g-m-1) ! (F-m) ! ((m+1/2) )2
(V2|el-9-1/2) t (VZ|e|-29-1) (§+1/2) !

Né(m) =

it

£
<o) = — (m+1/2) {z) . (III.h.10b)
(V2| el~3=1/2) (§+1/2)

Portanto, a integral (III.h.2) resulta em:

N? = J/:E d*x ¥y°y =

4(27) 3 sz_/§|g|+1 (V2| e|=j-m=1) t (5-m) ! ((m=1/2)1) 7
w" (V2le|-29-1) (3-1/2) 1 (vZ|e|-9-3/2) 1

-Ylg]—kL+/§72) m+1/2) 4(m+1/2{] =
(V2 |e|=3-1/2) (5+1/2)

(20) 2 ,2m-Y2|e|+5 (Y2]e|-dom-1) 1 (5wt ((mel/2) 1) “2]E]
W (/2] e|~23-1) (5-1/2) t (vVZ)e |-3-3/2) 1 (|| +k1—v2/2)

stlel-ler]) sk-x") &, . §551
onde usamos que (|e|?-(k=/2L/2)2)=4(3+1/2) (V2|e|-§-1/2).

Podemos ver de imediato gue as solugoes de energia positi-

va e negativa sao ortogonais entre si, pois no produto

¥(e,j,m,k, L)y ¥(",j",m" ,k",L)



aparecem exponenciais da forma e-'i(IEIJrIE'l)t ollm-m*)e  ilk~k")z

Assim,

J Yeg dx ¥ 0

. YO\P 1 .y =
(+|E|ljlmlle) ("'IE: [,j ,Iﬂl,k',L)

Empregando o mesmo método que acima, calculamos todas as

integrais de normalizacgao e, finalmente, podemos escrever:

<\P (‘rIEIIjrmrle) I \P(SlgrlljlrmlrkllL) - Nzcsrsajj'(smlé(lel_ls' I)é(k_k')
(III.h.11)
onde
N2 = |e| R?
e R?=
( 2|e]=3m=1) 1 (5-m) ¢ ((m+1/2) 1)
(|e]+krmv2/2) (vV2|e|-23-1) (3-1/2) ! (v2|e|-3-3/2) 1
_ | -/2sms] , §2 1/2; (III.h.12a)
@nd omev2lel+6 _
" (v2|el-3-3/2)1(3-1/2) ((1/2-m) 1)
(v2]e]-23-1) (G-m) ! (V2] e|-m—3-1)1
- ms =3/2, 3 2 1/2; (I11.h.12b)

e r,s=+,-, correspondendo a soluc¢gdes de energia positiva e negativa,
respeéﬁivameﬂte. Desde que a integral de normalizacao (III.h.2) se
transforma como a componente zero de um vetor frente as transforma
c¢des de Lorentz locais, no capitulo V seremos levados a normallzar
nossas solugbes (III.g.1l6 e 17) com o fator R.

As solugées (ITT.g.16 e 17), normalizadas de acordo com

(60)

(IIr.h.12) constituem uma base completa de solugdes em

I
termos das guais pode-se expandir qualquer splucao para neutrinos
em interacio com a vorticidade do universo de G8del, de métrica

(ITI.1). No capitulo segulnte, construiremos o espaco de Fourier

associado A base completa de solucgdes (I1X.g9.16 e 17) e veremos



que o fator N2 em (III.h.11l) pode ser interpretado como inversamente

proporciconal & densidade local de numero de estados naquele espacgo.
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Cada uma das componentes do espinor ¥(x), ou seja, as fungoes da forma

ilelt imd ikz
f(t,x,0,z) = g(x} e l l e e deve constituir um

conjunto completo. As fungoes exponenciais constituem separadamente Conjuntos
completos de solugdes, nas quais podem ser expandidas quaisquer fungoes de t,
® e z. A completicidade das fungoes g{x) € imediata, como pode ser visto  se
escrevermos as funcoes hipergeométricas que nelas aparecem em termos dos poli
nomios de Jacobi PE’B(X) (ver A.Erdélyi, "Higher transcendental functions" ,
vol. 2, cap. 10, Bateman Manuscript Project, 1955).Provar rigorosamente a coll
pleticidade de f(t,x,?,z) é trabalho extremamente complexo, delicado e longo.
Por esta razio, estamos postulando a completicidade destas fungoes, no senti-
do de que para qualquer equagdo da mecanica quantica, dado um conjunto comple
to de observaveis que comutam entre si (no presente caso, os operadores H, J3,
(J)Z,B/BZe v®), as auto-fungdes simultdneas desses operadores constituem uma
base completa de solugdes da correspondente equagao.

(3) na definicfo do momentum local (III.c.5a),

l/AT(x). Assim, de

E possivel eliminar o terno n

escrevendo a equacido (IIL.c.4) para o espinor ¥'(x)=(-g)

eyt =

-

P

. 1
T ¥
temos
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CAPITULO IV

NEUTRINOS EM INTERAGCAC COM A VORTICIDADE:

ESPACO DE MOMENTUM

Neste capitulo, vamos construir o espa¢o de momentum asso
ciado & base completa de solugdes (III.g.1l6 e 17), definindo conve-
nientemente uma generalizacdo da transformada de Fourier usual. Exa
minaremos as transformacdes no espago de Fourier induzidas pelas
transformacgoes de Lorentz locais e obteremos a equagao de Dirac

transformada.

IV.a — ESPACO DE FOURIER

para construir o espago de Fourier associado as solugoes
(ITT.g.16 e 17) & imprescindivel definir convenientemente o nucleo
da transformacao. Designamos por WF(e,j,m,k,L), ou de forma'abrevig
da, WF(g,j), as transformadas de Fourier, F[}(x}], das funcgoes de

onda do neutrino, definidas por

F|_:‘P (X)] = ]'PF(Erjrmler) =J /‘E d*x Klg,J,m,Xk;x) LP(E (x) (Iv.a.l)

)
onde a integracdo & sobre toda a variedade e W(E j)(x) é a forma a-
r

breviada de W( (x). O nicleo da transformagao acima,

€ fjimlle)
K(g,3,m,k;x),abreviadanente K(j;x), € por definigdao
(+)

RK(ji;x) = K (5;x) + K(_) (§:x) , (IvV.a.2)

onde

(-) (j:X)=diagt—9-—,-~B—,—g—'—,-§—: e jmpel]dtelkZ (IV.a.3a)



~ 93 —

K(—)(j;x)zdiag —ji——, & ,—ii——fil—— elmq)e—l]dtelkz {Iv.a.3b)
) 101
2 2

B b

2
<Br» <> <B> <o>

(HH1/2)2

<g>, com <p»dada por (III.h.10a), para
(72 €| ~3-1/2) (3+1/2)

onde <g>=

(2] e|-3-1/2) (3+1/2)
(1/2-m) ?

-1/2 < m g j; para —w <mg =3/2, <o = <p> ,onde

= (eel) T2 ) 2l P2 (Jmrl, V2 | €| s mel/2: 55 ax

Os nicleos aqui propostos s@o uma generalizacao do nucleo de Fourier
i o ik, x
usual e a” , onde e *%* & substituido por (IV.a.2 e 3).
Para as solucdes de energia positiva, (III.g.16), as fun -

coes transformadas sao:

——
bpttlel ) = g KGR alx =
(+lef,J)
i(le|-kL + 3y oyt
1/2
2(2m? Llan 4 <e ajj.amm,S(k-k!)é(|e|~|e-|),
w iL{|e|~kL + v2/2) <a>1/2
(2m + 1) eyt (IV.a.4a)
- 1/2 £ m < 7J;
vpltrlel D = J Fgx @b dxs
+lel,r3)
(1-2m) Cayt?
iL(|e [imv3r2) By
2(2m ° L (1-2m) <oyt §93* 6mm' § (k=k") & (||~ 1" |},
" - 1/2
i(|e|+k(=v2/2) 8>

(IV.a.4b)

—w < m < =3/2,
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Para as solugdes de energia negativa:

_ 4 4
bpi-lel 3 —J/—-deK {j 'X)w(“|€|,j) (x) da°x =
(2m+1) <8 1/2
22 el vam2y2) @y V2 § (k=) 6 (fel-]e D
K ” 5578 ,
L{2m+1) <B>
i(- | ehkimv3r2)  La) Y2
(IV.a.5a)
- 1/2 £ m < J;

) = — "l, 4 -
lpF(_|El'j) = J/—EK (3 'X)w(—|6),j)(x) d x

i(|eltka-vazy <y /2

2 (21} 3 L(1-2m) RO
7} _ 1/2 6..,6m,6{k-k')6(|el—|€'I),
w AL (e [+kI~v2/2) (B} 33
(1-2m) cay 2

(IV.a.bb)
- ®<m £ —‘3/2.

Nas expressoes (IV.a.4 e 5), © niicleo empregado e K(j;x)=

K j:x) + K jix} ; K(+) tenl o comportamento de um proje-
tor nos estados de energia positiva, pols sua agao nos estados
de energia negativa & nula, como pode ser visto por um calculo
difeto. Da mesma forma, K(_) pode ser considerado como um pro-
jetor nos estados de energia negativa, ja gue sua agao nos esta
dos de energia positiva & nula. Como ©O inverso de um projetor
nio & uma aplicagao biunivoca, as transformadas inversas sao de
finidas sgeparadamente para as solugdes de energia positiva e ne

gativa, de acordo com:
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FTh vy, (el ) =
® J J dkde

L P
§=1/2 m=—=’ (27)

(r)
s K(3x) " e rle],3)) (1v:a.6)

—o<m < J, j > 1/2; r denota + ou =-.

. -1 , - -
A transformada inversa F (WF)sdeve,satlsfazer a relacgao

F_1[F] = F[F_1] = 1 (Iv.a.7)

Isto implica que os nucleos (IV.a. 2 e 3) cbedecem a propriedade:

(r) (s) 4.,
K(3:%)) " RKiqsxt) = S

® J [ dkde
/=g

) T
J=1/2 m=—w ! (25)

1 4§ {IV.a.8)

3 rs

e a propriedade de unitaridade:

Yo d4xK:F2- 1K 5 =2 2m 36 (e |- e s kk") S 6., 16
-5 Jix 3ix)) =22 el-le ' 0539 Ors
(IV.a.9)
onde r, s = +,-. <Calculando o lado esguerdo de (IV.a.7),
-1
F [F(w(rh‘:lrj) (X)J =
(r) (s)
J/:g a*x b2 ilj e ® (3,2 R Gix"D, (IV.a.10a)
' (2n)
vemos gue se (IV.a.8) for satisfeita, teremos
FUIF(0(x)] = ¥ix) (IV.a.10b)

Do mesmo modo, a validade de (IV.a.9) significa gque

(IV.a.l0c)
As relagaes (IV.a.1l0b e ¢) cemonstram (IV.a.7).

As rotagoes de Lorentz locais LAB induzem transformagoes
no espaco de Fourier das fungoes wF(E,j) gue podemos determinar

a partir de
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v ptelel =] v @t kG v 5 00

’j)(x) . {Iv.a.ll)

ro _
J V—g d'x K(j;x) S(L(x)) Yiele

onde as fungOes espinoriais
¥Y'(x) = S(L(x)) ¥Y(x)

sdo as funcgoes transformadas sob as rotagoes de Lorentz L(x) gque

satisfazem a relacgao (I.b.7}, a saber,

LB v = swe) P S(L(x)) "

Substituindo ¥ (x) pela transformada inversa, W(x):F_l(WF), em (IV.

a.ll), temos gue

wier, 3 =58 | O g smkiet, 3w kY (e,9) (Iv.a.12)
F 3 .y (2_”)3 F

onde

S(e,3,mk;e',3",m', k") :j( /5 d'x kY (450 sweo) ®S et (v.a.13)
& a transformacdo induzida no espaco de Fourier pela rotagao de Lo -
rentz local (IV.b.7). Sob as transformagdes S(e,j,m,k,;e’,j",m',k")
que, por razoes de simplicidade de notagdo, designaremos por S{j:3")
as fungoes WF(E,j) se transformam de acordo com (IV.a.l2).

Se aplicarmos a transformacgao Sl(j':j) a WF(e,j), isto é

vile' i) = 2 [k de sl(j';ij(g,j) (IV.a.1da)
7

e Sz(j";j') a W%(E',j') acima,

¥, = 8T J(dk'd'i; s2(3" v, (3N (1v.a.14b)
jl m' (2m) F

substituinde (IV.a.lda) em {(IV.a.ld4b), teremos

7 ~ 1 r
prrert gty =y p | ddel 25 dde |52 (3rr,3080 (1,3 Y (e,9) (1V.a.15)
]

%
F ''m'/ (21T)3 j m (ZTT)3
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Usando a definigdo (IV.a.l2) e as propriedades (Iv.a.8 e 9), pode -

mos escrever

dnien, "= % Jdkd€3 £ (3", )4y (e, 3) (IV.a.16)
J,m ? (20)
onde
& (3",3) = JJ—Ec:flxmj",x)52(L(x))S1 (LK (G530 (IV.a.17)

Comparando as expressoes (IV.a.15) e (IV.a.i16), vemos que

2, 9= 1 Jdk'dg 523,59 8' (31, 9). (1v.a.18)
jlmi (2,”)

As transformacgoes S5S(j,j'), induzidas no espago de Fourier pelas

rotacdes de Lorentz locais, formam um grupo:

a. a lei de multiplicagao (IV.a.i18) é associativa, como pode ser
mostrado por um calculo direto;

b. existe o elemento identidade:

dkd ' ' :
J Grde 6.8 S kk") S (e-e" )Y (€,3) ;

(1[)' (Elrjl): b
F (mﬂ3 7]

j,m
c. existe o elemento inverso,

gt (3',3)= JJ—Ed4xK(j',x)s“1(L(x)k+(j %) -

Usando a definigido de transformagao inversa (IV.a.6) e a

propriedade de unitaridade (IV.a.9), vé-se que, como era de se

esperar, a transformagaoc de Fourier conserva o produto escalar,

ou seja,
4 4. . T .
Jfrgd )Y ) o= DE Jiﬁiﬂfng(e,J)wF(e,J)
erJ) (g,3) jm’ (2n)
As aplicagdes F e F_l sdo bijetivas; a cada ¥ (x) . cor

£,7}
responde uma ¥Y_(e,j) e vice-versa. Portanto, V¥ L (x) e ¥Y_(e,3)
F (e,3) F

constituem representagOes de um mesmo estado e o espag¢o de Fou -
rier construldo acima constitui um espago de momentum para Os

Neutrinos.



IV.b - ESPACO DE MOMENTUM

No espago de mOmentum associado a uma basge completa de
solugoes Wn(x), a equag¢gao de Dirac¢ para neutrinos sempre pode ser

escrita

F[YA ¥ (x) 1 = -—iﬁAyA ‘PF(D) = 0

~ . A ‘ - ~ . ~
A equacao =1, Y TF(H);O ¢ a equacgao de Dirac transformada e np SA0
0s momenta para 0s neublrinos. NO presente caso, 0 espaco de Fou -~
rier das funcgoOes WF(rlgl,j) constituindo um espaco de momentum pa-

ra os neutrinos, a equac¢do de Dirac transformada é dada por

. A 9 =F[ A N g ' :
—ig YA\}IF(lEI,j):FLY \P(T'EI,:'J) (X);AJ:J y=1 d'x K(j;x) (y ‘P(rlél,j) (X};A) (= 0 |
W.b.l

e podemos calcular os momentarm ,. Vamos desenvolver em detalhe os
calculos para as solugbes (III.g.l6b), ou seja, as solucbes de e-

nergia negativa, validas para -1/2 smg< 3, j 2 1/2. Assim,

—iﬂAYA‘PF(—|€l,j) = ff:i a'x K(3':xly A‘P(_|

el, i) ®in =
JJ% A*x K(i';x) |:ilg|yo—/§lg|j_(x_"];}l/2y2 N X v s
' x+1 (x _1)172
/2., 1/2 1 3 24m 2 . J (TV.b.2)
—£4T, 2 (x2-1 1.2, - ¥Y° =ikvy iy .
tooElLYs o+ (x==1) """y o 12233375 iky (_lel,j)(x)

onde K(ij';x) & dado por (IV.a.2 e 3).
Como K(j;x)yozyoK(j;x) e K(3;x)vy3=y3K(j;x), podemos de imediato i-

dentificar as componentes (o) e (3) do momentum U
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ﬂo=_|e|/_

2
7T3—k'-‘2—L,

Para identificar ﬂq e M,y

1

mes em yz e v do lado direito

relagoes de derivacgao das fungoes hipergeométricas

: .2 .
(—:mpr1 - dmyy )‘PF(*IEIJ)

5 1/2
(2ms 1) (]| -kp-22) <8
S g1y s ] 1/2
3 4L(j—/2|€l+§)(j+§) {a)
2(2m)
i /5 1/2 | 6.6 8k-k)s(e|~e'] .
w - (2ne1) (e [ik-S2) (8 JJ
~4(3-/2]elv5) Gesg) (o)
’ {IVv.b.3)
Desenvolvende agora o lade esquerdo de (iv.b.2), obtemos:
. 1. 2 .
(imy —iny ) =le] 3) =
_ S5 1/2
(ﬂ2—1ﬂ1)(—]€|+k1r =) <oy
>1/2
(~m o =1im. ) (2ra+1) {B
2(2m)° 2 §...8 ., 8(k=k) & (e|-|e']).
7 /2 1/2 "33 mm
W (—ﬂ2+iw1)iL(-[e|+kIr—§—) {a)
\1/2
(m.+im,) (2me1) B
¢ (IV.b.4)
Comparando (IV.b.3) e (IV.b.4), determinamos que
. 1 - 1 1/2
n, = 20(/2|e[-3- 5) G+ 3)]
e
Ty 0,
onde usamos as expressoes (ITI.h.10a e b) para <a) e (B8) . En

tac,o0 momentum

é necessario desenvolver os ter-

da igualdade (iv.b.2).

(58

Usando as

)

, temos que
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T a(o) =(le|,0,2[(/2]e|-3-1/2) G+1/2)] Y2 x=vons2) . (IV.b.5)

Lembrando que |g|z —(k-/2L/2)2=4(j+l/2)(/§|€]—j—l/2), mostra-se ime
HA:O, como era de se esperar para particulas de

A
massa nula, onde ﬂAznABﬂ

diatamente que 7

5" E importante observar que se realizarmos
0os calculos com a solucao de energia negativa (IV.g.l7a), valida no
intervalo —-» < m £ =3/2, & evidente que obteremos o mesmo resultado,
(IV.b.5), para o momentum Ta (<) "

Para as solugdes de energia positiva, obtém-se por um cal-

culo semelhante ao desenvolvido acima que

Taiey = Uel0,2[3]el-5172) e/ |2 xvarsa) (1V.b.6)

do mesmo modo, Ta TTA‘-:O.

Note-se que as componentes dos momenta HA(_) e TA (+) tem

sinals opostos, com excecgac de g Isto se deve a forma como defini

mos os nucleos da transformacgao de Fourier (IV.a.l). Se na defini -

(

")(j;x), trocassemos k » -k e L »~ ~L, obteriamos que 7. -+

caoc de K 3

~Tgy Ty > T, € T+ m_, de modo que teriamos 1 E impor -

o o A=) " "a(+) "

(+) .

tante observar também que a escolha de nucleos K diago -

nais deve-se nao sd a critérios de simplicidade; na verdade, os ni-
, - .- {r) o -
cleos (IV.a.3a e b) satisfazem a condicgaoc [K P Y J=0, necessaria

|le|. Além do mais o nGcleo K escolhido comuta também

para que m_==|€

com vy’ e y’; em consequéncia, os auto-valores do momentum local
na direcgdao da vorticidade, p3:ia/az -V/2y%/2, coincidem com a compo~
nente 3 do momentum HA(i).

Como observamos no capitulo III.c, a constante L, auto-va
lor do operador helicidade, comporta-se como a constante de acopla-
mento dos neutrinos a vorticidade, conforme & claramente indicado

na expressao da componente 3 dos momenta w em (IV.b.5 e 6) acima.

A!
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CAPITULO V

ACOPLAMENTO DOS NEUTRINOS A GRAVITACAO: ASSIMETRIAS

MICRCSCOPICAS

A operacdo de conjugacdo de carga € uma simetria das e -
guacgbes de Dirac no espag¢o plano. No caso dos neutrinos, essa Ope-
racdo nos permite passar de estados de neutrino para estados de an
ti-neutrino. E razoavel esperarmos gue as Simetrias neutrino-anti-
neutrinos encontradas na aus@ncia de gravitagao se mantenham na
presenga dessa interacdo, permitindo-nos recuperar localmente as
simetrias conhecidas, de forma natural. Para examinar esta guestao,
necessitamos definir amplitudes de neutrino e anti-neutrino num u-
niverso com curvatura e apontar a exist@ncia de transformagles en-
tre esses estados que sejam simetrias do espago de Hilbert gerado
pelas soluc¢des aqui obtidas.

A definicdo de amplitudes de particula (e anti-particu -
lJa) em um espago Curvo nao &, em geral, uma tarefa simples. A va -
riedade espago-tempo coOm gue estamos trakbalhando, no entanto, pos-
sui caracteristicas que tornam possivel definir amplitudes de neu-
trino e anti-neutrino por analogia com essas defini¢bes no espago
plano. Como veremos neste capitulo, a existéncia do grupo de Lo -
rentz local, relativamente ao qual é definido o carater dos espino
res, e a presenca de um grupo de isometrias gue tem 3/9¢ como un
de seus vetores de Killing, nos permitem recuperar localmente . as
propriedades necessdrias para definir nossas amplitudes de particu
la e anti-particula de forma adeguada.

A construcao do espa¢o de momentum associado a nosso con
junto de solugdes nos permite calcular correntes de Fourier para

neutrinos e anti-neutrinos e estudar através delas o comportamento
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destas particulas quando acopladas & vorticidade da matéria. Veri-
ficaremos agqui gue as correntes de neutrinos e anti-neutrinos apre
sentam uma assimetria microscopica ao longo da direcdo determinada
pela vorticidade da matéria. Mostraremos também gue no caso em gue
um par heutrino-anti-neutrino for c¢riado por uma interagao gque vio

le CP, teremos uma assimetria entre neutrinos e anti-neutrinos.

V.a = A CORRENTE LOCAL

Num referencial de Lorentz local, a densidade de corren-—

te local de Dirac e dada por

A IR T (I.d.5)

(o)

. + ) -
A componente J = Y'Y representa a densidade local de numero de
neutrinos. A corrente local de Fourier é a corrente construida com

as funcoes transformadas Y

FF
j(A) =¥ vA Y (V.a.l)
F F F e
Calculemos entdo a corrente de Fourler JéA} para, por e-
xemplo, WF(+|gl,j,m,k),dada por (IV.a.5a); obtemos:
() ' . '
JF(+): R? (|E[rof’ﬂ-21’ﬂ3) (Sjj' (SInml (S(k""k ) 6(!81_ IE: [)

(V.a.3)
onde R?2 é dado por (III.h.lla).

Examinando a integral de normalizacao (III.h.1ll}, vemos

gque o fator de normalizacdo é N? =|e| R?, onde R? & dado por (III.

h.l a e b}); de (IV.b.6}, temos gue [€|=ﬂo, ou seja, & exatamente a
A

componente zero do momentum local ﬂ(+), dado por (IV.b.6), que apa

rece em (II1.h.11), ¢ gue caracteriza seu comportamento sob as

transformagoes de Lorentz locais. Isto nos sugere normalizar as
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funcoes (III.g.l6 e 17) com

4 N2
R2 = & , (V.a.4)
(20 w* (|e|+n3L)

de modo a termos

<w (E’j’m’k’L) Iq}(€|,jl,m',kl’L)> = |E|6jj'6mm'6 (k—kl)6(|€l—leli):

vite,3,mk,) ¥ple', 30 mt k") (v.a.s)

Com esta normalizacao, as funcgdes (III.g.l6a) sao agora escritas:

d(ele],,m,x, 1 &

w2 / (|e|+m°L) Y2 oy 01/2)/2 (Xﬂ)—(/ﬂe I“l’/ZF(a,b;m+3/2;}-2*_X)
3
2/7(2m) %N '
Ly (2m+l)Ll (x2—1) (m—l/z)/z(}ﬁl)_(/zlel+l)/2F(a,b;m+1/2;}_5_x)
([€| ;ﬂ3LT2 N

e—lgt e1m<p elkZ ) (V.a.6)

onde a:m—/§|g[+j+l, b=m-j, =-1/2 £ m < j, jz 1/2, e, da mesma forma,
podemos escrever as solucgoes (IITI.g.l6b, 17a e 17b) com esta normali-

ZAagao.

(A)

P sera igual aco momentum local

Assim, a corrente local J

ou seja, escrevendo as funcoes § explicitamente:

(A) B s s v slel-leh stx-k") . (V.a.7)

Ir(+) = "(+) %93' °mm

- ~ A , - -~
Podemos dizer que a expressao m 7w,=0 nada mais e dO gue a conservagao

A

da corrente, VA(? YA¥)=O, escrita no espage de momentum. Na verdade,

O o Ay . % LA ~
FLy (F "] = -1 m (Yo vy" ¥ =0
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A A . o
Logo, TFY Yo ~ ™, como acabamos de ver e, com a normalizacgao (V.

a.4),

(A)

De maneira semelhante, obtemos que a corrente de Fourier JF( X pa

ra as solucgdes de energia negativa (IVv.a.6a) é:

A

(A) (|gl,0,--112,—--n3) = _Tl'(_) -

JF(—)

No paragrafo seguinte, calcularemos explicitamente a componente da

corrente local (I.d.5) na direcao determinada pela vorticidade ﬁ.

V.b — ESTADOS DE NEUTRINO E ANTI-NEUTRINO

Na auséncia de gravitagao, o grupo de Poincaré é o grupo
de simetria da variedade espago-tempo. Em particular, o vetor 3/3t
é um vetor de Killing dessa variedade, permitindo naturalmente a
definicdo de modos de energia. Além disto, existe um conjunto de
modos naturais, associados as translagdes em (t,x,vy,z), que permi-
te decompor uma determinada funcao de onda numa base de ondas pla-
nas. Na presenca de gravitagdo, no entanto, o grupo de Poincaré
nao € mais o grupo de simetria do espago-tempo e, em geral, n3o e-
xistem vetores de Killing com os quals definir modos invariantes
de energia ou momenta naturais (a menos que esse espago-tempo admi
ta um grupo de isometrias). No presente trabalho, estamos estudan-
do o comportamento de neutrinos em uma variedade de Gd8del H3xR,que
admite um grupo de isometrias Gg e ha, como vimos nos capitulos I
e II, dois grupos digtintos envolvidos: o grupo de Lorentz local ,
relativamente ao qual é definido o carater do quadri-espinor V¥ (x)

e o grupo de isometrias Gg, da métrica (III.a.4). Os quadri espino

res Y(x), solugoes da equagao de Dirac generalizada para o espago
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curvo, . determinam uma representac¢do escalar para G5e, como vimos
no capitulo II.f, é possivel determinar modos globais invariantes
(tipo "onda plana"), convenientes ao tratamento de nosso problema.
Em particular, 9 /0t & um vetor de Killing globalmente definido des
ta metrica e os guadri-espinores Y (x) podem ser decompostos em mo-
dos globais invariantes de energia.

No espago-tempo piano, nao ha ambiguidade possivel e a
definig¢ao de amplitudes de particulas e de anti-particulas refere-
se unicamente ao grupo de Poincaré: os auto-estados de energia re-
lacionam~-se a 3 /3t, vetor de Killing associado ao grupo de Poinca-
ré enquanto grupo de isometria; por outro lado, a operagao de con-
jugacao de carga-paridade (CP) & uma simetria do espa¢o de Hilbert
das solugoOes da equagao de Dirac, gue determinam uma representagao
espinorial do grupo de Poincaré. Num espacgo curvo, no entanto, pa-—
ra definir amplitudes de particulas devemos referir-nos a ambos os
grupcs, © grupo de isometrias e o grupo de Lorentz local.

Para fermions num universo de G8del, a construcao de au-
to estados de energia € possivel por ser 3 /3t um vetor de Killing
da métrica (III.a.4); a invariancia do espa¢o de solu¢des da equa-
¢ao de Dirac (III.a.8), sob, por exemplo, as operagodoes y°® e conju-
gagao de carga-paridade, € relativa a estrutura espinorial local ,
no sentido de gue essas solugbes determinam uma representagao espi
norial do grupo de Lorentz local. Por outro lado, y° sé é identifi
cado ao operador helicidade para auto-estados de energia, cuja de-
finicdo envolve o grupo de isometrias de (III.a.4).

No espago plano, as propriedades de invariancia sob as o
peracdes v° e conjugacdo de carga-paridade e a existéncia de auto-

estados de energia sao imprescindiveis para a construcaoc de ampli-
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tudes de neutrino e anti-neutrino. Em H3xR, devido a estrutura de

Minkowski local (III.a.2) e a existéncia do grupo de Lorentz local,
as propriedades de invariancia do espago gerado pelas solugoes
(III.g.16 e 17) sob as operagdes Y’ e conjugacdo de carga-paridade
se mantém localmente, enguanto gque o carater de vetor de Killing
globalmente definido de 3 6 t possibilita a decomposicao dessas fun
¢H6es em auto-estados de energia. Assim, as duas estruturas de gru-
po presentes na variedade H3xR podem ser utilizadas para definir
amplitudes de neutrino e anti-neutrino, em interagao com a vortici
dade da matéria; para tal, vamos tentar definir de maneira consis-—
tente transformag¢des gue possam ser interpretadas localmente, por
analogia com o espag¢o-plano, como relacionadas a simetrias conheci
das da fisica de particulas.

No caso dos neutrinos, as solucdes da equagao de Dirac
formam um sub-espaco do espago das fungées que constituem uma re -
presentagao espinorial do grupo de Lorentz local - o sub-espacgo
dos espinores gue sao auto-estados de v® . No caso presentemente
tratado, essas solugdoes sao dadas por (III.g.l6 e 17), normaliza-
das de acordo com (V.a.4).llosso procedimento serd o de obter trans
formacoes de simetria neutrino-anti-neutrino do espac¢o de Hilbert
gerado por essas solucdes, em cuja determinag¢ao tenham sido leva -
das em consideracao ambas as estruturas de grupo presentes e que
possam ser convenientemente interpretadas em termos de simetrias
conhecidas da fisica de particulas no espaco plano, no sentido de
que essas transformac¢des preservam o espago de Hilbert gerado pela
base de solugdes (IIT.g.l6 e 17).

Tomemos, por exemplo, uma solucac de energia positiva
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¢(+|e|) ()
W(+¢€])(x) = (V.b.1)

Logyleh

onde
(el kirv2s2) ata| |
¢( +] [) x) = e—llelt oimd e—-lkZ (V.b.2)
€ L(2m+l) 8 (x)
e alx) e B(x) sdo as fungbes (IIL.f.7a e b), respectivamente. Na

representagdo usada neste trabalho, o operador iLy®°y? & dado por

o L o0 0
L 0 0 0
iLy %y ? = (V.b.3)
LA 0 0 0 -L =P
0 0 L 0

e, por um calculec direto, determinamos que

(2r+l) alx)
~iL(|e|-kL+v2/2) Bix) o
~L(2m+l) o(x) e“l| el t ime -ikz _

iLYSYzw(+k[,j,n“k,L)= .
it]e]-ki+v2/2) Bix)

*
= W(*|€|'jrmr"kr“L} (X) )

Portanto, as solugbes de energia positiva e energia negativa se re

lacionam entre si de acordo com

*
' 5.2 =
lLY Y ¥ ("‘IEIrjrmrer) (X) - IP("|E|rjrm'.!'_kr"‘L) (X) (V.b-4)

Se multiplicarmos ambos os lados da igualdade acima por YiY°L, te-

remos

. _ 2 *
T oYlel, sk T Y Ylel,3,m, -k, L)

*
r

ou, trocande k por -k e L por ~L, ¢ lembrandc que v° (V) T:‘{J

2.0 ¢y T _
vy (WJ(—lﬁlrjrm,k,L) =¥ (+|€],j,m,—k,—L) (V.b.5)
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A operagao acima &€ da forma
K_(F )T = v _(x) (V.b.6)
c C e

onde K, tem o cardter de um operador de conjugacdc de carga, satis

fazendo a

Na representac¢ao (III.d.2) usada, Kc = y2y" (a menos de um fator
de fase constante). A transformagaoc (V.b.5) & uma (transformacao)
de simetria do espago de Hilbert das solugdoes (III.g.l6 e 17},
pois transforma uma solucdo (de energia positiva) deste espago em
outra solugdo (de energia negativa) do mesmo espag¢go; possul o cara
ter de um operador de conjugacgao de carga sobre as amplitudes
(ITI.g.16 e 17): no caso de solugdes da equagao de Dirac para par-
ticulas carregadas, KC relaciona solugdes para particulas com car-
ga positiva com solug¢des para particulas com carga negativa. Alem
disto, amplitudes de neuitrinc relacionadas por (V.b.5) tém momen -
tum k e helicidade L opostos.De (V.b.5), tem-se ainda gue KC inver-—

te 0 sinal das componentes do momenitum local,

pois ﬂA(¥(+IE|)(x)):—ﬂA(?(_lgl)(x)). A operacgao KC acima definida

relaciona amplitudes com momenta locais opostos, helicidades opos-—
tas e enerdgilas opostas. Note-se gue (V.b.5) & (a menos de um fator
constante) exatamente a simetria entre solugdes de energia positi-

va e negativa, dada por (III.g.é6c).

A existencia do grupo de Lorenitz local e do grupo de 1iso
metrias e as propriedades acima apontadas nos levam, por analogia

com o espago plano, a interpretar a operagao (V.b.5) como uma
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transformagao CP para as amplitudes de neutrino (III.g.l6é e 17}):se

interpretarmos

w(+|€],j,m,k,L) (V.b.7)

como uma amplitude de neutrino, entao a amplitude de anti-neutrino

correspondente sera

Yilel,3,m,-k,-L) ° (V.b.8)

bevido a nao conservacao da paridade para neutrinos, tomamos L=-1
para neutrinos e L=+1 para anti-neutrinos. A transformagao operada
por Kc leva neutrinos levdgeros em anti-neutrinos dextrogeros. Di-
zemos que os estados de energia positiva VY . e

9 J P (+I€|r]rmrkr—l)

¥ . s30o relaciocnados por uma operacldo CP no sentido de
(+|€],j,m,mk,1) P p ¢

ue o estado de energia negativa correspondente, ¥ . e
45 e neg P (~lel,3m—%,1)
q%—|€Lj,m,4<JJ , de um & transformado no outro, WHWE ,5,m,—k,1) e
¥ _ ) o _ -
(+I€L]rmﬂh-1) respectivamente , atraves de (V.b.5).

V.C - ASSIMETRIA MICROSCOPICA NA CORRENTE DE NEUTRINGS

Neste pardgrafo, discutiremos a emissao de neutrinos ( e

-~ . . +

anti-neutrinos) ao longo da direcado determinada pela vorticidade .

Para tal, consideramos a corrente de Fourier (V.a.6), a saber,

g™ o el 0, 2Ges2) V2l -g-1/2 ] 2 ke Z0/2)

e, em particular, a componente ac longo da direcac da vorticidade

ﬁ, Jé3) = /5(3.§)/w, ou seja,
g3 o Va2
F
a relacdo entre |k| e v2L/2 determina se a corrente Jé3) & parale

->
la ou anti-paralela a . Vamos analisar separadamente os casos de
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neutrinos e anti-neutrinos.
Para neutrinos, L=-1 e

5(3)

e =k - Vi/2 .

Quando |k| > V2/2, se 0 £ k < », a corrente serd anti-paralela a )

(3)

Comoc se pode ver de JF acima , a componente anti-paralela sera

sempre maior gque a componente paralela. Quando |k| < v2/2, para

qualguer valor de k, s6 havera componente de Jé3)

(3)
F

anti-paralela a

¢,. Para os anti-neutrinos, I=l e J = -k + v2/2. Por uma andlise

semelhante, concluimos gque para |k| > V2/2, a componente na dire -

~ - - . . ~ .
¢ao paralela a § € sempre maior que na diregao anti-paralela; para

(3

F ) paralela a . Estes resul

k| < v2/2, s& havera componente de J

tados podem ser resumidos nos diagramas seguintes:

<

> B
1l

H

>

<
=
I

|
H
> <

-

kK > vV2/2 k < V2/2

Diagrama Ta Diagrama 1b

[ importante observar gque os diagramas acima sdo invariantes sob
a operacgdo CP (V.b.5), no sentido de gque as amplitudes de neutri-
nos relativas ds correntes JF(v) ali representadas sao transforma
das por (V.b.5) nas amplitudes de anti-neutrinos relativas as
JF(G),e\ﬁceAExsaJkafauxse(jmmanmm as cwplitudes relativas as com-
ponentes maiores das correntes de neutrinos e anti-neutrinos no

diagrama la, respectivamente de W¥+IEI)(v) e Wfilel)(U), e de
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IV

ITT . .- . ~
v) e W(+|E|)(U) as amplitudes relativas ds componentes me--

Yl D

nores das correntes de neutrino e anti-neutrino, respectivamente ,
. . e I IT ~ . II%
isto significa quevy " (v) eV (v) sao relacicnadas por CP e ¥ v )

v(\7) também. Assim, a assimetria na emissdo de neutrinos € in-
variante sob CP.

A componente da corrente local (I.d.5) na diregao de §§ &

72 - Tx) v owx) .

Para as amplitudes (III.g.l6a) e com as fungoes Y(x) normalizadas

por (V.a.4), por um cdlculo direto temos:
P o= —2 (e ]wPn)? Lo ) - (msl)? B2 (0]
4(2n)° N2
onde
o) = o)) WL272 ) (2172 g s, L)
e
g(x) = (x2-1) (m=1/2) / x+1) ‘Jﬂ‘€|+l)/2 (a,b; m+1/2 ,

onde a =m -~ /2]e} + 3+ 1, b=m-3, 1/2<ms J, 3= 1/2.
Devido & homogeneidade do espago-tempo de G&del H3XR,
os resultados obtidos em qualquer ponto X=X sdo tipicos; vamos

entao calcular a corrente local J3(x) em x=1. Usando a proprieda

de das fungoes hipergeométricas,

lim ¢ F(a,b;c;y) = ab y Fla+l,b+l;2;vy),
C-+0

mostra-se que em x=1, B(x) s6 é diferente de zero para o modo m=
1/2 e a(x), para m=-1/2., Portanto, para um dado j 2z 1/2, socmente

. +
contribuem os meodos m=-~1/2, e teremos

3

—/§|EI w"
T m=1/2) .

) 3 a2
8 (2w) Na(l/2)

(x=1) = =161, 2
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J%m:_1/2)(){=l) = (|€|+TT3L)2 I 2—/2[8[ wli
8(2n)? Né (=1/2)

Para um dado modo j 2 1/2, a corrente na direcdo da vorticidade )

em x=1 sera:

3 N L3 Lw' 5 . c
73 (x=1) = > 33 = —¥ . (/2le|-25-1) (-k#/21/2) .
<= (m) 4(2m)®
m
De /Z|e|=2(23+1) + VY (23+1)% + ()% , vé-se que /2]e| é sempre

maior que 2j+1l, e o sinal de J3 depende da relac¢ao entre |k] e

(3)

F & valida aqui e obtém-~

V21.,/2. Andlise semelhante 3 feita para J
se diagramas andlogos . Podemos portanto concluir que as corren -

tes de neutrinos e anti-neutrinos apresentam uma assimetria mi -

croscopica ac longo da direcao determinada pela vorticidade .

V.d - ASSIMETRIA MICROSCOPICA ENTRE NEUTRINOS E ANTI-NEUTRINOS

A analise da densidade de numerc de estados de neutri -
nos e anti-neutrinos, considerando a invaridncia ou violacgao de
CP na c¢riagdo de pares no universo presentémente eétudado,nos le
vard a algumas conclusOes interessantes.

No pardgrafo V.a, interpretamos como amplitudes de neu

trino as funcgoOes ¥ e como amplitudes de anti-neutri-

(+fe],3,mk,1)

no as fungobes VY , ; dizemos que estas fungdes sao re-
“ (+|€[ 'j lmr""kr"L) d ¢

lacionadas por CP: a amplitude de energia negativa de cada uma

delas € transformada pela operacdo (V.b.5) na amplitude de e -

nergia positiva da outra. Ou seja,

cr
! (+|E |'j’mfk'L) ¥ (“'"IE Irjrmr—kr—L)

pois
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* :
. _ o]
* T(+|E|rjrmr—kr—L} R qj(_lelrjrmler) :

Para L=-1,

*

— 0
* LP("’IEIrjfmr_krl)-. - \P(-—Ie|,j,m,k,—l) !

onde W(-]el,j,m,k,—l) & a amplitude (de energia negativa) de neu -

trino e W(+|e ,5,m,-k,1)" a amplitude de anti-neutrino. Assim,
Y CP v
Y : 3 , .
(+|E‘: rjrmrkr"l) lP("’lelrjrml"'kul'l)
Considerando a simetria (V.b.5), representada acima e

lembrando que ﬂ3=k—/§L/2, de acordo com ¢ sinal de LK, vamos classi

ficar as amplitudes de neutrino e anti-neutrino, dadas por (V.b.7 e

8), e representa-las pelo diagrama seguinte:

Diagrama 2

Yo v,L = ~1 Yoo V,L = 1
k= |K| k o= k]
Ik = ~|k| Lk = -]k

cp

g
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v,L = -1 Y1y v,L = 1
k = -|%| k = |K|
Lk = |k| Lk = |k|

k £ 7 ; CP N k

34
&
~

k > v2/2

Portanto, com relacdo & criacaoc de pares neutrino-anti-neutrino no

universo de Gd&del, duas situacGes sao possiveis:

a) criacdoc de pares cujas amplitudes sao relacionadas por uma O

ou densidade de nimero no espaco de Fourier, &, por definicao

peracac CP, a saber (?I(v),WII(U)) ou (WIII

v), ¥V (%)) . como
ja observamos no paragrafo anterior, em ambos os casos, o
diagrama de correntes correspondente & invariante sob a ope-
ragaoc CP definida por {(V.b.5); verificaremos adiante que a
densidade de numerc de estados de neutrinos & igual a densi-
dade de numeroc de estados de anti-neutrinos.

criacdo de pares por interacgdes que violem a invariancia CP,
ou seja, cujas amplitudes nao sao relacionadas por uma opera
cio (v.b.5), a saber, (YT (v), ¥V () ou (¢ITv), v (@) . En
ambos os pares acima, observamos que LK tem sinais diferen -
tes para as amplitudes de neutrino e anti-neutrine; como ve-
remos a seguir, isto corresponde a densidade de numero de es
tados diferentes para neutrinos e anti-neutrinos.

Com efeito, a densidade de numero de estados (j,m,k,L),
(61) .
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n{kL} = dk 1
dlell |e (kL))
Da expressao
el = v2(2j+1) + J(23+1) 7 + (k-v2L/2)? ,
obtemos gque
n(kL) = |/(2341)2 + (k=v2L/2)° 1
k~v2L/2 le(ki) |

A assimetria no numero de estados de neutrinos e anti-neutrinos é

dada por:

n(v)
n(v)
Relativamente as duas possibilidades mencionadas acima, teremos:

a) pares cujas amplitudes sao relacionadas por CP, ou seja,

(WI(v),?II(U)) ou (?III(v),WIV(U)). Negte caso:
. 2 -
n(WI(v)) - n(WII(G) _ n(—]kl) /k2j+l) + (!F]+/2/2)2 1
|k |+v2/2 leqkL) |

ou ainda,

nvMt o)) = avVEm)) = n(fx) =

J(25+1) 2 + (lk|+/2/2) 2|1
~|k|+v27/2 |e(kL) |

Nos dois casocs acima, n{v) = n{v).

b) Os pares neutrino-anti-neutrino sdo descritos por amplitudes

nao relaciocnadas pela operagao CP dada por (v.b.5), a saber,

(?I(v),WIV(U)) ou (WII(U),WIII(U)). Se estes pares forem cri
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ados por uma interacdo invariante por CP, teremos

CP I

I IV — IT I —
iy, vV <=2 o vt

e ambos os pares serdo igualmente provaveis. Neste caso,
n{v) = n(v) e 8, =0, ndo havendo assimetria no numero de esta
dos de neutrine e de anti-neutrino. Se, no entanto, um dos

II(U),WIII(U)), for criado

dois pares, (WI(v),WIV(G)) ou (¥
por uma interagdo gue viole a invariancia sob CP, © outro
par Sera proibido e aparecerd uma assimetria entre neutrinos
e anti-neutrinos, no sentido de gue o numero de estados de
neutrino serd diferente do numero de estados de anti-neutri-

no. Com efeito, se for criado o par (I,IV), por exemplo, o)

par (II,III) sera proibido e, neste caso,

o _ntt) - nV e _ndx]) - ne=[x])
EKonwron » nevVw nk|y - ni=|xD
A23+1) +(k|+v2/2) | _ /(23+1)_+ (k| ~/3/2)
| e x| x[+/3/2) e elxD | (x|/3/2)

/(23+1)_+(|k]+/2/2) J29+1) +{|k|-r3/2)
le qk) | (x[+2/2) le €lx) | (x]-v2/2

Note-se que §, s60 & significativamente diferente de zero para Ikl

k

da ordem de v¥2/2.

A violacgdo da invaridncia sob a operac¢do CP no sistema
kK°-K° & conhecida desde 1964(62}, o gque nos permite considerar a
possibilidade de gue um par neutrino-anti-neutrino seja criado por
uma interacdo gue viole CP. Conforme apontado na iiteratura(63), u-—
ma assimetria entre o nuimero de estados de neutrinos e anti-neutri-
nos poderia fornecer informagdo sobre o significativo valor daatual

assimetria bariodnica em nosso universo.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, examinamos o acoplamento de neutrinos (e
anti-neutrinos) a vorticidade da matéria, no contexto da teoria da
relatividade geral de Einstein. Por ser a mais simples das solu -
coes das equagdes de Einstein em que a matéria apresenta vorticida
de nao nula, descrevemos nosso universo em rotacgao pela solugao de
G8del. Neutrinos sdo descritos por campos espinoriais, solugoes da
equacao de Dirac generalizada para o espag¢o curvo e optamos por u-
tilizar espinores a quatro componentes de Dirac, ¥(x), do ponto de
vista do formalismo de tetradas. A inexisténcia de neutrinos dex -
trogeros (e de anti-neutrinos levogeros) & uma propriedade destas
particulas que ndo & alterada pela presenga de um campo gravitacio
nal e os quadri-espinores ¥(x) sdo auto-estados do operador helici
dade.

0 universo de G8del & caracterizado como o grupo de Lie
HSXR, onde H°> & um tri-hiperboldide imerso em E* ¢ R a reta real ,
sobre o qual definimos uma métrica lorentziana, solugao das equa -
cbes de Einstein com constante cosmoldgica e poeira como fonte de
curvatura. Determinamos, por construgao, o grupo de isometrias G
associado a metrica de GUdel.

Sobre a variedade de GHdel HExR, definimos independente-
mente em cada ponto, um campo de neutrinos descrito por quadri-es-
pinores de Dirac. Empregando o formalismo de tetradas e o calculo
com formas diferenciais, encontramos a forma explicita da equagao
de Dirac na métrica de Gddel. Impomos sobre nossos campos espinori
ais ¥(x) as simetrias geradas pelos vetores de Killing da métrica
de GYdel, a/0t, 3/9% e 3/93z, globalmente definidos sobre stR. sim

plificando a resolucdo da equagdo de Dirac por separagao de varia-
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veis ¢ obtendo assim uma base de solugoes nos modos globais invari
. P . -iet_-im$ -ikz
antes hiperbolicos, ou seja, na forma, ¥(x) = ¥Y(x}e e e .
LEstas fungoes descrevem neutrinos em auto-estados de energla e mo-
mentum angular.e momentum linear na diregao determinada pela vorti
cidade da matéria com, respectivamente, auto-valores €, m e k. A
. . . - - ) . -
hamiltoniana do sistema, H=Lf.p, onde ¥ & a matriz de spin e p 0
operador de momentum linear local, definida com relagao ao vetor

de Killing 9/5t, determina a dinamica local dos neutrinos. A proje

o - = . ~ - -~ .
¢ao do spin 2 na direc¢ao do momentum e, em consequencila, uma cons-
.

tante de movimento e EER ¢ o operador helicidade, de auto-valor
constante L. Nos modos invariantes de energia acima, o operador he
licidade é proprocional a v° e os quadri-espinores de Dirac ¥(x)
satisfazem a v°¥=LY; podemos assim empregar espinores a duas compo

L¢(x)

precessiona localmente em torno da direcao da vorticidade. Denota-

nentes &¢(x), onde w[x)=(¢(x) ). Verificamos que o spin do neutrino

mos por '¢(é .k L)(x), ou de forma abreviada, ¢(€ m) as solu -
coes da equacao de Dirac nos modos globais invariantes hiperboli -

cos obtidas, que tem a forma:
m-1/2 v2e+l

Sy -1) E 1) F(a,bmig s

: _ -iet -im¢_-ikz
b (x) = m+1/2 V2e-1 e ¢ ¢
(e.m,k,L) | /2 7 7 3 1-x

‘iL(€+kL-—§)(x2—l) © (x+1) F(a,b;m+?;—§wa

onde a=m+v2¢/2 + 1/2 + n/2, b=m+/§e/2 + 1/2 I n/2. Sobre o espaco
dessas solugoes, construimos operadores de momentum angular J+, J”
e JB, onde J° e J  sao definidos de maneira a gerar, através de

sua agao sobre as solugoes W(E , uma sequéncia de solugoes num

1)
intervalo de valores de m, e JBW(E m): (19/20+ iv2/2 B/Bt)W(E m)=
(m+/2€/2)W[E m) " Os neutrinos em interacdo com a vorticidade do u-
niverso de GYdel, descritos pelas fungoes W( acima,devem satis

€,7)
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fazer a condigoes de contorno e regularidade consistentes com seu
carater de campo teste que nao influe sobre a curvatura do espacgo

1

tempo: impusemos assim que as fungoes W(g i sejam regulares em
x=1 e perturbacoes nulas no limite x+e. Obtivemos assim um conjun
to de solugoes + . i

C w(—|e1,3,m,k,L)(X)’ que constituem uma base comple

ta para uma representagao espinorial local da algebra dos operado

res de momentum angular do campo de neutrinos em GUdel, de dimen-

A

sao infinita, cobrindo o intervalo -« < m i, j z 1/2, uniao das

It

solucgoes W(é j, com as solugoes

W(in), para -» < m £ -3/2. Este conjunto de solugoes é normaliza

i) validas para -1/2 £ m
¥

do convenientemente, constituindo assim uma base completa ortonor
mal de solugoes, em termos das quails pode-se expandir qualquer so
lugae para neutrinos em interacao com a vorticidade do universo
de GYdel. Das condigoes de regularidade e contorno impostas resul

ta que

e e Rt e

le| = /3(2j+1) + J(25+1)% + (k-/2L/2)%

ou seja, os auto-valores de energia, momentum linear e momentum

angular nao sao independentes entre si. O operador de momentum an
gular J3 tem auto-valores (m+/2e/2); como m e j sao Semi-inteiros
da expressao da energia acima, vé-se que os auto-valores de J° ,
em geral, sdo ndo inteiros. Podem ser (por exemplo, para k=v2L/2)

3 tem auto-valo -

semi-inteiros; em particular, no limite k = 0, J
res 0 e 1, respectivamente para energla positiva e negativa, e 0s
neutrinos comportam-se entao como bosons ao longo da diregao pri-
vilegiada determinada pela vorticidade a.

Construimos o espago de Fourier associado as bases
W(j|6|,j), que val se constituir num espago de momentum para o
campo de necutrinos. 0 ndcleo K(j;x) da transformagio fol conveni-



- 121 -

entemente definido, como uma generalizacao do nidcleo da transforma
da de Fourier usual, de modo a que a condigao [K(j;x),y°J=0 seja
satisfeita e que'n:t le]. m € a componente zero do momentum do neu
trino, definido pela equacgdo de Dirac transformada ~iwAYAF(W)=O. 0
nicleo K(j;x) escolhido satisfaz também a [K,y*]=[K,y*]=0, de modo
que 0s auto-valores do momentum local Pz coincidem com a componen-
te M-

Para definir consistentemente amplitudes de neutrinos e
de anti-neutrinos em interacao com a vorticidade da matéria, utili
zamos as duas estruturas de grupo presente na variedade de Cddel
H3XR, a saber, o grupo de Lorentz local e o grupo de isometrias GS'

Tomamos assim as solucgdes relacionadas por uma operacao de conjuga

cao de carga-paridade, a saber,

2 o o L -
YoYU (Y) (-]el,j,m,k,L) lLP(+]€

1jam7—ka_l‘) ’

e 1nterpretamos ¥ como a amplitude de neutrinos e
P (|e

?j 1m’k?]“')
como a amplitude de anti-neutrinos corresponden-

Ylel.jm,-k,-L)
te. Analisando as correntes de Fourier na direcao determinada pela
vorticidade ﬁ, verificamos a existeéncia de uma assimetria na emis-
sao de neutrinos e anti-neutrinos, ou seja, para um dado valor do
momentum linear k, a componente da corrente de Fourier de neutri -
nos na direcao paralela ao campo de vorticidade & menor que a com-
ponente na diregao anti-paralela; o contrario ocorre para anti-neu
trinos. Este resultado € também obtido calculando-se as correntes

locais no ponto x=1; devido a homogeneidade do espago-tempo de GU-
del, tal resultado-€ tipico. Desta forma, a emissdo microscopica

de neutrinos & preferencialmente ao longo da direcao anti-paralela

34 vorticidade, e de anti-neutrinos, da direcao paralela. Estes re-
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sultados sao invariantes por uma transformagdo CP, como pode ser

(65)

visto no diagrama 1. Leavy e Unruh e independentemente Vilen

(66)

{

kin encontraram resultados analogos para a emissao de neutri
nos por um buraco-negro de Kerr: esses autores verificaram que a
perda de momentum angular no processo de evaporacgao por um buraco-
negro de Kerr em rotacdo resulta na emissao preferencial de parti-
culas com helicidade positiva na direg¢ao paralela ao momentum angu
lar do buraco-negro e de particulas com helicidade negativa, na di
recao contraria., A violacgao da paridade dos neutrinos e anti-neu -
trinos resulta assim numa assimetria na emissao destas particulas
na direcdao do momentum angular do buraco-negro, um efeito analogo
a0 que ocorre gquando neutrinos e anti-neutrinos interagem COm a ma
téria em rotacgdo no universo de G8Bdel. Um outro tipo de assimetria
pode ocorrer se pares de neutrinos e anti-neutrinos acoplados a
vorticidade forem produzidos por uma interacaoc que viole CP. Neste
caso, para valores do momentum linear k da ordem de vZL/2, uma as-
simetria microscopica entre neutrinos e anti-neutrinos aparece tam
bém na densidade de numero de estados.

A solucgdo de GHdel € tipo D na classificacao de Petrov e
¢ caracterizada assim pela existéncia de duas direcoes nulas prin-
cipals distintas Koy € Xy, com FAKA=XAXA=O. Calculamos estes veto -
res no sistema de coordenadas .(t,r, $,z) e obtivemos KA=(1,U,U,1) e
XA=(1,O,O,~1). Denominamos neutrinos radiativos 0S neutrinos com
quadri-corrente ao longo destas diregBeS. Verifica-se que estes
neutrinos (e anti-neutrinos) correspondem a solucgoes da equagao de
Dirac (II1.a.8) da forma Y¥= (f03$) , para as quals a corrente lo -
cal tem componentes jA(2¢+¢,O,O,i2¢+¢) e, obfiamente, jAjA=O. Neu-

trinos e anti-neutrinos radiativos propagam-se ao longo das dire -
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coes Ka € Xp- Mostra-se também que estas solucdes correspondem ao
modo j=-1/2, que foi excluido da base completa’de solugoes por per
mitir a possibilidade de auto-valores negativos para o momentum an
gular total (J)Z.

Uma continuacdo natural do presente trabalho seria a
quantizacao do campo de neutrinos em interacao com a vorticidade
do universo de GHdel. Podemos expandir um operador do campo de neu
trinos qualquer numa base completa de solugoes {?k,wi}, onde k de-
signa numeros quanticos convenientes (em nosso caso, e,j,m,k,L).
wk(w;) sao as amplitudes de probabilidade de se encontrar um neu -
trino (anti-neutrino) no estado k; a quantizacao considera 0s coe-
ficientes da expansdo como operadores de criacao ai e destruicao
a . Desta forma, poderiamos calcular processos como o decalmento
de mesons num universo com rotacdao, onde,devido a presenga do cam-
po de vorticidade, deverao aparecer efeitos notaveis de assimetria

na distribuicdo das particulas produzidas pelo decaimento.
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APENDICE I

Operadores J: hermiticidade e anti-hermiticidade

A hermeticidade do operador J3 é imediata, pois,

4 3 + 4 .4 0 V2 9t
[7g atigy v ts [ ater iy« B2 L -

4 1 ‘/j ] + - 4 3 * 4 =
J%:gd,xwmﬂ[qn -5 e'l¥ um}-—Jﬁzid.xKIth))W(mVix =
(-m'——z’/ge"‘sjj. 50 Sle-e) koK) —m+ i e

onde, para simplificar a notacao, designamos Y (x) por ¥ ’
. (m)
{e,m,j,k,L}

Para provar a anti-hermiticidade de J1 e J2, temos que mos-

trar gue

)+

4 + 4+ =
J'@d * Ay ) ey = j/‘_gd * @ Pt

(rA.I.1)

Desenvolvendo o lado direito da igqualdade acima, temos:

4 + +
J/:E a7 I 9y ) Yt 1) =
e @ ~i® . : \
J do J dt J dz J dx {a* (L++e__§__)_17§) [o(m) elft oK% Jimdy
0 —° - 1 20 -1

—ig't —ifm' + 1) 6 -ik'z P
e e W)*[B{m)e

a'gm' + 1) e + b*(L+_

-b‘B (m| +4]) e"iE‘t e—i (r[‘lt +‘])® e""‘j_]’{‘z

’

¢

onde a=2m+1 e b::iL(s-+kL-%?),W = e a{m) e B{m) designam
L¢

as componentes do espinor $({x} em

®(e,j,mk, 1) € Be,j,m,k,L)"

iet imp _ikz
e e

1.
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(IITI.g.16 e 17).

~id , . .
Mas, (L+1.e , 2 & (m) elEt elkz elm@ _
2(x =1)
(x2-1)eiq) eiEt eikz eimib[i _oImx N /2 e N 1 ] (m) =
dx x2—1 2 (x+1) 2(x2—1)
AT amen) eiet eikz ei m+1) 9 (A.T.2)
[~
v e 1? ict ikz imd
{L—e 5 1/2o¢{m)elgeze =
2{x"=1)
2 1/2 i% iet ikz imd.d 1144 V2 € 1
(x"=1) e e e e [=— - + - ] Bm) =
dx x2—1 2(x+1) 2 (x>-1)
A+ Bme]) ettt Gikz JAm)e (A.T.3)
Entao,
g atkate, ¢ -
d (m) fm"+1)
3 (" 2 2 2 d 5
(21) J 21172 (] [ - = _2(/;1) + ; Jo(m) o m+) +
1 x =1 2(0-1)

2 RN S V2e 1
& 2D )

|b 1 om) B(m'+1) } dx

Mas, de (A.I.2) e (A.I.3), ve-se que
" 1 "-

/ o ) }

(x2—‘|)1/2[“§1‘— X V2E + 1 o (m) +;-0L(m) L L | otm+1)

_ * ] - g™ [
Tda 2t alem ) B B i) !
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Para provar a relacao (A.I.1), basta mostrar que

(o] foe]

J dx (T'E() £(m+l) = - J £ (7 F (m+1)) ax,

1 1

onde f(m) representa o{m) ou B(m).

Vamos desenvolver em detalhe a demonstra¢ao para ofm). Assim,
[s's]

J ax ot e—i¢ e _
+ am ya(me]) =

) 2 (x>~1)

o0

2 .,1/2.4 mnx 2 1
J dx{ (x"-1) [3; el iy e sl 5 Ja(m) Ja(m) =
1 X =1 2{x"-1)

o)

(x2-1) /2 o(malm+l) ] - J ax o (m) {%4 I;Lx N 2{}2;5” . 12 16211 20
1 1 x =1 2(X —1)

A condicao (III.g.2) garante gue (x2—‘|)1/20t(m)ot(m+1)] =0. En
i

tao,
Jm A+ - e_iQJ )
ax (L + a(m) a(m+l) =
. 2(x%-1) /2
2 ,.1/2.4d  mx V2 ¢ 1 :
- J dx ofm) (x7=1) IE} S Ry e s 51 afm+1). (A.I.4)
x =1 2(x"-1)
ei@
Mas, aplicando (L™ - ) 4 a(m), ve-se que
2(:»<:2—‘I)177
2 ..1/2.4d mx V2e 1
x"-1) [=— + + - ]Ot(m) =
dx 2 26 Tty

- e’ Ja(m) = A olm=1)
- 2(}:2-—1)1/2 ) -
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Finalmente, de (A.I.4), podemos escrever que

€0 €0

—-i¢ i¢ '
J d}{(L++zT:I7§) oc(m)oc(m+‘l) = - J dx Of.(m) (L_—ﬁ)a(mﬂ) .
1 (x"-1) 1 2(x"=1)

(A.1.5)

e a igualdade (A.I.1) esta provada.
Vamos desenvolver

+ -
‘.!) (ml +»] ) I

)

[75 a% 6oy,

lembrando a definicao (III.f.12a), teremos
Fd4x (J1 N ¢ =1/2 v/—_—d4x & b7 +
-9 (m) m'+1) = g Y P e1)

4 - + . 4 + -
172 J@dx @ T ¢ @) =‘1/2J”C§dx¢ @Y P!

4  + + 4  + 1
- 1/2 J@d}{(p m © d’(m'ﬂ)):_JVCEqu’ (m)(J q’(m'»ﬂ))’

explicitando a anti-hermiticidade de J1. 0O mesmo pode ser demons-—

trado para J2.
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