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REESTHNO

Meste +trabalho abkordamaos a ques.tgo do eszspalhamento
quantico por potencial em dimensac superior atraves da
equ.aq%o de Schrodinger. Definimscs as condiqaes de c¢oentorno
especifiaas dque deve satigfazer a- 'funt;gxo de orida para

representar o espalhamente 4e& um feixe de partic:ulas de

momento definido por wum poitencial centrai, itraduzindce-¢ em
equar;éio integral. Procedemas a analize de cndas parciais
encontrande a equaqao radial de Schrodinger. Apnalizamos o

conmportamento assintatico da solquo desta equac;g.o com
conteudo fisico verificandos gue el dimensga superior 0=
deslacamentos de fasze permitem tapmbem obter a ser;a;o de cheo-
que, Definimos funQSes de Jost atraves do estudc das solu-

“

gues regulares e irregunlares da equaqﬁo radial. ¥erificamoes
gque estas em dimenséio sS1uperior SA0 pos.s:iveis ds chter
atraves das funcgoes de Jost para o mesme petencial nao
espago usual para momenios angulares eduivalenties

Aplicamos estes resultados para o pogo esferico de
potencial, oscilador harmonice e atome de hidrogenio.
Analisamos ainda o8 petencials de Bargmann, dJue resultam enm

funqSes de Jost (e elementos de matriz §) racicnais na va-

riavel momento,
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ABSTRACT

In this rworl«: we deal with the q.uegtion af the gquantum
potential scattering in higher dimension trough Schroedingers
equation. We defins the specific Dboundary conditions which the
wave function has to satisfy in order 1o represent the
scattering of a particle Deam with defermined mementum -y a
central potentiagl], tranzslating them in integral equations.
Hence we proceed to the partial wave expansion finding the
radial schrodinger equation. We ahalige the assimptiotic
hehaviour of the golutlions of this equations which have
physical meaning, verifing that in higher dimension the phase
shifts permit one to oblain the cross section. We define the
Jost funclticens threugh the study of the regular and irregular
solutions of the radial egquation. We verify thalt these function
in. higher dimensions may be o¢balned through the Jost funclions
in usural space for edlivalent angular moementa.

We empioy tithese results  in the spheric potential
well, harmonic ascvilator and cotlomk rotential. We still
analise the Bargmann potential, tnat produce Jest funciion (and

S-matrix elements) raitienal in momentum variable.
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INTRODUGAQ

Nossao obhjetivo neste trabalho e disculir o espalha-
mento nemm relativ’istico de particulas por potencial enm
dimensao superiar. Para alcangar nossos objetivoes discutire-
mos inicialmente © cCaso tridimensional, no cap’itulo inicial,
introduzindo os coﬁceitos gque trataremos de¢ generallizar no
segu;ndor capitulo.

Ne primeiro capitulo abordaremss a guestao da
importaAncia do comportamento assintbético das solugoes da
equaqgo de Schrodinger ac tratar-se de problemas de espalha-
mentao. Nao lidaremcs com a chamada teoria de espalhamente
foermal, gue aborda o problema no ESPE;I.QO de Hilbert, estudando
08 vetores e oaperadoregs 2obra =szxtes. Pelo contrario nosso
ponte de partida sera a equaqgo de Schrodinger. Para tanto
buscaremos :funqSes de onda gue c¢orrezspondam a auto-valores
do Hamiltoniano {gque alem da parte cinética contera um
potencial centrall estudando Beus pessiveis comportamentos
assintoticos guando r—-> o, Buscaremos atribuir-lhes as
condiqaes de contorno gque representem o© espalhamento de um
fluxe de particulas de momento Dbem definigdoe pelo potencial
central (regime estacionz’irio). Introduziremos o conceito das
:funqaes de Jost gue permitem parameirizar o espalhamento. Sua
importancia se deve a gue elas fornecem o deslocamento de
fase gue por sua Vewr permpite obter as seqaes de chogue,

3 ? . .
Alem disto, o estitdo do seu comportamente analitico permite



resolver o preblema deos poles falses da matriz 8 distingindo-os
dos polos gue realmente permitem encontrar cog estados ligados,

Tendo intr’*oduzido estes conceitos tentaremos genera-
liza-les para dimensooes superiores. Em fisica nuclear ao
tratar do prodblema de muitcos corpos tambem se & levado a
introduzir eipagos de dimensoes superiores. Nogso ponto de
vista e distinto do comumente adotadce por considerarmos desde
O inicie o} espago com uma dimensac arbitraria sem nos
importarmes com a Slua origen. O ponte de partida sera a
equacgao de Schrodinger tomada em dimensdc arbitraria.
Este seré 0 tema gue passaremes a abordar no segundc capi—
tule.

Buscaremos identificar 0 comportanmento assintotico
da :Func;go de ¢ognda de moedo a representar o espalhamente 4o
feixe de particulas. YVeremos gque sSomoes3 levados & introdu-
Qélo da amplitunde de espalhamento gue pozxsibilita encontrar a
squo de choque do mesmo modo gue eI dimensao tres. A
segliir procedemos a analise de ondas parciais separandc a
contribuiq50 de cada meomento angular. Discutiremos o signi-
ficado do morﬁento angular em dimensgo superior sendo Ilevados
& expansao da fungao de onda em polinomios de
Gegenbhauer, ao inves de em polinomios de Legendre. Isto nos
p:‘opiciaré a Equaqgto radial de Schrodinger. Atacaremos esta
equaqéio, para potenciais arbitrérios, analigsande o] papel
Jogado agora pelos deslocamenios de fase. Obteremos tambem a
expansgo da amplitude de =espalhamente em série devido aos
varios momentos angulares. Obtemos entao gque © c¢anhecimento

v
dos deslocamentos de fase & suficiente para obhter as segoes



de choque diferenciais.

A szeguir trataremos de generalizar o conceito das
fungoes de Jost para d dimenstes. Veremos gque e possi-
vel definir estas fungées do momento k (E = hWfkEs2m)
de modo a continuarem a Jogar o papel de relacionar analitica-
mente o especiro continuo do Hamiltoniano <com 08 estados
ligados . Para o eixt real =2ua fase sera o deslocamento de
fase produzido pelo potencial & o 8Seu modulo estara rela-
cionado c¢om a probabilidade de encontrar a particula na
or:gem.

Obteremos que para a simeir:a esferica {onda 8) em
dimensao superior as funqges de Jost sac as mesmas que em
tres dimensaes, para o mesmo potencial, e momentos angula-
reg superiores. Com este resultado damos ﬁma nova interpreta-
gao aos polos de Regge. As tragetorias de Regge gque ligam
0s zeros da funqéo de Jost para valeres distintos (geralmente
complexos Y do momento angular ser50 viztas por nes  como
tr‘ajetfnrias na dimen‘sgo, vista agora cono variavel com-
plexa. Estas tr-agetfmrias ligam estadoes 1ligados e ressonan-
cias de diferentes dimensoes todos com simetria esférica.

Veremos alem distc gque € possivel encontrar a
-_Func§0 de onda radial de um estadoe ligado em 34 com momento
angular n§0 nuic atraves do seu correspongdente estado
ligado em dimensan superior. Analisaremos tambem a quest§0
da degnerescéncia vyendo gue a estados correspohdentes obtlemos
diferentes degener‘escéncias.

Por fim no ultimo capit.ulo aplicaremaos estes



CAPITULO I

TEGRIA DE ESFALHAMENTC QUANTICO POR POTENCIAL

1.1- INTRODUGAQ: VISAC DEPENDENTE E INDEPENDENTE DO TEMPO
HaA duas vizoes gque permitem ¢ 1tratamento ade-
quado de proceszssos de espalhamento no centexto da mecanica
quantical®), Na primeira visaoc estamcs interessados em
descrever a evolquo temperal de um sistema para o gual se
pede considerar que num tempn muite remoto o Hamiltoniano
{gue determina toda a dinamica do sistema) s&eja simples e Dem
conhecido. Entao, & aplicada unma per‘turbaqé{o (o Hawmilto-
niano e alleradoe) gque perdura por um tempo finite de modeo a
gue num tempo remoto no future a perturbaqgo seja novamente
desprez’ivel obhtendo-=e novamente Q Hamiltoniano originai.
£  conveniente, entao, construir estados guanti-
cos gque tendam agsintolicamente ne infinite passado a auto-

estados do  operador nao perturbado f(estes sac 08 estados
(N7 por  outre lado, constroem-se estados cujo cemporta-
mento assintotice =seja dado pela condigao de no  infinite
futuro tenderem a auto-estados do coperador nao perturbade

(550 o chamados estados {-1}). A constrquo destes estadas

geralmente se faz de modo perturbative, considerando o Hamil-



ohservadas na natureza.

Neste modelo o0 afastamento da dependéncia da ener-
gia com o momente angular L do tipo 1(1+1}, gue costuma ser
interpretado c¢omgo uma dependéncia do momento de inércia com
o memente angular com o momento angular & wvista como uma
manifestaqﬁo de dimensoes diferentes de 3, nas quais 0
movimento coletivo do nucieo tem lugar. Eles obteém atra-
veés destas ideias = umnm modelon fenomenolégico simples para
descrever o movimento nuclear coletivo,

A ideia de se utilizar de modelos em dimensoes
diferentes de tres tem sigo muito utilizada tambem em
modelos de teorias de campo em que as propriedades de renorma-
lizaquO SAD dependentes da dimensao. Alem disto modelos
em gue as propriedades topolégicas saa importantes necessi-

tam de dimensoes adegquagas™.

* Ao estarmos com este irabalho praticamente pronto en-
tr;amos em contato con trabglhos em gue asg fuan):oes de Jost
3ao0 definidas para dimensoes superiores por metodo dife-
rente do nosso, definindo como equaqao radial de Scrhomdinger
e dimensao superior a mesma gue en tres dimensoes g
momento angular nao nulo, chegando a resultados eguivalentes
aos nossos(33,043,0(53,



entre o vetor mcomento (p’) =] posiq‘;o (?).

Este compeortamento assintotico mostra que longe da
origem podemos considerar a funqﬁo de conda dque reprezenta o
estado como a superposiq§0 de wuma onda plana de momento p <om
uma onda esferica emergante. Esta wultima € vista entao
comc a resposta do espalhamentce daguela onda incidentie sobre o
potenciail. o fata de 0 fator F(cosd) S0 depender do
§ngu10 entre p e T apenas reflete o fato de o potencial ser
simetricamente esferice. Esta func_;emxo de onda desacreve en-
taos o processo flsico em gue teremos um fluxo de pa]"t!l*
_culas incidindo schre o egpalhadoer na origem (descrito pelo
potencial V{rid. O processo tedo se da entio de modo a que
¢ fluxe incidentes nao varie com o tempe formandoe o© gue se
denomina de regime estacionario.

¢ outro estado, denominade estado (-2 independente do
tempo difere do anterior apehas em gue ha sua condigao de
contorno a cnda esferica sera emergente ac inves de
incidente. Esta funqgo de onda nao tem uma interpretaqao
flsica imediata.

Estas duas wisces dos processos de espalhamento,
dependente e ingdependente do tempo, apesar dJde bastante distin-
tas na sua fo:"mulaq&"io sdo equivalentes, permitinde ambas o
chdleule das grandesas mensuraveis (segoes de chogue,
*hranch ratios”, tempos de vida, largura de ressonacias

~ n

ete.). A vigao gdependente do temipo e mais sugestiva &

intuitiva mas & a teoria independente do tempo gus Possibili-

ta a realizaqgo dos calculecs com maior facilidade.



1.2- TEORIA DL ESPALHAMENTC INDEPEMDENTE DO TEMPO

Na seq%o anterior introeduzimos o estadoe (+) in-
dependente do tempo como gendo a solqu.o da equaqé{o de
Schrodinger independente do tempo =obre a dgual se imp65 a
condiqgio de contorno dada pela eq. (1.1.2). Para simplifi-
car a notav:gé“to vamog introguzir um sistema de unidades em due
h = 41 ao megmo 1lempo em dgue redefinimo; 0 potencial {V{r)—--—>

Virj-2m) resultando entas na eguagao:

+ > > + > = _
V23T (k,r) - (V(r)-k*) ¥ (k,r) (1.2.1)
e
+ > 112* ; ikr
Y (k,r) —= e ' + f(cosl) {(1.2.2)
r + o
onde agora E = %2 2m. Adiante mosgitraremos dJue realmente

existem splugoes deste tipo.
0s estados (~) diferem do anterior somente na coon-

~ >

digao de cantorno que sera:

> > ik 1.2.3
v (k,r) — —e + f({cosb) (1.2.3)
Podemos esclarecer mals o significado destes estados

nem g "o ee  yerificarmos suas realagees com com o©o$ estados

(+) & (=) introduzides: na teoria de egpalhamento dependente do
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tempo. Iste pode ser feito conziderando-se pacotes de onda
construidos com estas funqaes de onda centrados em itorno de
um determinade wvaloer do momento, digamos K.

Seja entao o estado descrito por:

+ > - + > >

Vo(r,t) = dek b (k,r,t)g (k) (1.2.4)

Onde g{k) & uma :funqe"io suficientemente suave de k
e centrada em kg. ¥+(P.T.t) & a fungao de onda

iniroduzida anteriormente submetida a evoluqﬁo temporal:

. k%t
=+ - o -t 2m '
Pk, T, = 9 (K, De (1.2.5)
onde k S KTa e Hy e fixo.

Fara r muilto grande ¢] comportamento de '\If*{?”}

sera dado  por:

ou
2
-+ l(]_z'% - ]I;mt)
lfJ(r)"*Jdke g(k) +
. k%t
i(kr - )
f(cife) J dk e m (k) (1.2.7)

Na expressgo acima o primeirc termo represenia um

ey

pacote de onda centrado em torno de Ky, na diregacoc
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7, e com velocidade de grupn Vg = Eym.

¢ segundoe ternmo ¢ semelhante ao primeiro, com ondas
esféericas ao invés de planas. Devido ao fato de gue 7130
egte termo & desprezivel guando L—=>—00. 0 argumento

3 E]
para mostrar esgte compoertamento e baseado na analize da
variagace da fase da exponencial para uma variaqao de K. A

_ 3
exponencial e da forma:

. Xt
ik(r — ==)
e Zm (1.2.8)

Ao variarmos kK a variaggo da exponencial sera grande para
agueles wvalores de {r - kt-2m) grandes. Ccmo assumimes gue g{k)
& suave, uma variagao grande da fase da exponencial impli-

3 s .
cara 1no cancelamentoc da contribuigan para integral nesta

regiﬁo de k. Portanteo a contibuiqz—io maior vira da re-
giao em gue {r - kt-szm) for pegueno. Esta contribuiqfﬁo
serd maior ainda se k:=k, onde g(k) & maxima. Portanto

guando t--»>-e o fater na expoenencial diverge e o resultado
¢ a anulagao de toda a integral.

Vemos assim gue para t-->-« pacotes formades por
superposic}go de estados (+) apresentam G comportamento de
ondas 1livres. Mas e este Justamente o comportmento atribuido
ass estades (+) na teoria dependente dc ltempo.

Podemos fazer a mesma analise para 0 estado
3. Formamos o estado:

k%t

-1 53 (1.2.9)

(T, E) = f ak gk)v (k,7) e
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condigoes de contorno. £ importante ocbter-se equaqaes
integrails para estas soluqaes pois podem servir caculos
apreximados ou para demonstr—aqéo de propriedades satisfeitas
por elas.

Tomemos inicialmente a fungaoc ¥'(E.,7). Ela
e definida atraves da equaq§0 (1.2.1) com o comportamento
definide de modoe a gqgue longe Vdo centro egpalhador seja uma
superposiq50 de cnda plana con onda esferica emergente,
Podemos traduzir estas condiqaes numa equaqgo integral

respivendo i 2guagan nao homogernea:

+ 5
(V2+k2) G (k,7,7') = &8Xr,r") (1.3.13
Tendo encontrado GY*(E,T.TY podemos expressar
vH(E,T) como:
+ . + > > > P
vk, T = oy, (K, D) +Jd3r'G (k,7, ™) V(r" )y (k,r"(1.3.2)
ecbhs: re = |_1:"|
Na expressaon acgima Vo (R, & solugao da
equaqgio homogénea:
N
(V2+ kz)wo(}?ﬁ,r) =0 (1.32.3)
De fato, & trivial demonstrar gue v H(E, T

e soluqao da equaq50 de Schrodinger usando as defini-
qaes acima. Falta estudar as condigoes de contorno. Podemos

conseguir a condiqao adeguada utilizando para a Ssolugad da
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Calculando a transformada de Fourier inversa teremaos
a seguinte expressao para a fungaoc de Green:

s - -
elp.(r—r')
a’p {(1.2.9)

c(k,2,51) = —=
2 pa

(2m) 3 k*-p
A expressgo anterier nao tem sentido do modo como
esta definida pois ha um pole no integrando em KT =
pe. 0 modo de contornarmos estes polos & que ditara a
condiqgo de contorno da funqgo de preen., Podemos calcular a

integral usandge coeordenadas esfericas:

ct¥,7-1') = ¢ (k,%,7")
ip. ¥
P.
¢t (k7 = —2 J 2 d'p =
(2.].1.)3 kZ_pZ
- +1 oo
ipr cos @ ipr
- = Jdp ( S d(cost) =1 S—pgp (3F1O)
(2m) * J_q1 ¥-p* 4r* rij k*-p?
0 - - oo

Fara realizar esta ultima integragao e que S
pZ‘Se o prohlema d¢e definir come contornaremscs os polos em p =
+K. Escolnendo contornar -—K por cima ¢ac longo de um pegueno
semi-circulo no gemi-plano super'ior} e +k por Dbaixo podemos
calcular a integral unsando 0 tegrema de Caunchy. Fechamos o0
circuitoe por um semi-circulo centrado na origem e no semi-

H ) L .
plane superior c¢om raloc gue sera tao grande guantoe gquei-

ramos. MNo ilimite em que lR! - o0 a contribuigao
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. - 3 3 . -
deste semi-cirtule e desprezivel pois o integrandoe =2e anula

(v. figura 1.

REK )
Teremos portanto:
iPr .
G+(k,r) =——-=-2=—l—- f I— dp = 23 2 Res
47% ir ‘e (K -p’) 47T ir
-1 ikr (1.3.112
=~ g
4rr

- . } ) .
Obzervemos ainda gue tivessemos escolhido o percur-
so de modso a contornar o primeiro pole por bhaixo e o segundo

por cima teriamos obtido uma nova fungao dde Green:

- -1 -ikr
dnr
A primeira funr;c:io de Green & entao adeguada

para a FfuUngaoc ¥R, T, que satisfara a equUagao

integral:
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>
+ik|r-r']
+ > + >
q} (k,r) = e ——Jd3r'gT— V(r')lf) (k,;l) (1.3.13)
|r-r* | |
De modo semelhante teremos a equaqgo integral para

a s&segunda fungan:

i
v
3
By

- 1 -ik4'"+' N
p k,r) =e r___EJ gpr o ik T vy (k,x') (1.3.14)

Podemos nos assegurar de gue estag solugoes apre-
sentam o comportamento assintdtico adegquado. Usando gdque gJquan-

do r tende ao intinito teremos:

> >,
r.r

> >
r_r|—+ r-—»-:_;—— {1.2.15)
. 13
T ) _r.
SHKl Tt elkr[:l T j (1.2.16)
R ++|
+1 SR S A 2 . (1.2.47)
>, r T
| r-r'|
assim entao vale a aproximagﬁ&o:
;;r -
s ikr = —-ik = oo
¢+(ﬁ,f) > elk'r + er Eﬁ%— J a’r' e r V(r')lp+(k,r')J {1.3.18)

¥
gque e o0 comportamento gJgue esperavamos abter, representando

uma onda plana incidente superposta a uma onda ezferica
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emergente. Com  a express&o acima obtemos tambem wuma util

representaqio para a amplitude de eszspalhamento

k
f(cosn) = -ﬁ J e T V(r')w+(§,§')d3r' (1.3.19)

onde ® & o angulo entre T e &,
Notemos ainda gue as fungcoes de Green acima intro-
. e . ~ —y 5
duzidas nao dependem da diregas de K e portante e <coeren-

te adotar a cohvengao:

¢ k7 =6 (XD (1.3.20)

1
=~

sempre dgue I?Ei

1.4- ANALISE DE ONDAS PARCIAIS

E muiias vezas conveniente expandir a funqgo de
onda ezpalhada ‘{f’*(ﬁ,?) em aute*funqaes do momento
angular. A razao € gque & Dbem mals facil tratar com uma
fungﬁo gue dependa somente de uma variavel (r) do gque com
uma de tres variaveis (x,y e Z3. Alem @isso o momento
angular é uma grandeza conservada num procegso de espalha-
mento por potencial central. Ag seqo@s de chogque tambem
serao espandidas de modo a separar a contibuigao de cada
momento angular. Num processo real, obviamente, o0 due sera

*

obzervade e o resultade da r::ontribuiqﬁo de todos 05 mMomen-—
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tos angulares, para squo de chogue ou para a amplitude de
espalhamento. Teriamos entao de 1lidar com a soma de infini-
tas contribuiqaes. Ha wverdade porém ge estamos lidandoc com
hbaixas energias somente 08 momentor angulares inferiores &
Gue contribuirao gignificativamente para amnplitude de e3pa-
lhamentao.

Queremas expressar a fungao 4e onda  como!

N .
L P {cosO)y, (k,r) (1.4.1)
£ 2
2
Sabemos gue cadga componente daduele somatorie & auto-fun-
qg_o do momento angular total de autoe valor h’al(hlj.
Se;"é importante sabermas do comportamento assin-
totico de ‘11"‘1(1{,1‘), gue pode ser ohtido do com-
portamento de YR, T) dado pela eqg. {1.2.22.

Inicialmente precisaremos desenvclver a onda plana enm

polin@mios de Legendre:
ﬁ._f ikr
g (£) (1.4.2)
Fodemos determinar uy k., COomo & bem conheci-

go nusandoe as propriedades de ortogonalidade dos polinamios de

Legendrefl8):

+1
2%. .
J dge ()P, ,(8) = ——+= (1.4.3)
Y 294+1
-1
Assim:
+1
J &P, ,(E)eikxE = I J dEPR,(E)PE(E)uQ, (k,x)
Q; .
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e portanto

+1
2 (k) = J e, () ™ =
241 -1
. i 1,
:e:l_krP(l)__e_ﬂiP(_l)_ f kTt AP () a (144
. e ikr & .
ke -1 ikr dr

Integrando por parte o nltimo termo obteremos Lermos Ppropro-
cionnais a 1712, Fazendo repeitidas integragoes obteremos
uma eXpanqgo em series decrescentes de . O comportamento

. b . > . LY
assintotico gera doninado entao por:

2 eﬂm éﬁq
u (k,r) — - P,(1) — = P (-1)
2041 2 ikr L ikr
2 ‘ c
2i (1.4.53
"—}&—- sen(kr—ﬁl.?r/Z)
Por o¢cutro lado szabemos dJue exp(ik.r) satisfaz a
equangan:
ikK.or _ 1 92 1 1 3 3 ik.r
(VD e T = (& + = S sens 2+ k%) et
ar? r® send 28 38
(1.4.6)
= 0
Usando a equaqao {1.4.2) e a equaq50 satisfeita
pelos polincmiocs de Legendre®:
iz L 2 cenv & py(coss) + L(H1)P (cos8) = 0 (1.4.7)

r° senf 20 a0
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e nevamente a ortogonalidade dos Polinomios de Legendre,
ohtemos a equaqgo satizgfeita par ug{k,r:
2
13 oy ko - A 2y ok =0 (1.4.8)
r 2 '8 2 '8
o r
Fazendo a transformagac:
-1/2
w, (k,x) = k) 2 g, tke) (1.4.9)
chtemos a equaqgo:
Le b (kT) + = b (k) o, kr) = k* ¢, (kr) (1.4.10)
2 & roar "% 2 2 2z
or r
Ista e a equaqgo de REessel para a variavel zzKr. Obtemos
portante a expressao:
uﬁl(kr)=ApJ (kr) + B N (kr) (1.49.11)
~ g+1/2 2 g1/
Como na osrigem a funqgo ujik,ry deve ser finita
teremos de fazer Bi:(’). Portanto:
uQ(k,r) = CE vi/2kr  J (kr) {1.4.12)
2+1/2
Os coeficientes ¢y podem ser determinados atra-
ves do comportamente assintotico jé estabelecide, nsando
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J\)(](I)"H""'""’V2/W]CL' COS(}CE—E—-\E) (1.4.13)

4 2
Yr &>

comparando entaoc com (1.4.53, obtemos:

(25L+1)ig:c£ f1.4.14)

Finalmente teremoes:

okreost v heyit g (ke) V72T P, (cosd) (1.4.15)
L Hl/2
E assintoticamente:
oIKr €080 5 b (cose) (2p+1)1 " SO = AT/2) (1.4.16)
g kr

De posse deste resultado podemos estudar o compor-
tamento assintotico de ¥Yy{k,r). Suponds gue ¢ po-
tencial V{r) tenda a zero suficientemente répido guando r
tender a infinito, teremos ¢ seguinte comportamento para a
fungao Tk, T

C,(28+1)
lP+(k,r) e 2 se_n(kr—-ﬂ+6 ) {(1.4.17)
b3 2 L
kr
Isto & obtido se observamos gque a equagao radial

de Schrodinger e

rwz(k,r) —@L’ﬂl—k2+v(r):{ w;(k,r)z(} (1.4.18)

Ly

1a
I'dr,?
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Pefinindo:

+
vy (k,r) =" (1.4.19)
r
obhtemos qgue
2 ) N ' +
S g b;(r) +M‘[¢£(k,r) (1.4.20)
dr2 R’ Q‘ rz — .
e desprezando o termo da direita, gquando r e muito grande,
chtemos & soluq%o gerai:
+ _ Tl 5
o ko) = (2+1C) sen(kr + = + §;) (1.4.21)

Obtemos portante o comportamento:

(28+1)C 2 _
IP;:(krr) R — L e S

21 i

{(1.4.22)

: i s .
1{kr—-5l+62} i{kr 22+52} W

Usando (1.2.2) & (1.4.16) e comparandoc com & equaqﬁo anterior

cbteremos:

PQ’ (cosB) (28+1)

V& D 3

L 2ikr
» .Eg o1 kr—tm/2) - e—-l(kr—,Q,TT/Z) b k‘Ag(k)elkr 21:[ 1 amay
onde fizemos:

f{cos 8) = & P,(cos e)AR(k) (2¢+1) (1.4.24)

2
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A comparacac com (1.4.22) nos forga a fazer:

1d4q
€y = e id {1.4.25)

Do mesmce modoe cobtemos qued

i%(k)
A (k) =S sen (0 g{k)) (1.4.26)
£
k
0 comportamento assintético de THET) sera entao
dado por:
P_(cosd) (204+1) [ 2i8, (k) + ikr .
‘P+(£;;—:)"‘Z % o % - (_l)ﬂ,e ikric4.4.27)

L 2ikr

enguanto qiue para f(coz(8) ohtemos:

18, (k)
P, (cosf) (22+41) e sen(s, (k)
' 2
floogd) =2 (2.4.28)
'3 k
A expressao e, (k) = S1(k)
chamaremcs ¢e elemento de matriz BS. Na teoria Formal de espa-

lhamento ela corresponderé ao  coeficiente da expansa“ia da
matriz § {(gue relaciona estados {+) com estado (-)) em harmo-
nicos esfericos.

Poderiamos levar a cabo a mesma analise para a

segunda tfunqgo e ohhter a expangao:

N P, (cos8) (22+1) . —1i (kr+26 , (K))
D -2 T Lot e o
) 2ikr

{(1.4.29)
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1.5—- SEGAO DE CHOQUE

o obJetivo principal guando se esta lidando com
espalhamento e encontrar as segoes de chodgue para o8 pro-
cessos gue esiamos estudando. Para espalhamento por potancial
estas podem =2er obtidas atraves do comportamento assintoti-

co da funqgo de onda:

+ JJ_Ef e.
¢ (k,r) »e "7 + f{cos®) — {1.5.1)
T
A squo de chogue diferenciail & definida
atraves da expressgoz
I
dg _ @ (1.5.2)
di I.
i
onde In.dQ & 0 numero de particulas espalha-
das por unidade de tempo para 0 ﬁngulo salido ao e
Iy e 0 fluxo incldente.
o] fiuxo incidente e obtido atraves ac termao
— —
e ¥ K r

EJ| o2

(1.5.3)

¥R

¢ fluxo de part,’iculas emergentes pode ser obtido a

partir do segundo termo em (1.51%x



26

N " e-j_kr N e+jkr e+ikr N 7 e—ikr
I = e {f* - »
esp O [ (cosH) = V f(cosd) f (cosf) V f{cosh)
{1.5.4)
Jque na dir‘-eqé{o radial resulta:
A I £ (cosf) |2
I(8,9) = — ———————o . (1.5.5)
2m r?

Ja& G numeros de par'ticulas ezpalhadas na
diregao determinada pelos angulos @ e 9, por unida-
de de angule sélido e de tempo sera:

hk
_ 2 _ 2

I, = I68,9)r" =5 | £ (cos8) | (1.5.6)

Obtemcs entas o importante resultado:

do _ 2

-é-ﬁ——|f(cose)l (1.5.7)

Utilizando entao (1.4.28> podemos eXxpressar a

squo de chogue apresentando de forma explicita a contri-

buigas de c¢ada momento angular

i8, (k) sen(s, (k))|?
do _ 9 % 1.5.8.3
5= EPR(OOSE)) (22+1)e - ¢ a)
2
= ZPQ(COSS)M]:SR(k)—l] (1.5.8.b)
g 2ik

t importante regsaltar gue o3 desloccamentos de fase
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para momentos angulares grandes sao geralmente muilo peque-
nos, taec menores guanto maior seja 1. Muitas wvezes, princi-
paimente a baixas energias, a exprressgxo acima pode ser
truncada nos primeires termos, resultando numa Dboa aproxi-

macgac para a segao de chogue.

1.6 SOLUCKO REGULAR Y IRREGULAR E FUN(_:@ES DE JOST

£ conveniente intreduzir duas golucoes da
equaqéio radial de Schrodinger gue diferem da componente da
expansao da fungac de onda toetal (¢*{k,r)) na con-

digao de contorno.

Consideremocs a equaf;r}:o radial d4e Schrodinger para 1

2
. 6 (c,x) + P (k,x) - VIR)g (k) =0 (1.6.1)

dr
Supondo gque o potencial seja nao singular na origem

a equaqéo acima se torna:

¢ (k,r)+k2¢0(k,r)~”—0 {(1.6.2)

"
0
Podemos analisar o coemportamente de uma solugao de

{1.6,2) na origem expandindoe a funq§0 em gerie de Taylor:

s n {1.6.3)

b, (k,xr) = ¢
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Se substituimos esta expressé{o na equac;é“.o anterior obtemos
03 possiveis valores de 8 s = +1 ou 8 = O

Fisicamente a condicao s = O deve ser descartada
pois embora naoc levasse a prababilidade infinita de encontrar
a paticula na origem a funt;.go de onnda resultante nac
satisfaria a eguagao @e Schrodinger, A razao € gue a
tungao de onda ¥*(R.¥} construida atraves das con-
tribuig(;es de cada momento angular tem de satisfazer a

equagan de Schrodinger. 0 aperador Laplaciano, gue comparece

12

na equaqgo de Schrodinger, aplicado a uma fung%o que e
comporte como 1'-'1 na arigem { e este r’e. O comportamento
da contribuiqgo da onda S 2e escolhemos = = O} resulta numa
funqao deita de Dirac.- Uma soluq&o com este comportamento
ngo pode portanto satisfazer a equac;'é{o de Schrodinger.

Se gueremos um comportametno adegquado na origem pode-

mos pois exigir as condigoes de contorno

* ¢>O(k’0)_0 (1.6.4)
' (k,0) =1 (1.6.53
0
Eztas= ean chamadas entao de soluqags regulare=s- da

equaq§0 de Schrodinger.
Cutras golugoes gue embora nao sejam geralmente

fisicamente aceitaveis tém ainda assim uma i1mportancia

e v

teorica 580 as chamadas solugoes irregulares. Estas saoa

definidas pelo seu comportamento no infinito. Novamente supondo
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que ¢ potencial se anule de modo suficientemente répido ne

infinito +teremeos para a edquagac radial d4de Schrodinger o mesmo

e

comportamento assintétice dade pela eq. (1.6.27. Duas soclu-

ZoEs independentes desta equagac zao etlkT e a fun-

gaoc e LKT, Definimos assim as duas solugtes irregula-
res:
1im e ¥ ) =1 (1.6.6)
r0 0
tim &K oy 21 (1.6.7)
T->00 b

n~

Ressaltemos gque como estas soluq%es san definidaz pelc seu
comportamento no infinite geralmente nao tem comportamanto
aceitavel na origem.

A seguir intreduziremog um cechceito importante gque
e o das fungoes de Jost. Para onda S as definimos por meio
ae (9. |

fj(k) = f:(k,O) (1.6.8)

Pode—-se perguntar se as condiqges (1.6.6) e (1.6.7)
sap suficientes para definir as funqges irregulares. . Para
f*.(k,r} podemos cbhservar que {1.6.6) a define somente
para wvalores de momento tais Jque Im{k}»O. Quande Im{k}<0, esta
condiqgo nao define totaimente a solquo pois se &

acrescentada a uma funq§0 com adquele comportamento uma -com Q@

compoertamento dado por (1.6.7) esta sera totalmente gdespre-
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zivel nesta regiao. Tal combinaqgo tera portanto 0
mesme comportamento Jque a funqgo criginal. Ja para a segun-
da solugao, Yok, r) gearre o invearse, Ela esta bem
definida para Im(k)<0, mas nao para Im(k)>0.

Como 1 (k.r) e (K, 1) sao duas solucgoes
independentes de 1ma equaqfio de segunda ordem gualguer outra
solquc; pode ser expressa como uma combinaqgo linear destas
duas. Podemocs pols expressar a solur:;g regular deste modo.
Isto e importante peis como conhecemos o coempertamente das
soluqﬁes irregulares para 71 grande podemos atraves de tal
expre5550 encontrar o comportamento no infinite da soluq%e
regitlar. Este por sua veZ nos possibilitaré ohter as seqaes
de chodgue.

Queremes polis  encontrar o3  coeficlentes da expan-

s a o
. + —

¢, (k,x) :Afo{k,r) + B fo{k,r) {1.6.92
Se usames gue $olK,00 = O, chtemos " a seguinte rela-—
¢ a o

+ ~- - +

¢D(k,r) = gk} {fo(k,r)fﬁ(}g) - fo(k,r)fn(k)} (1.6.10)

Podemos encontrar g{(k) calculande ¢ Wrenskiano de
£r .M Com vo(k,T. Notemos gue devido a eqita -~

c.;g.o (1.6.107, teremos:
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O Wronskianao

entre
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- g(k)fj(k} w[ft(k,r}, £ (k,7)]

as duas solugoes irregulares

(1.6.113

pode ser

calculade atraves dos Seus compaortamentos no infinito., Neste

gsentide lembremos

ger o Wronskiano

f

W +
0

For outro 1lado
compertamento
de

mosg valor

pressaoc para a

O

infinito sera:

Uma
analiticidade das
uma extensa
gemiplano

primeiros e

(k,

podemos

conhecido

comportamentio

gqurrestao

¢lasse
superior

segundos

que devido a eguagao radial

nﬁo depende de 1. Obtemos

r), f;(k,rﬂ ~2ik

calcular o Wronskianos na

da soluqﬁo regular. Deste

g{k) {g{k)=1-21Kk), resulitandsc na s

solquo reguilar:

G

assintotico da solugao

Ll
g1te precisa ser estudada e

funqaes de Jost. Poade-ze

de potenciais T4 (k) &

{Im(k)>0). Para tal e

momentes do potencial sejam

de

origem

—(k)f:(k,r) - f’;(k)f (k,r)—i

mostrar
? .
apnalitica

suficiente

Schroedin-

entao:

(1.6.12)

uzando o
modo obte-—

eglinte ex-

{(1.6.13)

regular no

{(1.6.14)
quanto é
que para

no

gue ©s

finitos:
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J r|vir)] dr < = (1.6.15)

0

f r?|vir)| dr < e (1.6.16)

0

"

Por outre ladoe a regiac de analiticidade pode ser extendida

para Im(k) > =-a && redqueremos a condigao:

2 .
dr riv(r)| % < = (1.6.17)

Para (k) acontece O contrario. Se vale (1.6.15) e
{1.6.16) esta funcao sera analitica no semiplano inferior
enquanto gue (1.6.17) pgarante a analiticidade para kK < a. A

situaq50 mais faveravel e agquela em gque o potencial pode

ser extendido analiticamente e valem a8 relagoes:

(o0

f dr r|V¢(r)| < (1.6.18.a)

0

J' dr r2|V¢(r)| < o (1.6.18.b)

0

onde adotamos a definigao:

210

v, (r) = 1% y(ze'?) (1.6.19)

e consideramos 0 argumento de r tal que |q>]<II/8.
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k,r
o (k) = b, Uerr) (1.6.23)
0 f-:(k) r
e
f;(k) = |fj(k)|e+16(k) (1.6.24)
Vale a pena incluir tambem a ‘seguinte relaqgo:
§{k) = =-d8(-k) (1.6.25)

1.7- ESTADOS LIGADOS E MATRIZ S

Por muito tempe se soube gue o038 elementos da matriz
s, S1ik) tinham seus polos relacionados com as estados
ligados do sistema. Isto ¢ o0s estades ligados somente ocorrem
em valcres de Kk { g¢omplexos) para os duais S3(k} apresenta
um polo. Noe entante havia o problema de que nem toedos o8 polos
da matriz § correspondiam a verdadeiros estados ligados. Foi
atraves és funqaes de Jost gue se conseguiu distingui—
los.

FPara entender esta questgo, tc:memo$ a funqgo de
onda regular para k = iw, cem w > O. Utilizande a equagaoc

(1.6.14) teremos a expresgm:

dpo(k,r)— - EEE(iw)e_wr - fJE(iWJewrj (1.7.1)
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A de:finiqgo das soluq?ﬂes regulares requer agora
uaa alteraqgo. Se expandimos a soluq.§0 em série de
poténcias na origem, e subistituimos na equaqgo radial de
Schrodinger encontramos Gue a poténcia mais haixa Sera
ri=1 ou r- 1 A primeira soluqz'io tem de ser descartada
agora pols levaria a uma probabilidade infinita de encontrar a
particula na origenm. Definimos a soluq50 regular entao

E e
atraves da condigao de contorno:

. —(4+1
1im = T e,y = 1 (1.8.6)

r=+0

Mo casoc em gue W(ri=0O, onda 1livre, teremos as seguin-

tes solugoes:

. 1
i=(4+1) [rkr 2
i(D) _ 2 H (kr) 1.8.8
£, kr) =e J o2 L+1/2 ¢ J

as

]
e
]

Onde, Jn(2) & a fungao de Beszel = Hpy(zl
fungoes de Hankel.
¢ comportamente das soluqaes irregulares na ari-

13
genm sera:

*iwi/2 _ _
(k,r) —— e Tia+l/2) (_]‘525) & (1.8.9)

r—+0 i

f

o
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Pode—se confirmar explicitamente as condiqges (1.8.4) e
(1.8.5).

Neste caso torna-se conveniente definirmos duas fun-
goes de Jost, atraves de:

i+ e+i'ﬂ"2/2 ‘/— +

£,(k) = ——1———--=-—~——-T—r lim (kr)ﬂ' £, (k,r) (1.8.10)

27 I'(2+1/2) r>0

(2041) T (841/2)

FX(k) = (20+41) lim rf, (k,r) = Fao(1.8.11)
L L L
Tk L
r-0
A razao para introduzir as duas funqaes e que

come weremos, a primeira & wutil para pois sua fase dara o
deslocamento - de fase da solquo fisica, enguanic seu mo-
dule estara relacionads com a probabilidade de encontrar a
particula na origem. Ja a segunda funqao de Jost serér
11til para' obtermcs uma express5o para a solugao regular
em termos das irregulares de forma mals compacta.

Toememos novamente a tarefa de encontirar uma expres—

530 para solquo regular em termos das irregulares. Como

estas sao independentes, podemaos tfazer:

+ —_
¢2(k,r) = A fg(k,r) + B fg(k,r) {1.8.12)
Determinamos a constantes A & B usandc gue a soluq?:io regular
é nula na origemn, engduanto gire a irregular & finita =

geralmente nao nula { para condiqaes adequadas do potencial
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soluqdes regulares e irregulares ernncontrando funqges de
Green com ¢ comportamento adeguadc para a equaq%o de Schro-

dinger para onda livre. Teremos entao:

r

4, (k1) = ¢(“)(k,r) + J ar' g, (k,r,r)V(r")¢

h (k,r') {1.8.172

L
0

onde:

g, (k,r,r') = iy (rr

1 ' - 2 vy |
]:H,Q,+l/2(kr ) HE_'_l/z {kr) H,[lf,+l/2(kr)H£,+l/2'-(kr ):[(1.8.18)

o~

Para as solugoes irregulares tfteremos as equagoes

seguintes:

1+
—
=3
P

(k,r) - J de' gg(k,r,r‘)V(r')fi(k,r') (1.8.19)
r

Estudando estas equaq5e5 integrais se pode demoens-
trar as propriedades citadas acima, tals comg due as fungoes
irregulares saoc holomérficas nos seus dominies de defini-

an. Alem disso se demonsira gue:

lim f (k) =1 (1.8.20)

1.9~ RELACOES ©DE DISPERGAQ
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Pode-—-se obter impertantes relaqaes para as fun-
goes de Jost utilizando az propriedades analiticas citadas.
Tratam-s& das relaqﬁes de disper'550 gue pernmitem a obhten-
QEO da parte real da funggo de Jost atraves do conheci-
menic da parte imaginaria(i®),

Como £Y1(K) & holomorfica no semiplano

superior podemas aplicar o teorema de Cauchy e obter gue:

dik’ (1.9.1)

+ L]
1 J (£ (k)-1)

+ —
-1+ £ k) =57

k'-k

=

onde ¢ & o percursg mostrade na figura (2), consistindoe da
integral ao lango a0  elxo real de — o a kK-¢, seguindo
por um semicirculo no semiplano = superior ate kK+ec. A
seguir continua através do eixo real ate -+« e fecha o
circito atraves de wm semicirculo de raio infinito no

semiplano superiny centrado na origem (figz2)

X A
&
R
7 “ K-eik+e |
RE{K’)
A integral sopbre 0 semicirculo superior nao con-

tribuli guando o raio vai & infinite pois neste limite a



42

fullqgo de Jost se anuia. A integral sobre o peduieng semi-

1
circulo reszulita:

N J %&Ud
: dk' =
2mL

q k'k omi I
i)

sendo a expressac final valida guando e-=>0,

Come resultado teremos:

_|_
+ 1 £ (k')-1
fl(k)—l=-?—T—.—Pf-—-————-—— dk’ (1.9.3)
* k'-k
Onde por P indicamos wvaler principal. Temandoe a parte real da

expressao acima, teremos:

+
Im(f, (k')
1 J.___,._____Q' dk’ (1.9.4)

+
Re(fh (k) =1+ 2P
S i Kk

De modo semelhante encontra-se:

%&BW)

+ 1 . c
Irﬂ(fg(k))——?PJ dk (1.9.5)

k'-k

Vemos assim gue o conhecimento da parte real de (k)
e egquivalentse ao caonhecimento da parte imaginéria e vice-
versa.

Podemos encontrar tambem relagoes de dispersgxo
entre a fase da fungao de Jost e seu modulo ( ou entre o
deslocamentao de fase ¢ a densidade de probakilidae de encontrar

a particula na arigem. Tomando 1In{f*(k)), vemos due COmO.
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a funcac de Jost tende a unidade gquango K--«w teremos
Jgue 0 1oga:‘iti:110 se anuia negte limite. Podemos entao
realizar a mesma argument.aqgo anterior com Intf* k) no
lugar de FY% (k)Y - 1. Mo entanto agora o 1ogaritimo nao
e Tholomorfico no semiplano superior, mas apresenta polos
sempre gue f'(k) =e anula. Podemos no entanto retirar este

peles definindoe uma nova funqgo:

k + iy
T -+ "
fed(k):Tr i £ (k) (1.9.6)
£ no.o_ £
Xn
onde k = 1¥%n correspondem ans ZEr0S de f*ltk} no eixo
imaginario positivo.

Repetindo o argumento anterior obtemos enlao:

*  minE®xn))

Re(ﬁn(ffd(k))hlpj dk! (1.9.7)
T . K - K
ou, notando dgue
Rn(fiea(k” = ﬂn(lf;(k) ) — 18, (k) + 21 I cot”’ kfy, (1008
n
obtemos:
+eo z -1
[5,(k') ~ 2 2 oot (k'/x.)]
%n(lfz(k)lhlpf akr =4 n n (1.9.9)
" - k - k'

esta ultima integral pode ser calculada ievando a exXpres—
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CAPITULO I

FUNOGES DE JOST EM DIMENSOES SUPERIORES

2.1~ INTRODUGAD

A equacgmo de Shrodinger en d dimensaes tem a

forma:
1. 2
ih 2 p(F, 0= - 2o v2p(F,0) + Vir) u(T,t) (2.1.1)
2t 2m

- s . .
onde o© operador laplaciane e definido como:

v2 =% o _0 (2.1.23
i 9x. 9x
i i
com X1 (i = i, 2,.. e d4) sendo as coordenadas cartesianas

no espago de 4 dimensoes.
Adotaremos neste capitulo novamente wum sistema de
coordenadas em gue ‘Y = e2m = 1. Fazendo 1ist0 a equaqgo (2.1.1)

se torna:

i gF, ) = - VAT, ) + V() u(F,t) (2.1.33

ot

A equaqﬁo de auto-estades do Hamiltonianoe se torna
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VZY(T) + k*P(r) - V(r) v(x) =0 te.1.4)

Nosso objetivo € estudar o espailhamento em dimen-
A0 arbitraria. Procurarenos, para isto, solques da
equaq§0 {2.1.43 gue tlenham o significado tisico de uﬁa onda
plana incidente espalhada pelo potencial V(r) Assumiremos que
0o potencial =eja esfericamente siméetrico. Mos  propomes  a
generalizar 08 conceitos introduzidos no capitulo anterior,
tratando da tecria de egpalhamentoe independente do tempo. Nao
adotaremos uma abhordagem formal, trabalhande no espage de
Hilbert, independentemente de representaqao. Ao contrario
lidaremos zempre com as funqges de onda analisando o0 seu
significado fisico.

Queremos entao atribuir a funqgo de onda espa-
lhada o 8seguinte comportaments a longas distancias do centro

espalhador situado na origem:

- -
V' 'q(k,r) ---> Onda plana incidente +
f{cos(®)).onda esferica emergente

(2.1.5)

3 -
As formgas das ondas planas e esfericas obtemos

B - R 4 .
atraves da equagaos 4e Schrodinger para particulas livres:

v2y(k,T) + kip(k,m) =0 (2.1.6)

Fara as ondas planas obtemos a fungac de ondal
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L
RU(T{\,;) =e1k.r (2.1.7)

> >
r

onde, evidentemente, k. = § kirj.
i

Para cndas esfericas gqueremos que YK, de-

penda somenle da variavel radial rZ =z ry? . HNeste caso
i
podeinos utilizar a relagao:
X.
Lo - dr 3 _ 18 : (2.1.8)
ax, dX. dar r or
i i

para obter a eduagan:

a2 a-1 4

- W(k,r) + == — Pk, r) + k*Y(k,r) =0 (2.1.93
dr? r dr
A solucac desta equagac sera dada por:
_ {(d-2)
] £.1.10
y(k,r) = ¢ Z, ,k,x) ( ’
d=-2
S 2
onde Zia-2y-2(2) e gualguer das fungoes(8:

Hl(dmaj/aik,l‘}, HZ(g-2y- (k. 1), Jrg-pirsp(k.T) ou Neg-zy-p(k.r)

funqaes de Hankel, Bessel ou Neumann. Cu ainda dgualguer
combinaq@io linear destas.

Se gueremcgs representar gondas emergentes ou inciden-
ies serao adeguadas as funqaes de Hankel pois resultaras

no comportamento:

. A R | (kr) - I'Te B M - (2.1.11)
bk, x)= x Hy_p (k) >V y TEL
5 )
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ou
N -3 77 + a2 ik L
11) ,r) = I Hd_z(kr) - ﬁ e ;—('a—:'-i-“)— L. 1.322)
2 2

A primelra apresenta o comportamentc de onda esférica emer-
gente ( Dbasta recordar a dependéncia temperal dos auto-
estados do Hamiltonianag), enquahto gue a segunda representa
ondas incidentes,

A funt;gm de onda gque repregenta uma situaqg.o en

gue um feixe de particulas foil espalhado pelo potencial

L
tera s comportamento:

o ikr cos 0 o KT
r 2

onde cos(9)c ﬁ.ﬁ’kr, ¥ & 0 momento do feixe de parti-

culas incidentes e k e o seu modulo,

2.2- SISTEMA DE COORDENADAS HIPERESFERICO

Para ‘tratar com um espa¢o Luclidiano com dimensao
arbitraria precisaremsmos introduzir ¢ sistema de coordenadas
que generaliza as coordenadas esfericas para dimensoes
superiorea(ii)!(ia). o espaguo sera descrito por uma coor -
denada radiail {Jé intreduzida) ¢ (d-1) coordenadas “"angula-

res". Este sistema & definido raor:
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ry = r cos(8)
ro- = r zeni(Bicos{gql
rq =r 38n{8}5en(¢1)005{¢8)

.............................................

rg-4= - sen(a)sen{¢1)...sen{¢d-3)cost¢d_3}
rg =1 sen(@)zen{¢4)...sen(¢g-gliseniyg-z)
{2.2.1)
Variandoe as novas - coordenadag nos intervalos:
O<reom, 08w, Oggyemw (i=1, 2...,4-2) & -W<pgq_op<+T
(z.2.21

. ¥ .
cobriremos realmente todo © espago gerado atraves des inter-
valcs — o < X4 < o, £ facil verificar gue real-—
mente a coordenada r correspoende a anteriormente introduzida.

0 deslocamento infinitesimal sera descrito pelo

vetor:
->
das = {dr, rdg, rsen(8)dgq, rzen{8)sen(ypidez, ... ..
rsen(ﬂ}sen[¢1)...sen(¢d_3)d¢dﬁg}
{(z.2.3)
O elemente de volume neste eipago sera:
d
adr = W oaxy; = rp*lsenpte)senp'1(¢1)senp'aiwa} ............
1z4
..... sen{¢g.-3)4r.a8.deq. .. . dpg_p
(2.2.4)
¢ angulo s0lido tetal sera 0 = Qe.Q¢, onde:
- (p~2).
‘jrr'2‘(p"_)‘1"£p) (2.2.5)

il
Q.= j senp(a) dg = =~
0 p T{p/2)T(p/2)
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e pm _ =i B
n, = J senP 1 ¢l ao . J senP 2 ¢, dd,
0

(pt1
i (o 27;'22")- (2.2.6)

J sen ¢ -1 dtbp_l J_ﬂ a¢.. =

P p |
0 T (B3

Na express§0 acima adotamos a notaqao p={d-23 dque utili-
Zaremos acto longo de todo v capitulo.

Para 1lidar com a equagao de Schrodinger precisa-
remos tambem expreszssar o operador Laplaciance neste sistema de
coordenadasr. Suponde gue tenhamoes utma fungao dependendo s0-

mente de r & 8 teremocs a &xpressﬁo:

3
ViE(r,8)= ]:l-l 2 rp+l'_3_= f(r,6) + 5 1 3 senPo-2 £(r,6)
rP ox ar rsenf g 96 ] (e.2.7)

Podemuos chegar a esta expz‘essao atraves do velor
deslocamento, efq. (2.2.3).

Az autofunqges do momento angular em 4 dimensoes
pode:m ser generalizadas atraves dos polinamios de
Gegenbauer. Estes podem ser definidos por meic da fungao

geratriz:

- r, 2 2r —p/2 ® o r.n ;
1+ (—) - P cos 6 = I (=) Py (cos® |p) {2.2.8)
r o n=0 r
Q o}
Para p=1i1 obtemos 03 polinamios de Legendre. Podemos obter as

equaqaes satisfeltas por tals pclinomios obszervando que:
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{2.2.9)

para r=0, e gue (2.2.8) nada mais & gue a expansac de

(P.2.10)

1

com Y sendo um pontc no eixo 9=0, r, & a norma do ve-
1 . 3 .
tor gue wvai da origem a Y, e ¥ e um ponto arbitrario. Decor-

re entac gue gue oS pelinomios de Gegenbauer obedecem a:

L senPs L P, (cost|p)= —L(2+p) sen® @) P (cos [p) (2.2.11)

ad ds
O operador Laplaciance aplicadc a uma funqgo Com A

forma:

f(r,8) = g(r).Pl(cose|p) {2.2.12)
resulta em:
1 irpﬂig{r) _ L {%p) g(x) Pi(coselp)ivg*f(rre) o (2.2.13)

rpﬂ' or ar r?

Na verdade Usando as definigoes (2.2.1) & facil

mogtrar gue em dJualguer dimensao e valida a relagao:

->z 2 2
P = Pp + 1-T72.L (2.2.14)
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onde L° sera o guadrads do operador momentoe angular to-
tal. Em dimensac maior que tres nac se pode falar de
rotaqges em ftorno de um eixoc mas ao longo de um planc {ou
em torne dog d-2 eixos vperpendiculares équele planco). Cs
pperadores de momento angular (orbital, estamos sempre tratando
com espin nulc!} serao enm nimero d{d-13-2 e poden ser

definidos como:

14 = E— Xi —i~ - X. 9 _] ‘ {2.2.15%)
J i 9%, J ax.
- J i_|
para 1i<j. lij sera o gerador das rotaqaes no plano 1]
Oou seja:
-(iel; ;7h)
e VX1, Xp, ---.Xg) =
W{xl,xE,__.,xicos(e}+xjsen(e),i...,—xisen(e)+chos{B),...,xd)

{2.2.16}

Para demonstrar (2.2.14) bazsta utilizar as definiq&es de
La, Lij e {2.1.2). <on um pouco de algebrismo sSe chega
équele resultitado. Nagquela expre5550 entendemos por PI-2 U

operador diferencial:

P 1 9 _pt+l 3 (2.2.17)
=h —'—'."'-_FT—"]: —
P ar ar

Outra propriedade impoartante dos polinamios de

Gegenbauer & a propriedade de crtogonalidade:
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fo , se 2#L"

W o (2.2.18)
J Pg(cose|p)P£s (cosb [p)sen”0db= P T(2+p) o° se 1=2"
0 7 TEﬁggiTTTﬁT 6

com Qg dado por f2.2.5).

2.3- EQUAGAO INTEGRAL PARA A FUMGAC DE ONDA ESPALHADA

Pretendemecs encentrar una equaqgo integral gque
substitua a equagaoc de Schrodinger e a condigae de conterno

(2.1.13). Esta equac;g.o tera a forma:

. + +
wg x,r =elk'r+JGd (k, v, 7 )virnyy (k,r") a% (2.3.1)
Na gual a fungao de Green satisfaz a:
+ d,»- =+ :
(V% + k*) Gy (K,r,r') = 8" (r-x") (2.3.2)
Como no capitulo anterior calculamos G*Y(k,r,r )
atraves de =sua trahsformada de Fourier:
R T BT BT SR
> - o~
G (R, F,t) = ——— | aC e* PTG (kK,p,r") (2.3.3)
d o) d
d (2m) :

temos entaio, nzande as duas equagoes anteriores:

— !
e P (2.3.4)
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Portanto:

oo 3, 1 4 e’ N S i
Gd(k,r,r )—WJ dp T\;ﬂ; —Gd (k,r r") (2.3.%)

Fara vcalcular a wultima integral procedemos de modo

semelhante ao seguido no wultimo capitulo:

-+ >
. : pip.x _ _
Gy (K, ) = —t J e p% tsenPagen? "4, ..seng asds, . ..d¢_d
(27) k2~ p? p P D
(2.3.6)
usandoe a &4. (2.2.5)
Q i p.x
1 p.xr o
Gg (k,x)= ¢a J = pd 1 sen®o do dr (2.3.7)
(2m) k*- p?

Ajustando adeguadamente a diregcas dos eixos cgor-

denados podemos obter:

Q. w gm 1 p.x cos® g 2.3.8
6y = —ieg [ pf =2 %7 sen®e ae ( :
(zmy= ‘0 ‘o k* - p?
Se  usamos  gue(8):
. a=2
[ i1RcosH d"2e ds= 'IT{“?:']' 2 F(d—l) Id—.2(8) {2.3.9)
0 B 2
obitemos: o d=2
+ - 2,72 V/® o d-1
Gq (k,x)= e (5) — T (=—=)
d (27) x 2 2

{Jo T l:Hcli--z(PX) + Hfl_'z(px):i dp } (2,3.10)
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Podemaos tranformar as integrais numa s0 usando as

retagfes de circults para as funques de Hankei(8):

Hz(e—iﬂz) = e‘*l?T\) HY (2) (2.3.111
v v
obtemos entao:
d-2 +o0
{ _ - _ a/?2
c" (k,x)= b ,./E (.%) 2 r(d l) Hl {px)dp .
d d d-2 z.3.1¢2
2m® 2 x 2 xrpr &2 (z2.3.12)

Esta inegral & agora calculavel usands o calcu-
lc de residuos. Acrescentamss a integral sobre o semicireu-
1o infinito. ne semiplanc superior cenirada na origem e escolhe-
mes o mesnmo contorne dox pelos due na squic; 1.2 { wv. figura
13. Obilemocs, se Usamos Jgue novamente o semicirculo infinito

nao gontribui, o wvalor da integral:

teo d//2 ] d/2
HY {(px)dp= =27 1 k _Hl (lex) (2.3.13)
2 27 d—2 a-2
ko= 2k Sm=
00 2 2
Que este contorne resulta na condigao de contorno em gque

estamos interessados e wverificado a posteriori. Teremas gue a
™~ . . 1 -

fungaoc de¢ Hankel 1mp11caré numa onda esferica emergente,

gerandoe o comportamento desejado para a funcao de onda.

Teremos entao:
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d 5 2=d, d-2
= (%+2) (=—d) (—§~) -5
G"g (k,x) =-i 2 2 {d-1)m z b4 k 'chii—z {(kx) (2.3.14)

2

2.4~ ANALISE DE ONDAS PARCIAIS

TUsando os polinﬁmios d= Gegenbauer podenos expandir
a fungao de onda YR, ) de mode A separarmos a con-
tribuiqgo de cada momento anguiar. Ou seja, reguerepos uma

expansaoc da forma:

w; (}2’,%) = 2:0 qfr‘g (k,r) Pg(coseip) (2.4.1)
g=

onde Q e 0 angulo entre o8 vetores memento e posigac.

- .
Supoemos gue Kk esteja na diregaco do primeiro eixo coordenado,
X1, de modo giie Q coincida COn Q mesmo 5ngulo intro-

o

duzido na set:,‘é{o 2.2, Podemos =zupor gue a fungac de onda

-

’@'*df_z,r) depende somente do moédulo de T

e de seun

-~ - 3 .

angulo coem k dewvido & simetria esferica do potencial.
FPodemog enantrar a equaqg.o satisfelta pelas fun-

~

goes radiais Husando (2.2.13) e (2.2.18%

<2 _ . +
(o 821 @ e L AUR), iy s vin) ;i(k,r) (2.4.2)
dr* r dr r? . )

E importante investigar o] com_portamento assin-

totico de W*dl{k,r} gquanda r-—->e, Usaremos para
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i s i - >
isto 0 comportamentao Jja conhecido de Y rglk,r), eq.
(2.1.13). Iniclilalmente precigaremos d4a expans§0 da onda plana

em polinomios de Gegenbauer(1i

d-2 0
eikr cost _ > 2 /% T(p/2)} . (2%+p) PRK(COSMP) X
=90

{£.4.3)
‘ -0/ 2

Quande Tr--»w o potencial & suposte desprezi-

vel, de mode que neste limite a fungae de onda satisfaz a

equaqgo de onda livre. Isto nog sugere entao ¢ comportamen-

to assintatico:
-2
+ : 7] il L
ypg (k,x) » 2 /% T(p/2) {(24+p) i a, *
x {kr) 2 sen(kr - - (2ﬁ;+p—l)+-6£(k)) (2.4.4)
4 .
Na eXpressac acima ay e S $ao contantes
arbitrarias que asseguran o] carater genérico‘ da 80
1uq50. Uzando agora ((2.2.13) e o0 comportamento assintotico

das funqges de Bessel (1.4.133} S0M0S forcados a identifi-

cagao:

L oFoelk)

lan)
g
Wi
4
[

%

Obtemos assim gue o comportaments agsintotice da
funq:io de onda parcial difere apenas por um deslocamento de

fase e por um fator da funr;;m de onda parcial da particula

Segunde a mesma argumentagac obtemos & expressas
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para a amplitude de egpalhamento totail:

. ” _
57T QEOPR(COSB[}_D) (28+p) J:Sp,(k) - 11(2_4_6)
- =

Onde adotamos novamente a notagao

2153 (K)
Sq(k) = e , (2.4.7)

O compor tamento de ¥ 9 (k,r) resulta entao:

_2 _ -
+d s /2 > 2
] R(k,r) > 2 7 T'(p/2) Z (28+p) & X
_ptl
16, (k) p) .
x e Pz(coselp) (kr) sen (kr- =(2%+p+1) + 62(}()) (2.4.8)
4
Em ires dimensdes a amplitude de tspalhamento
f{cos({9)) nos da a seggo de chodque. Em dimensaes
superjores podemos ver Jgue ela ifem o mesmo significado. A

segao de cheque & dada pela ragao entre o fluxe espalhado

e ¢ Iincidente:

do _ 1(0) (2.4.9)
dg T )
o}
ande 1, e o] fluxo de part’iculas incidente e Ig

€& o numero de particulas espalhadas atraves do angulo
solido unitario huma di]‘quo especificada pelo angulo
a

A corrente de probabilidade e dada, como em treg
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dimensces pelo vetor de componsantes:

I~ 7
lr=—-r-i-=lw*-——a-~w-w-—§~—w* (2.49.10)
1 omi L Bxi Bxi

¢ fluxo incidente séera portanto:

Iy = rie Xk (2.4.11)

O fiuxo espalhado e calculado atraves da onda esferica

espalhada obtida da eguagao (2.1.13). Na diregaoc radial

teremocs ¢ valor para o fluxce dado por:

2
sesp _ B |£(cosh)| k

o (2.4.12)
mI(p+l)

Tendo obtide ¢ fluxo, este dia © nlmero de particulas
eszpalhadas por unidade tempo e de area na dirquo radial.
FPara encontrar a seq§o de chogue precisamos do numero de
pa;‘t’iculas epalhadas per unidade de tempoc por unidade de
§ngulo solido. Em dimensSes superiores a relaqé[o entre
unidade de area e unidade de angule soiide e definida
come da = r%7lan, Cbtemos entac o valor de fluxe por

unidade de angulo solido:

2
esp d& _ h | f(cos0) | k (2.4.13)

r ar m

I(6)y=J

En

Obtemos por fim a expressac para a Zegan de chogue el

termos da amplitude de& espalhamento:
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do (8)
df

= |f(cosB)|*?

{(2.4.14)

Vemos S assim gue a relac;:fw entre squm de chogue e
ampilitude de espalhamentio & a mesma el qgualguer dimensﬁo.
Haviamos encentrade uma expansgo da amplitude de eszspalha-
mento em g¢ndas parciais de momentc angular bem definido. Esta
mesgina expresssc nes possibilita  encontrar a Squlo de cho-

gue. Assim o problema de encenirar seqaes de Chogue e resune

a encontrar o8 deslocamentos de fase. A contribuigao de cada

ES 3 .
momento angular se anuwla gquando & - @ g g mMaxima
guando & = I 2.

2.5- FUNCAO DE ONDA REGULAR, IRREGULAR E FUNGOES DE JOST

Queremos agora geheralizar o ¢oncello das funqaes
de Jost para dimensao arbitraria. Ho capitulo anterior
vimos gue atraves destas funn;Ses se pode encoentrar Qs
eatados ligados, gue sua faze & o0 deslocamente de fase da
funqgo de onda fisica e gue 2el modulo esta relacionado
com & densidade de probabilidade de encontrar a particula na
origem. Obtivemos estas propriedades analisando as soluqaes
regular e irregular da equaq§0 de Schrodinger.

Em dimensces superiores leremos a edquagag para

a parte radial da funqgo de onda:



601

_ 2 ‘ ot ey {2.5.1)
- + .
{ g +dl+.§~_+k2— L% p))tp(r)—v(r) U (r)
dr r dr r
Chamando:
Y{ry = r 7 Pg(r) (2.5.2)
a equaq?:io para ¢{ry3 se torna, tomandoe 1 = ¢ por simplici-
dade:
-'d2-"(d—'3)i'd 2, (2.5.3)
s - <+ k%) ¢(r)= Vir) ¢(r) S
dr r dr
Vamos definir solugobes irresulares da equagao
anterior por meio das condiqaes de contorno:
_(p=1)
o Fikr id (2.5.4)
1im (kr) e £ (k,r) =1 T

T
para a onda livre as soluqaes com este comportamento se-

ra o

{2.5.5)

+d +i T{p=1) A ]
- o+, = 7 T p/2
f (kr}=-1i e /-2- {(kr) Hp/2 {kr)

Por qu@ fizemos a t.ransformaqgo (2.5.237 Noz
lembremos Jque em tres dimensoes a funqgo de onda irregu-
lar para a onda 1livre definida pelas condiq%es (¢£.5.4) guandao
p=1 tem o© valor ®"i" em r=0. Por duerermos deifinir a funqao de
Jost, para momento angular nulo, simplesmentie como 9 valer da

"y t
fungan de onda irregular na origem, sSomos  levados aquela
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transformaqgo. Por outro lado o comportaments da funqgo de
onda no infinite, para potenciais gue tendam suficientemente
I‘épido para =Zero nadguele limite, seré o mezmo gue da onda
livre. Por isto introduzimos os fatores (kr) (P7l) 2  na
expressao  {2.5.4). Poderiamos, & verdade, preservar a
equaqc:ia original e mudar asg de:finir,;aes da solqu{o irregu-
lar e das funQEes de Jost. Preferimos no entantoe adotar este
procedimento.

Pela discussao anterior defininos pois a funqaes

de Jost como:

Trifg (p-1)
+
ftd(k) = = f*d(k,o) (2.5.6)
ﬁ I (p/2) ,p/2
2 m
Para a onda 1ivre esta definigao resulta em f%ky = 1.

Esta e a raZao para introduzir os fateres na definigao
das fungoes de Jost.
Com estas definiqSes valem as relacgoes usuais

entre as solugoes irregulares:

Flaex ey = %, 07" _ (2.5.7)

e
f+d(k*0 = l:f_d(k)j?‘c (2.5.8)
£ impertante tambem encontrar expressoes gue

definam aguelas soluq%es atraves de equagoes integrais.
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Para encontirar as equagoes integrais precigamos achar a fun-

~

gao de Gresn da equaqSo (2.5.3). Izsto se ohtem notando
que estas sau soluqmes ge:
d? d-3 d =
- — —— 4+ k2 Gd(k,r,r') = G(I'—r') (2.5.93
| dr? r dr .

Para r < r as soluqaes sa0 as mesmas gue para a onda
iivre, A condiq£0 de conterno nos exige gque para 1 > roa
funqgo de Green seja nula. Para resultar numa deilta de Dirac
precizamos Ilmpor uma descontinuidade de uwm na sua derivada sm ¥

= I . Precizsamos da condiqgo de a funqéio de Green  se
anular para © maior 4que I Ja gué formaremos a £quagao
integral usando a funq&mlo de onda irregular para part’icula
livre comoc a parte nao hcmogénea, Como esta Jé apresenta
o compertamente adegquado no infinito precisamos nos garantir

que a funqg.o de Green nao contribua naguele limite,

A expressao encontrada usando aqueles argumentos

LT 1
—{p—~1)
+d _ . 4 m p/2 _.2
£f o (k,r) = ie /; (kr) Hp/z(kr) +

m_ 14
J Gd(k,r,r‘) v(ir') £

r

(k,r')dar’ . {2.9.10)

agnde a :Eunqgﬁ de Green é:

. P2
= "o i T RN . 'y (2.5.11)
Gd(k,r,r )=-isr o EP/2 (kr)H;')/2 (kr') Jp/z (kr )Hp/z(kr]

para r < r . Para r > r', teremos Gd{k,r,r‘):o,
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Vamos definir agora a solugao regular, cuje com-
portamento na origem 3seja aceitavel fisicamente. Esta sera
definida por:

2.5.12)

et

1im r P.e8(k,ry = 1

r=>90

Fodemos c¢hegar a este comportamente do seguinte modo.
Queremos uma probabkilidade de encontrar a particula numa

hiperesfera de raice r c¢entrada na origem due geda finita.

Ezta probabilidade e dada por:

-2 a-1
r “Plom|” ¢ dr (2.5.123)

Se agora expandimos a funt;gxo de onda radial npa origem enm
serie de potgncias onde a poténcia de ordem mais baixa
seja do tipo ré, teremos que a probabilidade de encon-
trar a particula quando o raio for Dbastante peqgueno sera

proporcional a integral:

Para que esta integral nao seja divergente e
necessario gue o > p-2 -1i. Por outroe lado usandc a expan-
sao  da :Eunf;fe"{o e a equaq%{o (#.5.3) cobtemos, se supomos 0
peotencial desprezivel neste limite, gque teremos de impor gue
g = p. A ouira opggo, o = O, levaria a uma probabili-

dade infinita de encontrar a partﬁcula ha Origen. Este c¢com-

T L
portamento na origeim corresponde  geralmente as fungoes de
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onda irregulares.

Para a par’ticula livre teremos:

¢d(0) (k,r) mk_P/z, 2p/2F(p/2 + 1) rp/2 jp/Z(]Cr) (2.5.14)

Podemos gncoentrar tambem uma equaqéio integral
para esta solquo. Desta wvez o comportamento na origen & o
espegificado. Teremos de Tfazer com gue a funqgo de Green ge
anule para r < r’ Chtemos, por argumentos anélogos avs an-
teriores a equaqao:

r
¢d(k,r) = ¢d(0) (k,r) + I G(k,r,r')V(r')¢d(k,r')dr’ (2.5.15)
' 0
onde a funqgo de Green e agora:

ck,r,r") =i~gr'(l_p/2)):'p/2 Ep/2(kr)H£)/2(kr') —

(2.5.16)
- Ty ) )|
para r » r' e nula em caso contrario.

No capitulo anterior foi encontrando a expresséio
da funcaa de onda irregular como combinagao linear das
irregulares gque pudemos dar unma interpretaq&o para a :funr;go
de Jost e entender melhor o papel que 1lhe e atribuidec. Pode-
mos fazer o mesmo em dimensdo arbitraria. Novamente lidamos
com uma eguacaoc do segundc grau e as solugoes irregulares
sao duas soluqﬁes inGependentes. Teremosg potantao:

¢d(k,r) = A f+d(k,r) + B f_d(k,r)

{(2.5.17)
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wrf“(k,r),f'd(k,r)] + = 24k (030 (d3) (z2.5.22)

O Wronskiano entre 9ck,r1 e £*3(k,r) tera a forma:

+d(k,r),¢d(k,r):[ = + 2tk (k) ¥ g £, 0) (2.5.22)

Ezte Wronskiano tambem pede ger calculade na origem, pois ia
‘cohecenmos o comportamente da soluq§0 regular, Meste limite

encontramos:

Wtf“(k,r),¢d(k,r)7| = @2 22 f%,0 (2.5.24)

o~ . -~
Depois destas manipulacoes cheganmos a expressan

procurada:

Q) =42 D Fs'd(k,o)f”(k,r) - f*d(k,mf’dm,rﬂ
Z2ik L

i
p/2 +i(p-1) + 16 (k)
_ f F(p/2 )2 K (p-1) Ef-l-d(k,r)e 4 [

( Vi (k) (2.5.25%)
-1-— p-1)-1i
~- £ (]ai r) e ] |f+d(k)[
FPara chegar a4 ultima - linha wsamos que:
-i4, (k)
+d 10g *
00 = £ |e = £ %) | (2.5.26)

Como sabemos a solug.io regular e kem comporiada

na origem. Podemos observar gue r Porqik,ry tam-

E .

e L
bem e solugaoc da mesma equagao e tambem tem um com-

~

portamento aceitavel na origem. Estas duas selugoes san
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portanto linearmente dependentez. Podemos =anconirar a coenstante

de propoercienalidade comparandoe os seus comportamentos assin-

toticos. Obtemos entas a relagao:
ig, (k) -p
Pk =e b k) (2.5.27)
0 ‘l‘d 4]
|£ 7k} ]

s ™ 3 T 3
Ezta ultima relagac tem unm significado muito

) 2

o

grande. Ela permite dar o significade da fungaoc de Jost
gquando a variavel Kk for real. Sabemos gque o codipertamento 4da
solugao regular na origem £ independente da forma do poten-
cial. Por outro lado para momentes angularegs SsSuperiores, como
JRIemos, a s.olquxo regular se comporta COomoe r(p+ll &
nao contribui rara a probabilidade de encenirar a particula
na origem. A relaq&o acima nesz 4diz entao gue a Pprobabilida-
de de encontrar a particula na origem dguando de espalhamento
de um feixe incidente de pa:‘t.’icula de momento hem definide
e propercional ao inversoe 4o module do guadradce da funqg.o
de Jost para a onda S Por ouiroc lade a equaquo {2.5.25) nos
permite, wusandoe o] comportamenteoe assintotice da Soluqaes
irregulares, ldentificar a fase da funq&o de Joszt por nes
definida como o deslocamentc de fase da funr;fio de onda par-
cial.

As propriedades de simetria das fnnqaes de Jost
seguem—-se das propriedades correspondentes para o caso da par-
ticula livre. E precise lambrar due as funqaes de Hankel
nao tem em geral um unico valar, Pelo contrario elas

apregsentam um corte de O a ~1oa. E previse estudar O
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comportamentse das fungoces de Bezsel e de Hankel ao percorrer
um circuite fechadoe em torno <¢a origem para obler © seguinte

resultagolBl:

I
15 el 4 (2.5.29)

e
2im -] i 2 ) ~d
£, p) = &P p) 4 P2 sNED) £y a5 30
sen (B
2
As expressges acima valem, & prl‘nc’ipio, sumente
para particulas livres. Uszando as equaqges integrais defi-

nidoras (2.5.138) e (2.5.11) estas relaqges se generalizam
para potenciais diferentes de 2zeroc.

L E
Para as fungoezs de Jozt obktemog, atraves das suas

definigoes (2.5.6), as mesmas propriedades:
#aen) s = £ ) (2.5.31)
&My = £ k) (2.5.32)
e
f+d(e2j'ﬂk) = —ej’Trp f+d(k) + eil—zp cos (E-Ti) fwd(k) (2.5.33)
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. N _ o
Desta ultima relagao vemos dgue para dimensoes pares as
funcgoes de Jost nao sac univalentes.

Se continuampos usando a mesma definigao para os

elementos de matriz &,

_f (2.5.34)

podemos conciuir gue as funqSes de Jogt continuam com  a
propriedade de distinguir entre o3 polos de Eq(k) agueles
que realmente representam estados ligados. Estes SETa0 carac-
terizados pelos zeros de 3k} em Im(k> > ©O.

Para gncerrar esta relaggo de propriedades das
funQSEs Jost vamos citar, sem demonstrar, que f“‘d(k} e
analitica no semiplano superior para potenci.ais gue 3satisgsfa-
gam as mMesmas condigdegs gue deo capituls anterior. Tamhbem
egperamcs 4gue as funqges de Jost se aproximem de "i" Jquando o
madule de ¥k for muito grande, .jét que nestese regime esperamas

poder desprezar o polencial.

2.6~ RELAGAQ ENTRE MOMENTO ANGULAR E DIMENSAQ

Analigamos o probisma do egpalhamento em dimensoes
superiores defininds as funqaes regulares e irregulares para
a equaqao {(2.5.33). Podemos encanirar uma relaqﬁo entre
aguela equaqé’m e a equaq§0 de Schrodinger em tres dimen-

soes. Fagamos a iransformagao:
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P-1
ok, r) = (kr) 2 Pk,r) {(2.6.1)

onde ¢{k,r3 & suposta uma =soclugaoc gualquer de (2.5.3).

Chitemos entao a seguinte equaqao para Pk, r):

2 R
@ - - (p-1) Z‘P”’ Kk, 1) = V) vik,r) (2.6.2)
dr 4y

3 | - . .
Mas =3ta e Justamentie a egquagaoc radial de Zchrodinger em

tres dimensces  para:
1 = (p-1y72 (2.6.3)
Esta relagao & de grande importancia. Ela nos

diz gque toda s::;lur;é{o da equaqéio radial de Schrodinger em
dimensao superior para mometo angular nulo difere por apenas
um fator, 4o tipo r elevade a uma poténcia, da sclquxo da
equaq;{o de Schroedinger em trés dimensoes e momento angu-
lar gdiferente de zero, para ¢ mesmo potencial, Devemos investi-
gar agora a questé{o das condiqﬁes de contorno gue usamos
para definir as soiuq%es regulares e irregulares. E tacil

. ] ) ,

enconirar que realmente a solugao irregular para d=3 e

levada a soluq?.—io irregular para tres dimensoes:

£ (k) = (kr) £, {k,r) (2.6.4)

Usando as definigoes das fungoes de Jost em ter-
mos dos wvalores das solques irregulares na origem obtemos

que as funqaes de Jost s3o identicas (f*d(kj =
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f*gl(k)). Como consequénci-a deste fato podemos con-—
cluir gue todoa estado ligado em trés dimensdées com momento
angular .1 bem definide corresponde a 1um estado ligado em dimen-
£a0  superior cem simetria (hiperlesferica. 0 m=smo vale
para ressonancias gque correspondem a gzeros da fungao de
Jost prc’)ximos ag elxo real de k para 1 inteire, dandgo como
consequéncia um pico na contribuiq%o daduela orida parcial
para a squo de chogue. Isto ftambem pode szer visto como o
resultado de um zero da func_:gm de. Josl em dimensoes supe-
riores impares pr6x1m0 ao  eixo real de k.

Esta 1"elaqe:0 enire dimensao e momento angular

n&n{o e completa no gentido de previlegiar dimensaes imw
pares. As dimenszoes pares correspondem mometitos angula-
res orbitais szemiinteiros dgue nao sao observados na nature-
za.

Esta r'elagg.o gritre momentao angular e dimengan
poassibilita dar uma nova interpretaqao as assim chamadas
tz"a._}‘etérias de Regg‘euB)s(l‘”. AS trajetérias de Regpe
resultam de se acompanhar o deélocamento de um zerg da func;é{a
de Jost {oun polo da matriz 8) no plano cemplexo 1 (momento
angular) ao wariarmos Kk centinuamente. Isto é, faz-s5e umma
continuaqﬁo analitica de modo a definir as funqaes de
Jost para momentic angular complexo. Isto pode ser feito direta-
mente ternanda 1 nao fisico nas equaqaes (1.8.9),
£1.8.21) e {1.8.22). Toma-ge entas um momento arigular arbi-
trario (provavelmente inteiro) e um valor de K gue resulte
numa funqéio de Joszt nula. Se Im{k)>O = Re{k}=0 eszstaremos

diante de um estado ligadoe verdadeiro. Agora variamos kK conti-
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nuamente wvariande concomitantemente o wvalor de 1. de mode a gue
a funq&o de Jost continue nula. Este procedimento definira .
uma trajetéria no’ planc complexo 1. Sempre gue a trajetéria
paszar por um valor de 1 féshx) teremos unm  noy estado liga-
do. Por outro lado passando pr&ximo a um 1 fisico mas para
k » O ‘teremos provavelmente uma ressonancia. Assim esta
trajetoria i1iga varios estados ligados e ressonancias
para energias diferenies e momentos angulares distintes.

A relaqgo encontrada  acima permite interpretar a
trajetérié de Regge como se processande no plane complexo 4da
dimensac. Tstados ligados com momente angular nule em dimen-
s0es diferentes estao conectados pela trajetéria de ?egge
na dimensao. Como a transformagaoc entre momento angular e
dimensao & linear oteremos trajetérias senmielhantes as
'trajetérias no planco 1. A cantinuagao analitica neces-
saria péra ebter as funq%es de Jost para dimensoes com-
plexas sera dada pelas equaqaes (2.5.10), (2.5.11) e
(2.5.6) tomando d complexo nestas exXpressoes.

Ista relagac entre as fungoes de Jost em dimen-
soes superiores e fuhqéo de Joast em dimensao usual com
momento angular nae nulo permite ainda demongirar a sua
anatiticidade no plano superior e o limite unitaris gquando
sob as condigoes citadas na seq&o 1.6 para |k[——>m,

Cutra quest§0 gque devemos investigar e gquanto a
degeneresc@ncia. A onda s em gqualdquer dimensao & nao

) 3
degenerada. Para um valor fixo da energia g£c ha um esztado

ligado gue apresente funqﬁo de onda com simetria esferica.
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superiores teremos gue atacar esta equaqgo e definir suas

~n

solugoes regular e irregulares, Para manter a analige uni-

forme vamos novamente fazer a tr'an:for-maqgm:

d -p . d )

iP)QI(k,J:) = r o, (k,r

de mode gque teremos de lidar com a equagaoc

4’ _ a3

dar? r

DJ|D.:
=

o &L&z_piw 60 (kT = V@S (D) (2.7.3)
r

A& vantagemw deasia transfm‘maqgo, repetimos, esta am gue ela
permite gue o valor da fum;glo de onda irregular seja Tfinito e
geralmente nac nule na origem, para a onga 3.

O programa a ser seguido agora & claro. Devemos
definir as solugaes irregulares & regulares rda equaqé’m
(2.7.3) atraves de g2us comportamentos assintoticos. Notan-
do gue para Tr--rwm a equaggo e torna a meszma  que para
momento angular nule e poltencial de&pre:ﬂ?vel, definimos as

solucgoes irregultares pelas mesmas condigoes:

d 1 (2.7.4)

=
i
Ik

lim (kr)

Yr-rce

b

0 comportamente na origem sera evidentemente mogi-
ficado Jé gue temoes agora uma potencial efetivo gue e ¢oM-
porta de maneira singular na origep. Para encontrar os possi~
veis comportamentos na origem expandimos a solugao em serie
de poténcias na. origem e substituimos na equagao (2.7.3). A

L + £
potencia de menor ordem e encontrada entao ser r{p+13
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ou ri{-1) O mesmo argumenic quanto a ateltabilidade £i-
gica da soluqéo na origem nos leva a exigir o primeiro tipe
de comportamento. Definimos entaoc a goluqac: regular pela

condigao de contorno:

lim v~ (PHY) wdig 1y = 1 (2.7.5)
r+0
As solugaes irregulares, por outro ladoe apresenta-

rac geralmente ¢ comportamento:

£

fid(k,r) — % Cte r (2.7.6)

r 0
gue nao e aceitavel fizicamente,

Novamente e lmportante definir estas soluqaes
atraves de equéq&es integratis. Eztas terao COmo termos
nao homogéneos as solxlq?ies para a particula livre.
Fstaz se obtem trangformando a equagaoc (2.7.32 na equa-

GAD de Bessel, multiplicandc-se a solquo daguela por

pot@ncias adeguadas de T. CGhtemos entaon as soluqSes:

+i%(p+22+l)

+d (0) _ m p/2
AT (p+20+1)
-a(0) _ 4 i p/2 2
£, (k,r) = e 5 (kr) Hp/zﬂ(kr) (2.7.7.b)
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- 2.7.8
rbg(o)(k,r) =k (£+p/2)1"(9,+123+1)rp/zj (er) (5 )

p/2+L

ﬁs'funq'ées de Green Tambem sac achadas facilmente
do mesmo modo gque itratamos o caso da onda 3. Obtemos entao as

equaqaes integrais:

ke
f -

0

] h [ ] d I 1
U g BN o 0) = T o) B oo G ) WVt 6 (k,x' )
(2.7.9)
e
r -
f-jlgl-d(k'r) - f“;z"d(o) (k,r) + J (_ }Q‘E) r! (l"P/z) rp/2
]
1 H T 1
EP/2+9/(]¢)H;/2+2 Jp/2+£(kr )Hil}/erg(kr)] V(r') £ " (k,x")dr
(2.7.10)
FPara a funqgo de onda  fisica teremos:
_ /T p/2 T (-p/2) p/2
Gike) = /3 0P 3 ) +f Ix P
]
) B ) vien) Ck,rn)dr
Jp/2+ <! Tp/2+ > [}
(2.7.113

Por funggo de onda fisica entendemos aquela gue Ccomparece
na e)cpansgo da funq;?lo de onda total em d dimensotes dada
na equaqé{o {(2.4.1). Esta funqeﬂio & definida entaoc por:

p-2 -
-+ 2 2 -p .d
wg(l‘é,r) =2 /% r(Izl) } Qup)i” p,(costp) (k) P U, (k,x)

=0 (2.7.12)
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¢, (k,r) = —= E‘ k) £, (k,o) -F, (k) £ (k.-rﬂ o
£ 2P L% L £ £ | (e.7.15)
cnde:
T -
ilz (p+2241) X o 250) L4
1d e {2 24p) (p/2+8) /1 Ti{p/2+L) .*
Fo (k) = 7 2 ‘/"2" —EEE= £ ) (2.7.16)

Fszia eguagac nes permite encontirar o cemportamento

no infinite da solucgde regular:

pi
2

$20c,1) ——{F 0 |Gy 2 K P senfrrd(k) - 7 (pr20-1) (2.7.27)

onde & & a tase de f*93(k). Este comportamento
noes  permite entae encenirar a <cohtante de propercicnalidade

entre a sclugac regular e a sclugac flsica. Obtemos:

i-} (p+26+1)
d
Ug(k,r) = ¢, (k,r) (2.7.18)

FE (k)

Esta pen{lltima equaqge nos permite tambem identificar a
fase da funqgo de Jost com o deslocamente de fase da so0-
1uQ§0 fis;ca.

Vimes pertante gue € possivel generalizar o c¢on-
ceitlo  de :funQSes de Jozt tftambem para dimensoes superiores
e momentos angulares nac nulos. Fodemos nos perguntar agora
sobre a relag§0 enntre momentos angulares superiores: em dimen-
s0es supericras e momentos angularas supericres anl tres

dimensdes. Istc e =se ha relacgao entre as fungees de
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Jost naguelas duas situacgoes. A resposta e novamente afir-
mativa,.

Fodemos chegar a resposta a pergunta formulada no
paragrafo precedente fazendo (K, = r{P-1372% 1, ry.
Se a primeira satisfaz a equagdoc (2.7.3) ©para momento
angular 1 a segunda obedeces a eq‘uaqao radial de GSchrodinger
an tres dimensoes para momento angular 1° dado por:

1" = 1 + {p-1)-2 (2.7.19)

Novamente temos de conferir as condigoes de contor-
e respecitivas e ohitemos a relaqgtoz

p1
f;:d(k,r) = (kr) 2 g3 o1 (k,x) (2.7.20)
,Q+—:2———

Para as fungges de Jost obiemos a igtialdadge:

f;d(k) f+3 . (k) {2.7.213

2+—E%-

Vemos portants gue & senmpre possivel encontirar um
momente angular {ainda dgue fracionério) tal dgue as caracte-
risticas de wum determinado estade de Uuma pal‘ticula em di-
Mensao superior seja oblide por meio de um problema  edguiva-
lente em dimensao wusual.

A analogia s0 nac e perfeita malis uma Vvez no
gque diz respeito a deg‘enerescéncia. e permitimos depen-—
dencia nao s6 em 8 mas em todo os angulos ao reali-
zar a analise de ondas parciais teremos de usar nao mais 08
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polinomios de Gegenabauer nmas as fungoes 1'1iperesféri—

cas i)

H

B e

Az funqdes hiperesféricas SAQ soilugoes da

L . -
vz Y er r Fewaay ):O (d.?.af:)
r Q,( 1, ¢, ¢p

N -~ . 3 -
Elas generalisam s harmonicos esfericos para Jualqguer
dimensao e podem s=er utilizadas para. a expansao de nma
fungao gualduer dos éngulos g e ¢ Se Yir} e

ama solugao da equaqgo de Schredinger e fazemos:

V) = ) Yy (8, b, Ggreens 0) = 0 (2.7.23)

obtemos Jue Wird satisfaz a equaqgo (e.7.13. A -.Func_:go
acima definida representa unma par'ticula coll momento anguliar
total ﬁ21(1+p) mais genérica gue a anterior.

Existe am NUMEro H de fuaneS, hipergeométricas

independentes:

{2+p-1)! (2.7.24)
Lip:

N = (22+p)

Eszta portanto e a degenerescgncia da energia para o mesmo
valor do momente angular total. Ela e diferente conforme a

dimensao mesmo para o mesmo valor da energia.
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CAPITULO 111

EXEWPLOS DE POTENCIAIS ANALITICAMENTE SOLUVEIS

3.1- INTRODUGAO:

Neste capitulo pretendemos apresentar alguns exem-
plos de potencials due permitam calcular as funqSes de Jost
enm dimensdes arbitrarias. Comegaremos com o pego exferico
de potencial gue devido a sua simplicidade nog permite utiii-
zar o8 oconceitos introduzideg no capitulo segundo sem neceg-—
sidade de dgualdguer generalizaggo. Em seguida titrataremos dos
potenciaisz de Bargmann dque sac interessantes pels resultam em
uma funt;._z.o de Jest e num elemento de matriz § para dimen-
sAo e momente angular fixos com a dependeéncia em k"
atraves de umna :Eunc_:.?m racional. A seguir discutiremos o©
oscilador harmonico e © potenncial <Coulombiano gue Treqguerem
modificaqges nas definiq&és introduzidas no zegunido capi-
tulo, Jé gue nao pertencem a classe dos potenciatis que
satizfazem a (1.6.15) ou (1.6.167. Veremos entaoc gue mesmo
sem satiafazer équelas restriqaes pode-3e definir funqaes
de Jost gue mantenham algumas das propriedades c¢litadasg nos

capitulos anteriores, em egpecial o fatce de ‘seus zeros resul-

tarem nos estadoes ligados.
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3.2~ POCO ESFERICO DE POTENCIAL

Consideraremos o seguinte potencia1(i5x(16),

-V , &g Tr<a

n

O . %8B I'>a (3.

Este noz fornecera a equaqgo radial de Schrodinger:

2 2 " 2
%ﬂ-i—_-+—@—-l— +k—+v_lw(r):0

d
dr 2 r dar 2m .

para r<a €, para UIrra, leremos:

h% [a? da-1 a k?
mh+wm+m V(r) = 0 (3.2.2)
dr r dr 2m

Se agora fazemos a tr—ansformaqﬁo da func_go de onda descriia

ne capitulo 2, sega 5, Y{r) = rTPe(py, ficare-
mos com a equagé“m, ap6s fazer W = Zm = 1:
00 - 22 5 + RN = ve F e (20203
Para r < a obtemos a seguinte fungao de onda:
+H S (pHl)
£ k) mae 2 EA o)P? i, (k'x) +
(1) b
g (pHl)
eme T 2 (PR ) (3.2.4)

~

‘ ~ T ~
ornde ot e "B sao constantes due dao a splugao

1)
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. 1 a . e
anterior o carater de selugoes gerais. Ma eguagac ante-
rior teremos tambem k€ - kS o+ Vv

For outro 1lado para r > a obtemos:

411(p+1)
Y k) 2 e 4 /77 (kr)P/? H;/z(kr) [(3.2.5)

S gue e a mesma solquo apresentada na seg§0 2.5 para &
cnda livre. A condigao de ceontorno cbedecdida pels selugac
acima (2.5.3) & a adequada para as soluqSes irregulares.
Fara encontrar as constantes a e B temos de
impor as condiqaes de contornoe dadas pela continuidade da
func_:gw de onda e d4de sua derivada espacial ao atravessar a

L
degsconiinuidade do potencial em r-a. © resultado sera

kit mr® - xrptae?
k! H'2H|1 _ HlllHlZ'I

Fan
w
n

.6

P R D P |
B = k'H'H kH'H (3.2.7)

k! [H! 21‘_111 _ H|1H|21

Onde adotamos a notagao:

i i
H = Hprp(ka),
P o
H = Hprp(ka), (3.2.8)
1 1 .
H = Hp,fa(k al,
2 2

H = Hpop(k &) (3.2.9)
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e H ‘
e notasgac analocga para as derivadas, #ue 3se referem sempre
ac argumento da fungao de Bessel.
Az funqaes de Jogt se obtem entao diretamente

da definiqao {2.5.5). G rezultade . &

2
+d .y __1 x P/ -1 URSERE 'yl ] (3.2.10)
£ k) = 2'IT(k,) a ka/2(ka)Jp/2(k a) ka/z(k a)Hp/z(ka)

Podemos comprovar as propriedades Jé citadas das
-funr;_?:es de  Jost. Para wver gque guando o momento tende a

infinito {em modulo), =a funQEio de Jost e aproxima de um

basta notar gue, nete limite teremos k --> k e(8Xx
J . ,e (k'a)——%’/——-%w'-*-oos(k'a I {p+1))
p'/z k'a A (3.2.11)
' i(ka - & (p+l))
) A 7 (3.2.12)
Hp/Z(ka)_+ mka €

o . 1
o8 estados ligados serao obtidos atraves dos

ZEeros de ,fdll’_k), R3] sae Ja, 02 avnto-valores do
Hamiltoniano serac, as ralzes da equagao:

v %p/z(vﬁ a) I, 0c'a) = k'jfp/z(k'a) K O @) (3.2.13)
e a energia sera E = -k  Aqui Ky.op(E) & a fungao
modificada de Bessel(®) o & = /Tiﬁ” E .

Ohservencs gque poderiamos ter obtido a mesma
equaf;ﬁio resolvendo diretamente o] problema de aute-valores

para a equaq§0 {3.2.1) do¢ modo usual exigindoe bom comporta-



86

mente tanto na origem como ne ilnfim'to. Obteriamos entaec o
mesmao resultado.

Para tornar completa a anélise inciuimes o valcr da
:Eunqgo de onda reginlar, calculada de modo anél(zsgo a
irregular, notandc dgue para 1r < a a soluq;:io sera a mesma

que para a onda livre (2.5.11). Teremos portante:

) = i a k' P2 T2+ 1) 272 P2y

2 e T2 Tt - iy e Tl 2 ~
[{KJPI KJH}HP/Z(}G:) {RT'A P‘JH}Hp/z(kr)] (3.2.14)

para rra e para r<a

¢d(k,r): X' ~p/2 2p/2 (p/2 + 1) rp/z (k'r) {2.2.15)

p/

Pode-se calcular ainda a segunda fungaog irreguiar

f“d(k,r), de modo exiremamente semelhante an usado para

encontrar f“d(k,r}, 5] obter entao f‘d(k). Verifica-se
entac gque realmente valem as relagoes
90,0 = [F %k, 1)] (3.2.16)
e
= ¢4 3.2.17
= [£ T (k" ]* (3.2.17)

Tambem se verifica explicitamente que a relagac

{(2.5.232 gue expreszza a soluqﬁo reguilar Como con1binaq§o
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_ _ . , .
iinear das irreguiares e valida neste cago. Conszeguentemen-
te a fase da fungao de Jost nes dara o desiocamento de

fase.

3.3- FPOTENCIAIS DE EARGHANN

Como um segundoe exemplo de potencial due resulte em
uma funt.;gw de Josl Jde interessze lidaremos com ¢85 polenciais
de RBargmann. Tratam-se de poetengiais qgque resultam em func;ﬁ_es
de Joszt e elemento de matriz &, para um determinade momento
angular f(em 3 dimengdes) gue sao fungoes racionais  do
momentc "K". Eles servem de modelos simples due permitem a
1ntr0dug§o de estados Jigados e ressonancias com a energia
gue Se dese je. Foram eles introduzidos iniciaimente por
Bargmann em 1949(18) ge modo restrite scmente & onda S.

Para encontrar tais potenciais seguiremos inicial-
mente um procedimento devidoe a R. G. Newton(?) gque possi-

bilita construir tals potenciais para momentoe angular arbi-

trario. Trata-se de um métedo desenvelvido inicialmente por

W. R. Theis{19),  Dpevide a relaqao encontrada enlre mo-
mento angular e dimens%o, este metodo possibilita gene-
ralizar tais potenciais para dimensao arbitraria. t egte

metodo adaptado para nossas pretenqaes gque discutiremos a
seguir.
A importancia dos potenciaisz de Bargmann reside

ainda em gue eles foram o8 primeirogz exemplos de Solugao 4o
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problema inverso do espalhamento. O problema inverso consiste
de, ao inves de calcularmos os resultados do egpalhamentio de
uma particula poer  petencial conhecido, encontrar o potencial
que pr-od-uza certos resultados do espalhamento experimentalmentie
cbservado, Mesdle caso dueremos Jue a funqﬁao de Jost tenha
uma forma determinada.

Queremos portante 4ue as :funQSes de Jast itenham a

forma:

k-

+ I
F (k) = :
o =3 wE (3.3.1)
i
cnde @y & By sdo constantes arbitrarias,
Denotaremocs ainda:
Ay T Ky, se Im{a;l > O
Ai T ¥is se Im{ay) < Q.
(3.3.23
Observemos que somente para K = x4 (quandoc Re(xi1=0}
E—: que teramosg verdadeiros estados ligados. Em k =
By™ teremos um polo falspg da mairiz S:
k—a* k-B,
1 {(3.3.3)

SkK)=" it .
L x-B* k-o.
1 1

Para encontrar os potenciais que produzam (3.3.1)
intreduzimos as fungoes:’

(9) +(9)
Wi, " B.,r),f
X, (k,x) = [os " 2,

1 BZ - k2
1

(k1] (3.2.4)
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e
0 0
wiog Je,m), 88" 0e,x)]
Y. (k,r) = {(3.3.5)
. B - k*
I
agui $01(k,r) e Y0 (K, sao as sotu-

QSes regulares e irregulares da equaq%o de Schrodinger para
onda livre.
Definimos a segulr as funqaes Ki(r) atraves

~ , ,
das - eguacgoes algebricas:

T —~ . 1)K _ _ o) X (2.3.63

i Xl( ijr) l(r) f/@ ( jtr)

N +(0) 0 (3.3.7)
(=x,,r) —c. Y. (x.,v3} = ~f -X.,¥) + c.p (X.,r

I g em) = eg¥ (s )] g (EyE) o+ ey ()

agui Cj sao contantes ar‘bit.rérias, havendo uma para

cada estado ligado. Sua maior importéncia reside em dque elas

a0 parémetros da degenerescgncia do potencial,. Qu zeja

av final to progessoe teremes uma familia de potencials para
cada funqao de Jost gque resulte em estados ligados.

E  facil mostrar entao que as funqées

hik,) =€) 0,0 + 2K (00X, (k1) (3.3.8)
1

¢é0) (k,x) + I Ki(r)Yi k,xr)

1

m

g(k,r)

eguaAgoes!

W~
[

satisfazem
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2
- §_2 hik,r) + [L(A4+L) T~ + V() - K¥]h(k,1) (3.3.10)
ar _
o ==£ %}r)XiGgr)
2 _ -
- g-ﬂ;g(k,r) + R+ V) - K] glk,x) (3.3.113
dr
ande = i p; (¥) ¥, (k,x)
_ 5, d (o) (3.3.12)
V(r) =2 = [E K, (r)é, ' (B;,1)]
e
2
— -2 a2 (3.3.13)
p; (¥) " K. ) + R © + V() Bi] K, (r)
Pode-se agora demonstirar gue pilro e geral-
teremog de notar gue devide as pré~

mente nulo. Para iszto

prias definigoes

condigoes:

h (_Yirr)

as fungoes

=0

h(-x.,r) - c. gl{x.,r) =0
] ] g 3 )

Conseguenteniente

pode-se

vel

hi{k,r)

que

e gkl

atraves

L3
satisfazem as

(3.3.14)

(3.3.45)

das equaqges
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(3.3.10) e (3.3.11) se demonstra a validade das seguintes

relagoes alg‘ébricas:

Exi(—yj,r)pi(r) =0 ‘ (3.3.16)

)X — _ _ (3.3.17)

1

Vistas coma equaqses matriciais homog@neas para
pi’r-}, devido ao carater genérice das constantes, cCorn -
cluimos que p(r) e nulo.

Asszim as funq%es hik,r) e g(k.,ra san soluqaes
da equaqgo de Schrodinger para o potencial Virl Yeremos Jue
podenios relaciona-las com Aas soluq'o"es, regular e irregular.
FPrecisamos estudar as condiqaes de contorno satisfeitas por

aguelas solugoes.

Fara F——>m guando Im{E;> < o] gbtem-ge,
utiiizando 08 conmportamentos assintét.icos das soluqdes vara

ongda livre:

~-imR/2 i (k+Bi) r

~(2441) T (241/2 i )
X, (k,r) — ( )Tt e = {2.3.18)
1 r Bt 2B. (k+B. )
1 1 1
o
i)? [r(+1/2)]2 BT ‘
Y, (x.,r) — . & (3.3.1%)
13 72 XR B’f“ 4 B. x.(x.-B,)
j i i35 1

Substituinda nag equacgoes (3.3.6) e {3.3.7) obtemos

gue
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1B, ~118,/2
K, (r) e (28+1)T(+1/2) e
lim —= _a {(3.3.20)
e+l i
21 B,
5o : 1
onde as constahtes ay zatisfazem a
a,
1-7 1 = 0 v, £3.3.21)
0B, g
i 731

Has ests e Justamente o comportamentoe da fun-f;_'ao de Jogst
(3.3.13 a expressgo & nula para k=g e tem um polao

em k=B; sendo ainda uma fungao racional de k. ODbtemos

entao gue:
da,
+
£,0k) =1-2 L (3.3.22)
i k—Bi

kKesta wver gue =esta e realmente a funqgo de Jost
produzida pelao patencial V{r. U=zando (3.3.8), (3.3.212 e

(3.3.23) obiemas:

hik,r) »~ e f (k) (%.3.23)

Portante a solugao irregular para o potencial V{r)

Se!‘é:

+ _ hik,r) (3.3.24)

Po mesmo modo =e demonstra que g1(k,r) satisfaxr

4 mesma condigao de contorno gue & solugao regular da
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equaq%o de Schrodinger. E suficiente tomar o limite guando
r tende a =Zero das equaqé".o (2.3.9) e ohservar «aue devido a
(3.3.8) e (3.3.7) teremos:

lJ'_mr’Q'Ki(r):cte ({3.3.25%)

=0

A zeguir e facil encontrar o comportamento asggsin-
tatico guande r tende a infinito de g(k,r):

(28+1) -imk/2 i +
g(k,r} - l e+ 1/2) e e £f (k) -
2ik [
| 7k
+i ﬁﬂ,
5 —ikr (3.3.26
2D g+ 1/2)e £ k) e )
g 2 :
Tk
Tgando as r-elaqaes (2.7.15) e (2.7.16) chegamos entao a
conclusdo de gque £' (k) e realmente a fungao de
Jost para este potencial.

Podemos entga, tsando a relaqao momento angular
dimensao, enncontrar os potenciais de Bargmann para dimen-
saes superiores,

Por exemplo, 3¢ dJueremos apenas um polo que nao
corresponda a estado ligado, 1isto e se guerenos  Jued

oy - ko (2.3.27)

£k =5
oride Y= ~ia, B= -1b e a,b>0C, obrtemtos, se aplicamos 0

metaodo:



2
5 28 ) [YH?‘J +B” 7 H
[vi1T+ BHT
1 . (3.3.28)
~ (y2-B?) HZJ? + EBJJH —YHHJJ]
ou
v &)zzzg_[lgijiﬁg_ (3.3.29)
d drlijJ+-Hﬂ)
onde
1
H = Hp/g( wr
. 1
H=-14d Hp p(-¥r)
¥y d
J = Jpop(Br)
J - 14 Jprp(Br) (3.3.30)
g ar
ohsr  p=(d-2).
A fungao de onda irregular sera:
T
ir(p-1)
+ _ i o4 /T p/2 1
fd(k,r)— + i e /2 {kr) Hp/2(kr) X
A (k) )|
x _R/? _ g _p/2
=
r) I (Br)
K+B B?- y? - ez p/?2 —~
+ : x
Y O (B-)) (R+y) : -
R T) T ,,(BT)
Y —-E-—-———-—--- + B -—R"--——/
- 7 (B (3.3.31)
Ao 2 () p/2 P

O elemenio de matrliz 8 sera.
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E+b K~y {3.2.32)

onde 3e deve observar o polo false em K=+ib,

. ~a 3
Finalmente a fungao de onda regultar sera:

¢d(k,r) - g P/2 ,p/2 T'(p/2 + 1) P72 Jp/z(kr)
E{J /2(kr) i B%]
174 BZ—YZ ) — Jp/2 (kr)
2 _ 2 . 7
B7-K [—E—-FB%‘{ (3.3.33)

3.4- FUNGOES DE JOST PARA O OSCILADOR HARMONICO

O vovscilador harmonico e um exemplo de um  sistema
fisico para o qual nag se pode falar propriamenie de espa-
lhamento. Comao a potencial cresce CO a distancia nao
existem estados nao ligados. Mesmo assim podelios definir
funqaes de Jost gque relacionam 501L1q5e5 reguliares & irregu-
lares da equaqgo radial de Schrodinger ¢ cujos Zeros darao
s estados ligados. Em tres dimensoes elas foram introduzi-
das, para‘o vscilador harmonico, pmrﬁ Alessandrini e Glambilagi
em 1963(20),

Em 4 dimensotes teremos a equaq&o radial de Schro-
ginger dada pela equagao (2.7.13. _Anterlor‘mente haviamos
redefinido a fum;amua de onda de modo a que o valer da funqg.o

de onda irregular na origem fosse d{inttce = nao nule (para
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onda 5. YVamos continuwar usandoe a mezma definigao, 35{ giie
. - . A . »
na origem o potenciai para o¢ oescilador harmoenico sera bem
. : . 3
comportado no sentido dado no primeiro capitulo, Portanto

novamante fazemos:
-pD
p(r) = r = ¢{(r)

e a equagao para ${ry neste caso  resulta:

[12 _fd=3) d | 5 _ gzp2_ &ﬂi}zl] p{r) =0 (3.49.1)

dr r dr r
onde 2"B" e & frequéncia (cléssica} do pscilador e rE"
a energia do sistema. Heste caso naoc resulta de interesse
introduZir a variavel ng o CoHIG se Vera a seguir.

Busguemos polg as sulugaes de ({3.4.13. Para tanto
fazemos:

d{r) = r(p"HI’) exp(-1/2 Br?) p(xr) {2.49.2)

e transformamos a variavel de r para:

£ = Br?

obterndo entao a egilangao:

2 —
¢ d — plE) + l:Bi%%ﬁ - E] a4 (r) + LE B[E+2ﬂ,+21) o(5)
dg at B
£3.4.3)

) B ] ~
gq1le nada mais- e gue a eguagac confluente hypergeometrica:
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2
2 L vz) + (cmz) & v(z) - a Y(2) (3.4.4)
2 dz
dz

para os coeficientes

az P + 21 + 2 _ _E (3.4.5)
4 4B
e

¢c = P « 21 + 2 {3.4.86)

2

segundo notaqgo de Morse e Feshbachcal) teremos

duas soluc;Ses independentes de (3.4.6) dadas por:

a(a+l) 2 a{atl) (a+2) 2

_ a atatl)
F(alc|z) = 1+ c 27 2Tclcyay © 3T (o+1) (et2) = &
(3.4.73
e
gl-c F(‘a—c+l]2—c|z‘) (5.7.8)

Ohgervando gque a segunda destas olugoes @ singu-

i
Lol

lar na origem ( levande a uma densidade de probabilidade infi-

nita de encontar & particula na origem} d8f1ﬂ1]’£‘3§105 a solu-

gd0  Tregular  como:
¢‘E(E’r) = rP“H?' exp (- %: Br2) F(Et‘?..:li“i% - %—B_ 'B*Lg‘z“gl Br?)

(3.4.9)

3

cujo comportamento na origem  sera o ._jé definido no capil-

tulo anterior:
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~(p+L) .d (3.4.10)

lim <« qbﬁ(E,r) =1

r-+0

Tais Solugges sao bem comportadas na orrigem mas
no  infinite geralmente divergem. Para definir as soluqaes
irregulares precisaremos redefinir as condiqﬁes gy} infinito
onde o pPpoltencial diverge. Ohviaments as definiqaes anteriocres
nac funcinarao ‘neste  caso. Paodemos recorrer a outras duas
goluQEeS independentes da equaqao contliuente hypergeomé-

trica:

) Z_a—-c a-1 -
v (alclz) = == J exp(-)u® (1 - aw (3T
! I'Tc-a)
&
iar _—-a (®
_l - __1
U, (alelz) = exp(~w)u" (1 + %)C a {3.4.12)
T{a)
0
cu jos comportamentos assintoticos $an:
[8) (a|C|a) —_— za"C exp(z) (3.4.133
! 2] - =
e
iaw _a (3.4.14)

Uz(a c z) ——— e z
|z| + =

Definimos entgo as soplugoes irregulares
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+
f?R(E,r) = M exp (- % Brz)Uz(Ei%&i% - é% IEi%&iz | Br?) (3.4.15)
e

3
fSR(E,r) =r+pexp(—%]3r2)U1(Ei§-&tg) ~%|5P%&21Br2) (3.4.16)

caon 08 comportamentos assintoticos:

E 28+2
T (p+22+2 _ _}13_) B{ZIB' }
4 1B
f?R(E'I) —— 2
r>ow
X ¥ exp(-1/2 Br°) = 0 (3.4.17)
e
[erzuz, E} ez K
d 4 4B S 2 4B 2 ~
fzg(E'r) — B v exp(l/2 Br®) = «
r—- «
{3.4.18)
Estes cemportamentos sap bem diferentes dos Compor-
tamentos usuals para petenciais Dbem comportados. Ho entanto,
devida‘ &0 ceomportamento aceitavel fizicamente de
fdltlz,r) no infinito, as .funqaes de Jost podem ger

c a .
definidas atraves do Wronskiano:

d R P d -(a-3) _ .
£, (E) = WLfM(E,r), ¢R(E,r)jlr (3.4.19)
Pode-se demongtrar que fdliE} independe de .

Realmente lemdbrando gue o© Wronskiano de duas soluqaes da

equagao (3.4.1) tem a dependencia espacial do  tipo
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const .rld—-3) 0z zZeros da fungac de Jost corresgsponde-
rap  entao a estados ligados, pnls guando isto ocorrer as
solugoes regular € irregular serac proporcienais.

Podemos Investigar agora as relaqges entre a fun-
Qé{o de Jost e as soluqaes regular e irregulares tentando
expressar a solquxo regular como combinaqgo das irregula-
res. Anteriormente F*dl(k,r) e F*dl(k,r} eram soiu-
(;Ses independentes. Agora nac temos esta relat}‘;lo pois  as

s

Ses irregulares deperndem apenas de E e naoc de K.

s

ciu

Ly

Podemos 1o entanto encontrar relagoe analogas agquelas gque
relacieravam as duas solques irregularss como continuaqaes
analiticas wuma da outra.

TUtilizando entao a relaqao { gue se demonstra

facilmente atraves das equaqaes integrais definidorash

Ul(g—a|c|z) = e’y (E+alc|elﬂz) (3.4.20)
2 2 2
encontramos a relaqé[o entre as duas soluoes irregulares:
p+i
_l'ﬂ'(*-'z*'“) .
fgg(E,r) = @ fiﬂ( g, eX™/2y (3.4.21)

esta entao e a :‘elaqao gue substitui (2.5.9) para o caso

do oscilador harmonico. Usando agera a relagao:

F(alc[z) :%—{—g—;— Ul(a|c|z) + %—E—zi——a—j—Uz(aM]z) (3.4.22)

podemos encentrar a expressac pretendida:
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a re P g r(c) 3.4.23)
_Tlc o c (3.4.273
¢ Ex) = Foy e £, (B, + s £, (8,1)

onde "a" e "C" estao definidas em {3.4.5) e (3.4.&). A partiir

gesta obtemos entaoc ag fungoes de Jost:

pt+i

_ im (=)
de(E) = P %—:—g—e 2 WEE(;Q(—E,J'I), ffR(E,r)] {3.4.24)

e c¢algulando ¢ Wronskiane usandoe o comportamentao assintotice

destas funsooes  obtemos  finalmente:

pr2i+2
4 e B+ gy in®2A2 L
fz(E): B e (2.4.25)
F(p+252,+2 _ B
4 4B

0s estados ligados serao dados pelos zeros de

£43(k) ou o©s polos da fungao [{{p+21+2)-4 - E-4B).
Portanto:
- d (3.4.26)
Ek(2n+2+-§)hm

onde novamente inserimosg os fatores h e Im.
Vale a pena ressaltar gue a funqgio de Josi depende

L x
somente de (p+21) e nac de "p" e 1" separadamente, ¢ dqua e

um reflexo da relaqz—."io entre dimensao e wmomenio angular por

nos encontrada. Finalmente pode-ze notar dque a fungao de

Jost poderia egquivalentemente ter side definida por:
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. g d
fg(E,r) = lim x7(28+p) flR(E,r) ' (3.4.27)
0
relaqao gue decorre de se utilizar a expressgoz
: _ T (1l-c) ima
u, (alclz) = Tiay Fla|c|z) +
+I‘(c-l) oina Zl—-c F(a—c+’l|2—C|Z) (3.4.28)

I'(a)
N
e utilizar a expansao do sgegunde membre na origem.
A degenerescencia neste casgo, como no pogo esfe—

rico de potlencial e no potencial Coulombiano tratado a seguir,

» E) ~ ) . H] R
sera dado pelo numero de harmonicos hiperesfericos
independentes para cada valor de "d" e "1", como vimos no
capitulo anterior. ¢ mezmo valer das energias foi  obtlido

tambem por Guilhermo Dussel gue reselve o problema de auto-
valores atraves da equaqur;x {2.4.3) reconhecendo-a Como &
equaqgo de Laguerre.

A conclusgw desta ser;;éuxo é pc;is. Jue embora 0
potencial nao seja bem compartado no sentido do primeiro
capitulo & possivel ainda assim gehneralizar o con(feito das
funqaes de Jost gue retem muitas de suas propriedades, ou

apresentam propriedades séemelihantes,

3.5- ATOHGC DE HIDROGENIO.

3

MNosso préximo exeliplo sera v atome de hidro-

g@nio, ou o potencial de Coulomb. Iniciaimenie faremos uma
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advertencia. Em 4 dimensces o potenciai Coulombiano mais

natural seria do tipo:

V(r)ccrz—d (2.5.13

e naao 0 gue tomaremos agui:

Vir) = (3.5.2)

Hig

A ravio estd em gque uma das caracteristicas do
potencial <oulombianc ordinario e gue o operadar Laplaciane
apiicado a ele resulta proporcional a :Eunqﬁo delta de
Dirac. Em dimensoes superiores e gueremos manter esta carac-
teristica somos levadoeos: ao  potencial {(3.5.13). Entretanto a
existencia de estados ligados para aquele potencial nao e
facil de ser definida pelos mét.odos Usuais,

Trataremos portanto de rasolver a equaqfio de
Schrodinger com o petencial {3.5.2), 4gue, apesar de nac estar
incluide entre agusies tipos descritos nes capitulos anteriores
devido ao seu lengo alcance, parece-nes importanie o suficiente
para gue noes ocupemos dele. A razac para sua importéncia
reszide nao apenas no  interese no espalhamente Coulombiano
puro como tambem no fato de o espalhamentoc de dqualguer parti—
cula carregada por oulra mesmo gue envolva outrps potencias
ntilizar ainda aquele potencial,

Teremos entao a seguinte equagao para as fun-

goes de onda radiais:
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z
-3 & (2+
(d _d___g_..;-kz.g.g_._—._( p)) d(r) =0 (3.5.3)
ar? r dr r 2
suponde evidentemente gue 2m=-hz1. A funqge de onda total
tera, como sabelos, a forma:
— (3.5.4
i) = P ¢(r) p,(cos 8| p) )
FPodemos tansformar (353 para uma forma bem conhe-
cida fazendo a tranfo;‘maqaoz
2+ ikr
¢ (x) :r( P) o p(x) (3.5.5)
e mudandce a wvariavel para:
£ =-2ikr (3.5.6)
oblemos a equagao:
a: d 204p+]l | @ ,
£ —E| == + 3 =0 5.
{E.dg2+ [2’%+P+l§d€+ [ 5 5T p(E) (3.5.7)
gue e novamente a equag@io confliuente hypergeomét.rica
{3.4.4) para
a = (21l+p+1)-72 + a2ik (3.5.8)
e
¢ = 21+FP+31 {3.5.9)
Comoc na SEQ%O anterior teremoasz dois tipes de com-
portamentos na origem, levando as duas solques:
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|28 + p + 1| - 2ikr)

|

¢f(k,r) = P K g BEL

™o
RlE

=P I g LB 10 o bt 1 21K

Tt %
(3.5.103
e
~p i i +p- .
gf(k,r):rgeﬂqf‘(é]%—gg‘—zg—i|l—2l—p|—2ﬂ<r) (3.5.11)

Gnde Lwsamos a rela-:;'éo F(a‘c]z):ezF(cﬂalc[_z}fEl:‘. A primei-
ra destas soluqSes sera a solquo regular enguanteo a
segunda nao e aceitavel na origem.

A seguir, precisaremos definir a solur;gn) irregular.
Podemos proceder como no cafo 4o oscilader harmonico. La
tivemos de encontrar soluqaes da equaqgo de Schrodinger

cujo comportamente no infinito fosse bem definido. HNa verdade o

gue esta em Jogo & o fenomeno de StoKes para as fungees

confluentes hypergelamétricas. As zolugoes gefinidas acima
tem diferentes compertamentos assintoticos quandc
‘r|~—>m dependendo do valor da fase de "R, As

soiugoes que tem um cempartamento uniforme no infinito

el auyg
e - g0 2321?’*—1 e+{i% (1g>+2;z+_1)+jj<r}UZ 2uiptl
- 220 4 p+ 1126372 1
= (k)P 2_'2&%& ;{i;‘Il (praf) u, R 4 1 2g+pt |26 %)

(3.5.12)
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f;d(k,r)
204l —ig(pr2idl) . _
=) P, 2 STy P I8 o) 267 )
—id (p+2041)
=y B AT i 0, G 52 foupr1 26777 o)
| {3.5.13)
Pode—ge ver gire  para a=C recai-se rnas solques
apresentadas no segundg cap’itulo para ondas livres. Preciga-

remos ainda do compoartamento assintotico destas fuanesL

gue popde ser obhtido usando as l*elaqaes (3.4.13 & (3.4.14)

io  pl,dia _m
2 k  +ikr
ﬂngry~—+2m<(mﬂ 2 k e 4 e (3.5.14)
enguante gue:
~io. pt e ma
2k . 2 2k 4l .

f;}d(k,r)——ﬁ 2 (kr) e o KT (3.5.15)
Vemos portanto gue para k = ig, com g > O a fungao

- » . .
f*dl(k,r'} apresenta um comportamento aceitavel no infi-

nito. Definimos entao as fungoes de Jost, de acerde com

relagao encontrada no capitulo anterior, comao:

~i% (p+24+1)

L =(p-1)
+d e kK r : +d d
£, (k) = wif, (k,x), ¢ (k,r)] (3.5.16)

up) 2 2 [T
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Neste caso e facil calcular o Wronskiano. Podemos
primeiro expressar a s¢olugace regular como combinagac 1linear

das irregulares, utilizando (3.4.22) obitemos:

-+ BEy 1 (praa)

¢%(k,r) - [(24pHl) (P, e ) f;d(k,r)
ptl | id
I‘(S&+T + fk—)
ptl
L+ 5= LT
r(20+ p + 1) o) 2 +1 z(p+2£’,+l) a
+ kP, e £,°0c,x)
1l id _
F(£+B§—~§E) (3.5.17)

Encontra-se entac o Wronskiano entre #¥9,(k,r3 e £793(k, r)

utilizandae © resunltado:
-c Z+ima .
WEJl(a|c]z), Uz(a|c|a):l =-z e (3.5.18)

A funcgao de Jost do potencial Coulombianc sera:

I‘()l-i—Etl-) i1ie)
+d 2 T %%
£, (k) = e (3.5.19)
ptl _ io
P(e + 55 - 3)

Em dque gentido estas S30 fuanies de Jost? Pode-se
VEr 4ue 03 sfcuUus Zeros resultaraoc nos estados ligados, pelas
mesmas razoes aprezentadas nos  exemplos antericres. Eztes

serdoc dados peios polos da fungae gama, ou sejatfeh
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