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RESUMO

Trabalhando no modelo de Schwinger, e atra-
vés da utilizagao de propriedades topoldgicas, estabelecemos uma
conex8o entre confinamento e quebra espontd@nea da simetria qui-

ral.

ABSTRACT

Working on the Schwinger model, and by the
use of topological properties, we stablish a connection between

confinement and spontaneous symmetry breaking.
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INTRODUGCAO

A importéncia das simetrias no estudo dos
sistemas quénticos e, em particular, em fisica de particulas, '
deu crigem a um considerével nGmero de investigagOes especificas.
Por exemplo, a construgzo de modelos e, principalmente, a compre
ensdo das interag@es fundamentais, exige a identificag#oc das véa-
rias invaridncias e, em particular, da foma através da qual po-
dem ser percebidas, aproximadas, ou mesmo violadas.

Consideragdes similares constituem o coragéo
da teoria de transic¢es ordem-desordem em melos macroscdpicos, e
acentuam a profunda relag3io entre a teoria dos campos € a mecani
ca estatistica.

Estamos habituados a varias manifesta¢les de
simetrias. Algumas destas simetrias s3o discretas, por exemplo,
paridade, reversdo temporal, e conjugag@o de carga. Outras des-
tas sf8o continuas, como na invarifncia (cinemética) de Lorentz ,
ou ainda dependentes do espago-tempo, como no caso da invarian-
cia de gauge.

0 interesse pela busca de invaridncias em 1
sica de particulas tem como suporte os resultados espetaculares
da simetria unitéria, da algebra de correntes, e da invarifncia
quiral, bem como o crescente interesse pela subestrutura a quarks
dos hadrons.

Nos Ultimos anos, varias tentativas foram !
realizadas no sentido de detectar quarks livres., A idéia sugeri
da pelo fracasso destas tentativas é a de que todos os hadrons

conhecidos sf3o estados ligados de quarks. A possibilidade de



que estes Gltimos estejam permanentemente ligados levou ao termo
"confinamento" e varios mecanismos confinantes foram sugeridos .
Um dos mais promissores assume uma simetria de cdr, baseada em u
ma invariancia de gauge.

No formalismo lagrangeano, uma teoria de cam
pos seréd invariante sob um grupo continuo de transformagdes se a
lagrangeana, e portanto as equagfes de movimento, for invariante
sob estas transformagdes. A nivel quintico a questio torna-se
entdo a de esclarecer a forma através da qual esta propriedade !
esta refletida no sistema guintico e, em particular, a de estu-
dar as suas conseqliéncias sobre o espectro de estados.

Sob o ponto de vista quéantico, o tratamento
de simetrias implica na existéncia de um grupo de transformagdes
atuando sobre os observaveis fisicos, e portanto sobre as varié-
veis dinfmicas de campo. Sob a forma infinitesimal destas trans
formagdes, seremos entifo levados a construgdo de densidades de
corrente, vetoriais, associadas a cada um dos grupos, ¢ de car-
gas integradas. 0O ponto de interesse torna-se entio o de imple-
mentar estas transformagdes por transformagdes unitérias sobre o
espago de Hilbert dos estados, Localmente, o interesse concen-
tra-se na conservagio das correntes. Globalmente, o mesmo esté
na possibilidade de que as cargas gerem operadores unitarios que
comutem com o operador hamiltoniano do sistema.

Neste trabalho analisaremos alguns destes as
pectos no modelo de Schwinger, isto €, Eletrodinimica Quintica
em um espago-tempo bidimensional, com férmions sem massa.

Em particular, secremos capazes de estabele-
cer uma conexifo entre o confinamento € a guebra espontinea da si
metria quiral. Esta conexZo é estabelecida através da utiliza-
¢3o de propriedades topoldgicas da configuragdo de campos de gau
ge, no modelo.

No primeiro capitulo, faremos uma revisZo de



alguns dos resultados conhecidos no modelo de Schwinger. Na se-
cho i.i, introduzimos o modelo e sua solugao em termos de opera
dores de campo. Mostramos também a estrutura de seu estado fun-
damental. Na secdo 1.2, através de uma correspondéncia classica,
mostramos a necessidade de transformacdes de gauge com numero to
poldgico semi-inteiro, para explicar a estrutura completa do va-
cuo. Na secao 1.3, e atraves da utilizacao de metodos funcio-
nails, evidenciamos a relacdo entre confinamento e numeros topold
gicos semi-inteiros. Os resultados contidos neste primeiro capil
tulo constituem reprodugao fiel dagueles encontrados na tese de
Mestrado desenvolvida por E.C.Marino(13).

No sequndo capitulo, o qual representa nossa
contribuicdao ao assunto, mostraremos como transforma¢des de gau-
ge, caracterizadas por numeros topologlicos semi-inteiros, indu-
zem a ndo-invaridncia do vacuo da teoria sob transformacOes glo
bais cujo gerador é a carga gquiral. Ou seja, induzem guebra es
pontanea da simetria quiral.

No terceiro caplitulo apresentaremos nossas

conclusoes.
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1. O MODELC DE SCHWINGER

Neste capitulo faremos uma revis3o de cal-
guns dos resultados obtidos no estudo da Eletrodindmica Quintica
em um espago-tempo bidimensional, com férmions nZo massivos, mo-
dgelo originalmente proposto por J. Schwinger(l). Veremos tam-
bém como podemos atribulr a natureza confinante do modelo & exis
téncia de configuragdes de campo caracterizadas por nlmeros topo

l6gicos semi-inteiros(13),

1.1. C Modelo e Sua Solugido

A importancia do modelo de Schwinger esta 1i
gada ao Tato de que a blindagem dos férmions surge COmo uma coil-
seqii€ncia ldgica da dingmica do sistema.

¢ vacuo do modelo possul estrutura semelhan-—
te & das teorias de gauge nd3o Abelianas a quatro dimensdes. A
exemplo destas teorias, podemos atribuir essa estrutura do vacuo

13)

.

a existéncia de configuragdes de campo tipo instanton(lr
Nio existem excitagdes fisicas com carga e os férmions nio sZo !
observaveis isocladamente.

Trabalharemos em um espago-tempo bidimensio=-

nal de Minkowski, caracterizado por

x= (x%,x%), 9% - g% = €F = e 1 (1.1)
A densidade Lagrangeana da teoria &

4 s M : b v

do= 1V - tea,)s i Foo F (1.2)

{1t
Ve, . . £
qu df}e o campo femifnico, Ap € o potencial eletromagnético, e

& a constante de acoplamento, o tensor intensidade do campo ele-

tromagnético, Fao ¢ dado por



FM\) :f()MA\) -._/()‘)A.,(_\_ (1-3)

/ 1 3 !
'Y{=i 2 é) ) 7£z(—2 é) e A AE (1.4)

As equagaes de campo correspondentes a densi

dade Lagrangeanagfs sao (2, 3)

A S A%?“¢: = 0 (1.5)

REY = e gM (1.6)
onde

M = byl (1.7)

Os produtes normais estdo definidos na refe-
réncia (2, 3),

A principal caracteristica do modelo de !
Schwinger é que as suas equagdes de movimento podem ser resolvi-
das exatamente. Lowenstein e Swieca obiiveram a solugdo exata '

de operadores das equacgdes (1.5) e (1.6), que segue abaixo

d’(x) = : exp { idﬁ“VS[E:@J*'ﬁCQ}}Zdé@) (1.8)

X ~1 I~ / ) £ -
AM (x) = - ’NWI[‘EM agz_in)+-aiwﬁmﬁl (1.9)
e
onde
s ‘-';"K .’;l\ \() s
by, r\l! - € a\)"’] (1.10)

I

l . P . .

qofﬂ ¢ um campo fermidnico livre, /_{x) & um campo pseudo-esca-
—_ Ly

lar 1livre, com massa e/AT, ny e ’ﬂ(x) s3o campos escalares !

livres, sem massa e quantizados com métrica indefinida.

As correntes vetorial e axial livres sio da-

das respectivamente por

=™ (1.11)

. E’ W

¥
s ahl YT S-S VR VR S -
Ji o= WYy e 33 = .qoa ¢

G
3

e podem ser usadas para definir potencials de corrente(2) ¢Qﬁ e
&)

. et Ao
JE:_-f_ 0"d e I = - “gi“a & (1.12a)
AT AT
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com
0o = (3.125)

As expressoes (1.8) e (1.9) nac sao solugao

das equagaes de campo no espago de Hilbert
£y , !
fL=Hme H pe ) (1.13)

mas em um sulespago fisico,ﬁxg, deste espago, constituido por

estados satisfazendo a relagao (2)
Y10 ¢) | §y =0 (1.14)

Consideremos os operadores U e <%) dados por

=SI

CL= exp 11“ (T)+ O(x)+ (=~ l) (xe)+ O (x) } o0 = 1,2 (1.15)

em termos dos quails o campo‘P pode ser expresso em determinado !
gauge (2, 4),
Para o célculo das fungdes de correlagdo pa-

ra estes operadores fol obtido o seguinte resultado

. t
<ol () ay)lop =1 (1.16)
cCom
X T =1
lop(o), G () = o, qO)= @) (1.17)
A constancia dessa fungdo de correlagao é in
dicativa da natureza nao fisica dos operadores ., independen-

tes do espago e do tempo. Esses operadores sdo, no entanto, di-

ferentes da identidade, pois portam carga e pseudocarga livres
vl 4oe [oQl4 o (1.18)
onde

Go= it dxt e D= 1077 dxt (1.19)

i
J-
0 fato de a fungido de correlagao {1.16) ser

independente das coordenadas indica a existéncia de uma violagao

da propriedade de decomposigac de cluster. Essa propriedade exl



ge que, no limite das grandes distancias, a fungao de correlagao
de um operador A{x) se comporte como
Cola@)A (y) 10> —— x> O[A(R) 0014 (y) 10y (1.20)
|x = yl->w0

Quando esta propriedade & violada, isto sig-
nifica que a teoria deve possuir muitos vacuos, Vejamos como es
te fato pode ser verificado.

Consideremos a fungZo de correlagdo para o 0O
perador ¢;, eq. (1.16). Através da utilizagBo de conjunto com-

pleto de estados, teremos

4
Colteln) U5 (y)10» = 40l chta) 147 <11 ¢y 1oy (1.21)

Entretanto,
R -c PoX
r(x) = e L (0) e (1.22)
e
W
e loy =0, (1.23)
onde Bu ¢ o operador de energia- momentum, de forma due
. ——— . /’1.-Jr:)
coian oy Greyion = L O Lolen o <l e oy (1. 24)

v
em que aié o vetor de energia-momentum do estado |i.
O limite das grandes disténcias, |x - y|=o,
determina uma regifo na qual a exponencial em (1.24) se torna
violentamente oscilante, de forma que, em média, s6 contribuem '

para a fung&o de correlagdo os estados para os guais pﬁ = 0, ou

seja, estados de vacuo, Caracterizando estes estados por |m» ,

obtemos
<ol (x) Gl(y)loy = —-» 2 <ol (o) Iny {n[ o (0klopy (1.25)
{x-y| -—=co
tal que

B”Iny = 0 (1.26)



A propriedade da decomposig8o de cluster exi

giria que o lado direito de (1.25) fosse
+
ol o] o> <o} ®loy =0, (1.27)

que imple a cxisténcia de apenas um vacuc na teoria. Entretanto,

0 lado esquerdo de (1.25), como vimos, & igual a 1, impondo a
existéncia de um outro vacuo, |V? , diferente de |0y , dado por
_t.
fv> = (0) o> (1.28)

Calculando-se a fungdoc de correlagioc para um
namerc arbitrario de operadores Q%, obtem-se novamente a unidade
como resultado (2). Por um procedimento anélogo ao descrito acl
ma para a fungio de correlagdc (1.16), concluimos entfic que o© mo
delo de Schwinger possul um ndmero infinito de vécuos, que podem

ser parametrizados por (2)
(0)R1(0;)n2107 = Ing np> (1.29)

Aqui, ng e np s&o inteiros arbitrarios.

Podemos entdo obter um novo conjunto de vé-
cuos, caracterizados por dols pardmetros arbitrérios 91 e 6 R
0£6;, 90£2%W , dados pela combinagio (2)

S gtina®n v nmaG) e (1.30)

o chamado véacuo 6, de forma dque
(101627 = 18 P (1.31)
191627 = e | 916> . .

Estes novos vacuos {6162y constituem estados
fundamentais de setores independentes, no espago de Hilbertg. Es
critas em termos dos mesmos, as fungles de correlacgfo ndo violam
mais a propriedade da decomposigBo de cluster.

Todas as cargas,elétrica e axial, livres es-

t&o contidas nos operadores U7, uma vez que 0s mesmos S350 escri-

i
tos em termos dos potenciais de corrente ¢ e . Como o©s opera-



dores Ux s3o de natureza n3o fisica, apenas transformando os Vva-
cucs |n1n2> entre si, concluimos gue a carga elétrica e axial !
livres estio "condensadas" no vacuo.

Como em gualquer teoria de gauge, o conteldo
observavel do modelo de Schwinger deve estar contido em operado-
res invariantes de gauge, tais como ju e Fyy, e em bilocais do
tipo (2, 3)

Y o
ie} A (2)dz,,
‘X

T(x,y)= VY (x) e iy (1.32)

que, ao atuarem sobre o vacuo, criam um dipolo elétrico.

Entretanto, pode-se mostrar facilmente, usan

do (1.3) e (1.9), que Fu2 ¢ expressc apenas em termcs do campo
J(x). A partir de (1.7) e (1.8) encontramcs
. S
e - 1 @™y Z(x), (1.33)
Al
valida no subespago fisico do espago de Hilbert (2), Pode-se mos

trar também (3) que os operadores T(x,y), eq. (1.32), sio fungdes
apenas de -, (x) e dos operadores Ux . Como vimos anteriormente,
estes Ultimos s3c de natureza nic fisica, de forma gue somcs le-
vados a conclulr que as Unicas exciltag®es observaveis da teoria
sSAc oS bosons?i, que podem ser encarados como um para férmion -
antiférmions (3’ E), ou comc pseudoescalar "gluonium" (5).

A aplicag3o sobre o vacuo do operador T(x,y)
{(dipolo elétrico), com y =, poderia em principic fornecer o
estado de um férmion isolado. Entretanto, este estado é ndo fi-
sico, pols possul energia infinita (2, ﬁ). Ou seja, a energia '
necesséria para separar um dipolo elétrico, no modelo de Schwin-

ger, & infinita, o gue demonstra que os férmions da tecria encon

tram-se confinados.



1.2. A Estrutura do Vacuo - Transformagbes de Gauge.

Nesta segdo mostraremos como é possivel ob-
ter~se a estrutura completa do vacuo do modelo de Schwinger atra
vés da utiliza¢do de transformagdes de gauge topoldgicamente nio
triviais,

As transformagdes de gauge Abelianas sdo da
das por

] /L ,’
d H+¢ = e (X)V e Ap-—>Al = Ay + 1’@{lﬁx) {(1.34)

e

ou, equivalentemente,

- .
@ ——*¢’ =4 (x)+ e AﬁﬂbAL‘ = A+ 1 Wg oo (1.35)

Ny,
- (x) ., . ~
onde Q(X)= e (x) é uma paramentrizagdo dos elementos do grupo

U(1).

Para cada instante de tempo,g (x) define um
mapeamento entre os pontos do eixo real (-o ,+}, e 08 numeros
complexos de mbédulo um, caracterizados por /A (x).

Este mapeamento pode ser convenilentemente es
tudado através de uma projegéo estereografica do eixo real sobre
um circulo de difimetro unitario. Assim, estamos associliando cada
ponto de R. a um ponto do circulo.

Estando cada pontce do circulo caracterizado
pelo angulo polar #, a projegéo estereografica e dada por

x5 -1 2x1

costf:: , serl? = {1.36)

X3 + 1 x] + 1
Escritos em termos do éngulot?, 0s elementos
do grupo U(l),fi(?) = exp—i:&(?), definem um mapeamento entre os

pontos do circulo de difmetro unitario e os nlmeros complexos de

mbédulo um. Come estes definem, também, um circulo, Q(f) define
-



entdo um mapeamento entre dois circulos.

Mapeamento deste tipo se subdividem em infi-
nitas classes, tais que elementos pertencentes a uma determinada
classe podem ser continuamente deformados entre si, mas ndo em e
lementos pertencentes a uma outra classe (2).

Cada classe € caracterizada pelo nGmero topo

légico n,
100 Zy
¥

1 A 1'5'3fd{@}§? (1.37)
T 2T Jo ' |

<
1‘3
P
s
g
S
¢
e
H
i

que ¢ interpretado como o nGmero de vezes que um circulo é co-
berto pelo outro no mapeamento. Para transformagdes 3 regulares,
n é sempre .w inteiro.

Na versdoc quantizada da teoria, a .transforma
¢3c correspondente a (1.34), (1.35), é efetuada por um operador
T, tal jue

ei&(x)(g)

7y pd ;AT = A 1 D4 () (1.38)

o
e

Para Os campos ¢ e Ay dados por (1.8) e '

(1.9), o operador que realiza esta transformac3o & (8)

a0

rinjeexpi 1 LA AL - Ol +0(n) FAL) Jayy (1.89)

No gauge de T.orentz, A{(x) deve ser uma solu-

¢do da equacio de ondas, de forma que podemos escrever 2(x) como
Ax) = c(xl-D)+ d(xl+x) (1.40)

Este fato nos assegura que o operador TIAL

eq. (1.39), é independente do tempo. Calculando a derivada em '

relacdo ao tempo de expoente em (1.39), utilizando (1.10), '

{1.12b) e integrac¢dc por partes, teremos

; T ~ Rl
2 { i4dyg) G 30340 —(1+0)0,4
9 1=T=T - i ]
\_/._Ef-rr! Lt
!

~F



! . i - -!."_—'E’}
- - lng ayy ' (ﬂ+¢)3a3 é*ij =0 (1.41)

Tialé o correspondente quantico da transfor

magao classicag = exp-i/l(x}. Se
-~
2Ta
Nxgsx1) =Ffa (g, X1) ———t 1 ; va (1.42)
X{—>t0o0 .0

entdco, de acordo com (1.37), 3 possul nimero topoldgico n=a.

Calculenmos entdo a transformagfo quintica !

T th , que corresponde a transformagfo cléassica 3, com a=1 en
~
(1.47). Escolhemos
(O
ALY) =Lyos v1) + 28 (yi-x1); Ayg.x)={ (1.43)
-0

com Xq fixo e arbitrario. Embora tenhamos feito esta escolha !

particular, todas as fungles &L(X) satisfazendo (1.42) com a=1

v

produzem operadores T !A,] equivalentes.
Tnserindo (1.43) em (1.39), utilizando (1.10),

(1.12b), (1.14) e integrag8o por partes, obtemos

e 2 L (Yo, x1) + 0 (yo, x1)] (1.44)

T,

i

vilida no subespago fisico do espago de Hilbert. Em virtude de
(1.14), neste subespago Ti4}sé6 depende do comportamento de A em
Y1 = %

Como vimos, T[4A}é independente do tempo, de

forma que podemos fazer yg=X e obter

O b
T i -+
.‘.‘I’-};-\ T i ..;‘.—,»
11 - o2t DA (x) + §(x)] .Gy, (1.45)

de acordo com (1.15).
Assim, como o operador Ty, podemos gerar al-

guns estados de vacuo do modelo de Schwinger,

\— -—
T, 1oy = | nln:? (1.46)

mas ndo a estrutura completa. Consequentemente, somos levados a

concluir que transformagBes de gauge com namero topoldgico intel



ro nd3o s3o suficientes para gerar a estrutura completa do vacuo
da teoria.

Consideremos entdo as transformagdes

T =Tl A, ] T =Tl i
flyp = 2L 1 00C 2lyo = L “1/51 que correspondem, respecti
vamente, as transformagdes classicas 5 com namero topoldgico !
- 1 _ .1
n= 5 e n= -3
-1 ﬁ 1
1, =° PRy (0 (1.47)
ey
com
\ 0 -4
iy, (% ,200) =4 5 A (xg, +(0) =f (1.48)
2 o] 0 _1/2 Q - 'O

Note que, sobre o circulo de diametro unitério,Q+N(z}@m)£qvﬁiﬁf)
e YO ol M __-_»;lh -

As transformagles 31, sfo singulares em<?zo, 0 que permite ntme

b

-—

ros topoldgicos ndo inteiros.

Em acordo com (1.48), fazemos ent3o a escolha

particular
AYo(y)= b(y1-vo) + Telyi-yo-x11%5)5 blxm0)=0 (1.49)
/‘\“-1/2(3’): n(y1+ve) - Wely+yo—x1-%45) 5 hite0)=0 (1.50)

com xy e x, fixos e arbitrarios.
Introduzindo (1.49) e (1.50) em (1.39), utli-—

lizando (1.10), (1.i2b), (1.14), integrando por partes e notando

que
80 (y1-ygy)= - ﬂie(yl—yo);i%e (Yy1+¥o) :f%@(y1+yo) (1.51)
obtemos
Py TEA gk = exp { 1A L (vo % 0Tx0) 100 %1 £V 0 TR0
+ Ei(Yo’XliVo;xo) £ @(yo,xliyoixojl} (1.52)

validas no subespago fisico do espago de Hilbert.



Podemos fazer =X_ em virtude de serem T
Yo™Xg +1/2

independentes do tempo, ¢ obter, de acorde com (1.15)

-

i1/2” e:’q:){‘i:’:""'[“I;(J*:)+(D(X)+“‘-~“=(x)—|—m’"-1 - (05 (1.53)
I e AR CORT TE R CIL (S B (1.54)

v

Desta forma, para que possamos gerar a esiru
tura completa do vacuo da teoria, precisamos introduzir transfor
maqSes de gauge com numero topologico semi-inteiro.

Como os operadores @1 e {', sdo os responsa-
veis pelo confinamento - pols portam toda a carga livre do mode-
1o e sao de natureza nac fisica - as equagdes (1.53) e (1.54) a-
cima, estabelecem uma relacfo entre confinamento e nameros topo-
légicos semi-inteiros.

Examinaremos esta relagdo na proxima segdo ,
em conexdo com o valor esperado no vacuo do operador T(x,y), eq.

(1.32), que como vimos porta da natureza confinante da teoria,.

1.3. Instantons e o Modelo de Schwinger.,

Nesta secgdo veremos como configuragles de
campo tipe instanton (Z), com numeros topoldgicos semi-inteiros,
saturam a integral funcional que descreve a fungdo de correlagdo

para o operador T(x,y), o qual porta a natureza confinante do mo

delo de Schwinger.

Trabalharemos em um espago bidimensional Eu-

clidiano caracterizado por
x= (Xq, Xp); Gup = 3 €Y% =1 (1.55)

As matrizes de Dirac neste espago sao dadas

por

-1 0
Y = ’ /1‘ ’ ﬁj w1 /ﬁ} "A"j = / (1. 56)

1 2 \ 5 \
-1 0 1 0 0o 1
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Em virtude de (1.35), dizemos que Au & um
gauge puro quando A= % g—%)uﬂ, 9 = exp—id(x). Naturalmente R
szau Ay- E%Au & igual a zero quando Ay € um gauge puro.

Consideremos entdo campos Au(x) que tendem a
unm gauge puro sobre um circulo de raio infinito em E2. Estes !
campos definem um mepeamento entre os pontos do circulo de raio
infinito em E, e os pontos de um circulo de raio unitério no pla
1o complexo, correspondentes aos gs em termos dos guais AH & ex
presso.

Desta forma, podemos agrupar o3 campos AH(X)’
que tendem a um gauge puro no infinito, em classes, tais que ele
mentos pertencentes a uma mesma classe podem ser continuamente !
deformados entre si, mas ndo em elementos pertencentes a uma ou-
tra classe.

Cada classe de AH & caracterizada pelo indi-

ce de chern, que a duas dimensdes & dado por (§:EQ)
wy
a= _e [ " ¥, a®x (1.57)
47
Utilizando (1.3), podemos escrever
,UL\)A 2
q= e aut v dex (1.58)
277 )
Pelo teorema de Gauss podemos escrever
(.7
q= _e 45 & A, dSy, (1.59)
|
2T ¢

para os campos AH regulares, pelo menos nas regifes finitas de !

E,. A integral de linha é tomada sobre uma curva ¢, no infini-

to.

Se Au tende a um gauge puro no infinito, en-

R (A -i L (x)
= e ¢ i g7 qgt ds, ; g=e (1.60)
o §c ( e 9" M J
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No apéndice mostraremos due se o campo Au '
tende a um gauge purc sobre um circulec de raio infinitoc em Ep
entdio o indice de Chern q, eg. (1.60), é igual ao nGmero topclé
gico n, eq. (1.37), das transformag6es£§(x), em termos das quais
o campo A é& expresso sobre este circulo.

Queremcs, entdo, expressar em termos de uma

integral funcicnal, a fung3o de dois pontos, invariante de gauge

. (Y M 4 +
<Oltp(x) ™% Jx A @)d$utp(y)l0>' (1.61)

que corresponde ac valor esperado no vacuc do cperador T(x, y) ,
eq. (1.32).

0 funcional gerador da teoria & dado por !

(11, 12)
‘ j&ﬂ+wS+Wﬁgd.l
Z[ju).}.“;\‘:ﬂm._l( )FDN[DUW e | (1.62)
3i & a densidade Lagrangeana do modelo no espago Euclidiano,
T L0 A mw g
66 _ ~i¢?’(@4— ie%q)¢ + i Fao F :c£F+ iﬁyq (1.63)

i
ciAé o termo de acoplamento com fontes externas

5£A= JMAM+ 51¢ + aql (1.64)

c&gé um termo cuja introdugdc na densidade Lagrangeana objetiva
a eliminagdo de integragdes repetidas sobre configuragdes de cam
po Au equivalentes de gauge e continuamente deformlveis entre si.
No caso Abeliano este termo & fungBo apenas da parte longitudi-

nal (LL) de Au.

0 ™
i ] .‘L l.:\

g - dnll LI (DA )? (1.65)
~ 2 -

Da tecoria da integragdo funcional,

«(Ol(p(x){{;}(y)i0> 5 ¥ ZFT g

/[Olﬁﬂﬂy fq(X) lj' =M= ﬁ 0 (1.66)
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onde & indica derivacio funcional.
—_

" . -

0 1 Como os dois vacuos que aparecem na fungao '

de dois pontos sao |07, a integral em A, deve ser tomada sobre '

0og campos da classe g=0. Obtemos entao,

H

o ( f(£+r\.2j d%Z _—
oV (y) loy= 08,7 [ oV pble ()4
i

Y (YY) (1.67)

A func@o de dois pontos fermidnica, em pre-
senga de um campo arbitréario Au é dada, segundo a teoria de inte

grais funclonais, por

clx,ysa) = COMGOYLIL0)|,

(o - A - (1.68)
oY [pv] e b(x) P(y)
.
ff H [ _E&P’Fdzz
(o] phle”
)
com
e .
[D@j LDW} e = det[ i (ak-&eA )1 (1.69)

No caso bidimensional e Abeliano, o determi-

nante fermidnico é dado por (:2; 17)

A)""ii ( 0;.2:‘?

" -1 - -
det] 1%(%, -1eh,) = e 2t ¢ (1.70)

_e2

b
7

8
- Purs) Ayd z
2

Coletando os resultados dos dois Ulstimos pa

ragrafos e introduzindo em (1.67), obtemos

T { W
cibodpio- 1 |t O

x G(x,yihy), (1.71)

pois
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- Hdz — -jfﬂiAﬂ(oM -?Wf)Adz
DY} e Foodn= alxuying) e

"o
—~Z-
L
|— —

(1.72)
A funcl3o de Green de dois pontos, G(x,y; “),
satisfaz a cquagfo (12)

M

i4 "(’}M-ieAM) G(x,y;8,)= g(x -y) (1.73)

que, como o modelo de Schwinger é solGvel, pode ser resolvida ,

fornecendo ¢ seguinte resultado (12)

\
5o "\

,q(z)Eie/‘}a(D(x-Z)-D(y—Z))+e {2 0, (D(x~z)~

G(x,y;%ﬂ): exp{SdQZA

- b(y-20) 1} <ol % Go By o>

a"[_g 5 g —
N S P CIE A XA (1.74)

As derivadas s3c tomadas em relagao a z,

D(x-y)= -_1 1n éé (x-y)?, 92 D(z)= - g(z) (1.75)
47 i

i

e a fungao de Green livre ¢ dada por
ol ¥y (o Uy (y) 10D= Glxmy)= ~10*3,D(x-y) (1.76)

Substitulindo este resultado em (1.71), tere-

mos

T D{ ~
T, { ' e’ A ( o Tt} Ay -
ol b nloy =1 ipal ej 3" o -
710 J ?
"nzl d? =
x <0l % (x) b(y) oy (1.77)

podemos agora obter a fun¢do de dois pontos,

invariante de gauge, utilizando técnica conhecida em integragéo

funcional (ég)
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o1 ) e e ]

; Y
ie ( )dJU,,
jx j DA,;’(O expg’— .([é-ﬁ:nﬁ c}\ﬁ,a+
JoF 2
; I ) | kN
- %MCSL?'" %ﬁ?v ) Aﬁ—J;— 1e5§ ﬁh(g)dﬁé]d 2 0% (x) % (y) o>
& B (1.78)

Por uma guestdo de simplicidade, calculare-

mos a componente {(1,1) de (1.61)

(Y 2y 47 C Y 24 ¥
L}/ 165}( A;"l (J )d¥ ,f% . , le‘l x A;_,i (5)dSu N -
L0IY (x)e Y{y)lor. =¥ (x)e Y (y) 1oz
11 12
(1.79)

A componente {(1,2) de (1.78) fornece entio

! o
Lol¥{x)e = 7
H l . . A
Zion o)
_!...
Ly ) 10> (1.80)
onde a agfo efetiva &
i 2 Y _ff} 2 o 3,0
Ser” lf’“éf d Z—‘ !\3_"\2,-;* st -Z-:.— ‘57-1 O™ :2) A
~ - i G.
)\m
- 1eAH,ﬁ(D(x z)- D(y-z)+ eA,,‘u EM (D(x~z)~(D(y-z))
g :
- 1eJK A_},(é)d‘)M : dc z (1.81)

e as derivadas sdo todas em relagdo a z.
J

Desenvolvendo cvgn= 1

B

e utilizando integragdo por partes, obtemos

~
7

E,. F* em termos de Ay

¢

([ prels )l @72= 1= 1 83242 (1.82)
“ b2

Se efetuarmos a mudanga de variavel

g:(x-y)t+y, d" (x- y) dt com 0Lt 1 (1.83)
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pocdemos escrever

(y z nt o
e} Ay ( Yafl = - ie duzAﬂ(z)(x—y)io dto( (x-y)t+y-z)
~ ~ v

-./u
(1.84)

Introduzindo (1.82) e (1.84) na aglo efetiva,
Sef’ eq. (1.81), obtemos a equagZo cléssica satisfeita por A,
que minimiza a ag3oc efetiva (13)

( 32+e ) Ay (2)- e? Wb Ay(z)=-e ¢ EJA(D(X z)- D(y-z))
i 32
H !
+ iefh(D(x—z)— D(y-z))= ie(Xny)‘Séi(x~y)t+y—z)dt (1.85)
R

Se trabalharmos no gauge em que Q%AJ:O, tere
mos a equagaoc
(9% 4 % ) A (2)= J, (zix,y) (1.86)
_ 1 vl
Ril ‘
em gque Ju(z;x,y) & o termo do lado direitoc de (1.85).
Para resolvermocs a eq. (1.86) utilizamos a !
fungdo de Green de uma particula escalar livre de massa e /T,

A(z;e* ), que satisrfaz (12)

Ul
(=324 e2) A(z; e)=5(2) (1.87)
gl T
Sendo a solucgaoc de (1.86) denotada por Ail(z)
temos entdo
A (z) = (d VA (z-z'; e’ ) Jﬂ(z'; X,¥) (1.88)
i ul -H—‘
Através da utilizacBo de (1.87), de (1.75) e
de interegd@o por partes, pode-se calcular (15)
1 we A
A; (z)==1 € aA[D(K"Z)—&(X—Z; gi)—D(y—Z)+ﬁ(Y"Z;Ei)]
e m r
v £ G {D(x-2)- & (x-2582) - D(y-2)+l(y-z; )] -

e
T e

4

7
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1
ie(x-y) ( N((x-y)t + y-z; e?) dt (1.89)
M‘JO "__"'r'

cl
Naturalmente (iﬂ)(aﬁAu = 0.
Cbhbservemos agora que a lntegral funcional !
que aparece em (1.80) pode ser colocada como a integral da expo-

nencial de uma forma quadratica

_S [% AgkA - M, la

(1.90)

- 5 LAl
T
[badigy e ¢ :jm}(o)e
com

= =D @B (G- (1.91)
T

= Jﬂ(z;x,y), da eq. (1.86).

[
-
I}

Fste tipo de integral bem conhecido da teo

é
ria da integrag3o funcional, e¢ fornece (11)

{1 " N i
(g s a0
WA gy e = e e P2 (o)

-5 A
,j{% AA‘KAﬂ:]dzz - B ef LM ZZ[O} (1.92)
e

. ct .. ~ .
Jé& que A minimiza a agdo efetiva.
1L
Entdo, finalmente, podemocs escrever

ie(Y a, () af, -5, Ay ]
2 P M TR L TE AN S LARSEITS

(1.93)
gue nos mostra gue a fungdo de dols pontos invariante de gauge,

eq. (1.79), e expressa exclusivamente em termos da configuragéo

Ail, eq (1.89).

Uma vez que D(O):[l(o;gi), entdo o campo !
T

(z) é regular(lg)



0 segundo termo de A (z) é identicamente um
gauge puro, nao contribuindo, conseqﬁentemente, para o indice de
Chern g. Eventualmente, pode ser anulado por uma transformagdo '
de gauge (13).

Uma vez .= que (ig)ll(aa;ez/q)z 0, temos

cl h\n
At ——r - T €Y, [D(x-2) - Dy~ 2)] (1.94)
Assim,
Ar 1
ACl ETi;;* 1 e'i E(z—y)x ~ (z=~x)x i (1.95)
# 20 L (z-y)? (z-x)% |
Sabe-se, entretanto, que (8,16)
. ...1 ”\l’IJL
ig 7 =1 £ % (1.96)
e J 1 A{gl e o
onde
Y, , )
0 =e Vo it A =(z-a) (1.97)
'\i(”-évf(-.;;:'
e uma transformagao com Nnumero topolbdgico n=1. Vemos entdo que
(13)
AA -1 -i !
2L o’ e = -

De acordo com (1.37), a transformagio g%ltem nimero topoldgico !

n:._];
2
Vemos portanto que (13)
AT (2) 7 9 \ (1.99)
M =0 = [3‘/9)3 495y T Qi On ic- y
Ou seja, a configuragido A;}(z), em termos da qual é expressa a

fungfo de correlagdo (1.79), € a soma de um instantom {(g=+1/2) e
de um anti-instanton (g=-1/2), localizados respectivamente em Yy
e X. Como teria de ser, Ail possul q=0.

Como a fungdo de correlagdo correspondente ao



valor esperado no vacuo do operador T(x, y) é saturada por ACl ,
entdo T(x, y) é fungio exclusivamente da soma de um 1lnstanton e
um anti-instanton com nimeros topolbégicos + 1/2 e -1/2, respecti
vamente. Podemos ent3o atribuir a natureza confinante da Eletro

din&mica Quintica bidimensional, sem massa, a existéncia de con-

figuragBes tipo instanton com nimeros topoldgicos semi-inteiros.



2. QUEBRA ESPONTANEA DA SIMETRIA QUIRAL

Neste capitulo veremos como transformaQSes !
de gauge, caracterizadas por numeros topolégicos semi-inteircs ,
induzem o mecanismo de quebra espontanea da simetria quiral no
modelo de Schwinger, estabelecendo, assim, um elo fundamental en
tre a quebra da simetria quiral e © fenomeno de confinamento.

Como vimes no capitulo i, podemos atribuir a
estrutura do vaAcuo do modelo de Schwinger a existéncia de confi-
guragtes de campo tipo instanton.

Vimos também que cada classe de A, € carac-

M
terizada pelo indice de Chern, g, dado por

uy 2

== wﬁ\b Ap d'x
o
AN
= e j 3‘;‘_!\_ I d2X
2%

1

= e £ I ds,, (2.1)

Fady

2 Je

Como o indice de Chern {o analogo, em duas '
dimens8es, da carga topolégica da teoria nidc-Abeliana, a guatro
dimens&es) parece definir naturalmente um vetor IM= €MQAQ , vVa-
mos interpreta-lo como uma 'corrente topoldgica', e definir uma
nova corrente axial, n#oc invariante de gauge, e no espago-tempo

de Minkowski, da forma

:4!,1,«[:&()})5:_5'/ ‘e Ef,.','v‘A‘) (MOl Pl 1) (2.2a)
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com
Ay (x)= —wﬂiﬁ_'e,uwa”t?j(x)+ﬂ(x)] P (€= -6, = 1) (2.20)

de forma que

[k e ~ -
Qe ay -2 QP T e o] = A w2 )

e e (2.2¢)
Em seguida, definimos a nova carga axial, !

nao invariante frente a transformagdes de gauge

~ +®.0
= -3
Q5 § J5 dxl (2.3)
U—-ﬁO
Verifiquemos, entao, como 55 se comporta sob
uma transformagdo de gauge efetuada poréjil/z (x) = exp—iﬁil/E (
x), inserindo as transformag¢des
Ay > Al = Ayt i g"l g“g
# A = 2.4
e +1/2 t1/2 ( )
l‘l” — (P“ = -1 [[j
em (2.2a).
Obtemos imediatamente
~ -~ ""1
FA e J&+ 1 o ig dp0+ 1/2 (2.6)
Ve el T x1/2 ©
ou, de acordo com (3.3),
+(O
~ ~ ( ., -1
Ng—rQg - L 1 19 Dy @ dxy
T e vYsl/2 o diife
i%(n
Sh -1 Bl (0 ax
T,
= §_ -2
Q5 n
= Q_ - 2.7
R (2.7)

onde n & o numero topoldgico da transformagido, eg. (1.37).



Na vers#o quantizada, a transformagdo corres
pondente a @ + 1/2 é realizada por um operador Tx 1/2 5 T [Ail/ﬂ
introduzido no capitulo anterior, e cuja agao sobre @5, vista co

mo um operador, € dada por

65 ———my T4 1/2 Q Ti_i/z (2.8)
Til/2
Concluimos entao que
T+ 1/2 Q o Q. * 1
+1i/2 © 75 ’
ou seja
Ta o,
L850 Try/0) - T,

Estudaremos agora a agéo de @5 sobre 0s va-

cuos
= n}_ n ~
Ing ngy = (T_ ) 2 (T ,,) 210, (2.10)
G.lnny =4 Tt T2 |0y
5"/ T N5 T3/ Toij2 T/
fy. No =~ - o nq o -
- T—1/2 Tl/2 Q5|O/ * [Q5’ T -1/2 1?2_\, IO> (2.11)
Ti/2 1/2 -1/2 170"
(2.12)
~ S N l
[?5’ T—1/2J =19 T—1/2 1/;]2
M nqi-1'! o 1
= 174 1~ [
Y5> T i/oi Toapet Toay W@ T_1/2 (2.13)
~ np -1 [x ni-27
9. T4 1=, TS e oL [ 1/; (2.14)
E, jé que

[IQ T+1/2 ’ Ttl/gj =0 (2.15)
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T n 1 n, -1~ Py
1 = 1 T T T?
~95’ Twl/zj 2 T—1/2[Q5’ -172]+ [FS’ ~l/2] ~-1/2
(2.16)
Repetindo ¢ processo nlwl vezes, obtemos
- I'll'—l [ T 7
[Q ?1/ ny Ty LY —1/2 (2.17)
Damesma forma
- np—1 [~
[Q T1/2 =0y T, Yo Tl/é] (2.18)

Obtemos entao

=Xt n, x ~ ni-1 no T
Q5|nln2>uT_l/2Tl§2Q5|O/ +(an_l/2 [QB’T—l/; 21/2+n Tl}zl% r w.
107 (2.19)

Impondo agora

65“)} = 0 (2.20)
teremos
& - _ - g No
Qlnyngy = - (o) = n,) T 1, T1/2|O>
o= -— — . l
(nl n2) | n n2> (2.21)

ou seja, 0s vVacuos Inl né}sao auto-estados da carga axial 55 .
com autovalcor - (nl - n2).

Ve jamos agora o efeito da transformagao qui-
ral, isto é, a transformacgfo cujo gerador & a carga 55, sobre os
vacuos

-i(nlel+n292)

191 92> = 1 e |n ng,

que, como vimos no capitulo 1, constituem ground states de seto-
res independentes no espago de Hilbert, e s3o peortantc os verda-

deiros vacuocs da teoria.

e - i o
i 1(n1@1+ n2@2) i Q

5
e 66> = 1 > e e Inlnz

L
2_'T nn
12



= i@1+q, @2_[x> (2.22)

onde utilizamos (2.21).

Vemos,portanto, que a transformagic gerada "
pela carga axial @5 leva um vécuo i@lgé> em cutro. Isto - é rea-
lizado por uma rotagdo do vacuo de um dngulo &,

Por outro lado, demonstrou-se recentemente !
gue, sob o ponto de vista quéntico, nc modelo de Schwinger, vale

X ~ (5
a seguinte equacgidc —

‘@1J§ = - m° Zl(x), {(2.23)
AT
que é uma manifestacdo da anomalia de Adler, Bell e Jackiw, no
modelo.,
Concluimos entdo que 32 é uma corrente con-—
servada
-..p, _

@MJS = 0, (2.24)
de onde se conclul que 55 é conservada, ou seja, no modelo de
Schwinger

L%, K] = o, (2.25)
onde H é o operador Hamlltoniano. Desta forma, a operagfo qui-

Q. - . . :
ral e Q5 e uma simetria do sistema.

Suponhamos agora que um determinado vacuco '

b ia E
|9192,possua energia EO

—
[A]
o
()]
~—

H]9192> = EO|9192>

Entic

iOC.Cj 2
- , O - 2.27
e 5 H|0,6,> = E_|0,+x, 0, oKy ( )



Em virtude de (2.2%)

1$8 0 =Ky = E " ~6l7, .
18, +%,6, > E_|o +%,9, )y (2.28)

Vemos entdo gue todos os vAacuocs i91@2> possuem a mesia energlia .
Assim, os diverscs setores do espago de Hilbert, cujos estados !
fundamentais sic os vAcuos 19192>, sdo fisicamente equivalentes.

A esséncia destes resultados é que a opera-
gdo de simetria quiral eidQS leva um vacuo do sistema em um ou-
tro estado com a mesma energlia, isto €, em outro vacuc, de onde
se conclui que no modelo de Schwinger ocorre quebra espontanea
da simetria quiral.

Isto provém do seguinte fato., Como no mode-
lo n#@c hé transigfes entre os diferentes (é)vécuos 6, pode-se es
colher como vacuc do modelc qualquer um deles, com valores fixos
de 91 e 92. Assim, a escolha do vacuo fisico, com valores dados

de 91 e 92, leva 4 quebra da invaridncia sob as transformages '

exn iQ_ .
i Q5



3. CONCLUSOES

Neste capitulo tentaremos compreender, e exa
minar possiveis consequéncias dos resultados obtidos nos dois ul
timos capitulos.

Como vimos no capitulo 1, podemos atribuir a
natureza confinante da Eletrodinamica Quantica bidimensional sem
massa a existencia de configuragoes de campos de gauge tipvo ins-
tanton, caracterizadas por numeros topologicos semi-inteiros.

A natureza confinante da teoria esta, entao,
intimamente relacionada com a invariancia de gauge. No capitulo
citado mostramos que numeros topologicos semi-inteiros caracteri-
zam transformacgoes de gauge que, a nivel guantico, tem como cor-
respondentes, operadores unitarios que geram a estrutura do va-
cuo.

Poderiamos pensar gue a natureza confinante
estaria, de fato, associada a estrutura (degenerada} do vacuo. En
tretanto, isto nao é verdadeiro. A degenecrescencia do vacuo em
QED, nao & um fato inerente ao modelo, e o grau de degenerescenci
a depende do gauge escolhido. A degenerescencia em um gauge par-
ticular depende da presenga de cargas gauge-nao-invariantes con-
servadas(lg).

No capitulc 2, constatamos gue n= +1/2 carac
teriza transformagdes de gauge que, a nlivel guantico, induzem a

quebra espontanea da simetria guiral.



Como o mcdelo de Schwinger possul uma estru-
tura de vacuo, no gauge de Lorentz, inteiramente analoga a das
teorias nao-Abelianas a guatro dimensaes(li), a investigacao dos
aspectos analogos (para n=t1) aos apresentados neste trabalho,em
QCD, torna-se aconselhavel.

Finalmente, esperamos gue nossos esforgos ve

nham a contribuir para uma melhor comprecnsao das interagoes for-

tes.



APENDICE
Agui mostraremos que se O campo Au tende a
um gauge puro sobre um circulo de raio infinito em E2, entdo q,
eq. (1.60), é igual a n, eq. (1.37). Em outras palavras, o indi

ce de Chern de um camnpo Au’ regular nas regides finitas de EZ’ e
que tende a um gauge puro sobre um circulo infinito, é igual ao
namero topoldgico das transformagdes 9(x), em termos das quais '
Au & expresso sobre este circulo.

0 indice de Chern, g, pode ser escrito
q= e W g _1() X, ds (A1)
e RN R
e

Queremos expressar (A.1) no sistema de coor-

denadas esféricas de E_, dado por

14

4e]

- — R17
x%= (R,§); O<R&e; O 2T e v =1 (A.2)

i
/s

CcOom

X, = R cosyg ; x, = R seny (A.3)

. . ; . e
e cujo tensor metrico e a™ .

Esta transformacao € efetuada por

oo = DxM (A.4)

Usando (A.3) podemos calcular o Jacobiano, J,
J = det (T%y)= R (A.5)
Teremos entao

if”::S“?=Tﬂ‘T;;§“ﬁ; 1=J?§;§:det (5™ (A.6)



de forma que
1/Ng = J =R (A7)

Sendo c uma circunferéncia de raio infinito

em EZ’ temos
ds = Ray = a? {A.8)
e
7]
Como a grandeza ﬂ@féuvé um tensor (§=det(é‘%),
obtemos
My = A
g= _...:L___(g. af z"fgw,l = 99 A X {(A.9)

21 J ¢ Aﬁf

onde X é o vetor unitério em coordenadas esféricas, normal a C.

M
Em virtude de (A.2), ¢ pode ser escrito
2T o4
q:_g_S ap eV oA T, (A.10)
27 °
Ja que ﬁu s6 possui componente R, pois & nor
mal a C, e ja que e*f_ 1, obtemos

an &
q=_1 Do Ldid = n (A.11)
2 5 0 ? e
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