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RESUMO

O objetivo deste trabalho &€ o estudo de teoria de cam
pos nos modelos cosmolbgicos do tipo G8del da teoria de Eins-
tein-Cartan. Para isso, primeiramente encontramos as solucgoes
do tipo G&3el das equacdes de Einstein-Cartan, supondo que a
fonte de curvatura do espaco € constituida ou por um fluido de
Weyssenhoff e por um campo eletromagnético ou por um fluido de
Weyssenhoff com pressdo anisotrdpica. A presen¢a simultanea da
torgdo e do campo eletromagnético (ou da pressac anisotropica )
permite a ocorréncia de uma métrica circular diagonal e restrin
te ou elimina a classe de métricas hiperbdlicas gue nao apresen

tam curvas fechadas do tipo tempo.

A seguir, analisamos as solugdes das equagoes de
Klein-Gordon e de Dirac nesses espac¢os do tipo G&del. Tratamos
os campos escalar e espinorial como campos de teste que nao in-
teragem com gualguer campo eletromagnético. A partir de condi-
cSes de contorno compativeis com o carater de particulas de tes
te, encontramos, para cada uma das classes de métricas do tipo
c8del, os espectros de energias e os intervalos de variacao pa-
ra os autovalores m do operador i8]3¢. Okbtemos os seguintes re-

sultados gerais:

a) Nos espacos com métricas circulares, os espectros de energi
as sido discretos e os valores de m saoc limitados inferior e

superiormente.

b) Nos espacgos com métrica de Som-Raychaudhuri, os espectros de
energia também sio discretos, mas m apresenta somente um li-
mite inferior (energias positivas), ou somente um limite su-

perior (energias negativas).

¢) Nos espagos com métricas hiperbélicas,ha dois casos a serem

considerados:
10) Para métricas sem curvas fechadas do tipo tempo,os

espectros sio mistos, com energias discretas na
parte inferior e com energias continuas na parte

superior.



209) Para métricas com curvas fechadas do tipo tempo, os
espectros para o campo escalar sdo discretos. O cam
po espinorial, sob certas circunstancias,pode apre-
sentar um espectro misto, mas com as energias conti
nuas localizadas na regiao inferior.

Para as solucdes com energias continuas, os valores de m nao sao
limitados, nem inferior nem superiormente. Para energias discre-

tas, ocorrem limitacbes semelhantes as do item b).

Mostramos também que o movimento geodético de uma par-
ticula de teste pode ser considerado como o analogo classico cor
respondente ao campo escalar. A particulas com movimentos confi
nados, correspondem solugoes escalares com energias discretas; a
particulas com movimentos ilimitados, correspondem solugdoes com
energias continuas. Os valores guanticos para m sdo constituidos
por todos os nimeros inteiros contidos no intervalo continuo gque
determina os valores possiveis da constante de movimento classi-

ca associada a coordenada ¢.

Discutimos ainda certas assimetrias das correntes de
neutrinos e antineutrinos, resultantes da rotacao e da torgao do
espaco. Essas assimetrias dependem da relagao entre os valores

da torcio e da rotagdo e, para um caso particular, se anulam.

Finalmente analisamos as solugdes da equacdo de Klein-
-Gordon para um campo escalar acoplado simultaneamente a gravita
cio do modelo de Som-Raychaudhuri e a um campo magnético constan
te de origem cosmoldgica. Encontramos uma assimetria entre esta-
dos de energia positiva e negativa, para particulas com um dado

sinal de carga. Este efeito ndo apresenta analogo classico.

- iV -
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nesta Introdugac vamos apresentar algumas defini-
gdes, delimitar o tema do presente trabalho e fixar cexrtas no-
tagoes.

Chamamos de métricas homogéneas do tipo G8del aque -
las cujos elementos de linha podem ser escritos como

2

2 - [p(r)d¢l? - az® , (1.1)

ds® = [dt+H(r)de]® - dr

onde D e H sac funcdes somente da coordenada r e satisfazem os
critérios de homogeneidade do espaco—tempo(i). De acordo com

estes critérios, devemos ter

2
1 d°D 2 1 dH
2 9 Y _ gy , — B4 _ , (1.2)
D dr2 2D dr
sendo £2 e . constantes reais arbitrarias. Se interpretarmos

as variaveis r, ¢ e z como coordenadas cilindricas, as solu -

coes de (2) sao (ver Capitulo 3)

D = Senhir . H = senhir . (1.3)
51 .2

As relacdes das constantes £ e & com os parametros fisicos de

pendem da teoria usada para descrever o campoO gravitacional e



do contetdo material atribuido ao universo. No caso da teoria
da relatividade geral (RG), essas relagdes sao determinadas a
partir das equacOes de Einstein,

+ hg.. = xt,. , (1.4)

G, .
ij ij ij

onde G. . & o tensor de Einstein, g.. € o tensor métrico, o}

j il — Fi3
tensor momentum-energia, k a constante gravitacional e A a
constante cosmologica. Nésta teoria, I representa a rotagao
da matéria. Se postularmos, comO Rebougas e Novello(g_ﬂ), que
a fonte de curvatura do espaco & constituldo por um fluido per-

feito e por um campo magnético na direcao da rotagao, as solu-

¢Oes de (2) sao dadas por

Kp = 92 - KPgop ~ A 1 (1.5a)
—  Q° _K_(g_@l
Kp = Q% + KPgyp * A J (1.5b)
2%2 = 92 - KPop (1.5c)
onde p é a densidade de matéria, p a pressao hidrostatica do
fluido e ¢ a densidade de energia eletromagnética. Para as-

em

segurar a positividade da pressao e da densidade p e a valida
de da eguacgao de estado £ 2 p, a constante cosmologica deve

pertencer ao intervalo

—kp__ s A S % - kp i (1.6)

A expressdo (3c) mostra que, dependendo da razao entre kp_. €

92, 22 pode assumir valores positivos, negativos ou anular-se.



Isto nos permite agrupar as métricas do tipo G&del em uma das

trég classes abaixo:

s . P - 2
a) = Métricas Hiperbdlicas: sao aguelas em gue 2° > 0, ou se-
ja, & & uma constante real e, por isso, D e H s30 exXpressos
em termos de funcdes hiperbdlicas, como em (3). Para estas mé-

tricas, escolheremos Os seguintes intervalos de variacao para

as coordenadas

A
=
A

2m p - <z < ®
(1.7)

- < f < . 0 £ r < = ' )

No exemplo dado por (5), temos métricas hiperbolicas quando

2 - .
> = = =
ptp > Zpem e A 2 0. Se Pem p ¢ e A G-, temos a metrica

de G8del propriamente dita(i).
b) - Métricas Circulares: assim serdo denominadas as metricas
com 22 < 0 ou, equivalentemente, & = iA (A = real). As solu-

¢oes da forma (3) podem, entao, ser escritas em termos de fun-

cOes trigonometricas:

b = Sen2ir , B =% sen’rr . (1.8)
2X 3 2

Neste caso a coordenada r serad interpretada como uma variavel

angular e, ao inves de (7), vamos adotar os intervalos

A
=
A

—» < £ < @ ' -1 £ cos2ir = 1 ; 0 2 , =2 < gz <@

{1.9)
No exemplo acima, ocorrem métricas circulares quando p+p < 20

e A < 0.



(6)

¢) = Métrica de Som~Raychaudhuri'-': & aquela para a gual
Rz = 0. Nesse limite as expressotes (3) assumem a forma
_ _ 2
D =r : H = Qr ’ (1.10)

com intervalos de variagaoc para as coordenadas dados novamen-
te por (7). Para as solugdes (5), estas métricas correspondemn

a ptp = 2pem e A=0,

'Neste trabalho, as denominacgCes acima, estabelecidas
com base no sinal do parametro 22, serao mantidas,mesmo gquan
do as hipdteses sobre o conteltdo material do universo ou sobre
a teoria gravitacional nédo coincidirem com as do exemplo apre-
sentado.

Consideremos agora a teoria de Einstein-Cartan(E-C).
Esta teoria admite gue a geometria do espaco-tempo & a de Rie-
mann-Cartan, gque basicamente se distingue da riemanniana pelo

postulado segundo o qual a parte antissimétrica da afinidade

I' {ou seja, a torgao 1 ) & diferente de zero:

k _ 1 k _ rk

T i3 T3 (T 15 r ji) # 0 . (1.11)
Na teoria de E-C, comoc formulada por Hehl(l), as equacgOes para

o campo gravitacional sdo semelhantes as equag¢Oes de Einstein,

mas os tensores G,. e nao $ao mais simétricos e dependem

. t..
J 1]

da torgdo. Esta teoria constitui uma generalizacgao da RG, coin
cidindo com aquela no limite de torgao nula. Na realidade, os
termos que cont@m a t orgao sdo interpretados como corregoes ,
a relaﬁividade geral, introduzidas pelo spin da matéria.

a
Supondo que a fonte de curvatura do espo é constitu



ida somente por um fluido ' com spin (ou fluido de Weyssenhoff),

(8) encontraram solug¢des do ti

Teixeira, D. de Oliveira e Tiomho
po G&del hiperbolicas e circulares para as equagOes de BEinstein
~Cartan. Certa classe dessas solu¢oes hiperbdlicas néo admite
a ocorréencia de curvas fechadas do tipo tempo, contrariamente
ao que se verifica na correspondente situagdo da RG. Entretan -
to, no limite de torcao nula, obtemos apenas a métrica de G#del
propriamente dita. A fim de generalizar as métricas de Reboucas
-Novello para o contexto de E-C, devemos acrescentar ao flui-
do de Weyssenhoff um campo eletromagnético ou um tensor de pres
sOes anisotrdpicas: esta & a tarefa preliminar do presente tra-
balho.

Por nao apresentarem expansido, os modelos do tipo G&-
del sao inadequados para a descricao de nosso universo. Mas, a

(9)

anisotropia da radiacao cosmica de fundo e a rotagdo dos

aglomerados galéticos(lg) sugerem que a rotagao pode ser um pa-
rametro relevante para a descricdao de eras passadas da evolu -
¢do césmica. Em consequéncia disto, um modelo cosmoldgico rea -
listico deveria apresentar, simultaneamente, rotagdo e expan -
¢cao. Embora os modelos 4o tipo G8del ndo se incluam nesta cate-—
goria, a sua simplicidade nos permite determinar a influéncia
da rotagdo sobre particulas de teste acopladas ao campo gravita
cional. Um estudo dessa natureza, pode, além disso, revelar, ho
comportamento das particulas de teste, as diferengas correspon-—
dentes as diversas classes de métricas do tipo G8del. Quanto ao
estudo de geodésicas de particulas de prova, remetemos ao tra-
balho de tese de Calvio 1) ¢ &s referéncias ali contidas. O ob

jetivo principal do nosso trabalho & analisar as solucgoes das

equacoes de Klein-Gordon e de Dirac em espagos do tipo Gédel



com torg¢do. Entdo, bastard anular a torcd3o para gue obtenhamos
os resultados referentes as métricas riemannianas. No caso par
ticular da métrica de G&del, esses resultados devem reproduzir
os das refs. (12-13). A abordagem do nosso tema obedeceri a or

dem especificada abaixo,

No Capitulo 2, apresentamos uma revisao da teoria de
Einstein-Cartan e das equag¢des da fisica, nessa teoria, que se
rdo trabalhadas nos capitulos seguintes. No Capitulo 3, inicia
mos propriamente © nosso trabalho, com a integragio das equa -
¢Oes de Einstein~-Cartan para métricas do tipo G8del. Primeira-—
mente, supomos que a fonte de curvatura € o fluido de Weyssen-
hoff mais um campo eletromagnético e, a sequir, substituimos o
campo eletromagnético por um tensor de pressdes anisotrdépicas.
No Capitulo 4, analisamos as solugdes da equagdes de Klein-
-Gordon para uma particula de teste sem acoplamento eletromag-
nético (algumas solugdes acopladas a um campo eletromagnético
estdo no Apéndice A). Também estabelecemos algumas relagdes en
tre os nossos resultados e a natureza das orbitas de particu-
las classicas que descrevem geodésicas nesses universos. QO Ca-
pitulo 5 trata das solu¢des da equaciao de Dirac para cada uma
das classes de métricas do tipo G¥del. No Capitulo 6, defini-
mos um espa¢o de Fourier para as solug¢oes espinoriais e anali-
samos as simetrias da corrente fermidnica ao longo da vortici-
dade. As Conclusdes estdo reunidas no Capitulo 7. O Apé&ndice A
apresenta algumas sdlucSes escaiares com acoplamento eletromag

nético, como j& haviamos dito.

NOTACOES: As conven¢bes que usaremos com mais frequéncia sfo



as

1)

2)

3)

4)

seguintes:
A :=B e A =: B significam, respectivamente: "por defini
¢30 A é igual a B" e "por definigdo B & igual a A".

Em A os colchetes indicam antissimetriza

kfooo|m...]

c¢io dos Indices contidos dentro deles, exceto dos que estao

fij...

compreendidos entre as barras. Para indicar simetrizagao ,

usaremos parenteses, ao invés de colchetes.

A derivacdo covariante em relacao a afinidade de Riemann-

~Cartan sera denotada por V , a0 passo que derivada covari-

ante riemanniana estard indicada por V . As notacdes

dA .
i

3

Ix i,] 31

designam a derivada parcial do objeto. A, em relagao a coor

denada x].

Um til significa que o objeto ao qual & superposto se refe-

re a um espa¢o rilemanniano. Assim,

--k P
198 Gy
simbolizam os tensores de curvatura e de Einstein formados

a partir do simbolo de Christoffel. Na auséncia do til, es-

sas quantidades se referem a geometria de Riemann-Cartan.



CAPITULO 2

A TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos os resultados basicos de
uma teoria gravitacional que chamaremos de teoria de Einstein-
-Cartan (E-C). Inicialmente expomos algumas relac¢des geometri-
cas dos espagos de Riemann-Cartan e, a seguir, usando essas re
lacdes e os postuldos de Hehl, deduzimos, atraves do principio
variacional, as equagées para O campo gravitacional, ou edua-
¢des de Einstein-Cartan. Incluimos seg¢les que tratam das equa-
cBes de Dirac (2.4), Klein-Gordon (2.5) é de Maxwgll (2.6) ,bem
como do fluido de Weyssenhoff-Raabe (2.7) em Einstein-Cartan ,
porque esses temas sio relevantes para o desenvolvimento dos
capitulos posteriores. Nossa abordagem esta baseada no forma -
lismo tensorial. Para uma discussdo do mesmo assunto na lingua
gem das formas diferencials, remetemos aos trabalhos de Traut-

mann(lé) ou as revisOes que constam em Kuchowics(lé),

véo(ié) ou Fonseca(lz). Uma formulacdo espinorial da teoria de

(18)

Gal -

E-C & apresentada nos trabalhos de Datta

2.2 - A GEOMETRIA DE RIEMANN-CARTAN

Seja



sc™ = T, . ¢t ax’ (2.1)

a lei para o deslocamento paralelo de um vetor contravariante

Ck em uma variedade diferencial deotada de uma métrica real e

gsimetrica, 935 = 944 © de uma afinidade Fkij' Tal variedade
constitul um espa¢o de Riemann-Cartan (que denotaremos por Uy )

se a torgao Tkij’ definida por

k k
. o= T . .
* 1] fijl ! (2.2)

@ diferente de zero e se a derivada covariante da métrica, rela

k

tivamente a afinidade T 35 é nula, isto é,

% % B
ngij = akgij - T ikgﬂj - T jkgiﬂ = 0 . (2.3)

De (2) e (3) podemos escrever
rljk = {jlk} - Kljk , (2.4a)

onde a primeira parcela a direita € o simbolo de Christoffel de

- . i - ~
segunda especie e K . e o tensor de contorgao

Jk
2= = T.., = T, . + T,.. . (2.4Db)
(Por convencgao, o primeiro indice de leh’ Kljh' etc,estdo sen
do baixados para a primeira posigdo, enquanto Hehl os baixa pa-
ra a ultima. Nossas convencoes também diferem das de Hehl pelo

k . - k
. r™...
uso de T i em (1) ao invés de i

)

A expressao para o tensor de curvatura pode ser encon
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trada deslocando paralelamente um

vetor Ck de um ponto inicial Pt a 2

um ponto P, infinitesimalmente
proximo de P, ao longo dos lados d
i 3 X

dyx e d,x do paralelogramo da fi-

gura ao lado. Se primeiro efetu- 4
Fﬁ d x Fi

armos o transporte seguindo o ca-

minho P, > Py > Pe e depois seguindo o caminho P; = P, > Pcen

contraremos que em Pf a diferencga em Ck deslocado segundg es-

ses dois caminhos é dada por

ck(pf) - Feep - - ngijcg ag*d ,  (2.5a)
Pi+P1+Pf Pi+P2+Pf
onde
autd .- Zdlx[idzxj} (2.5b)
k k k n
L. 1= . 4 . . .
Roeas 7= 2 ey, a0 7 2T wg (2.6)
Rklij' definido em (6), & o tensor de curvatura e apresenta as
propriedades(lg):
Reeiy) = Raemyiy =90 - (2.7a)
k n k k
. . - . - V.. ) .
Xk - _ n k
V[m|R Rlij] = 2‘T [ijIR le}n . (2.7¢c)

Usando a definic3o (6) e considerando os tensores Uk’ Fgm e
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My ¢+ POdemos escrever os comutadores de suas derivadas covari

antes de segunda ordem como

L

£
2 v[ivj]uk = R kijUﬂ - 2T iijUk (2.8a)

_ .n n _ n
(1791 em = R 219%mm ¥ B miiTem T 27 i3'nTim
(2.8b)

2V

_ ph n n
2 v[ivj]MmJLm - R kijMnlm t R Riijnn R miijln +

n

- 27T i3 Vanzm . (2.8c)
Definamos agora o tensor de Ricci (Rij) e a curvatura escalar
(R) através de
= &* R := RT, = glIR,. (2.9)
ij i3 ’ ’ i 1] ° *

Entao, a propriedade (7b) nos permite mostrar que a parte an -

tissimétrica do tensor de Einstein,

— -1
= R,. - 5 g;.R (2.10a)

é dada por

= k
g = Rpsi, = iy 2.
G[lj] R[lj] Vk T 13 . {2.10b)

onde o tensor de "torc¢ido modificada", Tkij’ e o operador §k fo

ram definidos por

T .. = T,.. + 2 Tg

kij kij R[igj]k (2.11a)



...12.—

Lk . (2.11Db)

Por outro lado, contraindo os indices "i" com "k" e "&" com "m"
na identidade Bianchi, (7c¢), encontramos

- Lk m L mnk
V.G, + 2 T G Rknmj . (2.12)

Podemos ainda substituir a afinidade Pkij pela exXpressao

(4a) em (10a) para mostrar gue O tensor de Einstein

pode ser
escrito como

. . . i
Consideremos agora uma densidade vetorial J° de peso

+1. Sua divergéncia pode ser escrita como

T Ll
9,7 = V.J . (2.14)
Seja, entao, a integral
_ 4
I = A(VkB) dx . (2.15a)

onde A e B simbolizam objetos tensoriais de gualgquer ordem,mas

tais que o integrando seja uma densidade escalar. Nesse caso

AB deve ser uma densidade vetorial contravariante e, por (14),



-13-
temos

AV, B = Bk(AB) - (VkA)B . (2.15b)

k

Nos problemas variacionais com fronteiras fixas, A ou B repre -

senta uma quantidade que se anula nos limites de integracao e a
divergéncia parcial no integrando pode ser desprezada. Assim ,
obtemos a seguinte regra para a integrag¢do parcial em Uyt

\

J A(ka)dx4 o J (ij.m)z_acu;4 . (2.15¢)

A identidade de Palatini, que relaciona a variagao do
tensor de Riccli num dado ponto do espago com a variagao da afi-
nidade se escreve como

SR, . =¥ (2.16a)

% 2
13 = V0T 45 = V50T, ik

onde

k& m m m
9 l}im ST 30 * Iy 8T qp + Iy 0T ij:]
(2.16b)

2.3 - A TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

A teoria gravitacional de Einstein-Cartan (E-C), ela-
borada principalmente por Hehl(l), postula que a geometria do

espago-tempo &€ a de Riemann-Cartan e gue as variaveis indepen -
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dentes que descrevem o campo gravitacional sdo a métrica e a
torgio (ou contorcio). As equagdes de campo sdo derivadas por
meio do principio variacional aplicade a agéo

S = gﬁ J V=g dx4 (R-27) + J Y=g dx4 L (2.17)
onde a primeira parcela corresponde a agao para O campo gravi-
tacional e Lo & a lagrangeana para os campos materiais obtida
daquela da relatividade restrita através do acoplamento mini -
mo, ou seja, substituindo a métrica de Minkowskil "ap pela mé-
trica do espago curvo gij e as derivadas ordinarias por deri
vadas covariantes de Riemann-Cartan.

Definimos o tensor de momentum-energia métrico (tij)

e o tensor de spin (Sl]k) por

1 28 (V=g Lm)
=g £+ := 5 (2.18a)
g. .
1]
S(V-g L_)
/=g stIk .- —" m (2.18b)
K, ..
kji
O spin ainda pode ser escrito como
giik oyt k3] , (2.19)
onde Mlkj, is vezes denominado de tensor de pseudo-spin, & da-
do por
§{v-g Lm) (
L= . 2.20)
ijk GTkji

Como
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+ V=g gijﬁRi. '

(/=5 R) = -/=g &) sq, ;

j

podemos usar a identidade de Palatini, (16), e a regra (15¢)

para a integrag¢do parcial a fim de escrever
J dx4 $ [?:6 R - 27 f:%] =
_ J ax® /=5 { [@‘ij’-%(TijE—Tj“)mgij]ﬁgij +
+ 2 [Tgij + TjiR’ - TijE:,(ST'Q'ij } i (2.21)

Exigindo que &S = 0, para varia¢oes independentes da métrica

e da torgao, e usando as definigoes (18), encontramos

S(V“g R§- 24 V~q) = —i /:E tlj (i)
g. .
1]
LI R o g v ) (19]
[
ji
Calculando o lado esquerdo dessas equagOes a partir de (21) e

"

fazendo uso de (19), chegamos ds "equagOes de Einstein-Cartan

Gyy *+ hgyy =« T (2.22a)

Tijk = K Sijk , {(2.22b)
onde

) .= % ﬁg Erg’lj +opidth TJR{I + £t . {(2.23)

Para chegar a equagdao (22a), empregamos a eq. (1l0b) para es -
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crever

cid) _ qid o gfi3] 2 10 _ @RTﬂlj

As identidades geométricas (10b) e (12), em conjunto com as
egs. (22), fornecem-nos as seguintes leis para a conservagao

do momentum angular de spin e para o momentum—-energia
g, sl = o023 (2.24a)

o optl oo, kiopb _ gmnkp 1 (2.24Db)

2.4 - AS EQUACOES DE DIRAC EM E-C

Consideremos agora um campo classico de Dirac VY (com
massa M) e seu adjunto conjugado Y = ?TYO no espago R, de

Minkowski. As equacdes de Dirac podem ser obtidas, via princi-

pio variacional, a partir da agéo(zg)
s, = | ax* 1 (2.25a)
D D )
T T B VU g
Ly =+ 5 [:WY ,¢ = (9, D)y + 21MWW:} , (2.25b)

onde as matrizes de Dirac, YA, satisfazem a algebra de Clif -

ford

A_B B A AB

(indices maiasculos se referem ao espago R4). sob translacdes

espago-temporais,
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X = x4+ a . (aA = constante) . (2.26a)

SD serd invariante, se as matrizes de Dirac permanecerem inal-

teradas e se os espinores se comportarem como escalares,
Y'(x) = ¥Y(x) , ' (x) = ¥(x) . (2.26b)

Sob rotagdes de Lorentz,
X' = A X (2.27a)

A AB o = ) (2.27b)

a invariancia de Sy fica assegurada se as matrizes de Dirac no
vamente permanecerem inalteradas e se os espinores se trans -

formarem de acordo com

Vix) = T(MY(x) ., T'(x) = YT, (2.28a)

onde T(A) & uma matriz 4x4 (e T—l a sua inversa) da represen-

tagao do grupo homogéneo de Lorentz, satisfazendo
pl B g BB, ol s el = (2.28b)

Para rotacgdes infinitesimais,

AA A

B w = - = const. ’ (2.29)

_ A
=0g + Wy AB BA

as condic¢Ses (28) podem ser satisfeitas pela matriz

T(A) = T + % w. o (2.30a)
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com os geradores OAB dados por

B
AP = 2 vA P . (2.30b)

No espa¢o de Minkowski, os espinores de Dirac a qua -
tro componentes sao definidos como os objetos gque apresentam as
propriedades (16b) e (28) sob transformagdes espag¢o-temporails e
rotac¢des de Lorentz, respectivamente. A fim de generalizar essa
nocdo para um espaco de Riemann-Cartan, vamos primeiramente es-

colher um referencial de Lorentz local, em cada ponto da varie-

A

dade, definido pelas tetradas e i(x) e por suas lhversas
eJB(x),
_ A B
gij(X) = e i(x) e j(X) Nap . (2.31a)
A i A A j i
e, (X)) e _(xX) = & . e, (x) e’ (x) = &7, .
. B B * A 3 7 (2.31p)
Uma rotacao local de Lorentz nessas tetradas,
A _ A B
e i(x) = A B(x) e i(x) , (2.32)
com AA satisfazendo (27b) em cada ponto, deixa as relagoes

B

(31) inalteradas, expressando a equivalencia de todos os refe -
renciais localmente inerciais. Entdo, os espinores de Dirac em
espagos curvos sao, por definicdo, objetos que se transformam

como escalares sob transformacoes gerails de coordenadas

[xt » x't = x'l(x)] e de acordo com (28) sob rotacoes locais de

Lorentz nas tetradas. Neste caso, Wap s AAB e T(A) em (28-30a)

sao funcbes das coordenadas. Para gue a acao (25), com
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i
3A 1= e, Bi r (2.33)
permaneca invariante sob transformac¢dc geral de coordenadas é
suficiente substituir dx4 pelo elemento invariante de volume

Y=g dx4. Mas, para garantir a invariancia dessa agao sob as ro-
tagOes (32), & necessario substituir as derivadas BA por um ope
rador de "derivada espinorial covariante", DA(X), que sob (32)

se transforme como

Dj (x)¥' (x) = ABA(X) T(x)Dg(x) ¥ (x) (2.34a)
D; ()T (x) = ABA(x)[DB(x)T(x)]T(x)'l i (2.34Db)
Tomando

Dy () ¥ (x) t= (B, + [p(x))¥(x) -, (2.35)

a condicac (34a}) requer que FA se transforma como uma afinida-

de, isto &,

M) = AP (0 (70 750 T () "= (3T () T (0 T

(2.36)

Em consequencia disto, o operador DA(x) ficara determinado se

encontrarmos um objeto que cumpra essa lei  de transformagao.

(21) 4

Uma solugac possivel gque obtemos =

I'.(x) =

i Bj c
A o} e e vie . (2.37)

BC ¢ A 3

b

ou, usando a definicdo dos coeficientes de rotag¢do de Ricci,
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C _ _ 45 .C i 7 - -
¥ aB (Vyemjletpe g v (ppe Yeac (2.38)
e as equagoes (4a) e (30b),
= 1 _ C.B
'a =7 Ocpa ~ Kepal VY ’ (2.39)
onde
AU s B 4
Kapc *% @ a°7B® cKiyp
Da condicio
D, (F¥) = 3, (F¥)
encontramos
DAT = BAW - WFA . (2.40)

Entd3o, a ag¢dao invariante sob transformagdes gerais de coordena
das e sob rotagdes locais das tetradas € constituida por (25a)

com LD representando a densidade
_ i /oo (TR Ty LA T
L, = + 3 V=g [¥y DAT - (DAW)Y ¥ o+ 2iM¥Y¥] . (2.41)

As equacdes de Euler-Lagrange para os espinores ¥ e Y forne-

cen‘22)

Y =-imMm¥ (2.42a)

Cy Ty = +iM¥ ) (2.42Db)

v}

+
ra

=

Quando o campo de Dirac se constitui em fonte de cur
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vatura do espacgo-tempo, O tensor momentum-energia tij e redefi-

nido através de

G(LD)

deA. .
3

/=g 1 = B (2.43)
Escolhendo a contorc¢do (ou torgido) e as tetradas como varliavels
gravitacionais independentes e usando esta nova definicao, as
egs. (22) ficam formalmente inalteradas. Além disso, para maté-
ria tensorial, (43) coincide com (18a) e, no caso de matéria es

pinorial a simetria t,. = t., € assegurada pelas equagoes de
1] Jji (22)

Euler-Lagrange para os campos Y e ¥ .

2.5 - O CAMPO ESCALAR EM E-C

Se o spin da teoria de E~C for interpretado como re -
sultante do alinhamento dos spins das particulas elementares,de
vemos esperar que a matéria escalar nd3o gere torgdo. Isto real-
mente ocorre, pois a torg@o é introduzida na agdo material atrg'
ves dé derivada covariante, que neste caso é igual a  derivada

ordinaria, isto e,

(2.44)

em (17). Dessa forma, um espago—-tempo gue tivesse o campo esca=
lar como Unica fonte de curvatura seria descrito pela geometria
riemanniana. Mas, se a curvatura resultar de outros campos, uma
particula escalar considerada como corpo de prova, pode ser afe

tada pela torgdo uma vez que esta terd influencia sobre a métri
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ca que aparece em (44). A equa¢do de Euler-Lagrange correspon -

dente ao campo ¢ escreve-se como

g vmge ) L embe =0,
/‘:“g_ 1 ]
ou, num referencial de Lorentz local, definido pelas tetradas
(31),
AB CB 2.
®,AB - Y g ®,C + M7¢ = 0 (2.45a)
U S = ol
®,AB 1= e e B ®,ij . ®,C = e, ¢;i {2.45h)

Vamos agora substituir M2 em (44} por M2+R/6 e supor
novamente gque a curvatura do espage nao € gerada pelo campo es-
calar (isto significa que R pode depender da torg¢ao em E-C}. Pa
ra R ~> 0, a agldo assim modificada se reduz a da relatividade
restrita; porém, em RG, o termo R/6 & justificado pelo fato de

que a equacao de movimento

5. (/=g gljajq:) + (M2 + Be =0, (2.46)

-

no limite de massa nula, permanece invariante scb o mapeamento

conforme

- 2 — -1
a) gij - gij = [C{x)] gij ;, b) ¢+~ 9 = [C(x)] 7¢
(2.47)
ou seja, a funcio,
F(G.T R = - 0. (/55T 0.7 + R 7 (2.48)
9% J5 1 i 6
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& nula. Para saber se o mesmo ocorre em E~-C, vamos Treescrever

R como

R = Rr + Rt R (2.49a)

onde Rr & o escalar de curvatura formado com a afinidade rie -

manniana e R, é um termo dependente da contorc¢ao dado por

t
5 mi & mn _ % mn
R, = V(2K ) + K7 KT = KO K, . (2.49Db)
Encontramos(ZEL entdo,
I -1 3C(x)
{Qn} = {Qn} + 4[C(x)] D (2.50a)
X
— - = -3 1 17 Ry
f(g,?,R.) = [C(x)] [ —— 9, (/-9 g Jaj¢) = %}_
v=g
(2.50b)
Suponhamos que a contorcdo Kgmn nioc é afetada pela transfor-
macao (43), isto &,
=4 . —mn - _ -2 .m
K on s K nn = K . [C(x)] K nn . (2.51)
Levando (51) a (49b), encontramos
= _ -2 -3 mb
R, = [C(x)] R, + 4[C(x)] (Bgc(x))K I (2.52)
Entdo,por meio de (50b), (52) e (46), temos
- = = 2 -4 mi
f(g,%,R) = 3 [C(x)] (BQC(X))K o @ . (2.53)

Vemos, portanto,.que a equacao de Klein-Gordon em U4 em geral
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ndo & invariante sob transformacoes conforme. Entretanto, se o
traco da contorcao for nulo, a invaridncia fica assegurada; is-
so & o que ocorre gquando a fonte de curvatura €& um fluido de
Weyssenhoff-Raabe (Se¢do 2.7) ou um campo de Dirac. O campo ele
tromagnético, por sua vez, ndo gera torcac, se for acoplade ao
campo gravitacional de acordo com a prescricao da segdo seguin-

te.

2.6 - O CAMPO ELETROMAGNETICO E AS EQUACOES DE MAXWELL EM E-C

0 acoplamento gravitacional minimo, com afinidade de
Riemann-Cartan, nio pode ser aplicado ao campo eletromagnético,

pois um tensor de Maxwell da forma
= V-A'“V-A- = A- . - A- . -+ 2T "A (2-54}

nio & invariante sob transformagbes de calibre locais nos poten
ciais Ai (Ai > Ai + Bif(x)), ao contrario do gue requer a con -
servacdo da carga. Além disso, para a lagrangeana

..__—l___
L=-7F;F ,

!

correspondente ao tensor (54), o spin, definido em (18), teria

a forma

s . = (2.55)

i3k = 7 Firifr '
gque também ndo & invariante sob transformagoes de calibre. Por

esses motivos, ao invés da expressao (54), emprega-se a expres-



_25_

sio covariante (e invariante de calibre)

= A. - A, . (2.55)

com a correspondente lagrangeana para © campo resultante de uma

fonte JR

RS § ij
Loy = ~ 13 FogF 7+ A;3.] (MKS) . (2.56)

A partir de (56) e das equagOes de Euler-Lagrange, reincidimos

nas equacdOes de Maxwell da relatividade geral

v pYk - gt (2.57a)

= 0 P (2.57b)

T, (/g IY =0 . (2.58)

Para o tensor momentum-energia, temos

_ ) 1 ¢k (
i = FiRF : t 3 gijFRkF ' (2.59a)
v.tt) = FHa, . (2.59b)
J J
Num referencial de Lorentz local, determinada pelas tetradas

(31), as eguagdes (57) e (58) se escrevem como
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AB B AC A BC _ .A
F ,B + ¥ CB + ¥ BCF = J (2.60a)
F ~ 2yP. = 0 (2.60b)

[AB,C] [AB"C]D .

A B._A
I A= Yap Y

R R e o1
FAB : e Ae BFij ‘ JA : e AJl .

2.7~ 0 FLUIDO DE WEYSSENHOFF-RAABE EM E-C

0 tensor momentum energia usado na relatividade ge-

ral para descrever um fluido perfeito é dado pox

= (p+p)u Uy — PYy 4 ' wtu, =1, (2.61)

t, -
1] J

onde ut & a quadrivelocidade do fluido e p e p sao as densida
des de pressac e de energia medidas por um observador que se
desloca com o fluido, isto €, com velocidade ui. Esse tensor e
simétrico e constitui uma generalizagao do tensor usado em rela
tividade restrita para um fluido sem spin.

Para descrever um fluido com spin na relatividade reg

trita, Weyssenhoff e Raabe(gi) propuseram um tensor momentum-~
-~energia da forma
onde hi e uma'fungéo que deve ser determinada a partir da lei

de conservac¢do do momentum-angular. Disto resulta que o© tensor
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(7)

(62) & assimétrico. Por outro lado, pode-se mostrar — ,por meio
do teorema de Noether aplicado a teoria de E-C, que o0s tenso -
res (23) e (18) s3o uma generalizagdo dos tensores "canOnicos"
de momentum-energia e de momentum—angular de spin definidos na
teoria relativistica de campos (relatividade restrita). Dessa
forma, a teoria de E-C pode ser encarada como uma extensao da
RG, que toma em consideracd3c o spin da matéria. Em vista disto,
a generalizagao do concelto de fluido perfeito para teoria de
E-C & feita a partir de (62) e hy € determinado pelo uso da lei
de conservagdo (24a). Para isto, supOe-se que 0 spin pode ser

escrito como
SY,. =u's,. = -us., (2.63a)

com a densidade de spin Sij satisfazendo

u Sij = 0 . (2.63b)
A condigao (63b), na relatividade restrita, visa garantir a in-
tegrabilidade das equagOes classicas de movimento e assegurar

gque a componente temporal do vetor de spin,

st .= —é— niikt g (2.64)

jkuﬂf
se anula no sistema de repouso da particula.

Por meio das equagdes (4b), (lla) e (12b), podemos es

crever a contor¢ao (para um fluido de Weyssenhoff) como

m _ m m _ m
K ig = K [ua Sijl + uisg ugs i] (2.65a)
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Ko =T mi = 0 . (2.65b)
De (11b) e (65b), vemos gue 6& = VQ. Entao, a lei de conserva-
gao do spin, (24a), torna-se
_ [ _ 4
T[ij] = VQS iy = Vﬁ(u Sij) (2.66)
Usando a expressaoc p = Tijuluj para a densidade de energia

(p) e substituindo (62) no lado esquerdo de (66), encontramos

- _ k %
hi = (p+p)ui 2u Vm(u Ski) , (2.67)

ou seja,

_ . ) \
= (p+D)uiuj pqij+2u u vi(uksij’

T.lj . (2.68)

Podemos ainda reescrever todas as derivadas covarian-
tes que aparecem em (68) e (13) em termos da derivada riemannia
na ﬁg a fim de escrever as equacoes de E-C (22) na forma "pseu

do-riemanniana"

Gij + Agij = K Zij {2.69a)
.. 3= (p+p-2KSz)u u. - (p—KSz)g +

iy ”o i™] ij

Lk k.= ‘
+ 2(u"u"~g )vﬁ[u(jsi)k] {2.69b)

2 ,_ 1 i]
S =5 Sijs - (2.69¢)
Se, além do fluide de Weissenhoff, existirem ocutras

fontes de curvatura para o espacgo, devemos acrescentar os cor -
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respondentes tensores de momentum-energia no lado direito de

(62a).



carITULO 3

METRICAS DO TIPO GODEL EM EINSTEIN-CARTAN

3.1 - GENERALIDADES

O objeto do presente capitulo sao as métricas descri

tas pelo elemento de linha da forma
2 ¢ 2 2 2

ds” = (dt+H(r)d¢) = dr” - [D(r)d¢]” - dz ' (3.1)
onde H e D sao fun¢bes que dependem somente da coordenada r e
devem ser solug¢bes das equacOes de Einstein-Cartan, com as fon
tes de curvatura que especificaremos abaixc. Os espagos assim
obtidos constituirao o cenario cosmolégico no qual estudaremos,
nosg capitulos seguintes, a dinamica de particulas de teste
acopladas ao campo gravitacional (particulas escalares e de Di

rac) .

Vamos escrever o elemento de linha (1) na forma

2 A,.B
ds® = 1,670 (3.2a)

com as l-formas diferenciais,

of .= B, axt ) xT = (t,r,,2) (3.2b)

dadas por
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fan)
1l

dt+H(r)d¢ ' 6" = dr .
(3.3)

fap)
Il

D(r)de . 8 = dz .

As equagOes (3) equivalem a escolha de um sistema de tetradas,
A

e, em que as componentes nao nulas sao
(0y _ _(1y _ (3} _
e 0 = © 1= ¢ 3 = 1,
(3.4a)
e(o)2 = H(r} ’ e(z)2 = D(r) R
e cujas inversas, elA, 530
0 _ 1 3 _
€ ) T ) “ 3 =t
2 1
€ (2y T ooy ! (3.4b)
0 _ _ H(r)
© (2) D(r)

Entdo, os coeficientes de rotag¢do de Ricci, (2.38), que sao di

ferentes de zero,se escrevem como

1 _ .2 _.0 _ .1 __0 __.2 _g
Y 20 Y10 Y 12 7Y g2 Y215 7Y o1
1 - _,2 __b'
Y o227 77 12 ) ’
(3.5)
onde o sinal "' " simboliza d/dr e
HT
@=H . (3.6)

A forma pseudo-riemanniana das equagoOes de E-C, prbjetadas no

sistema de tetradas, torna-se . ///

/

Vd
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GAB + AnAB = K(EAB + tAB) ' {(3.7)

onde EAB & a quantidade (2.69b) e tag e ou o tensor "momentum-

—energia” (2.59a) para o campo eletromagnético, ou um tensor
de pressdes anisotrdpicas. Para t,g = 0, as egquagdes (7) foram
resolvidas por Duarte de QOliveira, Teixeira e Tiomno(g). Nosso

objetivo aqul & investigar as consequéncias provenientes da hi

potese de que t,p # 0.

3.2 - SOLUCOES DAS EQUACOES DE EINSTEIN-CARTAN-MAXWELL

Para encontrar as solugoes de (7), vamos supor nesta

Segao que t representa um campo eletromagnético sem fontes e

AB

vamos escolher um observador comdvel com o fluido,

{3.8)

no sistema de coordenadas (l1). Com isso encontramos, através

de (2.4a) e de (2.65a), que os parametros cinematicos calcula-

dos com o uso do simbolo de Christoffel (5, g ] se rela-

Cay W o
il 1]
cionam com os parametros calculados com a conexdao de Riemann -

~Cartan (9, Gij’ wij) atraves de

B == Viui = 0 , (expansao) (3.9a)

G.. = hk.hﬂ 7, u -1 6h.. = o.,. (deformacao) {3.9Db)
ij - i 3 {L7K) 3 1] ij )

@ = hk hz.ﬁ u = w..+KS. . (rotacao) {3.9¢)
ij i [27k] ij ij ! '
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onde hij & o projetor —

Para métricas com a forma dada em (1), a expansdo e a rotacgao
ge anulam, mas as componentes tetradicas da rotagao tém a for-
ma

-20(r) o &

=1
Il

AB

gt
1

Wag = Wap T Sap

Dai resulta que o vetor "riemanniano" de rotagdo,

~A ABCD~
W n Wh~Up . (3.10)

N

& dado por
of = Q(r)6A3 , (3.11)

ac passo que, para o vetor de rotagdo da teoria de E-C, defini

do de forma analoga a (10), temos

W = (0, Q(r) + 8

(1) (2)) -
(3.12)

“S2y 3 Sy

O vetor (11) define a tetrada e como uma diregao privile-

(3)
1

giada na RG. Para preservar essa simetria em E-C,suporemos que

as unicas componentes de Spp due nao se anulam sao

S(r) r (3.13&)

Sty T S

e que a Unica componente tetradica do campo magnético diferen-
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te de zero é

Fayy = Ty =P BFO0
(3.13k)
Fioye ~Faym = F°
Em consequéncia da primeira dessas hipoteses, a rotacao (12)
fica
WP = 00 + s(x)] 80, . (3.14)

Podemos agora aproveitar os resultados da ref.(8) pa

ra escrever as equacgOes de E-C como

2 D" 2

3Q° - 5— = kp - (kK8§)° = 4ks8f2 - A + Kt(O)(O)

(D" := EI_EP_) {(3.15a)

drz

427 = kp ~ (kS)% = 2680 + A& + KE 4 (1, (3.15b)
D" 2 _ 2
o " 8% = xp (k8)” + A + Kt(3)(3) (3.15c¢)
%% - -Kgg it 01 () (3.15d)
By Tt (3.15e)
t = 0 . (3.15£)

(0) (1)
Estas duas Gltimas equagdes, juntamente com (2.59a), implicam
que

Ty ! = Foye! ¢+ Faoy@B =0 -

mas, pela hipGtese (13b), vemos que F(O)(l) = F(O)(Z) = 0. As-
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sim, a Unica componente do campo elétrico gue pode ser diferen

te de zero é:

F(OH3) E . (3.16)
Entao, as equacoes de Maxwell sem fonte, (2.60), se reduzem a

dE _

az F 22{(r)B =0 ; (3.17a)
dB _

-a—z“ - 20{(xr)E = 0 r (3'17b)
°E _ 9t _ 3E _ 9B _ 9B _ 9B _

5t - 56 ac 9t 96 ~ar 0 0 - (3.17¢)

As equacdes (17a-b) reguerem que E seja necessariamente diferen
te de zero {(exceto se 2 = 0) e que {(r) seja constante, pois ,

por (l7¢), E e B nac dependem de r:

Q = HO . constante . {2.18)

Integrando (17a-b), encontramos

B = E cos[29(z—zo)] +, E = -E sen[ZQ(z—zO)] {(se & # 0)

0 0
(3.19)

onde E, e z sio constantes de integrag¢ac. A partir de (2.59a)

0 0
e de {(19) obtemos

=D , (3.20)

toy 2=t o T T ey ) T T2 em

onde . designa a densidade de energia eletromagnética.
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Integrando (15d), temos

0 =0, - kS . (3.21)

A constante de integracao QO pode ser interpretada como a ro-
tagio gue este modelo teria na RG; porém, substituinde (21} em

(14), vem:

A _ A
W o= QO ) 3
Portanto, QO também deve ser interpretada como a rotagao da
teoria de E~C. Uma vez que &, S, € 0. sao constantes, in
ferimos de (l5a-c¢) gue
p = constante ‘ p = constante (3.23a)
%_ = constante := 422 . (3.23b)

As condigdes (18) e (23b) sao consequéncia da compatibilida-
de das equacbes de Maxwell com as equagbes de E-C e sao as con
digdes necessdarias e suficientes para que o espago—tempo seja
hqugéneo, conforme demonstraram Rebougas e Tiomno(l). Portan
to, as equacgbes de E-C, com campo eletromagnético, admitem so-
mente solug¢bes homogéneas. (Para o, = 0, as condigdes (18) e
(23b) ndo se fazem necessarias e sao possiveis solugbes nao ho
mogéneas.}

As equacdes (18) e (23b) podem ser integradas direta
mente. Para determinar as constantes de integragao vamos exi -
gir que D e H satisfacam as condi¢des de regularidade de Mai-

(25)

tra proximo a origem
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lim D = r e lim H v r2 .

r>0 r—+0

Estas condicgGes sao impostas para que as variaveis r, ¢ e 2z
possam ser interpretadas como coordenadas cilindricas. Entao,

a partir de (23b), encontramos

_ senh2? '
D = T . ‘ (3.24a)

Substituindo esta fungaoc em (18) , integrando a eguacao resul-
tante e escolhendo a constante de integracao de forma que a

condicao de Maitra seja satisfeita, encontramos

H = -4 senh® gr , (3.24b)
L
que sac as solugbes que haviamos apresentado no Capitulo 1 .

Substituindo { por QO-KS e D"/D por 422 em (l5a-c), obtemos

a2
Kp = QO KPam A, (3.25a)
kp = 22 + kp._ + A (3.25b)
0 em ’ )
2 _ L2 _ _
23 = QO KPam I<SQO
ou (3.26)
' 2R2+Kp
em
2 = o .
0
A equagao {25b) resultou da soma de (l1l5a} com (15c). Exigindo

que a pressdo p e a densidade P sejam positivas e que a egua
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cao de estado

A
=
1A
ja-

P = Hp ’ 0 (3.27}

seja satisfeita, encontramos que a constante cosmoldgica deve

estar situada no intervalo

- KPen G 902 - KPam . (3.28)
No extremo inferior deste intervalo, A = =KPam’ temos um flui-
.. 2 )

do rigido (p = p) com «kp = QO , 40 passo Jue para A—QO ~KPop
temog um fluido com pressdo nula e com rotagdo dada por 902 =

= kp/2. Além disso, para A = 0, devemos ter
2?2 «p (se A = 0) (3.29)

o - em

e, por isso, €& impossivel a ocorréncia de métricas circulares
na teoria da RG (S = 0) se A = 0. [Veja eq. (26).] Na teoria
de E-C, as métricas circulares (com A = 0 ou A # 0) podem exis
tir ou ndo, pois a eqguacgao (26) mostra claramente que a torgao

pode ser favoravel (se ,5 > 0) ou desfavoravel (se QOS < 0)

0
a isso. Pela soma de {24) e de (25), podemos expressar a rota-
cdo como
1/2
2, = E(;p’] , (3.30)

onde escolhemos o sinal positivo para QO. De agora em diante ,
vamos também considerar % e XA positivos para as métricas hiper

bdlicas (L = real) e para as métricas circulares (f = 1A = ima
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ginadrio puro).
Combinando as eguacOes (26) e (30), podemos ainda

reescrever a rotacgio como

1/2
] K812 . 5,2
QO = + [ (2 Yo 4+ 287 4+ eréj ' {(3.31a)

de onde vemos gque iz deve estar inferiormente limitado através
de

> - (224 - «p . (3.31b)
A sequir vamos discutir dois casos particulares das

métricas (24), casos gue se verificam somente em presenca do

campo eletromagnético.

a) - Metrica Diagonal. Por (26} e (21), vemos gue
para

20% = -23% = —xp__ (3.32a)
temos

€ =0 ' KS = QO ; Pem # 0 ’ (3.32b)

e, dai, a métrica torna-se diagonal com elementoc de linha

Ll

s 2 2 2 _ { sen2ir

2
dt® - dr 55 d¢} - dz . (3.32c)

Para r, t, z constantes, ds2 sera do tipo nulo soemnte gquando
2
r = nw/A ’ n=1, 2, 3, ... .

Por outro lado, para a meétrica (32), as amplitudes dos campos
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elétricos e magnéticos sdo constantes e desacoplados. As solu-
¢des (19) das equacgdes de Maxwell ndo refletem a independéncia
de E e B porque foram obtidas supondo-se que {I # 0.

O limite de (32), guando p +> 0, é a métrica de

. em
) . - 8
Minkowski com curvatura nao nula(—):

b) Métrica de Som—Raychaudhuri em E-C. E obtido to -

mando-se o limite gquando 22 + 0 das expressoes {(24) e (26), do

que resulta

b=z ' H = or (3.34a)
Kp
Q= Qem ;K8 = Q- (9 # 0) . (3.34b)
0
O limite de (34), gquando p_. > 0, & o espaco (33), se QO 0 .
Mas se QO também tende a zero, a primeira das eqgs. (26) nos

permite escrever
f (3.35)

Vemos, assim, que na teoria de E-C & matematicamente possivel a
existéncia da métrica de Som-Raychaudhuri na ausé€ncia de campo
eletromagnético. Entretanto, se QO = 0, estamos em presenga do

p = A = 0) e, neste caso, a interpretacdoc fisica do

1l

vacuo (p

spin da teoria de E-C requer que kS = -0 = 0 em (35). Dessa
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forma, (35) representa na realidade um espaco de Minkowski
(sem curvatura).

Vamos, por fim, apresentar outro efeiio do campo ele-
tromagnético, desta vez relacionado com a causalidade em métri
cas do tipo hiperbdlico. Fagamos t, z e r constantes em (l). En

tdo, por intermédio de (24),

2 2_,2
seng Rr[:ﬂ ;z Senhzﬁr_{}d¢2 )
%

L (3.36)

as® = (u%-p%)ap? =

Este d52 serda do tipo espaco, para qualquer valor de r, sempre

gque 92-22 < 0, ou usando (26), guando % pertencer ao intervalo

]
Q §2 2 Kp ] Q 2 2 Kp
0 0 _ em . 4 o 0 + 0 _ em (3.37)
4 16 2 4 16 2 : :

A maior amplitude desse intervalo ocorre para Pom = O(O<R<QO/2)

mas, deixando QO fixo e variando a densidade de energia eletro-
magnética a partir de zero, a largura do intervalo vai se redu-

zindo até se anular guando

(— 02 2 19 i (3.38)

\Y
e,

B 2
pem 0
Portanto, o campo eletromagnético reduz ou elimina a classe de
métricas hiperbdlicas que ndo apresentam circulos acausais. Pa-
ra métricas com {4 fora do intervalo (37), esses circulos acau-

sais tém lugar sempre que r > Rc' com Rc dado por

Q-1 2 _ _ Q+2T1/2
. senh Q‘RC = ] e—— RC = 1n [: [mD -
(3.39)
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3.3 - POTENCIAIS ELETROMAGNETICOS

Nas equag¢oOes da mecanica quantica, a interac¢ido de uma
particula carregada com o campo eletromagnético ocorre através
do acoplamento eletromagnético minimo e para isto & necessario
conhecer os potenciais eletromagnéticos. Vamos,pois, determinar

esses potencials para o campo (19). Projetando Fo no sistema

B

geral de coordenadas,

. _A B
Fig = ey ey Fap ,
obtemos
F = Eéﬁ - Eég = E(z) (3.40a)
03 T 3t 3z olE ' -aha
25, BAlr
F]_Z :='§—I—.—'“W: —D(I‘)B(Z) ’ (3.40b)
BAB BAZ
F23 :ﬁw—"a—zq—= H(r)E(z) ’ (3.40¢)
onde E(z) e B(z) sao os campos elétrico e magnético dados em

(19). Devido as equagoes (17) e (18), podemos substitulr E e D

em (40) por

o
o

L

- 4 4B = Al
E=3a%; + D=73%5ar (se Q# 0) . (3.41)

Supondo, entdo, que os potenciais nao dependem de ¢ e de t, te-

mos
_ _ B(z) N : =
AO = 50 + C1 . A2 = 50 B(z) + C2 {se 0=0)
(3.42)
Para 2 = 0 (com E e B diferentes de zero), podemos integrar di
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retamente as equag¢odes (40a,b) para encontrar

A, = —-Ez+C ;, A, = - —= senhzﬁr + C (B e E=congt)

2 2 4

{3.43)
Para o caso geral em que E e B sao diferentes de zero, 0s poten
ciais (43) para a métrica diagonal nao podem ser obtidos como -
limites de (42). No entanﬁo, se o campo elétrico for nulo (E0 =
= 0) em {43), isso é possivel desde que facamos 02 = C3 = C4= 0
e C; = EOIZQ.

A dependéncia dos potenciais (42) e (43) (ou dos cam-
pos (19)) em relacdo a coordenada z torna o estudo 4o comporta
mento de particulas de prova carregadas em universos do tipo G8
del matematicamente mais complexo que o correspondente estudo
de particulas neutras. Por exemplo, na RG as trajetérias classi
cas de tais particulas deveriam ser determinadas a partir das
equacoes
2

. ' : .
d™x + {3_} g? dx” _ g 1 (2) dx (3.44)

5
an —uF s oar o
onde o tensor de Maxwell, Fij, & dependente de z, e 4 e M repre
gsentam a carga e a massa da particula. Semelhantemente,nas equa
gbes quanticas deveriamos usar o acoplamento eletromagnético mi
nimo, que consiste em substitulr as derivadas ordinarias ai pe-
la derivada covariante de calibre ai—iin, sendo A, Os poten -
ciais dependentes de z. Dessa forma, a interacao de uma parti-
cula classica ou quantica com o campo eletromagnético torna as
equacbes de movimento explicitamente dependentes de z,exceto pa

ra £ =0 [se tomarmos E0 =0 em (43)].
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A seguir, vamos apresentar um modelo para as métricas
do tipo G8del em que a dependéncia dos potenciais em relagao a
z € suprimida. Para isso, ressaltemos gue um doé motivos pelo
gual incluimos © campo eletromagnético na fonte de curvatura
foi o desejo de obtermos a métrica de Som—Raychaudhuri gquando
2 - 0, e, para isso, fizemos a hipdtese que o fluido de Weyssen
hoff era neutro. Porém, originalmente essa métrica foi obtida
para um fluiodo carregado com uma distribuig¢ao continua de car-
gas(é) e, sO posteriormente, Raychaudhuri e Thakurta(gé) mostra
ram que também podemos interpretd-la como resultante de um cam-
po eletromagnetico sem fontes. Suponhamos, entdo, que ¢ fluido

de Weyssenhoff apresenta uma densidade 00 de cargas. As equa-

ches de Maxwell reescrevem—se COmMO

dE _
az + 20B = 0 !
{3.45)
dB _
dz - 28BE = 0 r
com § = constante e sem nenhuma alterac¢ao formal em (15). Inte

grando essas equag¢des, veremos que a densidade de energia ele -
tromagnética nio depende de z [e, portanto, & compativel com

(15)] somente se o campo elétrico for nulo, isto &,

dB

288 = (o] ’ E_‘

0 . (3.46)

Dal segue-se que, para = 0, devemos ter o = 0, com B = cons -
tante arbitrdria. Portanto, a métrica diagonal ndo pode ser in-
terpretada como resultante de um fluido de Weyssenhoff carrega-

do. Exceto este caso, caracteristico da teoria de E-C, continua
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valida a ambigfiidade na interpretacgao das fontes do campo ele-
tromagnético a gue se referem Raychaudhuri e Thakurta. Através
de (40b) e de (41), encontramos duas possibilidades para a es-

colha dos potenciais eletromagnéticos

A, = -2 0 =--B_ gsemn?ir , A =0 (3.47a)
2 2% 2 0
2%
- - B - Bl _ _ B 2
Ay = 50 . A2 = 50 2R2 senh“%r . (3.47b)
Os potenciais (47a) sdo identicos a (43), com E, = 0 neste Gl-

0

timo. Por (47} torna-se claro gue nem a equagao (44) nem o aco
plamento eletromagnético minimo introduzem qualquer fungdo de-
pendente de z nas equagdes gue descrevem a particula de teste.
Devemos, entao, esperar que a solucao dessas equagoes seja

mais simples que no caso do campo eletromagnético sem fontes.

3.4 - FLUIDO DE WEYSSENHOFF COM PRESSAC ANISOTROPICA

Na mesma referéncia mencionada na seg¢do anterior, Ray
chaudhuri e Thakurta sugerem que as métricas da Se¢ao 3.2, no

contexto de RG, "podem ser consideradas como devidas a uma dis
P =)

tribuig¢do de matéria com viscosidade", ou seja, com  pressao
. .. (2~4) .

anisotropica. Rebougas e Novello'~ = mostraram que de fato is

to & possivel em RG. Vejamos brevemente como este tratamento

pode ser adaptado para o ambito da teoria de EC.
Suponhamos que, ao invés do tensor momentum — energia
para o campo eletromagnético em (7), tenhamos um tensor de

"oressdao anisotrdpica" T roporcional a matriz de vorticida
L P it

AB
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de, QAB’ definida por

2

R, 1= wyug + 3 05 N A,B=1, 2, 3 . (3.48a)
com

2,% = - 0wt , (3.48Db)
e onde W & o vetor de rotacao da teoria de E-C, eg. (22) —

A

se usassemos o vetor (11), estariamos desde o inicio eliminan-

do a possibilidade da métrica diagonal. Escrevendo, entao,

_ 4l VAN
Tap = o QAB ‘ (a® 2 0) (3.49%a)
temos, por (22),
o’ 2 2 2
HAB = - -3—- dlag(QO ’ QO ’ '—290 ) . (3.49b)

- *®
Em consequencia, encontramos ao invés das equagOes (25-26) ’

2
p = (1 -2 a?-n : (3.50a)
3 a
2 2
Kp = (1 + ka™) QO + A , {3.50b)
2 2, 2 222 | wa?
48° = (2-ka”) 8 - 2KS0 &= ) = =—— + Q. ,(3.50c)
0 0 QO 2 1t}
gue implicam que a positividade da pressao hidrostatica (p) e

da densidade (p), bem como a equacao de estado (27), sao satis-

feitas sempre gue

* ~ - =
Neste caso as condigoes de homogeneidade devem ser impostas, ao passo que
no caso do campo eletromagnético eram decorrencia das equacoes de Maxwell.
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2 2

_ 2Ko 2 o4 o« _ Ko 2
= 9% s A s ) 9 . (3.51)

Para o valor minimo de A, temos novamente um fluido rigido
(p = p) e, para o valor méximo de A, temos um fluido com pre-
cisao hidrostatica nula (p = 0). No entanto, para A = 0, (51)
implica que

Kaz £ 3 P
de onde resulta que, mesmo quando § = (0, podemos ter métricas

circulares, contrariamente ao que acarretava a equagao (29) .Por

outro lado, scomando (51la) com (51b), temos

' (3.52)
2 + 2 Kaz

2, - { K (ptp)
3

]1/2

que, comparada com (30), manifesta uma segunda diferenga em re-
lagado as métricas com campO eletromagnético: para p e p fixos ,
a rotacgao dos modelos de universo com pressao anisotropica é
sempre menor gue a daqueles com campo eletromagnético. Uma com-
para¢ao mais detalhada entre os casos particulares de metricas
com pressao anisotrdpica e campo eletromagnético pode ser ex-

pressa no quadro seguinte (pag. 48):
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: E-C com E-C com
Casos Partilculares - - -
pressao anisotroplca | campo eletromagnetico
M.Hiperbélicas (4% > 0) (2-kc®) 02 > x5 9 %—kp > kS0
: 0 % 0 FPen 0
M.Circulares (12 < 0) (2—Ka2)9 2 ¢ xs Q 2~Kp < Kk S
0 o 0 "FPen 0
M.Som-Raychaudhuri (82=0) | (2-k0%)R xS 0,%kp_ = kSO
. Y o 0 0 em 0
, - 2 _ 2,52 2 _
M.Diagonal (&= 0) 417 = -k S?O 28" = Ko
, , 2 _ _ _
M. Minkowski Ko =0 , KS = QO erm =0 , KS QO

Para comparar esses resultados com os da RG, basta fazer i = QO

e 5 = 0 na tabela acima.

Finalmente, para seg¢les com t, z e r constantes, as
métricas hiperbdlicas apresentam curvas do tipo espago fecha-
das para qualquer valor da coordenada r sempre que

Q Q Q 9]

_0 0V 21 0 0 \/._ 2

Z 7 1-8ka” < & < 7 + 7 l=-8Kkao . (3.54)
Isto implica que para kal > 1/8, todas as métricas hiperboli
cas apresentam um raio critico s tal que o intervalo (36) &

do tipo tempo para r > r.

3.5 — VETQORES DE RILLING

Para referéncias posteriores vamos reescrever os cin
co vetores independentes de Killing, para as métricas do tipo

Gédel{i), como
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‘ >

Koy =38+ Xy =3 iz =3 (3.55a)

K(3) = cos¢ %E - sen¢ [% E{ + %% %f] (3.55b)

K(4) = —-send %f - cosd [% E{ + %% %—] (3.55c¢)

Esses vetores satisfazem a algebra

[K(O)’K(r)] = [K(l)’K(r)] =0 , r = 0,1,2,3(3.56a)

K2y Kz = Ky o+ gy Kyl = Ky (3.56b)

(K 3y K gy] = 20K o) = 487K 5y = -42% [ + 2—12—2 0
(3.56¢C)

Os limites para a métrica diagonal sao obtidos imedia

tamente, tomando H = & = 0. em (55-56).



CAPITULO 4

EQUACAO DE KLEIN-GORDON

4,1 - GENERALIDADES

Neste capitulo analisamos as solugbes da equacao de
Klein~Gordon para um campo escalar considerado como particula
de teste em universos do tipo G8del. Nosso objetivo & determi
nar a influéncia da vorticidade (rotagdo) e do spin do espago-
-tempo sobre o comportamento de tais particulas. Para simpli-
ficar o problema, partimos de duas hipOteses.

(a) O campo escalar ndo interage com mnenhum campo
eletromagnético. Isto significa que a particula de teste & neu
tra ou gue 0s espagos que estamos considerando nao incluem 0
campo eletromagnético na fonte de curvatura, no caso de parti-~
culas carregadas. Algumas solug¢des com acoplamento eletromagné

tico serdo apresentadas no Apéndice ao final deste trabalho.

(b) Desconsideramos o termo de acoplamento conforme
R/6 que aparece na equagac (2.46). Para os modelos do Capitu-

lo 3, o escalar de curvatura é dado por

R = k(p=-3p) - 4A = constante ,

e pode ser positivo ou negativo. Na RG, por exemplo, €& negati

vo para a métrica de G&del propriamente dita, e positivo para
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a métrica de Som-Raychaudhuri. O estudo das consequéncias do
acréscimo de uma parcela negativa ao termo que contém a massa
na equac¢do de Klein-Gordon nos desviaria do tema principal que
temos em vista, pois tornaria a andlise dos espectros de ener-
gia mais complexa, quando R < 0.

Em consequéncia desses postulados, a eq. (2.45) se

escreve, para as métricas do tipo G&del, como

25 2

p°-n’ 3% _ 3% _ 1 3% _2m 3% _ 3% 2. D' a0 _
: r
52 5i2 227 2 52 T2 Feat T 2 D 3t
(4.1)
onde
D = senhir , H = RN senhzlr ) (4.2)
24 22

Para resolver essa equag¢ao, vamos introduzir modos invariantes
. . . 3 3 )
¢(i) associados aos vetores de Killing Fr T e 55 modos es-—

ses definidos por (27)

§ = -ik, ¢

3 %2 3 P2y 0 Ea fqy T MOy -
3z 3o (4.3a)
EJL ®(0) = —1€®(0) . {4.3b)
ot
onde EK simboliza a derivada de Lie ac longo dos vetores
(1)
K(i)' As solugdes de (3) sao
-ik.,z . .
3 ‘ —-im¢ ~iet
¢(2) e ' ¢(l) e ' ¢(0} Noe .

Estes modos invariantes nos permitem fazer a separagdo de vari

aveis
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—i(m¢+k32+€t) -
@m = R(r) e P {4.4)
na equacao (1). Como K(O) = 9/3t & um vetor de Killing do ti
po tempo, gerador de translacdes temporais, a eg. (3Db) pode

ser interpretada como a definicdo dos modos invariantes de
energia. Além disso, estamos interpretando ¢ como uma coorde
nada angular que varia de zero a 2T e, por este motivo, vamos

exigir que o pardmetro m seja um numero inteiro,

pois, desta forma, a fungdo escalar ¢ +terd um Unico valor
nos pontos equivalentes (t,r,¢,z) e (t,r,¢+2T,2).

Apbs essas oObservaglOes preliminares vamos indicar co
mo o tema deste capitulo sera desenvolvido. Na Secao 4.2 apre;
sentamos a solucdo geral [da forma (4) e finitas em r = 0] pa-
ra as equacOes (1-2) e encontramos operadores K(+) e K{_) que
aumentam ou diminuem de uma unidade o valor do indice m de
¢ - Esses operadores serdo Uteis na normalizacdo das solugles
e, em determinados casos, apresentam uma élgebra de momentum
angular, como veremos. Em 4.3, exigimos que as solugoes sejam
finitas em todos os pontos do espago-tempo e, assim, encontra-
mos 0s espectros de energia, discutindo primeiramente © c¢aso
de métricas hiperbélicas e, depois, o caso das métricas circu-
lares. Paralelamente, normalizamos todas as solugOes com ener-—
gias discretas. Na Segao 4.4, mostramos como as solucoes rela-
tivas as métricas de Som-Raychaudhuri e de Minkowskl podem ser
obtidas por um processo de limite, aplicado as soluglbes que se

referem as métricas hiperbolicas ou circulares. Na Secao 4.5,
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mostraremos que os nossos resultados estao de acordo com os re-
sultados obtidos da analise das geodésicas descritas por parti-
culas de teste em universos do tipo G8del. Em 4.6, mostraremos
que os operadores K(,) geram uma algebra de momentum angular ,

nos espacos em que £ # 0.

4.2 - SOLUCAO GERAL DA EQUACAO DE KLEIN-GORDON

Substituindoe (2) e (4) em (1) e efetuando a mudanca

de variavel
X = cosh2fir , (4.5)

obtemos a equagao

2.2
2 2 3 + 28em 5
422(x2—1) Q_E + Bzzx g% + 422 4 3 - ? - PIR=20
dx 227 (x+1) Xx -1
(4.6a)

2 .2
P:=( & ;2 e? + M2+ k32] : ap? (4.6Db)

L
Para a métrica diagonal (0=0, 22#0), a eqg. (6a) se reduz a equa

gao associada de Legendre.
Quando 22 + 0, (Som-Raychaudhuri, se i # 0 ou Min-
kowski, se @ = 0) é suficiente, para retornar a variavel r, fa

Zer a aproximacao

x v 1+28%r% , (4.7)

em (6a), e depois tomar o limite &% + 0 da equacio assim obti-

da. Este fato & fundamental para a obtengdo das solugoes da
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Secao 4.4.

Efetuando a substituicéao

fie
24

=
)

R(x) = (x2=1)2 (x+1) X (x) (4.8)

em (6), seguida de uma nova mudanca de variavel,
Y = 55— ’ (4.9)

obtemos a equacao hipergeométrica

2
y(l-y) T2 & je-(atbt)y] L - abx =0, (4.10)
2 dy
dy
onde
a=m+ % + QEE +% , b=m+ % + QE§ -5 , c=mtl, (4.11)
2% 25
com n dado por
022 MP+k 202 172
n ;= et ——— _ . (4.12)
L L
A solugdo geral de (10) pode ser expressa como a soma de duas
solucgdes independentes
X(y) = AF(a,b,ciy) + By’ C F(a-c+l,b-c+1,2-c;y) , (4.13)

onde A e B sdo constantes de integracdo e Fla,b,c;y) representa

(28)

a func¢do hipergeométrica'—’,



Fla,b,ciy) = 1+ 22y 4 LoalardbiBell o0 419
Usando a propriedade
F(a,b,ciy) = (1-y) %P F(c-a,c-b,ciy) (4.15)

podemos reescrever R(X)}, dado em (8), como

3
I,.2 2 222 1-x
Rix) = C (x7=1)" (1+x) F(a,b,c;—i—) +
Qe
- - P
cMix?-1) 2x+1n 2P F(a',br, et Y, (4.16)
onde a', b' e c' sio dados por (11) com a troca de &€ por -{&
e de m por -m (CI e CII sdo novas constantes de integracgao) .Pa-
ra que R(x) seja finito em x = 1 (r = 0), devemos escolher
(a) CII =0 , gquandom > 0
I _
(b) c =0 , gquando m < 0 '
enquanto para m = 0 ambas as parcelas em (16) sdo finitas em
x = 1 e linearmente dependentes. Entdo, as solugoes (4) podem

ser escritas como

Qg
m —_— .
m 2 _ -i{mp+k,z+et)
ool (x2-1) 2 (x+1) 2 F(a,b,c;lii) e 3 (4.17a)
(m 2 0)
e
- 2 - -i(+mp+k,z+eL)
¢TI (221)2 (x41) 2% F(a-,b-,c';lfﬁ)e 3 (4.17b)
(m £ Q)
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sendo a, b e ¢ os parametros dados por (11), e

a' = - m + % - ﬂ£§ + % ’ hb' = - m + % - 955 - % , C'= 1-m
24 24 .

(4.18)

Para m = 0, temos ¢I oY ¢II. Por outre lado, comparando (17a)

com (17b), vemos gue tais solugoes se relacionam através de

* *
oc™ otk em) = CIEDII(—k3,—€,—m)] , (4.19)
onde o asterisco indica conjugacao complexa e ¢ = 1, se 22 > 0,
o = (-1)™ se Rz < 0. Podemos, entao, trabalhar somente com ol
ou o't o usar a eg. (19) guando quisermos recuperar asg outras
solucoes.
Introduzindo os operadores
_ *  + i¢ \/2_ 'ﬁm - 2if%x 3 - i@ x=-1' 13
Kegyy =Ky 7 @ l:z’“‘ 1oz ¥ 2., 030 LV x¥13E ]’
(4.20)
encontramos que sua acao sobre ¢ & dada por
I _ _ , ab ,I IT _ _ 1T
K(+)¢m = L = ¢m+1 ’ K(+)¢m = —48m ¢m+1 {(4.21a)
I 1 IT _ _ , a'b' ,II
K )&y = 42ml S PN p 23— 90 T, . (4.21b)
As expressdes (20) podem ser generalizadas através de
Fig
= = _a_._. ey 1 _D_'_‘a_... .I.:I__a_ = i
Ky = Kmy 7 € [Br Filg 3 ' D at’:l Kezy = gy v
(4.22)
sendo K(3) e K(4) os vetores de Killing definidos nas eqgs.
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(3.55b,c). As expressbes (22) sao mals apropriadas gue (20)
quando se trata de obter os operadores K(t) para casos particu
lares das classes de métricas que estamos considerando.
Partindo de uma solugao com um dado valor para m, po
demos, por aplicag¢oes sucessivas de K(i), gerar todo o conjun
to de solugdes representado em (17). Por exemplo, partindo de

@I (m=m0), podemos obter todas as solugoes @I (m > mO) atra -

vés de KI(+). As solugoes ol (m < mo) sao obtidas aplicando -
-se m, vezes O operador K(_) a ot (m:mo); na Gltima destas -
aplicacbes, chegamos a ¢I (m=0). Mais uma aplicacdo de KI(_) a

ot (m=0) nos fornece otl (m=-1) poils, por (21b),

Lim K (_, ¢ (m) = 4% lim [(c-1) 0T (m-1)1 ~ 1T (m=-1) .
m+0) c-1-+0
Por aplicag¢des sucessivas de K(_) em ¢II(m=—l) obtemos todas
as outras solucdes oIl com m < ~1.
Para normalizar as solucgoes (17), vamos definir o
produto escalar entre essas solugbes atraves de
<¢(m') |9 (m}> = J Vg dx4 9* (m"') ¢ (m) , (4.23)
onde dx4:=d¢drdzdt e ¢(m'), ¢(m) na realidade simbolizam
@(m'kée';x) e @(mk3€;x). Integrando em t, ¢ e z, essa defini
¢cao fornece
<d(m') |2 (m) = iﬁﬂlﬁ ) §(kl-k,)6(c"—€) [R |2dx (4.24)
- 22 m',m 373 1 m ' :
(2Tr)3 L 2
1 —_ L. L
<d (m )|¢(m)> = Az ém',mé(k3 k3)6(E £) [~1 ]Rm[ dx , (4.25)
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onde R(m} & dado por (17} sem os fatores exponenciais. A pri -
meira dessas equagbes se aplica aos espagos com métricas hiper
bolicas (1 £ x = cosh2fr < ®}) e a sequnda aos espagos com mé -
tricas circulares (-1 £ x £ 1). Das definigdes (20} e (23) ,

encontramos, através de uma integragaoc parcial,

<¢(m')|K(+)¢(m)> = —<K(_)¢(m')|®(m)> +
3 5
2(27m) Y v : -
+ B — Sm.’m+16(k3—k3)6(e £) ii? E?; 1 R*(m+1)R(m)j,
(4.25a)
<®(m')|K(_)¢(m}> = =<K ®(m')|d (m)> +

(+)

3
" —2‘5“’ Ot me16 (K3=k3) 6 (£ —¢) }1{&1}2[\&2-1 R*(m-l)R(mEl ,

(4.25b)

onde x * k significa x = ® (métricas hiperbdlicas) ou -x >-1
(métricas circulares). Para gue a norma de 0, definida por
{23}, seja finita, devemos impor gue os limites que aparecen
no lado direito de (26) também o sejam. As condigoes suficien-

tes para que isto ocorra sdo

lim V-g |R(m)|2 = finito (Métricas hiperbdlicas)
X7 (4.27)
lim |R(m}|2 = finito (Métricas circulares),
x>+~1 (4.28)

onde /:E = V x2—l /(28)
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Se 0os limites (28) forem nulos, teremos

<¢(m')|K(t)®(m)> = =<K O (m') ¢ (m)> . (4.29)

(3)

Esta propriedade nos permitirad normalizar todas as solugbes
escalares cujos espectros de energia, resultantes das condigoes
(27) é (28), forem discretos.

Nas sec¢Oes seguintes vamos supor que 8 2 0, tanto pa-
ra as métricas hiperbdlicas quanto para as métricas circulares.
As solugOes para 2 < 0 podem ser obtidas a partir das solu‘f
¢Oes com 2 > 0, através da operacgaoc

I

ctlol(-q,m,o) = ctoll(Q,-m,-¢) . (4.30)

4.3 - ESPECTROS DE ENERGIAS E NORMALIZACAQO

Como estamos supondo gue os campos escalares represen
tam particulas de prova, gque nao contribuem para a curvatura do
espag¢o-tempo, devemos exigir que sua densidade seja finita em
qualquer ponto do espag¢go-tempo. Mais especificamente, exigire-
mos que a norma das solugdes escalares sejam finitas, impondo ,
para isto, as condigdes (27) e (28). Dessas condigbes resulta -
rao espectros discretos ou continuos de energia, bem como cer -

tas restrigdes ao intervalo de variacio de m.

4.3.1 - Métricas Hiperbllicas

(28)

Vamos reescrever as fungdes hipergeométricas como ‘==
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F(a,b,c:;i:%) = B. (a,b c)(liﬂ)_aF(a c=b, a-b+1;—2—} +
r r ! 2 1 I r 2 r r J’l+x
+ B.(a,b (1i§)_b (b,c-a,b-a+l ,—2—) (4.31)
o la, /C) > F(b,c-a,b-a "Tix ' .
onde
_ T(c)I'(b-a) - I'(c)l'(a-b)
Bl(a,b,c) = T(b)T (e-a) , B2(a,b,c) = T(a)T (c<b) . (4.32)

Quando x - «©, o argumento das fungdes hipergeométricas no lado
direito de (31) se anulam e tornam essas func¢des iquais a unida

de. Entao, a condigao (27) se escreve como

4nr o) lnr|2

lim v-g IRI(m)[2 " lzaBl(a,b,c)e" + 27B,(a,b,cle =finito

K>
{(4.33)
Pela definicido (12), vemos que n e, em consequéncia, os parame-

tros a e b, podem ser reais ou imaginarios. Vamos considerar se

paradamente cada um destes casos.

2

Il

12 Caso: n real. TIsto ocorre gempre que 92 2 ; lsto & pa-

L
- - - » 2 2 -
ra métricas com circulos acausais.Mas, se 7 < 17, n sera real

somente para as energias limitadas por

2,2, . 2
» LOHM R,

y . (4.34)
22-02

Devido & presenga do fator exponencial, devemos anular a cons -
tante B, para que © limite (33) seja finito. Para isto ha duas
possibiliades distintas, gque consistem em fazer a ou c=b

igual a zero ou inteireo negativo. Facamos
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a = m—j ' j = inteiro positivo 2 m
(4.35a)
— n = -(25+1) - &
£
c-b = -j ; J =0, 1, 2,...
(4.35b)
—s n = -(2§+1) + & i
J12

Das egs. (35), (11) e (12) decorre um espectro discreto de

energias,

2 2 1/2

le] = 2(23+1) + [(02-22) (23+1) 2emPek, 240 :

(4.36)

. . ~ - I
e 0s seguintes conjuntos de parametros para as solucoes 97:

e==-lel] , a=m3j , b=mtj+l - ﬁl%l , i 2mz 0
% (4.37a)
e = le|l , b=mtj+l , a =m-j + Ei%i , Jj.,m independentes.
% (4.37b)

Designando por ¢;;) as solugdes com energias positi-

vas, encontramos, pela substituicdo de (37) em (l17a) e pelo uso

de (19)
Qe
o 2
0T M) L 0T (2.9) 22T p(gamil,meg + LEL 112X
im g2 2

—i(m¢+k3z+|e|2)
a (j,m independentes)  (4.38a)



- = 2
2 .o €
@;;(f) = CII(xz-l) 2 (x+l)2 F(-m-j,j-m+1l - —%il ’

—i(m¢+k32+|5|2)
e (-5 <m £ 0) . (4.38b)

A unido de (38a) e (38b) constitui uma base completa para as

- . L 2 2
solucdes escalares com energias positivas em espagos com §° > 7.

Para as solucgdes (38), os valores de m estdo limitados por

mel-3,= , 3 =2l .21 : (4.39a)

As solugdes com energias discretas negativas, obtidas a partir

de (38) via eqg. (19), sao tais que

me [-, ] . (4.39Db)

Para 92 2 22, j pode assumir qualquer valor inteiro positivo

nas solugbes (38). Porém, gquando 92 < 12, 0s valores de j devem
ser restritos de forma que a inequacgao (34) seja satisfeita, is

-

to e,

0 M +k3 +4 1/2
23+1 §~E [—~7?-—??—] (= n = real) . (4.40Q)

L= - 0
Para valores de j que nao satisfacam esta restricao, ou equiva-
lentemente, para valores de energias que ndo satisfagam (34), n

torna-se imaginario.

22 Caso: n = imaginario. Quando n é imagindrio, ou seja guando
, Mk, P4 .
g7 > sy . (L > @7) (4.41)

Le=0
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os fatores exponenciais em (33) se expressam em termos de senos
e cossenos trigonométricos que, obviamente, sao finitos para
qualguer valor de seus argumentos. Isso significa que o limite
(33) ja é finito e nao & necessario, portanto, que as constan-
tes B1 e B2 se anulem. As particulas escalares que satisfazem
(41) tém suas solucgoes dadas simplesmente por (17) e seus espec

tros de energias devem ser considerados continuos; neste caso,

0s valores de m variam de =x g +og

-0

A
=
A
g
2D
FaN
P
0]

n = imaginario)

(4.41")

Vemos, dessa forma, que para as métricas hiperbdlicas

- 1] 2 2 -
sem circulos acausais (L7 > Q7), as particulas escalares apre-
sentam um espectro misto de energia. Nos modelos do Capitulo 3,
a inexisténcia de circulos acausais se deve a torcao,pois, quan
do esta-se anula, todas aquelas métricas apresentam um raio ecri

tico além do qual ocorre violagac de causalidade.

Normalizacgdo das Solugdes. No caso de solugdes com energias

discretas, o limite (33) & nulo e, portanto, valem as proprieda
des (29) para os operadores K(+). Essas propriedades podem ser
empregadas para normalizar as solucgdes, Assim, as egs.(21) ,par-

ticularizadas para as solugdes (38), nos permitem escrever

J+m g

IT(+)_ @II(+)
(=) i'm' T Tm j

TT(+) _ , gitm gTI(4)
',m'—'m—j

®]m m (+) j,m==]

r K

(4.42a)
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onde
(-m} !
= A 4.42b
am (4R2)m+j 3 ( )
e
— F(ﬁl%—l - J'+m')
b =0T emt) 1 (5 4m) g
m (j+m-m"') [ (J'=j+m"'-m) ! : '
F{Qi%—l - j'-j+tm'-m)

A partir de (42a) e de (29}, encontramos

<oIT U oI ), o)™ g 3m IT L) | IT ()
j'm j m m {(=)"3'm Jr=]
ou
<@IT (oI, )™t 4 p pIT(H) 1 gTI(H),
j'm jm mm  j',m'-m~j! g, -]
{4.43)
Usando (24) e fazendo A = Gm'mdj'j6(k§"k3)' vem
; - M%L + 29 + 1
II(H)  pIr(h, _ (em? 11 %
J ,m —-m—] Jr=3 4;2,2
rel o5 gm
L
J A . (4.44)
F(QJ%L - J)
L

Levando (43b,c}) e (44) a (43), ficamos com

<©¥¥(T)|¢;I(+)>
J m Jm
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; - 2me1- 2] , el 5um)
_ (2%) 1ctTy2 5 L [(-m) ] ™ (j+m) ! L A
422 j!(ﬂ-{%— - 29-1) T (ﬂf—;—i -
£
* (4.45)
Para ¢;{+) temos, ainda por (21) e (38),
Q2 .
m P(J%LJ)
QI(+) _ (-1) ' j!lml £ Km ¢I(+)
Jem 2™ (m+9) F(Edgi-+ n-j) )30
£
e
K ®¥S+1 = 22m s m'£®¥5+), (m"=-m)!
(=) 3 J',m’'-m
Dal
f1le .
2m 2., Tl=Z- -3
<¢I(+)|¢I(+)> _ 2 (m'!) ™51 £ <<I>I(+) | I{+)>
X ., T_ T T i | T -
jm Jjm {m m).(j+m).r{$1; +m-7) J',m'=-m' JjO
2 (4.46)
Entretanto, para m = 0, temos
2 EI
2
CII¢;(+) _ CI 221 ¢¥I(+)
jo j0
e dal decorre, por meio de (45),
QVEI
I 2. 2
I{+) I(+). _ |cC ) II(+) LI {+), _
L meml®50 7 = l 11] e T
; ale| A
L Q .
_ (2Tr)2 1cT12 2 A (J%L~23-1)
42 L
Substituindo esta ultima expressio em {(46), resulta

I{+)

<o, ,|¢I.(+)>
jm Jm
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, am+ 9'3' + 1 51 (m1) 2 (Ei%i - 5
492 (m+j):(9i%i-— 2j—1)r(9i%l +m-79)
4 . (4.47)
Igualando (45) e (47) a A , obtemos as expressdes para CI
e CII que ortonormalizam as solu¢oes escalares com € > 0:
-m- Q'; , r(ﬁl%l + m=3) 4 1/2
S 2% [%[Q|€f—£ (29+1) ] (m+73) 2
B ) $) . ’
(2m) 3 (mt) 291 (—l%L - 9)
. (4.48a)
m,j 2 0
m+QJ———!-2 ) F(J—LQ; - §) —1/2
cIT L, 28 [2[9|e|—£ (23+1) ] jl 2 ]
(2m)° [(=m) 172 (34m) ¢ T (ELEL 4m-y)
L
{4.48b)

Estas duas equagbOes serao usadas na Segao 4.4 a fim de obter so-
lugdes ortonormais para a métrica de Som-Raychaudhuri como 1limi

tes, quando & - 0, das solucgdes (38).

Antes de passar para as solu¢oOes com métricas circula-

res, devemos observar que a imposicgao

2.
+ 2Pp (N~ 1)AE T eiite , (4.49a)

]2
1 2

a e—(n+1)ir

tim |9 v [29B

x+00

ao invés de (33), traz uma {inica alteragdo a analise anterior

2

para 2 < ¥ en = real, devemos fazer B, = 0 somente guando n >

2
> 1. Isto significa que, de acordo com esta condigdo de contor =
no, devemos interpretar como continuas todas as energias que sa-

tisfagam a condicao
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e 2 2 g energias continuas ; (4.49Db)

e discretas em caso contrario. Em razaoc desta diferencga no va-
lor da energia que separa o espectro discreto do espectro con-
tinuo, devemos decidir gual a condigaoc de contorno que deve
ser considerada correta. Veremos, na Secac 4.5, que, no proble
ma classico correspondente ac nosso, € exatamente o limite de
energia (49b) que determina a transicao de geodésicas limita -
das para geodésicas ilimitadas. Postulando, entao, que deve ha
ver correspondéncia entre resultados classicos e quanticos, de
vemos adotar (4%a) como a condigao de contorno apropriada.

Notemos ainda que a condicao (33) foi imposta a fim
de garantir, aos operadores K(i)’ as propriedades (29), usadas
na normalizacao das solugOes (38). Resultou, dai, que tais pro
priedades eram validas para qualquer solugao com n > 0, e, por
tanto, para n > 1, como requer a nova condigao.

Ressaltamos finalmente que a adocao de uma ou de ou-
tra dessas condigdes conduz aos mesmos resultados, guando 92 >

> 22. Neste caso se inclui a métrica de G8del propriamente di-

ta, cujas solugdes escalares foram discutidas na referéncia
(13).
4.3.2 - Métricas Circulares

Nas solucgdeg para métricas circulares [22 = - 2% em

(29)

(17)1, facamos a transformacdo ‘==

Fla,b,c;y) = C1 y_aF(a,a—c+l,a+b—c+1; 1 - %) +
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+ C2(1—y)c_a_bya—cF(c—a,l—a,c—a—b+1;l - Ly, (4.50a)

onde
_ T (e)T (c~a-b) _ TI'(e)I'(a+b-c)

1 " Tle-a)T(c=b) ' S27 " T@rm - (4.50b)
Substituindo (50), com y = (1-x)/2, nas solugdes (17), encontra
mos

2 2 2 2 2 |2

lim  [¢X]% o |c, (14x) 227 p 2 AT o) 2

m 1 2
x>

(4.51a)

lim [@II[ v lim |®£J2 com € e>—- € , m<—=>-m (4.51b)

m
x+=1 x>-1

Para que o limite (5la) seja finito devemos fazer

C, =0 , gquando m < QE/AZ

C, =0 , guando m > QE/AZ .

Estas condig¢des podem ser satisfeitas tomando-se, respectivamen
*

te ’
¢-a = zero ou inteiro negativo = -j
m < Qe/A% (4.52a)
(== n=2j+l+8£)
Az

* -
A direita de (52a) e (52b) usamos os sinais < e z, ao inves de < e >, pa
ra que, no limite § = 0, nao sejam eliminadas as solugdes comm = 0 (poli-
nomios de Legendre).
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b = zero ou inteiro negativo = m-3j

(e« n = 29+1 - 9%
A

mz e/x% . (4.52a)

Por intermédio de (12), as equagoes (52) implicam

e = 2(23+1) + (@22 (25+1) 7 + M + 1,7 - A7)

(4.53a)
a=ml+] , b =m-3-0e/2° , 0 £m € Qe/A2
e = - @23+1) + [(@%+27) (23+1) ZamPar 2a %y 12

(4.53b)

a = m+j+l—9€/h2 ;, b=m-3j , 3 2mz2 QE/Az

pProcedendo de forma andloga com (51b), encontramos para @II:
e = - ®2i+1) - (@22 2) (29+1) ZemPerc 222y T/ 2
. (4.54a)
a' = 3+1l-m , b' = —m—j+QE/A2 , m 2 QE/Az
£ = Q(29+1) * [(92+A2)(2j+1)2+M2+k32—A2]l/2
(4.54b)
a' = §+1-m+Qe/2% , b' = -m-j , -} <m S 9%
A
Vamos usar as notacgdes
€] = 22+ +1 (@202 (25+1) ZamPex -2y 172 (4.55a)
ley| = - a23+1) +1 (@722 (23+1) ek, 222 12 (4.55b)

Substituindo, entdo, os pardmetros (54) e (55) em (17) obtemos
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as solugoOes para energias positivas e negativas. Para energias

positivas, temos

n o -8lel

m 2
o1 () (¢) = cT(x?-1)2(1+x) 2 F(mrj+1,m-- 9l5l,m+1;l%§)
A

—i(m¢+k3z+|€[t)

e , 0smsalel/a  (4.56a)
_ e, |
5 2 Q)e, |
ot (e,) = M- P (1) P Flndiri- —2 megmt
A
. =i(mp+k,z+|e, |t) Qle,|
1;45%) e 302 ;o <ms (4.56b)
A

2le|

m
- 2
o1 ey = M1y e prem + HEL oy e
A
1-x —i(m¢+k3z+[e|t)
m;—i—)e »s =7 £m= 0 . {4.56Db)

Para a base completa de solugdes escalares com ener -
glas positivas, constituida pelo conjunto das solucdes (56), os
valores de m estao limitados inferior e superiormente, ao con -
trario do qgue ocorre com as solucles para as métricas hiperbdli

cas. Os intervalos para a variacao de m podem ser reescritos co

mo
. { . Q
m € [_:]r ; ] r ,__] = n?_(.g) - |3| - %— (4.57a)
A 2A
Qie,| n(e,) Qle, |
2 . . 2 2 1
e [ 31 . 3= + - = , (4.57b)
KZ . 2 2R2 2
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onde

2

nie) = (9222 (2om?ex. 2% 11/2 1,2

3 A

0 limite superior do intervalo (57a) sO pode ser atingido se

El%l for inteiro; analogamente, m s6 pode assumir o valor infe
)y Qle, |
2

rior de (57b) se

for inteiro. Além disso, (57b), mos -

2
2A
tra que uma condigao necessaria para a existencia das solugdes
(56b) e
Qle, | . n(e,) 1, ale, |
2l2 2 2 AZ
ou, equivalentemente,
2 2 2
|€2] + 29[&2| 2 M° o+ k3 .

Esta ultima expressdao mostra que, mesmo para o espectro €,, &

energia €& sempre igual ou maior gque a massa de repouso da par-

ticula.
No limite para a métrica diagonal (& -+ 0, Az #0)
{56a) & valida apenas para m = 0, mas tais solugdes sao linear
mente dependentes em relacgac a @II(m=O). Entao, de (56b) e de
{56c) resultam
I (4) _ % 1oy —i(mo+kgz+|e|t)
i = CT{x"-1) F(m+j+l,m-j,m+l;m5~)e
(4.58a)
e2em®-k, 22172
0 £ms j:= 5 '
43
I+ 2. 2 .72 -x, "iimbikgz+[e|t)
¢ =C" {x"=1) F(j+l—m,-j-m,1-m,“§;)e
-] £ms0 , (4.58Db)
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Ccom

2 2 2.1/2 _ |€2[ (2=0). (4.59%a)

le] = 2223+ 2 + Mm% + k7 - 2%
As soluc¢oes (58) podem ainda ser postas na forma
-i(mp+kqz+|e]t)

s (F) _ ¢ P?(x) e , (4.59Db)

com

e212%-m k3 1/2 1
m € - [ 5 7 = ~-3,3 (4.59¢)

e com P?(x) simbolizando os polindmios associados de Legendre.
Este & o resultado que deverlamos esperar, pois a eq. (6) se
reduz 4 equacdo associada de Legendre quando & = 0, como ja ha
viamos observado.

A normalizacdao das solugoes (56) pode ser efetuada
de forma smelhante ao caso das métricas hiperbélicas, isto & ,
usando~se o0s operadores K(i) e a definicao (25) para o produ

to escalar. 0Os resultados sdo

2m - EL%L + 1
II,2 A 3
L) Iy, _ 1C17 2 1" 51 mp?

|® : X
m* 4A2(9i%i + 23 + 1) (3+m) L
A

1"(9—&3L + 34+ 1 = m)

AZ

r(ﬁlgi F 3o+ 1)
A

(4.60a)

I [T,
]m
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QI82|
2m - 5
A
(2m)°|ct}? 2 m2G-mt
1
5 Q]ez| j!
415 (- S~ + 23 + 1)
A
{(4.60Db)
Qe
r(- + j + 1) A
Az Q|€2| < < _n(E) _Q|€| ___l
“legl T E Tt n?2 2
I (- 5 + 3 +m +1)
A
II(+) II(+)
<Dj,m, ]cI>
3, 11,2 4T . Z' + 1 2.
(2m)7|c | 2 A [(-m):%'(3+m)1 3
n2@el 4oy 4 1y
A
e, . (4.60c)
a 32 t3+ 1) n(e,) Qle,|
A -J = 2 2 _ 1y m s 0
F(—5— + 3 - mtl)
A

A normalizacdo das solucdes (58) (métrica diagonal) é obtida

Il

fazendo-se 0 em (60b) e (60c):

' 2.
Dlef)s . enlel? 2™ mp2Gomit, g op < )
2(2‘+1) {J+m) !
] (4.61)
¢(+)|¢(+) - (2m) 3| c}? 21-2m [(—m)!_]z(j+m)1A (=5 £m s 0)
ax2(29+1) (3-m) !

Em resumo, as solucbes escalares para espagos com mé

tricas clrculares apresentam
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a) espectros discretos de energias;

b) intervalos para a variacao de m limitados inferior

e superiormente.

Nesta secdo, os Unicos resultados tipicos da teoria
de Einstein-Cartan sao os que se referem a métrica diagonal, se
nos limitarmos ao contexto do Capitulo 3, onde nao encontramos

nenhum modelo riemanniano com = 0 e kz £ 0.

4.4 - LIMITES PARA AS METRICAS DE SOM-RAYCHAUDHURI E DE MIN -

KOWSKI

Vamos primeiramente mostrar que as solugoes da equa -
cao de Klein-Gordon para a métrica de Som—-Raychaudhuri podem
ser obtidas como limite das solug¢des para métricas hiperbdélicas
com 92 > 22 gquando 22 + 0 {ou a partir das solucdes para métri
cas circulares, kz + 0). A demonstragcao se constitui de dois

passos:

19) para 22 +~ 0, fazemos as aproximagoes em (38a):

b = m-j +Q|§i ~ 9';’ (4.62a)
3 %
X = cosh2fir =~ 1 + 25&2r2 =1 + %? - {4.62Dh)
com
g:= Qlelx? ,  Je| = a(2jr1+102(23+1) Zanlr 2 12
(4.63)

20) apds essas aproximagbes, tomamos o limite das solugdes or-
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tonormalizadas gquando b tende aoinfinite. Para isto nos vale -

mos das relagoes

lim (1 + %) = e (4.64a)
bHh-+o0
lim F(a,b,c;%) = Fla,c;E) (4.64Db)
b+oo

sendo F(a,c;£) a funcado hipergeométrica confluente, que tem a

propriedade(gg)
Fla,c;-£) = e ® F(c-a,c; &) . (4.65)
Entaoc, (62) e (63) nos permitem fazer as sequintes
aproximacoes na solucao (38a) e na constante CI, dada por
(48a),
m % * ; ; b
2 22 -3 m+3 3 £ 2t
{(x-1) (x+1) — b e £ (1 + E) '
Qe -
F{m+j+1, m-j + "%ji' m+l;l§§)—ﬁ>F(m+j+1,b,m+1;— %) '

m b
= =-=m - = . 1/2
CIm b2 p 2 [:2Q|e| (m+3)!:} /

(2m) 3 (m1) 25y

Dai vem

b
5 +

£ —i(m¢+k3z+]8|t)
=) F{m+j+1,b,m+1;- E)e

(4.66)

~o| 3

m
T(+) __.I,2 £
¢ —BmE (1 + T

onde

(2m) 3 (m1) %51

. 1/2
Y - {:2Q[EJ {m+7) ! } . (4.67)
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Efetuando o limite de (66) guando b + =, encontramos, por meio

de (64)
m £ .
= - =2 -i(mo+k,z+lelt)
§$f’ =8l &% e % F(-j,ml;f)e 3 (4.68)
m,j 2 0

Para encontrar o limite de (38b), com CII dado por (48b}), pode-
mos usar a transformacdo (15) para escrever

e el L

oI (+) _ IT U (x=1) (x#1)

(=
|
+
=
u}

_ -i(mé+k.z+]|e|t)
F(3+1,-5 + Eigl,l-m,l§ﬁ>e ’

Entdo, seguindo o mesmo caminho gue nos levou a (67-68), chega-

mos a
T (4) - g -% -i (md+kqyz+|e | £)
¢jm = B g e © F(-m-j,1-m;&)e (4.69a)
. 1/2 .
BIY = 2QIE£ %‘ , -3 sm¢s0 (4.69b)
(2m) [ (-m) 11" (J+m)!

As solugOes (67-69) J& se encontram ortonormalizadas
como deveriamos esperar. Essas solucgbes poderiam ter sido obti -
das a partir das solugdes vilidas para métricas circulares, por
meio de um processo semelhante ao anterior.

O limite de (39a) fornece o intervalo de variagao para

me ['—j:———‘ml?r—‘}'%,oo) . €>O (4.70)
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Para a métrica de Minkowski, a eq. (1) se reduz a equa
¢ido de Klein-Gordon em coordenadas cilindricas para uma particu
la livre com Massa M, cujas solugdes sao dadas em termos das fun
c¢Oes de Bessel, Jm. Queremos mostrar que essas solucgdes tambeéem
podem ser obtidas como limites das solugoes para métricas hiper-
bélicas quando & » 0. O procesgso de limite & semelhante ao gue
foi usado para obter as solugbes para a métrica de Som-Raychau -
dhuri com a diferenca que agora devemos primeiramente anular .
Fazendo entdo a aproximagao x = 1+2RZr2 em (17a), podemos es -

crever

1/2
_l 24 2.2 _ -
a = 57 fM +k3 £°] = -b
2 . y,2 1-x 1 y,2 2 4 v,2
x =1-—= (5) r o= () , X°-1 = - — (%)
a2 2 2 a2 2 . 2
- - L y,2
x + 1 = 2[1 2(2) ] '
a
com
2 2
y = 12 - w® - kA2
Levando essas aproximagdoes a (17a) e tomando o) limite para
az > ié, ficamos com
I Yym o oo 1 yey _
R (x) (2) lim F(a,-a,m+l;—§(2)) =m! J (y) ,
P m
az2-re a

ou seja,

—— -i(m¢+kZ +et)
@I(r) =C J [ V/EZ—(M2+k32£ r) e 3
m (4.71a)

=
%
o

0 mesmo processo aplicado a (17b) fornece
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—i(k¢+k32+at)
] e . m<0 (4.71b)

T
2 () = C J-m[ V{€2—M2—k32 r

Essas solucdes podem ser reunidas numa unica expressao,

—i(m¢+k3z+et)
¢ =C Jm [ £" =M=k r)]e ~o <om < o | (4,.72)

e sdo finitas em r = 0, em conformidade com o fato de que foram
obtidas a partir de solugbes que ja apresentavam essa proprieda

de.

4.5 - COMPARACAO COM 0OS RESULTADOS CLASSICOS

4.5.1 - Intreodugao

Os resultados que obtivemos para o campo escalar po-
dem ser confrontados com os resultados provenientes do estudo
de geodésicas de particulas de teste (sem spin) em espagos do

tipo G8del. E o que faremos a seguir.

As geodésicas podem ser obtidas extremando-se a agao

A = J Lixt, x4y au , (4.73a)

"1 i - . -
onde x~ := dx /du, sendo u © parametro afim, e onde L & a fun -

¢ao lagrangeana,

Lt xty o= Mg, xt3 . (4.73b)

Para as métricas do tipo G&del, esta lagrangeana ndc depende ex
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plicitamente das coordenadas t, ¢ e z. Dessa forma, as equagodes
de Euler-Lagrange nos fornecem trés constantes de movimento,
que, nas referéencias (16), (30) e (31), sao designadas por p,,

Py, € P, € estao definidas por

b, 1= oL b o= L, b = AL
M o ¥ i '__#:” I - . .
t 3t ¢ 9 2 3z
Facamos a correspondéncia desses momenta associadoes

is coordenadas t, ¢ e z com Os autovalores do campo escalar as-

sociados aos vetores de Killing 3/93t, 3/9¢ e 0d/9dz:

3 (continua) <«——> €
Py (continua) <—> mwm = inteiro

P, (continua) —— k3 .

Nas Refs. acima pt}éinterpretado como a energia da particula
e & considerado positivo. Por isso, vamos escolher as solugdes
escalares com energias positivas para fins de comparacao.As tra

jetdrias classicas s&o chamadas de ilimitadas, quando a coorde-

nada r pode assumir todos os valores pertinentes aos seus domi-
nios de definicdo dados no Capitulo 1. Sao chamados de limita -
das, quando r € [rl,rz], sendo que pelo menos um dos pontos de
"retorno®, r, ou r,, nido coincide com os extremos para r, Cap.l.

(31)

Ao compararmos os resultados classicos com 03

resultados do presente capitulo, constatamos que
a) as geodésicas limitadas correspondem a solugdes es
calares com energias discretas; as ilimitadas cor-

respondem a solugdes escalares com energias conti-
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nuas:;:

b} os intervalos de variacdo do momentum classico Py
sao "equivalentes", no sentido explicado mais abai
xo0, aos intervalos de variacdo referentes ao para-

metro quantico m.

A seguir vamos examinar essas correspondéncias para cada uma
das trés classes de métricas: hiperbdlicas, circulares, Som-

-Raychaudhuri.

4.5.2 - Métricas Hiperbdlicas

a) Métricas hiperbolicas com 0% 2 42 (— n > 1): as
*
trajetérias sdao limitadas com
Qe n2~1 : - -
p¢ <) [} 5 + 5 , @ , (geodesicas limitadas) (4.74)
248

ao passo que as soluc¢dOes escalares tém energias discretas e

m € [: QEE + % + % = -3, m] (campo escalar) . (4.39a)
24

Para a diferenca entre os limites inferiores desses - intervalos

temos

. Qe Vnz—l
0 < -3 - - 5 + 5
28

% . . -

Nas formulas classicas, estamos escrevendo € e k3 ao inves de P, © P, Pa
ra comparar os intervalos de variacao de p¢ e de m, supomos que a energia
que determina o intervalo classico € igual a um dade valor de energia do

espectro quantico.
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Isto significa que o intervalo classico continuo, (74), contém
exatamente os mesmos valores inteiros contidos no intervalo

quantico (39a).

b) Métricas hiperbdlicas com 0% < 1?: Neste caso te-
mos geodésicas limitadas, se
, . Mok’
g” < & 5 (= 1n = real > 1) (4.75)
Le=Q

e geodésicas ilimitadas para outros valores de energia. No pri-

meiro caso, 0 intervalo de variagdo para p, ainda é dado por

¢

(74), enguanto, para as trajetdrias ilimitadas, temos
p¢ € (-», ) : geodésicas ilimitadas {4.76)

0 valor de & dado por
2 2
M +k3

22-q?

g” = 22

constitui, portanto, a energia gue separa as geodésicas limita-
das das ilimitadas. Pela equagao (49), vemos gue esse mesSmo va-
lor separa as solucbes escalares com energias discretas das so-
lucces com energias continuas. Observe-se, entretanto, que; pa-
ra obter essa harmonia entre os resultados classicos e guanti-
cos, devemos tomar a condicao de contorno (49a) para o campo
escalar, conforme discutimos no fim da Secao 4.3.1.Por outro la
do, o intervalo (41') para a variacgao de m, no caso de energias
continuas, esta contido no intervalo (76) gue determina a varia

cao da correspondente guantidade classica, Py
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4.5.3 - Métrica de Som~Raychaudhuri

No limite & - 0, as solugoes classicas com 92 > 22
nos fornecem geodésicas limitadas com
2
Ptz—PZ—M2
P¢ e IE'——EQ'—PT , : {classico) . {(4.77)

As solucoes escalares correspondentes a este caso tém energias

discretas dadas por (70) com

2

£ ~k32—M 1
me["T+§=—j,w (quantico) . (4.70)

Este intervalo esti contido em (77), e (77) nao inclul nenhum

valor inteiro gue nado esteja contido em (70).

4.5.4 - Métricas Circulares

As trajetdrias cléassicas s3o sempre limitadas no sen-

tido de que a varidvel x = cos2Ar ndo assume todos os valores

de seu dominio, [-1,1]. Os valores de Py sao dados por

Q 9] 2

p € [:L R Y C RS R S (n(e)-1)1/2]
¢ 2 2

(4.79)

Por outro lado, as energias das soluc¢des escalares sao gempre

discretas, mas temos duas expressoes para seu espectro, € e €

com

e [}j % _nle) 1 8% :} (4.57a)
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{ig Qe ni{c.,} .
me[——‘z—,j= §+ 22 —%:! . (4.57b)

Para comparar estes intervalos com o intervalo classico (79),de
vemos considerar particulas guanticas com um Gnico valor de

energila, 1isto &, € = ¢ em (57). Isto implica que o valor de j

2
em (57b) deve ser maior que o de j em (57a). Seja j' = 1inteiro

positivo o limite superior de (57b). Entao,
€ =€, , se Jj'-3 = nf{e) - 1 = inteiro positivo

Como n(s) & uma funcgao continua de k3, esta condigdo sempre po-
de ser satisfeita, através da escolha de um valor conveniente

para k3. Nesse caso, da unido de (57a) e (57b), vem

. §le £ 1 - SlE £ 1
meEjzzﬂ“né)*z'J oy sl

(4.80)
Este intervalo esta contido no intervalo (79) e podemos mostrar
facilmente gque o intervalo classico nao inclui nenhum valor in-
teiro gue ndo esteja contido no intervalo gquantico. Essa conclu
sao também se aplica ao limite f# = 0 (métrica diagonal), para o

qual temos os intervalos simétricos

(classico)
(4.81a)

— |
/ez_Mz_k 2 22y 2
3 1 1 3 1 1
m € —\/ 3 tztz 2 T 7" 3
4\ 4\
{quantico) (4.81b)



-84-

4.6 - OPERADORES COM ALGEBRA DE MOMENTUM ANGULAR
Para & # 0, vamos definir os operadores Li atravées de

K K

_ _(3) _ T(4) _id . i0 3
S A S S T I S 2 T
(4.82a)
e oz operadores L(i) por meio de
5 L, 4 8ob
L(i) 57 = Ll * 1L2 ' (4.82b)
onde K(B) e K(4) s3o0o og vetores de Killing {(3.55b,c), e K(i)

sio os operadores (22). Usando a algebra (3.56) dos vetores de

Killing, encontramos

[L ,Lj] = i % EijkLk (4.83a)
[L(+)IL(_)] 2L3 r [L(+)rL3] = L(+) r
(4.83b)
[Toyrg) = I

Estas propriedades dos operadores (82) constituem uma algebra

de momentum angular. Além disso, se definirmos o quadrado do

"momentum angular total", L2, por

2 4 (L) (4.84)

L0 = - + M7 . (4.85)
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Para solucdes escalares com a forma dada em (4), temos

2 2
2 2 M +k3

L6 :% ¢, (4.86)

ou seja, as solugdes L sao autofuncoes do operador L?. Por ou-
tro lado, de acordo com interpretagéo decorrente das condicgdes
de contorno (28) e (49a), sempre que n > 1, temos solucdes com
energias discretas, ao passo que para n2 £ 1 as solugdes apre-
sentam energias continuas. Dai e da equagao (86), vemos que ©OS
autovalores de L2 sao positivos para solugOes com energias dis-
cretas e negativos ou nulos para solug¢bes com energias continu
as. A negatividade dos autovalores de L2, no caso das métricas
hiperbdlicas, esta de acordo com o fato de que os operadores Ll

. 2~ - s -
e L., usados para definir L~ nao sao hermitianos em relagao ao

2
produto escalar definido pela eq. (23), conforme podemos verifi
car usando as relacdes (26) e as definigles (82). Mais especifi

camente, temos as seguintes propriedades para os operadores Ly

(i = 1,2):

<Lpm[om> = <e@)|Lom> 22 <0,
2 2
<Li<b(m')|®(m)> = - <<I>(m')[Li®(m)> , L >0, n° > 1,
2 2
<L o@')fo(m)> # + <¢(m')[L;¢(m)> , &7 > 0, n” = 1.

Vemos dai que os operadores L; e L, s3o: a) hermitianos para as
solugdOes escalares, em espagos com metricas circulares; b) anti
hermitianos para as solu¢des com energias discretas em espagos

com métricas hiperbdlicas; ¢) nem hermitianos nem antihermitia-
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nos, para as solu¢Oes com energias continuas (métricas hiperbé-
licas) .

Finalmente, devemos observar que as definicoes (82) ,
baseadas em simples combinagdes lineares de K(+) e K(_), com co
eficientes constantes, ndo podem ser estendidas para as métri -
cas com & = 0. Para a métrica de Minkowski, em particular, K(+)

e K podem ser reescritos num sistema de coordenadas cartesi

(-)

anas como

f(-i32) + (-i) = ip_ * p

(+)

onde p, © Py sdo as componentes do operador de momentum line-

ar ao longo dos eixos x e y.



CAPTTULO 5

EQUAGCAO DE DIRAC EM ESPACOS DO TIPO GODEL

5.1 - GENERALIDADES

0 tema deste capitulo é a dinamica de particulas de
Dirac acopladas com a gravitacac dos universos do tipo Gddel.
Analogamente ao dque fizemos ao trabalharmos com © campo esca -
lar, supomos aqui que os férmions:

a) sdo particulas de teste, que nac geram curvatura,

b) ndo interagem com o campo eletromagnético de ori-

gem cosmologica, se houver.

A primeira dessas hipdteses implica que a densidade wfw deve
ser finita em qualquer ponto do espacgo-tempo. Da segunda hipd-
tese, decorre dque, em se tratando de neutrinos, os resultados
que obteremos sao validos para qualquer dos modelos discutidos
no Capitulo 3; porém, para férmions massivos, sua validade fi-
ca restrita a espagos sem campo eletromagnético. Uma generali-
zagao relativamente simples desses resultados pode ser obtida
acoplando-se os férmions com os potenciais (3.47b) e proceden
do como no Apendice A, onde discutimos o caso escalar.

Nesta secgdo, discutimos algumas propriedades genéri-
cas das solugdes fermidnicas e, através do estudo das constan-

tes de movimento do problema, mostramos que existem apenas du-
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as componentes espinoriais independentes. A determinacao dessas
componentes e a anidlise das solucgdes, para cada classe de métri
cas do tipo G8del, seguird o roteiro exposto no Gltimo paragra-
fo da presente secao.

Como, para um fluido de Weyssenhoff, o traco da con-

torcaoc & nulo, a equacao (2.42a) se reduz a

A . A .
Iy (3A+TA)+1M]¢ =: (v DA+1M)w = ) ' (5.1a)
_1 _ C_B i
Pa =7 WepaXepa) VY ¢ 93 = €79 - (5.1b)
Lembrando que, nestas equacOes
KABC = —K(uASBC + uBSCA - uCSAC) (2.65)
Uy = Tgp (3.8)
o _.1 _3 _ o . _H 2 _1
ey (T (57 e T T B (T (3-46)
Y1207 “Y2107 Y0127 Y1027 Y0217 V201 r Y12257Y212 © B f

(3.5)

e que as Unicas componentes de SAB gue nao se anulam sao 812 =

:—821 = 5, encontramos
_ KS-9 1.2 kS-f2 1.2
_ 9-k5 0.1 pr 1.2 -
r2 = =3 Yoy o+ 5D YUY R F3 = 0 .

Entdo, as derivadas covariantes dos espinores podem ser escri =
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tas como
_ov 1 oy 1.2
DO‘J—’—F'FE(KSQ)YYW '
_ ov 1 o 0.2
DllP =art 3 (ks=S)y v~ U ' (5.2)
__#ov 13v , D' 1.2 1 o 0,1
_ ov
D3V = 53
Representando as matrizes de Dirac por
A
I 0 0 a 0 I
¥0 = , YR = A , ¥ = = iyOyly2y3 ,
0 ~I - Q I 0
{5.3)
(A'—lp 2, 3)
com as matrizes de Pauli oP descritas por
0 1 0 -i , 1 0
ol = , G2 = , 63 = , (5.4)
1 Q i Q 0 -1
e substituindo (2) em {(la), obtemos
i 2= (v EF Oy (5.5)
Nesta equacgao 7 simboliza as matrizes de spin
A
a 0
it = A= YR -1, 2, 3 (5.6a)
0 a
e
1 d D' 2 H 2 i 9 3 _ . 5 §l-K§
e F ) B S BT BT A PR I

(5.6b)



—-90-
f.% 2= nlzl + ﬂ222 + Tk . (5.6C)

O operador

H := Y5f.% o+ MYO , {(5.7)

na equacdo (5), pode ser interpretado como o operador hamiltoni
ano que determina o desenvolvimento temporal do sistema. A heli
> > ‘

cidade %..m em geral ndo comuta com H, e, portanto, nac consti-

tui uma constante de movimento. Mas, definindo C por

& = _Y5ig_z ruyy® = 53 4wy - 2 (eecs) , (5.8a)
encontramos
&,8] =0 (5.8b)

isto &, C representa uma constante de movimento. Além dissc os
, 9 . 0 ,

operadores (7}, (8), 15y e ig= formam um cenjunte de operado

res compativeis entre si e podemos, per issc, escelher autofun-

¢oes simultaneas de todos eles. Sejam, peis, as equagdes de au-

tovalores

~ Y, LY _ 9%

Hq) = la—td) = Ell) ’ 1—5-5 = md) ’ l'E = k3d) (5.9)
e facamos a separacao de variaveis

P o= R(r)®(¢)2(z) T(t) , (5.10a)
comnm

R = (R,,R.,,Rq,R,) " (5.10b)

lf 2.’ 3’ 4 r .

onde T significa "transposta". Dal, segue~se dque
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~i(m¢+k32+€t)
P = R(xr) e . (5.11)

As equacdes (9) equivalem a construcao de modos globalmente in-

. . . 3 3 g
variantes dos vetores de Killing 3T’ 36 Tz’ como no caso do

)
campo escalar. O autovalor € de H & a energia do sistema. Para

o

as solugoes (11), os autovalores de sdo dados por

Ew = —g ¥ M%k32 i , €

1l
1+
=

r (5.123.)

se a massa M for diferente de zero. Para neutrinos (M = 0) te -

mos

v = “ky LV, L=21 |, (5.12Db)

onde L & o autovalor do operador de helicidade dos neutrinos ’

YS‘ Para gque (12b) possa ser obtida como limite de (12a), gquan-

2

do M * 0 {ou k3 >> M2), devemos ter

Lk, = e |k ou L = esn(k,) , (5.13)

3 5!

com sn(k3) significando "sinal de k3".

-~

Substituindo € em (12b) pela expressao (8a) e usan-

do (10b), encontramos

R3 = Y(+)R1 R 4 = Y(—)Rz ’ (5.14)

Y(+) == i ’ Y(+)Y(_) =1 ’ (5.15)
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ou seja,
f R 3 r l
] L ]Rl
X (+)
R = S N (5.16)
Y (+)R1 [#( )JRz .
-y R )

onde introduzimos a matriz A, definida por

A = , (5.17)

com a finalidade de simplificar a notacdo das prdximas segOes .
Em virtude de (11) e de (16), basta determinar as fungoes R1 e
R2 para que tenhamos as solugdes da equagao de Dirac. Usando

(8a), podemos reescrever a equagdo (5) como

i -g—% - [\(5(2%1 + 1202y 4 33 + Q;KS)] v (5.17)

Por intermédio de (3), (4), (9), (12a) e (16), esta equagao se

reduz ao sistema de equagbes acopladas

o]
o
m
o

m —-— 3 -—
G T35 b T DR T iv () EKR, ' (5.18a)
d D' eH m _ o
G * 25 * D "B R T V(4 (EHRIRy ’ (5.180)
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com K dado por

K = e M™+k - = (f1-kS} . (5.19)

As relacdes (14) e as equacOes (18) foram obtidas su-
pondo-se que k3 €& diferente de zero. Supondo agora que k3 é nu-
lo, encontramos, aco invés de (14): R2:R330, se e = -1; R1=R4 =
= 0, se e = 1. Entao, a equagao (17) se reduz novamente a um
sistema de duas equagOes diferenciais, para cada um desses ca -

SOS. Se compararmos essas eguacoes com as equagdes que obtemos

guando tomamos Y(i) = 1 em (18), veremos que as solugdes para
ky = 0 podem ser obtidas através de
R = v2 lim 0 e=1) , r=vZ lim |22 ()7 | (e=1),
k>0 0 k3>0| Ry (Y 4y =1)
RZ(Y(t)=1) 0
{5.20)
onde R; e R, sav as solugdes das equagdes (18). Escrevemos

Rl(Y(i)=1) e R2(Y(t)=1) em (20) para ressaltar que, antes de

efetuar o limite, devemos fazer Y(+) = 1 nas solugoes de (L8)
[veja eqgs. (33-34)]. O fator V2 garante que as solucgdes (20)
satisfazem & mesma lei de normalizacdo que as solucdes (16); se

as solucgdes (16) estiverem ortonormalizadas, por exemplo, o mes

mo ocorrera com (20).

Vamos agora acoplar a equacao (5) com um campo eletro

magnético, através da substituicdo
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BA - BA-lqAA ‘ (AA = potencial no sistema de tetradas).

Obtemos

3

.0
[—YO(WO+qAO) + Yl(n1+qu) + Yz(ﬂ2+qA2) + Y (—152 + qA3) +

+ YSYS(E%EE) + M]Yy = 0 . (ﬂo = i%E) . {5.21a)

Trocando g por -gq e § por wc nesta equacgao, ficamos com

[—Yo(ﬂo-qAO) v yHrt-gat) + v2(nf-ga?) + Y3(—i%; - ga’) +

Q_...
+ Y3y ZKS) + M Y, =0 ) (5.21b)

A "conjugagao de carga" é a operagao gue nos permite obter as so
lucdes de (21b) a partir das solugdes de (2la). Em outras pa-
lavras, essa operacao nos permite obter as solug¢des da egquacgdo
de Dirac para uma particula com massa M e carga -gq a partir das

solugdes que descrevem um férmion com carga +g e com mesma mas-

sa. Para realizar essa operacdo, tomemos © complexo conjugado
de (21a). Tendo em vista que

a* a a* a

TS = =7 fa = 0,1,2) , A = A fa = 0,1,2,3)

ficamos com

2 %
.0 * * (e
{ y v* a Aa)] Y3 ( : A3) Y3 Y5 ( ZKS) M}'¢* o .
a=0

Comparando esta equacao com (21b), vemos gue, se pudermos encon

trar uma matriz B nao singular, tal que
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- * D%
g2l = 2 (a=0,1,2,3) ., By ¥ Bl =35, (5.22a)

poderemos, entao, expressar a solugdao de (21b) como

wc = Bp¥ .

E facil verificar que as matrizes

B =B = B = *tiy (5.22h)

satigsfazem as propriedades (22a) e, portanto,

Y o=t iy"y . {5.23)

Além disso, se | satisfaz as equagdes de autovalores (9), en-

tao,
oy ay A
. c o_ . c _ _ . c _ _
Ly = ewc , 1 3% mwc r 1oz k3wc (5.24a)

Por outro lado, para neutrinos temos

Yoy = Ly

Daqui e de (23), segue-se que, além de (24), vale a equaciao de

autovalores
vy = Ly (5.24D)
C C f *
ou seja; as solugoes wc tém helicidade contraria a dos corres
pondentes neutrinos ¥ . Esta ultima propriedade permite trans-

formar uma solugdo de energia negativa, para uma particula de
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"an-

massa M e carga ¢,numa solugao de energia positiva,para uma

tiparticula™ com massa M e carga -q. Na realidade, todos os re

sultados gue agui obtivemos para a conjugagdo de carga sao idén-
. ~ . . {32)

ticos aos que se obtem em egpagos de Minkowskl '—'; nestes o ope

rador IBA & diagonal e comuta com gualguer matriz constante, ao

passo que nos espagos Ccurvos 1sso nao ocorre necessariamente com

a derivada covariante DA' Esse fol o motivo para a demonstracgao

acima.

Em prosseguimento, apresentamos, na Segao 5.2, as solu
goes da equacoes (18) e, para normaliza-las, construlmos operado
res J{i)' Na Segdo 5.8, exlgindo que essas solucdes sejam fini -
tas em todos os pontos do espago-tempo, encontramos os espectros
de energila e normalizamos os espinores com energias discretas.Na
Secao 5.4, mostramos gue as solucgotes relativas as méetricas de
Som-Raychaudhuri podem ser obtidas come limites das solugoes refe
rentes as métricas hiperbolicas. Na ultima segao discutimos os

limites para a métrica de Minkowski.

5.2 - SOLUCAO GERAL E OPERADORES K{+)

Substituindo, em {18), D e H pelas expressoes

p = semh2ir o _ 8 o onZar (5.25)
2% 22

e efetuando a mudanca de variavel

cosh2ir y (5.26)

»
il

ficamos com
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T |
[22 Weor 4, ie »/x L, 2im ]Rl =iy, _y [€-KIR,

d A +1 -
: sz—l * Vx -1 (5.27a)

I S T
[ZRV;Z—l a Qe V/x T 2im

L3 )
ax F /=t 7T VxI ~ = 1 '
V-1 V-1 (5.27b)

De (27a), temos

2 iy [e-K] dx —— % x+1
(=) x%-1 Vx%-1
(5.28)
que, ao ser substituida em (27b), fornece
1.2
2 (m + 5)
d d 1 Qe Qe 2
(x"=1) —= + 2x —— + (— - 1) (—= + 2m) +
{: ax dx © 2(x+1) Y2 .2 2]
- _l_{(ﬁi - 1)e2 - 2?4 sz}R = Q {5.29)
412t 42 1
Fazendo a substituicgao
2m+1 e _ 1
2 3 202 2
Rl = {x“-1) {x+1) f(x) (5.30)
na eq. {(29), encontramos que f({x) deve ser solugao de
a‘s ar
z{z-1) + [e-(a+b+l)z] == - abf = 0 {5.31a)
2 dz
dz
com
z = 17X (5.31b)
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28 282
(5.32a)
2,2 1/2
noe= | B 67 s 55 ) (5.32b)
L L
Uma soluc¢do geral de (31) é dada por
£(x)=C,F(a,b,c;i55) + C,(x-1)17% (x+1) S Pr (1-a, 1-b, 2-c; 1%
No entanto, para gque Ry seja finito em x = 1, devemos tomar

1
= 2 - =
C2 0 P quando m 2 5
1

= £ - =
Cl 0 ’ guando m = 5

e, assim, obtemos duas expressoes para R,, que indicamos por I

e II,
2m+1 EEE - %
I _ I, 2 4 24 3.1-x > 1
Rl = C 1Y(_)(€—K)(x 1) {x+1) Fla,b, m+§ 5 ==} 2 >
(5.33a)
_ 2m+l - 962 4 %
rRET=ctly L (cambny 2 (x%-1) 4 ) 2 Fla',b',5-m;i %)
1 (~}) 2 2
e 1 (5.33b)
N 2
Qe n 1 fle n
a'=1l- b—m—m—m—- F ' b'=1l-b==-m——5 - & ’ (5.33c)
2 992 2 2 222 2
sendo gue as constantes multiplicativas, iY(_)[EmK] e

QY(_)(—2m+1), foram acrescentadas para que, mais adiante,a ope~
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ragao de "conjugacgao de carga" se torna mais simples. Substitu-

indo (33a) e (33b) em (28), encontramos, respectivamente;

2m-1 9—52— .
rY =cTe (2m+1) (x%-1) 4 (x+1)2" F(a,b,m+%;-1—5—x) mz -
(5.34a)
_ 2m—-1 '—Q—Ez - —12—
R£I=iCII(E+K) (x2-1) 4 (x+1) 2% F(l—b,l—a,%—m,-%)
(5.34b)
m s - %
Entdo, as solugbes da forma (16), finitas em r = 0, podem ser
escritas como
( )
1 J .
Y Ry
I (+) =1 (mg+k, z+et)
T o= A e ' , (5.35a)
1
1 R I m 2 b —2"
Y 2
v ) (—)J J
r hY
1 IT
R
11 Y4y ~1 (md+k gz +E L)
Pt = A e . (5.35b)
1
L = =
(1 ] IT m= "3
R™75
| Y(")
As relag5es(g§)
lim | (m + —%—)F(a,b,m%;z) = [abzF(a+1,b+1,2;2)1 ; . (5.36a)
m*- = m=-—=
p, 2
F(a,b,c;z) = (1-2)°"3 Pp(cea,c-b,c;z) (5.36b)

nos permitem mostrar que
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e
. 2 I
. I i(e-K) 2 C IT 1
lim P {m) = ~—F—— 2 Fee T (M = - =
o 'y 1T 5) (5.37)
2
e
_Sie
. 2 IT
. II _ i(e+K} 2 C I 1
lim YT (m) = m—L 2 = m= = .
m - % a5 i ( 5) (5.38)

ou seja, o valor de m em (35b) pode ser estendido até m = 1/2.

Porém, para m = *1/2, as solucdes (35a) e (35b) sdo linearmen-

te dependentes.

Também podemos constatar que, em (33} e (34),

cTIRD (m€,-m, kg) = ¥, CTRTT (5,m,ky) : (5.39a)

cIIRII(—s,—m,k3j = —Y(+)CIR111(€,m,k3) , (5.39b)

AY? = ¥4a . " (5.39)

Com isso torna-se facil mostrar gue para M # 0 temos

Wi (e,mky) = B iv? (0 (-8, mm, -k 17 (5.40a)
CII/CI* , se QZ > 0

5= (-i)™ 7 % cIlyct* , se 22 <o (5-40b)

Para neutrinos (M = 0), a troca de k3 por —k3 sO deixa K inal-
terado, como no caso acima, quando simultaneamente trocamos L
por -L [ver egs. (13) e (19)]. Tendo isto em vista, encontra -
mos

p (e m kg, 1) = Biv? 9l (~e,om,~ky,-1)1T (0= 0) . (5.40b)
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As equacOes (23), (24) e (40) nos autorizam concluir que as so=-

- T ~ } - ~
lucgoes wI e wI estao relacionadas atraves da operagao de con-

jugacdo de carga. Em outros termos, a operacldo de conjugacao de

. . . . o~ I
carga deixa invariante o conjuntco formado pelas solugbes U e

II - - . ~
P~ . Isto e o que deverliamos esperar, pols, na auséncia de cam-

po eletromagnético, a equacao (2la) & igual 3 equacao (21b).

Definindo agora os operadores K(+) e K(“) atraves de
+i¢ I MY TN s
Kizy) = ¢ [” Vel TV
2ilx  ? g5
T 55 T :l ’ (5.41)
\/ 3 0% Z
x"-1 x -1
encontramos
I __ 2%ab I I _ I, _
(5.42a)
IT _ _ IT II __2%'b"' II _
K(+)w (m) = 22 (1=2m)y~ " (m+1) , K(_)w {m) = w§:a——¢ (m-1) .
(5.42b)
Portanto, o operador K(+) {on K(_)) aumenta (ou diminui) de uma

unidade o valor de m nas solu¢des espinoriais. Por outro lado ,
pelas equacdes (37), (38) e (42), obtemos

1

IT, 1 I, _1 __1

Estas rela¢des nos possibilitam gerar todo o conjunto das solu-

¢Oes (35) por aplicag¢oes sucessivas dos operadores K(+) e K(_)a

uma solugao com um dado valor m, para m, positivo oun negativo.
Podemos ainda reescrever as expressoes (41) numa for-

ma mais geral, aplicavel as solugoes referentes a todos os ca -
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sos particulares das métricas do tipo G&del:
Fig 3
_ »_p4(E2 . D) ;23
Ky = ¢ |:§f+l[D8+D8¢]+2D:|
- K, * iR, ¥ e'i? bl (5.44)
I ) B (4) 2D ! :
onde K(3) ) K(4) sd3o os vetores de Killing (3.55b) e (3.55c)
Para a metrica de Minkowski (D = r, H = 0), ficamos com

Z3

2r

-+

0 termo com a matriz de spin pode ser

_ LFiG; 8 - i3
(ir)“e [8r+r8q‘3

eliminado desta expressaog

por meio da transformagao unitaria

.t.

6 > UOU ’ U := cos % - 1 7 sen % ’ (5.45a)
nos operadores 0. Encontramos
3 4 .3 I T 53
urTu' = & . U(1§$)U = izg - o ' (5.45b)
e, portanto,
Uk 0 = e S F g (5.46a)
ou, em coordenadas cartesianas (x = rcos¢, y = rsend),
UK, .U = 27 il = ip =+ p (5.46b)
(%) Ix oy X Y

Esta expressd3o & a mesma que haviamos encontrado para os opera-

dores L(+), no caso do campo escalar. Para uma particula carre-
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gada interagindo com um campo magnético constante B, dirigide
ao longo do eixo z de um sistema de coordenadas cartesianas, po

demos obter os operadores K(+) através do acoplamento minimo

- igA , A _ = - 5Y A= 3%

Kk oo= (- AB gy z gl EEB (5.47)

Os operadores (47) coincidem com os gue foram usados por John-

(33) 4 fim de construir as solucdes da equagao de

son e Lipmann
Dirac para o problema em questdo.
Para L # 0, vamos definir os operadores J ., através

de

J = K(i)/(2£) {(5.48a)

(¥)

e 0s operadores Jl’ J2 e J3 por meioc de

J +J J J

3, = —ifli—ill , 3, = —ii%g—iil , 3y = %% . i%f %E X (5.48b)

Usando a dlgebra dos vetores de Killing, temos

[T3,350 = 1 ]zfiijk €1p3 = 1 (5.49a)

[J(+),J(_)] = 2J3 o [J(+),J3] = —J(+) ’ [J(_),J3] = -J{+) '
{5.49b)

isto &, os operadores (48) satisfazem a algebra dos operadores
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do momentum angular. O operador de "momentum angular total" ao
quadrado, definido por,

2 2

3% = (3,) 2

2
+ (JZ) + (J3) '

(5.50a)

comuta com os operadores que representam constantes de movimen-
to na Segao 5.1; ﬁ, c , -id3/09¢,~18/9t. Entao, J2 tambem & uma
constante de movimento. Para as solugdes (35), temos a equa -

cdo de autovalores

2 2 .2
sz I M Y (m) = 1 R7-2 e 4 g2 - 32 ¥ (m) . (5.50Db)
4 2 2
44 2
Dessa forma, para n = imaginaric ou real menor que 1, os autova

2 =~ . .
lores de J° sao negativos. Em termos de energia, esses autovalo

res sdo negativos se

2.2 .2
22 o MTUT-KT) ,  quando 0% > &2 , (5.51a)
02,2
2,2 2
82 > M,__—_'Q’_L . guando Qz < 9,2 ’ {5.51b)
~02%4 2

onde X estd definido por (19). No caso do campo escalar, os au-

2 - . . 2 2
tovalores de L° sO podiam ser negativos nos espacos com 87 < &
(métricas hiperbdlicas sem circulos acausais) e para "altas"
energias. Para o campo espinorial, a eq. (5la) mostra qgue os au

2 . -
tovalores de J° podem ser negativos mesmo para espacgos com mé -
. . P - . 2 2 -
tricas hiperbdlicas com circulos acausais (% > L7), porém para

energias menores que um certo valor. VeremoS na préxima secao

o 2 . -~
dque a negatividade dos autovalores de J° pode ser associada as
solugdes espinoriais com espectros de energias continuos, tal

como ocorria com o campo escalar. Essa correspondé&ncia, no en -
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tanto, somente & valida guando considerarmos, como condigdo de
contorno apropriada, a exigencia de que a densidade do campo es
calar ou fermidnico seja finita em todos os pontos do espago -
-tempo.

Os operadores J, e J, nio sdo hermitianos em relacao

ao produto escalar
<P (m',ki,e';x) [b(m", kL, e'5x)> =
/—a Pt e T 4
= J -g ¥(m', ki, e';x) Vim ky,e5x)dx (5.52a)

!

gque usaremos para normalizar as solucgoOes espinoriais. Integran-

do essa expressao em t, ¢ e z, ficamos com

<w(m',k§,€';X)|¢(m,k3,E;X)> =

: " 2
= 6mm,6(k§—k3)6(e -£) Jl |R(m,k3,€;x)| dx, (5.52b)

para métricas hiperbdlicas e

<P (m', ki et 5x) [W(I,mkyrx)> =

_ 21 i yeer-e) ' |R(m, k,,e5%) |2 dx (5.52¢)
=7 mm' © 3773 MeX3reix X 12.02C
4x -1
para métricas circulares. Em (52b,c), 1R|2 1= R+R. Suponhamos
agora que
. — 2 2
lim -g IR(mlk3f€FX)| =0 r (L > 0) (5.53a)
x-+oo :
. 2 2 .2
lim [R(m,k3,8;x)[ = 0 , (L% = -2% < 0) . (5.53Db)

x+=1
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Entao, obtemos, por integracao parcial,
K bm)[pm> = - <pm')|K g dm> . (5.54)

De (45) e (54) segue-se gue os operadores J, e Jd, sao anti-her-

mitianos. Se as condicgoes (53) nao forem satisfeitas, devemos

acrescentar uma constante ao lado direito de (54), como nas egs

{4.26); neste caso J, e J, nao sao nem hermitianos nem anti-her

mitianos em relagao ao produto escalar (52). A nao hermiticida
2

de desses operadores explica por que os autovalores de J em

(50) podem ser negativos.

5.3 - ESPECTROS DE ENERGIA E NORMALIZAGAO

Como os férmions sao, por hipdtese, particulas de tes
te, ou seja, particuls que ndo contribuem para a curvatura do
espaco, vamos exigir que a densidade ¥T¢ (ou equivalentemente
rTR) seja finita em todos os pontos do espaco-tempo. Mais espe-

cificamente, queremos gque

lim RTR = finito, para métricas hiperbdlicas {5.55)
X")'OO
lim RTR = finito, para métricas circulares . (5.56)
xr~-1

Analogamente ao caso do campo escalar, essas exigéncias nos for
neceraoc os espectros de energia e impordo limitacgdes sobre os
autovalores m do operador 1 %E' exceto se 05 espectros de ener-
gias forem continuos. Suporemos, a seguir, que m s pode assu -

mir valores semi-inteiros e que & 2 0.
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5.3.1 - Métricas Hiperbdlicas

. . . ~ I ~
Consideremos primeiramente a sclu¢ao Y~ . Entao, a eq.

(4.32) nos permite escrever

_nt+i n-1 5
1im |RY[2 o |2%B. (a,bm + Dx 2+ 2PB (a,bym + )x © | (5.57a)
1 1 2 2 2
Koo
+
....[12_1 n...l 2
T2 1,2|.a 1 b 1,. 2
}];il;il |R2i v (m + 2) ’2 Bl(a,b,m + Z)X +2 Bz(a:brm + E)X ’
(5.57b)
‘onde
_ TI'(c)T (b-a) _ T (c)T (a-b)
By(asbio) = tpyT(cma) + P2(®Pr) 7 T(@)T(c-b)
Considerando agora a soluc¢ao wII, encontramos
. IT . I
lim |Ry | ~ lim |R2| com £ e m trocados por -€£ e -m , (5.58a)
X +oo o0
. Il . I
lim ]R2 [ ~ 1im |R1| com € e m trocados por -~€ e -m , (5.58b)
X-)‘OO X—}OO

para n2 < 1 os limites (57) e (58) sdo finitos e naoc & necessa -
rio impor nenhuma restrigdao sobre as constantes B1 e B2. Isto sig

1} 1 bt 2 < -
nifica que as solugoes com n° £ 1 apresentam espectros contlinuos

de energia. Por outro lado, para n2 >1 (n = real > 1), as par -
celas com gm—lVZ em (57) divergem, a menos que se imponha gue

3, . 1 -
Bz(a,b,m + f) = B2 {(a,b,m + 5) = 0 .

Esta condigao pode ser implementada, fazendo-se
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a = Zero ou inteiro negativo = m-j {(j 2 m)= n=-(2j+1) - 9% ,
L
{5.59a)
ou
3 _ . . . _ .1 o5 1
m + 5 - b = zero ou inteiro negativo = —(3-5), j25s=n =
= —(23+1) + Q% . (5.59b)
L
*
De (32b) e (59), cobtemos espectros de energias discretos cuijo
moédulo é dado por
le| = Q(29+1) + [(22=22) (29+1)24x%) 11/ 2
(5.60)

e os conjuntos de parametros para as solucgodes wI, dados por

w?m(_): £ = —|E| , a=m-j, b=m+ij+l - Bl%i , JTsemi-inteiro 2 m 2
£

> - % (5.61a)

1

w%;(+): £ = |e|, a=m—3 + 2le] ; b= m+j+l, ] semi-inteiro 2

2,2

i 1 )

- % Sm<e® (5.61b

onde empregamos so sinais "-" e "+" para denotar as solugoes
com energias negativas e positivas, respectivamente. Basta tro-
car m por -m e € por —€ em {61), para obter os parimetros gue

tornam os limites (58) finitos, gquande n > 1:

w?i(+’: e =le|, a' = -m=j, b' = -m+j+l - Qi%i , -7 £ m (5.62a)
5

*

Esse espectro € discreto em relacao ac numero j; em relacaoc ac momentum k3,

. 2 - -
contido em ¥~ , atraves da eq. (19), o espectro e continuo.
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Substituindo os parametros

(61) em (35a)

> .%, —co <1 g__%.
(5.62Db)
e (62) em

(35b) , encontramos as seguintes expressoes para energias positi

vas e negativas

pT ()

pIT(+) _II

IT(~

=cTa

. c

R(2m+1)8$1)

(2)

Yoy (1-2m) oy

iffe|x1gl?)

- lY(_)[|EI'+'K]B

2(2m+1)a(2)

=

- i(e-xall)

(1)

3

(2)

i 11

(1)

=

e

~i(mg+kyz+|e|t)
; (5.63a)
j 2 %,‘ f£m< o
~i(m¢+k3z+|5lt)
e (5.63Db)
-j fnms 3

—i(m¢+k3z—|E|t)

e

-1
2

A

(5.64a)

A
e

—i(m¢+k3z-|€|t)

e

L]
1A%

%'.—00<m§_.§

(5.64Db)

2

r
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2m-+1 ele] _ 1

Rab 2 2
a2y 4 ey 2 Pn-g + HUEL mige1,med; 15%) (s.65a)
L

21'!1"1 M_E_J_ e l

— 2 2
Bél):(xzﬁl) 4 (x+1)2£ F(m-j+ fife] ,m+j+1,m+%;i%§) (5.65b)

22
Comer -2lEl L2
alPax?o1y 4 P(-n-g, jmel - el 1 p;lox,
% (5.65c)
- 2m-1 Jfle] 1
4 2 2 l ]
Br(nz)=()(2“1) (x+1) 2% F("m“jrj“m+l-Q2E f%_m7lzx) (5.654)
2
Ao escrever (63} e (64), fizemos uso das egs. (37) e
{38) para eliminar as solugoes linearmente dependentes. Pode -

mos verificar que as solugdes de energia negativa estdo relacio
nadas com as solugdes de energias positivas através da opera -
cao de "conjugacdo de carga", como deverlamos esperar. As eds.
(63) e (64) mostram também que o intervalo de variagao de m ,

para a base compelta de solugdes, & dado por

m€ [~-7,%) , se g > 0
{5.66a)
me€ {(-»,+j] , se € < 0
onde j pode ser expresso, em termos da energia, como
. Q]E n 1
j = - - = . (5.66Db)
2£2 2 2

As condicdes (59), que impusemos aos parametros das
fungdes hipergeométricas, sb sd@o necessarias quando n = real > 1,

ou equivalentemente, se

2,,2_ .2
e > &_%&—:Efl energias discretas, quando 92 > 22 {5.67a)
QR - &
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2,2 .2
52 < &—%E—:&iL: energias discretas, quando Qz < 22 (5.67b)
g= - &
2 2 . . 2 _ .2
K® » 2%: energias discretas, guando %% = { . (5.67¢)

Estas equag¢des mostram que as ceracteristicas da particula gque
contribuiram para determinar a natureza de seu espectro de enerx
. ~ - . ' 2
gias sao o valor da propria energia e o valor da constante KW ,

definida por
2
K2 = [e‘/M2+k§ —Q—;@] .

Para um dado valor do momentum k3, esta constante, Kz,assume va
lores diferentes conforme o valor do nimero quantico e  seja
igual a +1 ocu a -1.

Pela equacdo (67a), vemos gue, nos espagos cujas mé -

. - ) 2 2 -
tricas podem apresentar circulos acausais (87 > &7), a particu-

< 2

. = . , 2
la de Dirac apresentard somente energias discretas, se % K™.

2

- 2 . .
Porém, se &% > K°, o egpectro ce energias pode tornar-se con -

tinuo para baixos valores de energia, permanecendo discreto pa-

ra valores altos de energia.

Inversamente ao caso anterior, uma particula de Dirac,

em espacos cuja métrica ndo pode apresentar circulos acausais

(22 > 92), pode ter espectro discreto para baixas energias, se

22 < K2, e continuo para altas energias. Porém, para 22 2 k2 '

as energias serdo unicamente continuas. No paragrafo anterior ,

podiamos ter espectros puramente discretos para 2 < Kz; agui

podemos ter espectros puramente continuos, mas para isto deve -

mos ter 22 z K2, ao contrario daquele caso.

- 2
A equacaco (67c) mostra gue, para espacos con L= = 92,
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a natureza do espectro depende somente da relacdo entre K2 e 22;
discreto, se K2 > 12, e continuo, em caso contrario.
Para as métricas hiperbdlicas com = kS, temos
k* = w2+ k0,
(8 = «8) (5.68)
le| = 23+1) + [(@3-2?) (23+1) ZemPar 2y /2

ou seja, a natureza do espectro de energias e os proprios valo-
res da energia tornam-se independentes do nimero quéntico_g (ou
da helicidade, no caso de neutrinos e antineutrinos).

As condigOes (67), que determinam a existéncia de es-

pectros discretos, impde certas limitacOes sobre os valores de

j. Pela equacgao (66), vemos que n = real > 1, se
ale| - (29+1)8% > 22 . (5.69)
Substituindo |e| nesta equagdo pela expressido dada em (60), en

contramos que j deve satisfazer

2 .2
.0 /e -K,[ 2 2
DY) 2_,2 ~ L, se K© <&

Q5=

2% > 22 (5.70a)
jz-% , se k2 > 3?2
2 .2
j < & K % -1, se K2 > £2
248 £2 Q2
- 2 2
° < 8 (5.70b)
2 2
nenhum valor, se K° £ &
j oz - %- ' se K2 > RZ
2 2
R = % (5.70¢)
nenhum valor, se K2 S ﬁz
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"Nenhum valor™ para j significa, em (70b,c), que o espectro &
continuo.
Para a métrica de G8del propriamente dita, temos S=0
2 2

e Q° = 29°. Entdo, as condicdes (67a) e (70a) nos informam gque

ocorrem espetros discretos guando

e? > 22 - %2 | (5.71a)
e, nesta circunstancia, os niveis de energia sao dados poxr
(60} com

. V2 K2 2 2

3 > = l] == -1 , se L~ > K

2
£

e

- % R se L° £ K .

(W
v

Mas temos espectro continuo guando

g” £ 12-K2 ’ com 12 > K2

2 2K2, & suprimido o nivel discreto com j=-1/2

Portanto, se %
(e somente este}.

Fgsasg conclusoes, referentes a espectros continuos
no espago de G8del propriamente dito, esta em desacordo com os
resultados encontrados nas referéncias (12) e (13). Tal discre
pancia provém da condicao de contorno

lim v=g % ¢ = finito (5.72)

oo

gue foi usada nesses trabalhos, ao invés da condicao (55), sem

o fator V-g. Realmente, para x * ®, v-g v x e, desgsa forma ,

(n-1)/2 n/2

o fator x em (57) e (58) & substituido por x Para
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que este fator ni3o seja divergente, devemos impor as condicdes
(59) para todo n > 0. Porem, para a classe de métricas hiperbo
licas com 92 > 22, n é sempre maior que zZero, como vemos pela
equacdo (32b). Em consequéncia, teremos somente solugdes com
energias discretas, quando 92 > 22, se adotarmos (72) como pon
to de partida para a interpretagdo da natureza dos espectros.
Entretanto, vimos no capitulo anterior gque a presen=
ca do fator vY-g, na condigd@o de contorno para ¢ campo escalar,
conduz a resultados gquanticos que ndo se harmonizam com resul-
tados provenientes do estudo do movimento geodésico de uma par
ticula de teste. O valor de energia que separa as geodésicas
"]imitadas" das "ilimitadas™ nao coincide com o valor de ener
gia que separa o espectro discreto do espectro continuo. Deve-
mos lembrar também que o fator v-g foi introduzido em (72)
com a finalidade de garantir a propriedade (54) para os opera
dores K 4. usada na normalizagdo das solugdes com energias
diseretas. Contudo, com o fator v-g em (72) ou sem ele, che-
gamos ds mesmas expressdes (64) para as solucgdoes com energias

discretas. A diferenca reside unicamente em que, ao impormos

a condigao

1im 7y = finito , (5.73)

300

excluimos do rol das solugdes discretas todas aquelas com ener

gias tais que

A
-y

0 < n = real

Em nossa interpretacdo, baseada na condi¢do (73), & atribuido
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um espectro continuo a estas solugdes. A outra interpretacaoc sim
plesmente seleciona alguns valores discretos nesse "continuum"
e despreza os restantes.

0 uso da condicdo (73) tem, em nossa opinidao, a vanta-
gem adicional de representar uma prescricao 9eral, sequndo a
qual fazemos uma Unica e mesma exigencia tanto para o campo esca
lar quanto para O espinorial, quer se trate de métricas hiperbo-
licas ou circulares: a funcao de onda, ¢ ou ¥ , deve ser fini-

ta em todos os pontos do espago-tempo.

Normalizacao das solugOes com energias discretas. Definindo

<0ij> e <Bjm> por

<a. > = —lfljw Lo, ]2 ax , B = —li-Jm ]B.m|2dx , (5.74)
J 44 /1 0 Im J 4= 11 ]

e simbolizando o produto escalar por

<jlml]jm> e = J 'Lp(j'm'kée"X)T[’)(jkaE’X) V"g dX r

podemos escrever

<t [t = et 2 ey L A el -n faali )t e s 5 %<0 D o0s,
jz4 3sim<o (5.75a)
<j'm' |jm>II(+)=|CII|2(1+Y(2_)) [([e]+K)2<Bj§i)>+422(% - m)2<onj(ri)>]a
. 1
-] s ms % (5.75b)
onde
boa= 8(ky=kg) 8 8yy, S(lef-let]) . (5.76)
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Podemos usar as formulas,

(c-1)F(a,b,c-1:z) = z &Iz “Ip(a,b,c12)] (5.77a)

]

(a,b,c;z)] = 48781 {C=D) (q_y@tD=C-ln ) b c+l;z2),

a+b+cﬁ
c

[(1-2)

2

(5.77b)

para encontrar a relagao entre <a> e <B> , Por exemplo, em

<B§;)> , podemos empregar (77a) para reescrever uma das funcgoes
hipergeométricas que aparecem no integrando em termos de uma de
rivada e, entado, efetuar uma integracao parcial. O termo inte -
grado se anula devido a equacao (53a), enquanto a nova derivada
parcial, gue surge no integrando, pode ser eliminada por meio

de (77b). Dessa forma chegamos a

2 1.2 ,(1), _ 2_p2 (1)
407 (m + =) <Bjm > = {g"-K )<0tjm > (5.78a)
e, analogamente, a
2, 1.2 (), _ ,.2_.2 (2)
447 (m - 3) Oy 7 = (e”~-K )<Bjm > (5.78b}
Levando estas expressdes as edquactes (75), ficamos com

(1), A

<j'm'|jm>1(+)=|CI|2(2ﬂ)3(1+Y%_))2|€[(|€|"K)<djm (5.79a)

-
v

LT

[
1749
=
iIA

g8
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IT(+) II|2

Syt | 4 _ 3 2 (2) :
<j'm'|jm> =|c (2m) (1+Y(_))2|s| [E]+K)<Bjm 53'3 ot S (k3—k3)
-jsmsz (5.79b)
N ~ (1) (2) ~
estas equacgoes, <o > e <B > sao dados por
2m + ﬁl%l + 1 1 1 5 ale
a.t > ,
m 2% {m+3) ! (El%l -~ 23 - 1)r(9i%i - j +m)
2 2 (5.80a)
1-2m - = Z 1 2. ,.82]¢e
<Bjm“> = ; (5.80Db)
1?5+ 4y el pyoyr@lel 5 0
2 )2 (2 2

onde T representa a fungao gama. Para demonstrar estas formulas ,

podemos usar os operadores K(i). De (42) e de (63) encontramos,pa

ra j4m z 1,

IT{(+) _ j+m L IT(+) j+m | TI(+) _ IT{+)
ij %n K(--) lpjr-j ! K14) wj'm' by lpj',j'—j—m
(5.81)
onde
1
PSP PE i « O
T (5.82a)
(7 + f)!
{i - m')! : T(Q ; -j'-j+m")
b ez (—g)™F3 2 | (3'+4m') 1 8
" (% + jem-mr) (37FmI-Im) r(ﬂl%—l -5t =j+m’-m)
(5.82b)

Usando, entao, a propriedade (54) para o operador K(_), e a equa =
cao (81), obtemos

<jrm [m>t T = o a b <i',m'-j-m|j,-3> . (5.83)
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Encontramos, pela equacao (79h),

<jrmt-imn|3,-3> = [Tl emawipzlel e+ < sa
(5.84)
Mas, da definicdo da fungao beta, temos
. Qe
23+1 - ,
2 . .
2 12 o+ Hrlel Joo5o)
<B(2) . - 2 )
] r
492 r&lel R EE
&
e dai
27+1- QlEl
. . 1t % em 3 2.2 1
<j',m'-j-mjj,-3i> = 3 2 2|E|(|E|+K)(j-+§)!
45
F(QJ%I—— 29-1)
4
) G(k' -k.) . ({5.85)
F(Q ;[ - %) m! m J'7 3

s
Levando (82) e (85) a (83) e comparando o resultado com a eq.
(79b), obtemos a expressao (80b).

Para wI, temos, por (42a),

1
I(+) _ MT2 T+
wj,m = Cm K(+) w. 1 ’ (5.86a)
er
oo X
2 I(+) I(+)
K(_) wj',m' = d w ‘o 4 5 . {5.86b)
onde
Glef _ ._
1.0 - % (m + 5Y!1 (3 + %) e X j-m)
C = (-F) (5.87a)
m [} (]+m)l F(Q EI - 29)
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22m—1 ) (m' + %)1
dm = (m"-m+1) ! (5.87hb)

]
2

Entao, usando a propriedade (54) para o operador K(+), vem

N

I(+) I

<j'm'|jm> = (-1) Cmdm<j',m'—m + %[j,%> (+)

(5.88)

Porém, a eq. (38) nos permite escrever

I . L 1
|j’_%_> (+) — -iL 2 CII Ij;" _:_|2.__> .
le| + K C

Assim, podemos usar as equagoes (79b) e (80b) para mostrar que

olel

<3',m’ + 1:. 1>I(+) 2 v? |CII2(2W)3(1+WE))2|E’(IEI—K)
r ~m - j’—_ =
2 2
4,Q,2(j+%) (%%l_ "Zj—l)r(%%l‘ - - __é_)
(5.89)

Levando (89) e (87) a (88) e comparando oa resultado com (79a),

encontramos a expressido (80a) para @)y |

5.3.2 - Métricas Circulares

Para as métricas circulares, devemos substituir 2 por
iX nas solucgoes (33-35). A seguir, vamos supor que £ 2 0 e X > 0.
Da transformacido (4.50), encontramos

lim Fla,b,c;i5%) = cle) (55%)  + Do) (155 (=52

x+=-1

CcOom



-120-

T'(c)T (c-a-b) )T (a+b-¢)

- _ I'(c
C(C) - T(c—a)T(c—-b) 4 D(C) - F(a)f‘(b) - (5.90b)
Por meio de (33) e (34), seguem-se dai
m fe 1
27,777 m-i-NES UL
T 3 2A 2 2 3 2 532 4
lim |R1]'biC(m+§)(l+x) + 2 D (m+3) (14x)
x>-1 (5.91a)
9 m_fe 1 .1 fie _m Qe 1
. I 1 1 2 )2 4 2,2 1 292214
lim |R2|’b(m+§J‘C(m+5)(l+x) +2 D(m+§)(1+x) I
[x>-1
(5.91b)
. II . I
lim |Ry;™| ™ 1im |R;| com m e € trocados por -m e -¢
x+=1 xr-1 |
(5.92)
. IT . I
lim |Ry™"| v 1lim |Rj| com m e € trocados por -m e -¢
x+-1 x+=-1
Examinando os limites (91), vemos gue a condigdo de
contorno (56) seri satisfeita se fizermos
C (m + %) = 0 ’ se m - @% + % £ 0 R
A
e
_ 3y - _Re 1
D {(m + i) = 0 r se m F 35 z 0 ’
ou, equivalentemente,
m + % -a = =-(j - %}, j = semi-inteiro 2z % (m g %% - %) (5.93a)
e
~ : . . e 1
b=m-3j , J = semi-inteiro 2z m (m 2 — * 5) . {5.93b)
A

Suybstituindo os parBmetros a e b nestas equagOes pelas expres -

sbed (32), encontramos energias discretas (em relacao ao niamero



-121-

), com modulos dados por

1/2

2] r (5.948.)

le| = Q(29+1) + [(@%2%) (23+1)% + X

2 1/2

le ~0(25+1) + [(2%42%) (25+1)2 + k%) , (5.94b)

2I =

As igualdades (93) tornam-se,agora, equivalentes a seguinte esco

lha de parametros para wI:

w1(+): E = |z-:|,r a=m+j+l, b = m-j - EiEl j o2 % (m g flel -1

AZ d AZ 2
{5.95a)
T(+) . e, | . e, ] 1
]‘D i E=‘|E2| r a=m+]+1 - AZ r b::m_] ’ (] 2 m ; )\2 ¥ _2')
{(5.95b)

v

W)y e=nje), a=mjer + Ql%l , b=m=3 , (3 2 m %-El%l) (5.95¢)
A A

{95b) e (95¢) resultaram de (93b). As solugdes com energia
—Stle, |
e = -|e,| e com - Lsme 24 l, gque resultariam de (93a) ,
2 2 A2 2

foram eliminadas porgque teriam possibilidade de existir somente
para m = -1/2 e, assim, ndo constituiriam solug¢des independentes

II(_)(m = ~1/2), dadas a sequir,em (96b).

em relacdo as solucdes ¥
Para tornar finitos os limites (92) & suficiente tro =

car m e € por -m e -€ em (95). Assim, temos, para wII

wII("): ge=-|e|, a'=-m+i+l, b'=-m+i- Ei%l ;32 %, (m 2-Qi%l + %)
A A
(5.96a)
_ Qle,] Gle
eI ee e |, at=mmti+le —2 | b'=-;m-j (-jSnE-E-—s2) (5.96b)
2 2 2,2

wII(f): €=|€|'a':_m+j+1+ Ql%l , b'=-m-j (—j§m§ glgl ;‘i) (5.96¢)
A
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Levando (95a), (95b) e

(96c) a

(3

5), ficamos com as

seguintes expressdes para as solugdes independentes com energi-

*
as positivas

]

[ (1
y iy -y Hel-x1a{t @
T4y T (+} —i(m¢+k3z+|€]t)
Y :CmA e , (5.97a)
1
(1}
A (2m+1) B (w) 51 1o w1
Y (o) m R A
i 1 A (3) A
1Yy [ gy) =Kl (w,)
) Y (+) (=) 21 i (mbrkgz|e, | )
1% =C_A e
™ L) (5.97b)
)\(2m+1)8(3) (w,) s> > W_2 1
L) 2 jrEmeg e
(1) )
v KY(_)(1—2m)%£2)(w) _
¢II(+):CIIA L () e—l(m¢+k3z+|€|t)
m 1 (5.97¢c)
, (2)
K .
Y(_) l{!€|+ ]Bm (W) J _ngg%_%
onde adotamos as notagdes
w= el , w, = Qfe,] (5.98a)
2m+1 - _Ei - %
ol () = (1-x%) * (1ex) 2 F(m+3+1, m=j -, m2;45%)
(5.98b)
2m-1 - ~E§ %
s oy = (1-x%) 4 (1) P F(m+i+1,m-3-,mr2;25%) (5. 98¢)

*

Cm:= C exp[%g (2m+1)], resultou da troca de x2—1 por 1—x2 em (35).
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2m+1 W 1
g 7t 3
a{2) () = (1-x% (14x) 24 F(-m-3, 3+ 1-m5, 2om; 12X
m AZ 2 2
(5.984)
_2m-1 w1
4 2 2
82 ) = (1-x% (10002 TE(emeg, 1o, 3o 10Xy
: A
(5.98e)
ué?)(w2)=8;?)(w) com w e m trocados por -w, e -m ,
(5.98f£)

(3) _ ()
Bn1 (w,) = & 7' (w) com w e m trocados por -w, e -m.

Para as solucgdes acima o dominio de variacao para m é dado por

.0 Q2
me [-], ‘—%E—l"' %] ’ ] =%"—L%‘I" "% ’ s5e £ = Igl » (5.99a)
A 2A
Qle, | Qe |
me [ A22 . %’ i1, 3 = g + g - % , se €=|€2| ; (5.99b)
2A

As solugOes para energias negativas podem ser obti -
das substituindo (95¢), (96a) e (96b) em (35) ou, alternativa -
mente, aplicando a operacido (23) de conjugacao de carga as solu
¢des acima. O intervalo de variagdo para m & dado por (99)
com -m no lugar de m.

As solugdes (97a,c) diferem das solucgbes (63a,b) pela

troca de QE/RZ por —QE/AZ, correspondente a troca de Rz por

-A2

em (35). No entanto, o dominio de variag¢do para m em (99%a)
& diferente do dominio (66), referente as métricas hiperbdlicas
Além disso, temos as soluc¢goes (97b) com o espectro (94b) para
as energias, diferentemente do caso hiperbdlico. Um fato seme -

lhante ocorre no caso do campo escalar, como vimos no capitulo

anterior. Para que essas solucgOes com O espectro de energias
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£ existam, & necessario que o limite inferior do intervalo

2
(99b) seja menor gque o limite superior; dail decorre gue

A normalizagao das solugtes pode ser feita através
dos operadores K(+) e da definicao (52c¢) para o produto esca -

lar, mas as relacgoes (78 ) devem agora ser substituidas por

D@ o+ 5)° <Bj‘;)> = (52-K2)<aj‘;)> (5.100a)
22 - mPall)s < ek alls (5.100b)
Encontramos
. R ES 3, .1,2 2 (1)
<j'm'|jm> = (2m)7[cT oLy )2|€|(]€|—K)<0tjm (w)> &,
(5.101a)
. S 3, .I,2 2 (3)
<j'm'|jm> = (2n)7|Cc| (1+y ) )2|€2|(|€2|—K) Bj (w,)> &
(5.101b)
. NGRS 3,112 2 (2)
<3'm' | Im> = (2 |2 ey % zlel (el v <8 2 n > s,
(5.101c)
onde
A =8, 8 4148 (ky=ky) ) (lel-]e']) (5.102a)
2m+1—ﬂ—l—%-L (]+—)1[(m+ 2 F(—l—l + j+1-m)
) gy = 2 A Y
Jm (—l%L + 29+1) (j+m) ! 1“(~~%—-L + 3+ 3
A A

(5.102b)
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1-2m+ ELEL

| 2 A2 (25+1) GAm) L Gem 112 rleligad

<B!2 {(w)> = = T oTe
Jm (—l%l+zj+1)(j + 3! r(—l%l + j+1-m)
A A {5.102c)
<B(2kw )> = <B(3)(w)> com w e m trocados por -w., e - (5.102d)
jm’' 2 jm 2 :

Os limites para a métrica diagonal sao obtidos fazendo
~se £ = 0 (A% # 0) em (97-99). Os espectros (94a) e (94b) tornam

~-se ilguais,

1/2

le| = [A2(2j+1)2+K2] = |e,| (5.103a)
e o intervalo (99) para a variagao de m fica
n 1 . n 1 _ . _
mef-5+35,3=%5-31 , &= le| = IEQI p =0,
{(5.103b)

que &€ um intervalo simétrico em relagdo a zero. Observe-se que ,
ao contrario do campo escalar, as solugdes espinoriais para a mé
trica diagonal ndo podem ser expressas em termos dos polindmios

associados de Legendre, como podemos ver fazendo {8 = 0 em (29).

5.4 - LIMITES PARA A METRICA DE SOM-RAYCHAUDHURI

0 processo para obter os limites para as solucdes da
equagdo de Dirac com a métrica de Som-Raychaudhuri, a partir das
solugdes com métricas hiperbdlicas ou circulares, & semelhante

a0 que usamos no caso do campo escalar. Vamos relembri-lo breve-
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mente e enunciar os resultados finais.

Partindo das solugOes com energias positivas nos espa
cos com métricas hiperbdlicas, equagdes (63a-b), expandimos x =
= cosh 2%r em torno de £ = 0 e desprezamos os termos de ordem

. 2
superior a £7:

2.2

X = 1+424°r 2

— x4l = 2(142%07) , x-1 = 2002, ¥Po1 = 40
(5.104)

Levando isso a (27) e, a seguir, tomando o limite & - 0, reco -
bramos as equagdes (18) com a métrica de Som-Raychaudhuri: D =
=1r, H= Qrz. Entdo, a fim de obter as solugbes para a métrica
de Som-Raychaudhuri, podemos aplicar esse mesmo procedimento as

solucoes (63), que consideraremos normalizadas de acordo com

(79a) = (79b) = |&| Gm,méj.jﬁ(ké—k3)6(le|—|€'I) . (5.105)

Para j e m fixos em (63) podemos fazer a aproximagao
2 2

b = Qle|/% , gquando £° - 0.

Definindo a variavel £ por

E = Q!e|r2 ,

encontramos
(1) 2t T97E 71 £,2 AV Pt
o = |Qe}2 b 3 (1+2) 7 Fmti+limt5s—)
Q+m m1l 2m-1 b
Qg(l) = 22 b 2 4 £ 4 (1+%)2 F(m+j+1,b,m+%;:%} '
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_b_ . 1/2
]cIl =22 p%t 3 5 ngl(3+m“1 2 il }
(2m) (1+Y(_))(!€|-K)[(m+§)l} (j'f)!

Substituindo estas expressGes em (63a) e, com o auxilio de

b £
Iim (1 + %)2 = e2
}NFoe
e de
g —g
lim F(a,b,c;—g) = Fla,c;-£) = e Fl(c-a,c;g) .,
oo

tomando o limite quando b * « (equivalente a iz + 0), encontra-

mos
[ 1 )
Y o) 1Y, (je]-xya 't - o
+ -i(m¢+k,z+]eit)
pI ) = ploa e 3
m 1 . 2 1 3 < < oo
Vige| (2m+1)s Y J =323 =M
L\Y(_)J J
(5.106a)
com
1/2
le] = Q(25+1)+[R% (25+1) %+Kk?] “
2m+l &
o) =gt e f -y + L om0
2m~-1 £
5 . (5.106b)
B(l) = £ 4 e 2 F(-3 + %, m + %:E) (
sl - [: Qle]| (+m)! :Jl/z
3 2 1, .2, 1
" (2m) % (1+y{_y) [ e| =K1 [m+5) 119 (53-5) L J

Aplicando o mesmo processo de limite a solugao (63b),



-128-

obtemos
v V| Qe| Y(_)(I—Zm)a(z)
(+) ~i (mp+k.,z+]e]|t)
ujII(+) _ pIT, . jz+le|
" 1 } (2)
L\Y(+) lY(—)(|€|+K)B -7 £ m £ %
(5.107a)
com
_ 2?+1 _E \
«(2) £ e 2 F(-m—jr%-mri)
. 2m-1 &
82 = ¢t e ? p(en-i,3mb) . (5.107b)
. 1 1/2
T le] (3 + !
Bn = 3 7 i 7.
L(2m) (1+Y(H))(!€|+K)[(§ - m) ! [ (J+m)!

Para o conjunto das solucgdes (106) e (107), o intervalo de vari

acio para m &

=3 = = fgTeT © *) : (5.108)

5.5 - ESPACO COM METRICA DE MINKOWSKI

Procedendo da mesma forma que o fizemos com o campo
escalar, na secdo 4.4, encontramos que os limites das solucoes

(35) para 42 > 0 (2 = 0) sdo dados por
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- -
iy, (e=K)J_ 1(y)
Yy (=) mi -1 (md+k,z+et)
Yy = CA e (5.109a)
1 oo oo
Ve?-x* a1 () e sm s
IR 2 _

onde J, sio as funcoes de Bessel de primeira espécie e

§2
g =VeZgle , k=eVmiul o+ P ) (5.109b)
A infludncia da curvatura do espaco sobre o comportamento dosg

férmions estd contida em K. Para ver Ccomo €554 curvatura afeta
os niveis de energias, facamos {t=H =0 e D=1 em (17).Efe
tuando, entdo, a transormacao unitaria (45a), sequida de uma mu

danga para coordenadas carteslianas, essa equagéo se reduz a

_a_____ -

onde
-~ _ 5.1 . 3 502 ,_ . 3 3 = KS
H =Yy & (- i BX} + Y& (- 1 BY} + I (C + 5 ) . (5.110b)

Agora, além de i%E, i%; e 6, i%; e i%§ também sao constan-—

tes de movimento. Dal, considerando as equagOes de autovalores
la_t‘l.b = gy , iy = kllb , lw—P = kZIJJ ’ 1—3-Z—IP = k3¢| ' (5.111)
e fazendo a separagido de variaveis

P o= (L)X (x)Y(Y)T(E) '

encontramos
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—i(€t+k1x+k2y+k3z} 7
Y =R e . R = (Rl,RZ,RB,R4) ’ {5.112)

onde R &€ uma constante. Como, por outro lado, Ew = —e\fM2k32' 17
implica que R3 = Y(+]R1, R4 = Y(-)Rz , ao substituir {112) em

{110), obtemos o sistema de equacgdes

— —
2. 21 «s .

_E + (e M +k3 + -‘2——)—— R]. = (k]. lkz)’Y(__)Rz

— —
2 2 KS _ .

_E - (e M +]{3 + 7)—_ R2 = (kl+lk2)Y(+)R1 d

Estas equacoes terdo solugdes ndo triviais para Rl e R2, somen-—

te se

e? = %k (Vi v 52 | (50119

Vemos, assim, que, mesmo neste caso,-a rotagao ou torgio (QO =
= KS} produz um desdobramento dos niveis de energia (e = * 1)

correspondentes a um dado valor de momentum k = (kl,kz,k3).



CAPITULO 6

ASSIMETRIAS NA CORRENTE FERMIONICA

6.1 - GENERALIDADES

Aqui daremos continuidade a analise das solugdes es-
pinoriais com energias discretas, através do estudo da corren- -
te de Dirac ao longo da vorticidade. Para isso, aplicaremos o
mesmo procedimento usado nas.referéncias (12) e (13). Em ou -
tras palavras, primeiramente vamos definir um espac¢o generali-
zado de Fourier e, a seguir, encontrar a componente Jé3) da

corrente de Dirac nesse espago. Veremos que a vorticidade e a

(3)
g

torgcao podem dar origem a assimetrias em J As mesmas assi-
metrias também se manifestam na componente J(3) da corrente no
espaco de coordenadas, calculada no ponto x = 1.

Nesta secdo apresentamos algumas definigdes e alguns
resultados gerais, vélidos para todas as classes de métricas
que estamos considerando. Nas se¢des seguintes particulariza-
mos esses résultados para as solucoes referentes aos espacos
com métricas hiperbdlicas e circulares, respectivamente.

Definamos, entdao, a transformada de Fourier wF das

solucdes Vi(x) através de

bpt3mkye) = 27 [ /g axt N Tmikge s ¥ (0 (6.1)

onde o nucleo N esta definido pela matriz diagonal
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N (jmky€;x) = N (Srgemix) + {7 (Gmk e %) (6.2a)
com
W) icqiag| —0m__Bm _otm) B Fmoriegzrieft)
| Y<o(m)> V<B(m)> V<a(m)>  V<B(m)>
(6.2h)
N(—) :Zdiag B(—m) r G’(—m) r B(—m) r a(_m) ei (m¢+k3z_|slt)
|V<B(-m)> V<o (-m)> Y<B(-m)> V<o (~m)> (6.20)
Em (2) o(m), B(m),..., sao as mesmas fungdes que em (5.65) e
(5.98) denotamos por a ¢ Bor--- . Substituindo o ntcleo (2) na

definicdo (1), encontramos, para as solucdes da Secao 5.3,

. LA oy | 3 Y _ v |
Ypimkge, 3 mikie’) = Rp(Imkge) 6 6 5,8 (k] k)8 (et [=]e}) (6.3)

onde o espinor constante R, & igual & expressao que se obtém

F

através da supressido do fator exp[—i(m¢+k3zi|6|t)] nas solugOes

do espaco de coordenadas, seguida da substituicao das funcodes

1/2 1/2_

o{x) e B(x) por <uo> e <B> Por exemplo, para as solu =~

cOes de energias positivas (5.63), temos

1) \
oSy el mrr ot m >t/
R}_f,+)=ACI (+) , 2 Em<w
1 \ (6.4a)
[ pi2m+1) <g' 1) m) 5172 '
| Y(-) )
S
{Y 2(1—2m)y(_)<a(2)(m)>1/?
I emsd
{1_ s [le|+xy<8(3) (my>1/2
Y(&) o

(6.4Db)

I
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A partir dessas amplitudes de Fourier, podemos recupe

rar as solugdes no espago de coordenadas através de

I + ()
0 ) %) = ) j dkéda'[é(_)(j'm'kée';x{}+wF(j'm'kéE') (6.5)

j'm'

onde wé+) e wé_) indicam as transformadas correspondentes as so
lugbes de energias positivas e negativas respectivamente.

Por integracao direta, encontramos, ainda,

J V=g dx4 N(r)(j'm'kés';x)[é(s)(jmk3€;x{}+ =

= 20 6.8 Ski-ky (et |-le[)s r,s = % (6.6)

1]

Vamos agora escrever a equacao de Dirac como [Ver eqd.

(5.21)]
(Y27 - M1y (jmk.e;x) = 0 ro= o, s (6.7)
A 377 ! A AR '
.9 1.2 3 - .
onde Ty =i 5= e 7, T e W sao os operadores (5.6b). Substi
tuindo Y pelo lado direito de (5), encontramos

2 = M N Omkesx) 1T R (Gmkae) = o (6.8)
A 37! r 3 ' )
Consideremos, ainda, a corrente de Dirac no espago
de coordenadas
A LN N I T R | . R SN BV N T | ' A .
J 7 (3'm kye',jmk,e;5x) := ¥ (3'm kie';x)y ¢(Jmk3€;>t) . (6.9)
Esta corrente & um escalar em relacao a transformacodes gerais

de coordenadas, mas, sob rotac¢bes locais de Lorentz, se trans -



-134-

. 0
forma como um gquadrivetor. A componente J( )(x), por exemplo,se

transforma como

g0 () = AOBJB(X) (6.10)

e, conseguentemente, a normalizagdo gue usamos na Segao 5.4,

<j'm'k§€'|jmk3€> = J V=g ax* J(O)(x) =

— je[émm,ﬁjj,ﬁ(ké—k3)6{|€']~|€|) , (6.11)

depende do sistema de tetradas que escolhemos. No entanto, os
modelos do tipo G8del do Capitulo 3 foram construidos tomando-
-se u:.L = eioﬁx). Qualquer transformacdo local de Lorentsz que
preserve esta condigao deve ter AOB = 603. Neste caso, a norma
lizagdo (9) permanece inalterada.

Por analogia com a correnté {9), vamos definir a cor-

rente de Dirac no espag¢o de Fourier, g por intermedio de

FI

A L | ! ] L H —_
Jp(3'm'k3e’, Jmk €)=

n LI LR e I LU PR T
J de dk3 wF(j m k3€ , M k3€ Y X

jll

A LA | ] n n " 2
Y wth m k3€ ,Jmk3€) . (6.12)

Usando as equagdes (5), (6) e (11), encontramos, entao,

Jéo) = (2m 7”3 J /=g ax? J(O)(x) =
-3 1 ]
= @3 els s ky-ky) s (]t |- ]e)) 8y, (6.13a)
gl3 = (2m™3 J /=g ax? 703 (x) . (6.13b)
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6.2 — METRICAS HIPERBOLTICAS

Neste caso as solucgoes no espaco de coordenadas sao da
das por (5.63) e (5.64). Usando, entao, as egs. (5.18), encontra

mes

" i
IvinleyZn? )’ = - Vel2g? ' 42, % Sm< o  (6.14a)
" "
yinteyZn2 7 = 5 Ve2ig? v 42, o5 s os % (6.14b)

Por outro lado,

0 0 33 (i)]T

+ ' _
[y m =y 7 =-M] [N [N(i)][%|e|YO+Y3(k3 - QZKSYS)-%Q {(6.14¢)

(+)

Dai, a eq. (8), apds a eliminacao de N , se reduz a

(v, M) ") (g e (6.15)

I
o
-

gque & a equacac de Dirac no espacc de momenta correspondente as

—~ *
solugoes com energias positivas; os momenta PA sao dados por

b= ([e], 0, Ve?k® , k, - P L5 3 <cncw, (6.16a)
A 3 3 >

B T2 .5 9-xS, . - 1
Py = (lel, 0, = Ve™ k" , ky - v =5-2), -] S ms 3 (6.16b)

-~ . . +
Para as solugoes com energlas negativas devemos trocar wé ) por

w;_) em (16) e os momenta por

* - -
A escolha de uma matriz diagonal para o nucleo N da transformacgae, tal que

0

" [N,¥' ] =0, é um fato importante, pois so0 dessa forma podemos ter PO " |E|

em (16) e (17).
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2 .2 5 0-«S 1 .
P, = (-le|, o, e“-K® , ky - ¥7 25=F) : -5 Sm £ J (6.17a)
e ‘2 2 5 92-kS 3
P, = (-]e], o, Ve?x?, ky — ¥ 5—) -° < m < -5 (6.17b)
As equacgoOes (16)-(17) sao validas para M # 0; para M = 0, a

unica alteracao que devemos fazer € redefinir P, por

(M = 0) r (6-18)

onde L &€ a helicidade dos neutrinos ou antineutrinos. Escreven-
do explicitamente as transformadas de Fourier para as solucgdes
de energias negativas e comparando-as com (4), concluimos que

sao validas as seguintes relagdes

03 rmyerg) = -1y T e, semzo (6.19a)

— _iv2 (=) * _
=LYy = =iy~ ¢ (m,k3,L) ; sSse M =20 . {(6.19b)

(+)
¢F ("mr—k F

3
Propriedades anadlogas a estas também relacionam as solugdes de
energias positivas e negativas no espac¢o de coordenadas.Em (19)
omitimos a dependéncia de wF em relacao a mé, ké, e L', mas de
ve entender-se que o sinal destas quantidades no lado esquerdo

de (9) & contrario ag do lade direito.

Para o caso particular em que M = 0, temos, por (l6)-
(18},

A

PP, = 0 ' (6.20)
que € uma relacdao para 0s momenta analoga a que ocorre para

uma particula livre sem massa no espago de Minkowski.
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Usando, agora a definicdao (9), as transformadas (4) e

(3)

a normalizagao (11), encontramos gue a componente JF da cor -

rente de Fourier, relativa as solucdes com energias positivas ,

& dada por

(3) (v v 4 -
JF (1'm k3€ ,jmk3E) =

k
3 1 i—-k8 .
- [‘ K]mm 8 (ky-k )8 (fe' [~]e])

3
(2m) VM +k (6.21a)
(M # 0)

3 L 1 r L i
Jé )(j m ké,e ,ijSE) =

il

1 Q— S '
[} al :] - 16 (ki-k )6(|€ |-leh)

(2m) > (6.21b)

(M = 0)

De acordo com a interpretacao de Dirac ("hole theory"),
as solugdes com energias positivas descrevem objetos figicos
denominados particulas (elétrons ou neutrinos) e as solugdes
com energias negativas estdo associadas a objetos chamados de
antiparticulas (pdsitrons e antineutrinos, respectivamente) '
através da seguinte regra(éi): aplicando a operagao de conjuga-
cac de carga a uma solucao com energia negativa, obtemos uma SO
lucdo que descreve a antiparticula correspondente. Tendo em

vista gue no nosso caso valem as simetrias (19), podemos dizer

que, se

wé+)(m,k3) descreve elétrons e (6.22a)

w(+)( 3,L) descreve neutrinos , (6.22b)
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entao, temos que [confira eqgs. (19%a,b)]

wé+)(—m,—k3) descreve poOsitrons correspondentes a (22a) e

wé+) (—m,—k3,-L) descreve antineutrinos correspondentes a (22b).
A seguir vamos restringir a andlise das correntes (21)

a neutrinos e antineutrinos ou, ainda, a férmions massivos com

kg >> M, pois neste caso a helicidade pode ser considerada um bom

numero quantico [ver egs. (5.12) e (5.13)]. Para neutrinos resul

tantes de intera¢odes fracas, que violam a paridade, devemos eg-

colher I = -1 e, para os correspondentes antineutrinos I = 1. En

tdo, de (21b), ficamos com

Q.-2k8
(3) 1 [ 0 ]
J = —— |~k, = ——5— |6 __,0..,8(ki=k)8(|e"|-fe|)
F (2ﬂ)3 3 2 mm' "3 3 73 '(6.23a)
(neutrinos)
f1.-2k85
(3) 1 [ 0 J
J = =k, + ———| §__,0..,8(ki=k)S8(|e"|-|e]),
F (2ﬂ)3 3 2 mm® 7 3 73 (6.23b)
(antineutrinos)
onde usamos a equag¢ao (3.21) para escrever { = QO—KS. 0 wvalor
destas correntes depende tanto de k3 quanto da relagao entre a
rotagao QO e a torcdo S. Assim, quando QO = 2S5, para um dado va
lor de k3, a4 corrente de neutrinos tem o mesmo sentido e © mes-

mo modulo que a de antineutrinos. Nos outros casos (QO # 2KS) es
sas correntes sdao assimétricas. Tais assimetrias estdo ilustra -
das nos graficos da pagina a seguir, a menos do fator

54 o (k3—ka)d (et [~]e])
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Considerando um dado mddulo de k3, temos (a menos das

deltas)
.—-2KS

J;B)(k3) + JéB)(—k3) = - wg—_gw (neutrinos) (6.24a)
{2m)
2 =-2Kk8

Jé3)(k3) + JéB)(—kB) = + 7&;73— (antineutrinos) {6.24b)

Estas ultimas equacodoes mostram que, para um dado modulo de k3,
a corrente de neutrinos predomina num sentido e a de antineutri
nos no sentido contrario, exceto se QO = 2K8. Assim, para QO >
> 2kS — caso onde se incluem as métricas riemannianas — 0Os neu-
trinos serdo emitidos predominantemente no sentido contrario ao
da rotac¢do; mas, para QO < 2KS, esses neutrinos serido emitidos
preferencialmente no mesmo sentido da rotagdao. Podemos também
analisar o sentido das correntes em funcido de k3. Nos graficos

acima, o sentido da rotac¢dao coincide com o sentido do eixo das

ordenadas. Dal vemos que

a) Sse QO > 2k8, a corrente de neutrinos tem sempre
sentido contrario ao da rotagdo, se |k3[ < w, e a de antineutri
nos tem o mesmo sentido que a rotacdo. Para k3 < -, as corren-

tes de neutrinos e antineutrinos tém o mesmo sentido gque a rota
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gao, sendo maior a de antineutrinos. Se ky, > w, ambas as corren
tes tém sentido oposto ao da rotagao, e a de neutrinos & maior

que a de antineutrinos.

b) Se i, < 2k8, 0s neutrinos e antineutrinos saoc sem-

0
pre emitidos em sentidos opostos, quando |k;| < |w]: neutrinos,
no sentido da rotacao, e antineutrinos no sentido contrario. Pa
ra |k;| > |w|, ambas as correntes tém o mesmo sentido: a de neu

trinos & maior gue a de antineutrinos, quando k, < -lwl; a de

antineutrinos & maior que a de neutrinos, quando k; > [uw].

Em qualquer das situag¢des acima, uma das correntes (a

de neutrinos ou a de antineutrinos) se anula, quando L =

QO—ZKS

2

determinar o valor de QOmZKS, ou da rotacao, se § = 0.

= & ). Este fato, em principio, poderia ser usado para

As assimetrias acima, que se referem as correntes no

G) ()

espaco de Fourier, também ocorrem na componente J da den-

sidade de corrente do espaco de coordenadas. Devido a homogenei

(3) (x)

dade do espag¢o~tempo, vamos calcular J apenas no ponto

x = 1. De (5.65) e de (9) encontramos que J(3)(x=1) e diferente

de zero somente quando (j'm'kés') = (jmk3€) em (9) em=1%1/2.
Obtemos, entao,
2 8 . ~2K8
(3) . _1 ~4 [Qe . }[ 0 . 1
g3 ady - 2 g - 29-1|{e|+1k, - 2——| , 52 - %
2 (2ﬂ)3 12 3 2 2
(6.25a)
2 : §,.-2KS
(3) 1 % [Q|E[ : ][ 0 : 1
J m=— 5) = L - 23-1||]e|-Lky + ——1|, 3 2 7
2 (2ﬁ)3 22 3 2 2
{6.25Db)

Dal, segue-se que a corrente total para j = - % e dada por
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(25a) e para J 2 z é dada pela soma de (25a) com (25b), ou se-
2

ja,
2 .-2kS
2871 Q . ! . 1

A - [21-23-1]{Lk3-—9-:,_— , 3z 5 .(6.26)
m {2m) £
Nesta Ultima equacgido, fazendo L = ~1 para neutrinos e L = 1 pa
ra antineutrinos, ficamos com

2 ,.=2KS
) J(B)(j 2 %) i 3 [ngl - 23 - 1][—k3 - _9_3__] neutrinos
m (2m) % (6.27a)

2 Q_~2KS
) J(3)(j2-%) 1 3 [ngl —2j—1](~k3 + —g—j——] antineutrinos
n (2m) b (6.27b)

O fator que estda dentro dos Ultimos parcénteses em cada uma des-
tas expressfes & 0 mesmo que aparece em (23). No entanto, os
graficos anteriores nao sdo aplicaveis a este caso porque l€|

também é fungao de k3, ou seja,

0 -2¢Sy241/2
le] = 2(23+1)° + [(522—22)(2j+1)2 + |k, - 20 ]J i

3 2
Apesar disso, gqualitativamente as assimetrias exibidas por (27)
sao as mesmas que encontramos para as correntes (23). Por exem-—
plo a corrente de neutrinos ao longo da rotagdo, para valores
fixos de |k;| e de [£]|, tem o mesmo mbdulo mas sentido  oposto
ao da corrente de antineutrinos com mesmo valor de energia e

com momentum -k3. Além disso, uma dessas correntes & nula sem -
R.-2KS

0 .
pre que k3 = % — 5, COmO NO <caso anterior.

Considerando, agora, a corrente (24a) para J = -m =
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= - % (le] = |K|), encontramos

3) .. 1 -

3 Gmem= -5 = 7 2 x| (|k[+R) (6.28)
(2m)
com
§8.~2KS -: neutrinos
K=7%Fky - 20— —
3 2 ! +: antineutrinos

Para K < 0 [isto &, para neutrinos com ky > H(QO—ZKS)/Z e para

antineutrinos com k3 < (QO—ZKS)/Z], a corrente (28) é& nula .

Calculando J(O) em x = 1, téemos
. Q
3 = cm= -2, x=1) = = IR (K]+R)
(27)
ou seja, o lado direito de (28) sera nulo se, e somente se, a
(0)

densidade J for nula.
Os limites de (27) e (28), gquando 22 > 0 (Som-Raychau
dhuri) sdo triviais e preservam todas as assimetrias encontra -

das nesta secdo.

6.3 — METRICAS CIRCULARES

Para o caso de métricas circulares, as solugdes com
energias positivas e negativas no espago de coordenadas sao da
das, respectivamente, por (5.97) e (5.40). Procedendo da mesma
forma que na secgac anterior, obtemos as quantidqdes referentes
ao espago de Fourier, dquantidades estas que diferem das anterio
res devidé aos novos intervalos de variacao para m e devido a

presenca de solucgles com espectro de energias €y Assim, para
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particulas com M = 0, ao invés de (16), obtemos

2 _2 1 Q 1 . 1

\/ ! . {2
P, = ([€|, 0, - 82—K2 ;, Po) , -3 = m - 1, —lEL
Y. 3 2 AZ

Qle,|
2 2 2 1
PA = (I€2|r 0, (62) -K~, P3) ’ )\2 + 5 = m = ] r
_ _ $—-KS

onde P3 = k3 L 5 .
onde |le| e ]€2| sao dados pelas equacgles (5.94a,b).

As equagoes (29b), (20) e (23) agora se aplicam também as seolu
¢Oes com energias €,- As assimetrias das correntes (23) e das
correntes correspondentes a €, permanecem inalteradas para ca-

da um desses especiros. Se, para um dado intervalo de m, hou -

ver solugles com ambos Os espectros, as correntes devem ser
oo . . . 3
adicionadas, mas isso altera apenas a intensidade de Jg ) e

nac ag suas assimetrias.

Consideremos, por outro lado, a componente J(3)(x) da

corrente no espacgo de coordenadas, em x = 1. Novamente, esta
corrente sera diferente de zero somente para m=* 1/2 e
(j'm'kéa') = (jmk3a) em (9). Além disso, as solugles com especC
tro de energias Py (5.97b) » 86 contribuiriam sem = 1/2 e
£ = 0, mas, neste caso, taiérsoluQGes 530 dependentes de
(5.97¢c) com m =-1/2; por issc, devemos considerar somente a ex

pressao (5.97c¢). Entao, a partir de (5.97 ) e de (11), encon -

tramos

1, _ A% 2)e|
2

73 (m= - 3+ elx) 4§23
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2
3 1 ATL §2 . 1 .
J()(m=§)=-— 3[|€£+j+5(,EI+K) ,Jg_‘%"l
(21) 2A
QO—ZKS
onde K = Lk3 - . As simetrias ou assimetrias destas cor-

rentes sao analogas as apresentadas pelas correntes (25).



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Os problemas que nos propusemos resolver neste traba
lho foram abordados nos Capitulos 3 a 6. Agui vamos apresentar
algumas conclusdes e indicar certas gquestdes relacionadas com
O0s nossos temas e gue ainda permanecem sem solugéés.

No Capitulo 3 discutimos as solugoes das equagdes de
Einstein-Cartan, supondo que a fonte de curvatura era constitu
ida por um fluido de Weyssenhoff-(Raabe} mais um campo eletro-
magnético na mesma direcao do vetor de rotacdo, ou por um flui
do de Weyssenhoff com pressao anisotrépica. Em razao dessas hi
poteses, podemos considerar essa parte da tese como uma genera
lizagao de trabalhos anteriores de Reboucas e Novello(g;é’é)(tg
oria riemanniana) e do trabalho em que Teixeira, Duarte e Tiom
no(ﬁ) discutem as metricas do tipo G&del em Einstein-Cartan ,
com a curvatura dada unicamente pelo fluido com spin.Nosso ta-
refa consistiu em determinar as consequencias da presenca si -
multanea da torgédo e do campo eletromagnético ou da  torgao e
da pressao anisotrdpica do fluido. Mostramos gue o campo ele -
tromagnético ou a pressido anisotrdpica diminuem a amplitude do
intervalo de & (ou o suprimem) para o gual nao ocorrem cur -
vas do tipo fechadas, qualquer que seja o valor da coordenada

r —eg. (3.37) e (3.54). Além de havermos obtido a metrica de
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Som-Raychaudhuri em Einstein-Cartan, como esperavamos, também
encontramos a possibilidade de uma métrica diagonal, pertencen-
te a familia das métricas circulares. Esta métrica diagonal nao
pode existir, se o campo magnético resultar de uma densidade
constante de cargas do fluido em rotacao. No caso de presséo
anisotrdpica, impusemos que as solugbes deveriam ser homogéne -
as; poréem, em presencga de campo eletromagnético, a homogeneida
de decorreu das prOprias equa¢des de Einstein-Cartan-Maxwell.
No Caplitulo 4 analisamos, para as diversas classes de
métricas do tipo G&del, as solugoes da equacao de Klein - Gordon
sem acoplamento com campo eletromagnético. O campo escalar fol
tomado como particula de teste. As solugbes para oS espagos CORm
2 = 0 (Som~Raychaudhuri e Minkowski com torc¢ao) foram obtidas
como limites das solugtes dos espacos com & # 0. Devido ao cara
ter de particula de teste qgue atribuimos ao campo escalar, exi-
gimos que este fosse finito em qualquer ponto do espaco e, as -
sim, obtivemos a natureza dos espectros de energia ( continuos
ou discretos). No caso de energlas discretas*, encontramocs cer-
tas limitagoes para os autovalores m do operador 13/9¢, para
particulas com energias contlinuas m pode assumir qualquer valor
inteiro, positivo ou negativo. Depois disso, tomamos de emprés-
timo das referéncias (11) , (30) e (31) alguns resultados concer
nentes a trajetdrias geodéticas de particulas de teste classi -
cas em universos do tipo G8del e os confrontamos com nossos re-

* * b .
sultados guanticos . Para isso, fizemos a correspondencia en -

*
Chamamos de espectro discreto aquele em que o valor da energia depende de
um numero j, inteiro no caso do campo escalar e semi-inteiro no caso do

campo de Dirac. Essas energias sao funcoes continuas do momentum ky.

** - -
Para a comparacao dos resultados,consideramos apenas as solugoes com ener—

gias positivas.
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tre €, m e k3 (autovalores dos operadores quanticos i9/9t, 19/9¢
e 10/92) e as constantes classicas Ppr Py © Py (momenta constan-
tes associados as coordenadas t, ¢ e z}. A constante classica p¢
pertence a um dado intervalo real,cujas extremidades dependem da
classe de métricas em gquestdao e dos parametros gue caracterizam
a particula. Mostramos que, se considerarmos uma particula esca-

lar gom. £=p, e k P, entdo, o© intervalo de variagdaoc de m &

3
constituido por todos os numeros inteiros contidos no intervalo
classico para Pye

Vimos, também, que a trajetorias classicas limitadas
(em relagdo & coordenada r) correspondem  particulas escalares
éom espectros discretos de energias; a geodésicas ilimitadas,cor
respondem particulas escalares com espectros continuo de energi-
as. Ocorrem trajetérias ilimitadas somente no caso de métricas

2 2

hiperbélicas com &% > 2% (isto &, sem curvas fechadas tipo tem -

pe) e com a condigao de gue a energia da particula satisfacga a
desigualdade (pt)2 2 22[M2+(pz)2]/(22—92). Substituindo P, © P,
por € e k3 nesta desigualdade, encontramocs a Condigaé sob a qual
a correspondente particula escalar apresenta energia continua.No
contexto do Capitulo 3, a existéncia de trajetorias ilimitadas
ou de espectros de energia continuos & caracteristico da teoria
de Einstein-Cartan, uma vez que, no limite de torgao nula, nao
obtemos nenhuma métrica riemanniana com 22 > 92. Devemos lembrar
ainda que a harmonia entre os resultados quanticos e classicos
referentes a esses espa¢os & uma consequéncia da adocdo da condi
¢do de contorno (4.49a) para o campo escalar, ao inves da condi-
gao (4.27).

No Capitulo 5, efetuamos uma analise das solugoes da

equacdo de Dirac nos espacos do tipo G¥del, analise semelhante
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i gue fizemos para as solucdes escalares, mas nao procuramos
nenhum andlogo classico ao nosso problema. Da éxigéncia de gue
05 espinores fossem finitos em gualquer ponto do espac¢o-tempo ,
obtivemos novamente energias continuas ou discretas e, no caso
das energias discretas, vimos gue os intervalos gque determinam
os autovalores possiveis, m, do operador i3/9¢ sdo 1limitados
(agora, m = semi-inteiro)}. Para métricas circulares, as energi-
as sio sempre discretas e o intervalo para m & limitado infe-
rior e superiormente. Para a métrica de  Som-Raychaudhuri as
energias também sdo discretas e m & limitado inferiormente pa
ra energias positivas. Para espag¢os com métricas hiperbdlicas ,
as energias podem ser continuas ou discretas, dependendo das
relacdes entre os parametros cosmoldgicos e ©0s parametros due
caracterizam a particula; para energias continuas m pode assu
mir gualguer valor semi-inteiro, mas, para energias discretas ,
m pertence a um intervalo limitado inferior ou superiormente.

2, g2

Se & (métricas sem circulos acausais) as enefgias discre
tas, se existirem, se situam na parte inferior do espectro, co-
mo no caso do campo escalar. Para métricas hiperbélicas com 92
> 22, uma particula de Dirac pode, sob certas condic¢Oes, apre _
sentar energias continuas na parte inferior do espectro e ener-
gias discretas na parte superior. Isto & decorréncia da condi-
¢do de contorno que adotamos e desapareceria se houvéssemos exi
gido, ao invés dessa condigdo, que V=g wTw fosse finito em
qualquer ponto. Esta Gltima condic¢do de contorno é mais forte
gue a outra, pois elimina solucdes com energias pertencentes a
um determinado intervalo continuo de valores. A escolha de uma

ou de outra dessas condigdes poderia, em principio, ser feita

com base na experiéncia, uma vez dque conduzem a resultados dife
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rentes.

No espago de Minkowski com torg¢ao, as solugoes espino
riais tém energias continuas; neste caso também encontramos as
solucbes da equagao de Dirac em coordenadas cartesianas. Consta

N =+
tamos que, para um valor fixo de momentum, k = (kl, k2, k3), as

energias sao dadas por

e = (k1)2 + (k2)2 + (eVM2+k§ + |<s)2 ,
onde e & um nGmero quantico igual a +1 ou -1. Ou seja, para

um dado valor de momentum temos dois valores possiveis para a
energia da particula. Esse mesmo nimerc e também aparece em
todas as formulas dos espectros de energias discretas e esta re
lacionado com os autovalores de uma constante de movimento due
nos permitiu reduzir o ntGmero de componentes espinoriais inde -
pendentes a duas. Para particulas com massas nulas, e]kBI = Lk?
onde L & a helicidade (ou autovalor da matriz YS).

0O Capitulo 6 foli dedicado a analise da corrente de Di
rac, para hneutrinos e antineutrinos resultantes de interacgoes
fracas, ao longo da diregac da rotagao QO. A componente Jé3)
degsas correntes, definidas num espac¢o de Fourier generalizado,
tém sentidos e modulos que dependem, para um dado valor de k, ,
da relacao entre QO e 2k§ (S = densidade de spin do espago).Se
1, = 2KS§, Jé3) para neutrinos tem o mesmo modulo e mesmo senti

0
(3)
do que JF

para antineutrinos: se k3 < 0 essas componentes da
corrente téem o mesmo sentido que a rotagao e, se k3 > 0, estao
no sentido contrario ao da rotagao. Se RO # 2«5, essas simetri-

as desaparecem e, para um dado valor de k3 (exceto k3 = 0) o md

dulo da corrente de antineutrinos é diferente do modulo da cor-
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rente de neutrinos. Encontramos (veja os graficos do Cap. 6):

0.—2K8 Q.-2KS

a) Para - 0 < k, < ‘ 0 > 2KkS5, a componente

2 3 2 0

Jé3)da corrente de neutrinos & antiparalela a rotacao e a de an

‘ a

tineutrinos é paralela; se i, < 2«8, os sentidos se lnvertem.

0
b) Para k3 = * ‘———E——‘ , & componente JF para neutrinos ou
a componente Jé3) para antineutrinos se anula.
QO—ZKS
c) Para k3 < - b—__f__ , as correntes de neutrinos e antineu-

trinos tém o mesmo sentido gue a rotagao: se QO > 2KS, a corren
te de antineutrinos & malor que a de neutrinos; se QO < 2«8 a

corrente de neutrinos & malor gue a de antineutrinos.

Q. =25
d) Para kg > I,Q_E__ , ambas as correntes sdo antiparalelas a
rotagdo. Se ﬂo > 2¢S a corrente de neutrinos & maior gque a de

antineutrinos e, se ﬂo < 2xS, acontece o contrario.

Para finalizar, vamos mencionar alguns problemas que
poderiam dar continuidade ao nosso trabalho. Um destes proble -
mas seria o estudo do acoplamento de particulas de teste com o
campo eletromagnético de origem cosmoldgica nos universos do ti
po G8del, com torgdo ou sem ela. Os seguintes tdpicos poderiam
ser discutidos:

{a) Campo escalar.

(b) Campo espinorial.

(c) Trajetdorias de particulas classicas sem "spin".

(d) Trajetdrias de particulas classicas com "spin".

Os problemas (c¢) e (d) estdo relacionados com o tema deste tra-
balho na medida que poderiam constituir os analogos cliassicos

dos problemas (a) e (b), respectivamente. O estudo da interacao
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de particqlas de teste carregadas com campo eletromagnetico se
faz necessario porgue os modelos do tipo G&del podem incluir O
campo eletromagnético em sua fonte de curvatura. No Apéndice A,
discutimos ¢ acoplamento do campo escalar com um campo eletro -
magnético constante, para a metrica de Som~Raychaudhuri. Vimos
que esse acoplamento € responsavel por uma assimetria entre oOs
espectros de energias positivas e 0s espectros de energias nega
tivas. Esse estudo deve ser estendido para todas as <classes de
métricas do tipo Gbdel e para o campo espinorial. Podemos tam -
bém considerar o caso em gue o campo eletromagnético € fungao
periodica da coordenada z (campo sem fonte).

Uma outra linha de pesguisas poderia dar prosseguimen
to as investigagdes do presente trabalho. Usando o aparato matg
matico gue desenvolvemos para campos escalares e espinoriais, po
deriamos examinar processos da fisica de particulas eiementares
nes espagos curvos com vorticidade e/ou torg¢ac, como o decaimen
to de um méson. E possivel que a presenga da vorticidade .e/ou
torgac de origem a assimetrias nesses pProcessos, assimetrias es

tas que devem ser calculadas.



APENDICE A

ACOPLAMENTO DO CAMPO ESCALAR COM UM CAMPQO ELETROMAGNETICO

(METRICA DE SOM-RAYCHAUDHURI)

A.l - GENERALIDADES

Nos Capitulos 4 e 5, para simplificar nosso trabalho,
nao permitimos que as particulas escalares e espinoriais intera
gissem com qualquer campo eletromagnético. No entanto, O campo
eletromagnético pode fazer parte da fonte de curvatura dos espa
cos do tipo G8del e, em consequencia, para particulas de teste
- carregadas, aquela restri¢do deve ser removida. Neste Apéndice,
vamos acoplar o campo escalar com o potencial (3.47a), que re -
sulta da rotacao de um fluido de Weyssenhoff carregada e nao
depende da coordenada z. Primeiramente vamos estabelecer as so
‘lugdes gerais da equag¢dao de Klein~Gordon e, a seguir, vamos ana
lisar os espectros de energias somente para as solugles referen
tes a4 métrica de Som-Raychaudhuri. A extensdo dessa analise pa-
ra as outras classes de métricas do tipo G&del e para o campo
espinorial, bem como para potenciais dependentes de =z ( campo
sem fonte}, sera efetuada posteriormente.

Considerando o potencial (3.47a),

- _ B
Az = 5 H . (A.1)
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e efetuando a substituicdo minima 9, > 8,-iqgA;, onde g & a car-

ga do campo escalar, a eqg. (4.1l) se escreve como

2 2 2 .2 2 2 25
5 5 %2 + B % R R : 5 -3 g¢8t Mg +
or £ D ot D° o¢ oz
1 igB .2 0 , igB . @ 2g2 3
= -2 g L+ 2T+ L= 5008 =0 . (A.2)
02 Q 3¢ Q0 ot 102

Substituindo H e D pelas expressdes (4.2) e fazendo a separacgao

de variaveis (4.13), obtemos

1 gB, 2 B
HE(Q€+-2) +2m(ﬂe+%r)

2 2
402 (x%-1) g_% + 88%x %5 + 422[: % . -3 —%]R=o
dx X 28% (x+1) x“-1
(A.3a)
Ccom
P=———12 E42+k§+—1—2 (e + 95)2_52] ] (A.3b)
48, 5 2

-

A diferenca fundamental desta equacgdao em relagido & eq. (4.6) &
que agora temos fe+gB/2 onde antes aparecia o produto {le. En-
tdo, as suas solugbes podem ser obtidas das solugdes (4.17) atra

vés da simples substituigao

Qe > Qe + %? , (A.4)

ou seja,

1 B

— (2 +9— )

. 5 % 222‘ e457) 1oy, —i(mbtkgztet)

T v (x-1)°(14x) F(a,b,c;—i—)e mzz 0
(4.5a)

IT 2_ ., 2 282 2 1-x, ~1(métkgztet)

) Vo (x%=-1) T(14x) F(a',b',c';—iﬂ)e

m < 0

(4.5b)
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onde a e b ou a' e b' sao dados por

a =m -+ 1,1 (f2e + HE) + 32 ; b =m+ L —l—(95+9§) -

2 2 2 2 2 2 2 2

24 _ 2%

' (A.6a)

a'=-m + 1. —l—(Q€+9§) + 3 ; b'=—m+l - —l—(Q€+HE) - L :

2 2 2 2 2 2 2 2
2% 22

(A.6Db)
c = l+m , c¢' = 1l-m {A.6C)

1/2
ni= {%1 [ (fe + 9213)2 - 1%e2] 4 % (M%+k 2+£2)} . (A.6d)

% 3 3

1T

- I - . -
As solucgtes ¢ e ¢ estao relacicnadas atraves

*

@I(mrk3rth) " @II(—m,-kB‘,—E,—q) 7 (A.7)

e para m = 0, temos @I(m=0) “ @Il(m:O). Os operadores K(+), de

finidos por

- A
T _ I JFiefd oz bty o, m3 3
Koy = Fxy = ¢ |:8r+(D 3 P30 * D ’ (A.8)
quando aplicados as solugdes (A.5), reproduzem formalmente as

equacdbes (4.21), mas com a, a', b e b' definidos em (A.6). Es -
tes operadores, bem como a sua algebra, podem ser obtidos dos
operadores que haviamos encontrado para o caso sem acoplamento

- . . .~ . O - 9 gB
eletromagnético por meio da substituicdo de 1if} ~¢ Ppor lQ'§E+ 5.

Deveriamos agora extrair as consequéncias da imposi -
¢ao de que as solugbes (A.6) sejam finitas em gualguer ponto do

espago~-tempo, para cada uma das classes de métricas do tipo G8-

del. Ao invés disso, vamos nos limitar ao espaco de Som—Raychau-



-155-

dhuri, pois o que pretendemos & tao somente ilustrar as altera -
¢des que o acoplamento eletromagnético introduz em nossa anali-

se anterior.

A.2 - METRICA DE SOM-RAYCHAUDHURI

A fim de completar a demonstracgdo da Secgao 4.4, vamos
construir explicitamente as solucgles da eq. (A.2) para a métri-
ca de Som~-Raychaudhuri, ao invés de obté-las como limites das so

lucdes (A.6), quando & + 0. Usando a separagao de variaveis

{4.13) e fazendo H = Qrz e D=r em (A.2), encontramos
da°R . 1 4R B.2 2 m B, 2. 2 2
— + = = - [}Qe + 9~),r + — = 2m({fls + 9~)+M +k —e:]R =0
dr r dr 2 r2 2 3
(A.9)
O potencial (A.1) se escreve como
2
__Br
A, = == , (A.10)

sendo B o campo magnético cosmologico, que, para o fluido carre-

gado do Capitule 3, é dado por

20B = 0 . {(A.11)

Para & = 0 (0 = 0), nada impede que interpretemos (A.9) como a
equagao, em coordenadas cilindricas, que descreve, no espago de
Minkowski, a interagao de um campo escalar carregado cOm um cam-
po magnético constante na diregao do eixo z. Com efeito, para es

ta situacdo, o potencial também & dado por (A.10), sendo B inter-
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pretado como o campo do laboratdrioc. Por esse motivo, devemos es
perar que as solugdes da equagao {A.10) forneg¢am as solugles pa
ra o caso da relatividade restrita, gquando tomarmos o) limite
2 > 0, mantendo B fixo.

Definindo agofa £ e d por

2 2 2
g - M k3

£ = (lie + %?)rz ' d = % - , (A.12)

4 (Sie + %?)

encontramos que as solugbes independentes da equagao (A.9), fini

tas em r = 0, podem ser escritas como
m _ £
R =% e 2 F(d,m+i:E) , mz2 0 , (A.13a)
-m _ £
rRIT =z 2 ¢ 2 pF(@m1-m;&) , m<0 , (A.13Db)
(29)

onde F(a,c;E) sdo as funcOes hipergeométricas confluentes
As solugles RII também saoc validas para m = 0, mas, neste caso ,

sao linearmente dependentes de RI(m=0). Por outro lado,

ggg; eE Ed_c ; ge £ > 0
lim F(d,c;E) = (A.14)
81> Lle) o (--5)-d se & < 0
T(c-4) r
Exigindo, entao, que
lim R = finito R (A.15)

|g’—>oo

encontramos
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1 £ a -o _ 9
%%g;ll 2 & 2 , se e + L >0 (a.16a)
lim R %
|EI—>—00 _é ...d_l_m
(m+l) 2 2 gB
T =d) © £ ‘ gse e 4+ 5 < 0 (Aa.léeb)
( £ m
L |
i | Tk e? e , se fe + 2> 0 (a.17a)
lim R™7,, { M
|E|+® r _& n_a
(1-m) 2 .2 gB
| m e £ ’ se‘ Qe + 5 >0 (A.17b)
A presenca do fator exponencial em (A.16) e (A.17) indica que

a condicao (A.15) sera satisfeita somente se fizermos os argu
mentos das fungdes gamas que aparecem nos denominadores de (A.16
-17} iguais a zero ou a um inteiro negativo. Assim, se j simbo

liza o zZero ou um inteiro positivo, devemos tomar, em (A.l6),

d = zero ou inteiro negativo:=-j=0,-1,~2,..., se Qe + %? >0
(A.18a)

m+l-d = zero ou inteiro negativo=m-j, j 2 m 2 0, se Q€+%$ < 0

(A.18Db)
Analogamente, em (A.17),
d-m = -m=j , =j Sm<O0 , se Qe + %? > 0 (A.19a)
1-4 = -3, se & + %? <0 (A.19Db)
Dai e de (A.19) decorrem, respectivamente
E = Qs * [9252 + gBs + M2 + k32]1/2
(A.20a)

d=-3, 320, m20, Q + %? > 0
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e=—ﬂsi[stz—qu+M2+k32]1/2

(A.20b)
d=3+1,3z2mz0 , 9 +2L <o
e = 0s + [0%s® + gBs + M2 + k32]1/2

(A.21a)
dm = -m-j , -jsm<o0 , %+ Lo
£ = -~ {s ¢ [9252 - gBs + M2 -+ k32}1/2

(A.21b)
dm = j+l-m , 20, m<o0 , 9 +% <o
onde

S:= 29 + 1 .

A escolhados sinals gue antecedem os radicals, bem como do sinal
de ¢gB, em cada um dos casos acima, deve ser feita de forma gue

Qe + SN 0 em (A.20a) e {(A.2la), e Qe + 98 0 em (A.20b) e

2 2
(A.21b). Para o caso particular gB = 0, devemos escolher o sinal
"+" em (A.20a) e (A.2la) e o sinal "-" em (A.20b) e (A.21b),uma

vez gue estamos supondo gue {8 > 0; entao, levando os parametros
dados em {(A.20) a (A.13a), e os parametros dados em (A.21) a
(A.13b), recaimos nas solugées gue obtivemos na Secdo 3.4.Assim,
para gB = 0, devemos escolher somente um dos sinais antes de ca-
da radical. Porém para 2 = 0 gB # 0, ambos o0s sinais s3o admis-
siveis e devemos ter gB > 0 em (A.20a) e (A.2la) e gB < 0 em
(A.20b) e (A.21b). Substituindo, entao, (A.20a) e (A.21la) em
(A.13a) e (A.13b), respectivamente, obtemos as solucOes de ener-

glas negativas e positivas (¢(_).¢(+)) para gB > 0:
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o _XY -i{mo+k,z*|e|)
@I(i) Y y2 e 2 F(-j,m+l;y)e 3 , m=z0, 320
(A.22a)
m .
e -i(me+k,z*|e|t)
@II(+) Ny 2 e 2 F(-m—j,1-m;y)e | 3 L -5 £m <0
{A.22Db)
onde
el = [leB| 23+ %4k 12 ey = l%? 2 (A.23)
Para esse conjunto de solugoes
me [-j,) ’ (A.24)

tanto para energias positivas guanto para energias negativas,ao
contrario do gue ocorre com as soluceéos de energias discretas
dos espacos curvos do Capitulo 4. Para gB < 0, o argumento das

fun¢oes hipergeométricas torna-se negativo, isto &,

£ =98 2 _ |4Bj,.2 =

2 2
Usando a transformacao
F(d,ci-y) = e ¥ Flc-d,c;y) .

encontramos, de forma anéloga ao caso anterior, gue as solu -

¢Oes para gB < (0 sao dadas por

T -Z -i{m¢+k,zt|e|t)
@I(t) v y2 e *? Fi{m-j,m+l;y)e 3 r 0 =2m s j
(A.25a)
_n Y —-i{mp+k,zt|e|t)
)y e 2 (3, 1mmiyde 3 , 320, m<0
(A.25b)

Para estas solugOes,com energias positivas ou negativas, temos
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me (-~,jl.

Supondo que B em (A.25) tem o mesmo sinal que em (A.22), deve -
mos interpretar as solugdes (A.25) como descrevendo particulas
com carga de sinal oposto ao da carga das particulas descritas
por (A.22).

| Para o caso geral, em gue {i e gB sao diferentes de ze
ro, qualquer dos sinais antes dos radicais e gualguer sinal pa-
ra gB em (A.20j21) podem ser escolhidos, mas os egspectros de
energias obtidos, a partir de cada uma dessas escolhas, estara
sujeito a certas restrigoes decorrentes das condigoes
+ (Re + %?) > 0 e da exigéncia de que a energia seja uma quan-

tidade real. As expressdes para os espectros de energias sao da

das por

* Iell ! - |€2| r * IE3| 4 - |€4| s (A.26)
onde:

(i) le] = 28 + [92s% + |gB|s + M% + k32]1/2 i (A.27)

Este espectro vale sem nenhuma restrig¢do adicional sobre os va-

lores de 3.

2 2 2 2,1/2

(ii) e, = - Qs + [9%s7 + |aB|s + M® + k,°1 , (a.28a)
com
320, e m®+xH0ef < (D2 . (8. 28D)

Para 2 + 0 (gB # 0) esta condigdo é& sempra valida, mas nunca po
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de ser satisfeita para gB > 0 (2 # 0).

2 2.1/2

(1ii) leo] = 25 + [2%s% - |gB|s + M° + k3] (A.29a)
Com
20 , se (M +x5H0%> 1By 2 (A.29b)
2, 2
M"+k i/2
29+1 2 9§§‘ + []955)2 - ] , se (Mik Hyef s |92
20 20 o
(A.29¢)

Para @ - 0 {(gB # 0), nem (A.29b) nem (A.29c) pode ser satisfei -

ta, para gB > 0 (2 # 0), mas a condicao (A.28a) & satisfeita
porém |eq| = |e ].
(iv) leyl = 2s - [9%s? - |gBls + M% + k32}l/2 (A.30)

com as seguintes condigles para serem satisfeitas simultaneamente

w? + k50t < (@2 (R.30D)
2., 2
M +k 1i/2
] 202 202 9% '

Quando gB * 0 ou quando & * 0 nenhuma das condigdes acima & sa
tisfeita, isto &, nao ocorre solucao com o espectro £ = * |€4[

nesses limites.

Podemos agora reescrever as quatro possibilidades as-
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sociadas a cada uma das equagOes (A.20-21):

(a.20a): 2 + L >0 , a=-j en R
(i) e = {Ell , gB > 0 , (ii) € = —|€2[ , gB > 0
(iii) e = [eg] , @B <0 , (iv) € = [e,] , gB <0

(a.20b): e + L <0 , a=5+41 comjzm em R

(1) e =-le;f , gB<0 , (ii) e = [e,] , gB <0
(iii) e =-legy| , gB >0 , (iv) =€ =-[e,| , gB > 0
(A.2la): Qe + %? >0 , d-m=-m-j com -] £ m em RII
(1) e = {eq , gB >0 , (ii) € = —]ez| , gB > 0
| ii) e = leg| , g <0, (iv) e =|e,] , gB <0

(A.21b): 2 + LB <0 , g-m = j+1-m em =RT

(1) e = = |e;| , 9B <0 (ii) e = |e,] , gB <0
(iii) € = =]eg} , gB > 0 (iv) e = -[e, ] , gB > 0
Substituindo os parametros acima em (A.20) e (A.21a), obtemos

as solugOes de energias positivas e negativas para gB > 0 e pa-

ra gB < 0. Definindo as varidveis %, y, u e v por

x = (Qleg] + l%El)r2 ;Y o= (=Qle,| + l%ﬂ)r2 > 0
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u = (Q]€3| - l%ﬁl)rz >0 , v = (Q|€4| - l%EL)rz > 0

podemos expressar as solugOes de energias positivas, para gB>0,

COnmo
m X ,
5 =% -i(m¢+k,z+|e, |t)
T gy wx? e Z P(-j,mtlix)e 3w j 20, mz20
(A.31la)
m X .
-5 - = -1 (mp+k,z+| e, |t)
@II(+)(X) X 2 e 2 F(-m-j,l—m;x)e 3 1
(51)2 - M? - k32 1
- B + 5 = -3 2 m < 0 . (A.31Db)
Q|€1| + 5

As solugOes com energias positivas, para gB < 0, sao dadas por

X ~i (mdp+kqz+|e, | t)
@I(+)(y) v y2 e 2 F(m=-j,l+m;y)e 3 2
(A.32a)
2 2 2
{g.,) - M" -k
. 2 3 1 2. 2,2 gB, 2
0 $méej= -5 (MTHk,T)RT < ()
_ QIE | + ]gBl 2 3 2
2 2
= X ~i (mp+k,z+ |, | £)
@II(+)(Y) ~y ‘e ? F(-j,1l-m;yle 3 2
(A.32b)
m<o0 o, 320, ikt)ed < |97
m u .
5 -5 ~-i(mp+k,z+|e,lt)
T () v wf e 2 F(-3.mtliu)e 3003
(A.33a)
j 20 , mz 0, mais condigbes ( A.29b,c)
m u .
L. ~i(mé+k,z+|€ [ £)
11 (i) ~u ? e ? F(-m-j,1-m;u)e 3503
2 2 (A.33b)
(€3) "~M=ky 1

738

m < 0, mals condigdes (A.29b,c)

P —
B 2
Rley] - 1981
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m v .
> -5 -i(mo+k,z+]|€,|t)
@I(+)(V) m V2 e 2 F(-j,1l-m;v)e 3 4
(A.34a)
i 20 , mz2 0, mais condicoces (A.30b,c)
m v .
-5 -3 —-i(md+k,z+]|e, |t)
@II(+)(V) N~V 2 e 2 F(-m-j,l-m;v)e 3 4
(A.34Db)
5 - = -3 £m< 0 mais condigoes (A.30b,c)
2 Q|€4| - l%ﬁL '

As solugdes para energias negativas podem ser obtidas a partir
das solugdes (A.31-35) por meio das operagoes

—I-)(

2, ky,qp<0) ~ 8 (-m,-kg,qB>0) (.35a)

57 (kg a8>0) ~ 3 (o, -kg, qBe0) (A.35b)

37
Quando & - 0 (gB # 0), as solugOes acima reproduzem as solu -
coes (A.22) para o campo escalar no espacc de Minkowski. Para
gB + 0 ( # 0), reincidimos nas solu¢des da Sec¢aoc 4.4, para a
métrica de Som-Raychaudhuri sem acoplamento eletromagnético.
Nas solucgdes (A.31-35), devemos destacar a ocorrén -
cia de assimetrias entre os espectros de energias para particu
las com cargas de sinais opostos. Este fato nao se verifica em
teorias de campos no espaco de Minkowski. Nas solucgdes (A.25),
para o espaco plano, por exemplc, as energias (A.23) sao vali
das tanto para gB > 0 guantoc para gB < 0. Ja no espaco de Som-
~-Raychaudhuri, as energias positivas sac dadas por € = [€1|,se
gB > 0, e por ¢ = |e |, e = |g5], & = le,l, se gB < 0. Para

solugbes com energias negativas a situagao se inverte, como pPo

demos ver por {(A.35): se gB < 0, temos & = —|E1 ; se gB > 0,
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temos & = -je, |, € = —|eg| e e = -|g,].

Poderiamos ainda discutir as assimetrias introduzidas
pelo pardmetro & nos intervalos de variagao para m. Porém,tal
vez seja mais interessante estabelecer, antes disso, as possi-
veis relacgdes entre as solugdes escalares e as trajetdrias para
particulas cléassicas aceleradas pelo potencial (A.10). De fato,
na auséencia de interagao eletromagnética, o intervalo para a

quantidade classica p¢, correspondente a m, & obtido exigindo -

-s& Jue (i)2 2 0 em(li)
. 2 2 2 2 Pg 2
(r}™ = (pt - M - pz) - (thr - ??) r (A.36)

onde r representa a derivada da coordenada r em relagdo ao pa
rametro afim, Py e a energia classica e P, e o momentum as-—
sociado a coordenada z. Esperamos que, na presencga do campo ele
tromagnéetico, a equac¢ao correspondente a (36) seja naturalmen-

te modificada para [ver eg. (A.4)]
- 4By, - ¢
) [(Qpt + 2)r ] . (A.37)

Da exigéncia de que (I.')2 2 0, decorre de (A.36-37) que

ptz‘2 M2+p22 - (A.38)

Todas as solugdes escalares do Capitulo 4, satisfazem uma condi

¢do analoga a (A.38), isto &,

2z M® o+ k2 (A.39)
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Esta condigao também & satisfeita pelas energias dadas em (A.27-

-30). Para (A.27), a verificacado desse enunciado é imediata. Pa-

ra os outros casos, encontramos gue:

Vi ire 2
M +k3 .

(1) e ] 2 se 2°0r°+k,%) s (357 .

Esta condigao & assegurada por (A.28b).

(ii) leg] 2 Vut+k,? ', se
j 20 , gquando 92(M2+k32) 2 (%?)2
71
e \/P;z*kaz 2,2 . 2 B, 2
2341 & — , quando Q% (M°+kz%) < (£ ° .

Estas condigoes sao garantidas por (A.29b) e por (A.29%c), res -

pectivamente.

(1ii) le, | 2 VP, se

3
0?4k, %) <« (28?2
3 2
e M2+k32
j+1 2 ——=—
27+1 a
Estas ultimas exigéncias estao de acordo com as condigdes

(A.30b,c).
Portanto, as nossas solugdoes nao contradizem a condi-
cdo classica (A.38). Uma comparacac mais detalhada com os resul

tados classicos se encontra em andamento.
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