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RESUMO

Estudamos, na Mecanica Quantica, os dois tipos de
transformacoes de sistemas de coordenadas que sio de interesse
na Mecanica Classica. Sabemos que & possivel uma relacido entre
a aceleracao linear de um sistema’de referencia e aceleracao de-
vido a uma forca externa atuando sobre o sistema fisico, Obtive
mos o operador deslocamento temporal em tal situacao e, no caso
de um referencial girante, estabelecemos uma relacgao entre as e-
quacoes de movimento de uma particula num campo magnético e num
campo elétrico e a equacao de movimento da mesma, vista em um re
ferencial girante; verificamos que os campos introduzidos satis-
fazem as equacOes de Maxwell dentro de certas restrigdes. Calcu
lamos, tambem, o operador deslocamento temporal para uma veloci-
dade angular dependente do tempo e estabelecemos a lei de trans-
formagao entre este operador e o de um operador a velocidade an-
gular constante.

Em sintese, mostfamos que a introducao de siste-
mas de referéncias nao inerciais na Mecanica Quantica (no esque-
ma de Feynman) pode ser feita com a mesma simplicidade que se

faz no caso classico.
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CAPTTULO 1

1.1 INTRODUCAD

Este trabalho tem por objetivo um estudo da meca
nica quantica (em particular na visao de Feynman[1])em referen-
ciais acelerados.

Os conceitos de mecanica guantica, introduzidos
nas primeiras décadas do século XX, tém se mostrado  fundamen-
tais para a descrigao de sistemas microscopicos, sendo aplica-
dos na fisica atdmica, fisica dos s6lidos, mecanica estatisti-
ca, etc.

A mecanica guadntica ndo s6 resolveu os problemas
com que os fisicos depararam no inicio do século (radiagaode cor
po negro e instabilidade do atomo de Hidrogénio) como causou
profundas mudancas no pensamento cientifico e filosofico, intro
duzindo a nogao de quantas de energia e a discretizagao dos ob-
servaveis fisicos; impondo uma nova interpretacdc nos conceitos

de matéria e onda.

Nosso particular interesse neste trabalho estd
relacionado com o seguinte fato: a meca3nica quantica nao relati
vistica, quer seja na visao de Schrd8dinger, quer seja na visao
de Feynman, € desenvolvida tradicionalmente em referenciais 1i-
nerciais, ou seja,referenciails gue apresentam invariancia nas
equagoes do sistema fisico; diante de transformagoes de Gali-

2 - - . .
1eu[ ]. No entanto, na mecanica classica estudamos os sistemas

fisicos, tanto em referenciais inerciais quanto em referenciais



nao inerciais, desde que se faga uma redefinicdo nas leis do
movimento do sistema em estudo;'agora levando-se em considera-
¢ao a aceleracao do sistema de coordenadas em questao.

O fato de gue na mecanica classica podemos estu-
dar os sistemas fisicos em referenciais acelerados, nos motivou
a fazer um estudo de tais sistemas, no contexto da mecanica
quantica. Claro gue vamos perder a invaridncia de Galileu, mas
poderemos ganhar algo de novo na interpretacao fisica dos ter-
Inos gue possam surgir nas equagoes, devido ao efeito da acelera
cao do sistema de referéncias.

Nos fizemos um estudo em dois tipos de transfor

magoes de coordenadas gque sao de interesse.

1. No primeiro caso, consideramos uma transformacdo
onde vamos ter efeitos devido a aceleragao 1li-

near do referencial nao inercial;

2. No segundo caso, fizemos uma transformacio que
nos leva a um referencial girante, dando origem
a efeitos devidos a velocidade e aceleraciao angu
lares do sistema de referéncia,

Nosso trabalho consiste em analisar, com rigor,
os termos gue surgem nas eguacoes gue regem a dinamica do sis-
tema fisico, devido aos efeitos da aceleracdo do sistema de re-
feréncia’ procurando interpretar os termos adicionais e sua
possivel relacao com campos fisicos.

Pelo fato de estarmos efetuando . transformacdes
de coordenadas e nao de vetores do espago de Hilbert, nés procu
ramos empregar a formulagao de integrais de trajetdrias de Feyn

man[1L[3], gue permite uma ligagao entre as estruturas formais



da mecanica classica e da mecanica gquantica. Originalmente,
Feynman utilizouo formalismo de integrais de trajetorias para en
contrar o operador de desgslocamento temporal para a evolugao no
tempo dos estados de um sistema fisico, expressos por meio de
uma equacao de Schrédinger.

A vantagem em usar integrais de Feynman esta re-
lacionada com o fato de que podemos escrever o operador desloca
mento temporal em termos da agdo classica, pelo menos para sis-
temas fisicos com Lagrangeanas‘quadréticas (tais sistemas téem so
lugao exata). Veremos, mais a frente, gque as transformacdes que
faremos, dacorigem a termos quadraticos na Lagrangeana. No ca-
so de referenciais girantes, a transforma¢do nac afeta potenci-
ais esfericamente simétricos, quando as origens coincidem.

O conteudo desta tese estd estruturado da seguin
te forma:

No primeiro capitulo, fazemos uma revisido, a ti-
tulo informativo, da mecanica classica e da mecd3nica quantica (
esta ultima na visao de Feynman). Tal revisao tem finalidade
didatica, sem muito rigor; uma vez que existem varios textos tra

tando deste assunto de forma bastante‘completa[3]'[4].

No capitulo dois, fazemos um estudo dos sistemas
fisicos em referenciais animados com uma aceleracac linear, re-
definimos a Lagrangeana, calculamos o operador deslocamento tem

poral e fazemos aplicagoes.

A ultima parte, que corresponde ao capitulo tres,
é o nicleo do trabalho. Estudamos © caso em gue o sistema € co
locado em referenciais girantes, onde os referenciais nao iner-

: >
ciais sao animados com uma velocidade angular w({t). Com isso,



as suas eguagoes de movimento vao ficar modificadas pelo apare-
cimento de forgas inerciais do tipo coriolis, for¢as centrifu-
gas e um termo gue depende da aceleracao angular i(t). Neste
caso, a energia também vai ficar modificada por um termo gue de
pende da velocidade angular J(t). Calculamos, tambeém, o opera-

dor deslocamento temporal para sistemas fisicos, nestes referen

ciais.

1.2 DINAMICA CLASSICA

Nesta secao faremos uma breve revisao dos concei
tos da mecanica cléassica (&€ bom repetir gque a faremos sem muito
rigor, apenas com finalidade didatica). E facil encontrar na
literatura tais conceitos descritos de forma bastante rigorosalf

L. Landau e E.Lifshitz[z] e H.Goldstein[4]).

1.2.1 PRINCIPID DE MINIMA ACAO

Na mecanica classica, as leis do movimento de um
sistema fisico sao dadas pelo principio de acao minima (Princi-
pio de Hamilton). De acordo com ele, todo sistema fisico & ca-

racterizado por uma funcao L (funcao de Lagrange) definida por:

L = L(qlr q2 ‘s e. _qs; &1; {iz ... (‘ZS, t) =.T-—V
' (1.2.1)

ou de maneira compacta

I
H
|

<

L = Llg, g,t)



onde gy sao as coordenadas generalizadas e éi saoc as velocida-
des generalizadas do sistema fisico, sendo T a energia cinética
e V, a energia potencial de interacao. Supondo que nos instan-
tes t =t, et =t, o sistema assuma as posigoes = q, € q,,
respectivamente, no intervalo entre estas posigoes, o© sistema

se move de tal modo que a integral

t2
S = J L(g, g, t)dt , . (1.2.2)
t, _
(sendo S a acao classica do sistema fisico)
assuma o menor valor possivel. Tal afirmacao &, exatamente, o

Principio de Minima Agao.

A seguir vamos calcular as equacgoes de movimen-
to. E o faremos , por comodidade, apenas para um grau de liber-
dade, mas sabemos que e facil généralizar para um numerc n de graus de li-
berdade. Seja g = g{t) a fungao para a gual S apresenta
um minimo. Isso significa que $ crescerad se fizermos um acres-

cimo &glt) a variavel g (fig. 1).

g+ g+ 6g (1.2.3a)

onde &g & tal que |6q|?<< |8ql e q(t,) = 8q(t,) =0 (1.2.3b)
Jqo
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A variacao de S, quando substituimos g por g +

+ 8q, € dada por

t. t2
GS=JL(q+5q, g+ 68q, t)dt—JL(q, g)dt (1.2.4)
t1 tl

Desenvolvendo o primeiro termo de 1.2.4 em série,

mantendo termos até 12 ordem em 8q e &g, teremos

t, t: ' t,
J Lig+ &g, g+ 6q, t)dt = J Lig, q, t)at+ SJ Lilg, q, t)dat
t; t) t)

{(1.2.5)

Substituindo (1.2.5) em {(1.2.4), teremos

t
3L 1 3L 4 9L
(SS--éq 6q *}—-—-g-a—'a'{-'-—-&) c‘Sq dt = 0 (1.2.6)
-tl
O primeiro termo €& nulo em fungao da equacao

(1.2.3b); resta a Ultima integral que devera ser nula para qual

gquer valor de 8g. Isto s6 acontece se

oL d
E_ﬁ(ﬁ)=0 (1.2.7)

Esta € a eguacao de Euler-Lagrange (Goldstein[4]).
Para o caso de s graus de liberdade, esta equa-

cao fica:

g 2Ly o2k S0 (i-1,2,...,8) (1.2.8)
q; L

Estas sao as equacOes de movimento do sistema ou equacgoOes de Eu

ler-Lagrange para s draus de liberdade.



-7

1.2.2 MOMENTO CANONICO E HAMILTONIANO

O momento canonicamente conjugado a coordenada

generalizada gy, é definido por
P, = x&~ (1.2.9)

ouando as coordenadas nao sao cartesianas, 0s mo-
mentos generalizados ndc sio guantidades de movimento mas, fre-
guentemente, tém interpretacao fisica semelhante.

Uma outra guantidade de grande importancia € a
Hamiltoniana; a Hamiltoniana de um sistema fisico € encontrada

via uma transformacao de Legendre:

S .-
1 .
H::p?q pi-L(ql, Gpr +--Ggr 9ys Gy - v g t) {1.2.10)
i

E facil verificar gue H nio depende explicitamente de g .

As equagoes de movimento agora, 530 expressas pe

las equacoes de Hamilton

» Py o= - T3 (1.2.11)

Estas equacdes sao obtidas via principio de minima acao e sao

completamente equivalentes as equacoes de Euler-Lagrange.

1.3 QUANTIZAGAO DE FEYNMAN

(1]

A mecanica guintica, na visao de Feynman tem

como objetivo central calcular o operador deslocamento tem-
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(1]

poral K{b,a) do sistema quantico. Em seu trabalho, Feynman
mostra gue o operador deslocamento temporal € a amplitude defmg
pabilidade de um dado sistema quantico realizar uma transigao
entre estados com coordenadas X, € X, nos tempos ta e tb’ res-—
pectivamente.

Explorando .a analogia com o principioc de Huygens
da otica ondulatdria (o gqual diz que, conhecendo-se a frente de
onda no instante ti;, podemos construi-la no instante posterior
t,, através de intefferéncia construtiva da onda secundaria, ge
rada por cada ponto da frente original), Feynman imaginou gue
K(b/a) pudesse ser escrito como uma soma das amplitudes onde ca
da uma estaria associada a uma trajetoria do espaco de configuracao.

Com base nas hipoteses acima ele postulou: Aevo-
lugao de um sistema guantico (ndo relativistico) de um estado i
nicial A para um estado final B, ambos caracterizados por suas
posigdes no espago de configuracao §a e ;b respectivamente, € rea
lizada por "trajetdrias"ligando os pontos §{Ti)==§é e QITf)=§£
no espaco de configuracoes, com uma amplitude de probabilidade
proporcional ao fator @[Q(T)], onde ¢ seria a amplitude
escrita em funcio da agdo cldssica S{x(1)] do sistema fisi
co calculada ac longo desta tragetdria.

Postula-se que a amplitude total de probabilida-
de para a propagacao acima, K{b/a) &€ dada pela soma de todas as
amplitudes de probabilidade, definidas pelas suas respectivas

trajetorias que ligam os estados a e b:

¥(b/a) = LI dlx(T)] {1.3.1)
{x(1t)}
;(Ti) = §é, Q(Tf) = §b
5
ta = Ti é'té'tf = tb



Feynman[3] deu um significado preciso para a ex-

pressao (1.3.1) gue consiste em introduzir "trajetorias poligo-
. w 2>(e,N) : . . - . - . .
nais" x (1) que se aproximamdas trajetorias x(1) no limite

de £ + 0 e N >» =

R x(1.) =x(1. )
Ny o3 =1 ) (1.3.2)

(1 - Tj) +§(Tj_

£ 1

onde faz-se uma particao do intervalo [Ti, Tf] em N partes i-
guais de comprimento €/(Ne = Tg—T; © AT =€) A figura 2 ilustra

como as poligonais varrem todas as trajetorias.

+ A
(5 =
/ I
7 i
{fﬂ * /T/ JI
gt '
} i
- | '
t":f'l: I oy :
i 1 X i
f ' N
X - '
X, X K =X, X x

fig.2: Procedimento da subdivisac em intervalos TimTag
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O operador deslocamento temporal K(b/a) no limite

do continuo & definido por:

n c&(rj)éh (1.3.3)

J=1

K(b/a) = 1lim N

Norow

I N_1 E{S(E’N%E(E'N)(T)j}

onde S(E’N)[ﬁ(E’N)

(1)] € a agao classica convenientemente discre-
tizada e N é um fator de normalizagao.

Vamos considerar, como exemplo, uma particula mo-

vendo-se num potencial V(x). A agao classica discretizada toma
a forma
N (k- X ) (%: + % _y)
S=j§1 e[z —3 623 - vi— 12 C(1.3.4)

A equacdo (1.3.3) permite fazer uma andlise geométrica das traje

- . - -+ - - . . . -
torias. Caso os pontos xjeaxj 1 nao estejam suficientemente pro

. . . = €
ximos para gue a contribuigao correspondente ac termo S( N

[x{1)]
seja menor ou igual a T, o termo correspondente em (1.3.3) sera
rapidamente oscilante e as intégractes sobre dxje c“ixj__1 cancelam-
-se por interferéncia destrutiva. Portanto, as trajetdrias que

efetivamente contribuem para (1.3.3) devem satisfazer a condicao

2
he (xj - Xj—1) < m {1.3.5)
ou
1
=+ > Zhem, 2
[xj - xj_Tlé (=2 (1.3.6)
Introduzinde a medida de Feynman
DIF(N] = 1im 7 @k (ry) (0 2 (1.3.7)
N+© =1 2% lhE
- T m _N/2

onde N = |

27ihe
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Substituindo em (1.3.3) e fazendo o limite N—+®, 0O operador

Kib/a) fica:

N % S[x(1)] (1.3.8)
K(b/a) = JD[X(T)] e

(e,N)

onde S§=1im 8 [;(S’N) (1) ]1sd0 escritos em termos das trajetorias

poligonaisN+w
1.4 CALCULO DO OPERADOR DESLOCAMENTO TEMPORAL A PARTIR DA
EQUACKO BE SCHRODINGER

Sendo iW(ta)> um estado de um sistema fisico no
instante t_, o operador evolugao temporal U(tb, ta) € definido

de tal modo gue um vetor de estado no instante tb tem a forma:
Wie)> = ule,t ) e )> . (1.4.1)

E claro que
IU(ta,ta)l = 1 (_1.4.2)

A norma do vetor de estado nac muda. Logo, na evolucao tempo-

ral:
Wik |¥ie)> = <viey) |vie)> (1.4.3)

A conclusdo a partir da equagao {1.4.3) é que o cperador Ut ,t)
€ unitario

Uty = Ut = 1 (1.4.4)
Substituindo (1.4.1) na equagao de Schrddinger

2
at,

vamos encontrar a egqua¢ao de evolugao temporal

ih lve)> = Bl |vig)> (1.4.5)

. d
i*h E’% U(tb,ta) = H(tb) U{tb’ta) (1-4.6)
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Vamos resolve-la apenas para H constante. O caso com dependén-

[1]

cia temporal pode ser encontrado nos livros textos.

Dai, U fica:

i
U(tb,ta) = expl[~ 5 H(tb—ta)] (1.4.7)

O operador deslocamento temporal corresponde ao elemento de ma-
triz <beU(tb,ta)Ixa>, ou seja, se calcularmos a funcaoc de onda
?(xb,tb) usando ¢ vetor de estado [?(tb)>, sai, automaticamente

para um sistema unidimensional,

Vix,t) = <xb|W(tb)>==J<xb|U(tb,ta)lxa§<xa|¥(ta)>dxa

(1.4.8)
onde usamos a completeza

J{xa><xa|dxa = 1 (1.4.9)

Desta forma, o operador de deslocamento temporal fica definido

por

i
-5 H(tb—ta)

<x, |e |xa> (1.4.10)

<xb,tb xa,ta>
Usando a propriedade de grupo do operador U:

Ult,t") = expl-~ % H(t - t")] = expl~ % H(t-t'%-t'—-t“ﬂ:

[+

= expl- i Ht=-t')] exp[-

z H(t' =t£")] =U(t,£")U(L",t")

(1-4-11)

vamos dividir o intervalo tb--ta em N intervalos iguais ¢

t. - t_ = Ne (1.4.12)

e, introduzindo a completeza nos n estados |[x>, podemos escrever:

,<xb,tblxa,tb> =
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i i
=de1 iy g lexp g H (ot ) by g>exy g lewp - B by =ty o) by 5>
...<x1‘6?.:’:;9——_%l H(t1—ta) lxa> (1.4.13)

Se N é muito grande, € » 0 para t, -t finito; usando apenas o
i-ésimo termo da equacao (1.4.13) e, substituindo (1.4.12) para

g + 0, teremos

_1 - n_1
<x,|exp - & eH|xy 4> = x|V -x elix; ;> (1.4.14)
Seja
, _
H = Ez’ + Vix) (1.4.15)

substituindo (1.4.15) em (1.4.14), a expressaoc fica

€ Blx > o= Bex |Bolx, e f vETA=l sk x, )
1M i-1” TRSFLIGIR TR 2 Xim%i1

{1.4.16)

Escrevendo §(x) na representacao de momentos,

i

8 ( ) - | 3e & POy %)
3~ ¥ T Jamm ©
e substituindo em (1.4.16)
3 f{ap AP TEi_qM 1 2 %51
<x.l|_h Hlxi*1>"J2Wﬁ e gl3p +V ( > )]

(1.4.17)

substituindo (1.4.17) em {(1.4.10), teremos

i
- H(t,~t_} dp dp
Je h b "a lXa> - j 1 N 3.

<% ZrR " Zrm Tttt TTN-1

o
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i

. EXPLE J]]alo(%) (1.4.18)

%5 _1

12

(p (xj-x ) - ef {p. ,xj

j=1

Fazendo o quadrado perfeito na expressao dentro

do somatdorioc da equacao {1:4.18), encontra-se
.o+ X

1 2 i
Py (xi— xi_1) - E(i pi+V(-—-——2——-

Substituindo (1.4.19) em (1.2.18), teremos

I i dp1 dpN
<X.b exp{—,l,—,l (tb—ta)H}|Xa>= J—z—_ﬂﬁ “ne md}(‘! .. d)LN—‘]

. N . X.—-X.
cepl-i I [glp-olby-x, )leps ©l-h-tilye
i=1 | = &
Xi + Xi_,.]
- EV(___—Z————)] {(1.4.20)
A integral em p £eguivalente a uma integral de Fresnel, cujo re-
sultado ja & conhecido. Portanto,
<x, |exp - i H(t, -t )|x > =
b Hh b "a a
dx X; =X X, X,
1 i7i-1
= - XTIy z (2707 eV (1.4.21)
J (27ne)’? (2nﬁe)‘/2 {L 2
A expressac (1.4.21) pode ser escrita na forma compacta abaixo:
i(P
i f ‘EJ L dt
<xb|exp{ﬁ(tb—ta)ﬂ}]xa>=JD,[x(t)]e e, (1.4.22)

onde
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plx(t)] = 7 [—2 ) (1.4.23)
i=1  (2mihe) 172
e
£
N H, - . b
lim I [ = i-1 )“-—V(xii-xi 1)]a = I L dt = 8
e+0 i=1 - ta

(1.4.24)

sendo S a agao e D[x(t)] € a "medida" infinita de Feynman, sig
nifica integral sobre as trajetorias,
Observando-se as equagOes (1.4.22) e (1.3.8), ve-

rificamos a equivaléncia dos dois formalismos.



CAPITULO 2

MECANICA QUANTICA EM REFERENCIAIS
CoMm ACELERACAD LINEAR A UMA DIMENSAD

2.1 INTRODUCAD

Iniciaremos, neste capitulo, o estudo de sistemas
fisicos quantizados em referenciais acelerados. No capitulo 1
vimos que, de posse do brincipio de agao minima, seremos capaz
de calcular todas as equag¢des de movimento (classicas) de um sis
tema fisico, bastando, para isso, conhecer a sua lagrangeana.

Por ~exemplé; . a lagrangeana de uma par-
ticula de massa m num campo externo,cujo potencial é UL, pode

ser escrita como:

L' = = yv'2 - uqg") (2.1.1)

(TR

sendo ¥' a posicdo da particula.
A equac¢ao de movimento da particula cuja 1lagran-

geana e dada na equacac (2.1.1) sera:

>
dv'
m‘a—g——ﬁu (2.1.2)
onde
Zy_ —.»\__ QE\
V'=r's oF (2.1.3)
[S]
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Vejamos qual a forma das equagoes de movimento de
uma particula, vista por um observador num referencial nao iner-
cial., Para resolver este problema, vamos langar mao do princi-
pio de agdo minima {cuja validade independe da escolha do siste-
ma de referenciaisls]}a partir do qual chegaremos as equacoes de
Euler~Lagrange.

Antes, porém, temos que lembrar que a fungao de
Lagrange nao tem mais a forma da equagac (2.1.1). Para encon-
trar a nova lagrangeana, precisamos efetuar a transformacac que
nos leve do referencial inercial ao referencial nao inercial e
substitui-~la na lagrangeana L. Vamos considerar a seguinte trans
formagac: seja k um referencial nao inercial; animado por uma
velocidade G(t) em relacao a um outro referencial inercial k'. A
velocidade V(t) nio é necessariamente constante. A velocidédé;'
de uma particula de massa m em k', relaciona-se com a velccidade

>
v desta em k, da seguinte maneira:

> ->
' = r+?1(t)

=t (2.1.4)
onde
t
>, d;‘ ;' > > > { -» N
vl =gy sy, v, V = alth dt' e hit) =
- 0
= vit) dt
sendo g(t) a aceleracao do sistema de referencias e r' e §, sao

os vetores posigao da particula nos referenciais k' e k, respec-
tivamente.

Substituinde (2.1.4) em (2.1.1), vamos encontrar:

L'=%V'2—U= (\—;-e{}Z)z—U: v2+m3.€7+ V2 - U

(SE=
(NTR=
IR

U=U(r + h) =0'"(¥") ' (2.1.5)
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> > ,
Podemos escrever o terme mv.V de um modo mais con

[2]

veniente :

mv.§ = mVe =m wvtﬁ.;)-nm at (2.1.6)

onde

O peniltimo termo da eguacgao (2.1.5) pode ser escrito como  uma

derivada total em relacao ao tempo:

Moy _
5 Vo=

(S1h=

% Jvz at (2.1.7)

Substituindo (2.1.6) e (2.1.7) em (2.1.5), teremos:

£=3v -m{'*r.'r’+%[m(\"‘z.i’+3'2- fvz dt)] - U

b1+ (2.1.8a)
onde

L=3 v -nv.r - U (2.1.8b)
I. € a lagrangeana do sistema fisico no referencial acelerado e

F-mn.? + 5 JV2 dt)

F & uma fungao arbitraria das coordenadas e do tempo. A deriva-
da total de F na eguacdo (2.1.8a) nao afeta as eguacOes de movi

21, [4]

mento

As eguagoes de movimento para a lagrangeana

(2.1.8b) sao:
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X U s
m—»d?-—ﬁ—mvx (2.1.9&\)
dv
DA 1 .,
m 5 3y mVy {2.1.9b)
AT (2.1.9¢)
at -~
do ¥ = (G, V., ¥- 3 1 3
sendo V = Vx' Vy’ Vz = ag= (aox’ quJ aOZi a aceleracao entre o
referencial inercial k' e o referencial nao inercial k. Vemos,

portanto, que a equacac de movimento avresenta um termo adicio-

nal m%. Tal termo tem origem no fato do referencial k estar ace
lerado com relacao ac referencial inercial k'.

As equacOes (2.1.%9a, b, c¢) sao equivalentes a e-
quagao de movimento de uma partibula em um referencial inercial,
sujeita a acao de um campo externo, cuja forca atuante seja i-
gual ao produto de sua massa pela grandeza é. Em outras pala-
vras, observar uma particula do ponto de vista de um referencial
nao inercial com uma aceleracao %::go € equivalente a observa-la
em referencial inercial. Porém, sob acao de um campo externo
Af(t), onde A é uma constante que depende do sistema de unidades
e T(t) é o campo de forcas. Na segao 2.2 falamos sobre energia e
momento.

2.2 DPERADDR DESLOCAMENTQ TEMPORAL PARA TRANSLACAO A UMA DI

MENSAD

Vimos, no capitulo 1, que o operador deslocamento tem-

. - . - . 3
poral pode ser escrito em termos da acao do sistema flSlCO[ ].
vamos entd3oc escrever tal operador para uma agace cuja lagrangeana

&€ dada pela equacao (2.1.8}.
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tl
i b
] ' ] ' - ' ' - ] ‘H J L dat
K(Xb:tbfxart ):K(b /a ) = JD[X (t)] e té =
1grxt (e i th(m aF, 3¢
= JD[X'(t)] éh = JJD[X] éh té dt

(2.1.10)

onde J é o jacobiano da transformacao da medida D[x' (t)].
ox'
J_det{~8—§—}

Integrando a equacao (2.1.4) apenas a uma dimensao, teremos:

=
]

x+h(t) (2.1.11)
onde

t
Jv(t) dt

0

=
1l

Usando a equacao (2.1.11) para calcular o jacobiano J, vemos qgue
este & unitario. Como .a medida D[x'] é escrita em termos de dxi

(sendo que x, corresponde ao valor de x no tempo ti), temos:
N N N
Dix'(t}] = 7 dx; =

. o J dXi==‘ﬂ dxizzD[x]

{(2.1.12)
1 i=1 i=1

vemos, portanto, que a medida nao muda.

em
F, temos:

t

Substituindo (2.1.12) em (2.1.10) e efetuando a integracao

b .
1 1
- l L dt + ={F(xt, )-Fx_it )=
1 _ h “h b
K(xl:)’tb’xa'ta) =J[D[x(t)] e a a a

t

b )
1 L dt -—-frFix_,t )} =
[JD[x(t)]e Jta ] e B Ta’"a

i

R
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i i
= Fi{x ,t. ) - F{x_,t_ ) {2.1.13a)
A b’ b * r
= e K(xb,tb,xa,t ) e a a
onde
, tb
: {% J L dt
K(xb,tb,xa,ta) = JD[x(t)] e ta {2.1.13b)

e K(xb,tb,xa,ta} € o operador deslocamento temporal no referenci
al acelerado. A equacao (2.1.13a) mostra como se transforma (o)
operadox deslocamento temporal K(b'/a') » K(b/a).

Escrevendo o operador K(b/a) em termos da lagran

geana L (eguagao (2.1.8a)},‘
L = % V' - mv.r - U B (2.1.8a)

o operador K(b/a) fica escrito da seguinte forma:
t
i

b .
ﬁf D [v2-20.x-0) dt  (2.1.14)
K(b/a) = JD[x(t)] e )

a

Comparando o operador K(b'/a') no referencial i-

nercial com o operador K(b/a) no referencial nao inerxcial, vemos
i ltb
HF
T -
=

N > > . . .
parece na lagrangeana L, proporc1oé%l avVv = a, onde ajse definido

que eles diferem por uma fase ‘e um termo adicional gque a
como a aceleracao do sistema de coordeﬁadas. E importante notar
gue, pelo menos para lagrangeana gquadratica, nao causa - ne-—
nhum efeito. 7 Como houve mudanca na la-
grangeana e portanto, na agao S[g], somos obrigados a suspeitar
que houve mudanga no fator pré-exponencial K(tb,ta). Para veri-

ficar, usaremos a eqguagao (2.1.13b):
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. b
% J L dt
K(xb,tb,xa,ta) = JDLx {t)] e ta =
- %S[x]
= {D[x] e (2.1.13b)
onde

ty
Sfx] = J L dt {(2.1.15)

t

=1

Neste caso podemos fazer uma aproximagao semi-
classica, que consiste em expandir o funcional acao em uma Sé&é-
rie de Volterra em torno das trajetdrias classicas e truncar es
ta série, tomando até os termos quadraticos nas variacgoes &q(t)

8 - -
(inclusive)[ ]. Esta expansao e dada por:

+ ... (2.1.16)

S[xi{t)] = S[x(t)c]+ &S

X=X
C

0, devido as equa-

onde X _ e a trajetoria classica e SS‘
¥=X
coes de Euler-Lagrange. ¢

E obvio que (2.1.16) & exata para lagrangeana
quadridtica. A substituic@o de (2.1.16) na expressao (2.1.13b)
i

J 5 S[=]

K(b/a) = |DIx(t)] e

leva a

. 0 -
K(b/a) = exp = S[x ]{‘D[n(t)]exp il §°s[x(t)]
R c’j h 2

0 X=Xc

(2.1.17)
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onde n(t) é a flutuagao da trajetoria classica.

n(t) = x(t) - xc(t) (2.1.18)

sujeita a condigao
nlt) =0 = ni(t)) (2.1.19)

e pelo fato do jacobiano de tais transformagoes ser -~ unitario,

substituimos em (2.1.17), DI[x(t}] poxr DIn(t)].

0 fator pré-exponencial é dado por:

D
J DIn(t)] expl: % 525 [x1] (2.1.20)

X=X
0 c

K(tb,ta)

vamos calcular &§2S

It

62JL(x,k)dt:

b 2 2 .
628:J [(‘5 12’) nz(t)+2(6 L) o n(t) n(t) +

2
0 L) _: n*()] at (2.1.21)

§x o)

+

Na equacaoc (2.1.21), veros que s6 ostermos quadra
ticos contribuem para o fator pré-exponencial. Logo, para a

lagrangeana L, temos:

N
L= 2% - ma.x (2.1.22)

onde fizemos

U(x) = 0, porque :& importante para nés, neste ponto o efeito da

transformacio, sendo Vv = X.
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Substituindo (2.1.22) na equacao (2.1.21), temos:

b .
8§28 = J m n? dat : (2.1.23)

O fator pré-exponencial assume a forma

(]
. t
_ 1 m b >
K(t, t) = J DIn(t)] expls 3 J n?dt] (2.1.24)
0 t
a
Esta € a expressao de K{tb/ta) para a particula livre e ja foi
calculada por Feymnan[1].
1
m 2
Kigy/e) = lpmieey) (2.1.25)

Vemos, na equacao (2.1.25), que o fator pré-expo
nencial nao mudou. Podemos mostrar que a probabilidade P'dx',
também nao mudou. A probabilidade do sistema fisico realizar

transicao de xé para xg, é

.:.i:. Fb _.j:.F
prax' = |K('/a')|2ax' = |60  K(b/a) e * 3|z gx
(2.1.26a)
onde usamos a equacao (2.1.13) e dx' = dx.
Mas
A
e K(b/a) e’ 2|2dx = |K(b/a)|?dx (2.1.26b)

A eqguacgao (2.1.26b) nada mais € gque a probabili-
dade do sistema fisico realizar transicac entre X e X, .
Logo

|K(b/a) |2dx = Pax (2.1.27)
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Comparando (2.1.27) com (2.1.26), chegamos a conclusaoc de que:.:
P'dx = Pdx (2.1.28)

Portanto, a probabilidade permanece inalterada pa
ra transformagoes gue nos levam a referenciais com aceleracao 1li

near, o gue mostra um efeito puramente cinematico.

2.2.1 MODIFICACOES DAS FUNCOES DE ONDA

Vamos ver, agora, como ficam modificadas as fun-
coes de onda. Substituindo a eguagao (2.1.12) na eguagao de
transformacao da funcao de onda,

¥ (%), = J Rix), ty, %], t ) ¥ix],t )ax! =
i i
=F(x, ,t, ) - =F(x_,t.)
i b’ b h a’"a’ Jovyqon _
J[e K(Xbltb‘lxafta) 1= d:(a? (Xa,ta) =

i
A Fpr ) R (x, ,t ) ¥ (x_,t.)d (2.2.1)
Xprtpex ot x ot )dx L2,

Uma vez que dx'= dx, podemos definir, a partir da eq. 2.2.1, que:

i
- zF(x_,t.) ‘
*h af"a '
W(Xa.ta)z e W(xa,ta) {(2.2.2)

Logo, a fungdo de onda transformada, é:
i
BF (&)

W(xg,tb) = e W(xb,tb) (2.2.3)

sendo

w(xb,tb) = JK(xb,tb,xa,ta)W(Xa,ta)dxa (2.2.4)



-26-

As equagodes concordam com o resultado de G.Bruno
Schmid[G].

A lei de transformagao para o momento, e:
1 1 aF 1
P'Yix',t) = (gg(x,t)+P)W(x ,t) {2.2.5)

ou ainda,

1

B 3—F (x,t) + P (2.2.6)
X

A Hamiltoniana pode ser obtida da lagrangeana (2.1.8b):

H = xeP - L (2.2.7)
B = 3_5, - mx = % =2 (2.2.8)
X m

Substituindo a equagao (2.2.8) em {2.2.7), encontraremos a se-
guinte expressao:

2

I P‘ir‘n + mUx + U(x) (2.2.9)

il

Vemos, portanto, que a Hamiltoniana ficou modifi
cada por um termo do tipo mﬁx, ou seja, a energia nao se conser
va. A Hamiltoniana tem uma dependencia temporal.

Agqui vemos gque, conhecendo a transformacgao dos
sistemas de referéncias e a Hamiltoniana num referencial iner-

cial, conheceremos a evolucao do sistema no referencial acelera

do.
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2.3 APLICACAO AOS CASOS U(x)=0 E ' U=m/2 w?x2 PARA a=V-=

= CONSTANTE.

Para U=0 e V=ag 0 operador K(b/a)ea.(2.1.14) as
sume a forma
8 v2 _mxa)dt

i
Ejz
K{Xb'tb'xa'ta)::JD[X] e =

2
w1 [m(xb-xa) Vg tix +x ) mafT3]'
=V ZrinT P & T -7 B TEL X -

(2.3.1)

Mostraremos como se chega a eguagao (2.3.1):
Para V = ggconstante, a Hamiltoniana nao depende

‘explicitamente do tempo. Logo, o operador evolugao temporal
U{t), onde T = tb"ta' é:
A 2
U(r) = eXp{-:% [%ﬁf + xf.7]} onde usamos a eqg. (1.4.7)
e H = B- + xf, (2.3.2)

2m

onde f = ma, & a forca devido a aceleragao do sistema de refe-

rencia. Da equacao (1.4.10) vemos gque o"propagador"é:
Jippd
Kix,,7,x_) =<x ]e-h[ zmT+X£T] X_»=<Xx hﬂt t)]x >
b’ '"a b a’s b b’ "a a
2 .
onde - + xf = H. (2.3.3)
2m

Para resolver este problema vamos usar a formula

de Zassenhauss.

el(A+-B)= eAA eAB

exzcz ex-’*ca

(2.3.4)

onde
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¢
~
"

1
- “2'[AJB]

C, = +[B,[2,B]] + ¢[A, (A[A,B]] (2.3.5)

Al

sao validas para operadores A e B, tais que [B,[A,Blle [A,[A,B]]
sdo proporcicnais ao operador Identidade.

Substituindo na equacgaoc (2.1.23):

2

A::2m ; B= fx A = - = {2.3.6)

obtemos, a partir das regras de comutagao de p e x, gque:

[A,B] = ~ 1.252

B, (3,B]] = H* L

(A, [B,B]] = 0 (2.3.7)
logo,

c, = i% ,  C, =ﬁ;rf: ' (2.3.8)

Substituindo (2.3.7) e (2.3.8) na equacac (2.3.3), encontraremos

_.pit i LET? (213
L %m T F Pt ihn iaEm
e e e |xa >

Kix,,T,%x,) = < xb]e
{(2.3.9)

Introduzindo uma completeza,
J|p><pl dp = 1 (2.3.10)

Usando a funcao
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i
<x|p>= —— &b (2.3.11)
v2th
Substituindo (2.3.11) em (2.3.98}), teremos:
. i .
-ip*1t . = x"(p'-p-£1)
K (b/a) = C |dpdp’ dax"[e ™ e B e’
= p p . .2_n_,h
-1 fE 2 _E.'_ p'x
e ¢hm o h T b (2.3.12)
onde
if?2?d
C=—-—-—-21_he Smh (2.3.13)
Rearrumando os termos e usando
1 5 x-p")
—sz dx e - S(p-p') (2.3.14)
temos que
-ip?t i i, f1?
= pX -p'ix, + )
K(b/a) = CJdp e 4™ B TTa Jdp' e ™ b oom
. S(p*' ~-p-1£7) (2.3.15)
Integrando em p', teremos:
—-ip?T i
K(b/a) = C'Jdp expl T5iz— - & px*] (2.3.16)
onde
£
* —_ e
xX* = (xb xa)+ o
, 2.3.17
. 1 _ifr ey TAERT ( )
C' = omg o¥p [ —gmp— -~ —x !
Completando o quadrado na equagdo (2.2.16), teremos:
2 2w = (pa R oxe)r - (22D (2.3.18)
P T 1 T et



Substituindo (2.3.18) em (2.3.16}, teremos:

im it mx*
= (x*)? - (p+ y?
K(b/a) = C' eZDT fdp e M T
imx*?
- C' e2hT  / 2mhm (2.3.19)

it
onde usamos o resultado da integral de Fresnel

substituindo o valor de C' e x* em (2.3.19), ob-

temos a expressao do propagador (2.3.1) se f = a.
. mi{x', -x )2 3
K = /S _m 1 b a e I
(b,a) Zrint P & [ 21 24 £ m
1
_ifT(xb+xa)] (2.3.20)

Para verificar a validade da expressido de trans-
formacao do operador de deslocamento temporal K{b,a) =+ k{b',a')
na equagéo (2.1.13), vamos admitir gue temos uma particula
de massa m sob agac de uma forga mg ou um potencial U = mgx, a

-

sua lagrangeana e:

2

L = + mgx (2.3.21)

(STR=

v

o operador deslocamento temporal j& calculado é:

K(b/a) _‘/__I_IL_ ex i [EM Lmz‘r:’ +
' =V nimt SFP & L2 T —24M9
-1
+ img‘r{xb+xa)] {(2.3.22)
onde
T = tb-—ta

Fazendo agora uma transformagaoc do tipo (2.1.13a)

i i
L Fb) -1 r(a)
K{b'/a') = d° K (b/a) e O (2.3.23)
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F(t) = m[-—Vx-F%-JV’dt].

Como
t
J alt) dt

t
a

<
H

fazendo a,= g e substituindo na equacao acima.

V.-:ngt =g(t—ta)

Substituindo (2.1.45) em (2.3.24),

2

encontraremos:

t

F(t) = m[—g(t—ta)x+lj g? (t—ta)zdt] =
t

1

= m[-g(t - ta)x+-§ g?

Substituinde (2.3.26) e (2.3.22) em

K(b'/a")

a

3

i 1
a" [-glty, -t )xy+5

m

v :
Zﬁrh(tb—-ta)

2
24

i

. e

-y m[—g(ta-ta)xa4-§

1

/ n

2ﬂth(tb-ta

y exp%-[

(t-t )

]

(2.3.23), teremos:

g =g

g2

m
2

3
(t -t,)
3
X, =X
b Ta 3

b~ ta

1

mgz(tb-ta)a-+%?(tb-ta)(xb-éxa)

+

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)
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=]

+ ?? (tb-ta)(xb-rxa)J-mg(tb-—ta)xb +

_ 3
_ m%2 (tb ta) mg?

3 - 35 (-t )70

Reagrupando os termos semelhantes, teremos:

-/ T ~ i[m(xb_xa)2 (t, - t_) ¢ )
Tt -t ) PRIZ T, - 79 0T Rl Y T %a
+-‘!-g2 (t,.-t_)?]
4 b a
A expressao dentro das chaves é um quadrado perfeito. Logo, po

demos escCrever:

K(b'/a') = /r—‘

]
. E{(xb_ %) _ig(tb_ta)z )2,
2

_ exp = 1
21Eﬁ(tb-taj 1 tb--ta
. (xl _xl)z

m i b a
; - exp £ | /———F— 1] (2.3.27)

\/zmh(tb ) Y TE -t

onde
v _1 _ 2 v
Xp = Xp =5 g(tb ta) e X, = ¥,

A equacao (2.3.27) mostra que uma particula de

massa m que esta soba acao de uma forga mg, vista por um observador
que estad acelerado com uma aceleracao g , este vé uma particula
livre.

De posse dos operadores K'(b',a') e K(b,a), pode

mos verificar que a probabilidade nao muda, ou seja
|k [2ax = |K|zax (2.3.28)

A equacao (2.3.28) deixa claro que as contribui-

coes devido as flutuacoes em torno das trajetdrias classicasnao
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sio afetadas pela aceleracao do sistema de referéncias e,

qﬂentemente, a probabilidade gquantica.

2.4 0SCILADOR HARMONICO NUM REFERENCIAL COM ACELERAGAO LI
NEAR
Seja
L = % (x'? - w2x'?) , (2.4.1)

a lagrangeana de um oscilador harmonico num referencial k' iner
cial. Este oscilador visto de um referencial nao inercial cu-
jas transformagoes das coordenadas e das velocidades foram fei-

tas na secao anterior (x‘::x-éh(t) e x' =x +h onde h::Jagt)dt e

a(t) a aceleracao do referencial), tem como lagrangeana

)2

m < - 2
L=—2-[(X+h w (X+h)2]
=I—; [x? + 2xh + h? - w? (x? + 2xh + h?) ] (2.4.2)

o termo xh pode ser escrito da seguinte forma
xh = & (xh) -xh (2.4.3)
dt tEe

Substituindo (2.4.3) em (2.4.2) e agrupando os temos semelhantes

L' -:%n (k2 - w?x?) —mx(h +w?h) +m %(xﬁ) 4»%(1:12 + w?h?)
(2.4.4)
logo,
L' = L+F (2.4.5)
onde
L =3 - wix®) - xI(t) (2.4.6)
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L & a lagrangeana da particula vista do referen-

cial naoc inercial e

f=:é% [m(xﬁnrg{ﬁﬁ’-rw’hzfit] (2.4.7)

F & uma funcgao arbitraria do tempo e coordenadas e, portanto,
nao afeta as equacoes de movimento.

Finalmente

I = m(h+ w?h) (2.4.8)

A grandeza I que aparece na lagrangeana L pode
ser interpretada comoc uma forga exte;na, de modo analogo ao gque
ja foi feito para particula livre na segdo anterior.

Desta forma podemos concluir gque um oscilador
harmonico simples visto de um referencial nac inercial, torna-se um 08—
cilador harmonico forcado.

O operador deslocamento temporal tem a seguinte

forma: i tb
x . dt
K(b'/a') = JD[X'] e t
i th i
= L dt+= (P, —F_ )
= JD[X] el i h b
a
i i th i
— F — L 4dt = F_
- el b{JD[x] ol t } éﬁ a
i i
— F — F
- el qg (b/a) e 2 (2.4:9)
onde . t

b
% L: L dt
K (b/a) = JD[X] e a {(2.4.10)
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0 operador K (b/a) com uma lagrangeana do tipe L definida na e-

[1]

quacao (2.4.6) ja foi calculado por Feynman a menos dos ter-

mos que dependem de I(t), cujas integrais ficam indicadas

1 i
K - m 2 h c
(b/a) [ 2hni senwt ] e (2.4.11)
Sendo S_ a agao classica dada por:
g - __ mY [coswT (X2 + X2} - 2%, X +
c 2 senwT b a b™a

be b
+ — J I{t) senw(t-%t ) 4t
Wy a
-a
2xa tb
e L: I(t) senw(tb-t) dt
a

2 tb t .
+ ] dt'J I(t) T(t") senw(tb-t)senw(t'— tg
(2.4.12)

com

Portanto, a equacaoc (2.4.11) é o operador deslocamento temporal
para um oscilador num referencial nac inercial; a sua solugao e
xata depende apenas de conhecer a transformacac (da aceleracao)

do sistema de referencia.



CAPITULO 3

QUANTIZACAC POR INTEGRAIS DE
TRAJETORIA PARA REFERENCIAIS GIRANTES

3.1 GENERALIZACAO DO TEOREMA DE LARMOR

Vimos, no capitulo anterior, gue guando observg—
mos um sistema fisico num referencial acelerado, com uma acele-
racao linear ao longo de uma diregéo qualquer, este se comporta
de forma equivalente ao mesmo sistema fisico mum referencial inercial,
porém, sob agac de um campo externo,dependendo da lei que relaciona Os dois
referenciais. Neste capitulo trataremos do caso em gue o siétg
ma fisico esta colocade num referencial K gue gira com uma velo
cidade angular g(t) em reiagéo a um referencial K' inercial.

Seja K um referencial nao inercial, cuja origem
coincide com a origem de um referencial inercial K'. O referen
cial gira com uma velocidade angular $(t); 0os raios vetores
da part{cuia ;' e T {tem mesmc médulo) nos referenciais K' e K
(fig. 2}, sao os mesmos nos dois referenciais; apenas suas com-
ponentes sao diferentes).

A velocidade v da particula em relacdo ao siste-
ma K; se compoe da sua velocidade ;'(em relagao ao referencial
K') e da sua velocidade a(t)/\ ;, devido ao movimento de rota

cac r do sistema K'.
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I 1= |
M
y!
fLg. 3
;' = % + a(t) /\ ;

(3.1.1)

Vamos agora ver como fica modificada a lagrangea

na do sistema fisico em questao, substituindo a equacao (3.1.17)

em (1.2.1), obteremos:

L=3(Vsolt) aT)? - U(|T])
=%v2-}m{;a(g/\;)+% (5/\5:’)2-U(|¥|) (3.1.2)
> - -+ -
onde U(|r'|) = U(lrl) devido ao fato de que|r'|=|rl.

As equacgoOes de Euler-Lagrange para a lagrangeana

(3.1.2) sao dadas por:
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d -+ >

m—d—t($+ ﬂ?/\?):mv[v.m/\;+ (_ujA_f)z'.] {(3.1.3)

| =

onde, por comodidade, escolhemostﬂi%[)zo e, além do que, U(|f])ndo
& afetado pela transformagdo aqui discutida.

Definindo a grandeza T

T = wl(t) AT (3.1.4)

substituindo (3.1.4) em (3.1.3) e efetuando a derivada, teremos:

+ -
av T T
maE tMogE T mv(v.T) =+ 5 v (?) (3.1.5)
usando as relacaes[sl.
> -
daT > = oT
- (V.T + =% (3.1.6a)
V. T) = (V.O)TF + v AV A T). (3.1.6b)
Substituindo (3.1.61 e b) na equacao (3.1.5):
d{; : > > > a'i'r -+ - > - > T >
m=— + m{v.V)T+m -—=m(v.v)T+m v A(V AT +—*§(T2)
dt ot 2
(3.1.7}
Reagrupando os termos da equacac de movimento (3.1.7)
>
dv _ 3'12; > > > m 2
max =-Mmzx +t MV AW AT) +5 VIT?) (3.1.8}

Voltando & equacdo (3.1.4) para calcular a expressao V AF:
CTAT = T A (B(E) AT) = w(V.T) T (VW) + (V) +
- (O(t) .V F (3.1.9)

onde usamos a identidade vetorial
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VAR AB) =3(0.0) -B(F.2) + (6.3 - (2. H)B  (3.1.9a)

Como w(t) nidc depende da posicdo, o segundo e o terceiro termo

do lado direito da equagdo (3.1.9) sac nulos.

>+ > -+ ->
V.o = 0 e (r.V)w= 0 (3.1.9b)

usando ainda as relacgoes

v.r = 3 e (w(t) . V)r = w (3.1.9¢)

substituindo as relacoes (3.1.9b) e (3.1.9¢c) na equagao (3.1.9),

teremos:
-
VAT = 2u(t) (3.1.9d)

substituindo (3.1.9d) em (3.1.8),

- - .
dv _ 3T > * m 2 :
MGy =-mEr o+ 2m Y A wlt) + 5 VT (3.1.10)

Esta &, portanto, a forma da equacao de movimento para uma par-—
ticula de massa m vista em um referencial girante. O segundo
termo do lado direito é a forga de Coriolis e o ultimo termo, a
forga centrifuga. O primeiro termo € a variacao no tempo da ve
locidade angular.

Neste ponto gostariamos de enfatizar sobre a se-

melhanca existente entre a equacao (3.1.10) e a forga de Lo-
rentz[10] ou equacao de movimento de uma particula de massa m e
carga elétrica e, sob acao de um campo eléfrico_E e um campo

magnético B(t), sendo B(t) uniforme espacialmente.

m%‘-t’-zetﬁ+§/\§) (3.1.11)

Comparando (3.1.10) e (3.1.11) e identificando os termos seme ~
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2m v A »(t), o campo magnético fica:

-
lhantes -g ANB(t) e
B o= 20C Fiy) (3.1.12)
Podemos, €m principio, definir o campo E como sendo:
> 3% =+ i 5> >
— e -+
ek = -m z¢ ¢ %n V(T2) =—mw(t)A T +0W A(WA 1) (3.1.13)
particula

Esta analogia pode ser feita entre as lagrangeanas da
(3.1.2) (lagrangeana da parti

acima mencionada com a lagrangeana

" cula num referencial girante).
A lagrangeana de uma particula carregada num po-

tencial vetor A e potencial escalar ¢ (r) é:

Lz%v2 + SR V-ed(n) (3.1.14)
c
0 vetor potencial para um campo magnético B(t) uniforme pode ser
escrito, a partir da sua definicao VAR =B.
> >
r
K:B/; (3.1.15)
substituindo na eguacao (3.1.14),
- B & 7.8 o
L =5V + o2 v.B A Y e ¢{r) (3.1.16)

Comparando a equacdo (3.1.14) com (3.1.2), podemos identificar o

seguinte:
(3.1.17)

B
i

Qo
o

.e
e ¢(x) (3.1.18)

(5 AT)? + U(T)

n g



—41-

Voltando as equacoes (3.1.12) e (3.1.13), vemos
que o campo magnético B fica definido como sendo proporcional a
®(t) (velocidade angular do sistema de referéncias) e o campo e-
létrico é definido pela soma de um termo proporcional a derivada
parcial de w em relacao ao tempo, mais um termo quadratico em

>

w(t) ou em termos de %% e do gradiente de %2. Estas relagoes
sao validas para quaisquer sistemas de particulas, desde que se-

e,
. -~ 1 ~ -
ja preservada a relacao Y onde €, € m, sao carga € massa da ie

sima particula do sistemal—fisico em estudo.

A partir das equacdes (3.1.12) e (3.1.13), pode-
mos afirmar que:

"Um sisdtema de panticulas carregadas, colocado num
nefenencial ginante, se comporta de foama equivalente a submete-
Lo a um campo magnetico e um-campo efelrico cuja forma e dada
nas equacoes (3.1.12) e (3.1.13), nespectivamente”

Un passo importante para a nossa proposta € veri-
ficar se os campos definidos nas eguacoes (3.1.12) e (3.1.13), sa
tisfazem as equacoes de Maxwell.

A lei de Gauss para o campo magnético B & verifi-

cada usando a equacao (3.1.12).
—V’-.ﬁ = 2 -H—ég _V*?E(t)

Usando o fato de a(t) nao depender da posicao, V.w & nulo e, co

mo conseguencia,

V.B = 0 (3-1-19)

A lei de Gauss para o campo E € verificada usando

as equacoes (3.1.13) e (3.1.4).
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> m 3-'1: 1 3.
ﬁ.E = - %.E["é“{:‘ ) vi{T*)]
e 2G A A - @A G A

Cc DR A AD-GTADI @A DA D)

-~ WY A {0 AL}

logo
S8 - -DDIAGA D)
da equagao (3.1.9},
TAl@ AT = 2u
logo
B - & (3.1.20)

~ - >
Usando a definigao do vetor deslocamento eletrico D = cE e subs

tituindo em (3.1.20) onde ¢ & constante do vacuo.

-
V.eBE = V.D = 2 IS w? = d4mp (3.1.21)

onde p & a densidade de carga.
Da equag¢do (3.1.21) podemos afirmar que w se com
porta como uma fonte de campo.

Lei de Ampere - Maxwell

=|md

> ., IC -
_6/\ H=_V)/\ =26F§/\m(t)=0=—c—3+

> . . ’
onde J & o vetor densidade de corrente.



-43 -

TAH=0 (3.1.22)

O rotacional de H & nulo porgque w(t) ndo depende da posigao. 1Is
so traz algum problema porque o lado direito da equagao (3.1.22)

fica nulo.

O+

+
S

Nio podemos dizer gue nac ha corrente porque fica
ria inconsistente com a equagao de continuidade, uma vez que p,
como mostra a equagao (3.1.21}) depende do tempo. Logo sua deri-
vada € nao nula e, portanto, para compatibilizar as equagoes
{3.1.20), (3.1.22}) e a eguacao de continuidade, s0 nos resta uma

~ -+
opgao: deflnir JF da sequinte forma:

-
+ 1 oD
Fe-4 2 (3.1.23)
Lei de Faraday
-+ - -+ a+
EV/\ E:—mV/\-a—E'i-I-ZE%/\(%;f?)

e -
0 termo VA {(V T) & nulo porque rotacional de gradiente de uma

funcao qualquer € nulo. Isto implica em:

e_V)A _ﬁ——m—;E(_V)/\—f‘z) (3.1.14a)
Da equagao (3.1.9):
eV A B = -2y o) (3.1.24b)

Usando a equagao (3.1.12)

e % A E = -

(e311)]
=,
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(3.1.24c)

ol 34

> 1
_V)/\E=—'E

Fisicamente a equacao (3.1.24b) diz que se ©  va-

ria no tempo, esta induz uma corrente gue cria um campo elétrico

>

E.
Vamos analisar a equacao (3.1.24c) com mais cuida-
do:
> m a -
$AE-—2g“ng(t)

Colocando esta equa¢ao na forma integral, teremos:

J(% AE)s ds = - 2 g J g% w(t) « ds
S S

Uséndo o teorema de stoke na integral do lado esquerdo, este fi

ca da seguinte forma:

jfv* A B) d§=3ﬁﬁ=dz
S

Beal = 2B 3 [ w(t) » ds
e Jdt J
C S

~ -+ -
Isto significa que uma variac¢ao do fluxo de w atraves da superfi
- » = 3 [}
cie s no tempo, gera um campo eletrico E ao longo de um circuito

fechado c(fig. 4)

n &€ o vetor unitario na direcgao
normal a dg
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Este é o que se pode chamar de enunciado equiva-
lente ao da Lei de Faraday para o caso de um sistema fisico num
referencial girante. Este enunciado & uma analogia; nao se trata
portanto, de campos verdadeiros.

Agora vamos fazer uma analise de como se comporta

a Hamiltoniana H para o sistema transformado.

H=pg-1L
- 3 ¥ -> -+ > -+
P=m{v+w AL} , VvV = % - w AT

P _Z%az T _P. z
L -PAw r 2m+—UHrh
2 -+
=§E+E.?A§+U(|r|)
2
—> 4 = Hy + w.T , Hn=§ﬁ+u(|i’|)

> -> > . . r
onde L = r N P e o momento angular da particula.

-3
W = WpZ , wg= constante

B

Hy + (.UULZ

0 termo wol, & identico ao acréscimo na energia de um sistema fi-
sico, gquando calculamos o efeito Zeeman normal[7].

Se calcularmos os auto-estados |1p> do operador H com O
‘auto valores E ., estes auto-estados formam um conjunto completo {Iwi>}
de auto-estados ndc degenerados em momento angular L. Isto equi-
vale dizer que, ao colocar o sistema fisico num referencial giran

te com velocidade angular constante, estamcs levantando sua dege

nerescéncia ou seja, o auto valor de energia depende dos auto va-
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£7]

lores da terceira componente do momento angular L, .

3.2 CALCULO DO OPERADOR DESLOCAMENTO TEMPORAL PARA UMA
PARTTCULA NUM REFERENCIAL GIRANTE

Para obter o operador k(b/a) de uma particula num
referencial girante devemos substituir a lagrangeana L {equagao

3.1.2) na expressao (1.2.22).

t
. b
k(b/a) = JD[r(t)]eXp'{% f L dt}
t
a
b
=JD[i—’(t)] exp (g J S+ 20w A THB A F)2)at)
ta (3.2.1)
Onde fizemos U(|§]) = 0, uma vez que U nao € afetado pela rota-

cdo do sistema de referéncias.
Escrevendo o vetor posicao r =;1x,y,z) em termos
de suas componentes cartesianas e, substituindo em (3-2-1),
L six(t),y(t),z(t)]

k(b/a) = JD{x(t) 1Dy (t)]D[2()] "

(3.2.2)

onde 8 é acgao do sistema fisico, sendo escrita como:

b - - -
S:j %[x2+92+22+2w(t) (xy - yx) + 0? (t) (x? + y?)]1dt
t (3.2.3)

e, sutstituimos:
-+
(w Ar)? = W () (x* + ¥y?)
>, . . - .
v-{wa T)= wlt) {xy - yx) ({ver apendice A).

~ - \ .
e escolhemos a diregao do vetor w paralelo aoc eixo z do sistema
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de referéncias.
Substituindo a equacdo (3.2.3) na equacao (3.2.2)
podemos escrever o operador ki(b/a) como um produto de dois opera

dores (pela simetria do problema).

k{b/a)==k{xb,yb,tb,xa,ya,ta)k(zb,tb,za,ta) (3.2.4)
onde
k(xb.yb,tb,xa,ya,ta) = JD[x(t)]D[y(t)}
%‘:J% [%2 +y? + 2w (t) (x)}—}-cy) + w2 {t) {x% +y2)]dt
e
(3.2.5)
e
t
i b m *
__,I,_—IJ 'é' 22 dt
k(zb,tb,za,ta)==JD[z(t)] e ta (3.%.6)

{31]

e esta integral ja esta calculada

Vamos calcular a integral de trajetoria (equacao
3.2.5). Para isso, vamos usar as trajetdorias poligonais de
Feynman. Assim, a equacao (3.2.5) fica: -

. m N
k(Xb,Yb:tb:Xa;Yarta) = lim ( —21Ti‘h€_. ) J v e
Ej—>—0 3

N N-1
) S(x.,y.,xj_1jyj_1,sjﬂ

.. Jexp{.%
RIS

Jj=

sendo

onde substituimos D{x]D[y] por
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. n N N-1
lim ( : ) m dx. dy. (3.2.8)
e >0 2ﬂIth 321 ] ]
J
e
rtb L. N
L({x,y,x,y)dt = 1lim T SX.,Y.rX: 14Y: sE2)
Jt £.+0 =1 37737013170
a J
(3.2.9)
com
- - 2 - 2
S(xj,yj,xj_1,yj_1,ej) 2€j {(xj X _1) +(yj yj_1) +
{x. +x ) (Vi +Y: )
3 731 - - 23 “3-17 -
2e 0,1 5 ¥y -¥5_4) 5 (x, - x 1+
el (W (X2 +52))) (3.2.10)
431 3 J
onde
xja-xj_1 _ =
2 J
Yyr¥ioq
2 Y5

Para simplificar a eguacgao (3.2.10) e coloca-la
numa forma mais simples, vamos introduzir uma transformacao de-
pendente do tempo e linear no espag¢o. Uma discussao mais deta-

[11]

lhada desta transformagao foi feita por Nassar e outros.

x(t) = Rx(t) X(t) , y(t)::ly(t) Y1) (3.2.11)

dt = U{t) dt : (3.2.12)
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A equagao (3.2.11) pode ser escrita em termos de tempos discreti-

zados:

>
i

X(tj) lx(tj) X(Tj)

Ax(tj)Xj (3.2.13a})

1]
It

v
I

t. A (tL) Y(T.) =2 (t.)Y. 3.2.13b
v J) y( 3 ( i y( 31 Y5 ( )
Expandindo AX e ky em termos do tempo médio Ej no intervalo de

tempo [tj-1' tj] (uma discussao mais acurada desta expansao esta

na ref.[131}.

_ tj+tj_1 1
t:l = 3 = tj - 'EE H
logo
t. = E.-+1-E; {(3.2.14)
J ] 2

Substituindo (3.2.14) em (3.2.13) e expandindo até primeira or-

dem de Ej, Xj e yj assumem a forma:

x, = Ay (E, . e 0%y = (L)) +:|2-5\(Ej)ej)>% (3.2.15)
e
ys= )\Y(_Ej-r% ey = O (F)) ‘3 'y(Ej)ej)Yj (3.2.16)
enguanto
Kiq = (Ey -5 e %= (L (E) -5 A Epenxg
{3.2.1%)
e
g. c=a (T -2 ey, = O(E) -5 A (E)edy.
=ty 3 2 T3 i y 3 2 'y 1 373

(3.2.18)
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das equagdes (3.2.15) e (2.2.17)

X.-X. = A _AX. + A EH.
] J-1 X] 3 X XJ
onde
X. + X,
= —1
AX, = X. - %, . J 3=
J % %41 © %5 2
%3 = lx(tj)
do mesmo modo para y teremos:
Vo=V, . = A LAY, + X .Y,
3 3-1 Yio 3 vi 33
e
_— 1;
xj-s&xj_.I = ij(xj-+x._1)-+§ )\Ej(XJ--Xj_1
= 2X .§.+lei./_\.}:.
X173 2 73773
e, da mesma forma para y, teremos:
V.t V. = 2A .f.-kl i LEL Y
g 3= vyitd 2 "yi 3 3
Substituindo agora, as equacoes {3.2.19), (3.2.20),

(3.2.22), na eqguacgao (3,2.10), vamos

s(3/3-1) = S(sj,sj_1,y.,y.

= 2 {3

kv 2
e XjA¥j + X.)*% + |

2 LEL
X3 3 3]

X, +1 ﬁ

i
~
m
£

d.
o
i
[
i
w4
ol

X) 3

- = 1 = _
- {2 Y.+ % e AY. )AL
( £ X 3640750 (T, 0%

J 7a-

encontrar:

17€5) =

LAY .+ A
yi®% *

v % Le.E.
5% %3555

e X ) (K LAY, +e. %
SRS Il T

)]

-Y
Yl

(3.2.21)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)

e
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L ~2 2 (T2 o2 T2 52
+ ejmj()\xjx * J\xjyj)} (3.2,23)

+ A2 AvE 4+ 2% Lk LA ._.+52.)'\ Vi o+
v3~Y3 M y3ty3tY Yy T B 5tysY

R (SN
£ 2e.w. [ (X %N XAy, + X LN LX.V. +—17'.7\' JAx LAY
395 T O3 A53%58Y5 % S50 y3%3Y3 T Mxytys Ty Y

1, = - — T v v
— €A LA LAX ) - A Wy A L+ A
S TN O e T N s
P e T Y Ay Ax 1 ex 3 Ay L%, )] +
4 "3"x3"yitY3 4 7373 ¥y3 73 3
e2w? (A2 .X2 + A% .v2)} 3.2.24
+eduy O%yxy + A5 5v3) ( )
Reescrevendo o termo szj e Izyj‘ como uma derivada total com
relacao ao tempo,
o a ~ = ~ i
2 - —— -
A xj ~ dt ij)‘xj) )\XJAX] (3.2.25)
PO N i Ut T S W (3.2.26)
v3 dat " y] ¥3 vi Y]

Usando a definicao de derivada de uma fungao para parametros dis

cretos em intervalos fixos ej = tj"tj-1 ’
L = 1lim J J (3.2.27)
dt. £ .
j _gj—a»O 3 :

Logo, fazendo uso desta equacdo no primeiro termo do lado direi-
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to das eguacoes (3.2.25) e (3.2.26), fica:

d (X i ) = Xxjkxj"xxj—1kxj—1 (3.2.28)
dt., Xj"xj €. T
] ]
e
& x5 . yityiT Myim1tyset
— (A .2 L) = - L2,
dt. ( ¥ Yj) E. (3 29)
J ]
Substituindo as equacoes (3.2.28) e (3.2.29) em (3.2.25) e

(3.2.26) e estas em (3.2.24) e, agrupando os termos semelhantes,

teremos a seguinte expressao:

S{(j/3-1) = —{ A7 AKX 4+ Y2 + 2 A LA w.
2. X xf‘ ¥i X
Ej J ] ] ] Y] X3 )

2e? ,
_ 3

X AY, - y.AX, 2w, y.x, (A 3
( jA 5 yjAXj)a—2ejw v.X. (A )+ a

A= Ay s A
1731 X1 Y] X1 Y]

- - - = 2 = = - —
W AX AY (A A o= Ao Al Led Ao A (AX Y. - AY.X.)-
gARGAY 5 y5 ~ Axgtyg! P AR 3ty Mg AR 3%

e O % e xR —wih Y. ) re. .
50053 Oy =05 g1 %+ Ayg Byg m93hyy Y570+ 8y

ALY C WS Wl < Wi R < S i W R o'
X37x33 0 TXI=-17Ej-1 -1 Yi'yi 3J ¥i-1 Y]-1YJ“‘1}

(3.2.30)

desprezando o termoe@j em relacdc aos demais e impondo a condi-

cao

AosA oz = A_.Ar . =0 3.2.31
X] Y] X] Y] ( )

e escolhendo
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L —wA L. =0 e A L-wii . =0 3.2.32
%3~ Yx3%%3 vi T %i%3 ( )

Para que as equacgodes (3.2.31) e (3.2.32) éejam satisfeitas, te-

mos que considerar o seguinte caso especial:

Ry = Axg c Ay (3.2.33a)

e usando a equacgaoc (3.2.12) ou Oj = T, =T

§7 T4 = Ujey  (3.2.33b)

substituindo (3.2.31), (3.2.32) e (3.2.33a e b) em (3.2.30), te-

remoes
. o ?i _ _ 20j
. s o 2 F 2 : 2 T2
S(3i/3-1) = 5 0j[Xj(AXj) + Aj(LYj) + = mxj
]
(X.AY. =Y .AX.}] + AF. . 3.2.34
I T 1)] J,3-1 ( ‘ )
conde
AF = r_n{xi:{j %7 +——3‘L1 2 _ (_—}:“:J—x.“1 2 +_-—="7—J———"1 Y,
x 1 e A R W T WA R WAL IS B Y321
¥ v ®x3-1 vi-1
(3.2.35)
ou
m ?i gj
S(§/3-1) =5 RE[(AX.)2 + (AY.)?2 + 2u.= (X .0y, — v.AY.
J ” 5 [ (& 3 317 ijj (x] & y]ij)]+
AF ., .2,
+ 3,9-1 (3.2.36)
sendo
m{lij ' ;j 1
.o N 2 2y - 2 2
BES 5173 ¥ (xj+-yj) . (xj_1-ryj_1) (3.2.37)
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fazendo a seguinte escolha para Tj' Uy e vy,

YU, = 1 e MNw. = w (3.2.38)
J 3 J 3 ¢

com w, sendo constante, substituindo na equacao (3.2.36),

i. 2 2
3,51 + 2Gj{(AXj) + (AYj) + Zijo .

(X.AY. - Y.AX. )} (3.2.39)
1773 3773

O ultimo termo do lado direito da equacaoc (3.2.39) & a acao cal-
culada em um referencial onde a velocidade angular €& constante e

ela tem a forma da agao de uma particula num campo magnético

2mcuw
B, =
¢ e
vemos, portanto, que conhecendo-se a transformacao, conhecere-

mos O operador deslocamento temporal para uma velocidade angular

qualquer.

Usando agora as transformacoes (3.2.11), (3.2.12)
e (3.2.33a e b) na média da integral de trajetdria e escrevendo
aqui o resultado do calculo feito por Namik K.Pak e I.Sokmen! 3]

[141]

ou Christopher C.Gerry , onde eles fazem uma simetrizacao de

dx. em torno de x. e x. obtem-se
J j 3-1

N-1 -1/2 N N-1

§zl dxj= [Abka] jz1[lj] j21 de
repetindo o precessoO para dyj e de,

N-1 - -%/2 N N-1

j11.dyj=r[kbka] jz1[kj] j21 de
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Substituindo na expressaoc da medida,

N m N N-1
m (__—“—"‘) m ax.dy. =
5=1 2wlﬁ£j 5=1 3 79
N 2N N-1
a 3_1 1 J J j=1 J J
-1 N mk%Uj N N-1
= (Abka) .21 [jE%ﬁE;] j:1 dede (3.2.40)

Levando em consideracao a expressao (3.2.40)e a equacao (3.2.38)

22U, =1
S

Substituindo as equacoes (3.2.39) e (3.2.40) na equacao (3.2.7),

teremos:

k(Xb':Yb:tb:Xa,ya,ta) = llmj ‘e j

- g.=>0
|
N N
exp { l[ L AF. . ¢ T SR [ (AX.)2+ (AY.)? + 20. .
h 3=1 J,3-1 3=1 2Gj J © J
_ _ -1 o fﬁ N-1
(KjAY-YjAX)]HAbKa) [iazﬁgf 311 dxdej (3.2.41)

0 termo Fj 5-1 nao depende gde Xj e Yj’ logo, sal da integral e

r

desta forma, ki(b/a) fica:

kib/a} Ek(xb'yb’tb’xa'ya’ta) =

- N ' N-1
i . 1 m :
- exp ={ I AF. . ,}lim (A_A.) JJ[——- ] 1 AX.dy,
h 521 jri-1 .0 & b 2njﬁoj 521 379
i N ' T 5
= — 2 2 . . L -V LAY,
exp_h{jgl 20j[(A)%) +(AYj) +ij0(XJAY3 VJ xj)]}

(3.2.42)
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O termo da soma em AFj 521 pode ser simplificado da seguinte
;3=
forma:
N o NOA] , T.1
_ . 2 . 2y !" 2 2 -
S T R A b R L R E R
=1 =1 A. A
3 3-1
i %o
m, N
=§[E (X§+Y§)—¥-(X%+ Y“;)] (3-2-43)
1]

porque os termos intermediarios se cancelam.

Definindo a funcao G(xb,yb,xa,ya) como sendo

i AF(b/a)
oh

G(xb,ybxa,ya) (3.2.44)

onde

b
bF(b/a) = T —;\;{Xb+yb)— i(x;+y;)]

sendo

Substituindo na equacao (3.2.42),

-1 .
K (b/a) = (Aakb) G(Xb'yb’xa’ya)KJXb':b'Tb’Xa’Ya'Ta)

(3.2.45)

s} 0peradorIQJXb,Yb,zb,Xa,Ya,Ta) & escrito como sendo:

KD (b/a) = Kn(Xb:YbrTbrXalYarTa) =
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JJ m Ny N1 i N m
= { o] m d¥X.d¥Y, expi{s T o— [ (AKX +
2niko, . : L 20.
mi 03 §=1 J ] 3=1 3 J
AY . )? + 0.we (X.AY.=Y_.AX. 3.2.46
+ J) + jwo 38Y57%5 j}]} ( )

vamos escrever novamente a acao na forma continua. Para isto, €&
necessario fazer o limite de N- = na exponencial da equagao
(3.2.46):
N
L

lim £ 5

AX.)2 + (AY.)? + 20.w, (X.AY, - Y. AX.)
Now 521 j“J+ j guo (g0 = ¥y0%4)]

b

= J %{22-+§2-+2w0(xi.-yk)]df
Ta
b

= J L,dTt (3.2.47a)
T
a

onde
Lo =D[%2 4 ¥2 4 2w, (XY = YX) ] (3.2.47b)

Introduzindo a medida de Feynman D{X],D[Y¥Y] mencionada anterior-

mente, o operador K,(b/a) (sendo ky(b/a) correspondente a w, )as

sume a forma:

g (b
.'}EI'J LodT =
Ko (b/a) = JD[X(T)D[Y(T)] e’ /.
a
i JTb
el SRS (PR . . .
= fD[Xm]D[Y(T)] el . [ (X* +¥? + 2w {Xy - yx})]dr
J a

(3.2.48)
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A equagao (3.2.48) & equivalente ao operador des
locamento temporal para uma particula de massa m e carga e sob

a acao de um campo magnético constante B, definido da seguinte

forma:

A equacao (3.2.48) tem solucao conhecida[B] sendo dada por:

X .Y T X Y T -
Ko (£ s b’"a’" a’ a) =

r m o ;
[ 27ih senwgT lexp _h{SC(b/a)} (3.2.49)

onde

s.[b/al =%,wo[%(cotg"é§—" Ly -Y )P+ (Y =X )%] 4

20y, % =X, ¥ )] (3.2.50)

Portanto, conhecendo-se as leis de transformacao
das coordenadas e do tempo, (3.2.11) e (3.2.12), respectivamen-
te, podemos obter solugOes exatas para o operador K(b/a) num re

ferencial acelerado qualquer, desde que satisfacam as restricoes das equa

coes (3.2.32) e (3.2.32a).

3.3 VERIFICACAO DA EQUIVALENCIA REFERENCIAL GIRANTE, CAM
PO MAGNETICO

vVamos mostrar gue observar uma particula num re-

. . \ - . -
ferencial girante {(com velocidade angular w = wyz, para we pe-
queno) & equivalente a submet@-10 a um campo magnético constan-

- .
te B = Byz2.
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Para isso vamos calcular o operador deslocamento temporal K(b/a)

definido na eguagao (3.2.5 ) com wp,; paralelo ao eixo z.
Ko(b/a) = kO(XblelbeXarYarTa) =

jD{X]D[Y] % J%{)'{z +i’2 + zwo(XE}"Y}-{) + wzo (%2 +Yzﬂdt
= e

(3.3.2)

onde
S[x,Y] = J%[kn Y? +2u0g (XV - YX) + w? (X2 + ¥2)]1dt (3.3.3)

Podemos escrever a acao S como uma expansao em serie de  poten-

cias em torno das trajetdorias classicas, ou seja

X=X+ n e - Y =Y_ + & (3.3.4)
onde

n(tb)= 0==n(ta) e E(tb)= 0= T(ta) (3.3.5)
Substituindo em S, considerando apenas até termos de 2% ordem:

S[{X,¥] =8[X_,¥_.] + 88[X,Y] + 828[x,v] +
c’ ¢ % %
c o)
(3.3.6)
YC Yc

o termo 88 = 0, devido a condi¢ao de extremos; logo,

S[X,Y] = Sc-rﬁzs{X,Y] (3.3.7)

(esta discussio esta na referéncia [9]).

Substituindo no operador ko{b/a):
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—:.E-S + 6258
Ko(b/a)==JD[ﬂ]D[E] el © X, = e

¥ b

onde

K{Tb,Ta) é o fator pré-exponencial.

£ 62sIx,Y)
K(Tb,Ta)==JD[n]D[E] e

€ x (1r1,)

(3.3.8)

(3.3.9)

Escrevendo 6?S[X,Y] em termos da soma de todas as trajetorias:

§28(X Y]-1— Ig [ 3°S ) (X-X,) (X=-X.) +
r - | St - : - -
21,521 XTIy 1 ]
cl
X
328 L. 528
__9°5 0 - Y - Y
* (3X13Y~)|x (H=Hoy) =Yog) v r-Yeoq) -
] ci c]J
Y
cj ci
. 328
. {K—ch) +W | (Y-—Yi){Y—Yj)] (3.3.10)
3 Yei
Yoy
Substituindo por n e £ X-—Xj, Y-—Yj, teremos:
N
2 _ _9*8S 2, 0°S
8*5tx,v) =57 I gy "ot aws |, ME
1rJ o ci Pod Ped
X . v .
—cj ol
325 32§ 2
+ BYiB‘X’.. £n * TRy £?] {(3.3.11)
ci J
.{s.cj

Substituindo em k(Tb;Tai e usando a integral de Fresnel, este ©

perador assume a forma:
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-n/2 -1/2

(7., T ) = (2Th) |det D (3.3.12)

onde n & o numero de graus de liberdade e D € o determinante de

[9].

van Vleck

onde

_ 3?8 328 _
det D-_iE_(gizggj) . L wy v v =
r] ] ci 13 1 ci
X . v,
C] <]
azsc a=sc
[ = ] (3.3.13)
%Xaaxb BYa?Yb
Portanto, o operador deslocamento temporal é:
K(Xb'yb’Tb'Xa’Ya’Ta)z
32S_ 3®S_.  1/2 is
- (2rn)"V/2 | c c e © (3.3.14)

BXaBYb BXaBYb

Basta conhecer a agao classica para obter o operador deslocamen-

to temporal.

Passemos agora ao calculo da acao classica S_.

s = |

(1=

w2 L 2 : TR .2 2 2
[X v+ 2mg(XCYC *cXc)+@9(XC-+YC)]dT

c (3.3.15)

Integrando por partes os dois primeiros termos de (3.3.2), tere-
mos:
m . Tb' . b .=
= =[x > R i - . AR BT
SC-2[ c‘c L + YCYC J J[XC\Xi 2ngc mOXC) +
] a

Y (Y + 20k - MZBY;)]df] (3.3.16)
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Os dois tltimos termos sio nulos, devido as equagoes de Euller -

~ Lagrange. Logo,

“h b

Para conhecer a agao Sc' teremos gue resolver as

equacOes de Euler-Lagrange:

. co, _
X, 2woyc w* X, = 0 (3.3.18)
:f‘c+2wgﬁgc—wzyc_‘= 0 (3.3.19)

Multiplicando a equagao (3.3.19%9) por +i e somando a (3.3.18),

teremos
;{c + i'y'c + 2%1(5(0 + i-}c) - w? (X FiY ) = 0 (3.3.20)
escrevendo Jh = Xc * iS%, teremos:
ou Tt 2w0i JF ~wh gt = O (3.3.21)
ou T+ 2woi T+ — whyT+ = 0 (3.3.22)
J=- 201 - - wlJ~- = 0 (3.3.23)

esta equac¢ao tem como solugao:

~iwpt ~iwpt

J T A+ e + B+ t e (3.3.24)

iwgt - iwgt
A- e tB-te (3.3.25)

LT_

onde A%}Ar e B+,B-~ s3ao constantes de integracac e podem ser cal-
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culadas a partir das condigoes iniciais,

xc(tb)

0
s
o
e
o
n
>

c' a a (3.3.206)

1
e

volt) = v, x(t) =y (3.3.27)

Com as condi¢oes (3.3.26) e (3.3,27), podemos encontrar os valo-

res das constantes A+, A-, B+ e B-

inga ionb
(X_+Y )t e “X, +iv, )T e
A+-_—2 "a b b " b a (3.3.28)
T. - T
b a
ion iUJD T
(Xb-rin) e b _ (Xa +iYa) e a
B+ = {(3.3.29)
T - T
—1wo T iweT
X - i¥Y — (X, - 3 - 0
A__('a 1r) T, e Bp - ¥p) 5 o b
- T, - T
b a
(3.3.30)
% Ly —ionb < - —1wgT
. (‘b - i b) e = a - 1_a) e
‘ Ty T Ta
(3.3.31)

Substituindo as equacdes (3.3.(28, 29, 30 e 31)) nas equacgoes

{(3.3.(24 e 25)). teremos:

iona iona
iy T - i T -] T
5 [(Xa+ 11a) L © (Xa-rlYa) L © ] iwg
+ = - e
'b
ingb iwg T
[(Xa-lYa)rb e -(Xa-rlYa) e 1t -iwgr
¥ T, = T ©
b a
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—jiwgT ~iwgT

. . a . ; .
T . {(Xa-l_Ya)Tb e . | - (Xb_le).Ta e . . ] elLlJoT
Ty~ T,
% v ingb « -y -imoTa .
{(_b-l-b) e - ar-l_a) e | 1T 1wgT
+ e
T, = T
b a (3.3.32b)
uma vez que
J+ = X_-1iY_ (a) e J- = X ~1iv_ (b) (3.3.34a,b)
1 1 .
XC = 5 [ T+ + J-] e Xc = 57 {J+ = J-] (3.3.35a,b)

Substituindo (3.3.32a e b) em (3.3.35a e b), encontraremos:

Xc =.-_E—b—:—:_-f“5—l [Xa(tb- T)cos wp (. T- Ta)+Xb(T - Ia)COS we(T — Tb)+

+ Ya("fb- Tisen wye(T - Ta} +Yb(T— Ta)sen we (T -Tb)‘]

(3.3.36)

e para y.:

- '?—jq—ﬁé(Tb->UcosuM(Tura)+Yb(T_Ta)cosum(TuTb)+

+ Xa(TuTb)sen onE—Ta)+XD(Tb—'Hsen mo(T—Tb)]

(3.3.37)

a partir de (3.3.36 e 37) podemos caicular:

X (T} X)), ¥ (1) e v.(1,) onde teremos:
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Xc (T.b) = %[Xb - Xacos (wopoh Yy mﬁg— Yasen{wnﬂﬂ] {3.3.38)

Xc(Ta)==%[Xbcos(wuoy-xa4—ya wgg-ybsen{woon {(3.3.39)

Qc(tb)=-%[Yb-yacos(wgoh-xasen moc-xb(woqﬂ (3.3.40)

&C(Ia)=-%[Xbcos{wogL-Ya-+xbsen mgb-xa(wgqn {3.3.41)
{as passagens estdo feitas no Apendice B), onde 0 = Ty~ Tae

Calculemos, agora, as exnressoes Xc(tb)xc(tb) -

- xc(Ta)xc('ra) e Yc(Tb)Yc{Tb) - Yc{Ta)Yc(Ta):

X ATp) X (Ty) = Xc(Ta)Xc(Ta) -
_ Jryo 2 A
= P +X3 - 2X X cos {weo)+ (X vy -X Y Jwo+ (XY

b -bea) .

sen (wy o) (3.3.42)

Yl d Y try) - Yc(Ta)Yc(Ta) =

1
= B[Y%-fY;-—2YbYaCOS(w00H'(YbXa"YaXb}Sen(woc}‘
(YbXb-—YaXa)(mo_cj)] (3.3.43)

Substituindo as equacoes (3.3.42 e 43) na equacao (3.3.17) a a-

cao assume a Seguinte forma:

L 2 _ oy 2 2 _
sc_ ijgb*'xa bexacos{mgoy+Yb-+Ya 2YbYaCOS{w°G)+
2(Y X - YaXb) sen {wpO)+woolXp vy, X ¥ ) - (X v, - xaya) ]

(3.3.44)
ou
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= X2 4 X2 4 ¥2 2 _
g "20[ + + : +Y 2(X]X 4-Y]Y Ycos wyo +
Y X _Y X .
2 ( ] ])sen wgq] . (3.3.45)

Esta é a forma da acaoc no referencial acelerado.
O operador deslocamento temporal k, {(b/a), equagaoc (3.3.14), as-
sume a forma:

i
= S
N K, (b/a) = [TR_COSLZ, ot T C

TG (3.3.46)

Este operador nao satisfaz a equacao de Schrddinger, pré-requisi
to fundamental para a formulacao de Feynman. A condicao impres-
cindivel para Kg(b/a), coerente com a formulagao acima mencionada,
e satisfaga a equacao de Schr8dinger, € que w, seja pegqueno,
Impondo na eqguagao(3.3.45) as condicgoes
cos wpf v 1 e sen w0 Y wo0
ou seja wp, pequeno, a acao assume a forma:

w [y cotg 4% (Xp —X )7 + (v -v )P+ 2iy,x,-Y X,)]

Sct

taf =

(3.3.47)

A agao $.(3.3.47) € identica a de uma particula

carregada com carga e e massa m, sob a acao de um campo By peque
no, sendo By ::zg cw, onde ¢ é a velocidade da luz.

O operador K¢ (b/a) fica:

0
e
Q

Ko/b/a) = [mp—ot

AT isenws: (3.3.48)

onde Sc € definida na equacao (3.3.47).



DISCUSSAO E CONCLUSAO

Nos dois ultimos capitulos, esclarecemos alguns
aspectos do procediemnto de quantizagao de sistemas de uma parti
cula por integrais de trajetorias em referenciais ndao inerciais
com aceleragio arbitraria., Esta versao consiste de trés etapas
distintas:

Em primeiro lugar, efetua-se as transformagoes de
sistemas de referéncias inerciais para referenciais nao inerci-
ais (equagoes (2.1.4) e (3.1.1). Neste caso temos duas transfor
macoes de interesse: translacao, cuja aceleragao € linear e rota
c¢ao, onde o referencial gira em torno de um eixo fixo com rela-
gao a um reférencial inercial. Nesta etapa discutimos as modifi
cagoes na lagrangeana, has equacoes de movimento e na Hamiltonia
na. Estas modificag¢des, como ja ‘se sabe podem ser associadas
a campos externos.

Em segundo lugar, na associacao entre os termos a
dicionais que surgem nas equagodes de movimento devido a acelera-
¢do do sistema de referencia com possiveis campos externos (equa
coes (2.1.9 a, b, c) e (3.1.10). Fazendo uma analogia com cam-
pos verdadeiros, chegamos a resultados bastante interessantes.No
caso da translagéo; os resultados ja eram conhecidos (por exem-
plo, para aceleracgao constante; a particula se comporta como se
estivesse caindo num campo gravitacional uniforme temporal e es
pacialmente); para aceleragao dependente do tempo, nosso resul-

tado & equivalente ao de G.B. Schmid(este o fez na visao de
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Schrbdinger). Para referenciais gitantes, vimos gue os termos a
dicionais tanto na lagrangeana quanto nas equagoes de movimento,
podem ser associados a um campo eletromagnético com caracteristi
cas especiais cuja forma & dada nas equagdes (3.1.12) e (3.1.13).
Verificamos, ainda; que tais campos satisfazem as equacgods de
Maxwell.

Em terceiro lugar, na obtencao da amplitude de
transicao (operador deslocamento temporal) para um sistema de re
feréncia acelerado em relacdao a um referencial inercial, estabe-
lecendo a lei de transformagido entre as duas amplitudes.

Vale a pena salientar que as modifica¢cdes na am-
plitude, devido a acelera¢adao do sistema de referéncia quer seja
por aceleracao linear guer seja devido a rotagao deste, nao afe-
ta a probabilidade quantica da particula, mesmo nos referenciais
girantes quando as mudancas sao sentidas tanto na acao funcio-
nal gquanto no fator pré-exponencial (eg. 3.2.49).

E importante salientar que toda essa analogia &
feita no limite de w, pequeno porgque, caso contrério; o operador
deslocamento temporal nao satisfaz a equagao de SchrBdinger. Wo
entanto, da equacao (3.2.45), vimos que, conhecido o operador
Ky (b/a) no referencial que gira com velocidade angular w,, pode-
mos conhecé-lo para um certo referencial desde gue se conhega a
lei dé transformacao das coordenadas e do tempo (equagoes 3.2.11
e 3.2.12), aléem das condigoes (3.2.31), (3.2.32) e (3.2.33a).

Neste contexto, vemos gue um sistema quantico sim
ples, pode ser perfeitamente estudado em referenciais acelerados
com a mesma simplicidade do caso classico. Alem disso, agora te

mos mais esta opg¢ao de transformagac do operador deslocamento
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temporal na busca de uma solu¢ao exata, ou seja, guando o opera-
dor deslocamento temporal K' (b/a) nao tiver sclucao exata num re
ferencial inercial, podemos tentar encontrar uma solugao exata
K(b/a), num referencial nao inercial, se conhecermos sua lei de
transformacao K' (b/a) K({b/a) teremos; entao, encontrado uma so-

lucao para K' (b/a).



APENDICE A

Neste apendice, faremos a verificacdo das eguagdes
(0 ATIZ = w2(t) (X2 + ¥2) e volo AT = w(t) (XY - ¥X).
Do cédlculo vetorial, sabemos gue

w AT =3 X i 2,3
w ANy = : €53k “5%k i=10,2,3)

0 produto do termo w Yy por ele mesmo é:

(@ ATl AT) =3 X, E
W oA Tl ATE =L B Wt e X
i i 7ifn ¢ 'n

= ljk 1£nwjka£X (A.1)

Usando a relagao Eljk ign " (éjzaknf_ajnSkE)’ teremos:

- > ¥ >
(w A Thelw A T) ajﬁéknwjkaﬁxn— 63n6k2w3){kng (A.2)

W2X2 + Y2+ 22) (Do) (wo¥) (A.3)

Como escolhemos o vetor w paralelo a 2, $0§ = wZ isto implica em
(5,\_1)-)2=m2(X2+Y2+22) - wiz?

Colocando os termos semelhantes, teremos:
(0 AP = w2(x?+Y?) (a.4)

> > > - .
Vamos agora calcular ve(w ¥) do calculo vetorial:

Vol® A T¥) = vVewsXy — ViwsXe = (XY - ¥X) (A.6)

onde ¥ =X, X =Y e vy = Xy
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. 1 _
Xc(Ta) = [ Xbcos(woc) - Xa + Yawoc -Y¥, sen{wqo)] {B.5)

b

Yc(Ta) = %[ chos(wgc) - Ya + Ybsenwoo - Xa(moo)] (B.6)
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