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RESUMO

Caracterizamos o0s grupos de Lie S3xR e H3xR e, por de
formacoes continuas das algebras dos subgrupos 53 H3, introdu
zimos metricas de espacos—tempos*Qorentzianos, invariantes a es
querda g e invariantes 3 direita gp. A topologia de seccoes
destes espacos-tempos € examinada e mostramos sua relacao com
probiemas globais de causalidade, No exame das isometrias de 9g
e gD,3mostramos que na classe de metricas associadas a topolo-
gia H xR, existe um caso particular que admite um grupo G, de
isometrias. Mostramos que as metricas dg € 9p caracterizam uni-
versos nos quais as vorticidades do fiuido cosmologico (quando
presente), em relacao a bussola inercial, sao opostas. No parti
cular sistema de coordenadas que utilizamos, estas metricas di-
ferem somente por uma transformacao de inversao de coordenadas.
Consideramos em seguida neutrinos em interacao com a geometria
destes espacos-tempos. Mostramos, entao, que a transformacao
fisica que consiste em inverter a rotagao do universo e inver-
ter uma determinada componente de momentum dos neutrinos, Tleva
um universo com metrica 9r (gD) contendo neutrinos, com uma da-
da helicidade, a outro com metrica 9p (gE) contendo neutrinos ,
agora com helicidade oposta a original. Assim, neutrinos podem
ser utilizados para distinguir fisicamente estes dois univer-
sos, supondo que num dado universo neutrinos tenham sempre um

tipo de helicidade.
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INTRODUCAOQ

Em 1949 cddel (M

propos uma solug¢dao exata muito sim -
ples para as equacgOes do campo dgravitacional de Einstein com cons
tante cosmologica, tendo.fluido perfeito incoerente (poeira) co-
mo fonte de curvatura. Uma das caracteristicas peculiares deste
modelo cosmoldgico esta ligada ao fato de que nele o conteudo
material rd%%&f@ha'em relacdo a bUussola de inércia definida, por
exemplo, através de giroscopios ou péndulos de Foucault. G8del
mostrou com isso que a teoria da gravitacao de Einstein & mais
abrangente que o principio de Mach, naquela versgao segundo a
gqual os referenciais inerciais no universo sao determinados como
sendo aqueles gue nao giram, em média, relativamente a todas as
outras massas do universo.

De fato, a primeira solu¢dao cosmologica exata das equa
goes de Einstein, em que o conteudo material {poeira inomogenea-
mente distribuida) rotaciona em relacao a bussola de inercia, foi
proposta por Lanczos(g) em 1924, Tal solugao, entretanto,por ter
sido pouco conhecida, pouco contribuiu ao desenvolvimento do es-
tudo de solugbes cosmologicas que descrevem espacos—tempos com
rotagéo(é).

Qutra caracteristica interessante do modelo de Gédgl ;
até entdo praticamente ndo considerada na Cosmologia, € aguela
relativa a existéncia de curvas tipo tempo fechadas — o que im -

plica em violagao de causalidade por parte de particulas que des

crevam tais trajetdrias. Conforme demonstraram varias outras so-



lugoes cosmoldgicas com rotacgdo propostas posteriormente ao mode
lo de GBdel, em geral as propriedades de rotacido e causalidade
parecem estar estreitamente ligadas(é).

Evitando propositadamente deter-nos em questdes histo-
ricas e fundamentals sobre este assunto, vamos introduzir e exa-
minar, pela pgrt& da logica, alguns aspectos relativos a certas
classes de modelos cosmologicos espacgo-temporalmente homogéneos,
com rotac¢ao, que contém o modelo de G&del como caso particular.
Construiremos as geometrias destes modelos nao a partir de uma
determinada forma geral de métricas, impondo certas condigoes SO
bre elas, como usualmente, mas sim a partir de estruturas topolé
gicas globais. Mais precisamente, definiremos os grupos de Lie
S3XR e HBXR -~ 08 guais serdo denominados esféricos e hiperboli
cos, respectivamente — , sendo caracterizados pelos campos veto-
riais, geradores de transformacoes a esquerda € a direita sobre
estes grupos. Uma vez caracterizados estes grupos de Lie, atra -
vés de deformagOes continuas dos subgrupos S3 e H3, construire -
mos familias de métricasgiorentzianas invariantes a esquerda Ip
e a direita Ip s denominadas esféricas ou hiperbolicas, conforme
a estrutura global associada.

A partir deste ponto podemos explicitar duas metas fun
damentais a serem atingidas ao longo deste trabalho. A primeira
consistird no estudo da topologia destes espacos-tempos e suas
consequéncias em questoes relacionadas com simetrias e problemas
globais de causalidade. A segunda esta relacionada ao fato de que
gsobre um dado grupo S3XR ou H3XR, para uma dada carta sobre eles,
podemos construlr métricas invariantes a esquerda gg © a direi-
ta gp+ as guais, a principio, tém relagao desconhecida entre si,

Mostraremos que & possivel encontrar uma carta sobre SBxR e HBXR
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& e
na qual Ip € 9 difir&m somente por uma transformacgao de inver -

D
sao e gue neutrinos podem ser utilizados para determinar uma dis
tincao fisica entre estes dois universos.
No Capitulo 1, apresentaremos a construcdo matemidtica
. T , . , , 3 3
de hipersuperflcies 3-dimensionais, denominadas S° e H”, a par -
. . ~ & . . o~ 4
tir de sua imersao num espaco ﬁuclldeano de quatro dimensdes E .
Realizaremos tal construcao utilizando o formalismo de guatérni-
. . . 1 .
ons, mencionado por Gddel em seu artigo orlglnal(—), e aplicado
explicitamente na Cosmologia, pela primeira vez, por Ozsvath e

Schﬁcking(é) em 1969. Mostraremos, entao, que as variedades

3 3 . . - .
5" e H (respectivamente a 3-esfera e o 3-hiperboldoide) constitu
em, cada uma, um grupo de Lie, podendo portanto serem representa
das pelas algebras de Lie univocamente associadas. Em seguida,de
. 3 3 - . , -
terminaremos para 5 e H os campos vetoriais invariantes a es -
querda e a direita que, sob a operagao de comutacdo, formam a al
gebra de Lie caracteristica dos respectivos grupos. Definiremos
- . e . 4
entao, a partir de coordenadas-ﬁarte31anas de E, novas cartas
3 3 .
sobre §° e H . Nestas cartas determinaremos as bases de campos
vetoriais invariantes a esquerda e a direita, juntamente com su-
as bases de 1-formas duais. Teremos entao implicitamente determi
nadas,nestas cartas, todas as metricas compativeis com as varie-
3 3 . . . .
dades §° e H , juntamente com 0g resgspectivos grupos de isometri
. - 3 3 -
as associados, que tém S  ou H como orbita.
T . . . 3
No Capitulo 2, introduziremos os grupos de Lie S xR e
3 . - . .
H xR, ou seja, o produto topologico de uma 3-esfera e um 3-hiper
boloide, respectivamente, com uma reta. Em seqguida, através das
algebras de Lie associadas, definiremos deformacdes continuas des

tes grupos, dependentes de dois parametros constantes. A partir

das bases de 1-~formas invariantes a esquerda e a direita sobre



3 3 . . .
Os grupos S e N, mais a 1-forma associada ao grupo R, definire
mos familias de métricas invariantes a esquerda Ip © a direita

Iy - de tal modo que as secgoes de homogeneidade associadas a 83

ou H3 tenham carater espaco-temporal. Tais métricas irdo carac-
terizar geometrias, por construgao espaco-temporalmente homogéng
as, de classe esférica ou hiperbélica, conforme sua estrutura to
pologica seja esféerica (S3XR) ou hiperbélica (H3XR). Em particu-
lar, mostraremos que, dentro da familia de espagos—tempos hiper-
bolicos, existe um espaco-tempo que admite um grupo G, de movi -
mentos, sendo que a sec¢ao correspondente ao 3-hiperboldide H3 =
entao ndo deformada e maximalmente simétrica. Mostraremos ainda
que os espagos-—tempos esféricos e hiperbdlicos, assim definidos,
sao isométricos aos espagos—tempos do tipo de G8del com homoge -
neidade espag¢o-temporal, determinados por Rebougas e Tiomno(é) .
Finalmente, faremos um comentario a respeito das possiveis fon -
tes de curvatura para as geometrias consideradas.

No Capitulo 3, consideraremos o fato de gue, no parti-
cular sistema de coordenadas introduzido no Capitulo 1 sobre
SBXR e H3XR, as metricas 9y © gD diferem somente por uma in -
versao. Iremos, entao, abordar © problema concernente a uma
possivel distingao fisica entre universos com métricas invarian
tes a esquerda Ip © a diraita 9y r definidas sobre um dado grupo
S3XR ou H3XR. Para este fim, faremos uma breve introducao ao
formalismo da equagaoc de Dirac no espago curvo %iemanniano. Em
seguida, utilizando este formalismo, consideraremos um campo de
neutrinos sobre eSpados—tempos esfericos e hiperbolicos, com mé-

tricas Ip e gD, mostrando como ele pode determinar uma distincgao

fisica entre universos com estes dois tipos de métrica.



No Apéndice A, trataremos de um modelo — hiperbdlico
{45)

segundo nossa designagao — inomogéneo, que generaliza Soares .

No Apéndice B determinaremos, com relacaoc acos modelos
esféricos e hiperbolicos, a vorticidade associada a um campo de
velocidades que e comovente com o fluido perfeito, fonte de cur-
vatura, guando este estiver presente.

Neste trabalho, muitos calculos foram efetuados atra -

vés do programa REDUCE 3.1, de computagao algébrica.



CAPITULO 1

CONSTRUCAO DAS HIPERSUPERFICIES DE HOMOGENE IDADE S3 E H3

Nosso objetivo aqui sera descrever variedades de topo-
logia S3 e H3 como grupeos de Lie e determinar conjuntos de cam -

pos vetorials, geradores de isometrias sobre estes grupos.

1.1 - QUATERNIONS

Com a finalidade de caracterizar as variedades S3 e H3

e os geradores de movimentos proprios sobre elas, vamos definir
. . ~ 4
um espaco Euclideano de quatro dimensces E , com coordenadas Car

Y w =0, 1, 2, 3). Designemos por {gu}

tesianas, denctadas por a
o conjunto de vetores unitarios dirigidos ao longo de cada eixo
Cartesiano. Este espag¢o vetorial pode ser convertido em uma de -
terminada algebra, se definirmos explicitamente uma conveniente
lei de multiplicagao entre cada um dos elementos do conjunto
{gu}. Os vetores unitarios éﬂ serao agora denominados quatérni-
ons de base.

Quatérnions de base esféricos e hiperbdlicos sdo defi-

nidos através das leis de multiplicacgdo dadas a seguir:

a) Quatérnions esféricos

1l

> > 3 >
eoeLl = eueo = eU ' (u ¢,1,2,3)

e e, = -8 , (i = 1,2,3) (1.1.1a)



onde Eikl e totalmente antissimetrico, sendo 8123 = 1,

b) Quaternions hiperbdlicos

+ =+ > > -+
eoeu = eueo = eu ¢ (uw=20,1,2,3}
> o >
eOeO = e1e1 = eo ’

— > > + > -+

T e e, = eje, = eo%\ P 7
-+ > -+ > (1-1-”3)
9391 = —e1e3 = 92 r
2@, =88, =%
€3%; = 7%%3 = & ’
R 3 -+ > e
e192 = —e2e1 = e, .
-+ W H| ~ : :
Os vetores a = a eu, a” £ IR, sao denominados simples-

mente guatérnions. Eles formam um espago vetorial V de quatro di
- ~ + . . ~
mensoes, com as operagoes de soma, VxV »+ V, e multiplicag¢io por

escalar, IRxV > VvV, para g,g £V, A £eIR, definidas por

a + b = (a”+b“)€§u , (a,b & V) (1.1.2a)

ra = (Aa“)éu , (A £ IR) (1.1.2b)

ja que todas as propriedades de espago vetorial sdo satisfeitas
para estas operagoes.

- - . - e e . .
Também valem para gquaternions a, b e ¢ as proprieda-

des associativa e distributiva em relagao as operagdes de alge -

bra definidas por (1.1.1):

o i e
(ab)c = a(bc) ’

(3+B) ¢ = ac+be (1.1.3)
S(3+b) = ca+cb

) - \ - 0 i ..
0 conjugado de um guaternion a = a Chta e, e definido



por

. 00— 3 i
a* = a e a‘e, . (1.1.4)

+ - . + - . ~ 3 [}
A norma N(a) de um quaternion a & entao definida como

N(Z) = aa* = a*a . (1.1.5)

De acordo com as leis de algebra (1.1.1), a norma de um guater-

nion & dada pela expressac

NE) = 102+ @h? - eah)? - (eahPig, -
0,2 2 2
- @2 @h? - wah? - w2, (1.6
onde tomamos € = i para a norma de quatérnions esfericos e € = 1

para quatérnions hiperbdlicos. A ultima igualdade em (1.1.6)5% de

- N - . > —~
corre do fato de que os multiplos de guaternions e sao elemen

0

tos de um campo isomdrfico ac campo dos numeros reais.

A expressdo (1.1.6) mostra gque o conjunto de todos os
quatérnions esféricos ou hiperbdlicos com uma mesma norma dada,

s . P s . . . 4
pode definir hipersuperflcies tridimensionais, imersas e E . To
memos, por conveniéncia, quatérnions de norma unitaria definidos
4

em E .

A hipersuperficie tridimensional definida por quatér-—
nions esféricos de norma unitaria é definida, em termos de coor-

. 4 -

denadas Cartesianas de E , de acordo com (1.1.6), pela relagao

92 @h?s @Hr e @t . (1.1.7)

- . _ 4 . .
Esta equacado representa uma 3-esfera imersa em E , que constitul



uma generalizacdo natural da expressao da 2-esfera imersa em E3.
- . 4oz emos 4 .
Quatérnions hiperbolicos unitarios de E definem, se -

gundo (1.1.6),a hipersuperficie dada por
2,2
(a”)” + @) - (@) - (a”)" =1 . (1.1.8)

Esta equacgdo define um 3-hiperboldoide imerso em E4, sendo gue su
as seccdes bidimensionais sao hiperboldides de revolugao, de uma
folha e duas folhas.

Daqui em diante vamos designar a 3-esfera e a 3-hi-
perboloide, definidos em coordenadas Cartesianas de E4 por (1.1.7)
e (1.1.8) pelos simbolos 83 e H3, respectivamente.

0 grupo de movimentos proprios sobre 83 e H3 pode ser
expresso através da associagao multiplicativa entre quatérnions.

- e - \ . hea o~ R
Sejam V e W quaternios sobre 83 ou H3, ou seja, ? e W sao tais

que
VU = 1 , Ww* = 1 (1.1.9)
. P o - 3 3 -
Un movimento proprio arbitrario de translacao sobre S ou H e
definido por
A~ a' = Vaw . (1.1.10)
Da definicdo de norma (1.1.5), segue-se que para dois quatérni -
ons arbitrarios vale a relacao
(Ch)* = Dh*d* , (1.1.11)

de modo que



10
ara'* = (Vaw) (Vaw)* = 1, (1.1.12)

ou seja, a transformacgao (1.10) leva um ponto a sobre a varie-

também sobre 53 ou H3.

3 3 - -

dade S° ou H™ ate outro ponto a
. 3 3 .

As variedades S e H formam grupos de Lie atuando so-

bre si mesmos sob as operacoes de translacao a esqguerda e a di

reita,

> >
a' = Va : a" = aW ’ (1.1.13)

pois as propriedades de grupo sao satisfeitas para estas opera-

coes:
(i) Se aa* = 1, entao a'a'* = 1, a"a"* = 1.
(ii) Existe uma identidade para as transformacoes de transla-
~ > .
cgao: I = eO.
(iii) Existe um elemento inverso para as transformagoes de trans
lagao:
-+ -y -5 +>—T1- +—1 -
a' = Va ’ a =V a' , v = V* ,
“ >y > + g= | >
= aW . a = a"w . W = W¥* .
e, as aplicacgoes u1: S3><S3 - S3 (H3><H3 - H3), definidas por
{(1.1.13), e Hot S3+S3 (H3 - H3) definida por Uz(a) = a'—1 = a* ,

540 reais e analiticas(lé). A propriedade associativa de grupo

também € obedecida (cf. egs. (1.1.3)).

1.2 - CaMpOS DE ISOMETRIAS SOBRE 0S GRUPOS DE LIE S3 E H3

Devemos agora determinar os geradores dos movimentos
detxanshxﬁo a esquerda e a direita sobre S3 e H3.Para isso deve-
mos propagar o espag¢o tangente a S3 ou H3 da identidade até ou-
tro ponto arbitrario sobre a variedade, através de uma transla-

- ) . ‘ - > + -
cdo 4 esquerda e outra a direita.Como os quaternions ei(1:1,2,3)
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geram o espac¢o tangente a 83 ou H3 na identidade obtemos, para
translacoes arbitrarias deste espago tangente a esquerda e a di-

reita, respectivamente

5> > > > E.
a(eO+Ke.) = a + kae, ’ (1.2.1)
i

> > - -+ 3> 3

(e0+Kei)a = a + xe.a , (1.2.2)
onde ¥ & infinitesimal. Os quatérnions

- > U .

w; = ae; = w; e (i=1,2,3; nu=0,1,2,3) (1.2.3)
e

> e o

P, = eja = py eU ’ (1.2.4)

- 3 3 > . )

sao vetores tangentes a S ou H no ponto a, constituindo, res -
pectivamente, as denominadas bases vetoriais invariantes a direi
ta e a4 esquerda sobre estes grupos de Lie.

Determinemos a forma explicita destes campos sobre S

a) Variedade 83

Como
W, =a'ee, =w,e , (1.2.5)
i i i ou
> _ =+ - _ U
p; = aee =5 e , (1.2.6)

obtemos, utilizando as leis de associacido de guatérnions esféri-
cos dadas por (1.1.1a), gue as componentes da base do campo de

vetores invariantes & esquerda sao dadas por



12—

w1u - (-a ,ao,a3,—a2) )
wz“ = (—aaz,-é ,ao,a1) . (1.2.7)
w3u = (—a3,a2,~a1,a ) .

Para a base de campos invariantes a direita temos
p1u = (—a1,a ,-a3,a ) ’
0, = (-a%,a’,a%,a) , (1.2.8)
03“ = (—a3,-a2,a1,a0) .

3 - . . .
Como S~ €& grupo de Lie simplesmente conexo,ele pode ser univoca-

mente caracterizado pela algebra de Lie formada pelos geradores

do grupo de translacoes, sob a operacao de comutagéo‘zh
- > 2‘ -+ = 2 2
[wil(i)j] bt E:-ij-(_!.)]{ r [pirpj] - Eijkp]{ . (1- -9)

Uma outra representacao para esta algebra de Lie pode ser feita

através dos operadores lineares, definidos em termos das coorde-

nadas cartesianas au:

N,

E, = of &, D, = ot =, (1.2.10)
aau 1 Bau

ou seja,

A 1 ] 0 3 3 J 2 a

E1=——a + a 1+t':1 —‘““2"—61——3-,
oa da da da

E, - - a? Lo a3 31 val vt 2 ai2a
da da da” da

E B 3 3 2 P a1 d N 0 0

3-—a +a"'-"""""‘"1— 3 a r
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e
ny
D1 = --a1 —= + a0 _ﬁT ~a3 ng + a2 9 P
Jda da da da
B, = - 25 va’ v a® el o l202)
da da da Ja
83 = ~a3 CE a2 “ET + a1 82 + a0 8 '
Ja da da da
de modo gue
. . = 2€, . . . = - . - 2.
[El,Ej] 2 1jkEk P [Dl,Dj] ZEleDk {1.2.13)
A algebra de Lie dada por (1.2.9) ou (1.2.13), satis -
feita pelos geradores de translagdes sobre S3, caracteriza 53
(8,9)

como uma variedade tipo IX na classificagao de Bianchi '—

b) Variedade H3

Utilizando um procedimento analogo aguele utilizado em

(a), e empregando agora as leis de multiplicagdo para guatér -

nions hiperbdlicos dadas por (1.1.1b), obtemos as bases de
vetoriais invariantes a esquerda Ei e a direita ﬁi’ sobre

dadas respectivamente por

f1 = —a1 aO + a0 81 + a3 w§§ - a2 wéj ,
da da Jda Jda
— 2 32 3 3 o 2 1 9
E, = a g * a 7+ a 5+ a T3 (
sa Jda da da
E .3 9 2 9 1 9 0 9
5 = a’ —g - a g o+ a 5 +a —x ,

campos

B,

1.2.14)



1

51 = - a1 30 + aO —ET - a1 82 + a 2 ,
9a . - 94 ga ga
52—a2~—6 a’ 31 +a0-%—a1-—-—— , (1.2.15)
sa Ja ga Ja
63 = a3 8 + 8.2 a,] + 8.1 a + aO —8—3
Ja Ja 2a na

0O grupo de Lie H3 pode ser univocamente caracterizado através da

algebra de Lie destes campos vetoriails:

[E,,E,] = 2B, , [E;,E] = 2E, , I[E,,E;] = -2E,,
(1.2.16)

(b,,b,]1 = -2D, , [Dy,D,] = -2D, , [D,,D4] = 2D,
(1.2.17)

Esta algebra de Lie caracteriza H3 como uma variedade tipo VIII
s = . . (8,9)
na classificagao de Bianchi —'=",

Outras relacoes importantes satisfeitas pelas bases de
C s s . - S s s 3
campos vetorlais invariantes a esquerda e a direita sobre S e

H3 sao dadas por
[Ei,Dj] = 0 ] [E.,D.] =0 . (1.2.18)

Estas relagOes sao fundamentals para gue possamos determinar a

forma de todas as métricas compativeis com a estrutura topologi-

ca dos grupcs 83 e H3. Além disso, os respectivos campos de Kil-

ling, geradores dos grupos de isometrias gue atuam simplesmente

(8,9)

transitivamente '— sobre 83 ou H3, estarao determinados por

construgao.

Para mostrar como tals resultados saoc obtidos, conside
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remos de inicio um caso geral. Seja M uma variedade n-dimensio
nal, que & um grupo ‘e Lie. Seja {Xi]i=1,...,n] um conjunto  de
campos vetoriais linearmente independentes, geradores de um gru-
po de transformagoes que atua simplesmente transitivamente sobre
M.

Examinaremos como, a partir de um tal conjunto de cam-
pos vetoriais, & possivel determinar uma métrica g sobre M, admi
tindo estes campos vetoriais como campos de Killing. Para isso ,
definamos sobre M uma base de campos vetoriais {Yi], invarian-
te(g’lg)anrekméo a base formada pelos campos X.. Os campos Y,

1

sdo entdo obtidos integrando-se as equagoes

LY, = [X.,Y.] = 0 , (1.2.19)

onde I denota a derivada de Lie(g’lg'll).
Seja {0k|k=1,...,n} uma base de 1-formas, dual a base
de campos vetoriais {Yi], sendo definida a partir da relacgdo de

dualidade (219,11

<0k,Yi> = Gk . (1.2.20)

. - k
Seja g uma metrica sobre M que, na base <0 >,expressa

-se pela relagao

g = gklgkol r (1.2.21)

onde as gquantidades 91 sao funcgoes escalares componentes de uma
matriz simétrica nxn. Determinaremos agora guais condigoes Ir1

deve satisfazer,supondo, por hipotese, que g admita os campos Xi
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como vetores de Killing. Esta hipdtese expressa-se pela relagao

k 1

. i
Seja {3/9x"} uma base coordenada sobre M. Decompondo
0Os campos Xi e Yi em termos de componentes e(i;{ nesta base, ob

temos

k k
X, = e(i) 3/9x ' {(1.2.23)

— k k
Y. = e(i) 3/93x . (1.2.24)

Sendo {dxk} a base de 1-formas dual a base {a/axk}, S0

bre M, ou seja
wax®,a/0x*> = 65, (1.2.25)
k ~
temos que as 1-formas ¢ nesta base sao expressas por

dx’ (1.2.26)

k = : .
onde as componentes e( )i sao elementos de uma matriz nxn inver

sa aguela formada por E(k;', isto &,
e = § . (1.2.27)

Desenvolvendo as equacoes (1.2.22) obtemos

_ J P9 i29 (. P)ed =0 2.28
L, g € (i) gpq,j oto? + gpq( Xio )o (1. )
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onde a virgula denota derivada ordinaria.

Em termos de componentes na base {3/0x"),esta equacio toma a for

ma
(L. g). . = L. g{3/ax~,a/ax") = 0 (1.2.29)
Xi k1l Xi ! B ’ e
ou seja,
_ 3 —(p) =(a) ~{q)
(ing)kl € 1) gpq,je K€ T * 2gpqe 1
p k
X<LX av,3/3x"> = 0 . (1.2.30)

1

De (1.2.19) e (1.2.20) temos

L<GP,Y1> = <LX g

ou
D k
<L, oF,3/ax > = 0 . (1.2.31)

X,
i

A equacgao (1.2.30) torna-se entao
] =(p) =(q) _
..o g . e ke 1= 0 ’ (1.2.32)

de modo que

g . = 0 (1.2.33)

ou seja, a matriz de elementos Ioq & constante sobre M.
Podemos agora aplicar este resultado ao caso das varie
3 3 . 3 : i i
dades S° e H”. Consideremos, por exemplo, S . Sejam {w™} e {p7}

bases de 1-formas duais as bases de campos vetoriails invariantes
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a esquerda e a direita, respectivamente, sobre S3. Isto pode ser

expresso pelas relacgbes de dualidade

i .t ,
1 r <p ,D.;> = S 1 (lrl:1r2i3)

(1.2.34)

i
< ,El> = 4
i i ~ .
As bases <w’> e {p’} sio denominadas bases de 1-formas invarian-
tes a esquerda e a direita, respectivamente. A partir destas ba-

. 3 -
ses podemos definir sobre S as metricas

k1 k1
gE = gklm w 7 gD = gle P ' (1-2.35)

onde as guantidades k1 sao constantes sobre a variedade. As mé
tricas I9g © 9p serao denominadas métricas invariantes a esguer-—
da e a direita, regpectivamente. De acordo com o que foi mostra-
do no paragrafo anterior, as metricas Ig devem admitir, por cons
trugao, os campos vetoriais Di como vetores de Killing. Similar-
mente, as métricas I admitem os campos vetoriais Ei como veto -
res de Killing.
. 3 P o - e

Para a variedade H® uma analise similar e valida. Na
proxima secgao construiremos explicitamente as bases de campos ve
toriais invariantes a esquerda e a direita, juntamente com as ba

. 3 3 . - .

ses de 1-formas associadas, sobre S” e H™ . Isto determinara, im-

plicitamente, as métricas compativels com estes grupos, que admi

tem um grupo de isometrias simplesmente transitivo.

1.3 - Novas CARTAS SOBRE 83 E Hs. REPRESENTACAO MATRICIAL DE (UA

TERNIGONS

= . <
As quatro coordenadas Cartesianas a" do espaco @uclidg
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4 . .
ano E constituem, naturalmente, uma carta sobre 0s grupos de
. 3 3 Ve - -+
Lie 8~ e H ,com a condicao de vinculo dada por N(a) = aa* = 1 ,
> U - = - . 3 ) -
onde a = a eu é um quatérnion esférico (para 8°) ou hiperboli
3 - ~
co (para H”). A vantagem desta carta & que as transformacoes fi-
nitas de grupo sio dadas em forma simples, através da multiplica
¢do de quatérnions. Entretanto, ela nao & apropriada para outros
fins, como para a expressido do tensor métrico, devido ao vinculo
- - -
aa* = 1. E portanto indispensavel, do ponto de vista pratico, a
. ~ 3 . -
introdugac de novas cartas sobre S3 e H”, nas quais somente tres
coordenadas aparecem, sendo a relagao aa* = 1 identicamente sa -
tisfeita.

3 3 & :
Pontos sobre 87 e H® em termos de coordenadas Gartesia

nas de Ed,séo dados pela relacao {1.1.6):

0,2 2

a2+ @"? - (ea®)? - (£adH? =1 (1.3.1)

. = 3
onde, para € = 1 esta relagao descreve o grupo S5 e, para & = 1,

descreve 2. A relacio (1.3.1) é identicamente satisfeita, se in

. 3 3 . .
troduzirmos sobre 8 e H” os seguintes sistemas de coordenadas ,

. ) 4
definidos em termos das coordenadas Cartesianas de E au:

aO = cosh %; cosX
a1 = cosh %g senX
(1.3.2)
a2 = -~ genh %; COsn
3 1 ex
a’ = o genh 5 senn ;
onde para € = i temos uma carta definida para 53 e, parae =1, ou

tra para H3.
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A tarefa de expressar os campos vetoriais Ei’ Di' Ei ]

D, nas coordenadas (X,n,r), através da substituicao direta de
(1.3.2) em (1.2.11), (1.2.12), (1.2.14) e (1.2.15), & penosa e
pouco pratica do ponto de vista metodologico da investigagao. Um
caminho mais simples pode ser tomado, adotando-se uma representa
¢do matricial para a algebra de gquatérnions esféricos e hiperbo-
licos, gue sera mostrada explicitamente a seguir. Com este méto-
do determinaremos diretamente bases de 1-formas invariantes a es
guerda e a direita, sobre S3 e H3, na carta definida por (1.3.2).

Na representacgao matricial gue adotaremos, cada quatéE
nion esférico ou hiperbolico estd associado a uma matriz 2x2 nao
singular. A operagao de grupo, antes expressa pela multiplicagao
de guatérnions, & agora dada pela operacgao de multiplicacao de
matrizes, sendo gue as matrizes de base sdo definidas de modo a
obedecerem as mesmas operacoes de algebra, definidas para quater
nions de base esféricos e hiperbdlicos. A norma de um guatérnion
& representada pelo determinante da matriz correspondente. Toma-

remos, particularmente, a seguinte representacao para quatérnions

de base:

—
]
o
——
i
—
O -
oy
-~
-
—
-
©
a——
—
Il
—_—
|
—_ O
—
~
-

(1.3.3)
. L0 -e > _ I-e 0
I(ez) _—{-E 0] ' r(e3) = { 0 E] -
Para € = i, estas matrizes satisfazem as operagoes de algebra de

finidas em (1.1.1a), para gquatérnions de base esféricos, constitu-
indo assim uma base para a representacdoc matriclal da algebra de
quatérnions esféricos. Para € = 1,as operacgtes de algebra (1.1.1b),

definidas para quatérnions de base hiperbélicos, sao satisfeitas,
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de modo que estas matrizes constituem, neste caso, uma base para

a representacdo matricial da algebra de quatérnions hiperbolicos.

Um quatérnion arbitrario sobre s ou ©l pode entao
ser representado matricialmente, em coordenadas Cartesianas at
de E4, por

A=) =r(a"e) =a're)
H H
ou
(a¥-¢a’ a -€a
A = ’ (1.3.4)
1 2 0
-a ' -ca a +ca

com a condicdo de vinculo
deta = (ao)2 + (a1)2 - (Ea2)2 - (€a3)2 = 1. (1.3.5)

3 . -

Nas cartas sobre S~ e H3 definidas por (1.3.2),como ja
afirmamos, a relacao (1.3.5) passa a ser uma identidade. A repre
sentagao matricial de um quatérnion arbitrario, neste sistema de

coordenadas, € entao dada por

cosh(er/%posx—senhler/Z)senn cosh (ex/2) senX—~senh (ex/2) cosn
(1.3.6)

—cosh{er/2) sen¥—senh (ex/2)cosn  cosh(€x/2)cosX+senh(€xr/2) senn

Em um grupo de matrizes, as 1-formas w = a7 'an e p -
= dAA_1, onde A & um elemento arbitrario do grupo, sao 1-formas
invariantes a esquerda e 3 direita, respectivamente.De fato, sen

do X um elemento fixo do grupo, translagdes a esquerda e a direi

ta sao dadas respectivamente por



fl

A=XA , A =
de modo que

® = (xA)71d(xa)

5 = d(ax) (ax) "

Flanders

(12)

Il
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AX ,
-1 ,=1 -1
AT'X '(%dA) = AT'dA = w , (1.3.7a)
-1 -1 -1
(dAX)X A = dA.A = p . (1.’%.71’))

mas invariantes a esquerda e a direita, respectivamente.

mostra que os elementos das matrizes w e p sao I-for

As 1-formas invariantes a esquerda e a direita sobre
83 e H3, podem entao ser obtidas das relacoes
-1 N
w =24 da = wlle.) , (1.3.8a)
-1 i
p = dAA =D F(ei) (1.3.8b)
Utilizando A dada por (1.3.6), obtemos
~(e/2)sen (X=n)dr cosh® (ex/2) dx+senh? (ex/2)dn
—(1/2)cos (X=n) senh{cr) (dX+dn) ~(/2)cos (x-N)dr—-(1/2) sen (X-")
senh (er) (dX+dn)
W
-cosh?(Er/2)dX-senh2(er/2)dn- (e/2)sen (X-N)dr+(1/2)cos (X="1)
- (£/2)cos (X-n)dr—(1/2) sen (x-n) xgenh (er) (dx+dn)
xsenh (ex) (dy+dn)
{(1.3.9)

'~ (£/2) sen (x+n) dr
+(1/2)cos (x+n) senh (£xr} (dx—dn)

—cosh2(Er/z)dx+senh2(€r/2)dn—
—~(&/2)cos {(x+n) dr—(1/2) sen (x+n)
xgenh (cx) (dX=dn)

coshztﬁr/2)dx—senh2(Er/2)dn—
~(&/2)cos (Xx+N)dr—(1/2}
xgen (X+N) senh (ex) (dX-dn)

(£/2)sen (X+N ) dr—
—{1/2) cos (x+n) senh {ex) (Ax—dn)

(1.3.10)



~-23-

Das relacgdes (1.3.8), utilizando a base de matrizes definida em

(1.3.3), obtemos entdo as bases de 1-formas invariantes a esquer

da {wl} e & direita {p’} sobre S° (e = i) e H> (e = 1):

{a) base de 1-formas invariantes a esquerda

coshz(er/Z)dx + senhz(er/Z)dn '

() =
w2 = (1/2)cos(x=n)dr + (1/2e)sen(x-n)senh(er) (dy+dn) ,
m3 = —(1/2)sen(x~n)dr+(1/2e)cos (x-n) senh(ex) (dx+dn} ,

{(1.3.11)

(b) base de 1-formas invariantes a direita

coshz(sr/2)dx—senh2(ar/Z)dn ,

p =
p2 = (1/2)cos (x+n)dr+(1/2¢) sen(x+n) senh (er) (dx-dn) ,
p3 = (1/2)sen (x+n)dr-(1/2¢) cos (x+n) senh (er) (dx-an)

{(1.3.12)

As 1-formas wl e p- constituem representagdes da alge
bra de Lie de 83 e H3,expressa por {(1.2.13) e (1.2.76). De fato,
sejam Xi geradores de um grupe de Lie. A algebra de Lie associa-

da a este grupo & caracterizada pelas relacdes de comutagao

[X; %51 = €y Xy , (1.3.13)

onde as quantidades Ckij = —iji sao denominadas constantes de

estrutura do grupo de Lie. Entao, se {0}} e uma base de 1-formas
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dual a base {Xi}, entdo a seguinte equacao & valida

ol Ao . (1.3.14)

i - . . (13) i .

onde do~ e a derivada exterior —  da 1-forma o e o simbolo

"A" denota produto exterior de 1-formas. A algebra de Lie de 83
3

e H”, em termos de 1-formas de base invariantes a esquerda ou a

direita, pode entao ser expressa por

dw1 = 2€2w2Am3 , dwz = ~2w3ﬂw1 . dw3 = *2w1hw3,
(1.3.15)
ou
dp1 = —262D2Ap3 ; dp2 = 203Ap1 , dp2 = 2p1Ap2

(1.3.16)
Os campos vetorials invariantes a esquerda e a direita

sobre S3 e H3, geradores de grupos de transformagdes de isometri

as, podem agora ser explicitamente determinados nas coordenadas

definidas em (1.3.2). Decompondo as 1-formas w' e pt em termos
das 1-formas da base de coordenadas (x1,x2,x3) = (x,n,r), obte -
mos

of = o axd ot - p(l)j dx? (1.3.17)

de modo que, de acordo com (1.3.11) e (1.3.12), as componentes
o (1) (*)

; e p(l)j formam as matrizes

(*)

Na nossa notacido matricial indices superiores referem-se a linhas e os in-
feriores a colunas.
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. coshz(er/2) 7 senhz(er/Z) 0
(w(l)j) = | (1/2e)sen (x-n) senh (er) {1/2€} sen (x-n) senh(cr) {1/2) cos (x-n)
{1/2€)cos (x-n) senh (ex) {(1/2€)cos (x-n) senh(ex) —~{1/2) sen{x-n)
(1.3.18)
rcosh2 {ex/2) —sen.h2 (ex/2) 0 )
(D(l)j} = | (1/2¢€) sen (x+n) senh(ex) ~{1/2¢)sen(x+1) senh{cxr) (1/2)cos (x+n)

~(1/2c)cos (X+N} senh(ex) {1/2e)cos (x+n) senh{er) (1/2) senf{x+n)

(1.3.19)

Campos vetoriais invariantes a esquerda Ei e a direita Di devenm

satisfazer as relagdes de dualidade

i

i i i
<w T ,BE.>» = &7, < D.> = &, 1.3.20
73 5 bRy J ( )
Em termos da base vetorial de coordenadas {B/Bxl} temos
_ ] J _ ] ]
Ei = w(i) 3/0x% , Di = p(i) a/9x . {(1.3.21)

de modo que as relagOes de dualidade podem ser escritas como

i (i) 1 k k
< > o= < d , A P >
W ,Ej w ;9% m(j) 3/ox
(1) k 1 k., (1) k(i
= W lw(j) <dx™,9/9x > = w ]{w(j) = 6 5
(1.3.22)
i i) Lk I k. (i) k i
<p ’Dj> = <p ldX ,p(l)B/EX > =D kp(j) = 6 j
(1.3.23)

As componentes w(i)j e p(i)j sao obtidas invertendo-se as ma -

trizes (1.3.18) e (1.3.19). Obtemos entao
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r 1 3 2asen(x—n)senh2(er/2) 2toos(x—n)senh2(ar/2) 3
senh (er) - senh {er)
(0 j) I 2€sen(x—n)cosh2(er/2) 2Ecos(x~n)cosh2(€r/2)
(i} senh (eT) senh (er)
0 2cos (x-n) ‘ —2sen (x~n}
{1.3.24)
1 2€sen(x¢n)scnh2(gr/2) 2€cos({+n)senh2(6r/2)
senh (cr) senh (er)
(o j) 1 2€sen(x+n)cosh2(€r/2) 2€cos(x+n)senh2(er/2)
(i) senh (er) senh(er)
L0 —-2cos {x+n) 2sen{y+n)
(1.3.25)

As bases de campos vetoriais invariantes a esquerda {Ei} e a di-
. 3 . 3 - -
reita {Ei}, sobre 8 (¢ = i) e H (¢ = 1), sao entao dadas res -

pectivamente por

E.l = B/Bx - B/Bn r
, 2esen (X=1n) 2 2
E, = 2cos{x-n}a/3r + senh (£T) ]}senh (ex/2) 9/ 9X+cosh (cr/z)a/a{! ,
E. = =2senftyx-n)e/or + 2€cos (x=n) usenhz(€r/2)8/3X+cosh2(€r/2)3/36}
3 senh (€r)
(1.3.26)
&
D = 3/3)( + a/an ’

2cos{X+N}3/9r + 2o zenti ]:Senhz(gr/2)3/ax + coshz(Er/Z)S/aaw /

=
I
[

2 senh (€1}
D, = 2sen{¥+n}a/sr + 2ccos {yx+n) senhz(ér/Z)B/BX N coshz(Er/Z)a/ag
3 senh (er)

(1.3.27)



capITULO 2

GEOMETRIAS DE ESPACO-TEMPO COM
ESTRUTURA TOPOLOGICA SSXR E HBXR

No capiltulo anterior caracterizamos 83 e H3 como gru -
pos de Lie e, sobre estes grupos, definimos sistemas de coordena
das e determinamos campos vetoriais invariantes a esquerda e a
direita. Neste capitulo introduziremos a Fisica. Definiremos va-
riedades de espago-tempo com métricas'ﬁorentzianas e com estrutu
ras topologicas S3XR e HBXR, isto &, o produto topoldgico da 3-
—~esferas e do 3-hiperboloide com a reta real. Os tensores metri
cos serao definidos de tal modo que as secgdes correspondentes as
subvariedades de estrutura topologica g3 ou H3 tenham carater es
pago-temporal. Isto, CcONO veremos, implicara em rotagao e
problemas globais de causalidade nestes espacos-tempos. Na ulti-

ma seccao comentaremos a respeito de possiveis fontes de curvatu

ra para estas geometrias.

2.1 - GrRUPDS DE LIE SBXR, H3xR E 0 TENSOR METRICO

vamos definir agora novos grupos de Lie, através do

3
produto direto(ll'lé) entre os grupos 3 e m e o grupo de
translacao de uma linha aberta R, que denotaremos respectivamen

te por S3XR e H3XR. Seja 3/3z o campo vetorial associado ao mo-
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vimento proprio em R, sendo dz sua 1-forma dual. Os grupos SBXR
e HOxR s3o entdo univocamente determinados pelas algebras  Lie
definidas pelo conjunto de vetores de base {Ei,a/az} ou {DiﬁVBZL
onde os campos E, e D, 530 geradores de translagoes a esquerda e
a direita,respectivamente, sobre S3 ou HB, sendo dados respecti-

vamente por (1.3.26) e (1.3.27). As algebras de Lie associadas a

estes grupos sdo entao dadas por (cf. (1.3.16), (1.3.15),(1.3.14)

(1.3.13)):
2

[E1,E2} = 2E3 ' [EB'E1] = 2E2 ’ [EZ'E3] = =-2¢ E1 R [Ei,a/az] = 0,

(2.1.1)
ou

2 .

[D1,D2] = —2D3 . [D3,D1] = —2D2 , [D2,D3] = 2¢ D1 , [Qfa/dﬂ =0,

(2.1.2)
onde, para € = i, (2.1.1) e (2.1.2} referem-se ao grupo SBXR e,
para € = 1, ao grupo HBXR. Alternativamente, estas algebras de

Lie podem ser representadas pelas 1-formas que compoem as bases
{ml,dz} ou {p”,dz}, duais as bases {Ei,a/az} e {Di,a/az}respecti

vamente, dadas por (1.3.11) e (1.3.12). Temos entao

2
me = ~2w2Am3 ' dw2 = ~2m3Aw1 ' dw3 = 2& mTAmz , d{dz) = 0 ,
(2.1.3}
2 2
dp1 = 2921\93 ’ dD2 = fa‘r:rz:'\aoT , do3 = -2¢ oTAp , dldz) = 0 '
(2.1.4)
onde para € = i esta algebra esta associada ao grupo SBXR e pa-
ra ¢ = 1 ao grupo HaxR.

Vamos agora definir métricas sobre as variedades. An -

tes disso, porem, definiremos variedades cujas secgoes z = const.
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correspondam nao exatamente a 3-esferas ou a 3-hiperboldides,mas

(14)

a 3-elipséides ou a 3-hiperboldides deformados —'. Para isso va

y
mos definir novas bases de 1-formas {GA} e {UA} (A = 0,1,2,3):

80 = ow ’ 81 = [Bw R 02 = Bm3 , 03 = dz . (2.1.5)
0 1 2 Y2 3 3
8 cap , ¥ oot ¥ e, ¥ a2, (2.1.6)
onde ¢ e B sao constantes. Por extensdo natural, referir-nos-
emos a 0% e ¥® como sendo T-formas invariantes 3 esquerda e a

direita, respectivamente. As algebras de Lie associadas as varie

dades SBXR (e = 1) e HBXR (e = 1) deformadas sao expressas por
0 200 .1,,2 1 2 ,2,.0 2 2¢% .0, .1
de” = - = 0 A9 , di = - = 87A0 , de” = - e A8 ’
2 Q
B
3
de = O r (2.1.7)
2
a8 = 22U, Q¥ S 20, o8 2 2 R0, a¥ o
B

(2.1.8)

Como tais deformacoes nao alteram a topologia dos gru-
pos SBXR e H3XR originariamente definidos, seguiremos nos refe-
rindo aos grupos definidos pelas algebras de Tie (2.1.7) ou
(2.1.8) por S°xR (¢ = i) e H°xR (& = 1).

Sejam {XA} e {§A} as bases de campos vetoriais  duais

- WA . .
as bases de 1-formas {OA} e (8%, respectivamente, ou seja,

A A Y A
< X = 6 g . {(2.1.9)

r\". . L] L]
e X , que denominaremos campos inva

Entao og campos vetoriais X, A
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riantes a esquerda e a direita, sobre g3 xr (¢ = 1) ou H™ xR
(e = 1), respectivamente,'dévem ser dados por
X =+ g X, = 4 E X, = + B X, = 3/3
0 S5 B ¢+ X T EBy o Ey =g By o Ay 7 S0
¥y -1 ¥ = L v Y -
Xy =Dy + X, =Dy, , Xy =gDy , X3 =2/9z,
(2.1.10)

onde os campos vetoriais B, e Di sao dados poxr (1.3.26) e (1.3.27),

respectivamente.
3 3 o o
Sobre os grupos S XR e H XR wvamos agora definir metxi
q
cas f,orentzianas, prescrevendo regras de produto escalar para os

A
campos vetorials XA e XA:

gE(XA,XB) = Nap 7 gD&A,S‘fB) = Nap ; (2.1.11)

onde 0 & o tensor de Minkowski: n = diag(+1,-1,-1,-1). As mé

AB AB —
tricas gp € 9p serdio denominadas métricas invariantes @ esquer
da e 3 direita, respectivamente, sobre SBXR ou H3XR. De acordo
com (2.1.9) estas metricas podem ser expressas por

Bo® = n &R0 (2.1.12)

= Napt 0 + 95 = aB

A partir de (1.3.11), (1.3.12), (2.1.5) e (2.1.6) pode
mos obter a forma explicita das 1-formas invariantes a esquerda

BA e a direita EA, definidas sobre S3XR ou H3XR:
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90 = a[coshz(er/2}dx + senh2(8r/2}dn] '

91 = B[(1/2)cos{Xx-n)dr + (1/2€)sen(X-n)senh (er) (dx+dn)] ,

, (2.1.13)
87 = -B[(1/2)sen(x-n)dr - (1/2e)cos(x-n)senh(er) (dx+dn)] ,

83 = dz ’

59 . a[cosh®(er/2)dy - senh®(er/2)dn]
31 = B[(1/2Ycos(x+n)dr + (1/2¢€¢)sen(y+n)senh{cer) (dx-dn)] ,

2 (2.1.14)
¥2 _ B[(1/2)sen(x+n)dr- (1/2¢)cos (x+n) senh (er) (dx-dn) ] ,

’53:(32
De (2.1.12) temos entao

A(r)dx2 + B(r)dn2 + C(r)dxdn - (82/4)dr2 - dz2 , (2.1.15a)

9g =
g, = Alr)ax’ + Blr)dn® - Clraxdn - (8%/4)ar® - az® , (2.1.15b)
onde
Alr) = azcosh4(€r/2) - (82/462)senh2(€r) ,
B(r) = o®senh’(er/2) - (82/4e?)senh®(er) (2.1.16)
Clr) = (1/2)(a2~62/€2)senh2(€r)

Com a definicao (2.1.9) de 9g © 9p estamos impondo que
as secgées z = const., correspondentes as hipersuperficies 83 e

3

H”, tém carater espaco-temporal, enguanto gue a linha z,corres -
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pondente 3 variedade R,tem carater espacial.

Consideremos agora as Simetrias destes espacos-tempos
de estrutura topologica SBXR e HBXR, dotados das métricas pseu-
do-Riemannianas I9p © 9p- Para encontrar os n' vetores de Kil

ling, associlados a 9 © Iy nao teremos necessidade de integrar

a equacao de Killing

L, g =0 . (a = 0,1,...,n")

pois quase todos eles ja estdo determinados pela construcao dos
espacos~tempos esféricos e hiperbbélicos. De acordo com o que fol
discutido na seccdo 1.2, a metrica Gy s dada por (2.1.5a), admi-
te os campos vetoriais invariantes a direita D, dados por
(1.3.27), como vetores de Killing. Por outro lado, a métrica
9p dada por (2.1.5b), admite os campos vetoriais invariantes a
esquerda Ei’ dados por (1.3.26), como vetores de Killing. Um
guarto vetor de Killing, associado aos grupos 83 e H3, linear -
mente independente de {Ei} e {Di}, pode ser escolhido como sen-
do 9/3x ou 3/3%n. Obviamente um quinto vetor de Killing & aque-
le associado com a variedade R, 3/9z. Resumindo, para os espa -
cos-tempos esféricos (e = i) e hiperbolicos (e = 1), temos em

geral:
(a) Vetores de Killing Associados a 9

K, = 3/
Rz = 3/9%n
K. = 2cos(y—n)a/or + 2¢sen (¥-n) [—Senhz(er/2)3/8X+cosh2(er/2)a/a ]

3 7 XN senh (erT) N '
R = —osen(xem 3/ar + 2560800 1 cenn? (ex/2) 3/5% + cosh® (ex/2) 3/8n]

g T TesSenixn * Tgenh (er) X by
K. = 3/3z . S (2.1.17)
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(b) Vetores de Killing Associados a 9p L
'R
Ny k 4,
K1 = 3/3X . m‘m,,m;:“ﬂ,/{’
kz = 3/9n ,
R, = -2c0s(x+n)3/3r + %e—senhn%)— [senh® (er/2) 3/8% + cosh® (ex/2)d/on]
_ 2gcos (x+n) 2 2
%4 = 2sen (xan) 3/3r + “ooR AL [senh® (ex/2)/0X + cosh®(ex/2) 0/,
K. = /32 . (2.1.18)
Portanto, os espagos-tempos esféricos e hiperbolicos

com topologias S3XR e H3XR, respectivamente, dotados de metri -
cas gp ou gD,dadas por (2.1.11),admitem em geral um grupo de mo-
vimentos G5, gque atua multiplamente transitivamente sobre as va-
riedades. Tais espagos—-tempos sao espac¢o-temporalmente homogéne
os, ja que G contém um subgrupo de transformagoes de isometrias
gue atua simplesmente transitivamente sobre as variedades. Con -
vém notar entretanto, que estes espac¢os nao possuem homogeneida
de espacial, ja gue neste Gg nao ha um subgrupo de transforma -
gcoes de isometrias que atue simplesmente transitivamente sobre
uma 3-superficie espacial.

As meétricas 9g € Ip- construidas a partir de 1-formas
invariantes a esquerda e & direita, respectivamente, sobre SBXR
ou HBXR, diferem no sistema de coordenadas (X,n,r,z), surpreenden
temente,sd por uma transformagdo impropria de coordenadas X * -X
oun +~ -n (cf. eg. (2.1.15)). Isto significa gue a questido con-
cernente ao fato de estes universos — associados a 9p © 9p — se-
rem ou nao fisicamente distintos entre si, pode ser tratada ana-
lisando-se a natureza destas inversoes. de coordenadas. Este as -

sunto serd tratado no Capitulo 3.
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2.2 - EspacoS-TEMPOS HIPERBOLICOS HBXR. UMA GEOMETRIA QUE ADMITE
UM GRUPO G DE MOVIMENTOS

As metricas 9p © gD,para 0s espagos-tempos hiperboli -
cos ,podem ser obtidas fazendo-se £ = 1 em (2.1.15)-(2.1.16) . Ob-

temos entio

A(r)dx2 + B(r)dn2 + C(r)dxdn—(82/4)dr2—d22 ,

gE =
(2.2.1a)
dp = A(r)dx2 + B(r)dn2 - C(r)dxdn—(82/4)dr2—dz2 '
(2.2.1b)
onde
A(r)=u2cosh4(r/2)~(62/4)senh2r ,
B{r) = azsenh4(r/2)—(B2/4)senh2r ’ (2.2.2)
C(r) = (1/2)(a2—82) senh’r

Entre os espagos-tempos . hiperbolicos caracterizados

- - . ~ 2 2
através de todos os possiveis valores dos parametros o e A7,

= . . . - . 2
hi um tipo particular com caracteristicas notaveis. Quando o =8

temos, de (2.2.2), C(r) = 0, de modo que a métrica resultante é

dada por

gg = 9p = g = (12[cosh2(r/2)dx2-senh2(r/2)dn2—~(1/4)dr2]—dz2
(2.2.3)

O nimero de simetrias neste caso particular fol aumentado. A mé-

trica (2.2.3) admite agora como vetores de Killing, simultanea -

v
mente, os campos vetoriais K, e Ki' dados por (2.1.13) e (2.1.14),

respectivamente. Tomando entre estes dois conjuntos os vetores
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que sdo linearmente independentes, obtemos os vetores de Killing

Yi assoclados a (2.2.3):

Y. = 3/3xX , Y2=8/8n ;

Y. = 2008 (y—n)d/or + 23200 con?(p/2) a8y + cosh? (£/2)3/5n1

3 serth r
_ 2cos (X-1) 2 2

Y4 = =2sen{xy-n)o/or + “eomh [-senh™ (x/2) 8/0x + cosh™{x/2)3/an] ,
Y. = —2cos{x+n)d/or + Zsen (x+1) [senh2(£/2)3/3x + coshz{r/Z)B/Bn]

5 senhr '
Y6 = 25enjx+n)8/8r + g%g%%%i!L [senhz(r/Z)B/BX + Coshz(r/2)8/3n] .
Y,7 = 98/3z . {2.2.4)
Portanto, os espacos-tempos hiperbolicos em que a? = 82, com me

trica dada por (2.2.3), admitem um grupo G7 de movimentos. A sec
cao z = const., €, neste caso, maximalmente simetrica, tendo a
estrutura de um grupo de Lie H3 ndo deformado. Este resultado foi
derivado independentemente e por outros métodos, por Teixeira

(24,25) (24)

et al e por Soares e Tiomno — .

2.3 - ESPACOS-TEMPOS HIPERBOLICOS. TOPOLOGIA E PROBLEMAS DE CAU-

SALIDADE

Examinaremos agora, <com relagdo aos espacos-tempos hi-
- ) - 3 - ,
perbdlicos, isto e, aqueles com estrutura global H"XR e metri-

cas dadas por {2.2.1)-(2.2.2), a estrutura topoldgica da secgao
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z = gonst., correspondente ao grupo H3. Este grupo pode ser repre
sentado, sem considerar agui deformacdes induzidas pelos parame-
tros a2 e 32, por um 3-hiperboloide imerso num espago ﬁpclideano
E4, conforme vimos no Capitulo 1, podendo ser definido, em ter-

mos de coordenadas Cartesianas de E4 por

A carta sobre HB,definida no Capitulo 1, & obtida fazendo-se € =1

em (1.3.2)
#]
a = cosh(r/2)cosX ,
a1 = cosh(r/2)senX '
2 (2.3.1)
a” = senh(r/2)cosn ,
‘ a3 = senh(r/2)senn ’
onde
- < 1 < ’ 0 = X,]’] = 2n
Consideremos agora as seccgoOes bidimensionals de H3. To
mando inicialmente a sec¢gao n = const. e escolhendo, por conve-

niéncia, n = 0, obtemos de (2.3.1):

aO = cosh(r/2)cosy¥ ,
a1 = cosh(r/2)senX ’
2 (2.3.2)
a“ = senh(r/2) ,
a3 = 0 '

de modo que a 2-superflcie correspondente a esta secc¢do & dada ,
&
. 4
e em termos de coordenadas‘@arte31anas de E°, segundo (1.1.6), por

)T - (a™)t o= 1 . (2.3.3)
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(2.3.3) representa os pontos da superficie de um 2-hiperboloide

de uma folha, como ilustra a Figura 2.3.1.

Figura 2.3.1 - jiperboldide de uma folha correspondente a secgao n = const.

deiﬁ.
rPara a seccao X = const., escolhendo X = 0, temos de
(2.3.1)
0
a = cosh{r/2) ,
a1 =0 ’
(2.3.4)
a2 = genh(r/2)cosn ’
3
a” = senh{r/2)senn '

de modo que a 2-superficie resultante, em termos de coordenadas

4 . , -
Cartesianas de E , e descrita pela relacgao

(ao)2 - (a2)2 - (a3)2 =1 . (2.3.5)

~ 4 o .
Esta equacldo descreve, em E , pontos da superficie de um 2-hi -

perboldide de duas folhas, como ilustrado na Figura 2.3.2.
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cosh T, |
ol

(f

Figura 2.3.2 — Hiperboldide de duas folhas correspondente a seccao X = const.
3

de H . L
'Q\fx‘ aF e
— Para examinar como a estrutura topoioti destas sec

¢des estd relacionada com problemas de causalidade nestes espa-
cos-tempos, tomemos a metrica I OU I sobre a variedade H3XR,
dada por (2.2.1)-(2.2.2).

, 2 2 2 2
Consideraremos separadamente os casos o > 8 , o < R,

2 2 - - - . .
a” = B7. Tambem, na analise que se segue, € suficiente conside -
rarmos somente as secgdes espaco-temporais correspondentes as va

riedades S3 e H3.

2.3,1 - 0 caso al > B2

{a) Secclo n = const. Neste caso teremos, para qual -

quer r £ 0,

Alr) = u2cosh4(r/2) - (82/4)senh2r >0 ., (2.3.6)

pois

tanh2(r/2) < &2/82
Portanto, em qualquer regido destes espacos-tempos (agueles para
os quais a desigualdade a2 > 82 & satisfeita) a linha coordenada

que é curva integral de 23/9y, € tipo tempo e fechada sobre o 2-hi
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perboloide de uma folha. Um observador que seguisse esta trajeto
ria chegaria, depois de um'tempo proprio finito, ao mesmo ponto
do espago-tempo do gual ele partiu, podendo influenciar seu pas-
sado.

Convém notar que, a um dado tensor métrico gue descre-
ve uma variedade de espacgo-tempo nﬁma vizinhanca finita de um da
do ponto, podemos associar diferentes estruturas globais(gé). 0
2-hiperboloide de uma folha e homeomorfo ao cilindro, o qual ,
por sua vez, pode ser desdobrado sobre o plano. Assim, em lugar
de tomarmos a topologia desta secgao como sendo a do 2-hiperbo -
l1oide de uma folha, podemos escolher outra tal gue os pontos
n+2nmT {n = 1,2,...) nao estejam mais identificados. Ou seja, po

demos evitar curvas tipo tempo nesta sec¢ao, se abrirmos o 2-hi-

perboldide.

{b) Seccao X = const. Aqui o carater (nulo, espaci-
al ou temporal) da linha coordenada definida por 8/9n, depende

da relacao entre r e u2/82, dada por

Bir) = uzsenh4(r/2) - (62/4)senh2r . {(2.3.7)

A situacdo pode ser resumida segundo a Tabela 2.3.1.

- 2, 2 2, 2
tanhz(r/z) > R /o < 82/a2 = B/
B(r) >0 <0 =0
/3 tipo tipo tipo

n tempo espaco nulo

Tabela 2.3.1 - Carater do campo vetorial 9/on  em

2 2
termos de ¥, com o > B,
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Assim, para aqueles valores de r tais que tanh2(r/2) > Bz/az, a
iinha coordenada definida ﬁér 3/3n sobre o hiperboldide de duas
folhas & tipo tempo fechada. O 2-hiperboloide de duas folhas so
& homeomorfo ao c¢ilindro pela exclusao de um ponto da varieda-
de(lé). Portanto, a desidentificagao dos pontos n+2nrt, sobre a

linha coordenada n , com o fim de evitar curvas tipo tempo fe -

chadas nesta secgao, & problematica.

2.3.2 - 0 cASO a® < p?

{a) Seccao n = const. O carater do vetor 9/9x agora

& dado pela funcgdo
Alr) = alcosh®(r/2) - (8%/4)senh’r (2.3.8)

cujo comportamento & dado pela Tabela 2.3.2.

— 3
tanhz(r/Z) < (y,z/B2 > /82 = &2/82
Alr) >0 <0 = 0
3/ax tipo tipo tipo

tempo espago nalo

Tabela 2.3.2 - Carater do campo vetorial 9/9X em

termos de r, com uz < Bz.

Portanto, aqui a linha coordenada definida por 3/9X, que & fecha.
da sobre o hiperboldéide de uma folha, & tipo tempo para uma da-
da regiao em r. O problema de causalidade pode aqui ser novamen

te evitado, abrindo-se o hiperboléide.A
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(b) Seccao X = const. Neste caso,o campo vetorial
3/9n tem carater espacial-para todo espago-tempo, ja gque para

gualguer r a seguinte desigualdade € valida:

tanh2(r/2) < BZ/OL2

ou seja,
B(r) = uzsenh4(r/2) - (82/4)Senh2r < 0 . (2.3.9)
2 2
2,33 -0 CASO o = B
{a) Seccdo n = const. O campo vetorial 3/3X,neste ca

so,& tipo tempo para todo o, pols para qualquer r temos

aAlr) = 0t2(cosh4(r/2)—(1/4)senh2r) = uzcoshz(r/2) > 0,
(2.3.10)

Novamente, abrindo © hiperboloide de uma folha evitamos as 1i -

nhas coordenadas X tipo tempo fechadas.

{b) Seccdo n = const. 0 vetor 3/3X & tipo espaco pa

ra qualguer valor do pardmetro o, ja que para qualquer r temos

Blr) = az[senh4(r/2)—(1/4)senh2r] = —u2senh2(r/2) < 0.

(2.3.70)

Assim, no caso dos espagos—-tempos hiperbdlicos, somen

) 2 2 . . \
te aqueles para as guais a desigualdade o £ B e satisfeita po
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dem ser tomados como sendo causals, nas secgoes X = const. e 11 o=
= const. Para isso, entretanto, como vimos, devemos "abrir" O
2-hiperboldide de uma folha correspondente a seccgdao n,z = const.

Caso mantivéssemos estritamente a topologia HBXR original, terig
mos gque admitir a existencia de curvas tipo-tempo fechadas, para

qualquer espago-tempo de classe hiperbolica.

2.4 - EsPACOS-TEMPOS ESFERICOSx. TOPOLOGIA E PROBLEMAS DE CAUSALL

DADE

Faremos aqui uma analise similar aquela feita na sec-

cao anterior, para os espacgos-tempos esfericos, isto &, aqueles
. 3 s . . -~

com topologia S xR e dotados de metricas invariantes a esquerda

Jp © a direita 95 dadas por (2.1.15)-(2.1.16), com € = i:

9y = F(r)dx24B(r)dn2+C (r)dxdn— (£2/4)dr°-dz?  (2.4.1a)

9, = A (r) aX2+B (r)dn’~C(r) dxdn- (8%/4)dr’-dz® , (2.4.1b)
onde

A(xr) = azcos4(r/2) - (82/4)sen2r '

B(r) = uzsen4(r/2) - (82/4)sen2r , (2.4.2)

Tlr) = -(1/2) (¢?48%) senr .

Neste caso, ao contrario do gue acontecia para o espa-

co-tempo hiperbélico, néo e possivel fazer-se C(r) = 0, de modo
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que g, = g-

Com relacdo a estes espacgos—-tempos, a hipersuperficie

correspondente a seccao z = const. pode ser representada, a me -
.. . - 2 2
nos da deformagao induzida pelos parametros o e BT, por uma
. 3 N . , ~ 4
—2% 3-esfera S5~ imersa no espacgo Epclldeano de gv- Timensoes E’.

- £ . 4 -
——» Em termos de coordenadas @arteSLanas de E, a“, essa 3-esfera e

definida pela relacgao

@h? s @h? . @hH? . @hH? o .

A forma explicita da carta sobre 83, definida no Capitulo 1, )

obtida fazendo-se € = i em (1.3.2). Temos entao

aO = cos(r/2)cosX '
a1 = cos(r/2)senX ;
2 (2.4.3)
a” = sen(r/2)cosn ’
3
a”~ = sen(r/2)senn .
onde
0 £ x/2 €27 , 0 £ X,n W
Tomando a seccgao n = const. de 53 e escolhendo n = 0,
temos de (2.4.3):
0
a = cos(r/2)cosX .
a1 = cos(r/2)senX .
5 (2.4.4)
a® = sen r/2 .
a3 = 0

Portanto, a 2-superficie correspondente a esta seccao € a super-



—4 4

ficie de uma 2-esfera, como aquela representada na Figura 2.4.17.

ya

aD

Figura 2.4.1 - Octante da superficie correspondente a secgac 1 = const.de s>,

A estrutura da secgao ¥ = const. € obviamente similar.
Examinaremos agora a relagao entre a estrutura topolo-
gica destas seccdes e problemas globais de causalidade sobre ©s

espagos—tempos esféricos. A analise aqui e mais simples do que

- _ , . - 2 2 2 2
aquela na secgao anterior, ja que os casos o > B, a < B e
2 -
u2 = B podem, neste caso, ser tratados de uma sO Vez.
(a) Seccdao n = const. Para determinar © carater de

campo vetorial 3/9x devemos analisar o comportamento da funcao

R(r) = olcost(r/2) - (B2/4)sen’r . (2.4.5)

Como

2cosZ(r/2) =1 + ¢os ¢ ;

podemos escrever (2.4.5) na seguinte forma

A(r) = (62/4) (1+cosr)—(8°/4) (1+cosr) (1-cosr) .

(2.4.06)

Obtemos entido os resultados mostrados na Tabela 2.4.1.
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1+cosr LB LB _&
1-cosr 2 2 T2
o o o
Alr) > 0 <0 =0
tipo tipo tipo
3/3X
tempo espago nulo

Tabela 2.4.1 ~ Carater do campo vetorial 3/3X em

termos de r.

Neste caso temos, portanto, uma regiao dada em termos de r, na
qual as linhas coordenadas fechadas sobre a 2-esfera, definidas

por 3/9X sao tipo tempe. Tal dominio de r, contém o ponto r = 0.

(b} Seccaoc ¥ = const. O carater do campo vetorial

3/3n é dado pela fungido Bir):
Bir) = o’sen®(z/2) - (8%/4)sen’r (2.4.7)
ou, usando a identidade

2
2sen {r/2} = l-cosr ,

Bir) = (u2/4)(1—cosr)2—(82/4}(1+cosr)(1—cosr) .
{(2.4.8)

Obtemos entao os resultados mostrados na Tabela 2.4.2,

1-cosr . & B 8
1+cosr 0t2 az OL2
B(r) > 0 < 0 =0
3/3 tipo tipo tipo
" temnpo espago nulo

Tabela 2.4.2 - Carater do campo vetorial 3/9n em

termos de r.
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Portanto, similarmente ao que ocorre para a outra secgao, exis -

tem curvas tipo-tempo fechadas sobre a 2-esfera definidas por
/31, para uma dada regiao em r. Tal regiao &€ finita e envolve
o ponto r = .

podemos entdo concluir que as variedades de espaco-tem

— "> po que tém topologia S3XR, equipadas com métricas 9 OU 9p¥ da -
——3 das por (2.4.1),admitem%curvas tipo tempo fechadas, definidas pe
los campos vetoriais 3/3X e 3/9n, para determinadas regides em r,

qualgquer que seja a relacao entre a2 e 82 (u2 > 62, a2 < 82, a2=

= 4.

2.5 - SI1sTEMA DE COORDENADAS CILINDRICO

Consideremos um novo sistema de coordenadas (t,¢,r,z )

—: gobre os espa¢os-tempos esféricos e hiperbdlicos, definidoﬁ\por

[\
oS

m
Vv

o g
H i
=3
i
»ﬂg
=
o+
5
>
1

(2.5.1)

= 1 estamos nos referindo a espagos-tempog

o]

onde novamente para
esfericos e para & = 1 a hiperbdlicos. Os novos parametros { e

m sao definidos em termos dos antigos o e B pelas relagdes:

2 2e
0 = S ,  m o= 2 . (2.5.2)
2 B
B
1 - . 2 .
Notemos que para a familia esférica, € = 1 em < 0, e para a hi
perbolica, € = 1 e m? > 0, sendo a guantidade Q sempre real.

Neste sistema de coordenadas, denominado cilindrico, a
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métrica Iy 1 dada por (2.1.15b)-(2.1.16), & escrita como
g, = [dt+H(T)dd]1° - D(T)2ap’—dri-az® (2.5.3)
onde
H(Y) = (49/m°)senh” (m¥/2) , D(E) = (1/m)senhmt .
(2.5.4)
A metrica Ipr dada por (2.1.15a)-(2.1.16}, naoc assume

no sistema coordenado (t,¢,r,z) definido por (2.5.1), uma forma
simples como aguela dada para g, em (2.5.3)-(2.5.4). Ou seja, Ip
e gy nao tém, neste sistema de coordenadas, uma forma simétrica
como aguela no sistema de coordenadas (x,n,r,z). Obviamente, uma
transformagao que leva a metrica Ip do sistema de coordenadas
(x,n,r,z) a um sistema de cocordenadas cilindricas, tal que ela
assuma uma forma idéntica a {2.5.3)-(2.5.4), e obtida a partir
de (2.5.1), somente substituindo-se n por -n ou X por -=X.

Os espacos-tempos localmente (numa vizinhancga finita
da variedade) caracterizados por uma métrica do tipo (2.5.3),sem
especificar as fungOes H(r) e DI(r), Sido conhecidas na literatu
ra como espacos-tempos tipo G8del., Quando H(r) e D{r) sio dados
poer (2.5.4),temos caracterizados os chamados espagos-tempos ti-
po G8del homogéneos (isto &, com homogeneidade espago-temporal),

(6,4)

obtidos por Reboucas e Tiomno . Nos, neste trabalho, determi
namos estes espagos-tempos como sendo homogéneos por construgao.
Por ocultro lado, Reboucas e Tiomno impuseram sobre a forma geral
da métrica tipo G8del dada por (2.5.3), gue ela deveria admi-
tir ﬁm grupc de isometrias atuandeo simplesmente transitivamente
sobre a variedade (gue significa homogeneidade espago-temporal).

Com isso eles mostraram que H(r) e D(Y) deveriam ter a forma da-

da por (2.5.4).
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A métrica correspondente & solucgido de deel(l) pode

ser reconhecida no sistema de coordenadas cilindrico, tomando-

-se 0 caso particular m2 = 292 em (2.5.3)-(2.5.4) ou, az = 282,
e =1em (2.1.15)-(2.1.16). Se assumirmos gque para £ = 1 { ou
m2 > 0) a estrutura topologica de nossas variedades e sempre
HBXR, entao o espago-tempo obtido fazendo-se a2 = 282 & somente

(1)

localmente isométrico aquele proposto originalmente por Gidel'—/,

ja que este adotou para seu modelo a topologia R4(ll’l§).

2.6 - FONTES DE CURVATURA

Alem de estarem relacionados a problemas globais de
causalidade, os par&metros az e 82 — mals exatamente a relacao
entre eles — determinam, através das equacdes de campo gravita-
cional, as possiveis fontes de curvatura compativeis com as geo
metrias dadas por (2.1.11)-{2.1.12).

O modelc com geometria tipo G8del mais simples é aque

le proposto originalmente por G&del em 1949, cuja metrica pode

ser obtida fazendo-se uz = 282, e =1 em (2.1.15)-(2.1.16) ou
n? = 292 em (2.5.3)-(2.5.4). Tal métrica & solucao para as eqgua
¢coes de Einstein com constante cosmologica A, tendo poeira co-

mo fonte de curvatura (ou fluido perfeito coerente, ja gque po-
demos definir p' = p+p e A' = A+kgp). Com relagao a isso ,

h(lg) provou em 1965 um teorema gue deel(l) enunciou sem

Ozsvat
prova, o gqual estabelece que a métrica por ele entao apresenta
da (solucidoc de G8del) e a metrica do universo estatico de

Einstein, sao as unicas solugoes espago-temporalmente homogene-—
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as das equacgdes de campo de Einstein (com constante cosmologica)
com materia incoerente e rotacao rigida (2 = 0 para a solugao
de Einstein, @ # 0 para a de G8del). Em relacgao as chamadas solu

¢oes tipo G8del, caracterizadas por (2.5.3), sem especificar as

fungdes H(r) e D(1), Bampi e Zordan(gg) mostraram que, supondo

que o tensor momentum-energia seja o de um fluido perfeito, to -

das as solucgoes resultantes sao isométricas a solucao de G8del.
Consideremos novamente os espacos-tempos esféricos e hi

perbolicos {ou tipo G8del espago-temporalmente homogéneos), carac

terizados pelas métricas (2.1.15)-(2.1.16). Para uz < 282 no ca-—
so hiperbdélico (e = 1) ({ou 0 £ m2 g 292 no sistema cilindrico),

e para qualquer relacdo entre o e B no caso esférico (¢ = i) (ou

2 - . ~
—o < m~ < 0), as classes de metricas correspondentes sao solu -

coes das equagOes de campo de Einstein e Einstein-Maxwell acopla

. . 2
‘dag, admitindo como fontes de curvatura poeira carregada(—l) ou

(EE'E).Rebougas

~ 2
estenderam o espectro de solugoes de —o < m2 < 28

(ou u® 2 282, € = 1) até -= < m® < 402, (ou 0 2 8%, € = 1) adi

poeira neutra mals um campo eletromagnético livre

e Tiomno(é)

cionando a poeira e campo eletromagnético, um campo escalar sem
massa, sendo que varias combinag¢des com estas fontes sao pos

2

o 2 2
siveils., Para o caso m~ = 487 (a” = B7), somente um campo escalar

puro & admissivel (Q,p,FAB:O),com constante cosmologica A nao nu
la.
(6)

Além disso, Rebougas e Tiomno — mostraram gue gual -

guer solugao tipo G&del das equagoes de Einstein

R~ = Rn = —«T, - An

AB 2 AB AB AB !

que admita fontes de curvatura com TAé'independente de coordena-—
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das, e espago-temporalmente homogénea.

Oliveira et al.(gé)

(27)

-Cartan "—

, ho contexto da teoria de Einstein

, estenderam o espectro das solugoes dos modelos tipo
G8del homogéneos para m2 > 492 (82 > uZ, e = 1). Como fonte eles
utilizaram fluido perfeito com spin em rotacdo rigida, com dis -

tribuicao de spin uniforme e paralela ao eixo de rotacao. Tais

modelos abrangem todas as solugoes tipo Gbdel espago-temporalmen

te homogéneas (-» < m2 < ),

Nos modelos tipo G8del homogéneos, o campo de velocida

des comovente com o fluido perfeito (quando ele estiver presen -

ot
8%

A este campo estao associados os seguintes parametros cinemati -

te), & dado nas coordenadas cilindricas (t,¢,r,z), por v

COS(EE)
a¥ = v¥ v' =0 , (2.5.1a)
K
0 =V . 0 ’ {(2.5.1b)
pv oo v) e 1 v
o] = h uh R Y - 3 9h = 0 , (2.5.1¢)
wo_ 1 _uaBy Ay P - ogH
w" o= 5 VuhB hY Vl:p = Q& 3 (2.5.14d)
onde aU & a aceleragao, 0 a expansao, OUU o tensor de cisalha -

mento, 0w o vetor de rotagao e v oo projetor no espag¢o de repou

50 local de V“:
n*v oo gty oo v . (2.5.2)

Portanto, as particulas do fluido perfeito estao em um movimento
geodésico com rotagao rigida constante de magnitude £, nestes mo

delos.



CAPITULO 3

TRANSFORMACOES DE PARIDADE SOBRE 0S LSPACOS-TEMPOS
EsrERICOS E HIPERBOLICOS, CAMPO DE NEUTRINOS

No capitulo anterior introduzimos sobre as varieda -

- . - . 3 . -
des esfericas (SBXR) e hiperbolicas (H xR) — definidas pelas al-
gebras de Lie (2.1.7) ou (2.1.8) —, uma estrutura &orentziana de
espago-tempo através das métricas 9g € 9p- Tais métricas foram

definidas de modo a satisfazerem as relagdes de produto escalar

Ny

onde os campos vetoriails %A e %A formam bases de campos vetori-
ais invariantes a esquerda e a direita, respectivamente, sendo
definidos por (2.1.10}).

Portanto, se tomarmos uma dada varledade (SBXR ou.}me,
com um determinado sistema de coordenadaé definido sobre ela, en
tio podemos definir sobre esta variedade, as metricas 9 © Iy o
construidas a partir de 1-formas invariantes a esquerda e a di -
reita, respectivamente. Tais métricas tém formas diferentes. Em
particular, nos sistemas coordenados definidos sobre 83 e H3 atra
vés de (1.3.2), elas diferem apenas no sinal do coeficiente do

termo cruzado C(r) das métricas, como € evidente de (2.1.15}) -

-{2.1.16) . Equivalentemente, podemos afirmar que as meétricas in-
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variantes a esquerda g, e a direita g, diferem entre si somente
por uma transformag¢ao imprépria n+-n ou x *-¥, de coordenadas.
No Ap€ndice B mostramos que 4s métricas invariantes a
esquerda Iy © a direita I estao associados universos cujos cam
pos de velocidades comoventes com o conteido material da fonte
{quando este estiver presente)y tém vorticidades opostas em tor-
no de z. De um ponto de vista de transformagées ativas, portan-
to, passar de um universo a outro € eguivalente a inverter a ro-
tacdo do universo. Tal operacac ativa de inversao,entretanto, no
contexto da gravitagéo classica, néo introduz universos fisica -
mente distintos entre si, desde gue para "voltar" bastaria a rea
lizacao de uma transformagéo passivan + -n (ou X > -¥) nas coordenadas.
Nosso objetivo neste Capitulo é mostrar que,quando te-
mos neutrinos acoplados com a geometria dos espacgos-—tempos esfé-
ricos e hiperbdlicos, a transformagéo ativa que leva 9p @ 9y e,
ou uma transformagéo gue liga dois universos fisicamente distin-
tos, ou uma transformacdo que € proibida sobre o universo. Consi

deraremos neutrinos porque estes,por terem um UGnico tipo de heli

\'/“!g oo o & L‘.a"”’ . 'T 4% \JQ’

s : Wt
' T ' ' - V3 i i . . B L S U W |
cidade, permitem uma definigao 1nvar1an§é\&@\cgnyqu®esieng;é es
querda" e "direita".

Inicialmente, faremos uma breve introducgao ao formalis
mo da equacgaco de Dirac no espago-tempoO Riemanniano. Em seguida,
aplicaremos especificamente este formalismo para o caso dos espa
cos-tempos esféricos e hiperbblicos com metricas g, e gy © exa-

minaremos o efeito das transformagdes ativas gue levam 9p @ Ip-

3.1 - FSPINORES E MATRIZES DE DIRAC NO ESPAGO-TEMPO RIEMANNIANO

Na tentativa de unificacao da teoria quéntica e da teo
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ria da gravitacao de Einstein, podemos ter em mente dois diferen
tes esquemas. Num primeiro, temos teorias gque guantizam o campo
gravitacional, introduzindo particulas (como o graviton) gue in-
teragem com os outros campos guantizados da natureza, de modo a
nao estarem em desacordo com os resultados previstos pela teoria
da relatividade geral classica. Alem das dificuldades tedricas e
logicas inerentes a estas teorias quanticas de campo, este esque
ma nao presta-se muito bem a calculos em sistemas astrofisicos ,
nos guais usualmente sao investigados fendmenos em escalas gue
sao varias ordens de grandeza maiores do que o comprimento de Planck.
Em tais escalas,o possivel comportamento guantico da gravitacao
nao se manifestaria.Um segundo esguema,gue e agui mais apropria-
do,consiste em quantizar somente o campo de matéria, mantendo a
descrigao classica do campo gravitacional atraves do tensor mé -
trico AN A interagdo entre campos de matéeria e gravitacgao e
entao descrita, nao através da adicao de novos termos a Lagrangi
ana do sistema material e seu campo gravitacional,mas pela modi-
ficagao das eguacoes de campo da materia, atraves de um acopla-
mento minimo com a gravitagado. Tomaremos este ponto de vista, e
abordaremos agqui a generalizagao da equagao de Dirac para um es-
pago—tempo\ﬁiemanniano,jé gue nosso objetivo € investigar nos es
pagos-tempos esféricos e hiperbdlicos,os efeitos de transformagoes
fisicas (ativas) gue levam universos com metricas g, @ universos
com métricas gy COW UM campo de neutrinos acoplado gravitacionalmente.
No espacgo-tempo de Minkowskil M4, 0s campes espinoriais
podem formar um espago base para todas as representacOes unita-
rias, irredutiveis do grupo de Poincarée, gue possam ter alguma
relevancia fisica. Isto sugere gue oS campos espinoriais possam

. . 4
ser o tipo mails geral de campos em M 'gue podem aparecer em uma
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teoria guantica especial-~relativisticamente covariante{ll). Par-
ticularmente, férmions em M4 podem ser descritos através de espi
nores com quatro componentes, os guais sao objetos do espaco ba-
se da representacao {(0,1/2) @ (1/2,0) do grupo de Lorentz
restrito(gg’ig).

A definicao da propriedade de transformagao de espino-
res sob asg isometrias de Lorentz, & essencial na definicdo de
campos espinoriais com M4. Entretanto, a atuacao do grupo de Lo-
rentz nao esta definida sobre um espago-tempo curvo como em M4,
de modo que esta propriedade caracteristica de campos espinori
ais nao pode ser transportada de um modo natural e direto para o
espago-tempo curvo(él}. Portantoe, devemos reformular a nogao de
campos espinoriais de tal modo gque ela se aplique a espagos-—tem-
pos curvos, mantendo-se a mesma para o caso de M7,

A proposta que aqui seguiremos, conhecida desde 1928
(32,33,34,35)

—='=~'==", com o intuito de generalizar a equacao de Dirac,

consiste basicaméente nos seguintesg pontos:

(a) - as componentes de um espinor sao consideradas como sendo

invariantes scob transformagoes de coordenadas na variedade;

A
2 (b) - tendo em vista que o espago-tempo tem estrutura local WMin-
kowskiana, toda a teoria de represgsentagoes do grupo de Lo-
rentz & transportada, independentemente, para cada ponto

da variledade.

Tal esquema de generalizacaoc €& realizado de modo mais

simples, utilizando-se o formalismo de tetradas scobre a varieda
8 4

de de eSpago~tempo(§~). Como no caso de M', podemos representar

um observador juntamente com seus instrumentos de medida em uin

evento X, em um espago-tempo curvo (M,g), por uma base local em



—-55.

%, formada por quatro vetores ortonormais {eA(x)|A=O,1,2,3}, sen

do denominada base de tetradas em x. Tal base, que tem componen-

[0}

©(a) “a/0x%), pode

{(x) na base de coordenadas (e, = e

tes A (A)

. )
» ser escolhida, tendo em vista o carater Minkowskiano local da va

riedade, de tal modo que

o o B B
3/9x ,e(B) ax’") -

deL@dxB

fl

gleyrep) = 945 (e a)

e B o . (3.1.1)

o
= 908%(a) < (B) AB

Portanto, associada a dois diferentes observadores O1 e 02 em X,

ha uma transformacao de Lorentz, definida por lAB(x), onde

A B

1 D(x)nABl F = "pp p {(3.1.2)
que rotaciona a tetrada em 01, {e(A)(x)], até a tetrada de 02,
{EA(X)} :

(x) »~ e (x) =

A A 1,5 (0 e (x) . (3.1.3)

Esta transformacio de Lorentz atua somente no espacgo tangente Vx
de um evento x arbitrario do espago-tempo, nao tendo qualquer re
lagao com a estrutura geométrica do espago-tempo. Uma basc local
de tetradas sobre uma variedade de espaco-tempo esta entdo defi-
nida a menos de uma transformag¢ao de Lorentz local, que pnde ser
realizada independentemente em cada ponto da variedade.
Portanto, na formulacao do conceito de espinores de Di
rac no espago-tempo curvo, a agao do grupo de Lorentz se da inde

pendentemente sobre o espago tangente a cada ponto da variedade.
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i
~3 Espinores de Dirac ¥(x) no espago-tempo Riemanniano
sao definidos como sendo objetos de 4 componentes definidos no

espago base da representagao (1/2,1/2) do grupo de Lorentz local,

gque sob transformacoes de Lorentz locais transformam-se como

Yix) = ¥'(x) = S[1L(x)]Y(x) ' (3.1.4a)
sendo que seu conjugado correspondente w(x) transforma-se como
Vi) » ¥ oo = YeasT el (3.1.4b)
onde S[l(x)] & uma matriz 4x4 associada com a matriz de Lorentz

1(x) na representacio (1/2,1/2), com a restrigao

det 5 = 1
Em termos de componentes espinoriais podemos reescrever (3.1.4)
como
P -0 = 8?0, (3.1.5a)
Y (x) > ¥ (x) = ¥ (x) (5T )P . (3.1.5b)
a a b a AR
De acordo com (a), definimos que, sob transformacoes
t L]
de coordenadas sobre a variedade %+ 1% s X" (x) , espinores

transformam—-se como escalares:

Prqx') = ¥(x) . (3.1.6)

A conexao fundamental entre espaco-tempo e spin e fei-
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ta atraves da definicgdo do campo de matrizes de Dirac Y“(x) sSo-

bre a variedade. Do ponto de vista do formalismo de espinores
numa base de tetradas, utilizando a base {e(A) = e(A;Ia/ax}, de
finimos este campo de matrizes, pela relacao
A
YH(X) = e )U {x)y ’ {u,A = 0,1,2,3) (3.1.7)

(A

A -~ . . \ -
onde Y sdo as matrizes constantes de Dirac, que satisfazem a re

lagao de anticomutagéo(gg’éé’gz)
B AB
YAY + YB'YA = 2n I . {3.1.8)
AB - . , - . . .
n & a matriz inversa de ”AB e I & a matriz identidade 4x4. De

acordo com a relacdo (3.1.8) estas matrizes constituem, na base

dos espinores de Dirac, uma representagao para a algebra de Clif

ford(ig) associada a métrica de Minkowskil nAB.
De (3.1.7) e (3.1.8) temos entdo
M v N L AB U A
v x)y T (x) + vy (x)y" () = 2n © () (x).e(B) (x)
ou
M)y ix) o+ vy k) = 26"V ix) , (3.1.9)

de modo que as matrizes yu(x) constituem, em cada ponte da vari
edade, na base dos espinores de Dirac, uma algebra de Clifford

. - . IgY
associada d metrica g o (x).

Sob rotacdes locais de Lorentz (cf. (3.1.4}), as matri

zes Yu(x) transformam—-se Ccomo

M) » v M%) = syt sT (x) ) (3.1.10)
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No nosso formalismo de tetradas, esta transformacao &

gerada dando-se a base de tetradas a rotacdo de Lorentz local
correspondente:
1 _ B u_A
YUY =l XY e gy Y ' (3.1.11)

de modo que de (3.1.10) temos

M _ B H A _ M B -1
y'U(x) = Ly (X)e(B) (x)y = S(X)e{B) (x)y~8  (x)
ou
L2 = stayPsT (3.1.12)
De (3.1.12), temos
sv® = 1. 8Ps . (3.1.13)
A
Tomando a Hermitiana conjugada desta expressao obtemos
B, A
{SYy )r = lAB(Y S)+
ou
(B Tst =1 BTt (3.1.14)
Utilizaremos daqui em diante a seguinte representagao para as
matrizes constantes de Dirac:
K 0 ok 0 I 0
Yo = K , v , (3.1.15)
- 0 0 -I;

onde 0k ik = 1,2,3) sdo as matrizes de Pauli:
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0 1 fo. —-i 1 0
g, = ;, O = o ;, 0. = . (3.1.16)
Vol 2 li 0 37 1o -1

(Y0)+ = YO (3.1.17)

1,2,3) ’ {(3.1.18)

-
I
|

-
-
I

de modo gue

1]

+ 0 A DO
(YA) =Y Y Y . (A 0,1,2,3) . {(3.1.19)

A expressao (3.1.14) pode entao ser escrita como

0 B O B .+ 0.B. O
YYYSJr:lASYYY

Multiplicando esta expressao a esquerda e a direita por Yo,temos

B 0_t_0 B 0O+ O_A
Yy 8y = lv s vy

Aplicando novamente (3.1.12), temos

B o.t 0 ! =1

0.+ 0. B
YYsy =7vySy8y

ou
!

B, 0t 0 0,t._0 B
Yy (y' 8 v s8) = (y S[Y S)y . {3.1.20)
Como as unicas matrizes gque comutam com todas as matrizes Yy & sao

maltiplas da identidade, devemos ter
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G-

0.1T_0
Y Sy 8 = bl . (3.1.21)

Como nos restringimos a transformacdes de lorentz locais propri

as e ortocronas, tomames b = 1(§£). Assim,

o,t_0 -

vosTy? =57t (3.1.22)

. . . - t+_0 T -

Esta expressdo implica que o espinor Y = ¥ y", onde V¥ e 0
h
Hermitiano conjugado de ¥ , transforma-se como um espinor conju
gado em (3.1.4b). Isto &, se

yr o= sy,
entao, de (3.1.22},

(W')TYO _ W+S+ 0 _ ly%YOS—1
ou

Fro- v~ (3.1.23)

que constitui a definicao de espinor conjugado a ¥ do ponto de
vista do formalismo de tetradas.
Sob transformacdes gerais de coordenadas sobre a vari

edade, as componentes e(Afl de uma base de tetradas transfor -

mam-se como vetores,

I
u A ox! v A
de modo gque
H
L]
VUL~ SRR (3.1.24)
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. R L
Ou seja, as matrizes YL(x) transformam-se como 4-vetores sob

transformag¢des gerais de coordenadas sobre a variedade.

3,2 - DERIVADA COVARIANTE DO ESPINOR

Sob uma rotacgao de Lorentz local da base de tetradas,

um espinor transforma-se de acordo com a lei definida em (3.1.4a),

Yix) >~ ¥'(x) = S[Li{x)]¥(x) , (3.2.1)

de modo que a derivada ordinaria do espinor transforma-se como

y! = (S¥) =8 Y + SY ' (3.2.2)
r 1 r U r Y r U
onde { ) y = 3/0x". Portanto, a derivada ordindria do espinor
r
no espacgo-tempo curvo nao se transforma como tal. Vamos entao

introduzir a derivada covariante do espinor através da relagédo

VY =¥ - I Y¥ ' {(3.2.3)
Oi ,CL .
S N A (3.2.4)
o . O o b

onde as matrizes Fa sdao denominadas conexoes espinoriais, de

modo que sob o grupo de transformacoes (3.2.1) a derivada cova-
riante ainda se transforme como um espinor. A conexao espinori-
al deve entido sofrer uma transformagdo tal que a seguinte rela-

cao seja satisfeita:

v'y' = svv¥ ‘ (3.2.5)
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ou

y' -7y =850y -TvVv) , (3.2.6)
O e 'O o

onde
y' o= 8Y
Expressando o lado direito da equagac (3.2.6) em termos de ye,

obtemos

~1

1?') -Tr S v']
r O 61

I

Sy -1 v) S[(s
(04

r

¥ - s 0Ls"' - sras‘1

yy! ’ (3.2.7)

de modo que a conexdo espinorial, sob uma rotagao da base local
de tetradas, deve transformar-se de acordo com a lei

ptvo=5 s ' wosrsTt (3.2.8)

ou, em termos de componentes espinoriais

rdd

o d: br()f.(s

I r (s ') 4 - (3.2.9)

Sob transformagoes gerais de coordenadas x - x' sobre a varieda

de, as conextes espincriais transformam-se como covetores

B
r'o= 2% o i (3.2.10)
o8 aXu(I B

Para determinar a expressaco da derivada covariante do
espinor conjugado V(x), notemos que a quantidade V(x)¥(x) =

= Wa(x)wa(x) deve transformar-se como um egscalar sob rotagoes

da tetrada, de modo que
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VG(WW) = (W?)'a . (3.2.11)

Aplicando a regra de Leibnitz para a derivada covariante Va, ob

temos de (3.2.11)

(VDY + ¥V Y =¥y + T v,

ou seija,

i
|
e

(v 1)y — 91 v
Q &

de modo que a derivada covariante do espinor conjugado V¥ & dada

por
VY =% + I {(3.2.12)
o , o o
ou
v VY =¥ + YT b . {(3.2.13)
o a a, o b o a
Se em lugar da base de coordenadas {a/axy}utilizarmos
uma bhase de tetradas {eA = e(A;Ja/axu} , as expressodoes (3.2.3)

e (3.2.12) assumirao respectivamente a forma

VAl = ep¥ - I, , (3.2.14)

VAW = eAﬁ + WA , (3.2.15)
onde

Ty = e(A)OL r (3.2.16)
[S3

v, = e, My ; (3.2.17)
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Assim, de acordo com as regras acima, podemos esten-
der a nocgao de derivada covariante para objetos com indices ten

. . . . Aa . -
soriais e espinoriais. Para um objeto B b(x) arbitrario,

VoB p T (B b),u PR b T ed® ot Fap® a -

(3.2.18)
onde kag & a conexac do espago-~tempo. Analogamente ao caso da
derivada covariante de um vetor, existe uma interpretacdo geome

trica para a derivada covariante de um espinor(ig'il).

3.3 - COEFICIENTES DE Fock-IVANENKO. EQUACAD DE DIRAC

Por hipotese, consideraremos agqui somente espagos-tem-
. £ . s
~=, POS CUrvos que sejam‘glemannlanos, de modo que a metrica deva

satisfazer a relacao

Vg = 0 - (3.3.1)
De (3.1.9) temos entao
vu(y“y“ P L I (3.3.2)

Uma condigao Suficiente(lg) para gque (3.3.2) seja sa-

tisfeita e dada por

P A \ (3.3.3)

A partir da condigao (3.3.3) podemos agora determinar uma forma

e
-3 explicita para as -conexoOes espinoriais no espago-tempo %iemann&



ano. De acordo com (3.2.18}, podemos escrever (3.3.3}) comno
Ha _ _ua L, Ba _ a _Jc ya c
Ve b =Y bttt Ta Y bt Y Ty 20
(3.3.4)
onde
H _ pH
et = Mg

sao os simbolos de Christoffel associados a métrica g do espaco

~tempo. Empregando (3.1.7},podemos reescrever {3.3.4) como

H +e

B, A A W
(A) ,a " (A) {aﬁ})Y = [Ty le( =0 . (3.3.5)

(e A)

Os coeficientes de rotacao de Ricci sao dados por

"y, (3.3.6)

D a_ (D) ( U B{
) T Bo

AC ) ¢ u C%m,e Y

de modo gue (3.3.5) tambem pode ser escrita como

e (xe(AJ I‘BCY - [F&'Y ]e(A) = 0 .
ou

B A B

- = .3.7

A (r,.v1 0 ' (3 }
onde

B . _{(c)y B

Mae = ¢ Wlac

. - . . A
Multiplicando a equag¢ao (3.3.7) a direita por Yg = Y Nap v obte-—

mos

B A

B
M — T = 3.3.8
TpngY ¥ YU vg * 3 0 . { )

o

onde utilizamos o fato de que
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ABC BAC
e
YAYA = 4 .
A solucdo para a equacgido (3.3.8) €& Gnica, a menos de

um vetor multiplo da matriz identidade, sendo dada por
P ow = r  YBB LA (3.3.9)
4 o ! o

onde 2% & um campo vetorial real arbitrario, que pode eventual-
mente incorporar um campo eletromagnetico externo, acoplado mini-
malmente com o campo ¥ . Como trataremos de neutrinos, cuja car-
ga eletrica e zero, podemos tomar A, = 0, de modo que a Conexao

espinorial fica sendo dada por

1 B_A
Iy = = 3% PBAuY Y (3.3.10)
. N o o
ou, numa base de tetradas {eA = €(a) a/9x"
.l 3 1 B A

As afinidades espinoriais expressas nesta forma sao denominadas
coeficientes‘de Fock-Ivanenko. Convém mencionar que esta forma
da afinidade espinorial é consequéncia da escolha da solugao da
equacdo (3.3.2) dada por (3.3.3). Tal escolha nao e tnica, sen-
do no entanto a mais simples no tratamento da interagao neutrino
-gravitacao - por exemplo, o tensor momentum-energia do campo de
Dirac em interacgao com a gravitacao tem para (3.3.3) a sua forma

da relatividade restrita, a menos da substituicao a/axOL - Va.



-67—

A equacao de birac € entao generalizada para o espago-
“l" ) .
— = —tempo %iemanniano, a partir de sua forma usual, através das subs

tituigdes

o/ox" » v, = a/ex” -1, y" = const. + yM(x) (3.3.12)

[iY”(x)Vu—m]‘i’(x) =0 , (3.3.13)
ou

[iy“(a/ax”-ru)-m]w =0 . (3.3.14)

Esta equagac de Dirac generalizada e portanto covariante sob
(i) rotacao da tetrada

vy > gy, y'osyfsTt I, > (ST +s u)s"T : (3.3.15)

(11) transformacac geral de coordenadas

¥ oy YU -+ (Bx’u/va)Yv , FU - (va/Bx'u)Fv

(3.3.16)
. (42)
Para o neutrino —', temos m = 0, de modo que a equa-
gao de birac torna-se
yHasax" - rp¥v =0, (3.3.17)
o o
ou, numa base de tetradas {e(A) afox"},
YA(e Hasex¥ - r )y =0 . (3.3.18)
(A) A

Apresentamos assim o formalismo essencial, gue repre -

senta uma proposta para descrigao da interagao entre férmions e
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o campo gravitacional, que sera utilizado na descrigao de neutri
nos nos espagos-~tempos esféricos e hiperbdlicos. Uma excelente
revisao sobre formalismos de descrigao de espinores em espacos
curvos, seguida de uma aplicagab ao caso de neutrinos,nos e dada

(42)

por Brill e Wheeler —/

3.4 - EQUACAO DE DIRAC PARA O NEUTRINO NOS ESPACOS-TEMPOS ESFERI
Co E HIPERBOLICO

Vamos agora aplicar o formalismo exposto nas secgoes
anterjiores para examinar a forma da equagao de Dirac para neutri
nos nos espagos-tempos esfericos e hilperbélicos, com metricas Ig
e gD dadas por (2.1.15)-(2.1.16). Reescrevendo-as de uma forma

unificada, temos

[uzcosh4(ar/2)—(62/452)senh2(er)]dx2 +

gle) =
+ [uzsenh4(er/2)—([32/4z-:2)senh2(ar)]dn2 +
+ e[(1/2) (a®=p%/e?) senh? (er) jaxdn- (82/4)dré-dz? , (3.4.1)
onde
gle=-1) = 9p ' gfe=1}) = I ’ {3.4.2)
sendo gue para £ = i estas metricas referem-se a espagos-—tempas

esféricos e, para €= 1, a espagos-tempos hiperbolicos.
No que se segue, vamos considerar regices dos espagos-—

-tempos esféricos e hiperbolicos tals gue as linhas coordenadas
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assocladas aos campos vetoriais 3/9X e 9/0n, tenham carater tem
poral e espacial, respectivamente.

Em lugar de utilizarmos para estes espacgos-tempos as
bases de 1-formas locais {0%) e‘{EA}, dadas por (2.1.5)-(2.1.6),
de modo que
ALB VAVE
tomaremos outra, {BA(e)}, gue contenha o parametro "e" de mo-

do mais simples (isto &, fora dos argumentos), tal gque

gle) = nAB’éAéB . (3.4.3)

Para isso, definimos um novo parametro A, e novas coordenadas

Xr ﬁ r

vo= (at-e28%y/8%  , X =8x ., o= 80, (3.4.4)

de modo que (3.4.1) torna-se

g = (Acoshz(er/2)+€2)cosh2(Er/Z)dfz4v[(A/ez)senhz(er/2)~1](1/62)

2

x semz(er/z)dﬁ2 ¥ (ex/z)senhz(er)did*ﬁ - (82/4)dr2~—dz (3.4.5)

Podemos entio escolher a seguinte base local de 1-formas,tal que

(3.4.3) seja satisfeita:

2.0
eisenh” (er) dan ,

~ l _
@O = \/€2+Acosh2(er/2) coshlsr/2)dy +

4\/62+kcosh2(er/2)Icosh(er/Z)
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1
1 Ve?ix senn(er/2)

' = dan
é/g§+hcosh2(er/2)
82 - (g/2) ar ,
6% - az . (3.4.6)

Esta base de tetradas também pode ser expressa em termos da ma-

triz (e(A)a), cujos componentes sao definidos pela relacao
of = e(A)udxa (3.4.7)
e pela escolha x = (X,n,r,z). Considerando o indice de tetra-

das como Indice de linhas e o de coordenadas como sendo o de co

lunas, obtemos de (3.4.6)

¢ ] 2 2
\/52+Acosh2(er/21 cosh(er/2) £ eAsenﬁ (ex) 0 0
4V%2+Acosh2(er/2) cosh(ex/2)
0 VeZia senh(er/2) ) 0 0
1
EVQ2+Acosh2(€r/2)
a'"
0 0 B/2 0
L 0 0 0 1

(3.4.8)

A base vetorial de tetradas {eA=e(A;la/axu},dual a base de t-for

/\A}

mas {07}, pode ser obtida a partir da relacao

<pBe. > = 5. B (3.4.9)

ou, em termos de componentes
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(B’ae(m“ = 5,% (3.4.10)
o . o, (pn) -1 .
de modo que e(A) forma a matriz (e(A) J = (e a) , ou seja,
' 3 -2
- 1 —£~ ek senh (er/2)cosh “ (ex/2) 0 0
- ] - - I
V@2+Acosh2(er/2)icosh(er/ZI 4V@2+-AVQE+Acoshz(er/2)
0 EVQZ+Acosh2(€r/2) . 0 0
a ‘VE:+1 genh (er/2) |
(e(A} ) =
0 0 2/8 0
\ 0 0 0 1

(3.4.11)

0Os coeficientes de rotacgao de Riccil FABC' naco nulos ,
I.D

1 - l" -
computados para estas tetradas sao dados, com ABC napt B Y

por

=e[2Acosh2(er/2)+€2]senh(er/2)
[rcosh® (er/2)+e27] Beosh (er/2)

020

—E(A+€2)cosh(er/2)
[Acoshz(ar/2)+€2]Bsenh(er/2)

121

ekVA+e2 coshz(er/Z)

[1+52Acosh2(sr/2)18

120

F102 = F021 = T ' (3.4.12)

sendo que as demais componentes estao determinadas atraves da




~72

e a : tissi ria I = - .
relagao de antissimetria IABC FBAC

Os coeficientes de Fock-Ivanenko ndo nulos, definidos

por (3.3.11), saoc entaoc dados na base de tetradas {e(A)a} por

o1 0 2 1 2
Fo = =3 WY v+ Tyopy ¥y'1
1 12 0 2
F1 = -5 [F121Y Yoo+ 1021y vl p (3.4.13)
1 10
Py = =3 Tygav v .

Em termos de fun¢bes de r, a{r), b(r) e c(r) definidas por

Pio2 = To21 = Tqgq = 2ealx),
Pose = 2Blr) (3.4.14)
r = 2c{r) ,

121

os coeficientes de Fock-Ivanenko (3.4.13) podem ser reescritos

como

Poo= byzYO + eEY2y1 ,

0

ry = EY2Y1 + ezyzyo , {(3.4.15})
— 0.1

I, = eay v P

onde utilizamos a propriedade das matrizes constantes de Dirac
(YO)2 = —(YK)2 = I, decorrente da relacgao de anticomutacgio
{3.1.8).

A expressao da equag¢doc de Dirac para o neutrino, numa

base de tetradas e dada por (3.3.18):

A 1 . _
Yile a2, = 0
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onde

>, = a/ax" <" = (¢, n,r,2)

Para este caso temos

2 2
81—F1)—Y (e(2) 82—F2) -

3 1y , (3.4.16)
ou seja,

0 = 0, 02 0 — 0, 0 2 1 1

Y Y = [(b/e(o) )Y YUy o+ e(a/e(o) )Y YTY - ¥ e /e(o) 80-

- vy e gy 18y + Gre g, Y IVEYT v e@re o, vy 0 -

0

2 2 0 — 0, 2 1 3 3 0
(e(z) /e(O) )82+e(a/e(0) )YTYTY -y (e(3) /e(o) )351¥ = 0.

-
(3.4.17)

Para facilitar a notacao, vamos definir as seguintes fungdes de

r:

0 1 2 0
L=eley /ey ) » m=eqy/eq o n=egpr/ey

q = 1/e(0) ] (3.4.18)

Multiplicando (3.4.17) por iyo, rearranjando as matrizes de Di-
rac de acordo com a propriedade de anticomutacao (3.1.8) e uti-

lizando (3.4.15), obtemos
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. 20 2 01. 01. .
i3 ¥ = ilby*y ~eay v _e1y y1a0~my Y181+CYOY2—HYOY232-qYOY333]T , (3.4.19)

onde as quantidades a, b, ¢, 1, m, n, g sao fungdoes somente de

r e nao contém o parametro

€

Como as métricas g(e) admitem os campos vetoriais
3/3X, 9/3n e 3z como vetores de Killing, podemos expressar o]
espinor ¥ em termos de modos globais invariantes(éi'éé) £, K e
Vot

Y(x,n,r,z) = ¢(r) e ToX gTHKN GTAVE , (3.4.20)

onde ¢ (r) € um espinor que depende sO de r. A equagao de Dirac

pode agora ser escrita como uma equacgao de autovalores:
2.0, 0 21, 0.3
Ep(r) = [y i(b-c+na/or) ~7y Y1(ElE+mK) -y Y1lea + ¥ ¥y qule(r) . (3.4.21)

pPor hipotese, X & uma coordenada temporal,n e z coordenadas es-
paciais. Podemos entdo interpretar £ como um modo invariante de
energia, sendo v e k modos de momentum. Portanto, o operador no
lado direito da equagdo (3.4.21) pode ser identificado como o)
operador Hamiltoniano do campo de neutrinos, tendo autovalores

£. Ou seja,
H = Y2Y0i(b—c+n3/ar)mY%’1(el€+mK)—Y2Y1iea + YOYqu . (3.4.22)

As matrizes de spin sao definidas por

RTVN Iv: Y SV B (i = 1,2,3) (3.4.23)

Na representagao (3.1.15)-(3.1.16), temos
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. . &) 0 5
A (_ . : (3.4.24)

com

. 2 :
-Y5 = 1Y0Y1Y YB = { - (3.4.25)

Os operadores de spin Zi sao geradores, no espago de
espinores de Dirac,de uma representagao das rotagoes em  torno
dos elxos espaciails determinados pelos vetores tipo espaco da
base de tetradas, atuando na parte independente do tempoc do es-
pinor de Dirac.

O operador gamiltoniano (3.4.22), escrito em termos

destes operadores de spin, assume a forma

H = -YSZzi{b—c+n8/8r)—Y521(el£+mK)+Y523(y5ea+qv) ' (3.4.26)
ou
H = YSE‘[H,! (-elg-mnﬁzi(-b+c—na/ar)+33(y5ea+q\))} , (3.4.27)
onde
E- et B = 0,000, By = (0,1,0) , By=(0,0,1).
(3.4.28)

Definindo o operador generalizado de momentum T por
o= 31(—elg—mK)+321(—b+c~n8/8r) + 33(Y5ea+qv) , (3.4.29)
podemos reescrever (3.4.27) como

H = 5.7 (3.4.30)

Como o operador YS comuta com H, podemos tomar autoestados de H
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que sejam simultaneamente autoestados YS. Ou seja,

He(r) = £¢(r) (3.4.31)

Cole) = Lo(x) (3.4.32)

com L2 = 1.
O operador . pode ser interpretado como sendo um
operador de "projeg¢ao" do spin sobre o momentum %, assocliado ao

neutrino. Como

Y olr) = Zé“ b{r) . (3.4.33)

o operador Y5 pode ser considerado um operador de helicidade
sendo a quantidade L um autovalor associado ao autoestado de he
licidade do neutrino. Portanto, os espinores

YL, E,c,v) = g(L)e tEK gmikn omivz , (3.4.34)

sdo autoestados de energia &£, momentum Kk, v, e helicidade L, pa

ra neutrinos nos espacos—-tempos esféricos ou hiperbdlicos.
Sejam Y¥(L,&{,k,v) autoestados gque descrevem um campo

de neutrinos em um espago-tempo esférico ou hiperbdlico ( para

regidoes em r e relagoes de (xz/B2 tais que X seja uma coordena

da temporal, e n uma espacial) que, no sistema de coordenadas
xH = (x,n,r,z),tem métrica na forma 95 (cf. (3.4.1)). A corres-
pondente equagao de Dirac para o neutrino é obtida  fazendo-se
e = -1 em (3.4.21). Ou seja,

i 0 2.1, 0.3
£ (L) = [Y2Yol(b—c+n3/3r)—Y Y1(—1£+mK)+Y Y1la+Y Y gvle (L) .

(3.4.35)



A

Consideremos agora as seguintes transformagoes "fisi-

cas" (ou ativas) sobre o sistema fisico constituido pelo espaco
—~-tempo com métrica g, Mals neutrinos:

. _
) da materia do universo;

{i) inversao da rotagéo(
{ii) inversao do momentum Kk, associado A coordenada n,dos neu-
trinos.

-

Q0 efeito da inversao da rotagac na equagao de Dirac (3.4.35) &
obtido fazendo-se e = +1 em (3.4.21), levando a metrica da for-
ma g a forma gg- Como e mostrado no Apéndice B, para um mesmo
sistema de coordenadas, I, € 9p descrevem universos com rota -

¢oes opostas. Por outro lado, o efeito da inversao de momentum

& obtido somente fazendo-se a substituigido K - —-x em (3.4.35) .

Depois destas transformacoes, a equacdo de Dirac assume a for
ma
2 0. .
Edp' (LY) = [¥v yol(b—c+n8/8r)+yoy1(~l£+mK)~Y2Y11a+YOY3qv]¢'(L') .
(3.4.36)
0O novo espinor ¢'(L') estd relacionado com ¢{L}), atra-

ves de uma transformacao de simetria no espaco base da represen
tagao {1/2,0) ® {0,1/2) do grupo de Lorentz local, determinada

por uma matriz constante nao-singular C:

o' (L") = C¢{L) . (3.4.37)

Substituindo (3.4.37) em {(3.4.36) obtemos

£ (L) = C—1[YZYOi(b—C+n3/ar)+YOY1(—lE+mK)—Y2Y1ia+YOY3qU]C¢(L) .
(3.4.38)

(%)

Rotagao associada a um referencial comovente com o fluido cosmologico
quando ele estiver presente.
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Portanto, comparando (3.4.38) com (3.4.35), vemos que a matriz

C deve ser tal que a seqguinte relagao seja satisfeita:

C_T[YZYOi(b—c+n8/8r} + Y0Y1(—li+mK) _ Y2Y1ia

+ v9v3qvic = v2y % (b-csna/or) = vOy ! (clEeme) s

2 .
+ Y Y1la + YOYqu . (3.4.39})
Uma solucao nao singular para esta equacao &€ dada por

C = . (3.4.40)

de modo que

PULY) = v ¢ (L) . (3.4.41)

. 5
Como Y1 anticomuta com vy , temos

VL) = Ly e(n)

-L . (3.4.42)

Cole@) = —nyle@ ., L

Portanto, as transformacoes fisicas que consistem em inverter a

rotacao da matéria do universo e inverter o momentum « (asso-

ciado a coordenada n) de neutrinos, invertem a helicidade des-
tes neutrinos, no sentido de que estados de neutrinos ¢ (L) sao
levados em estados de neutrinos ¢'(L') (cf. eqgs. (3.4.41)) de he

licidade oposta. Se num dado universo, esferico ou hiperbdlico,
admitirmos a existéncia de neutrinos com um tipo de helicidade
somente, entao,ap0s as transformacoes acima mencionadas, obte -

mos um outro universo em que neutrinos tém sua helicidade opos-—
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ta.

Por exemplo, consideremos um universo com métrica 95
no qual autcoestados WL assoclados aos neutrinos deste universo
satisfazem a condigao TL = (1/2)(1-Y5)T, sendo ¥ um espinor de
quatro componentes, solugao da equagao de Dirac para o neutrino,
de modo que Y5¥L = "WL {(helicidade negativa). Entao, no univer-
so antipoda, com vorticidade da matéria em relagdo a bUssola de
inércia e momentum Kk dos neutrinos invertidos, os autoestados
associados aos neutrinos, por sua vez, deverao ser dados por
WR = (1/2)(1+Y5)W , de modo a termos sempre YSWR = TR (helicida
de positiva). Entretanto, caso admitamos que neutrinos em gqual-
quer tipo de universo devam ter sempre o mesmo tipo de helici-
dade, para uma dada convengao, entao deveremos excluir estas
transformagdes fisicas nestes universos.

Mostramos assim que universos esfeéericos ou hiperboli-
cos, contendo neutrinos com métricas 9y © Ip- para o mesmo sis-—
tema de coordenadas, podem ser considerados fisicamente distin-
tos, pois a transformacgao considerada aqui, gue leva um a outro,
leva um estado de neutrinos a outro de helicidade oposta.

De um ponto de vista que nao leva em conta, nestes es
pagos-tempos, 0s processos de interacdo fraca, convém notar que
0os universos antipodas, com meétricas 9g © Ip nao diferem fisi-
camente entre si. Isto, porque neste contexto, transformages
ativas e passivas, gque relacionam Ig e gD, sao completamente
equivalentes. Ou seja, neste caso as operacgoes fisicas que con-
sistem em inverter a vorticidade da matéria do universo e inver
ter o momentum k dos neutrinos, levam um estado de universo a

outro, gue difere do original somente por uma transformacgao pas

siva n > -v — isto e, por uma mudanga de "rotulo". Uma situagao
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distinta ocorre gquando consideramos neutrinos acoplados dgravita
cicnalmente nestes universos; Para este caso, uma transformagao
passiva n » -n, por exemplo, somente muda convengdes como a da
definicao do sinal da helicidaderdos neutrinos, nac levando a
uma situacdo fisicamente distinta. TransformacOes ativas sobre
o universo com neutrinos, entretanto, como aguelas gue estamos
considerando agui, realmente relacionam estados fisicos de uni-
versos distintos. Tais btransformagbes, comOo vimos, efetivamente
invertem a helicidade dos neutrinos, na passagem de um univer-
so esférico ou hiperbolico com métrica g, & outro com metrica
gpr para O mesmo sistema de coordenadas.

Em regides dos espacos-tempos esféricos e hiperboli-
cos onde a coordenada x passa a ser espacial e n temporal, a
situacio & similar, com relacdo a troca de papéis entre X e 7
na equacgao de Dirac para o neutrino.

N

- . . _— 2 2
As métricas de classe hiperbolica com ¢ < 8 podem
ser solucbOes somente para as equacoes de Einsteianartan{gg) .
Neste caso, a analise precedente continua valida, ja que os coe

ficientes de Fock-Ivanenko, calculados no contexto da teoria de

Einstein-Cartan diferem dagueles dados por (3.4.10}), somen’ por

termos adicionais constantes nos coeficientes que multiplicam
: (*)

as matrizes .

(%)

Informagao particular fornecida por B. Donatilla.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, comegamos por definir espacos-tempos
ndo a partir da métrica, como usualmente, mas a partir de estru
turas topoloégicas globais, que foram caracterizadas como grupos

. de Lie. 86 posteriormente definimos métricas iorentzianas sobre
estes grupos. Mals precisamente, definimos os grupos de Lie
SBXR e HBXR, onde ©0s grupos 83 e H3 podiam ser sempre visua-
lizados como Sendo 3-esferas e 3-hiperboldides, respectivamen -
. z . 4 . =

~l. te, lmersos em um espago Euclldeano E’. Definimos entao famili
as de grupos S3XR e HBXR, deformando 83 e H3 continuamente
através de dois parametros, o e B . Sobre estes grupos construl
mos entdo as métricas invariantes a esquerda I e invariantes
a direita 9y as gquais formam famllias, com relacgdo aos parame -

tros o e B , de classes esférica e hiperbolica.
Esta maneira de definir estes espagos-tempos revelou
-se Gtil, porgque os grupos de isometrias gue atuam sobre as va-
riedades tornaram-se, por construgao, determinados. Ou seja ,
por construgao estes espacos-tempos, de classe esferica ou hi -
perbolica, ficaram caracterizados como sendo espacgo-temporalmen
te homogeneos, admitindo em geral um grupo G5 de movimentos. Em
particular, pudemos mostrar que,na classe hiperbdlica,é possi-
vel obter um espago-tempo gue admite um grupo G7 de movimentos,
sendo a secgao espago-temporal tridimensional, correspondente

ao subgrupo H3, maximalmente simétrica.

Qutra vantagem resultante deste processo de constru-

cio, decorreu do Ffato de que, desde o principio, estavamos assu
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mindo determinadas estruturas topologicas globais SBXR e HBXR
para og espagos-tempos. Problemas de causalidade global, associla
dos a existéncia de linhas coordenadas tipo tempo fechadas pude-
ram entdo ser facilmente examinadas. Isto, gracgas ao fato de que
as topologias assumidas forneciam um prévio conhecimento acerca
da natureza das coordenadas — em particular se estas eram ou nao
angulares. Assim, aproveitamos o fato de gque o 2-hiperboldide de
uma folha & naturalmente homeomorfo ao cilindro — o qual pode ser
desdobrado sobre © plano —, para desidentificar pontos sobre o
primeiro. Pudemos entdo evitar linhas tipo tempo fechadas nas cor
respondentes secgoes dos espagos-tempos hiperbdlicos, sem intro-
duzir singularidades. Por outro lado, consideramos nao ser possi
vel evitar curvas fechadas sobre um 2-hiperboloide de duas fo -
lhas, ja que cada uma destas folhas s6 & homeomorfa ao ¢ilindro
pela exclusio de um ponto. Similarmente, sobre um 2-elipsdide
dois.pontos deveriam ser excluidos. Utilizando estes criterios ,
concluimos de nossa analise que todos os espagos~tempos de clas-
se esférica apresentam problemas de causalidade global, associa-
dos i existéncia de curvas tipo tempo fechadas sobre as secgoes
de topologia s%. No caso da classe hiperbélica, conclulimos que
todns aqueles espag¢os~tempos para os dquais az > 82, tém proble -
mas de causalidade, associados a existéncia, em certas regides ,
de trajetdrias tipo tempo fechadas sobre as secgoes hiperboli -
cas de duas folhas. Quando o< Bz, pudemos evitar problemas de
causalidade, que s& ocorriam em n =const,desdobrando o 2-hiperbo-
10ide de uma folha em uma superficie homeomorfa ao plano Rz.

No sistema de coordenadas gue utilizamos,mostramos gue
as métricas invariantes a esquerda Ig e.é direita = diferem, em

termos de coordenadas, somente por transformacgoes improprias



~83-

X * -y cun *+ —n.

Em seguida, mostramos gque os espacos-tempos esfericos
e hiperbdlicos sao isométricos aos modelos tipo G8del, espaco -
-temporalmente homogeneos, dados pela métrica de Rebougas-
—TiOmno(E)

Na segunda parte deste trabalho, analisamos a questao
concernente ao fato de os universos com metricas 9y © 9pr Para
um mesmo sistema de coordenadas, serem ou nao fisicamente dis -
tinguiveis., Para um mesmo sistema de coordenadas, universos com
métricas 9 © 9y tém rotacoes de mesma magnitude e opostas, em
relagao ao campo de velocidades comovente com o fluido perfeito
(quando ele estiver presente). Assim, uma transformacao fisica
que leva um universo de métrica g, a outro de metrica gy foi de
determinada como sendo aguela que consiste em inverter a rota -
¢ao do universoc (o0 gue pode ser feito invertendo-se o© momentum
das particulas do fluido cosmologico, associado com a coordena-
da n, por exemplo).

Do ponto de vista puramente gravitacional, esta trans
formagao ativa de inversao da rotagao & equivalente a uma trans
formacao de coordenadas (passiva) n =+ -n (ou X » -¥), de modo
que,neste contexto,ndo ha diferencga fisica entre os dois univer
sos. Analisamos entdo o efeito desta transformacao ativa sobre
o mesmo universo, agora contendo neutrinos acoplados com a gra-
vitacdo. Especificamente, as operacoes ativas de transformacgao
consistiram, além da inversdo da rotacdo do universo,também da
inversao do momentum associado a coordenada espacial n {ou X) .
Verificamos entdo que tal transformacao leva estados de neutri
no em um universo a outros de helicidade oposta, no outro uni -

verso. Tal transformagao ativa, portanto, nao € equivalente a
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uma inversao n » - {ou X > -=X), gue & uma mera troca de conven
¢ao: neutrinos tém sua helicidade trocada para uma mesma conven

cao.

Admitindo gue num dadé universo, esférico ou hiperboli
co, neutrinos possuem somente um tipo de helicidade, entao pode-
mos concluir gue os universos com métricas I9p € 9y relaciona-
dos pelas transformacoes ativas mencionadas, sao fisicamenuad;g

tintos, pois ambos contém neutrinos que tém helicidades opostas.



APENDICE A

UM MopELO COSMOLOGICO COM
GEOMETRIA HIPERBOLICA INOMOGENEA

Para estender o trabalho de construcao de metricas re
alizado no Capitulo 2, consideraremos neste Apendice um espaco-
~-tempo de topologia H3XR (hiperbolico}, caracterizado pelo se -

guinte tensor métrico

g = o2 (w282 @) (D) %+ w2 = az® (A.1)

onde o & uma constante real, B{(z) uma fungao real de z duas ve-

zes diferenciavel e as 1-formas w® (i = 1,2,3) sao dadas por

(1.3.11), com ¢ 1, ou seja,

cosh2(r/2)dX+senh2(r/2)dn

£
1

(1/2)cos (x-n)dr+ (1/2)sen(x-n) senhr (dX+dnj

£
i

~(1/2)cos(X-n)dr+ (1/2)cos (X~n) senhr (dx+dn)
(A.2)

=
[}

Determinaremos a Unica possivel forma de g(z), atra-
vés das equacoes de campo de Einstein, impondo gue as fontes de
curvatura da geometria (A.1) consistam de um fluido perfeito ,
distribuido inomogeneamente ao longo de z (p = plz)), mais um

eventual campo eletromagnético livre de cargas, dirigido ao lon



go do eixo coordenado z. LEste modelo generaliza Soarestié).
Tomaremos as eqdagées de Einstein na sSeguinte forma
numa base de coordenadas:
G =R, - +Rg = kT -Ag (A.3)
IR IR 2 TR IRV I8Y )

com « > 0. O tensor momentum-energia Tpv e resultado da contribu
(F)

icao do tensor momentum-energia do fluido perfeito, Tuv e da-
- (EM)
quele do campo eletromagnetico Tuv :
() - {EM)
TU\) = lUV + PUV (p.4)
Para o fluido perfeito temos
v P oy v ~p(g vV } (A.5)
U - Howv gu\) WV 4 -
onde P € a pressao termostatica, p = p(z) a densidade prépria do

R
fluido e Vi gpvv um camp¢ de velocidades do fluido. O ten -
sor momentum-energia do campo eletromagnetico e dado por
(EM) aB B8

oL
Ty = (1/4) g, \FogF - g F Foo (A.6)

onde © tensor Fuv deve satisfazer as equacgoes de Einstein-Maxwel:

FOLB‘B . ju ) (A.72)

F[uB o] 0 ’ (A.7b}

O - .
sendo que j € o vetor de corrente e os colchetes denotam antis-

simetrizacao total.
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Numa base local de tetradas {XA = e(qfxau}, as expres

soces (A.3), (A.5) e (A.6) assumem,respectivamente,a forma

GAB = RAB 5 RHAB = KTAB - AnAB ' (A.8)

. YL osv v - p(n v V.) (A.9)

AB A B AB A B ’ -
(EM) 1 ) cp

Ton = 7 MapFepf - NP Fn - (A.10)

As equagdes de Einstein-Maxwell (A.7), projetadas nesta base sao

dadas por

Fopg + P g v F igg = ' (A.11)
E
Faslep * 2Feret amp = ° ’ (A.12)
onde
\ Q 2] uo
FABIC = (fuBe(A)e(B) );}_l e(c) =
= o 8 1
- (FaBe(A) € (B) ),u & . (A.13)

Para o espago-tempo descrito por (A.1) podemos esco-

lher a base local de tetradas GA = e(ALxdxa, tal que g:nABeAGB
dada por

0 1 2 2

8 = aw = acosh{r/2)d¥x + asenh” (r/2)dn ,

1 2 _ B B

0 = plz)lw = 5 cos(X—n)dr-r2 sen{X-n)senhr (dx+dn) ,

2 3 3 B

8 = Bl{z)w” = - 5 sen(X—n)dr-r§~cos(Xwn)senhr(dX+dn),

0° - dz . 5 (A.14)
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Tomando x" = (x,n,r,z), as componentes e(I\)OL sio dadas pela ma
triz
aCoshz-g asenhz %l ) o
(e(A) - (B/2)sen{¥=n)senhr  {B/2)sen(x-n)senhr  (B/2)cos(x-n) 0
o (B/2)cos (y-n)senhr  (B/2)cos(x-n)senhr  —(B/2) sen(x-n) 0
0 . ; 1

{A.15)

Os coeficientes de rotacdo de Ricci sao dados por

A _ o ) o g A P G B
Mpe = 7 46 S = ~WVgledxili ey @) -
(A.16)
onde
{A) o A
e ae(B) = & B , (A.17)

de modo que na base local definida por (A.15), temos os elementos

nac nulos dados por

r -2 _ r - _ B
120 @ T 2 : 131 ° 7 B '
I - 2 T _ BT {A.18)
012 7 2 ’ 239 = TR ¢
201 = Torz '

onde B' denota derivada de B em relacao a z.

Para obtermos o tensor momento-energia do campo eletro

(EM)
AB

equacgSdes de Einstein-Maxwell (A.11) e (A.12) sejam satisfeitas.Ad

- . AB
magnetico T , devemos antes determinar F de modo que as

mitiremos, por hipétese, gue os campos elétrico e magnético tém

componentes nidc-nulas na base de tetradas dadas por



-89..

i
I

03 Ef{z) ’ (a.19a)

F Hiz) ‘ {A.19b)

I

21

de modo que estes campos estac dirigidos ao longo da linha coor
denada =z,

Notando que
F - F e Y =T (A.20)
aB|3 T *aB,a ©(3) T "aB,3 ’ .

vemos que em (A.11}) somente a componente A = 0 contribui:

03 o0 g12,p0 27,01 503 p2 L0304 (A.21)

ou, utilizando (A.18) e (A.19),

1
g' - 2%y, 2805 - o (A.22)
2 B
B
onde
E' = dE/dz .
como FAB e antissimétrico, (A.12) pode ser escrita co
mo

E E .
S L I L R

1

2
3 as|c* Fec|a*Feals) * 5 IF

EC

}l = 0 . (A.23)

Tomando A = 1, B = 2, C = 3, temos
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1 1 0 0 1 1 2 2
3 Fra,3 + 3 g (I pml g ) o T gy =T g 45 (I53=175,) = 0
(A.24)
[@]0 ]
. o B
H + 2E ""i - 2H —E— = 0 - (A.25)

B

A solugdo geral para o sistema de equagoes formado por
(A.22) e (A.25).e dada por
H - - 2 sen(2z) , (A.26)

B2

E - l% cos (2%) , (A.27)
g

onde A & uma constante e z & definido por

dz = %5 dz . (A.28)

O tensor momentum—energia do campo eletromagnético assume en -

tdo a forma

(%) diag(+1,+1,+1,=-1) . (A.29)

Vamos tomar o campo de velocidades associado ao flui-
do como sendo aquele dado, na base de tetradas (A.14), por VA =
= ¢ 0° supondo que para o fluido seja valida uma equagdo de es

tado do tipo p = Ap, onde » & uma constante,entdo em relagao ao

referencial comovente, (A.9) pode ser escrita como

(F) 0 .0 0 0

Tap p8 8 = Aolnpg = 6738 g0

I

ou

0

(F) : 0 -
p(A+1) 6748 g = ApPNap . (A.30)

AB

[
il
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Portanto,

AB AB * *AB

0l
O
.
+
-—
s
o
g
8

) diag(+1,+1,+1,=1) . (A.31)

0 tensor de Einstein,determinado a partir dos coefici-
entes de rotacao de Ricci (A.18), tem as seguintes componentes nao

nulas

\S]

2
26" (B") 4 la
G = + e ’ (A.32a)
00 g o2 52 5
G =q. =Bl _ 2 (A.32b)
11 22 B X ! :
2 2
_ (Y 4o
Gyy = o = 5 b Ty (A.32¢)

B B B

As equacdes de Einstein (A.3),portanto,assumen a forma

" 1 2 2 ,.2
B B B B
n 2 2
_EB_HEE= ..K;\p_%KAtl + A (2.33b)
B B

6% 4 o 1 kA’
- _w—2—+——@=——}<)\p+—2- 7t A (A.33c)

B & B B

Para integrar este sistema de eguagoes,notemos que (A.33b) pode

ser esgcrita como

'y 2 2 2
(B _ 1 (kA 2y _ AR,

) = —KP\DBB'- (A.34)




Mas, de (A.33c) temos

2
(81 1 KA 2 AB <Ap 2
- - 5 ( 5= - @ b} - i - 5~ B . (An.35)
2B
Inserindo (A.35) em (A.34} temos
4 (- B0y o Lcopss (A.36)
dz 2 .
ou, supondo A constante,
A
2 p%pt + kAPBRY = <ApBB' (A.37)
o que implica, quando A # 0, em p' = 0 ou p = const. Inserindo as
equacdes (A.33b) e (A.33c) em (A.33a),obtemos
2 2
4 KA —4q
B TAsep (3aeT) ' (A.38)

de modo que B & constante, recaindo no resultado obtido por Re -
boucas—Tiomno(E);para modelos tipo G8del espago-temporalmente ho
mogeneos .

Para encontrar uma solucdo naoc homogénea, devemos entao
considerar o fluido como sendo incoerente (A = 0}. De (A.34) te-
mos agora

2 2
(B'}) - —= (K‘g - OLZ) - -J-,-\-%-- = C . . (AL39)

onde C & uma constante de integracgao. Comparando (A.39) comn (A.35)
constatamos que C = 2. Podemos obter a relacao entre plz) e B(z)

fazendo A = 0 em (A.38}):
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Kp = ;% (4u2 - KA2) + 2A . (A.40)

B

Para encontrar B(z) explicitamente, devemos integrar

(A.39) (com C = 2):

dB, 2 _ 1 2 kA 2
(EE) = - 4 + Ej (o™ -~ 5 ) - AB ' (A.41)
ou
z2 - 2z, = t [ ds . (A.42)
0 J 5 i
/-4 e a? 2 KRy pp?
2 2
B
Definindo uma nova variavel y = p2, (A.42} torna-se

z -z =+ 1 dy , (A.43)

ST R
\Ac&z-E%—) - 4y—Ay2

onde z, & uma constante de integracgado.
A forma do resultado desta integral depende das cons -
tantes o, A e A(ééj. vVamos entao considerar os casos A < 0,A >0,

. ~ 2 ,
A= 0, examinar se resultam ou nao em B (z) > 0 e se satisfa

zem a condicao pl(z) 2 0 (condigdaoc de energia fraca).

A.1T - 0 Caso A < O

Definindo com relag¢ao ac integrando em (A.43}),

-4 (A.44)

consideraremos separadamente os casos A > 0, A < 0, A = 0.



(a) A > 0. Temos entao

2
gz = 1 arscnh (-AB"-2) , (A.45)

0
2/=A ] '
\/-A(u2 - K? ) -4

2 . : -
Para gue tenhamos £~ > 0, combinamos as duas solugoes para z con

venientemente a uma condic¢ao inicial g dada. Assim,

8% -

2

I 7 il
%lF%A(a2-KA ) -4 senh[(z_zo)z/:m—2 , (A.46)

onde

N
I
N
1
<

Entretanto, como 82 nao tem limite superior, vemos de (A.40) que

a condicdao de energia & violada a partir de um determinado valor

de Z_ZO.

(b) A < 0. Temos entao

2
Ze-7 . = 1 arcosh ~Af =2 . (A.47)

0
2/-N 2 '
\/i(az - Kg ) +4

Para que tenhamos 3~ > 0 ,

. 2 \
p? - % L- \/A(az -~ *‘g ) + 4 cosllt(z_zo)z/:W]-2 . (A.48)
Novamente, a condigdo de energia aqui & violada (cf.(A.40)) a

partir de um determinado valor de Z-Zg



c¢) A = 0. Temos agora
2
2 KA 4
Q—Ts-—K r (A
e
7z, = + —— In [-20B%-4] . (A.
2vV—-R

Combinando convenientemente as duas solu¢does para z, obtemos

“2V-h(z=-2.)
82 B [:% e 0 + %] , (A.

com z—z0 z 0, de modo gue temos 82(2) limitada ao intervalo

2
2h

de modo que Bz(z) > 0. Também a condicao de energia kp 2 0 e
tisfeita para todo 2=27 > 0. De fato, substituindo (A.49)

(A.40) obtemos

1 16

2
Kp = —f (- — + «A") + 2A , (A,

3 A

8% (2) ¢ (- 2,- 2] (A.

.49)

50)

51)

52)

sa—

em

53)

de modo que quando 82 atinge seu maximo —5/2A,em_z=zo, kp € ain-

da positive, sendo dado por

Kp = = %% A Y kAT (

A.2 - O Casc A > 0

Temos entao, quando A <0 ,

17 > 0 . (A.

54)



- 96~

r e
z-z4 = 1M arsent =08 i) | , (A.55)
2V/h ' '1/A(u2 - E%“) + 4
de modo que
B // 2 !
82 - _ 1 1f\ A(az..KA ) +4 sen (z-z,.)2/K1+2 (A.56)
I} 2 0 4
ou 82 < 0, Quando A > 0 ou A = 0, nao temos solugdes reais para

(An.43).

A.3 - 0 Caso A =0

A integral (n.43) e entao dada por

-z = 4 % J dy . , (A.57)
b/ 2 KA2
(o -5 )—4y
ou seja,
2 1
1 2 KA 2
z-zy = g v/(u - 3 ) - 48 . {A.58)
Temos entdo
2 1, 2  kA? 2
B™ = g (0™ - —=-) - 4(z—z0) ; (AR.59)

de modo gque 82 < 0, a partir de determinado valor de (z—zO).
Portanto, a métrica dada por (A.1) e uma solucgao fisi-
camente compativel com as equa¢oes de Einstein {(A.3), se o flui-

do for incoerente (P = 0), se A < 0, e se a relagaoco (A.49},



for satisfeita.
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A distribuicdo de matéria e dada por (A.53):

2
kplz) = 41 {~ lj\?- + KAT)Y + 2A ,
B (z)
2 52 o o A1 A
A2 Sl
{A.60)

sendo 2, uma constante de integracgac escolhida de modo que
z-2 =z 0,

E interessante observar que, como 82 esta limitado en-
tre —Z/A{z—zo= w} e —5/2A(zuzo = 0), teremos sempre

2

2 4 KA 2

B (z) Ay W s (A.61)
Portanto, a estrutura causal das seccgoes X = const. e n =
= const. deste espago-tempo é aquela que foi analisada na sub -
secgao 2.2.1, de modo que o campo vetorial 3/3n mu-
da de cardter a partir de um raio critico rc(z), dado por {cf.
Tab. 2.3.1)

2. 2
tanh®(z_/2) = 8°(z)/a° (A.62)



APENDICE B

ROTACAC NOS UNIVERSOS ESFERICOS E HIPERBOLICOS

Neste Apéndice,determinaremos, relativamente as geome-
trias dos espagos-tempos esféricos e hiperbdlicos, dadas por
(2.1.15)—-(2.1.16), a vorticidade associada ac campo de velocida
des que € comovente com o fluido perfeito que gera a curvatura ,
guando este estiver presente.

Tomaremos para as métricas esféricas e hiperbolicas,in
variantes a esquerda Ip © invariantes a direita Iy bases de te-

tradas ortonormais que teém a forma

90 = a[coshz(gr/2)dx+e senh2(€r/2)dn] R

81 = Rl{1/2)cos(x—en)dr+{1/2¢c)senher sen{X-en) (dx+ednll,

82 = Bl-(1/2)sen{x-en)dr+(1/2¢c)senhercos(x~en) (dx+edn)l,

0° = dz (B. 1)
sendo ¢ e B constantes reais. Para ¢ = i,estas 1-formas estao de
finidas sobre SBXR e, para £ = 1, sobre H3xR; gquando e = 1, te -
mos 1-formas invariantes a esquerda e, quando e =-1, 1-formas a

direita. Qu seja,

A B
9 = Mapb @ (e=1) , g, = nya8 0 (e=-1) : (B.2)
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Os coeficientes de rotacao de Riceci nao nulos, calcula

dos na base local (B.1), séb dados por
2 o
T = eg -
0 r
201 B2
- - 2 o
[102 = —ec 5 . (B.3)
B
2« 2
Fopo = ele I o)

A rotacao associada a um campo de velocidades, dado em

relacdo a uma base coordenada {xM} yslela Vu, & expressa atraveés

do tensor de rotacgao uv(g'gg):
w =h HFh Ay , (B.4)
i lo. "B B
onde

e os colchetes indicam antissimetrizacao nos indices. Numa base

de tetradas, (B.4) pode ser escrita como

_ Hy A o B
uas = Py Pe1l” Vi S Sm) . (B.6)

o referencial gque e comovente com o fluido perfeito, quan
do este estiver presente, para espagos-—tempos esféricos e hiper-

bolicos, &€ dade em relag¢dao a base de tetradas (B.1) por

v = e vH - R i (B.7)

Em relacao a este campo de velocidades, (B.6) pode ser escrita
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como(zg)
2w = ~T + F. + T 50 - T 60 (B.8)
AB OAB OBA OAO B OBO ™ A ’ -
Utilizande (B.3), temos de (B.8)
2 o
w12 = ---UJ21 = -2 *[;)’"2“ . (B.g)

O vetor de rotagao, que numa base de coordenadas & definido por

T _ 1 aBot
w =N waBVp ’ {(B.10)
A A
assume na base (B.1), para V = § 0 a forma
A 1 _ABC
W o=z € Whe (B.11)
Para Wap dado por (B.9) temos
3 2
wh o= —eet =, (B.12)
B
ou seja,
2 2 .
' = (0,0,0,-ec%a/B%) . (B.13)
Isto mostra que os espagos—-tempos descritos pox I
(e = 1) e 95 (e = -1), de classe esférica (c=i) ou hiperbdlica

{e=1), definidos para um dado sistema de coordenadas (X,Nn,r,z),
podem ser interpretados como universos com rotagoes opostas. Ou
seja, ©s campos de velocidade da matéria que gera curvatura ’
quando esta estiver presente, tém vorticidades opostas nos uni -

Versos gp € gp, NO Mesmo sistema de coordenadas.



(1)
(2)
(3)
(4)

(5)
(6)
(7)

(3)

(9)

(10)

(11)

(12)
(13)

(14)

(15)
(16)

(17)

~101-

REFERENCIAS

GHdel, K. - Rev. Mod. Phys., 21, 447(1949).
Lanczos, K. - Zeits. Phys., 21, 73(1924).
Maitra, S§.C. - J. Math. Phys., 7, 1025(i966).

Calvao, M.0., "Geodesicas em Universos do Tipo de GBdel'".

Tese de Mestrado, CBPF, 1985.
Schlleking, E.; Oszvath I. - Ann. Phys., 55, 166(1969).
Reboucas, M.J.; Tiomno, J. - Phys. Rev., D19, 1850(1983).

Spivak, M. - "A Comprehensive Introduction to Differenti

al Geometry", Vol. 1, Publish Perisch, Inc. Boston(1970).

Ryan Jr., M.P.; Shepley, L.C. - "Homogeneous Relativistic

Cosmologies", Princeton University Press (1975).
Soares, I.D., "Notas de Aula", CBPF (1984).

Schutz, B.F., "Geometrical Methods of Mathematical Phy -

sics", Cambridge University Press (1980).

Wald, R.M., "General Relativity", The University of Chica
go Press (1984).

Flanders, H., "Differential Forms", Academic Press (1963).

Soares, 1.D., — "Calculo de Formas Diferenciais e Equa-
cao de Dirac em Espagos Curvos'", em "II Escola de Cosmo-
logia e Gravitacao do CBPF", Vol. I, p. 477, M. Novello
(ed.) (1980).

Assad, M.J.D. - "Modelos Cosmologicos Anisotropicos Bian
chi VII1/IX com Matéria e Campo Eletromagnético'". Tese de

Mestrado, CBPF (1980).
Cohn, P.M. - "Lie Groups", Cambridge University Press(1957).

Borisovich, Y.; Bliznyakov, N.; Izrailevich, Y.; Fomenko,
T. - "Introduction to Topology" (Trad. 0. Efimov) MIR Pu-
blishers (1985).

Hawking, S5.W.; Ellis G.F.R - "The Large Scale Structure of

Space-Time", Cambridge University Press (1973.



(18)
(19)
(20)
(21)
(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
(33)

(34)

(35)

-102-

Stein, H. — Phil., Sci., 37, 589 (1970).
Ozsvath, I. - J. Math. Phys., 6, 590 (1965).
Bampi, F.; Zordan, C. - Gen. Rel. Grav., 9,393 (1978).

Banerjee A.; Banerji, § _ J. Phys., A1,188(1918).

Novello, M.; Reboucas, M.J. - Phys. Rev., D28,1251(1983).

Geroch, R.; Horowitz, G.T. - "Global Structure of Space-
times" em Hawking, S.W. - Israel, W. (eds.) - General Re
lativity: An Einstein Centenary Survey, Cambridge Univer

sity Press (1979).

0
Teixeira, A.F.F.; Reboucgas, M.J.; Aman, J.E. -~ Phys. Rev,
D32, 3309 (1985).

Reboucas, M.J.; Teixeira, A.F.F. - Notas de Fisica do CBPF,
NFO6/86 (1986).
Oliveira, J.D.; Teixeira, A.F.¥.; Tiomno,J. - Notas de Fi

sica do CBPF, NFO02/86 (1986).

Schweber, $.$. - "An Introduction to Relativistic Quantum

Field Theory", Harper & Row, John Weatherhill Inc.{(1966).

Novello, M. - "Cosmologia Relativistica", em "II Escola de
Cosmologia e Gravitag¢ao do CBPF", vol. I, p. 201, M. Novel
lo (ed.) (1980).

Sakurai, J.J. - "Advaunced Quantum Mechanics", Addison-Wes

ley Pub. Co. (1967).

Lopes, J.L. - "Lectures oun Relativistic Wave Equations" ,
Monografia - Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas - Fa-

culdade Nacional de Filosofia, Rio de Janeiro (1962).

Cartan, E. - "The Theory of Spinors", The MIT Press, Cam-

bridge Massachusets (1966).

Tetrode, H. - Z. Phys. 50, 336 (1928).
Fock, V.3 Ivanenko, D. - Z. Phys. 57, 261 (1929).
Schr8dinger, E. - Sitzber. Preuss. Akad. Wiss., Physik-

Math. Kl., 105 (1932).

Bargmann, V. - Sitzber. Preuss. Akad. Wiss., Physik-Math.
Kl., 346(1932).



(40)
(41)
(42)
(43)

(44)

(46)

-103-

Lopes, J.L. - "Introduccidon a la Electrodinamica Cuankbti-

ca", Editorial Trillas, Mexico (1977).

Bjorken, J.D.; Drell, 5.D. - "Relativistic Quantum Mecha

nics", McGraw-Hill Ine. (1964).

Dirac, P.A.M. - "Recent Developments in General Relativi

ty", Pergamon Press, N.Y. (1962), p. 191.

Amaral, C.M. do - '"Quateérnions e Espagos-Tempos Riemanni

anos e Nao Riemannianos'" - CBPF - Tese de Doutorade (1971).

Weyl, H. - Proc. Natl. Acad, Sci. (VU,5.)15,323(1929).

Jhangiani V. - Found. Phys. 7, 111(1975).
Brill, D.R.; Wheeler, J.A, - Rev. Mod. Phys.,29,465(1957).
Gibbons, G.W. - Comm. Math., Phys.,44,245(1975).

Henneaux,M. - Gen. Rel. Grav, 12,137(1980).
Soares, 1.D. - J, Math, Phys.,gl(3),521(1980).

Capellen, W. M.zur - "Integraltafeln",Springer-Verlag(1959).
P &



“SIMETRIAS, PROBLEMAS DE CAUSALIDADE E NEUTRINOS
EM UNIVERSOS ANTIPODAS”

FERNANDO DEEKE SASSE

Tese de Mestrado apresentada no Centro Bra
sileiro de Pesquisas Fisicas do Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnologico, fazendo parte da Banca Exami-

nadora os seguintes professores:

—
- ] R —— A T
V2 W t/l—r——lfu--wt iy A L.,_.L‘-:‘“_::._i_‘-__‘-
ivano Damiao Soares - Presidente

C'manfmma,. do Quonss,

Carl Marj Xg$: Amaral

PaEEi‘Lo A:lb i eteller Sotomayor

rj;%:’ TR ‘ .. L )
“Jayme Tiomno -~ Suplente

[}

Rio de Janeiro, 06 de outubro de 19386



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112

