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RESUMO

Na primeira parte fazZemos uma abordagem em Relatividade Espe-
cial das teorias termodinamicas para processos reversiveis e irre-
versiveis num meio continuo. Tratamos inicialmente do formalismo
referente as configuragdes de equilibrio e, depois, as de nao-equi-
librio. Nesta Ultima destaca-se a descricac feita com a hipotese
do equilibrio local e aguela sem a hipotese do equili%rio local (texr
modinamica causal). Na Ultima parte rediscutimos as teorias apre-
sentadas quando campos gravitacionais se fazem presentes.

Em seguida analisamos termodinamicamente um modelo gue pode
ser entendido como sendo uma nebulosa em contragac apresentando pro
cessos dissipativos identificados por fluxo de calor e viscosldade
volumar. Este modelo a representado por uma métrica conformalmente
plana. Inicialmente, calculamos gquantidades tais como temperatura,
pressao, entropia e produgao de entropla dentro de um formalismo
termodinamico que admite a hipétese do equilibrio local. Em segui-
da, a mesma analise é realizada dentro do quadro de uma termodinami-
ca causal (estendida), que parte do estabelecimento de uma entropia
local de nao equilibrio.

Na terceira e ultima parte investigamos possiveis modelos cos
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molégicos homogéneos e isotrdpicos com viscosidade volumar. Nesses
modelos levamos en consideragd@o a nova equagac fenomenoldgica para
viscosidade volumar proveniente da termodinamica causal. 0Os mode-
los encontrados possuem segao espacial plana (k=0) e alguns nao pPos
suem singularidade. Sao verificadas as condigdes de energia e a se
guir calcul#tse a produgao de entropia para os modelos fisicamente

razoaveis.
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Convencoes

Os indices gregos variam de 0 a 3 e os latinos de 1 a 3.
A métrica do espago-tempo de Minkowski (Relatividade Espe

cial) sera representado por:

op

m = dlag (+1.r ""'l.r ""]-r ""l)
Na presenca de campos gravitacionais, © espago-tempo sera
Riemanniano cuja métrica gaB(X) tera assinatura (+, -, -, -).
0 campo de velocidades tipo-tempo Ua(x) sera normalizado

por UaUaz 1.
O tensor de projec¢dc no espago perpendicular a uMi(x) & defi
nido por
R*F = %P g%k,

e que satisfaz as seguintes propriedades:

noPn A = pPA
(64

Qualquer campo vetorial A”(x) pode ser escrito como:

AV x) = al(x) + Al(x)
sendo A%, (x) = (A.OLUOL)UU sua parte temporal, paralela a U“(x), e
af (x) = n"¢ t ial dicul uH(x)
1 X) = h Ayl{x) a sua parte espacial, perpendicular a x) .

Para um campo tensorial de 28 ordem AaB(X)' temos:



Ayglx) = AU UG + |Aa8|_L + AIaUB + A'BUd
onde A = AuvU“U“

|AaB[L = Dgyhgy A (%)

A'a = haPAURUA

A“B = hBuAAuUA

A derivada covariante de um campo vetorial Au(x) é dada por

il _ L Hu uooo
Alw,(x) = A ,v(x) + IO A (x)
u
onde a' (x) = 2a_(x)
PV 35

A derivada covariante do campo vetorial Au(x) ao longo da 1i

. . - o -
nha de universo cuja tangente em cada ponto e U (x), €& dada por:

u

AV =AM v x)

As equagdes de Einstein sao dadas por:

R L SR T L L
onde A € a constante cosmologica, R = r% e
PV HoLY
o B o o
R Buv A" = A wypny T A nyny

que sdo o tensor de Riccil e o tensor de curvatura, respectivamente.
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INTRODUCAO

ApOs o advento da Teoria da Relatividade Especial, tentativas
foram feitas no sentido de adaptar a Termodinamica ao Principio de
Relatividade (especial). Objetivava-se, entao, a procura de leis
de transformacao para quantidades termodinamicas (entropia, tempera
tura, etc) com relacac a referenciais de Lorentz em movimento rela-
tivo e de posslveis correcoes nas duas leis da termodinamica, tal
gqual ocorreu em mecanica newtoniana. E interessante assinalar gque
essas investigac¢Oes a época (por volta de 1907 a 1913) tinham ape-
nas um carater formal, pois nao se imaginava um sistema fisico exis
tente na natureza que fosse denso ou gquente o suficiente de mcdo a
necessitar de um tratamento relativista de termodinamica. Entretan
to, apOs a descoberta da densidade da estrela acompanhante de Siri-
us, que é de aproximadamente 50.000 g/cm’, o estudo em termodinami-
ca relativista ganhou a devida importancia como uma teoria que pu-
desse ser aplicavel a uma situacac fisica real.

Posteriormente, fol mostrado gue as duas leis da termodinamica
nao necessitavam de modificac¢des, engquanto que as leis da transfor-
macao das grandezas termodinémicaé, tals como guantidade de calor e
temperatura, tiveram versoes distintas de acordo com os trabalhos
de Planck (1909) e Ott (1963).

Nas primeiras décadas do século XX, a termodinamica de proces
so0s reversivels era bem estabelecida ao contrario de ‘uma teoria
termodinamica para processos irreversiveis ou dissipativos.* Entdao,

a nivel nao relativista, Onsager (1931) publicou um trabalho no

* Na verdade, podemos considerar a termodinamica de processos irreversiveis co-
mo sendo uma teoria de campo macroscopica, onde as variaveis termodinamicas,
sao funcoes da posigao e do tempo.



gual estabelece as "relacoes reciprocas" gue envolvem os coeficien
tes gue ocorrem nas leis fenomenologicas lineares. E o acabamento
de uma teoria consistente de processos irreversiveis em situacgdes
nao muito distante do equilibrio foi alcancado gragas aos traba-
lhos de Meixner (1940) e Prigogine (1947).

A primeira teoria termodinamica relativista para processos
irreversiveis num meio continuo deve-se a Carl Eckart (1940). Em
seu trabalho foi explicitada a forma do tensor momento-energlia pa-
ra um fluido cujos processos dissipativos sao identificados por
fluxo de calor e viscosidade. Foram obtidas equagdes fenomenolsgi
cas relativistas para os fluxos dissipativos (fluxo de calor e vis
cosidade) . Destacamos a equagao fenomenoldgica do fluxo de calor,
onde se observa a presenca de um termo sem analogo classico oriun-
do da inércia do calor. Foi explicitado também o quadri-vetor flu
X0 de entropia e a produgao de entropia. Mais tarde, foi mostrado
que a descricao dada por Eckart nido era uUnica, uma vez gue a esco-
lha de uma Unica gquadri-velocidade hidrodinamica (como no equili-
brio) para fluidos dissipativos é ambigua. A nova descricio se de
ve a Landau e Lifschitz (1959) e & completamente idéntica a . de
Eckart em situa¢des que nao se desviam muito do equilibrio termodi
namico.

Nas teorias de Landau-~-Lifschitz e Eckart € valida a hipotese
do equilibrio local. A hipdtese do equilibrio local vai estabele-
cer que a equagao de Gibbs, que é definida para estados de equili-
brio, permanece valida localmente. Consequentemente, as definicoes
locais de temperatura, pressao e potencial gquimico (para o caso da
existéncia de mais de uma espécie guimica no fluido) permanecem i-
nalteradas. A grande dificuldade apresentada por essas teorias &

a predigao da propagacao de sinais térmicos e viscosos com veloci-



dade infinita. Na verdade, as teorias de Eckart e Landau-Lifschitz
(conhecidas tambem como teorias termodinamicas de primeira ordem)
sao aplicaveis somente em situa¢Oes quasi-estacionarias sendo inade
quadas gquando processos nao—-estacionarios estao presentes.

Para superar essas dificuldades e limitagoes, foi proposta i
nicialmente por Miller (1967) uma teoria termodinamica nao-estacio-
naria (causal) nao relativista. 1Israel (1976), sem o prévio conhe-
cimento do trabalho de MUller, formulou o gque e considerado como a
extensao relativista da teoria de MUller. Nessas duas teorias é ga
rantida a propagagac de sinais térmicos e viscosos com velocidade
finita, via egquagdes hiperbolicas.

Por outro lado, Pavon et al (1982) desenvolveram uma teoria
termodinamica relativista nao-estacionaria. Esta teoria difere da
teoria de Israel pelo estabelecimento de uma entropia de ndo equili
brio, e de uma eguagac de Gibbs generalizada. Na teoria de Pavon,
ha um aumento dos graus de liberdade dinamico do sistema com a in-
clusao dos fluxos dissipativos como variaveis fundamentais. Nao
podemos deixar de ressaltar que tanto Israel gquanto Pavon introdu-—
ziram em suas teorias novos coeficientes fenomenclogicos, tais como
os tempos de relaxa¢ao envolvidos nos processos de fluxo de calor e
viscosidade.

Por volta de 1229, Tolman formulou a pfimeira teoria termodi
namica em Relatividade Geral e da gqual indmeros resultados novos fo
ram obtidos. Basicamente, a teoria de Tolman, que ¢ fenomenoldgica
e de carater macroscopico, consiste nas duas leis da termodinamica,
estendidas para espagos curvos. A primeira lei da termodinamica na
da mais e que a lei de conservagido da energia no espaco-tempo cur-—
vo. A segunda lei da termodinamica vai referir-se a entropia, ou

mais precisamente, a lei de variag¢ao da entropia. Tolman inicial-



mente definiu o gquadrivetor fluxo de entropia S num dado ponto . do

espago-tempo por

onde ¢,- ¢ a densidade prépria da entropia no ponto em consideracio

U
medida por um observador local e %%; é a velocidade da matéria no

dado ponto. Entao, para a segunda lei da termodinamica foi estabe-

lecido que

s¥  /Ig ax? dx! ax? ax® s dTQ"
nyu ¢

ou

2 (4 /:E‘QEE) ax® ax® ax? ax’® » 9%
5 xcH ds Ty

Nesta expressao dQ, € o calor (medido por um observadeor local) que
flui para o elemento de volume em consideragdo e Ty, € a temperatura
absoluta do elemento de volume medida por um observador local. E
frisado ainda,que as quantidades dQy; e Ty mantém o carater macrosco
pico do calor e temperatura em termodinamica ndo~relativista. Fa-
zendo analises termodinamicas em sistemas materiais em espaco-tempo
curvo, Tolman chegou, como dissemos, a inumeros resultados novos.Po
demos citar a condigao de equilibrio térmico de fluide em repouso
num campo gravitacional estatico. Tal condicdo ja ndo é& mais carac
terizado pela temperatura constante em qualquer parte do fluido,mas
sim pela constancia do "pacote da temperatura” T/&Eﬁ. Temos que
destacar a possibilidade de processos gue ocorrem a uma taxa finita
evoluirem reversivelmente, ao contrario do que estabelecido pela

termodinamica nac relativista. oOutro resultado nove é aquele que



se refere a sistemas materials sob processos irreversiveis no espa-
¢o-tempo curvo gue nunca chegam a um estado terminal de entropia ma
xima e minima energia livre. Este ultimo resultado diz respeito a
modelos cosmoldgicos ' homogeneos e isotrdpicos oscilantes. Nesses
modelos, o raio de universo cresce a cada ciclo, e esta evolugao &
irreversivel e interminavel.

Atualmente as teorias termodinamicas em espagos Curvos sao a-
guelas resultantes do acoplamento minimo das teorias de Eckart (ou
Landau-Lifschitz) e Pavon et al ja estabelecidas em Relatividade Es
pecial. Operacionalmente isso significa gue todas as derivadas sin
ples serdo substituidas pelas derivadas covariantes e o tensor de
Minkowski nuv'seré substituido pelo tensor metrico Iy (x) Essa
modificagao ird alterar a lel de conservagao do tensor momento-ener
gia de tal forma gue nao teremos mais uma lei de conservagao. Deve
mos ainda salientar gue o termo nao conservativo depende da afinida-
de e, conseguentemente, ndo € invariante por  transformagao
de coordenadas. Essa dificuldade da teoria serad abordada com mais
detalhe na secao 1.4 do texto. Assim, estamos prontos para anali-
sar termodinamicamente. Sistemas sob processos dissipativos em Rela
tividade Geral. Além disso, podemos investigar a evolugao de mode-
los cosmologicos com fluidos dissipativos resolvendo as eguagoes de
Einstein juntamente com eguagOes adicionais, que sdo as equagoes de
estado e as eguagdes fenomenoldogicas. Como exemplo; podemos citar
os modelos cosmologicos com viscosidade volumar, cuja primeira solu
¢ado homogénea e isotropica sem singularidade foi obtida por Murphy
em 1973. Desde entdo, tais modelos tem atraido a atencdo de inume-
ros pesguisadores pela razoavel simplicidade das equagoes e a possi
bilidade de existencia de um mecanismo efetivo (viscosidade wvolumar)

gque possa evitar a singularidade. Chamamos a atengao ainda para o



fato da viscosidade volumar em cosmologila representar o efeito ma-
croscopico de criacdo de particulas pelo campo gravitacional(94).

No decorrer deste trabalho,utilizamos teorias termodinamicas
para processos reversivels no espago-tempo curvo para analisarmos
sistemas dissipativos. Investigaremos tambér novas solugoes das e
quacoes de Einstein para fluidos fora do equilfbrio; em especial
com viscosidade volumar, dentro do quadro da termodinamica causal.

A presente tese & entao dividida em tres capitulos e cinco a
pendices. No primeiro capiltulo desenvolvemos a termodinamica para
processos reversiveis e irreversiveis. Esta ultima tratara do for
malismo de Eckart e da termodinamica estendida. Na ultima segao
faremos algumas consideragoes acerca da extensac da termodinamica
em espagosS-—-Ccurvos.

No capitulo II analisamos termodinamicamente um modelo que
podemos entender como sendo uma nebulosa em contracgao. Na primei-
ra parte utilizamos o formalismo de Eckart e, na segunda, o forma-
lismo da termodinamica estendida.

No capitulo III, novos modelos homogéneos e lsotrdpicos com
viscosidade volumar sao propostos dentro do quadro da termodinamica
estendida. Modelos com e sem singularidade sao obtidos e verifica-
mog as condicoes de energla dos mesmos, além do calculo da producao
de entropia.

No apéndice A a teoria de Landau-Lifschitz & brevemente de-
senvolvida. No apéndice B é explicitadaa expansao em série da tempe
ratura na termodinamica estendida. No apendice C calculamos os ten

sores de Riemann, de Ricci e de Einstein para uma métrica do tipo

ds? = Az(r,t)dt2 - Bz(r,t)(dx2+ dy2+ dz?)

Os apéendices D e E sao referentes aos modelos com viscosidade volu-



mar. No primeiro, explicitamos algumas relacoes de vinculo e outras
constantes provenientes da solucdc das equacdes de campo. E no se-
gundo, sao explicitados os calculos referentes as condigdes de ener

gia.



1. TEORIAS TERMODINAMICAS RELATIVISTAS PARA PROCESSOS.

REVERSIvEIS E IRREVERSIVEIS

Neste capitulo desenvolveremos as teorias termodindmicas rela
tivistas para processos reversiveis e irreversiveis num meio con
tinuo. Iniciamos com a definicdo de fluido perfeito em Relativida
de Especial estabelecendo seu tensor momento-energia e leis de con
servacido. Para uma completa descricao do fluido, langamos mac da
termodinimica definindo a equagdo fundamental e introduzindo para
metros como temperatura absoluta e pressdo termodinamica. Na segao
seguinte consideraremos o formalismo desenvolvido por Eckart (1940)
para processos irreversiveis com fluido de uma unica componente
guimica. Nesta descricao, a hipotese do equilibrio local e valida,
e com auxilio da segunda lei da termodindmica equagoes fenomenolo
gicas para o fluxo de calor e viscosidade sao estabelecidas. Na se
cio 1.3 & feita uma pequena introducdo onde sao colocadas as difi
culdades oriundas do formalismo desenvolvido anteriormente guando
desejamos analisar a propagacdo de sinais termicos e viscosos. A
solucdoc de tals problemas vem com as teorias termodinamicas de
" MlUller-Israel (a qual apenas citamos) e da versdo relativista da
termodinamica ectendida devido a D.Pavon et al (1982) que encon

tra-se exposta com detalhes.

Finalmente na segdo 1.4 todo formalismo desenvolvido nas se
¢cOoes anteriores & reconsiderado de modo a sex compativel com a R
latividade Geral. Para tal, langamos mio do acoplamento minimo en
tre gravitagdo e matéria. Fazemos uma exposigdo dos principais re
sultados de termodinamica em espagos curves, dando enfase aqueles

obtidos por Tolman. Na parte final desta segdo tecemos algumas con



sideragOes sobre a possivel influéncia da curvatura no guadro - de
descricido do meio continuo guando na formulagdo da termodinamica

causal.

. 1.1 - Fluido Perfeito - Termodinamica do Equilibrio

De acordo com a hidrodindmica classica, um fluido perfeito €
um sistema continuo que é incapaz de suportar tensoes de cizalha
mento (shear stresses) e onde a lei de Pascal e valida. Podemos,
utilizando esse critério, construir o tensor momento-energia de
tal sistema material em relatividade especial e assim obtermos
mais adiante as equagdes relativistas do movimento do fluido. va

mos considerar um elemento de volume do fluido em movimento. O flu

- - . = . -
xo do impulso atraves da superficie ds do elemento do fluido e
. « . {1 . v
exatamente a forg¢a exercida nesta superflcle( ); assim se Tu
- . . 1] - . e
& o tensor momento-energia do fluido, T stj € a l1-esima com

ponente da for¢a exercida no elemento de superficie dsj. Tomemos
agora o elemento de volume visto do referencial propric do elemen
to, ou seja, o referencial onde o elemento encontra-se em repouso.
Nesse referencial & valida a lei de Pascal, isto &, a forga exer
cida em cada superficie e normal a mesma € isotropica (igual em to

das as direcgoes}. Desse modo

ledsj pds?t (1.1)

onde p & a pressdo hidrostatica medida por um observador como

vente com o fluido. De (1.1}, vem



) = p n*) (1.2)

* [ sempre possivel encontrar um mapeamento local tal que a velg

cidade U do elemento do fluido tem componentes M =(1,0).

o

sendo 7 = diag (+1, -1, -1, ~1). Com relagao as outras compg

nentes de T”v , temos que 7+° (densidade de impulso) sao i

guais a zero visto que ha auséncia de fluxo de energia, isto &,
- . o0 - .
nac existe fluxo de calor. A componente T e a densidade de

energla total p do elemento considerado.

Assim o tensor momento-energlia do elementc do fluido em coor

denadas locais tais que g = (1,0) & dado por:
0 o o o\\
Y = o -p o o (1.3)
o o -p o

Convém ressaltar que (1.3) & a expressao do tensor  momento-ener

gia no referencial local em que o fluido encontra-se em repouso.

- . - , uv )

O proximo passo & determinarmos T para um referencial
inercial qualquer. Para tal, realizaremos as trans formacgde$ de
Lorentz para as componentes do tensor momento~-energla dadas em

(1.3).



Assim:
- . . V.V,
~0y
ptd = .EJ.J'OL.ELJB T B . p S§.. + (p +p) S {(1.4a)
ij 2
1 -v
io Vi
T = (P + p) (1.4b)
1l ~-vw
2
1 - v
~ HV .
Podemos entao escrever T numa forma mais compacta:
Y v
™ = (p+ p) UMY - ptV (1.5)
g e a quadrivelocidade com as seguintes componentes:
R
. i v,
ot = dx dat  _ i

dt dr VY] — V?

(1.6)




Ademais, este valor & normalizado por:



1.1.1 - Descricao Hidrotermodinamica do fluido

A dinamica dos fluidos & descrita pelas equacoes

IRY
aTv _ mqHV y
¢ X '

=0 (1.7)

Essas sd@o as equacOes de conservacao da energia e de momento escri
tas de uma forma unificada. Em adicao a essas leis de conservacao,
a hidrodinamica classica estabelece a conservacao da massa iner
cial do fluido. Tal lei, entretanto, esta contida em (1.7) devido
a equivaléncia entre a massa inercial e energia estabelecida em re
latividade especial. Entao, vamos supor que o fluido contem mais
uma quantidade conservada que genericamente entendemos Como numero
de particula;{1'4’5). Designaremos n como sendo o numero de par
ticulas por unidade de volume proprio. Essa grandeza € um escalar

. . . . . - o
e, juntamente com a quadrivelocidade hidrodinamica U , podemos

s . - (69
definir o quadrivetor corrente de particulas N :

8% =z n u% (1.8)

A equacdo de continuidade que expressa a conservacao do numero de

particulas e:

N =0 {(1.9)

* Dixon (1976) tem considerado uma lei de conservagao de massa que
ele denomina massa inerte, ao invés da conservacao do numero de
particulas. A massa inerte seria a porcao de massa de repouso do
sistema que ndo se converteria em alguma forma de energia nos
processos a que se submete o sistema.



Explicitando essa expressao, vem

nU +n = 0 (1.9')

Em situacOes muito afastadas do equilibrio onde altas temperaturas
est3o presentes, hd a criacido de novas particulas de modo que o na
mero total de particulas varia. Neste caso, n pode sexr considera
do como sendo a densidade do nGmero de barions ou a densidade de
carga.

Projetando (1.7) na diregdo de UM, vamos obter a lei de con

servacao de energia, ou seja

™™V oy = o0 (1.10)

Fazendo uso do tensor momento-energia dado em (1.5), (1.10) é

reescrita como:

b+ (p + p) U = 0 (1.10")
,Q
Nessa equacao 5 = P OLUOL & a variacao de p ao longo da linha
r
: : Q :
de universo do elemento de fluido considerado. U | mede a varia
r

cdo do volume por particula v, como podemos inferir, se levarmos

em conta que v = % e a egq. (1.9"), obtendo:
o« __n_Y
U o = 5=y (1.11)

A equacio de conservacdo do momento linear & obtida projetan

do (1.7) na hipersuperficie perpendicular a u". Entdo escreve

mos :



h % =0 (1.12)

Utilizando (1.5) podemos explicitar esta expressao

(0 +p) 0% - p nv® = 0 (1.12")
r
sendo UY% = g% 8 UB . A eg. (1.12') & a equagao de Euler relati

vista.

Para completar a descrigao do sistema, langamos mao da termo
dindmica e consequentemente a introducao de novos parametros assg
ciados ao estado do sistema, tais como energia interna, temperatu
ra, pressao termodinamica, etc. Basicamente, toda a informagao

termodinamica do sistema esta contida na eq. fundamental;

s = s{eg, V) {(1.13)

Nesta expressdo € & a energia interna por particula, v o volu
me por particula e s a entropia por particula. Os parametros ou
variaveis ¢ e v s3o0 ditas extensivas. Ainda em (1.13), estamos
nos restringindo a uma‘ﬁnica componente quimica. Num casoc mails ge
ral, deverilamos incluir em (1.13) ni’que seria o ntmero de parti
culas da 1i-eésima componente.

A partir a (1.13) podemos definir as equacgoes de estado con

siderando variac¢des independentes de € e V

- (3)
T JE

v = cte

{1.14)

by

L@,

= cte



onde T =T (¢, v) e p=p (g, v). As novas variaveis T e p
sd30 a temperatura absoluta e a press3do termodindmica, e sdc ditas
varidveis intensivas. O numeroc de graus de liberdade termodinami
cos de um sistema serd o numero de variaveis intensivas capazes
de variacdes independentes (Callen, 1960). Da equagao fundamental,

temos:

ds = (EE) de + (EE) dv
Je v
A £

mas tendo em vista as egs. (1.14), vem:

o
n
I
M=
o
(W]
+
I=1qe

dv

ou ainda

Tds = de + p dv {(1.15)

A equacdo (1.15) & conhecida como eq. de Gibbs, e uma vez conheci
das as equagdes de estado, a equagac fundamental pode ser  obtida
apds a integrac¢do de (1.15). Finalmente,deve ser enfatizado que os
estados de equilibrio sio aqueles cujos parametros extensivos tor

nam a entropia por particula, s, maxima.

Notemos que (1.10') pode ser reescrita de uma outra maneira.
Substituindo Uu I dado em (1.11) na eq. (1.10'), encontramos:
I
. n(an
---—-———’ =
p - (p +p} S 0

Arrumando os termos de modo mals conveniente, podemOs escrever:



p pn Pn o
not (Ba B PRyt () L p (L) J-o e
n n,o , 0

No entanto, o pode ser ainda escrito como:

o =n (e+ aj (1.17)

onde ¢ € a energia interna por particula e a uma constante asso

ciada a massa de repousc das particulas. Dal (1.16) é reescrita
como:
nu% (e +pv ) =20 (1.16")
el el
sendo v = % ; O volume por particula. Considerando a identidade

termodinamica (1.15), esta pode ser colocada na seguinte forma

Ts, o= € 4 + p Voo (1.18)
*
Levando esse resultado na eg. (l.16'}, obtemos:
nu%rs o= 0 ou ns =0 (1.19)
Tor
Podemos definir o quadrivetor fluxo de entropia s ;, pors
s =z nsgM (1.20)

e reescrever (1.19), por uma eg. de continuidade dada por:

* Note que & feita a identificacdo entre pressao hidrostatica e
pressao termodinamica. '



S = (nsUu)’U = ns = 0 (1.21)

As egs. (1.19) ou (1.21) expregssam gque a entropia permanece cons
tante ao longo da linha de universo do elemento de fluido conside
rado. Dizemos gque o elemento de fluido evolui adiabaticamente, ou
ainda, de (1.21) nadc ha producio de entropia. 0 fato expresso por
(1.21) vai, na verdade, caracterizar todos os fluidos considerados

perfeitos, isto &, onde inexistem processos dissipativos.

1.2 - Fluidos Imperfeitos — Termodinamica Fora do Equilibrio

Consideremos agora fluidos onde existem procesos dissipativos
como fluxo de calor e viscosidade. Para estudar tais fluidos, o)
tensor momento-energia (1.5) e o quadrivetor fluxo de particulas
(1.8) seraoc modificados e escritos, respectivamente, como:

R aB

P - o+ p) UMUP - p n®By pp®B

{(1.22)

N "  =nddU % AN {1.23)

onde ATaB e AN representam o efelito da dissipacio presente

na evolugao do fluido.

Antes de prosseguirmos nac podemos deixar de mencionar a am
biguidade na escolha de uma Unica "guadri-velocidade hidrodinami
ca“(s)'(6), e em consequéncia um unico referencial de repouso com
relacao ao qual grandezas como n, p, P, etc, sdo definidas. Essa

ambiguidade vem do fato da existéncia de [luxos de energia (fluxo

de calor) e gue de acordo com a relatividade especial, tal fluxo



corresponde a um fluxo de massa. Entdo a defini¢do da guadri-veloci
dade do fluido em termos do fluxo de matéria, como feito em hidrodi
namica classica fica sem sentido. Dal a existéncia de duas  descri
¢oes distintas para fluidos imperfeitos ou fora do equilibrio termo
dindmico: uma devido a Eckart (1940) e outra devido a Landau~
-Lifschitz. ©Na presente seg¢do consideraremos somente a descricao
de Eckart, enquanto a de Landau-Lifschitz encontra-se desenvolvida
no apéndice A.

Eckart definiu a quadri-velocidade Ua como sendo agquela do

fluxo de particulas. Consideremos o sistema de coordenadas comoven

a
o

o4

. . . o ’
tes onde Uu" =36 e veremos quals as 1mposig¢oes sobre AT B e

AN®  nesta formulacdo. A densidade de energia p & dada pelo va

o0 . ,
lor de T medido no sistema comovente, ou

o = T9° . (1.24)

A densidade do numero de particulas sera o valor de N° medido no

sistema comovente, ou

n= N° (1.25)

De (1.22) e (1.24), vem
T°° = p=p+tp=p+ A TOC , dal segue que AT®C = 0 (1.26)

De (1.23) e (1.25), vem
N° =n=n+4N° dal AN® =0 (1.27)

Como estamos adotando a velocidade do fluxo de particulas, entdo no



sistema comovente, temos:

Nt 0 (1.28)

i

ou seja, ndo ha fluxo de particulas neste sistema.

bai, em (1.23), temos
N*"Z 0 = 0 +ANY, entdo ANT= 0 (1.29)

A restricao (1.26) pode ser reescrita em gualguer referencial

de Lorentz, sendo dada por:

A1oB U, U, =0 (1.30)

Das expressbes (1.27) e (1.29) notamos que todas as componentes de

o3

AN anulam-se no sistema comovente, entfo estas anular-se=-ao em

gualguer referencial de Lorentz:

AN% = 0 (1.31)

Desse modo todo o efeito da dissipacdo estara contido em

ATQB, que sera especificado com auxilio da segunda lei da Termodi
namica e da restricao (1.30).

vVamos supor gue o fluido encontra-se nac muito distante do e

gquilibrio,> e ainda as grandezas termodinamicas e Ua, variam

muito pouco sobre o caminho médio livre e o tempo livre médio do

fluido. Assim o termo A'I‘O°6 & pequeno e pode ser considerado como
uma perturbagao em (1.22}).

A lei de conservacgaoc da energia e dada por



o B . ' u ap
= A U =0 1.32
T ,BUQ o + (p +p) U ot T 8 Yy ( )

Tendo em vista a ja obtida relagao (1.16), obtemos, apds subs
titui-la em (1.32), a seguinte expressao:

o 1 1 af _
nt (E), + P(ﬁ), + AT rBUﬂ = 0 (1.33)

o o

Seguindo os passos da termodinamica classica de processos 1ir

reversiveis, vamos considerar valida a hipotese do equilibrioc 1lo-
{7,8)

cal . De acordo com esta hipotese, dizemos que lccalmente, ou
seja, em cada parte elementar do sistema, ha equilibrio termodind
mico de modo qgue a entropia local s € fun¢ao das variavels € e
n como ho caso de equilibrio real., Em consequéncia disso, a tempe
ratura absoluta e a pressac termodinamica tem suas definigoes lo
calmente inalteradas para sistemas fora do equilibrio. E interes
sante notar gue apesar do sistema total apresentar-se fora do equi
librio, localmente e considerado. haver equilibrio. De um ponto dé
vista macroscopico, tal hipotese &€ justificada mais pela validade
dos resultados obtldos. Para determinados modelos microscopicos po
de ser mostrado gue a hipotese do equilibrio local é valida
somente em situagdes nao "muito distante" do‘esta&o deequilibri&l7).
De um modo geral, os processos estudados com esta hipotese estéo
em regime quasi-estacionario.

A equacdo fundamental (1.13) €& mantida, bem como as equagoes
de estado (1.14) e a equagdo de Gibbs (1.15) ou (1.18). Devido a

hipotese do equillibrio local, a eqg. (1.33) pode ser colocada na se

guinte forma:

ns U%T + AT

O



ou
N AT "
S 124
ns U’ = = Uy, {1.34)
Utilizando de conservagao do namero de particulas (1.9), podemos
escrever
N AP ;
ns U = -
R T Yo (1.347)

) ~ . h u’ bt
Partinde dessa expressao, definimos & o guadri-vetor fluxo

de entropia como sendo:

T 8 (1.35)

A componente temporal de Sa, UuSa € a densidade de entropia do

elemento do fluldo considerado. A projecaoc de s¥ no tri-espacgo
aB

ortogonal a o, hua s* = hua AET— UB sao as componentes espa

. a . .
ciais de S . Essas componentes espacials formam o tri-vetor flu

xo de entropia, Isu. Dal podemos escrever:

¥ = n¥ el U
s a T B (1.36)
Do ponto de vista macroscOpico, a todo sistema é associado
uma funcdo S denominada entropia gue contém toda a informacgao

termodinamica do sistema. A variac¢ao da entropia de um sistema,dsS,

pode ser escrita como:

dS=d; S +dg S . (1.37)



onde d;S e a producdao de entropia devido a processos que ocorrem
dentro do sistema e d,5 e fluxo de entropia proveniente das vizi
nhanc¢as do sistema., A segunda Lei da Termodinamica estabelece que

a producdo de entropia d;S nunca & negativa, ou seja,

d:; Sz 0 (1.38)

se d;S = 0 o processo e dito reversivel;

d;S > 0 o processo & dito irreversivel.

Podemos ainda classificar os sistemas termodindmicos como isola
(18) -
dos, fechados e abertos. Sistemas isolados serao definidos como a
queles que ndo trocam energia e nem particulas com sua vizinhancga.
Sistemas fechados sado aqueles onde sO € permitida a troca de ener
gia enquanto que os sistemas abertos trocam energia e particulas
com sua vizinhanca.
A equag¢do de balanco de entropia pode ser localmente explicl
tada a partir do quadri-vetor fluxo de entropia definido em (1.35).
Para isso, vamos .tomar a divergéncia de nsu¥

s 4.5

" ¢nsUH) = nu"s =n
rH

r

e

(1.39)

fig. 1.2.1 Variagao da entropia S
de um sistema

devido a conservacdo do numero de particulas. A equagao (1.39) po

de ainda ser escrita como:



ns = —(Su - ns_;Uu)‘,]J + gM {(1.39")

I

ou seja, somamos e subtraimos por uma mesma quantidade.

De acordo com a definicio de IuS ;, O tri-vetor fluxo de en

tropia, (1.39') é& colocado na seguinte forma:
ng = - I + 8 (1.40)

Definindo a produ¢do de entropia O por:

_ 5 :
g = 8 1.41
Pl ( )
vem que:
né = —Iu + O ou
s, H
. M
= ns + I > 0 1.42
a s, u { )

onde o primeiro termo de (1.42) € a variag¢ao de entropia do elemen
to de volume, enguanto o segundo representa a contribuicao do flu
x0 de entropia, que por sua vez pode ser positivo ou negativo.
Passamos agora & efetiva procura de uma expressao mais geral
possivel para ATQB, uma vez que estabelecemos a segunda Lei da
o

Termodindmica. Na definigcdo de .8, dada por (1.35), a producao

de entropia ¢ ¢é escrita como:




ou

(1.43)

Podemos decompor U( nas suas partes espaciais,temporais

a,B)
e mistas. Temos entao:
Y TRRY; u o - u o]
u = (U u
(,8) = O UUIT g + 0y B ghTg) + Uy ghT(Ug U7+ Ug 07 (00
sendo hua = Gua - dJUu o tensor de projegao no espago perpendicu
lar a Ua. Desenvolvendo os termos acima, temos:
M,V .
U = » U +
(0,80 = M P Puv T Vs a.4a)
O primeiro termo de (1.44) pode ser decomposto em suas partes ir
redutiveis, como abaixo explicitamos
TRV
h "h
Hh Y = h "h," - LB v -Zn v In o 1.45
h(O'.hB )U]J,\) - h(-‘l- hB U(UJV) N 2 (UU;V+ V,H 3 THv r)\) * 3 R r}\ (1. )
M, v
onde g = EE—EE-—-(U + U - 2 h Uh )
ad 2 M,V Veu o 3 uvoT A

O tensor 0,3 que acabamos de definir & o pardmetro cinematico
conhecido como tensor de cilzalhamento.
Voltando a (1.43) e levando-se em conta os resultados (1.44)

e (1.45), obtemos



oR h Yh

Vimos que z}TuB e ATaBu sao objetos prependiculares ao campo

B
de velocidades V™. Entao, podemos escrever:

h,"h," 2 A 1 A ATHP |
B a [1 .

= - - -2 h (P -TyU )Uf1.46
9=TT hT 2 (Uu,\) +Uv,u 3 huvU ,A) 3 haBU PA T2 U ( ,a a) B

De acordo com a segunda Lei da Termodinamica, a producao de
entropia e sempre positiva para todas as configuragoes do fluido.

Para que tal lei se verifique, impomos as seguintes relacOes:

HE o o :
U = T - A7
AT Bhu X h { ’ T Uu) (1 )
pr, o B ai, BY _ 2 v af v
arTh “n B e ey e u = 5y UV ) e en®uY | as)
onde X >0, n>0 e T >0. Substituindo {(1.47}) e (1.48) em

(1.46), obtemos

My W
h _*h
_1 oA, By ) _2 T 1, 0BT a B ' 2 T
0 =%|uh h (UA’Y+UY’A 3 hMU )R T 5 (Uu,vmv,u_ShuvU ’T) +
\ o . .
++n OF B g gy - 1) (1.49)
3 aB T T2 S U U e o

Desenvolvendo o primeiro termo do segundo membro da equagao (1.49)

obtemos facilmente a seguinte expressao:



M LA LYY T : 2 T
o=—"h"h'""(U ., + U h, u U U - = U
- 2 e ST V" YA TRV VT P )t
T oL
+ G 2 Xh . .
= (U - T - TU T -~ T .5
- ( ’T) T2 { Y U)( o Ua) (1.50)
Comparando (1.50) com sua analoga hao relativista(1), nota
mos gue, a menos de um termo de corregao relativista T 6& , elas

sac identicas. Conseguentemente somos levados a identificar n,ceX

come sendo os coeficientes de viscosidade de distorcgao, de viscosi

dade volumar e de condugao de calor, respectivamente. Ainda com
essa analogia em mente, definamos o vetor fluxo de calor qu e
o tensor de distorgdes nh" por
%?5 oo aT?Y =Xh** (r - TU 1.51
g hu U, ( Y u) ( )
AV af u v uv  a _ (o MRVt : _ 2 A 2
L e - A ’a—nhah (, g+ g =5 h U ) (1.52)
Considerando as definigdes estabelecidas acima, a eg. (1.50) e
escrita da seguinte maneira:
Hv NP ¥ 2 M
LARRE SRV z{U T) 99,
o = Y L ‘ - (1.53)
2Tn T XT2

Com a positividade dos coeficiente ;, X e n e tendo-se em vista
gque © vetor qU & do tipo espag¢o, e portanto ququ < 0, a produ
¢3o de entropia é sempre positiva para todas as configuragdes do

fluido.



B

Finalmente podemos explicitar o tensor ar® . Para tal fa

gamos sua decomposicao em partes espacials e mistas:

af Ev,. o, B ool ..o TP a. B
AT = AT hu hv + AT Uth U” + AT Up hc U

!

Das definigoes (1.51) e (1.52), temos:

1

ar®® L OB ¢ p%B T . +9 U + g U (1.54)

I

Desse modo, o tensor momento energia para fluidos imperfeitos e da

do por:

P - ou* WP - (p - zUM ) %8 L g% uf s g® U+ 0% (1.3m)

Finalmente, o quadri-vetor fluxo de entropia & dado por:

ap :
AT o
SO: = nsUa + __T—E. ou Sa = nSUCL + gT-— (1.56)
Cabe aqui ressaltar que B e g sdo objetos definidos no es
o

paco perpendicular a U”.

/

Com (1.55) a lei de conservacao de energia (1.32) (primeira

Lei da Termodinamica) e reescrita como:

. R . Qe aB U of _
p o+ (p+p)U" |+ QU+ q o+ (077 4 U RTT) 5 U =0 (1.57)



A lei de conservagao do momento dada por (1.12) & escrita, para o

tensor momento-energia (1.55), por:

TR
» W . - ;e J .
(p + p)Uu - p’v h + qu + Uu q %; + qu gV + qv U +

1
o

+ (ﬂuB + ChaB) h

3 o (1.58)

Assim a descrigao de fluidos fora do equilibrio termodinami

co fica estabelecido com o conhecimento completo de grandezas do

equilibrio, p , v (ou n) e U . BAs equacgdes de estado sio as mes

mas definidas nas situagOes de equilibrio e as grandezas de dissi

-

~ u LV . _ :
pacao g, e juntamente com 7 -, que denominaremos de pres

sao devido a viscosidade volumar, sao dadas como funcoes daqueles
parametros do equilibrio, tais como gradientes de velocidade e tem
peratura.

Para finalizar, nao podemos esquecer de ressaltar a presenca
de modificac¢des nas egs. fenomenoldgicas para as componentes do flu
x0 de calor. A expressao (1.51) & uma generalizacdo da lei de
Fourier para o fluxo de calor. Alem da contribui¢ao devido gradien

v

te de temperatura relativista hHV e hi o termo — T U P que

V7 K
nio possui analogo classico e val representar um fluxo isotérmico

- . . o~ ~ (4
de calor na materia acelerada, na direcao oposta a aceleragao( ) .
Esse termo & pequeno e pode ser explicado devido a inércia da ener

gia.



1.3 - Fluidos Imperfeitos - Termodinadmica Estendida

1.3.1 - Introducido

Uma das principais dificuldades oriundas das teorias termodi
namicas relativista e classica convencionais (i.e., com  hipoOtese

(1,4,7,8,17 i i
LA A A ) - para processos lrreversivels,

do equilibrio local)
encontra-se no carater parabolico das equagoes diferenciais que re
gem a evolugdo de sinals teéermicos e viscosos. Consequentemente ha
a propagacac de tais sinais com velocidade infinita. Do ponte de
vista classico isso ja & um fato estranho, pois esperar-se-ia que
os sinais dissipativos se propagassem com uma velocidade compara
vel & velocidade média dos elementos do meio. Em relatividade esse
fato & paradoxal, visto que nenhuma informa¢ac pode propagar-se com
velocidade maior gque a da luz no vacuo. Além do mais, se tal sinal
existisse haveria problemas de causalidade.

Para mostar um exemplo concreto das dificuldades apontadas
acima, vamos considerar um condutor de calor rigido. Sua unica va

riavel termodinamica & U, a energia interna., Sendo § a entro

pia do condutor, entdo a equag¢ac fundamental €& dada por

s = s(U) (1.59)
Considerando a hipotese do equilibrio local, a equagao fundamental
& valida em cada parte elementar do sistema (macroscopicamente pe
gueno mas microscopicamente grande). IssO nos permite escrever:

s = sf{u) (1.59")

sendo s e u a entropia e a energia interna especificas, respec

tivamente. A equacao de conservacao de energia nos fornecera a



equagao de evolugdo de u, e e dada por:

du > >
P — =~V
3t . g (1.60)
Nesta éxpressﬁo p e a densidade de massa e @ o fluxo de calor,

Alem da equagdo de conservagao de massa, & necessario mais uma re
lacdao envolvendo o fluxo de calor. Tal relagao, conhecida como leil
de Fourier, & obtida fenemenologicamente das teorias termodinami

cas convencionais, e se escreve COmMO:

-
- XV T (1.61)

Nolh
It

Substituindo (1.61) em (1.60}) vem:

2 )
X727 - (%) . (7) u _ g (1.62)
No entanto, sabendo que u = u(T)}, podemos escrever:

oM B e L S (1.63)

onde CV e o coeficiente de calor especifico. Se considerarmos X
constante por simplicidade e o resultado expresso pela eqg.(1.63),

a egq. (1.62) pode ser reescrita como:

2 3T
XvoT —”CV e} B_E = 0 (1.64)
A eq. (1.64) & uma equa¢do diferencial parabolica. Consequen
temente a propagacgdo de perturbag¢des ou sinais téermicos se

fara com velocidade infinita. Isso significa que a transferéncia



irreversive]l de energia entre pontos onde haja gradiente de tempe
ratura se faz de¢ mancira instantdnea. De modo analogo, se  conside
rarmos a viscosidade de cizalhamento, teremos que a transferéncia
irreversivel de momentum entre partes do fluido que apresentam gra
dientes de velocidade ocorre instantancamente.

A solugao de tais problemas tem despertado a atengao de muitos
pesquisadores, e varias tentativas tem sido feitas com esse obJjeti
vo. Como exemplo podemos citar a introducde de termos "ad hoc" nas
equagoes fenomenoldgicas. Nos processos de conducao de calor,
Cattanco (1958) propds uma generalizagdo da lei de Foarier*. A novi

dade foi a introducgac de um termo relacionado com o tempo de relaxa

cdo, resultando na seguinte equagao:

4

-+

8 -+
+ g =-XVT (1.65)

T.

Q>
lu

onde T & o tempo de relaxacdo envolvido no processo de condutivi

dade térmica. A eg. (1.65) garante a propagagaoc finita das perturba

¢bes térmicas pois, se considerarmos as eqs. (1.60), (1.63), obtere
mos
T. p C 2 C :
v T T ‘ . 2
82+~—Y-§—(p+1 p) = VT (1.66)
X at X 3t

Nesta expressao T C, ¢© X foram considerados constantes. A eg.
(1.66) & do tipo hiperbolico, e de acordo com a teoria desse  tipo

de equagdo diferencial, perturbacdes em T nao poderdo propagar-se

* Na verdade Maxwell foi o primeiro a levantar questoes acerca da
lei de Fourier e da propagacgdo de sinais térmicos com velocidade
infinita. A eq. (l1.65) & conhecida como eq. de Maxwell-Cattaneo.



.com velocidade superior a VT' dada por:
v - X 1/2
T - Tpc ' (1.67)
v
A grande dificuldade que apareceu com o estabelecimento da

eq. (1.65) refere-se & producgao de entropia. Esta fica sendo dada

por:
- g . ¥t 5q, VT
B S R . O
T T
62 > .
_xom o Xt 3g . VT (1.68)
T2 T2 ot
Dessa expressido, a produgdo de entropia pode ser nio positiva
> >
guando g% . VT < 0.

Ainda na tentativa de solucionar as dificuldades anteriormen
te citadas, temos, além das teorias termodin@micas com variaveis o

cultas(ll'lz)

e das teorias livres de entropia(13’14)(as quais a
penas citamos), as teorias termodinamicas estendidas. A principal
caracteristica dessas teorias € a existéncia de uma entropia de
nio-equilibrio que é dependente tanto das variaveis dissipativas
(fluxos dissipativos) quanto das variaveis termodinamicas do equi
librio. Estabeleceu-se uma equacgao de Gibbs generalizada tendo como
consequéncia a nfdo validade da hipotese do equilibrio local.
Seguindo esta linha, Mliller (1967) desenvolveu uma teoria ter
modindmica nio estaciondria onde 3 entropia da eq. local s foram
adicionados termos envolvendo as variavels dissipativas. Ao vetor
fluxoc de entropia s8o adicionados termos nao lineares nas varia
veis dissipativas. Restringindo—se a estados ndoc muito afastados

do equilibrio e juntamente com a segunda Lei da Termodinamica foi

possivel a determinacdo de novas equacoes fenomenologicas linea



res. Essas equacgoes sao hiperbOlicas, garantindo a velocidade fini
ta de propagac¢ao de sinais térmicos e viscosos.

Israel (1976), sem o prévio conhecimento do trabalho de Miller
formulou o que pode ser considerado como a extensao relativista da
teoria de Miller. Sendo a teoria de Israel puramente fenomenologi
ca, Israel e Stewart (1979) mostraram a sustentacao dessa altima
na teoria cinética.

Por outro lado, Lebon et al (1980) e Jou et al (1979) tem for
mulado teorias termodinamicas nao relativistas algo diferente da

teoria de Miller-Israel. Eles definem explicitamente uma entropia

local de n3o equilibrio dgue & uma fung&o tanto das variaveis de
dissipacdo e daquelas do equilibrio. Consequentemente ha o estabe
lecimento de uma equag¢ao de Gibbs generalizada bem como novas edqua
cBes de estado. O vetor fluxo de entropia € ‘também modificado. A
1ém do termo proporcional ao fluxo de calor sao adicionados termos
ndo lineares nos fluxos dissipativos representando acoplamento do
fluxo de calor com a viscosidade. Nesta formulagao, o estado do
sistema num dado instante sera conhecido se forem especificados os
valores das variaveis termodinamicas do equilibrio e as de dissipa
cdo no dado instante. Com isso essas ultimas tem o mesmo status
das variaveis do equilibrio correspondendo a um aumento dos graus
de liberdade dindmicos do sistema. As equagOes fenomenologicas
para as variaveis dissipativas sao entendidas como equa¢oes de evo
lugdao para as variaveis dissipativas.

A extensgsdo relativista da teoria citada acima deve-se a D.
Pavon et al (1982). Esta sera formulada mais adiante com mais deta

lhes.



1.3.2 - Termodinamica Estendida - Versao Relativista

Um fluido que esteja sob processos de friccdo interna e flu

xos de calor, é caracterizado pelo seguinte tensor momento energia

pY

oV o ouMuY - (p o+ mBMY & Py 4 VUt s g MY ©{1.69)

' p . - . . * v
sendo T a pressdo devido a viscosidade volumar, mH € a pres
- . - . H
sao anisotropica e 9 o fluxo de calor.
A dindmica do sistema esta contida basicamente em suas leis

de conservacao. As leis de conservacao de energia e do momento (eq.

uv

1.10 e 1.11), quando ceonsideramos T dado em (1.69), resultam
nas seguintes equacoes:
e < U VI ' U uv
T U = U _ U U - = -
o Uy = oo (o U = @O e gn e U = m U =00 (.70)
mas de acordo com (1.17), vem:
- T VI (VAR VAV _ , .
n{e + pv) q Uu + g U + U 1 i U(U,U) =0 (1.70")
e, ainda temos
uv o : o Vo, e 0 0 e e T .
T r\)hu = (p + p)U p,vh + q + U@qg UU + q U ot
SR VP Uy o uv o
+ q'u T {th ),vhu T ,\)hu = 0 (1.71)

* na secido anterior haviamos estabelecido que:

u

T o= -
¢ v r M

sendo [ o coeficiente de viscosidade volumar.



Adicionalmente estabelecemos a lei de conservacao do numero
de particulas a partir da definigdo do quadri-vetor fluxo de parti

culas (eq. 1.8 e 1.9). Reproduzindo esta lei de conservagido, temos

NU,U = ﬁ + nUu’u = 0 (1.72)

Com o intuito de obtermos uma completa descrigdo do fluido,
levamos em conta as suas propriedades termodinamicas. Para isso,
incluimos a equagdo fundamental (1.13), e, em consequéncia, as g
quagbes de estado (l.14). Como vimos ainda, as variaveis dissipati
vas (ou fluxos dissipativos) sdo escritas em fun¢ao dos gradientes

do campo de velocidades e da temperatura (egs. 1.51 e 1.52).

Na termodinamica estendida o quadro muda consideravelmente.
O estado do sistema num dado instante & especificado se conhecer
mos os valoresde qu, me 1Y além de p, v e u* neste instante.
Como ressaltamos anteriormente, as variaveis de dissipacdo sao quan
tidades independentes tal gual sdo as variaveis do equilibrio.
Desse modo, hd a necessidade de equacgdes de evolucdo para as varia
veis de dissipac¢@o a fim de que obtenhamos a descricao completa do
sistema.

Seguindo os passos da termodinamica estendida(lg’zo’ZI),vamos
definir uma entropia por particula de ndo equilibrio s, que sera
escrita como funcioc das varidveis do equilibrio e das | variavels
dissipativas.

v U)

g = sle, v, m, 777, g (1.73)



Com essa funcgao, sao estabelecidas as seguintes equacgoes de estado.

3s 1 s ¢!
e | o=F i ol =2 (1.74)
s Ut s MY e 0 a4yt
37 =TT = ; = = . (1.75)
Teda nT sHY nT

onde o trag¢o nas derivadas parciais indica que as demais variaveis
sdo tomadas constantes. Os parametros oy (i = 1,2,3) podem depen
der das variaveis do equilibrioc e e v. Devemos ressaltar que
cada derivada parcial vai, em geral, depender de ¢, v, g, ¢ e
aH¥VY. As relagdes (1.74) s3o conhecidas da termodindmica do equili
brio como defini¢oes da pressdo termodinamica e da temperatura ab
soluta. No entanto, essas equacgdes definem grandezas analogas para

situagbes fora do equilibrio. Entao, podemos escrever

H
]

T (g, v, W, m e | (1.76)

e p=p (g v, T, T, g (1.77)
Para especificar o sentido fisico dessas fungoes, fagamos uma ex
pansdo das mesmas numa série de potencias em tormo de seus valores
definidos no equilibrio local. Podemos entdao escrever, para T, por
exemplo:

v - [ 0T -
T (e, v, 7, aH . qu) = TO(E,v) + | == T+

T
eq.

. 2T qu_i_ BT\) '.!TUV + 0 (2) (1.78)
aqu eq. pnH eq.




onde T (g, v) &€ a temperatura definida no equilibrio local e as
o

derivadas parciais sfo calculadas no equilibrio. Pode ser mostra

do (vide apéndice 3) que os termos em primeira ordem na expansao

sdo nulos, pois

dT 9T
(-—- - (= - (25 = o (1.79)
am Jedq. 9g eq. ‘T ia

Uma expansdo anadloga pode ser realizada para a pressao termodina

mica dada em {(1.77).

Finalmente as relagdes (1.75) sdo equagoes de estado adicio
nais que se anulam identicamente no equilibrio.

A eq. de evolugdo de s ao longo das linhas de univerxso dos

elementos do fluido e dada por

. 1 [} . . 1
+ .§§. ] v + -§§- [ m + __85 qa + 95 | ,”(IB U)Uu
r

(o1 of

Pl 3¢ Al ov [ o +H aq M 31

[} T
s =s UM =<§§ | )
Tendo em vista as relacoes (1.74) e (1.75), podemos escrever aedq.

acima do seguinte modo:
TS = ¢+ PV + 0.V q°d_ + og,Van + \rﬂas T (1.80)
i a 2 3 a8 .

A eq. (1.80) é uma generalizacdo da equagdo de Gibbs numa versao
covariante. Nela podemos notar a presenga de termos em segunda

ordem nos fluxos dissipativos.

Além da entropia de ndo equilibrio, vamos estabelecer o ve

u

tor fluxo de entropia I_ de ndo equilibrio que vai depender das

varidveis dissipativas além daquelas do equilibrio, ou seja:

(e, v, "V, 1, g (1.81)



Explicitamente, levando-se em conta termos em segunda ordem, essa

expressao e

H = uoy S T uv .
s B1q Bzﬂq B3ﬂ q, (1.82)
onde os coeficientes B; (i = 1,2,3), sao, em geral, fungao das va
riaveis do equilibrio: B; = By (€, v). Sendo o primeiro termo em
18 ordem relativamente ao fluxo de calor, o coeficiente B1 pode

ser identificado com T_l, ou:

1
Bl =75 (1.83)
Tal identificagao surge de maneira natural se levarmos em conta a
eq. (1.56), estabelecida nha secao anterior.
Passemos ao calculo da produg¢ao de entropia, gue juntamente
com a segunda lei da Termodinamica, poderemos determinar as equa
- - . J . .
cces fenomenologicas para qu , T e s . Havliamos estabelecido, na
secao 1.2, a lei de balancgo para a entropia, dada por:
G =ns + 1" (1.84)
s, U

onde o & a densidade de producac de entropia, ns refere-se a ta

xa de variacao da densidade de entropia e Iz u representa a con
r

tribuigio devido ao fluxo de entropia. Substituindo as equacgdes ...

(1.80) e (1.82) em (1.84), obtemos a seguinte expressao:

T
. o . e VAV 1 U VO VO
(g + vp + aq Vv g* qp + On VI o+ 03V T nuv) t 5 q o _.ﬁgﬁ q +

wl| 5

Ha ! b gV wgy gV Bt g = 1.85
+ By, T By dh BT T By T BTy, 3 By, = o 183
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Utilizando a eq. (1.70') essa expressao pode ser reescrita como:

1 TR u u Hv ' He . uve

= U - - U

T (g U q u s . + 7 U(u,v) FOoqgTgy 4 T+ e’ ﬂuv) +
T U Tu o u. U ! U u '

L S 22 Q-+ By AT e )+ Bym AT+ Bymg 4

- WV u v o wovo

+ B3,U LN (v + v') + B3ﬂ v,uq + 83ﬂ W4 s o (1.86)

Fazendo as simplifica¢des necessarias e reescrevendo (1.86) de modo

, . v
a evildenclar qU ’ WU e m, vem:

a | _1 (T - T0 ) + a,q + TB, #E + B,T C TR, LT Y 4
T T " ,u u (ETERE UL R T D ST
A n u . Wey u

+ TB3H LA t g (- U ot a,m + TBZ, g &' + qu ’ T} +

ﬂuv hd : '
[ ! —

Sl (U(u,v) oy Tyt TBB,(uqv)Y + TBBq(v,u)) = O {(1.87)
Em (1.86) introduzimos os pardmetros Y e ¥Y', & e &' devido a am
biguidade na separacao dos termos 82 uﬂqu e B1.uﬂuqu . As uni

r ) r
cas restricdes impostas a esses parametros sao E+ &' =1 e
Yy +v' = 1.

Podemos escrever (1.87) de maneira mais compacta:

o = 1 (qU|TXu| + 19X ¢+ o

2
bl ok

uvlL) (1.88)

: o = N .
Os objetos 7X, XUVtL sdo definidos por:



1 A 1 . .

"x 0 " T (Fa7 T o) tap gy * T8y, mE Y BT T,

v v ]
YT By, T o T B3,y (1.89a)
X = = u?  + o, T+ TR gt gr + g, g o (1.89b)
rH 2 2']—1 2 Y
2 S, A .
. — .+. - T
Xl = h B sy P Ty T B, g% Y mega )

I

- 1 Z2 - . .
Esta claro que X | e X sao objetos perpendiculares a
UU
Em termodinimica classica irreversivel de primeira ordem {(com

hipdtese do equilibrio local)(7'8rl7)

a produgao de entropia & es
crita como uma forma bilinear envolvendo fluxos e forgas termodina

micas, ou seja,
g = § J.X, (1.90)

sendo respectivamente J. e X; as componentes cartesianas dos flu

(17) | & un fato em

xos e das forgas termodinamicas correspondentes
pirico que sob uma grande faixa de condigdes experimentais, os flu
xos sio escritos como funcdes lineares das forgas termodinamicas.

Tais relacbes entre os fluxos e as forgas sdo conhecidas como equa

¢Oes fenomenologicas. Podemos escrever tais equagoOes Como:
L X {(1.91)

e consequentemente a produgdo de entropia fica sendo dada por:



X.X (1.92)

o = ikLik 12k

Os coeficientes Lik sao calculados de modo que valha a segunda
lei da Termodinamica, ou seja, a produgao de entropia deve ser po
sitiva definida, e que obedegam as relagoes de Onsager(26).

Na verdade, este procedimento para a determinacdo das equa
¢bes fenomenolbgicas & valido somente em situac¢Oes nao muito afas
tadas do equilibrio. Aqul desenvolveremos uma relagao mais geral
entre fluxos e forcas de modo a levar em conta termos nao lineares
nos fluxos dissipativos. Isso vai nos permitir tratar de situagoes
nioc muito proximas do eguillbrio termodinamico.

A relacio (1.88) & analoga a sua correspondente nao relativis
ta dada em (1.90). Na primeira identificamos [OXHLL , Ox e lzxuvi

N
como sendo forgas termodinamicas em sua versao relativista e otV
m e qu os fluxos dissipativos. Por conveniéncia, vamos expan
dir as forcas em fungac dos fluxos. Como dissemos no paragrafo an
terior esta relagdo ndo sera linear, poils serao incluidos termos

gquadraticos nos fluxos dissipativos. Segue entac que:

1 _ ] v
] XULL = ajy 9, t a;y7q, tag T, d (1.93a)
Oy - ‘ 2 U : TRV

X = Ay T 8gqT ¥ 8ppT  F 434 qu toag, ﬂuv {1.93b)
2
"X ’ (1.93¢)

= da .
uv‘l_ 200y * @1yt @02y Ty T o239y

onde os coeficientes a podem ser fungbes das variaveis do equi

oB
1ibrio. Substituindo as egs. (1.93) na eq. (1.88) e levando-se em

conta a sequnda lei da Termodindmica, algumas restrigoes aos coefl

cientes a deverao surgir:

ofB
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qv) + 7 {a + a

1 | _
O =5 |9 (g, + ap T A, +a, T, 0o ol

: 2 u : ' UVV C uv . .
tag, T+ ag3 4 qIJ t gy T wuv) + T (a20huv + a,y Wuv +

A

g, MMt 8y quqv’} =

‘ u . Hov
+ (a114—a0? T qu + (a12 + a23) adg Tt

-l- a m + a '|T2 + a 1T3 A d 'iTu\)']T m d 'lTu\)'lT
01 03 * 904 uv' T o921 wo ¥

A fim de que o 2 0 em todas as configuracoes do fluido, devemos

impor as seguintes relacgbes para os coeficientes a8

.
<
g = 0, 8nq z0 , ¢ 2 0
ajg + 33 = 0 (1.94)
?
8o = 33 =3y T 3p =0
a,, +a | < J—(a + @y )
12 23V 7 2710 21

Essas relagoes decorrem de gue qIJ qIJ € sempre negativo, 1@ bem
COMmo ﬂﬂvThv sao quantidades positivas; os demais termos w,qﬁ,
(Y, H (Y, A . ,
T ﬂuvwr, Targ,, e '%M T, podem ser negativos. Finalmente,

temos ainda que:



|+ qua,l s 5 da¥a, ]« oY ow ) (1.95)

As relac¢oes (1.93) reduzem-se a

1 _ Y '
| XU{L = a1 Ay tagnd,toag,r d (1.93a")

°x = ag; "o~ oagy quq}J (1.93b")
| %x (1.93c"')

= ayy by tayy T, tass 99,

As equac¢des fenomenoldogicas sao obtidas igualando-se as  equa

¢oes (1.93') com aquelas correspondentes dadas em (1.89), ou seja:

\ 1 . . . 'y
hu [ T (T'\) - 7T u\)) + alg\) + ‘I‘Bz'\)ng + BzTW'\) +YTB3'>\TT . +
+oTg Tt - + + v (1.96)
37 v Al T %10 9 T 211 "9y T 31 Ty @ .
~u" s e T+ B e v g gt 1 =a,.m - oa, g (1.97)
1 2 2,u 9 2 9y 01 119 9 .

<h o

: S S - ] X
w B Uia,e) * %@ * TP, o) TP (0,07 T F1 Mt 223° I dy)> (1-99)

e

Na deducdo de (1.98), foi considerado nulo visto que

a

20 UV

nao possui trago. O simbolo < > indica que deve ser retirado o
trago da expressao em seu interior. Observamos que as equagoes fe

nomenoldgicas obtidas contém derivadas temporais das variaveis de
dissipagdo. Sendo assim, essas equacgOes sao de natureza diferente

daquelas obtidas anteriormente (egs.1.51€1.52) que estabelecem ape



nas uma relagao algébrica entre as variavels de dissipacao e ague

las do equilibrio. As relagdes (1.96), (1.97) e (1.98) podem' ser

interpretadas como eguag¢des de evolucdo para as variaveis gV, T

pv

e 7 , respectivamente. Como ja ressaltamos anteriormente, essas

variaveis possuem o mesmo status das variaveis do equilibrio na
especificagao do estado do sistema.

Voltemos agora as egs. (1.96), (1.97) e (1.98). Na primeira

Cos . v .
eg., tomemos a definigao do projetor hu e 0 apliguemos ao

segundo termo, obtendo assim a seguinte expressao:

v . ) v, - - .y
hu &1qv = a1 (6u - UUU )qv = a1qu + u1U quu
Substituindo essa eg. em (1.96), obtemos:
o é = — h vii_ 1 (T - TU.) + TR mE + B, T+ YTB ﬂl +
17 M T Vv v 2,V 2 PRY 3,400V
' A ‘ : N =)
+ TB3ﬂ v, 1+a10qu + aﬂ’nqU + a5 ﬂuvq - &1U quU
ou ainda
1 = +oa,. T Fa.m g +0Q -a U'qU (1.96")
9y = Fp 9y 1179y, 12 Tyvd " 1° 9ty .
0 termo QU é definido por:
0 = -nV|-Ll(r - 10) & TE, TE + B,TT _+YTB. w4
T U T Y W 2,v 27,V 3,0 0V
A
1.99)
+ TB31T v, (



- 46 -

Em (1.99) podemos notar o gradiente relativista de temperatura

h (T - Tﬁv). obtido na segao anterior, e termos adicionais

M Y
oriundos da generalizagao do vetor fluxo de entropia (eq. 1.82) e

da generalizacdo da equac¢ao de Gibbs (eq. 1.80). Devemos ressaltar

gue a1qu como mostrado acima, & formado de duas partes distin
Y
tas: uma paralela a Uu dada por - al U q, Uu e outra perpen
. ) hY
dicular a Uu, dada por a1o 9y toagqm q, +oa, "uv g + Qu . A

equagac (1.96') & também uma generalizacao daquela obtida por  D.
Pavon et al. (1980).

Rearranjando alguns termos da eq. (1.97), obtemos:

azﬁ = agy™ - allququ + Uu’u - Bz’uquT £ - quu’uT (1.97')
Na eg. (1.98) consideremos o segundo termo do primeiro mem
bro:
B b Pay T, = ag(e ® - vt s P - o uf) q o=
= a3(éua6UB - SJIU UB - SUBUUUG + UuUaUvUB) %aB:
= az (i, - %UBU\)UB - ﬁaquUa + ﬁaBUaUBUUUV)
No entanto, "aBUa = 0, de modo dgue %aBUa = - waﬁﬁa » logo:
h OLhVB oy Mg = a3(ﬁuv - {TuBUVUB - %aquUa - naBﬁaUBUqu)
ou
huah\)‘ga3 N WUBU\)[.JB +m U, %) (1.100)



Substituindo (1.100) em (1.98), resulta em:

. a R ‘ . . .
(Uia,sy) * TV By o9g) * B3Td(g o)) = ¢

. ] .B - [Red N
+ a21ﬁuv + a23< q(uqv)>—~a3<< HB(qu)U + ﬂa(qu)U )
Introduzindo 2y definido por:
z =-h"nf (U o+ Typ + BT ) ©(1.101)
uv weovoC A B 3,a 9 37 9,0 )
temos :
aB“uv = <Z(uv)> toagy ﬂuv + a23<q(uqv)>
- O. <7 U ik T U U > {(1.98")
3 B(u V) alviu) Ta )

Podemos notar na eq. acima termos puramente espaciails e termos mis
tos. Esses ultimos ndo possuem analogos classicos significando e
feitos relativistas.

Nas egs. (1.96'), (1.97') e (1.98') notamos a presenca de va

rios coeficientes fenomenologicos tais como a e o. todos
i

af”’ Bi
eles podendo depender das variaveis € e v. Alguns desses coefi
cientes podem ser identificados com os coeficientes de viscosidade
volumar, de conducao de calor de viscosidade de cizalhamento além
dos tempos de relaxacao envolvidos nos processos. Para fazer esta
identifica¢ao, devemos encontrar o limite cliassico das egs.(1.96'),
{1.97') e (1.98') e comparar com agquelas estabelecidas na termodi
(22) v

namica extendida classica . Iniciamos por considerar e

nulos na eq. (1.96'):



L 3 _ _ .\) u _ -
%qq, = aq99, a,U0 quu + —m (T,v TUv) (1.102)

No referencial local comovente com © fluido, temos:
U = (1.103a)
e nH = gHF _ U“UV = diag (0,1,1,1) (1.103b)

Neste referencial, o fluxo de calor qu e dado pof:

g" = (0, ) (1.103c)

A parte temporal da eq. (1.102) reduz-se a uma identidade. Concen

tremo-nos entdo na sua parte espacial no limite nao relativista.

Como neste limite, gt + o0 (ﬁo = 0, pois ﬁaUa = 0), de modo gque
{(1.102) se escreve como:
B b
-> - T
~a;q9=-2a,749 *F (1.104)
5 3g 3T 3T 2
Devemos nos lembrar gque (¢ = 59 e T = = = (== , VT). Para
t PV axV ot
determinarmos a, e a;ge lancaremos mao da eguagao:
T g +g = - XVT (1.105)
- P . - . 2)
gue & estabelecida na termodinamica estendida classica . Compa
rando a eg. (1.104) com a eqg. (1.105), obtemos:
a. . = - & (1.106a)
10 XT
T4 i
= — 1.106b
e oy ST { )



Nessas equagoes ¥ € o coeficiente de condugdo térmica e Ty € o

o tempo de relaxagdo envolvido no processo de conducdo de calor.

Fazendo qu = 0 na eqg. {1.97'}), obtemos:

uzﬁ = agq + Uu’u {(1.107)
No referencial local de repouso, Uu’u e dado por:
U“'u = UO’o " Ui’i = Ui’i = V.V (1.108)
Voltando a {(1.107), vem:
ayfi o~ ag, 7= V.V (1.107")

Comparando esta Gltima equag¢do com a equacgao fenomenoldgica obtida

da termodinamica classica estendida(zz), dada por:

' =
T T+ o= - V.V (1.109)

podemos concluir gue:

1
ao,] —"(_;' (T.110a)
to
Of.2 =—-? (1.11013)
Nestas relacdes 1 e T 340 os coeficientes de viscosidade

o]

volumar e o tempo de relaxacgao, respectivamente.

Finalmente, fazendo qu = 0 em (1.98'), obtemos



- 50 -~

-
B(qu)U

o ﬁ == <h OLh ?U > 4

. 0y, :
STy N u 0% (1.111)

- T (v )

a. ., m <
21 uv 3
Novamente se considerarmos o referencial local de repouso, temos as

seguintes relacgles:

Oy T o = 0 {(1.112a)

e Oy Ty = 0 (1.112b)

Essas equac¢oes implicam que Too € Toi sdao constantes. Entretan
' . aB _

sabemos que Too = Toi = 0 devido ao fato de que 7 UB = 0. A eq.

(1.111) fica sendo dada por

. _ 0-"8
0y Wij = - <hi h 3 U(a,B) toas, ﬂij> (1.113)
ou ainda
- _ _ - _ 1
Oy Wij ~ a5, Wij = <U(i,j)> Oij {1.1137"})
onde Gij & o tensor de cizalhamento. Comparando (1.113') com a eq.
obtida na termodinamica estendida cléssicatzz), dada por:
T, ﬂij + Wij = noij (1.114)
obtemos:
a.. = - (1.115a)
21 n
T
Gl = - 2 (1.115b)



Abaixo escrevemos a forma final das equagdes fenomenoldgicas

levando-se em conta as relagdes (1.106), (1.110) e (1.115):.

. : - v o - )
TTqU + qU = X T(aﬂﬂqU + a12ﬂuuq + QU) - T, U q,, UU
T Mo+ M o= - g UU + {a q“q + B qU ET + B qU T)
o] P U 11 u 2,u 2% ,u
. _ ) -B
T2Tov * Maw = 70 “Zuu)” T 0 A3 I dy)” T Yy Y

Podemos observar que as equag¢des fenomenologicas {

{(1.116)

(1.117}

b4

U ,U
Mo (v )

{(1.118)

1.116),

(1.117) e (1.118) apresentam termos nao lineares nas varidveis dis

. . ' . Y u .
sipativas, tais como ﬂqu, ﬂuvq e 4 qu e <q(UqU)>' Em si

tuacgoes

onde o sistema encontra-se afastado do equilibrio, tais termos tor

nam-se importantes nas equagOes fenomenolégicas. Nac podemos
de ressaltar gue a propagag¢do de sinais termicos e viscosos
rera com velocidade finita gquando levamos em consideracg
eqs. (1.116), (1.117) e (1.118). Os tempos de relaxagao Ty
ser considerados da mesma ordem do tempo medio livre. Sendo
velocidade de propagacdo dog sinais térmicos e viscosos sera
raveis a velocidade do som no fluido em consideracao.

Temos entdo desenvolvido uma teoria termodinamica para
sos irreversiveis ndo estaciondria e ndo-linear. A hipotese
1ibrio local foi deixada de lado. Definimos uma entropia de
quilibrio e um vetor fluxo de entropia de ndo eguilibrio.

H ﬂUV

ainda que as variaveils dissipativas g, e 7 estao no

.= . ¢4 . -
status que as varlaveis €, v e U na caracterlzagao do
do fluido. As equacgdes de evolucdo para essas ultimas sao as

de conservacgao de energia, do numerc de particulas e do mo

deixar
ocoxr
ao as
podem
assim a

o compa

proces
do equil
nao e
Vimos
mesmo
estado
leis

mentum,



respectivamente. Para as variaveis dissipativas, as egs. de evolu
¢do saoc as equag¢bes fenomenologicas (1.116), (1.117) e (1.118).
Nesta teoria a temperatura e pressido sac quantidades definidas fo
ra do equilibrio, podendo ser escritas como uma série de potén
cias em torno de seus valores definidos no equilibrio (vide apén

dice B, para maiores detalhes).

1.4 - Termodinamica e Gravitacao

Nas secOes anteriores desenvolvemos teorias termodinamicas
de processos reversiveis e irreversivels em Relatividade  Espe
cial. E de grande interesse para estudos futuros, principalmente

em Astrofisica e Cosmologia, o estabelecimento das teorias termo

dinAmicas anteriormente desenvolvidas em Relatividade Geral, bem
como a analise de algumas novidades guando a gravitagao se faz
presente nos processos termodinamicos. Vamos,entdo,utilizar o]

Principio de Acoplamento Minimo de modo a incluir o campo gravita
cional nos processos fisicos em questd3o. Operacionalmente isso
significa que o tensor de Minkowski,nuv , sera substituido pelo
tensor métrico guv(x) e as derivadas simples pelas derivadas co
variantes em todas as equacdes desenvolvidas nas secoes anterio
res. Notamos que a funcgido entropia (egs.(1.13) e (1.73) ) perma
necera inalterada.

Considerenmos "V o tensor momento-energia de qualquer sis

* ~
tema material no espaco-tempo curvo. A lei de conservag¢ao da e

nergia e do momento & dada por:

* Por sistema material entendemos toda distribuicao nido identifi

cavel com qualquer tipo de campo.



U _ M u Ao onA u
Ty = Ty u * T Tu — Ty Ty (1.119)
ou ainda:
[ g = =9 pHe
(T, g)’u 5 T Yo, v (1.120)
De um modo geral, o sistema em questdo nao pode ser considerado
(51

estritamente como um sistema fechado ). Podemos notar a nao con
servagao da energia e do momento ao meioc material. O termo do la
do direito da eqg. (1.120) vai representar a densldade de forca ex
terna atuando sobre o sistema, apesar da possibilidade de sempre
anula-lo um sistema de coordenadas localmente inercial. Sabemos, no entantc

que a termodindmica vai associar ao sistema em consideragao a fun

cao entropia 8 cuja varlacao pode ser escrita como:

= ] d .

ds dlS + eS (1.121)
onde, como vimos na segao 1.2 d;8 & a producgao de entropia e
deS & a contribuigdo a variagao de entropia devido a trocas de

entropia com as vizinhangas do sistema. Se o sistema & aberto, po

de ocorrer que

ds (1.122)

EA
Q

i.e., a entropia do sistema pode diminuir ou permanecer constan
te. Desse modo, para sistemas materialis na presenga de campOs gra
vitacionals e em especial o proprio cosmos, essa peculiaridade po
de se concretizar.

Na verdade, devemos ressaltar a dificuldade do estabelecimen



de uma teoria termodind@mica para um sistema material continue num
campo gravitacional que possa englobar este Gltimo tal gual é re
alizada num meio continuo polarizavel no campo eletromagnetico.Es
sencialmente a dificuldade reside na maneira que o campo gravita
cional acdpla—se com a matéria e pela ndao definicdo de um tensor
momento~energia para o campo gravitacional. Se tal fosse possivel,

poderiamos escrever

Y gtV oV (1.123)

T -
(materia) {campo grav.)

onde TV seria o tensor momento-energia total do sistema. A entro
pia do sistema poderia ser escrita como uma funcdo de parametros
associados ao fluido (energia interna, volume) e elementos do cam
po gravitacional. Consequentemente a definig@o de grandezas termo
dindmicas como temperatura e pressao levariam consigo a contribui
cao do campo.

Nos paragrafos seguintes abordaremos algumas modificacdes que
a maneira usual de acoplar o campo gravitacional com a materia
proporciona gquando estamos fazendo uma descricgdo. hidrotermodinami
ca do sistema.

De inicio, devemos estabelecer as condigOes sob as quais um
fluido num campo gravitacional esteja em equilibrio termodinami
co. Basicamente, se o fluido esta em equilibrio termodinamico, a
produgio de entropia sera sempre nula, ou seja:

(¥ v=9)

o =8", = X =9 (1.124)
" /=g

onde sY & dado por:

s* = nsut (1.125)



sendo n a densidade do n? de particulas e s a entropia por par

ticulas, que satifaz a equagao de Gibbs no espago-tempo curvo:

-1 P P 1
ds = T d o + T d o {1.126)

0 campo de velocidade U" normalizado por gw)'UU U, = 1 pode ser
sempre escolhido tal que sH seja dado pela eq. (1.125), o qua
dri-vetor fluxo de particulas e o tensor momento- energia sejam es

critos por:
N" = nuM (1.127)
THY = 5 gMuY - p KMV (1.128)

v v Y
sendo hy‘ = gﬁ‘ - UUU

Consideremos agora um fluido perfeito em repouso num campo

gravitacional estatico cuja-métrica é dada por:

2 _ 2 i
ds” = goodt 93 dx"dx (1.129)
0 campo de velocidades & escrito a seguir:

g% = (1.130)

O tensor momento-energia do fluido & dado pela eq. (1.128) e a e

quagdo de conservagao do momento estabelece que:



- K -

ap
T = .
wg Dy = 0 (1.131)
. a
+ U -h =
ou (p+ p) y b Py 0 (1.132)
No entanto:
5% A 9
0, = qﬂwua-(uuu-riyk) ° - Tho =—
4 "9a 950
0 , se u =0 (1.133a)
mas Fﬁo-gho _ Fio _
950 \
Vg_ ) .
oo’ ,i :
L se p o= i (1.133b)
L 950
Logo, a aceleracao ﬁu fica sendo escrita como:
0, =0 (1.134a)
. (Vg _) .
- oo’ , i
U. = —_— (1.134b)
* Y00

Voltando a eq. (1.7), vem:

P, =0 (1.135a)
I

(Vg_.)

oo’ ,i
p; + lotp) ——=——"— =0 (1.135b)

! "9oo
A eg. (1.135a) expressam a condigdo de equilibrio mecanico  do
d p

fluido no campo gravitacional. Identificando a pressao hidrostati



ca com a pressdc termodindmica, notamos que no equilibrioc o gradi
ente de pressdo é ndo nulo, ao contrario do resultado ja conhecido
classicamente.

Como segundo exemplo consideremos novamente um fluido em re
pouso num campc estatico. Verificamos sob que condigdo ha inexis
téncia de fluxo de calor. Sendo assim utilizemos a lei de Fourier
relativista:

uv

¢! =Xh (r, =T ﬁv) (1.136)

A aceleragao Uv & dada pela eq. (1.10), enquanto que o projetor

v - ,
hu e escrito como:

o= gtV .2 © (1.137)

Substituindo (1.134) e (1.137) em (1.136), vem:

g =0 (1.138)
Poyn®™ (0 41079y =xn*I o o+ ( gog)'J i
4 X I VO rJ /Q—_
el
. i3
ou gt = AR p gy (1.139)
5 oo’ ;3
Qo

A inexisténcia de fluxo de calor esta ligada ao fato de T Vgoo=cte

e nio simplesmente T = cte como estabelecido em termodinamica nao
relativista. Na verdade o "pacote" de temperatura T Vgoo deve

ser constante em qualquer parte do fluido. Esse resultado foi obti

do primeiramente por Tolman em 1930.



O modelo padrdo & caracterizado por um espaco-tempo  homogé
neo e isotropico e cujo contetdo material € representado pelo ten

sor momento-energia dado pela eg. (1.5). A métrica é dada por:

I

as? = ap? - _R(t) (drl+rlap®+rlsenody?) (1.140)
(1+kr2/4) 2

onde k =+ 1,0 e -1 caso a tri-segao tenha curvatura positiva,nu

la ou negativa, respectivamente, e R(t) € o raio do universo. De

acordo com o criterio adotado anteriormente, & facilmente verificg'

do gue nao ha produgdo de entropia e consequentemente cada parte e

lementar do sistema evolui reversivelmente tanto para o caso de

expansdao como O de contracdo do cosmos. Tolman chama atengdo para

essa caracteristica por se constituir um exemplo concreto de um
4+ " [l " . * o

sistema cujos processcs se realizam a uma taxa finita e sao re

versiveis. Esse resultado & uma novidade, pois de acordo com a

termodinamica classica todo processo gue se realiza a uma taxa fi
nita conduz forcgosamente a produgao de entropia e portanto & irre
versivel.

Outra interessante consequéncia da termodinamica em espagos
curvos apontada por Tolman € a possibilidade da evolucao de univer
sos homogéneos e isotropicos fora do equilibrio se fazer atraveés
de ciclos com fases de expansdo e COMpPressao, Tais ciclos possuem
a amplitude crescente significahdo gue a energia de cada elemento

de volume esta crescendo. Tolman apontou gue as expansles e com

* QOs processOs gue ocorrem a uma taxa finita sao agueles onde ha
variac¢ao nao infinitesimal do volume e demais pardmetros termodind
micos. E bom lembrar ainda gue do ponto de vista classico, um pro
cesso & reversivel guando se realiza a uma taxa infinitesimalmen

te lenta. Tais processos sao ditos quasi-estaticos.



4 R(D pressoes se faziam as custas da
"energia externa proveniente da
energia potencial do campo gra
vitacional associado com a den
sidade pseudo-tensorial de Eins

. ' v tein tuv ", Atualmente os mode

0 ’% los com essa caracteristica sao

identificados com os modelos cos

fig. l.4.1 Oscilagoes irreversiveis -

do modelo de Tolman mologicos com viscosidade volu

mar. Devemos ainda ressaltar que esta situagao constitui um exem
plo concreto de um sistema sob agdo de processos irreversiveis
gue nunca chega a um estado terminal de entropia maxima.

No desenvolvimento de uma teoria termodinamica causal estabe
leceu~-se uma fungio entropia de ndo equilibrio e consequentemente
uma equacao de Gibbs generalizada (vide eq. (1:80) ). No espago-tem

po curvo,esta equagao & escrita como:

- . - - ‘o u - u'\) * :
Tg = €+ pv + aov T T+ al v g qu + a, v T ﬂuv . {1.1441)

No entanto, temos de acordo com © acoplamento minimo o seguinte:

. _ B _ _ V) B
. R A A B (1.143)
TT = - —_— —
uv ﬂuV"BU (ﬂuv,B TuB v FBv ﬂuA)U
Substlituindo (1.143) e (1.142) em (1.141), vem:
Ts = E + p v + o vmom + o, v qu g + o, V ﬂuvﬂ -
. B rB , B . B 1 u, 8 2 uvy, B



Na eq.(1.144) os efeitos do campo gravitacional estao se fa
zendo sentir através dos simbolos de Christoffel oriundos do  aco
plamento entre matéria e gravitagao usualmente estabelecido. Entre
tanto & sempre possivel elegermos um sistema de coordenadas no
qual os simbolos de Christoffel sao nulos e em consequéncia (1.144)
reduz-se aquela expressao dada em espacos planos.

Para finalizar, facamos algumas consideracdes acerca do dua
dro montado para uma descri¢ao hidrotermodinamica do fluido imper
feito no campo gravitacional. Sabemos que a especificagac do esta
do din@mico local do fluide vai depender do conhecimento de grande
Zas como £ e v que sdo a energia interna e volume por parti
cula, respectivamente e do campo de velocidades u%. Como vimos,
isso & valido quando a descrigdo & feita com a hipdotese do equili
brio local. Temos entdo estabelecida equagdes de evolucdo para as
grandezas € , Vv e v, que permitem, a partir de dados ini
ciais especificados numa hipersuperficie tipo-espago, a propagacao
das mesmas para qualquer outra hipersuperficie tipo espac¢o vizinha
no futuro. Vimos também que as variavels dissipativas eram expres
sas por relacgdes algébricas com os gradientes de velocidade e tem
peratura. A equacido de evolugdo da entropia por particula (eq. de
Gibbs) €& inalterada. No entanto, cabe ressaltar que o espago-tempo

sendo curvo, o campo de velocidades obedece a seguinte relagdo:

- B
UO!.ﬁUII\) - UOL!I\)!!U - RaBu\) U (1.145)

onde RaBuv & o tensor de Riemann. Desta relagao podemos deduzir
as equagodes de evolugéo(so) dos parametros cinematicos expansao
(8), cizalhamento (GUV) e rotacdo (w,,). WNessas equacoes de evo

lugdo, utilizando as egs. de Einstein, notamos a presenga de texr



mos ligados a distribuigdao local de materia (tracos do tensor de
Riemann) e termos puramente gravitacionais identificados com as
partes elétrica e magnética do tensor de Weyl, EMY e HWY ,res
pectivamente, e que por sua vez também possuem equacoes de evolu
¢do. Convém lembrar que os dados iniciais definidos nas hipersuper

ficies tipo espago obedecem ainda equagdes de vinculo(so).

fig. 1.4.2 Hipersuperficie tipo-espaco I
juntamente com as variaveis
que possuem eqs. de evolugao.

Com o estabelecimento da termodinamica estendida, o gquadro

[IRY) e qu

muda consideravelmente. As variaveis dissipativas qu, i
passam a possuir equagdes de evolucao (i.e., ganham dinamica) e
tem o mesmo status das varidveis do equilibrio na especificacao do
estado local do sistema. E definido entao uma entropia local de
nio-equilibrio que & fungio das variaveis do equilibrio e das va

ridveis dissipativas. A equacdo de evolucac da entropia local (eq.

de Gibbs generalizada) & modificada como mostrado em (1.141). Deve

- Hv u .
mos notar que as eqgs. de evolugao para T ; T e g escritas
abaixo.
. B =0
= = < > — < > = < U U o> .146
B AT ILUTY n A Nay3< 4y T2 TPt Mo () (1.146a)

Ty B+ T =—r0 + ?;(a11 ququ + Bsz qLl T + By, T qu’u) {1.146b)



v Ay
; = m T -T (1.146¢)

Ty, +9, XT(a11 qy + a7, My g + Q) 19 9,7,

onde Zuv e Qu sdo dados pelas eqgs. (1.99) e (1.101), contém

termos envolvendo as quantidades cinematicas "¥ (contida em Zuv)'

8 e U% . No entanto, vimos que para a completa especificacao

desses pardmetros ha a necessidade do conhecimento de termos pura
mente gravitacionais (Env e Huv)' Entao, podemos afirmar que as
variaveis dissipativas conterdo a influéncia desses termos puramen
te gravitacionais. Em consequencia disso, a evolugao da entropia ,

vai, pelo menos de um modo indireto, sofrer influéncia do campo

ndo anulavel por uma escolha de coordenadas, sendo esta influéncia

representada por Euv e Huv'

fig. 1.4.3 _Hipersuperficie tipo-es
paco L juntamente  com
variavelis que possuem
eqs. de evolucdo. Nota
mos a presenca de nﬁgas
variaveis qu, Te N

Entretanto, como nas futuras aplicagdes da termodinadmica es
tendida em espacos curvos utlilizaremos sempre espacos-tempos con
formalmente planos, nao nOs preocuparemos com essa contribuicdo do

campo gravitacional.



2 - ANALISE TERMODINAMICA DE UMA NEBULOSA EM CONTRACAO

No presente capitulo analisaremos sob o ponto de vista termo
dinamico uma nebulosa que & descrita por uma métrica conformalmen
te plana e com simetria esférica. O contetudo material & constitul
do por um fluido apresentando processos dissipativos representados
por fluxo de calor e viscosidade volumar. A nebulosa & nao homogé
nea no sentido de apresentar distribui¢oes de energia, pressao,tem
peratura, etc..., diferentes em cada ponto de uma hipersuperficie
tipo espago, locus dos observadores comoventes com © fluido. Outro
dado a ser explicitado mais adiante é o fato da nebulosa encon
trar-se em contragao. Isso significa que no passado distante a den
sidade de energia é praticamente nula, bem como outros parametros
ligados ao fluido (pressao, temperatura, etc). A medida que o tem
po passa, a nebulosa vai se contraindo até degenerar-se numa singu
laridade.

Como ressaltamos na ultima segao do capitulo anterior, sendo
o espago-tempo conformalmente. plano (caBuv - 0}, a influéncia da
curvatura via partes eléetrica e magnéticas do tensor de Weyl na
eq. de evolugao de entropia deixa de existir, o que torna a descri
cao mais simplificada.

Dividiremos a andlise em duas partes. Na primeira, a nebulosa
& analisada utilizando-se uma termodinamica irreversivel com a
hipGtese do equilibrio local. Na segunda parte o mesmo e feito le
vando-se em conta a termodinrdmica estendida desenvolvida na secgao

1.3, sendo que utilizaremos uma aproximacdo linear desta ultima.



2.1 - Analise com Termodinamica de 12 Ordem

vamos considerar a nebulosa descrita brevemente na introdugioc

cuja métrica conformalmente plana & dada por:

(27)
ds2 =|-—Rt fc_ at? - ax? - sin?x (402 + sin?s d¢?) (2.1)
cos xy + 1
onde as coordenadas "esfericas" ¥, 9 e ¢ podem assumir o©s se
guintes valores:
T w
/88 s 7/,
0 2 v 2 27 (2.2)
0 =y s -

Desejamos trabalhar com coordenadas cartesianas por julga-las algo

mais conveniente. Realizemos as seguintes transformacoes de coorde

nadas.
r = sen ¥ (2.3a)

e r s — (2.3b)
1 + r2/4

Apds algum algebrismo, a métrica (2.1) e reescrita como:

2 2 2 2
d52 _ _{bt+c) " (1+r /4) a2 (bt+c)

. : (@2 5 ay° + dz2) (2.4)




onde rT = Xx

A fonte de curvatura & um fluido caracterizado pelo seguinte

tensor momentc energia:
T8 = ou%uf- p p%F + %P + Py (2.5)

Nesta expressaoc p € a densidade de energia, P =p + 7 , i.e., a
pressao efetiva expressa como a soma de pressdao hidrostatica e da
pressao devido a viscosidade volumar. q06 e o fluxo de calor e
Ua(x) o campo de velocidades. No espago-tempo curve, © projetor

n*® & dado por:

@B - g%y - uMuP (2.6)

h

sendo guB(x) o tensor métrico. O campo de velocidade & normaliza

do por:
o B
9o U'ut= 1 (2.7)
Utilizando um sistema de coordenadas comoventes tal que
u¥ = (U®, 0, 0,0), obtemos de (2.7}, o seguinte resultado:
y° = 2 (2.8)
VY900
o 8% 28%
ou U~ = = (2.9}
Y900 (bt+c) (1+r2/4)

As equacdes do campo gravitacional sido dadas por:



c*v = r*Y - % g"V R = - 7" (2.10)
Estamos utilizando um sistema de unidades tal que ¢ =1 e 87G = 1.

Calculemos inicialmente os parametros cinematicos associados
a congruéncia de curvas identificadas com as linhas de universo

das partliculas do fluido. & expansao € & dada por:

8 = g% (2.11)
lla
Explicitando (2.11), vem:
o
(" /=g)
0 = L 6b (2.12)
/=g (bt+c) 2 (1+r274)

(28)

0 parametro OGB' conhecido como cizalhamento , & dado por:

= o v -1y
U T2 h (ahB) Uu“v 3 hyg (2.13)
Para simplificar os calculos, podemos utilizar uma base de tetra
das(zg), de modo gue (2.13), & escrito como:
1 o} o] o e _ 1 2 14
GAB’:“Z('YAB_YBA+YAOnBO+YBOnAO) 3 hpp 6 {(2.14)
onde YABC sao os coeficientes de rotagao de Ricci. No apéndice
{C), obtemos:
Uppg = 0 ; portanto

af



A rotagao w & escrita como:

of

u v
h[cx hB] v

b bt

wO‘,B U"\) (2.16)

Utilizando uma base de tetradas, vem:

1 _ 0
oap =3 O Y ap F Y ea T Y ao"Bo T Y Bo "o (2.17)
Podemos constatar (vide apendice C) gue wpp = 0, e portanto:
W = (z.18)

A aceleragdo da congruéncia de curvas & calculada no apéndice
C, e o resultado & reproduzido abaixo:

1
X

(bt+c) (14r2/4)

U= (0, (2.19)
Utilizando agora as egs. de campo (2.10), a métrica (2.4) e o
campo de velocidade especificado em (2.9), poderemos calcular p ,

Pe g% gue aparecem no tensor momento energia (2.5). As relagoes

abaixo vao relacionar as projec¢oes do tensor-momento energia com
Or P e qa (28):
o =18 yu (2.20)
o B
- _ 1 a8
P 5 T haB. (2.21)
o __ .. 0l g
= h T U 2.22
q B ( )

Numa base de tetradas, podemos escrever:
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2
o =1 yu, = b - (2.23)
(bt+c) © (1+r2/4)
1 AR 4 p° 4
P = —-3-':[' hAB:. > + (2.24)
: 4 2; 2 2
(bt+c) “(1+r“/4) {bt+c) “ (1+r“/4)

Finalmente, (2.22) e escrito como:

= h T U (2.25)

Segue entao gue:

q(o) = 0 (2.26a)

= 43Xib T (2.26b)
(bt+c) > (1+r“/4)

9(1)

Da equacdo de conservagao do numero particulas f{eg. 1.9'), po

demos calcular n, a densidade do numero de particulas:

v, =nu%,_ +n, U
de onde tiramos:
n
o(r)
n = =27 (2.27)
(r,t) (bt+c)3

Na eq. (2.27) n_(r). e uma funcao de r a ser determinada.



2.1.1 - Termodinamica de Processos Irreversiveis - Hipdotese do E-

quilibrio Local

Vamos utilizar a termodinamica de processos irreverssiveis on
de a hipdotese do equilibrio local & valido. Como vimos no capitulo
anterior, esta formulacao & aplicavel somente em situagoes quasi-
~estacionarias, caracterizadas pelos fracos gradientes espag¢o-tem

porais das variaveis dissipativas. Sendo assim, as egs. fenomenold

gicas para T e gqH sao reproduzidas a seguir:
M= - U (2.28)
U
q' = x n" (T - U (2.29)
onde X e (¢ 530 os coeficientes de conducao de calor e de vis

cosidade volumar, respectivamente.

Tendo em vista que P = p + 7 e que vale a seguinte eguagao

de estado

p = Ap (2.30)

onde 0 £ A 51, aeq. (2.30) juntamente com (2.28) nos da condi
goes de calcular A e ¢ a partir de (2,24), Temos entao que:
2
P = 44b i 24 2 = ap - oUY,
(bt+c) * (1412/4) (bt+c) “ (14r°/4)

Utilizando as eqgs. (2.23) e (2.12), vem:



=1 |
=3 (2.31)

-2

3 (2.32)

o

A relagdo (2.31) indica que o conteiido material do fluido &
constituldo de radiagao. O coeficiente de viscbsidade volumar dado
por (2.32) devera ser sempre positivo (vide cap. 1, sec. 1.2).Para

tal € necessario que
b < 0 | (2.33)

Em consequencia disso, a expansao dada por (2.12) sera sempre nega
tiva indicando que a nebulosa encontra-se em contragao.
Como hipotese do equilibrio local & valida, podemos escrever

a eqg. de Gibbs

T ds = d C%—) + p d({%) (2.34)

onde s & a entropia por particula, % & o volume por particula,
% ¢ a energia por particula e T a temperatura absoluta. Como foi
estabelecido na eq.(1.17), cap. 1, P = n (e + a), entdo d (p/n)=de

que & a variagdo da energia interna por particula. Considerando as

egs. (2.23), (2.27), (2.30) e substituindo em {(2.34), vem:

12b° ap°

+ q (bt+c)3
(1+r2/4)2(bt+c)no(f)

(bt+c)4(1+r2/4)2 no(r)

Desenvolvendo esta expressdo, e apds algumas simplificagdes, vem:
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2 4n '
as = R ° + 3L | ar (2.35)
T(r,t) {bt+c) (1+r°/4) no(r) n, 1+r°/4
dnd as
] -_— —_— = G
onde n 't o= . De (2.35) notamos que Tt 0, portanto s so de
pende da coordenada r. Para que s = s(r), devemos impor que:
fo(r)
T(r,t) = (b—t-i-_J (2.36)

onde T_(r) é fungao apenas de r. Para um.completo conhecimento da
distribuicdo de temperatura, é necessario a determinacac de To(r).
Na verdade, a equacdo de Gibbs nao & suficiente para a completa es
pecificagdo de T(r,t), sendo peortanto necessario langarmos mdo de
alguma outra expressac. De acordo com Eckart (1940), a eq. (2.29)
vai fixar a definicdo de temperatura. Entao & razocavel qgue a utili
zemos para a determinagao de To(r) em (2.36).

Escrevamos inicialmente (2.29}) uma base de tetradas:

B .
=¥h T - TU
dp =Xhp™ (T g B
Como I(o) = 0, fagamos A =i
_ B _ - _ B _ B - -
Qi) = Xh(gy (T g =T Ug) =x, UgyU (T 5 = T Up)
ou ey = X(T,(i) - T U(i)) (2.37)
Calculemos cada termo de (2.37) separadamente
) 26, )
T, = % by T e L » entao
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2T, |
T, (1) T Totea) (2.38a)
Temos ainda que ﬁ(i) é dado por:
- . - X.
Oy = nip O - - (2.38b)

(bt+c) (14127 4)

Substituindo as egs. (2.26b), (2.36), (2.38a) e (2.38b) em (2.37},

vem:

. i
4 xl b 2 dfo dr fo(r) ®

= X
(bt+c)3(l+r2/4)2

— + -
(bt+c) 2 dr oax®  (bt+c) 2 (1+r2/4)

Fazendo as simplificagdes necessarias e isolando y (r,t), obtemos:

4 b dfo + fo(r)

(bt+c)(l+r2/4)2 r dr (l+r2/4)

fro

(2.39)

X (r,t) =

Da eq. (2.32) vimos que b & negativo. Sendo assim, a exXpressao

entre os colchetes deve ser sempre negativa, ou

df £f_{r)
2 o 9o " <0 (2.40)

r dr (1+r? 4)

Esta inequacgdo admite solugdes do tipo:

T
F (r) < ——9 (2.41)
© (1+r2/4)

onde T & uma constante. Vamos entac supor que:
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T
fo(r) = ——— (2.42)
(1+r2/4)v
sendo v > 1 . Desse modo a distribuigdo de temperatura fica com
pletamente determinada. Substituamcs (2.42) em (2.39) de modo a

explicitar X (r,t), temos como resultado:

- 4b
(2.43)

XA{r,t) -
(bt+c)(1+r2/4)l VTO(V-l)

2.1.2 - Calculo da Produgao de Entropia

De acordo com a eq.(1.53), do capitulo l,a producdo de entro

pia & dada por:

- = - (2.44)

Nesta expressao, o primeiro termo refere-se a contribuigao da pro
ducao entropia devido a viscosidade volumar, e o segundo devido ao

fluxo de calor. Tendo em vista gue:

W A ~16b°r?
q'q = q'q, =

H (bt+c)6(1+r2/4)4

-

e as egs. (2.12),(2.32),(2.36),(2.42) e (2.43), a eq. (2.44) & es

crita como:

2
5 = - 24b _ 4 br*(v-1) (2.45)

(bt+c)3(1+r2/4)2‘VTO (bt+c)3(1+r2/4)3"“To

Fagamos

(2.46)



onde o_ = =24b {(2.47a)
© 3 2 2=y
(bt+c) " (1+r*/ 4) TO
e 2
g, = = 4br (v - 1) (2.47b)
1 3 2 4.3V
{(bt+c) “(1+r~= /4) T

o

Consideremos o, € calculemos o limite para certas condig¢gdes
assintoticas. Iniciemos considerando o limite quande r & infini

tamente grande:

- 24b
2/4) 2=V

lim oo(r,t) = lim (2.48)

r - o r + « (bt+c)3(1+r T

o

Existem trés possibilidades a serem consideradas:

a) 2 - v < 0;

Neste caso, a produgao de entropia vai a infinito. Isso significa

gue apesar da viscosidade nula ha produgdo consideravel de entro
pia.
by 2 -v =0 ;

Observando (2.48) vemos que ha producao finita de entropia mesmo

em regides onde a viscosidade €& nula.

c) 2 -v >0

A produg¢do de entropia devido a viscosidade volumar é nula para re

gides infinitamente afastadas da origem do sistema de coordenadas



considerado. Esta possibilidade parece ser mais razoavel pois, sen
do a viscosidade volumar nula nessas regioes, isto significa que o

sistema encontra-se em equilibrio termodinamico. Entao:

lim o (z,t) = lim s (2.48")
r > r > o (bt+c)”  (1+r°/4) T,
se 2 =-Vv >0 ou Vo< 2. Como VvV > 1, segue que
1 < v < 2 (2.49)
Para r = 0, temos que
o, (o,t) = -2ib (2.50)
{(bt+c) T,

Anteriormente constatamos que o modelo em estudo se encontra

em contragao devendo degenerar~-se numa singularidade. Al as grande

zas tais como p, p, T, etc..., tornam~-se infinitas. A produgao

de entropia nesta situagdo e dada por:

. _ , - 24D
lim g = lim 3 5 7= = o  (2.51)
t.+T%T t + ¢/|b] (bt+c) ~ (1+xr“/4) T,
Concentremo~nos ha producao de entropia devido ao fluxo de
calor. Se observarmos a expressac para qpq“ verificaremos que

esta se anula para pontos infinitamente distantes da origem do sis
tema de coordenadas utilizado. Isso significa que nessas regioes
o fluxo de calor & nulo, (cj“qu & um escalar). O mesmo ocorre pa

ra r = 0, ou seja, a origem do sistema de coordenadas. Portanto,



para um dado t # c/[b|, a produgac de entropia devido ao fluxo de

calor deve se anular gquando 1 = « e r = 0. Entao, para r = 0,
temos:
2
lim o, (r,t) = lim “34 b r ‘\;" L -0 (2.52)
-V
r>0 T 0 (ptie) T (14r2/4) T
E para r + « ; Vem:
2
lim o, (r,t) = lim —4brlv=-1) ., (2,53
r ¥ « 1 r —+ o 3 2 3-v
(bt+c) (1+r°/4) TO

A equacao (2.53) & verificada se 3-v < 0 ou v < 3. De (2.49},
vemos que esta condigdo € inteiramente satisfeita.

Finalmente, na singularidade, temos:

2
lim o, = lim -~ 4br w (2.54)
-

5 _C 3 3
¢ -]?I_ t > I—-l— {bt+c) (1‘*'31'2/4) II,‘O

Este resultado era esperado, visto que q“qu vai a infinito na

singularidade muito mais rapidamente que xTz.

2.1.3 - Calculo da Entropia por Particula e Considergdes Finais

A entropia por particula s pode ser calculada se levarmos
em conta a expressac (2.35) juntamente com a distribuicdo de tempe

ratura dada por (2.36) e (2.42). Entao

2 4n "'
ds = > e O+ —3& | ar (2.56)
(1+1%/4) n,(x) T n 1+r2 /4




Nesta expressao, n_(r) e uma fungao de r ainda desconhecida.
No entanto, antes de passarmos adiante verifiquemos um fato curig

s0 apresentado por este modelo.

Como podemos notar diretamente da eq. (2.56), a entropia por
particula naoc dependera da coordenada t, consequentemente, temos
- ]
5 = 8 U'Ll =é—s 2 3 =
rH (bt+c) (1+r</4)

ou seja, a entropia permanece constante durante a evolucao  siste
ma. Ora, essa caracteristica € esperada ocorrer quando o sistema
estd no equilibrio termcodinamico, i.e., quando e nula a produgao

de entropia. Entretanto veremos que o fato da entropia permanecer

constante concomitantemente com a produg¢io de entropia nao & con
traditdrio. Tomando a eqg.(1.42) , a producao de entropia & dada
por:
g =ns + 1" (2.57)
Sl *
No presente modelo ns = 0, consegquentemente a producao de entro

pia serd devida tao unicamente a divergéncia do fluxo de calor. Po
demos interpretar essa peculiaridade se considerarmos gue toda a
entropia produzida em cada parte elementar do sistema & escoada
para fora do mesmo. De outro modo, poderiamos entender que cada e
lemento de volume do sistema esta recebendo um fluxo de entropia
negativa de moedo gue ns = g - Ig"u = 0. Na verdade, qualquer
sistema termodindmico que apresente esta peculiaridade & dito ser
termodinamicamente aberto. Na prOxima se¢do faremos uma explanagao
algo mais detalhada.

Para completar o calculo da entropia por particula s,devemos

determinar no(r). Vamos entao supor que esta fungao seja dada por
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N
n_(r) = - (2.58)

o
(1+r2/4)

onde NO e o sao constantes positivas. Substituindo a eq.(2.58)

em (2.56) obtemos:

e - —4b*(3-20)x ar (2.59)
30V

(l+r2/4) N T
oo

A integracdo de (2.59) & imediata, fornecendo-nos o0s seguintes re

sultados:

2
s + 8 b7 (3-20)

;, Seoa+v22  (2.60a)
_ o} 2 2
5 = NOTOKZ—a&v)(1+r /4)

Yy

2
s + 8b™ (2a-3) on

2
o N_T_ (I+r°/4) , se a+v=2 (2.60Db)

Para decidirmos qual das duas expressbes (2.60) € mais conve

niente, devemos escolher aquela segundo gqual sempre podemos obter

s = s8lle,v) (2.61)

Sendo esta a relagac fundamental onde toda a informacgao termodiné
mica do sistema esta contida.
Passemos para a determinacao expllicita'de (2.61), escrevendo

inicialemente as equacOes de estado:

[=3)
&2}

= 1
('“E) Lo (2.62a)

3s | . B
( gG)E T {2.62Db)
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Das expressoes para p e T obtidas anteriormente (egs. 2.30,

2.36 & 2.42), temos em (2.62b):

2
B = 4b (2.63)

T, (bt+c) S (1+r%/4) 27V

Fazendo o mesmo em (2.62a), vem:

2 Y
4
é _ (bt+c)él+r /4) (2.64)
o]
Devemos expressar as egs. (2.63) e (2.64) em funcdo de € ¢ v

a fim de que possamos integrar as egs. (2.62) e em consequéncia de

terminarmos s. Com esse objetivo em mente, fagamos na eg. (2.63)
2 - v = q e tendo em vista que:
o
_ 1 _ _(bt+c)31+r?/4) (3. 65)
\' o N .
o
obtemos:
2
P _ 4b
T ~ T Nwv (2.66)
0 0

Tomando as expressOes para p e n, fagamos:

2
12
E = b2 5% (2.67)
No(bt+c)(l+r /4)
ou ainda
2 2
P 12b - _12b T (2.67")

n No(bt+c)(l+r2/4)v N_T



Como p=n (e+ a), (2.67') pode ser ainda reescrita por:

2

1 12b
T = NT (e+ 3 (2.68)
0O 0

Voltando as equac¢des de estado, e tendo em vista as egs. (2.66)

e (2.68), temos:

3s _ 121
g€ v NoTo( e+ a)
de onde tiramos:
12b°
s(eg,v) = —=——— &n (€ + a) + C(v) (2.69)
- NoTp
Entretanto:
3 s _ v 4b°
3V |, av ToNoV
ou seja:
2
_ ib
C(v) = TN Ln v + 8o (2.70)
Sg © uma constante de integracdo. Assim a equagdo fundamental €

obtida ao substituirmos (2.70) em (2.69):

2 1/
s (6,v) = so + —m— 4n [v ~ (e+ a)l (2.71)
olo
Como utilizamos o fato de gue W o= 2=V ou o + v= 2,entao

devemos considerar a egqg. (2.60b).



2.2 - Analise com Termodindmica Causal

2.2.1 - Introducao

Na secao anterior exibimos a métrica para uma nebulosa em con
tragdo e gue apresenta processos dissipativos tais como fluxo de
calor e viscosidade volumar, Utilizamos todo o formalismo desenvol
vido na secdo 1.2 para o calculo da produgao de entropia. Conside
ramos valida a hipotese do eguilibrio local, significando gue o mo
delo encontrava-se em regime guasi-estacionario durante toda a sua
evolucgao,

A seguir, consideramos a nebulosa em contracao e a analisamos
a luz de uma formulagdo ndo-estacionaria (causal) da  termodinami
ca, (vide secio 1.3). Como principais modificacgoes, alem de garan
tida a propagac¢ao de sinais viscosos e térmicos com velocidade fi
nita, temos a introducao de novos coeficientes de acoplamento (tem
pos de relaxacao e termos de acoplamento entre os fluxos dissipati
vos) e o estabelecimento de novas egquacoes fenomenolégibas. No en
tanto, por simplicidade, utilizaremos uma aproximagao linear(22’30)
da teoria desenvolvida na segdao 1.3. Isso significa gque as egua
¢Oes fenomenoldgicas serac lineares, oriundas do fato de conside
rarmos uma relacao linear entre fluxos e forgas termodinamicas ao
invés da relagdao geral dada pela: eg. (1.93) . Ainda na aproxi
magao linear, temos gue o fluxc de entropia € dado pela eg. (1.82)
guando B, e B, sdao nulos. Finalmente, nao podemos deixar  de
destacar gue nesta aproximag¢do, a pressdo termodindmica e a tempe
ratura absoluta serdo dadas pelos seus valores definidos no equill
bric local (vide apendice B).

Calcularemos os coeficientes de viscosidade volumar e condu



gao de calor por intermédio das novas equagdes fenomenolbgicas, e
em seguida a producdo de entropia. Nesta expresséé, os tempos de
relaxacao podem desempenhar um papel importante dependendo de sua
forma funcional. Faremos algumas hipOteses referentes a forma fun
cional dos tempos de relaxacdo para em seguida verificarmos os 1i

mites assintoticos da producac de entropia.

2.2,2 - Calculo dos Coeficientes de Viscosidade Volumar e de Con-

dugdo de Calor

A equacao fenomenoldgica para a viscosidade volumar (eq.1.118

sec. 1.3) quando escrita no espago-tempo curvo e dada por:

. - _ u M [ K
(R | c U " i + (a11 9,9 + 52, q &T + 62 q "UT) (2.72)
Fazendo a; = 62 = 0, devido a aproximacdoc linear, vem:
T+ o= = UM (2.73)

© 2

Sendo (t) dado pela eq. (2.28), podemos ent?o calcular 7 facilmen

te:
Tu, 2
T o= uM = e > ou seja
| (bt+c) (1+r</4)
Po= e 5 (2.74)
(bt+c)  (1+r?/4)
o . L.
Come 6 =0T e dado pela eq.(2.12), fagamos sua substituicgao

em (2.73), bem como 7 (t) e 7w(t)



+ =
4 2 2 2 2 2 2
{(bt+c) (1+r“/4) (bt+c) (1+xr°/4) (bt+c) (1+r°/4)
Simplificando e explicitando r ; Obtemos:
8T '
[ = —2 4 o (2.75)
2 2
3b 3(bt+c) (l+4x”/4)

Novamente b < 0 de modo que ¢ > 0 para quaisquer valores de
t e r, visto que T ¢ sempre positivo. Quando 1t = 0, a
eq. (2.75) volta a sua expressao dada pela eq. (2.32).
Tomemos agora a eq. fenomenoldgica para o fluxo de calor:
- - \) _ .\)
Toqu + qu X T (all'rrqu + alzﬂuvq + Qu) t1U quu. (2.76)
-~ _ o _ 1 o ,
Nesta expressao QU = hu [ T ('I" TUOL) + T82,CL NG o+
+ R,Tx + TR n y + T ’IT)\
27" yu 3,07« 3 oA
No entanto, %" bem como B, e aq sdo nulos. Logo (2.76) € re
escrita por:
1.4 +q =xh %(r_ -T0)-7,U0 g 0% (2.77)
1 =y U U o Q 1 "u o
Com as componentes do fluxo de calor dadas pelas egs. (2.26),
éu pode ser calculado facilmente:
. o A o
L= quna = (qu,a-[ua qA) U (2.78)
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Desenvolvendo esta expressdao, obtemos:

2
a, = - _6br (2.79a)

3 2
(bt+c) ~ (L+r4/4)

12
q, = - 124X b > (2.79Db)
(bt+c)  (14r2/4)

Pode ser facilmente constatado gque ao fazermos p =20 em (2.77),

obteremos uma identidade. N3o podemos esquecer que estamos num sis

tema de coordenadas tal que = (UO, 0, 0, 0). Fazendo yu = 1 na

eq. (2.77), vem:

. N a _ .
Ty dy + q; = )(hi (T’a T Ua) {2.80)

Substituindo as expressoOes correspondentes de éi e obtemos:

- 12 bZXlT 2x" b

2 : 3 7] 7 = x(T
(bttc) ~ (L+r/4) (bt+c) ~ (1+r/4)

i T Ui) (2.81)

Tendo em vista gue a temperatura & aquela do equilibrio local,i.e.,

T

T = o , v > 1 (2.82)

(bt+c) (1+r2/4)"

e que a aceleragdo é dada por:

i
0. = - X (2.83)

2(1+r2/4)
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podemos substitui-los em (2.81), e apbds algum algebrismo, obtemos

_ - b6b T
v, t) = 4b 1 + 1] (2.84)

iz 3
T (v=1) (bt+c) (1+r2/4) (bt+c) < (1+r2/4)

Novamente observamos que ¥ (r,t) =2 0 para quailsquer t e r.

Se 1, =0 a eq. (2.84) reduz-se a sua forma dada pela eq. (2.43).

2.2.3 - Calculo da Produgdo de Entropia

Com os novos coeficientes de viscosidade volumar e de condu
gao de calor dados respectivamente pelas egs. {2.75) e (2.84), po
de,ps calcular a produgdo de entropia cuja expressao € dada abaixo:

2 U
T 4 9y

g = - 5 (2.85)
LT XT

Substituindo ﬂz, ququ,z , X e T pelas suas expressOes correspon

dentes, em (2.85), obtcmos:

-1
4 T
g = 5 = 24 b > 1+ > 2 +
(bt+c)  (1+r2/4) T (bt+c) ~ (1+r2/4)
-1
2 6b T
- 4b§ (v-1) - 1 - 21 (2.86)
{(bt+c) (1+r2/4) T (bt+c) (l+r2/4)

O

Comoc b < 0, a produgdac de entropia € sempre positiva. Na eg.(2.86)

ficam em aberto os tempos de relaxagao To e T3 . Entdo, para o co



nhecimento completo da producdo de entropia € necessario o conhe
cimento do comportamento dos tempos de relaxagao T © T4 du

rante a evolugio do sistema. A seguir faremos algumas hipOteses a

cerca desse comportamento e a devida analise.

12 Hipotese @ T, € Ty sao constantes

Supondo gue os tempos de relaxagdo sejam constantes durante

toda a evolucdo do sistema, vamos calcular a produ¢ao de entropia

nos limites estabelecidos anteriormente. Antes de tudo, fagamos:
0 = g, + 0y {(2.87)
onde 0 e 0 sio as contribuicdes a produ¢do de entropia de

vido a viscosidade volumar e o fluxo de calor, respectivamente.
Consideremos inicialmente o limite de o, quando é infi

nitamente grande:

4
lim o_ = lim -2 5] — 1+ 5> =0
r o+ e £ > % (htec) (1+r2/4) T, (bt+c) < (1+1%/4)

(2.88)

0 resultado mostrado acima somente € valido se 2-v > 0, Na verda
de, essa escolha & sugerida pelo fato de que neste limite o efeito

da viscosidade volumar € nulo. Entdo, como anteriormente obtido,

temos:

1 < v < 2 (2.89)

Na singularidade final, i.e., no limite de t - c/|b| ’ vem



24|p| !
lim  o_= lim s = = (2.90)

o .3 . 2-v : 1-
/Ib[ L= C/lbi (bt+c) (1+r2/4) + 4To(bt+c)(1fr2/4) ’

Como antes, a producdo de entropia devido a viscosidade volumar é
infinita na singularidade.

Tomamos 0s mesmos limites para 0, que e a produgao de entro
pia devido ao fluxo de calor. Entao:

4|b|r2(v—1) 6|b|TO

1 + 0 (2.91)

1im U1= lim

3 CIRY)
r+ e > ®  (btac) (1+r2/4) T (ot+c) 2 (142°/4)
Este resultado ocorre devido a restricdao a v dada por (2.89).

Na singularidade final, temos:

2 -1
4ol v-1)T

lim G, = 1lim =w (2.92)
t +cC ! ts+ c 3 2y 3=V -2 2=V
/lbl /hﬂ (bt+c) (1+r°/4) + (bt+c) (1+r“/4)
De certo modo esse resultado ja era esperado. Para finalizar, e

facilmente verificado que em r = 0, a producaoc de entropia devido

ao fluxo de calor @ nula, uma vez que q”qu torna-se nulo.

Para oé tempos de relaxagao T © Tq tomado como constan
tes ndo ha mudancas no gue tange a produgao de entropia nos limi
tes considerados. Destacamos somente o fato da produgao de entro
pia dada pela eq. (2.86) & menor que aguela dada pela eq. (2.45)

para um mesmo ponto do espago tempo.

22 Hipotese: T, € T, nao sao constantes

Pode ocorrer que os tempos de relaxacao variem durante a evo

luc3o do sistema. Dai & de interesse na presente analise explici



- 88 -

tar a influéncia desses tempos de relaxa¢ao na producao de  entro
pia. De acordo com Belinskii et al (1979), os tempos de relaxagao

podem ser expressos fenomenologicamente por uma dependéncia do ti

po:

T =0 p (2.93a)
(2.93b)
onde p & a densidade de energia, o« e B sao constantes em e n
sa0 numeros reais.

Substituindo as egs. (2.93) em (2.86) e tendo em vista gue

p © dado pela eg. (2.23), vem:

24 |p] T 1
Us T 3 2 N 1-4 T=v-2m *
- n —4m -V-
(bt+c)  (14r2/4) Y + 44 (120%)" (bt+c) (1+r2/4)
2 -1
. 4|blr”(v-1)T
3 3-v m 1-4m . 2=2m=V
(bt+c) ~ (1+r2/4)° " + 6|b|B(12b%) (bt+c) (1+r2/4)
(2.94)
Mais uma vez fagamos o0 = 0, + 0, e calculemos separadamen

te cada um dos termos nos limites considerados anteriormente.Entao

para g, - temos:

24[plz_""

lim o, = lim _ = 0 (2.95

rvw 2= royw 3 5 2=V 5 D T-4n ,  1-v-2n ( :
(bt+c) (1+x=/4) +40,(12b%) (bt+c) (1+x°/4)

E facilmente constatado gue para gualguer n, a producgdo de en



tropia devido a viscosidade volumar & nula guando ¥ » « ., Na sin

gularidade final, temos:

24]p| 1"

lim 0, = lim 3 375 = ™) 1

. , - —4n —\V—2n
&> o/ B>/l (brie) (14r2/4) & do (126%) (btec)  (1+c2/4)

(2.96)
0 valor deste limite vai depender de n, de modo gque considerare
mos 0s seguintes casos:
a) 1 - 4n > 0
Neste caso, quando t - |c| 0 denominador vai a zero e conse
b

quentemente Oy > @ - Este resultado & o mesmo obtido de analises

anteriores.

Neste caso, temos:

24]b|T0‘1
i = 113 =
o c Yo - L3 2,27V 0 1/4 o —v+1/2
t > — t > c/lbl (bt+c)  (1+r°/4) + 4a(12b%) (1+1°/ 4)
|b]
6|p|r ~1
= 2 (2.97)
2, 1/4 2, =V+1/2
(12b°) (1+x°/4)
Vemos entio que a produgdo de entropia assume um valor finito na

singularidade. Podemos observar que a medida que o modelo se apro

xima da singularidade, %% vai crescendo e chega a um maximo na

singularidade.
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¢) 1 -4n < 0

Neste Gltimo caso, temos:

24|b| T_ (btec) ™
lim  o_ = lim - —— = 0 (2.98)
Ere/ | £ ] Bt /)P Vs da2e?) /e 1T

Enti3o, da eq. (2.98). vemos que a producido de entropia devido a vis
cosidade volumar & nula na singularidade. Esta situagao parece ser
nio fisica uma vez que a viscosidade volumar € infinita na singula
ridade.
Consideremos agora a contribuigéo devido ao fluxoc de calor.
Quando r » « , temos:
4]b]r? (v-1r_ "

lim o, = Lim — =0 (2.99)
r e r @ (brec) S (1er2/4) 5 %6 |b| B(1262) ™ otrc) TR (142 /4) ZTAY

Facilmente se verifica que a eq. (2.99) vale para qualquer valorde

m.
Na singularidade, temos:
4lp|c? (v-yr, "
lim o, = lim ; - (2.100)
£/ || ¢/ |p| (bt+c)3(1+r2/4)3“”+6|b|8(12b2)“%bt+c)1‘ M (14 2/4) 22

Temos que considerar trés casos distintos, analogamente ao limite

dado pela eq. (2.96)
a) 1 - 4m > 0O

Vemos sem dificuldades que o, > = guando t - c/lb| , ou seja,



a producdo de entropia devido ao fluxo de calor & infinita.
b) 1 - 4m = 0

Da eqg. (2.100), temos:

a|p|r?(v-n)r "
. e}
lim -

N - 1/4 -
€2 C/lpl (btee) S (14x2/4)°7V 4 6[b|B01262) / (axray 27y

4|b|r2(v-1)T -1
O
- (2.101)

1/4 3=
6|b|6(12b2) /4 2y 2

A produgao de entropia 9, tem um valor finite na singularidade ,

gque € seu valor maximo.
c) 1 - 4m < O

0 resultado obtido neste caso é idéntico agquele dado pela eq.(2.98)

i.e., a produgao de entropia ¢ vai a zero na singularidade.

1

2.2.4 - Entropia por Particula e Consideracdes Finais

De acordo com a eqg. (2.57) a produgdo de entropia & dada por:

= X H :
0 = ns + Is"u (2.102)
Estamos considerando I = %; , de modo que a partir de (2.102})

podemos calcular ns. Calculando a divergéencia do vetor fluxo de en
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tropia e juntamente com a eg. (2.86), temos:

) y a|blriv = 1) 6]b|T,
ns = 0 ~ I = : + 1 +
snu 3. 3,,. 3-v 2
(bt+c) (1+r°/4) T, (c+bt) (1+r=/4)
-1
. 4T
N 24lb] o + 1 -

) 3 ‘ 2~V 2
(bt+c) (1+r2/4) T, {bt+c) (1+r2/4)

2
_ 24|b| _. 4]blrf (v - 1) (2.103)
3 -2 2=V - 3 2 3—v
(bt+c) (1+r</4) T, (bt+c) (1+x°/4) T,
Realizando os calculos, obtemos:
96 |b| T
. Q -_
ns = - —
5 -5 J-v _ 4TO
(bt+c} (1+r</4) T, |1+ 3
2
(bt+c) (1+xr°/4)
24[p]*c? (v - 1)1,
- (2.104)
5 2 4=y 6|b]t,
(bt+c) (1+r /4) To | 1+ 5
, 2,
(btsc) (1+r /4)
A eg. (2.104) significa, que cada parte elementar do sistema evo
lui de modo que sua entropia decres . Mais tarde teceremos algu

mas consideracgdes acerca deste fato.
Passemos ao cdlculo da entropia por particula s. A partir da

eq. (2.104) e das egs.(2.27) e (2.58) que definem nir,t), vem:
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2 oS - 96hﬂ o

s = 2=

2 2 3-va 4T,
btec) (14x/4) ot 20 2 T |1+ -

bt+c)  (14x2/4)

24|br? (-1,

> S A 7 Glb[T.I (2.105)
(bt+c) (1+x”/4) To 1 + 5
(btec) (14 4)
Integrando a eq. (2.105), vem:
s{r,t) = 6 {:4 To £n [(bt+c)2(1+r2/4) + 4Toj +
2 2=v—g
(1+x°/4) N,T,
|b|r2(\h1)T1 A | | ,
+ £n | {bt+c) “(1+x” /4) + 6|b|'c1 + 0(r) + s, (2.106)
(142 /4)
onde ®{(r}) € uma fung¢ao de r gue aparece como constante de inte

grag¢ae juntamente com o fator constante So' A entropia por parti
cula (2.36) & de ndo-equilibrio gue € proveniente da eq. de Gibbs
generalizada. Notemos gue ao tomarmos T, © Ty nualos - devemos

obter a entropia definida no equilibrio local. Entao, podemos es

crever:

lim s(r,t) = S__(r) + s (2.107)

Juntando as egs. {(2.106) e (2.107) identificamos ¢(r) com Seq(r).



Finalmente (2.106) & escrita como:

2
s{r,t) = S, * 8b_(20-3) En(1+r2/4) +
N T
0 0
+ 6 {4roﬂn L(bt%c)2(1%r2/4} + 410} +
O N.T
C07 0o
|b| = (v-1)1 o
e tn | (bt+c)“(1+x°/4) + 6|b|1, (2.108)
(1+r=/4)
Fixemos nossa atencdo na eq. (2.104). Nesta equacgao & indica
do que a entropia de cada elemento de volume do sistema esta de

crescendo a¢ longo de sua evolugao . Consequentemente a entropiado

sistema material dada por

s = | ns uV as| (2.109)

sendo I a hipersuperficie tipo espago e oM o campo de velocida
des paralelo 3 normal a esta hipersuperficie, também esta diminuin
do, apeSar da producao de entropia devido ads Processos irreversi
veis. Notamos também que essa peculiaridade esta diretamente liga
da aos tempos de relaxacgdo presentes na eq. (2.104).

Para uma melhor compreensdo do que estda ocorrendc retornemos

i sec. 1.2 onde estabelecemos a seguinte expressao:

“ds = diS+ deS (2.110}

onde ds & a variagdo da entropia do sistema, d,S & a produgao de



entropia e d S é a variacdo de entropia devido a trocas de  entro
pia com as vizinhancas do sistema. Na presente analise e na ante

rior, temos gue:

ds < 0
(2.111)

e ds = 0
A primeira vista isso poderia parecer contraditorio pois sempre

associamos a idéia gque um sistema sob processos irreversiveis de
ve evoluir de tal modo que sua entropia sempre aumente.No entanto,
essa assertiva sO & valida para sistemas termodinamicos isolados

e fechados. Na verdade somente os sistemas termodinamicamente aber

tos possuem a caracteristica dada pela eqg. (2.111). vVoltando a
essa eg. juntamente com a eq. (2.110), temos:
(18)
ds = d,s + d 8§ £ 0 ou seja
1 e
< —
deS S diS (2.112)

De (2.112) conclui-se que um sistema aberto pode receber entropia
negativa de suas vizinhangas ou escoar a entropia produzida para
as mesmas em iguais quantidades ou maiores que a entropia produzi

da. Logo, podemos entender a nebulosa em contracao como um sistema

termodinamico aberto. Interpretamos gue O sistema esta recebendo

uma quantidade negativa de entropia proveniente do campo gravita-

cional varidvel. Infelizmente nio existe ainda uma expressao  ex

plicita para a entropia produzida pelo campo gravitacional bem
como de uma equac¢do de balanco de entropia para sistemas termodina
micos na presenca de campos gravitacionals.

Finalizando, & interessante citar Landau- Lifschitz (Statistical



Physics, 1959 ) gue considera o universo como sendo um sistewa a

berto sujeito a "condigles :externas varidveis". Essas condigles ex

ternas variaveis sao identificadas como sendo as propriedades me

tricas do espago-tempo. Desse modo, a lei do aumento de entropia
ndo é valida em sistewmas na presen¢a de campos gravitacionais va

ridveis, deixando assim de wmodo implicito uma possivel contribui

cao deste canpo na entropia do sistema.



3. MODELOS COSMOLOGICOS COM VISCOSIDADE VOLUMAR

A introducio de viscosidade volumar como unico processo dissi
pativo em Cosmologia tem atraido o interesse de inumeros pesguisa
dores. Dentre as principais motivacgdes, podemos citar: a explica
¢3o da alta entropia por barion associada a radiacao de 3°k hoje
constatada; algum mecanismo eficaz que pudesse evitar a singulari
dade cosmoldgica; estudar as modificagBes na evolugdo cosmica pro
vocadas pela viscosidade volumar. Varias linhas de pesquisas foram
exploradas, principalmente nos Ultimos 15 anos.

Weinberg (1971) fez uma estimativa da producdo de entropia de
vido a viscosidade volumar em universos homogéneos e isotropicos.
Para essa estimativa, ele utilizou o coeficiente de viscosidade vO
lumar calculado via eguacdo de transporte relativista para um flui
do com caminho médio livre e tempo médio livre muito pequenos, jun
tamente com radiagio (fdtons, neutrinos ou gravitons) com um tempo
médio livre finito < . 0 valor encontrado nao corresponde ague
le atualmente calculado. Entdo concluiu-se que a viscosidade volu
mar nio poderia ser responsavel pela alta entropia do universo.

Heller et al (1973), Murphy (1973), Heller et al (1974),
Suszycki (1978) e Souza Dias (1984) dedicaram-se a procura de solu
cBes exatas' das equag¢Oes de Eisntein para universos homogé&neos e
isotropicos. De um modo geral, o efeito da viscosidade volumar e. o

mesmo de uma pressao hegativa, cuja edq. fenomenologica & dada por

m = - 7 U " {3.1)



onde r & o coeficiente de viscosidade volumar. Foram encontradas
solugdes com a suposigdo de  ser constante durante toda a evolu
¢do cosmologica. Apesar de desta hipotese simplificadora, modelos
interessantes surgiram tais como os ndo singulares e do tipo osci
lante. Estes tltimos sdo identificados como universos de TolmaJB%{.
Alguns modelos eram nao fisicamente razoavels por apresentarem den
sidade de energia negativa durante toda ou parte da cosmolo
{35,37,38)

gica Murphy (1973) considerou o coeficiente variavel

através de uma relacao do tipo:

L= o0 (3.2)

A solucio encontrada era nio singular. Ja Souza Dias (1984) wutili

zou uma relacac mais geral, dada por:

o=
~a
<
v
o
®

onde a v foram atribuidos os seguintes valores: v =
0 < 0 < 1/2. Neste trabalho as solugbes encontradas vao correspon
der a modelos abertos, fechados e planos, engquanto gue Murphy 7imi
tou~se aos modelos planos.

Modelos homogéneos e anisotropicos com fluidos viscosos foram
estudados por Maiti (1982), Banerjee (1983,1984), Santos {(1981) e
Novello et D'Olival (1979).

Seguindo uma linha diferente, Belinskii et Khalatnikov (1975,
1977) lancaram miao da anadlise qualitativa do sistema de equagoes
diferenciais resultante das equagOes de campo. Nestes trabalhos, a

eg. fenomenoldgica do tipo (3.1) com relagoes adicionais (3.2) e



(3.3) foram consideradas. Podemos citar, como resultado de dgrande
interesse, o efeito de criacdo de particulas pelo campo dravitaci
onal (estagios superviscosos).Ja Novello et Araujo (1981} genera
lizaram a andlise para um caso mais realista, onde o fluido visco
so & considerado em regime ndc linear. A eq. fenomenologica wutili

zada era dada por:
r=-g Ut -8 (U ) (3.4)

Neste trabalho & ressaltado que a introdugao de viscosidade volu
mar em cosmologia nada mais & que a descrigao fenomenologica do e
feito de criacio de particulas pelo campo gravitacional nao estaci
onario do cosmos em expansao. '

No capitulo primeiro vimos as dificuldades e limitacgoes da
termodinamica de processos irreversiveis quando a hipotese do equi
1ibrio local & tida como valida. As dificuldades sao levantadas no
estabelecimento de novas equacgOes fenomenologicas oriundas do aban
dono da hipodtese do equilibrio local. Segue, entao nossa proposta
de investigar as equacoes de campo para um fluido com viscosidade

volumar no contexto da termodinamica estendida. Desse modo a eqg.

{3.1) & substituida por:

T+ me=-1¢U0” (3.5)

Tal relagio fenomenologica como vimos, € entendida como uma eq. de

* - .
evolugao para + . Devemos ainda ressaltar que a variavel de dis

* Na verdade, € garantida a causalidade, pois os sinais VisCosos

propagar-se-ao com velocidade finita, via eq. hiperbolicas.
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sipagdo 7 @& tdoc fundamental quando as variaveis do equilibrio na
caracterizacao do estado do fluido.

A eq. (3.5) n3oc possui termos quadraticos relativamente a 7,
mas nota-se a presenga de derivada temporal da viscosidade eviden
ciando um regime nao estacionario do processo dissipativo.

Na primeira parte consideraremos o caso mais simples que € o
de supor [ e T constantes. Na segunda parte ; & dado por
(3.2) e To considerado como constante. O parametro To foi man
tido constante nos dois casos por simplicidade, e ainda por este
mesmo motivo os modelos sdo de secdo plana. Em alguns casos, apos
a verificacio das condicdes de energia, € feito o calculo da produ

cao de entropia.

3.1 - Modelos Cosmoldgicos fora do Equilibrio I - Termodinamica

Causal

Vamos considerar um fluido imperfeito, cujo tensor momento )

dado por:
78 = 5 PP - (p +g) OB (3.6)

onde w & a pressdo devido a viscosidade volumar, p € a denszida

de de energia e p a pressdoc hidrostatica. Supondo um espago - tem

po homogéneo e isotropico, cuja fonte de curvatura e dada por (3.6},
a metrica e escrita como:

2
2= ae? - R s ay? + dz®) (3.7)

(1+kr2/4)

ds

Nesta expressdao R(t) e o fator de escala e k assume valores de
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- 1,0 e +1 no caso de segOes tridimensionais abertas, planas e fe
chadas, respectivamente. Para a determinacao de R(t), dada a distri
buigao de matéria (3.6), vamos utilizar as equa¢des do campo gravi

tacional:

4B

gOLB R + A gOLB = - 'I'OLB (3.8)

B ps

sendo A a constante cosmoldgica. Escrevendo as eqguagoes (3.8) pa

ra a métrica (3.7) e o tensor momento energia (3.6), e ainda in

cluindo um sistema de coordenadas comoventes com o fluido tal gue:

o o
U = &, (3.9)
Obtemos:
o RZ & k
T = p = 3 S—_— - A (3.10)
0 2
R
2RR + R%+ k
- (p +w}) = 5 - A se 1 = j {(3.11)
Tl. - R
J i
o se 1 # J
T, = 0 (3.12)
1

Por simplicidade, vamos considerar somente modelos com segao

plana, ou seja, com k = 0. As egS5. de campo se reescrevem COomo:

. 2
p = 3.3_2_ - A (3.13)
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-p-mT="—75— - A (3.14)

Podemos observar que p , 7w » R e P sao fungoes desconhecidas
e possuimos apenas duas equag¢des. Necessitamos de equagOes adicio
nais que relacionem entre si algumas grandezas, tals como p, ol

e 7 . Vamos considerar a equacgao de estado relativista dada por:

P = Aip (3.15)

onde 0 ¢ ) ¢ 1. Uma outra equacdo & a relacao fenomenologica

para 7 , fornecida pela termodinamica estendida:

T 4+ 1w =~z U (3.16)
O nll

onde Tt & o tempo de relaxagaoc e ¢ o coeficiente de  visco

sidade volumar. Como hipdtese final, consideraremos uma situacao

um tanto idealizada, quando [ e T sao constantes durante toda

a evolugado cosmologica. Temos, entado:

—
_ e
T, = ¢C (3.18)
Ndo podemos esquecer que § z 0 e T, Z 0.

Introduzamos H(t), definido por:

H(t) = %} (3.19)
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Podemos, depois de uma pequena manipulacgdo algébrica, reescrever as

egs. (3.13) e (3.14) em funcao de H(t) e ﬁ(t):

o = 3HS - 4 (3.20a)

- (ptm) = 28 + 3% - A (3.20Db)

Utilizando a eq. de estado (3.15) e juntamente com (3.20a),reescre

vemos a eq. (3.20b) na seguinte forma:

- A(3H2 = A) -7 = 20 + 30 ~ A (3.21)

Isolando m(t), obtemos:

2

r(t)=- 28 - 3H  (A+1) + A (A+1) (3.22)

Derivando (3.22) relativamente ao tempo proprio, obtemos:

T(E) = - 2H - 6HH(A+1) (3.23)

A partir das egs. (3.22) e (3.23) juntamente com a equacao

»

fenomenologica (3.16), podemos escrever:

{— 2H - 6HH(A+1)} T, - 28 - 32 (A+1) + A(A+1) = - ;U“"u (3.24)
No entanto:
(v =gu") :
UU"U — g r = .23 = 3H (3'25)
/_g i34
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e ainda com (

dado pela eq.

(3.17)
por:

T H + H Ll + 3T H(A+1)] + 2
(@) Q

podemos reescrever a eq. (3.24)

H2(A+l) - gH -

3%}

A =
2

(A+1) = 0 (3.26)

Podemos observar que se T = 0, a eq. (3.26) reduz-se a

H2(A+1) -~ gqH -

rojw

A
> (A+1) = 0_

(3.27)
Esta eguacao foi obtida por Heller et al (1973).

3.1.1 - Resolugdc da eq. {(3.26)

A eqg. (3.26) € do tipo £ = f (H, ﬁ, ﬁ) = 0 onde a variavel
independente niZo aparece explicitamente. Podemos inicia'mente redu

zir sua ordem supondo gque:

H = H(H) (3.28)

Dai, segue que:
" ai _dr ag _ @i - ,
H=3 ~amd " a * (3.28")

Substituindo (3.28') em (3.26), obtemos:
eoai s 32 A
T gg v H 1 -+ 3TOH(A+1)} + ~§—(A+1) - gH - §(A+1) = 0 {3.29)
Fagamos:
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y = H
(3.30)
e x = H
Entao (3.29) €& reescrita por:
dy 3x2 A
To ¥ ax + v |1+ 3TOX(A+1) + 5= (A+1) ~ax - 5 (A+1} = 0 (3.,.31)

Notemos que os tres Ultimos termos de (3.31) podem ser reescritos

Cono:

2
3 2 A o
5 X (A+1) - ax - -—2“(>\+1) =% (A+1) X - m
2
RNCIST PN (3.52)
3(A+1)

Isso nos sugere introduzir a variavel | , expressa por:
U = X = o (3.33)

3(A+1)

de modo que:

A eqg. (3.31) € por fim escrita como:

2 _ Q41) [, o

()4 3 _
T Y Ty [ I+t o 3TO(A+1n1 + 2(A+l)u 5 3(u+1)2

du

Suponhamos uma solugadao do tipo:
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y () =a, +ta;p ta, uz (3.35)

Introduzindo (3.25) em (3.24), obtemos:

2 2
To(ao +ajutasu )(a1 + 2a2u) + (ao tajutoas )

(A+1)u? - m—(hzl) [ R
30+1) 2

W

(1 +aT  + 3T M (A+1)) +

Separando os termos semelhantes, obteremos as seguintes equagodes:

2
- A+1) + .8 = 0 (3.36a)
T3y + ao(1+aTO) = Iy sy
3(A+1)
2
T =
2 oqpds T 87 Ty + al(l+aTO) + BTOaO(A+1) 0 (3.36h)
; ) _
3Toa2al + (1+T0a)a2 + 3Toa1(l+l) + 5 (A+1) = 0 (3.36cC)
2 _
2a," 1, + 37T (A+1) a, = 0 (3.364)
Observemos gue sao quatro equagdes para a determinacgao de

a, a; € a,. Vamos impor que uma das equac¢des, sera uma relacao de

vinculo entre as constantes A, T r» e a , de modo que efeti

of
vamente temos trés equacdes independentes. Iniciando  pela eq.

(3.26d), podemos facilmente determinar 8yt

a4 =0 (3.37)
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3
a, = =3 (A+1) {(3.37")
Consideremos inicialmente a, = 0. Substituindo {3.37) em (3.36c} ,
segue:
3t a; (1) + 2 (+1) =0 ou ainda
_ 1
a; = =~ 5 (3.38)
o]

Substituindo (3.38) e (3.37) em (3.36b), obtemos para a_ :

1 + 2Tou
aj = 5 {3.39)
12'[o (A+1)

Para obtermos a relagdo de vinculo mencionada anteriormente,de
vemos considerar a eq. {3.36a) juntamente com (3.39) e (3.38).Desse

modo, apds algum algebrismo, temos:

2
(1 + 2Tou)2 = 12T§(A+1)2 Ay - (3.40)
3(A+1)
Podemos simplificar {3.40) e obter:
1 + 4uro
A= (3.40")

2 2
12To (x+1)

Notamos uma dependéncia entre a constante cosmologica e o tempo de
relaxacido envolvido no processo de viscosidade volumar.

Como o, T, > 0 segue que A & sempre positivo. Finalmente

y{u) & escrito como:

y(u) = aj - 5%* _ (3.41)

o]
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onde a, & dado por {3.39). Antes de passarmos adlante, considere-
mos a., dado por (3.37'}). Realizando o mesmo procedimento paraade

terminacao de a a, e da relacao de vinculo, obtemos, respectiva

1!‘

mente:

a1 = = (3-42)
) 2

a_ = Al [, °_ (3.43)
9 3 (he1)

o = 0 (3.44)

Neste caso o coeficiente de viscosidade volumar € nulo, enguanto
gque o tempo de relaxacao envolvido no processo € nao nulo. A equa

cao (3.16) fica reduzida a:

No entanto, como, ainda neste caso, temos:

(A+1)
2

i =3 LT

e tendo em vista gue (t) & dado pela equagao (3.22), segue gue:

B(E) = = 30 (2~ u%) < 3H (1) « A(+1) = O
3

Logo a viscosidade volumar é nula. Portanto, para os coeficien-
tes dados por (3.42), (3.43) e (3.44); recuperamos o modelo pa-

drao ({(modelo de Friedmann) com secgao plana.
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entao, em (3.41). Tendo em vista (3.33) e

Concentremo—nos,
(3.30), podemos escrever:
. o1 _ Q
H = ao 2To 1:H 571:33-J (3.45)
ter

de modo que esta equagao e facilmente integrada. Arrumando os
veiln:

mos convenientemente,

dH SR U I
- _ 91 a 2T
3{(A+1} oo
E finalmente:
-t
/2To
q - G - 2T a_ = Cle (3.46)
3(A+1)
Tomando a definigac de H, escrevemos:
-t
o /2T
R O o]
L - 21 = ¢
R 3(A+1) ‘0% 1®
obteremos R(t):
-1
/2To

Integrando novamente,
o
+ ZTOa
{3.47)

_— - 2
T0+1) o] t TOCle

exponencial da

R{t)
onde RO e Cl sd0 constantes. O coeficiente de t na
pode ser reescrito por:

eq. (3.47)



- 11¢ -

1 + 4dat
—— +27Ta = —2 (3.47)
3(A+1) oo 67, (A+1)

quando tomamos a_  dado por (3.39). Da equagao de vinculo (3.40'),

vem:

¢4
—— = , ¢
3(A ) + 271 _a 2t A (A+1) (3.47°%)

Entdo (3.47) & colocado na segulnte forma:

Cq —t/zTo
21 (A+1) | At - 5—=r e ‘
R(t) = R e ©° (A+1) (3.48)
Da eg. (3.48) observamos que o raio do universo R(t)> 0 quan

do t + - . Na verdade ndoc existe um momento de criagao (big bang)
Desse modo, podemos considerar a solugao apresentada como sendo
nio singular. O modelo tem expansdo ndo nula visto que o parametro

cinemadtico 6 , sendo dado por:

assume a seguinte forma para Ri{t) dado pela eq. (3.48):

-t
/214
6 = 6?0(A+l) A+ 3Cje (3.50}
Logo a expansdo €& sempre positiva para qualquer tempo t. Da eq.
(3.50) observamos que se t €& multo grande o termo exponencial

desaparece e conseqguentemente @ torna-se constante. Neste limite

o modelo se aproxima a um modelo estacionario tipo de de Sitter.
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A seguir temos os graficos R(t) versus t e €(t) versus t
Lie}
%
__-._.__'_'_—’____—4—‘
o i, !
(a)
| )

\— 8, =lim 8= 6t_[A+1) A
t Q

o : >y

(b)

fig. 3.1.1 a) Grafico de R(t) dado pela eq. 3.48; b) Grafico da expansao 0(t)

Das equacgGes (3.20a), (3.15) e (3.20b) podemos calcular p(t),p(t)
e m(t), respectivamente. H(t) dado pela eq. (3.46) e reescrito a

baixo.
-t
/ZTO

H{t) = 2TO(A+1) A+ C,e {3.51)
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Substituindo (3.51) em (3.20a) obtemos:

-t -2
/ZTO
clt) = 3 2TO(A+1) A+ Cle - A (3.52)
De (3.15), segue:
-t -2
/2T
plt) = 3a | 2t _(A+1) & + Cje © - AX (3.53)
Substituindeo (3.51) em (3.20b), obtemos:
Cl “t/?.TO _t/ZTO 2
al{t) = — e - 3(»1) 2TO(A+1).A + Cle + A (A+1) (3.54)
o
3.1.2 - Condigoes de Energia
Vamos submeter o modelo encontrado as condicoes de energia(34h

uma vez que toda forma de matéria fisicamente razoavel deve satis
fazer tais condigdes. A condicdo de energia fraca estabelece que a
densidade local de energia medida por qualquer observador e ndo ng

. . o
gativa. Para observadores dotados de velocidade U (x), temos:

o N
T UyUg 2 0 (3.55)
Considerando a expressao do tensor momento energia (3.6), e que
g & normalizado por UaUa =1, (3.55) se reduz a
p 20 (3.56)

Devemos verificar se a eq. (3.56) & satisfeita para p (t) da
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do por (3.52). Nesta expressao, notamos gue © termo exponencial en
tre colchetes vai a zero guando t » @ . Neste limite p(t) a
tinge seu valor minimo. Ent3o se p (t =«) 2 0, este serd sempre

positivo para qualquer tempo t. Voltando a (3.52) e fazendot =+ « ,

vem:

lim p(t) = 12T02(A+1)2 Az - A=A 12T02(A+1)2 A - 1} (3.57)
t+ > L

Lancando mdc da equagao de vinculo (3.40') e voltando para a eq.
anterior, vem:

lim  p(t) = A (1l + darg = 1) = datg A 2 O (3.58)

t > o

De imediato constatamos gque p (t = o) & positivo e consequentemen
te esta garantida a positividade de p (t) para qualquer tempo t.
A condicio de energia dominante estabelece que, além da posi
tividade da densidade local de energia, o fluxo de energia e do
tipo-tempo. Isso significa que © transporte de energia associado
com o processo de dissipacao sc faz com velocidade menor gue a da

luz(46). Para o tensor momento—energia dado pela eq. (3.6), temos:

oz |P| = |p+] (3.59)

Utilizando as egs. de campo (3.20) em (3.59), extraimos a -seguinte

relacio a ser satisfeita por H(t}):

{3.60)

1
©
A
as])
A
o

Sendo H(t)} dado pela eg. (3.51), podemos facilmente calcular H(t):
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e (3.61)

De imediato, vemos que H(t) < 0 para qualquer tempo t.Falta
ainda mostrar que H + p(t) 2 0. Utilizando as eqgs. (3.52) e (3.61),

podemos escrever:

-t
. /T
i+ p=0a 120 0D %0 -1 |+ 3¢c%  © 4
-t
C /2~
MRS ) 12c 2(as1) A - £ (3.62)
o) © 2
O primeiro termo € positivo como vimos anteriormente. Destacando
no ultimo termo a parte dentro dos colchetes, e tendo em vista a
relacdo (3.40'), segue:
1 + 4ot .atr_ + 1 —-2A
1 2 _ _ 1 o _ )
5 + l2TO (A+1) A = 5 D) GFT) {3.63)

Como aT 2 0, este termo & sempre positivo visto que 0 £ A £ 1.
Portanto a condicao de energia dominante e inteiramente satisfeita.
A seguir sdo mostrados os graficos referentes ao comportamen

to de pft) e Tw(t}.
Jm

()
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T

t .
B e . W = AT TOA

fig. 3.1.2 - (a) Grafico de p (t)
(b} Grafico de = {t)

Notamos que, para um tempo suficientemente longo p e n tendem a
um valor constante, apesar da expansi3o do universo (6, =lim §(t) =cte).
oo
Podemos interpretar esta peculiaridade como sendo resultado da cri
acio de matéria pelo campo gravitacional. Tal caracteristica & es
(47)
perada ocorrer em universos Viscosos, pols esta pode ser entendida

como sendo a descrigao fenomenoldgica da criagao de matéria pelo

campo gravitacional, fato este j& frisado anteriormente.

3.1.3 - Produgao de EntroPia

A produgao de entropia devido a viscosidade volumar & dada
por
g =
ST (3.64)
Ainda de acordo com o cap. 1, a produgdo de entropia pode ser es

crita como:
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g = né + Iu
svu

No entanto Ig = 0, devido a auséncia do fluxo de calor. Assim a e

quacido (3.64) pode ser expressa por:

2
. m
ns =~ (3.65)

explicitando s, vem:

. '112

= ————.— 2

S = —mg 2 0 (3.66)

A eg. (3.66) nos informa acerca da taxa de variacdo da entropia por

particula. Substituindo 71 dado por (3.51) em (3.66) e sabendo gue
n pode ser calculado através da lei de conservagao do numero de

particulas, obtemos para n(t) e s as seguintes expressoes:

-3

nit) = n, R7(t) (3.67)
-t 2 2 t/
e /21 -t/2TO | c, e 2T,
1 - - 3(A+1) 213(A+1)A+‘C1e + A(A+7) 6TO(A+1) At’—(K+1)
é(t): Q e
%—aan(t}
(3.68)

Como estamos utilizando uma aproximacdo linear, a temperatura sera

a mesma daguela definida no equilibrio local. Seguindo Heller (1983),

temos que

T(t) = T, R‘z(t) (3.69)
para A = 0, ou seja, o caso em Jue haja poeira; e

T(e) = TR (t) (3.70)
para A = 1/3, ou seja, O caso em que.haja radiagdo. A seguir vamos

calcular s para esses doiS Casos.
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1¢) Pgeira (A = 0):

Substituinde (3.69) em (3.68), obtemos:

—t 2 2 / t/ 27,
. c e /2t —t/ZTO e1OTO (At - Cpe
N I S 5
s(t) = T 3 21, A+ Cpe + A 5 (3.71)
O coT
m—— o}
Em (3.71) notemos gue no limite t *> -« segue que 5 + 0 e para

t »o , § .» o , Desse modo, o0 universo no passado estava em equili
brio termodinamico (sem produgao de entropia). No decorrer de sua
evolugao, processos dissipativos tomam lugar fazendo com gue a en

tropia do universo aumentasse gradativamente.
. - 1/
2@) Radiagao (A= /3)

Substituindo (3.70) em (3.68), obtemos:

~t
mt/ZTO » 5 32TO i 3C1 . /2TO
- C1 € 8To : /2To -4 e 3 T4
s{t) = |— -4 —A+ C,e + = A (3.72)
o 3 ! 3 E(xn.T
3 Qo
Novamente para t + -« , § >0 e towo , § >,
Em ambos o0s casos a expansao se faz de maneira irreversivel
pois, de acordo com a eg. (3.66), a entropia s{t) €& wuma fungao

crescente. Temos entdo definida a diregao relativamente ao gual o
tempo deve ser tomado, que e aquela gue proporcione sempre O aumen

to da entropia S do conteudo material definida por:

s(1) = nsu”dsu (3.73)
b

onde ! representa uma hipersuperficie tipo espago caracterizada

pelo tempo t = cte.
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3.2 - Modelos Cosmologicos Fora do Equilibrio ITI - Termodinamica

Causal

Consideraremos agul basicamente a mesma situacgao da secdo an-
terior. O tensor momento-energia é dado por (3.6), sendo a métrica
tipo Robertson-Walker com segao plana. Adotamos as egs. de Einstein
com termo cosmologico dadas por (3.8). A diferenga fundamental resi
de na escolha do valor do coeficiente de viscosidade volumar ¢, gue
anteriormente foi tido como constante durante toda a evolugao cosmo
10gica. Nesta segao vamos sSupor que este coeficiente seja variavel

e descrito como:
L = Bp {3.74)

onde B € uma constante e p € densidade de cnergia. A relacao (3.74)
fol inicialmente utilizada por Murphy no sentido de obter uma des-
crigao algo mals realista do gue a resultante da escolha anterior.
Por simplicidade tomaremos o tempo de relaxacao como sendo constan-
te tal gual na situagao anterior.

Definido H{t) por:.

’;U";U'

H{t) = (3.75)
e escrevendo as eguacgoes de campo (3.8) para a métrica (3.7) com
k = 0 e 0o tensor momento-energia (3.6), temos:

o = 3H® - A (3.76a)

—p —m = 20 + 3H’- A (3.76b)

Como antes, podemOs escrever:

5= Ap (3.77)
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onde 0 g x & 1 e

T, o+ ro=- & u* (3.78)

LRI A

Substituindo (3.77) e (3.76a) em (3.76b) e explicitando = (t},
obtemos:

m == 2H - 3HZ(A+1) + A(r+1) (3.79)

Derivando (3.79) relativamente ao tempo proprio, vem:

-

B o= - 2H — BHH(A+1) (3.80)

Substituindo (3.79), (3.80) e (3.74) em (3.78) e tendo em vis

ta que Ua‘ = 3H, obtemos a seguinte expressao:
"o

TOH + ﬁ[BTO(A+1)H+1] - é} Hg + %} HZ(A%1) + %f AH -

- Lo =0 . (3.81)

“Fagamos como antes, a suposicao de gue:

H = H(H) (3.82)
Segue, entao, que

H = ﬁ %% , ’ (3.83)
Definamos x e y,. por:

y = H (3.843a)

X = H (3.84b)

De (3.84a) e (3.84b), (3.81) € reescrita por:

T, Y %ﬁ + y[3r, (A+1)x %1] - %ﬁ x? & 3§2 (r+1) + % BAX -

-5 (1) = 0 (3.85)



- 120 -~

Suponhamos uma solugao do tipo
vix} = Ao + Ai1x + Azxz (3.86}

Substituindoe (3.86) em (3.85), obtemos:

g (Bo+A1X+A,%2) (A1 +285%) + (Ag+A1x+A,x %) [3X(A+1) 19 +1] -

98

3 é 2 3 A =
5 X+ 2(}\-1-1)}{ + §BAX - 2‘()\-1-'1) = 0 (3.87)

Separando os termos semelhantes vamos obter o seguinte siste-

ma de equagoes:

t, Aohy + Ay - %(Hn -0 (3.88a)
2 3
2T0A0A2 + Ay 1o+ 31y (A+1)Ag + Ay + 7A8 =0 ‘ (3.88b)
3¢, ARz + 31, (A+1)A, + Az + %—(“1) - 0 (3.88¢c)
2 a '
2t Ay + 31, (A+1} A, - EB = 0 (3.884d)

Novamente observamos que cbtivemos quatro equacces para a de-
terminagac de Ay, A; e A,. Uma das equagdes nos fornecera uma rela
gao entre as constantes g, A, A € Ty - Iniciemos por (3.88d}. Resol

vendo esta equacdo obtemos A, que & dado por:

Bz = 3(A+1) (n=1) (3.89a)

e Az =-%(K+1)(n+1) (3.89b)

onde n = //1+ __Jﬂi__z (3.920)
3 (A+1)

Consideremos inicialmente A, dado por (3.89a). Substituindo

{(3.89a) em (3.88c), obtemos:

1 n+1
Al = = — (3H+1) (3.913)
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Ao @ obtido guando substituimos (3.97a) em (3.88a).

Ay =-é% {(A+1) (3n+1) (3.92a)

A relacgao de vinculo entre as constantes £, =t A e A & obti-

0 r

da quando substituimos (3.89a), (3.91a) e (3.92a) em (3.88b). Apos

esta substituigao, explicita-se A e obtem-se a seguinte expressio:

{ 2
3y B3ne) 2L 22T (3000) (et

Notamos que na equagao (3.93a) A & sempre positivo.

Consideremos agora A, dado por (3.89b). Lan¢ando mao do mes-
mo procedimento utilizado anteriormente, podemos calcular 4 , A, e

‘a relacao de vinculo, dados respectivamente por:

n -1

A, = - :; (3n—1) (3.91b)
Ala+1)
Ay = ———— (3n-1 .
0 1 (3n-1) (3.92b)
A = i tn-1) (3.93b)
3% (Bn=1)%[8= g= (+1)2 Bn=1) (n=1)]
Voltemos a equacao (3.86) e a reescrevamos de uma maneira

mais conveniente, de modo gue obtemos:

By,  4B,A, - A
y(x) = A, [(x+ iﬁ“) + 1 (3.94)
2 4A7%

Tendo em vista (3.84a) e (3.84b), vem:

2
A, 4B,Ay ~ A,

y 2
H:AZE(H"' Eﬁ—z) +

] (3.95)
>

an?

Integrando esta expressao, obtemos:

j ) dH ) ST = At + Ci (3.96)
(H‘i‘ 2%1) " {4A2A0 - Al) :
2 4n2
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onde C; € uma constante de integragéo. vamos considerar Ay, Ax e

A, dados por (3.92a), (3.91a) e (3.89%a), respectivamente e integrar

o primeiroc membro de (3.96). Devemos primelramente calcular o si-
47280 — A;?

nal do termo > que & determinado no apéndice D. Neste a
42, -

péndice, essa expressao & reescrita .abaixo:

2

4742, - ;
L ARk Pu: 4n(n-1) Bn+1)—(n+1)" (3.97)

2 2 2 2 2 2
T, (3n+1) *(n"=1) * (A+1)

44,

V=1

Podemos inferir que B e sempre negativo para qualquer n e, a-
proximadamente nulo para n = 4,24, Consideremos entao o0s seguin

tes casos:

19) Bz 0. A expressido (3.96) fica sendo escrita por:

J aH = Aot + Cy

(v 552 - [B]

Integrando o primeiro membro com a suposicao de que

H + Ay
2R 1 veln:
18]
A
1 -1 HY5Rs

=A2t +C1

Apds alguma manipulagdo, H(t) e explicitado e escrito por:

ESY
H(t) = + SRy VIBI tgh [V|B| (At + Cy}l (3.98)

Utilizando a definigao de HI(t), podemos calcular facilmente
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R(t) a partir da equacgao (3.98). Apds a integragao e algum alge-

brismec, obtemos:
|A1It 1

R(t) = R, e ¢hz  goo p A2 (/Te] Azt) (3.99)

sendo Ry uma constante e C, considerado nulo. O comportamento de

R(t) pode ser aferido atraves do grafico mostrado a seguir.

Lty
L

R

_— | 4

<

- Fig.3.2.1. - Grafico de R(t) dado pela'eq. 3.99
A expansas. 0t & dada por

A o

O grafico abaixo mostra a variacac de ¢ com o tempo t.
r alt)

) - w Zqz

Fig.3.2.2.- Grafico da expansiao 9(t)
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29) B = 0. A expressao (3.96) fica sendo escrita por:

A

JH—E&TE:Azt-I-Cl
(H + 2A2)

LpoOs a integragao e alguns calculos, vem:

] !A1|

H(t) = AL+ Cs + 2A2

(3.101)

A partir da definicao de il(t) podemos facilmente calcular R(t). Es-

te e dado por:

At
o 24,
R{t) = R 3 (3.102)
(Rt + Cl}Az
0 grafico R{t) versus t e mostrado abaixo.
1 Rll}
E
N =€y ° t . z.2_-S t
Al min |A1! Az

Fig. 3.2.3. - Grafico de R(t) dado pela eq. 3.102

0 grafico da expansao 9 & mostrado a seguir.
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1 Bty

Aq ; tminzlAll—E

Fig. 3.2.4.- Grafico da expansao 6(t)

0s dois modelos encontrades sao nao singulares. Falta a veri-
ficagdo das condigdes de energia para esses modelos que sera reali-
zada mais adiante.

vamos considerar (3.96) utilizando os valores de Ay, A e A,

dados pelas equagoes (3.92b), {3.91b) e (3.89b), respectivamente.
dAsAg - A®
4h,°

Como antes, devemos conhecer o sinal do termo Agui

A, & negativo, entao seguem as possibilidades:

AR,Ag ~ Ay
4R,

- 5e Ay > 0, entao €& negativo;

4A,A, - A?
4A22

- se Ay < 0, entao pode ser negativo, positivo ou nu-

lo. No entanto, da equagao {3.92b) vemos gue o sinal de A, vai ser
determinado pelo sinal da constante crsmoldgica A. Este, por sua
vez é determinado apds algum algebrismo {(vide apendice D). A ex—

pressdo para A & dada por:

2
A = 181 (3.103)
31,200+1) 2 (3n=1) 2 (n=1) ?




4A.Ay — A4
4A?_2

sendo A>0, A, >0 e < 0. Fagamos:

- 4|a,|a, - a2

G = (3.104)
4A22
Voltando a equacao (3.96), temos:
J ai___ = Aot + C;
R a
(He ) "~ lc|
Integrando o primeiro membro com a suposigao de que
H+ 2Apil .
—=22 0 > 1, vem:
/1G]
Ay
-1 H o+ 2B, ' :
- cotg h { ) = - IAZIt"'Cl
G| "lal
Apos algumas passagens, H(t) & dado por:
= VAT : Jj§1
H(t) = V|g| cotg h [V|GJ (Jas]t + cy}1 - zfﬁ%l (3.105)

Novamente a partir da definicdo de H(t), R{(t) € calculado facilmen

te:
A |t -
_2Lr;L IS
R(t) = R e 2122  genn (g |zl (3.106)
onde tomamos C; = 0 e Ry € uma constante de integragao. 0Os graficos

de R(t) versus L e 8 (t) versus t sao mostrados & seguir.
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" A Rid;
//
o 4
(a)
ot
A
— A
eo":?)( |GI— 2;1
—
i
(b)
Fig. 3.2.5. - (a) Grafico de R(t) dado pela eq. 3.106

(b) Grafico de expansao 6(t)
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3.2.1 - Condigoes de Energia

Vamos analisar as condigoes de energia para os modelos obtidos
anteriormente e verificar quais destes sao fisicamente razoaveis. A
pOs isto, faremos o calculo da produgac de entropia destes ultimos.

Iniciemos com a solucdo nao singular expressa pela equacao (3.99).

Como vimos, a condigao de energia fraca nos diz que a densidade lo-

cal de energia € sempre nao negativa. Logo, podemos escrever:

jul
|v
<

De (3.76a) e (3.98) podemos calcular p(t):
t) = 3 Jﬂ—l——ﬂ tg h (v Art)1% - n 3.107)
p () [ 23, B| tg ( IB] 2t} ] (

onde a constante cosmologica é escrita em fungao de 1, A e B8 por
1.

{(3.93a). Da expressao (3.107), notamos gue no limite t-«, tg hi

(V|Bl A2t) assume seu valor maximo {que € igual a unidade) de modo

que p(t) assume seu valor minimo. Entao

2
o, = lim p(t) =3[-|_A—%-L-/lB|] - A (3.108)
min 248,
trow .
Caso P in seja maior ou igual a zero, entao p(t) sera maior ou

igual a zero em qualquer tempo. Para fazer esta verificagcac deve-
mos tomar os valores de Ay, Aa, ]B| e A expressos em funcao de X,
1 e B se substitui-los em (3.108). No apéndice (E}, os calculos

0
s3o realizados e o seguinte resultado e obtido:

lim p{(t) =p_ . =0 {3.109)

Tt

Segue entl3o que a condicao de energia fraca e sempre satisfei-

ta se- 1,0 < n 5 4,0.
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Passemos agora a condigao de energia dominante. De acordo com

- (3.60) devemos ter a seguinte relagdo:

- p<H <O . (3.110)

Utilizando H(t) dado pela equagao (3.98), obtemos:

H(t) = - |B|A, sec h? (/[B[A,t) < O (3.111)

Resta wverificar se H + pf{t) 2> 0. Isto € feito com detalhes no

apéndice E, de onde se conclui gque esta relagao € satisfeita  para

os casos de poeira (A=0} e radiagao (x= %) quando 1< n 4,0,

A solucido expressa pela equagado (3.102) nao € fisicamente sa-
tisfatoria por apresentar densidade de energia negativa em parte de
sua evolugdo cosmologica. Isso é facilmente constatado se observar
mos a expressao para p{t), dada a seguir:

=1 [24 ]

A2t+C1 ¥ 2A2 (3.112)

=

2
} -

p(t} = 3(

Por exemplo, se t = t;, = { Ti—T - %i), entdo p(t ) = - A < 0. E pa
1 2

ra todo valor de t no gual

{ |A1’ - 1 ) {k/i

7A 4 A,L + C, 3

a densidade de energia p (t) sera negativa. O grafico de p(t} da-

do a seguir esclarece bem esta situagao.
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4 jH)

p:=§lé}E~A

] 4A2

—A

Fig. 3.2.6. — Grafico de p(t) para o modelo expresso pela eq.(3.106)

Além do mais, a condigao de energia dominante € completamente
violada, visto que ﬁ(t) > 0, que pode ser facilmente constatado pe .
la equacao (3.101).

Finalmente consideremos a solugao cosmologica correspondente

a equacao (3.106).A densidade de energia p(t) & dada por:

p(t) = 3[V|G cotg h (ng| |Az|t) - é%i%T‘]Z - A (3.113)

Nesta expressao A, A, Az € IGI sao dados pelas equagodoes (3.103),
(3.91b), (3.89b) e (3.104), respectivamente. Aplicando o mesmo ra-
ciocinio utilizado anteriormente, notemos gue p(t} tem seu valor mi
nimo quando t -+ «=. Entdc caso p(») seja positivo, p(t) o sera pa-
ra qualquer tempo. Entretanto, e mostrado no apéndice E que isto

nao ocorre, ou seja:
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ple) < O

Isto significa que a partir de um dado tempo t = t; a densidade de
energia €& negativa. Logo esta solugdo nao é satisfatdria.

Vamos nos concentrar na solugao expressa pela equacao (3.99).
Porém, antes -de calcularmos a producdoc de entropia, € interessante

explicitar a pressao viscosa obtida a partir das equagdes de campo:

n(t) = 2|B|A2 sec h? #IBlAzt) _3(A+1)[%_1__/‘l?|tg h(/l—ap‘zt)]z;

+ A (A+1) (3.114)

E a sequir mostramos o0s graficos de p(t) dado pela equacao (3.107)

e n{t)versus t.

{a)
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EANY

3.2.2 ~

volumar

ou ainda

sendo s

rior, calcularemos a taxa de variagao de entropia para a
expressa pela equagao (3.99).

n(t) e dado pela equagao (3.114),

Fig. 3.2.7. - (a) Grafico de 8(t)
(b) Grﬁfico de x{t)

Produgac de Entropia

a = ={(+1)[3 (J%i - /[B])7 -
<87

producac local de entropia para os modelos com viscosidade

& dada por:

m ﬂ
= S -

|lu L;T
T ngT

a entropia por particula.

temos:

De acordo com a

Sabendo gue ni{t) =

{3.115)

{(3.116)

subsecao ante~
solucao

-3
noR -, ¢=gp e



- 133 -

: 3la it
{2|B]Azsec 0 (V]5[At) —3u+1)[%’~}- 5itg h(/[3[a: 017 A1) e A2 3
s - 5 sec h #2 (V]2]Aa:t)
n, B {3{42%‘;1 ~ /l3itg h(V[B}A.t) )2 - 1IT ()
(3.117)

Novamente consideremos os casos de poeira (x=0) e radiacao (A=§)’

i?) Poeira:

Como vimos anteriormente T(t) = ﬁgﬁﬁ , entao (3.117) é escrita co-
mo: -
slafe 8

{ﬂﬂ%wﬂﬂqahu—%%%-4amhwa%ﬂf+mzeAz %chmlﬂﬂ%ﬂ

s =

ngr, AL - Vgits h(/E[R01E - A)

(3.118)

No limite t » =« , temos:

lim s = 0 (3.119)

e ey

Desse modo o universo iniciou sua evolugao a partir de um estado de
entropia constante. Processos dissipativos surgiram originando em

produgao de entropia cujo valor para um tempo infinitamente longo €&

dado por:
{2]B]|A, —3!%‘% _ ‘/_igl_tii(‘/i_gjmmt”, - f Ve Q%J’_E
lim s = 1lim o (.leIAHt) sec h‘?é‘* 4(»’—__1\ t)
e e e a2l g - o (3.120)
Pode ser mostrado que o segundo termo da expressao entre chaves

no numerador . tem valor constante no limite considerado. A ex—

pressac (3.120) pode ainda ser reescrita por:
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3{1—1‘?—1-1 - Va1tg h(f":r\,tJ]l - A
(2]5|A; - —28 ~ "|8] 8]
. . sec h (/[_B_{A,t) (3.120")
lim 5 = lim T5laLt 5.4

t-O-W t»m 2
nnBTo[3il2—i-:—I- - /{pjte RO gt ~hle W ogen M (Pl t)

Tendo em vista os valores de A;, A, e B dados pelas eguagoes (3.91a),

(3.89a) e (3.97), podemos inferir gque para 1<n €4 o termo expo-

nencial domina sobre a fun¢ao hiperbolica. Sendo assim, temos:
lim s = o (3.121)
tor

Esse resultado & idéntico ao obtido anteriormente na secao 3.1

29) Radiagao:

Neste caso T(t) = ﬁ%%T , de modo gue (3.117) & escrita como:
2|y 4
16 . A
7;—{3|B[A2 sec hsz]B}AZt)-B[lgié - /i8ltg h{/TelAt) ]2+ A} o Az seen AZ(VTE]Azt)

noBTo{B[I—ZJ;%zL - /I—B]tg h(@Azt)]z' )

(3.122)

No limite t » - «», vem:
lim = 0 (3.123)
£

Para o calculo do limite da produgao de entropia para um tempo infi

nitamente grande, escrevamos (3.122) tal qual a expressao (3.120'}.

3¢%¥-ﬁﬁmhwﬁkﬁnz-ﬁ-

16{3]B!A2u : 132

: - sec h? (/5] At) ' (3.124)
2]a: ]
75062l — e n(/EANT - we ol AL
9, Ty " lBLtg /|B]A2t))* - Ale cos h (V[E]At)
Novamente com as respectivas expressoes de Ai, Az € V[BI, pode

mos afirmar gue para ~2,4<n <4,0, pelo meonos o limite torna-se
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nao indeterminado e dado por:

lim s = = (3.125)

too
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CONCLUSAO

Nesta tese procuramos inicialmente expor as teorias termodina
micas para processos reversiveis e irreversiveis em Relatividade
Geral para meios contlnuos. Abordamos a formulagao da teoria termo
dinamica estendida desenvolvida por Pavon et al (1982). Nesta for
mulagao vimos que a propagacao de sinais térmicos e viscosos se
faz com velocidade finita ao contrario do gue previsto pelas formu
lagGes convencionails. Também nesta parte inicial, fazemos a  exten
sao dessas teorias em Relatividade Geral. Mencionamos ainda os re
sultados obtidos por Tolman. Na verdade, tails resultados mostram
gque peodemos considerar gualquer sistema material no espago-tempo
curve como sendo termodinamicamente aberto. Finalmente, apontamos
para modificagoes de carater local na descrigdao hidrotermodinamica
do fluido qguando campos gravitacionais nao conformalmente planos
estao presentes.

Em seguida fazemos a analise termodindmica de um modelo repre
sentado por uma métrica conformalmente plana,e cujo contetdo mate
rial € um fluido com fluxo de calor e viscosidade volumar. Esse mo
delo pode ser entendido como uma nebulosa em contragao. A analise
& feita inicialmente com a formulagao convencional da termodinami
ca (com hipotese do equilibrio local) e em seguida com a formula
¢do da termodindmica estendidamma aproximagac linear. O principal
resultado obtido, além do calculo da producao de entropia, foi o
fato da entropia local permanecer constante ou decrescer Jjuntamen
te com a prodﬁgéo local de entropia. Isso vem corroborar Jue um
sistema material sob agao de um campo gravitacional pode ser consi
derado um sistema aberto.

Na terceira parte novos modelos homogéneos e isotropicos com
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se¢ao plana sao propostos. Esses modelos apresentam viscosidade Vo
lumar como unico processo dissipativo. Devemos frisar que esses mo
delos diferem daqueles ja estabelecidos na literatura pelo fato de
que estamos utilizando equagOes fenomenoldgicas da termodinamica
estendida e portanto introduzimos um novo parametro fenomenoldgico
T, que & tempo de relaxagao. Na primeira solucac consideramos ¢

o
e T como constantes. Nas demais, To fol tornado constante en

o
quanto que & foi considerado nao constante. Encontramos solu
¢des ndo-singulares e singulares. As ndo-singulares sao caracteri
zadas pela nao existéncia de um momento de criacdo (big bang) .Apds
verificadas as condi¢des de energia, calculamos a produc¢ac para os
casos de poeira e radiagao dos modelos fisicamente razoaveis. Deve
mos ainda ressaltar que fol constatado que a viscosidade volumar
pode ser interpretada como © efeito fenomenologico da criagao de
particulas pelo campo gravitacional, uma vez que em determinados

modelos, a densidade de energia permanece constante estando o mode

lo em expansao.
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APENDICE A

Formulacao de Landau-Lifchitz para termodinanica relativista

irreversivel de 12 ordem.

Na secao 1.2, vimos qgue a definicao de uma unica quadriveloci-
dade hidrodinamica para um fluido imperfeito & ambigua. Na formula
cao de Eckart, a guadrivelocidade escolhida coincide com a do fluxo
de particulas do fluido. Na formulacao adotada por Landau-Lifchitz
a quaarivelocidade escolhida & tal que no referencial de repouso do
elemento do fluido a densidade de momentum e nula. As expressoes
para o tensor momento-energia e o quadrivetor fluxo de particulas

sao respectivamente dadas por

ap o e B

8 - pu%uf-p n*P 4 o (A.1)

N™ = nU" + v (A.2)

Como antes, o efeito da dissipacao esta contida nos objetos TaB

[+ . , : Q o
e v . No referencial comovente com 0s elementos do fluido U'=¢§ e

ainda temos que:

0% = p = p + 1°° logo 7922 0 (A.3)

i’ o oo (A.4)

N =n=mn+v? =0 logo v® = 0 (A.5)
Entao em qualguer referencial de Lorentz, sac validas as seguintes
relagoes:

*Fu =0 (A.6)

v U = 0 | | (A.7)
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. . . 03 o
Como feito anteriormente vamos determinar = B e v de modo que

a producao de entropia seja positiva definida. Iniciemos escreven-—

do a lei de conservagao da energia:

op _ ; o ap
T g th = p + (p+p)U,a. + T 'BUQ (A.8)

e a lei da conservagao do n? de particulas:

NG = h + gt o+ vY =0 (A.9)
84 04 o

No entanto p. = n{e+a) e juntamente - com a equacac (A.9), (A.8)

& reescrita por:

nut () o+ p(%{ 1 - iﬂ:—lE)—v"fa ' T{IB'B u, =0 (A.10)
o a .

ou ainda, de acordo com a eguacac de Gibbs, temos:

apR
T ]
nts o - —(%—p)— Vig + —p— U, = 0 (A.11)

onde s € a entropia por particula. Utilizando novamente a lei de
conservacao do 1n? de particulas, podemos escrever:

o ” B U (A.12)

Ol
{nSU )ru h 0 T a

X
T

P+ - . - . .. .
onde p= —£ - 1Ts & o potencial gquimico relativista. Rearranjan-—
n

do alguns termos, (A.12) & colocada na seguinte forma:
ap
o Hooa o 1T U _ (K o . (A.13)
(nsU” - ¢ v7) = =Y, p) (Tza v

Definimos a expressao entre parenteses como sendo o quadrive-
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tor fluxo de entropia S
v (A.14)

De acordo com a 22 Leili da Termodinamica, a divergencia de S

- - af’ o -
deve ser sempre positiva. Entao 1 e v sao dados por:

B o n®nfry e B, (A.15)

Ly n)
) (A.16)

onde r e n saoc os coeficientes de viscosidade volumar e de cisalha-
mento. O coeficiente { esta relacionado com o coeficiente de condu
cao térmica. Esse fato € esperado uma vez que na formulagao de Lan-
dau-~-Lifchitz o efeito do fluxo de calor aparece na difusao de parti
culas. Desse modo, se considerarmos um fluido com fluxo de calor,
a produgac de entropia dada pelas formulacoes de Eckart e Landau,de

vem ser as mesmas ou Seja:

X pob i - TO ) = - en%By (B
Ay b (T, TUu)(T'ﬁ TUB) = th (T)'OL(T)'B (A.18)

sendo y o coeficiente de conducao de calor. No entanto,

L = PP = (BB R
(T)'O- = ( ™ S)|OL = (Tn )'(). S'O'. (A.‘!g)
s - . _ 1.0 p -
Utilizande a equagaoc de Gibbs S, T T(n) + T(n)' e apos al-
gums algebrismo, temos:
P, T )
uy o =le+p) e
(Tha = N (Th p+p) (A.20)

nT
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Substituindo (A.20) em (&.18), vem:

_oneB . 2 p,, T p T

o = X, - wy ) (7, - T0,) = —gn®BLetRLTp ey (p _Tia
p2 o o 8 B n2pt o p+p B p+p
{(A.21)

A lei de conservacao do momentum nos fornece a seguinte reéla-

cao:
3 B
(o+p)Ua = ha Pig (A.22)
Finalmente, substituindo (A.22) em (A.21), temos:
n*f - : E{p+p) ? ab . .
X (T, =~TU ) (T,, = TO ) = =LXPT "p%®® ¢ _ 0 (1= TO ) (B.23)
2 o o B B a7 a o 8. B

Somos forcados a seguinte relacao de modo que ambas as formula

¢oes fornegam a mesma producao de entropia.

22 '
L (A.24)
(p+p) *
As equac¢oes fenomenologicas sdo escritas abaixo em sua forma
final:
o nT | ap
vz x(BIE) h (TLB (4.25)
T =n(U_+U, - 0TU _{u )+(C-—En)h vl
o B a8 - Bw ¢ B B a” 3 af %ﬁ (A.26)

onde na dedugao de (A.26) utilizamos a definig¢ao do projetor h g ©

desenvolvemos a expressao (A.15).
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APENDICE B

A entropia por particula de nido equilibrio & funcio das varia-

veis de equlibrio e das variaveis dissipativas (fluxos dissipati-

vos). Assim, a temperatura absoluta é definida por (vide equagao
1.72a):
1
-1 Y]
T = = (B.1)
De (B.1), segue que
T = T(Er V, I, ,:IUV' qu) (B.2)

No sentido de tornar claro a temperatura de nao equilibrio,

ta pode ser expandida por uma série de poténcias em torno de seu va

lor definido no equilibrio local T, (g,v). Temos entdo:

T(E,V,ﬂ,ﬂuv,qu ) = TQ(E,V)+(%%)6 T o oT ) atVa pﬁg) H

- +
d aw”v cd Bqu eqq
+ 0(2) (B.3)
onde as derivadas parciails sao calculadas no equilibrio, ou seja,
gquando # = Y s qU = 0. Devemos mostrar que:
T oT aT
(=) = ) = (—=) =0 (B.4)
an’ adq AV eq Bqu
Iniciemos por derivar parcialmente (B.1) com relagao a "=
-2 3T 8%s
- Bw  amde (B.5)

Consideremos agora a seguinte equacgao de estado:

Vo, T

T A (B.6)
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Derivando parcialmente relativamente a e, ven:

VT auo : v, T a’s (B.7)
T de 2 9  3edw '
T
- . : 3%s 3%s
Sabemos gue de -acordo com o calculo diferencial = R
aTd € deam

entac, de (B.5) e (B.7), vem:

- — = e — o —— ou
T T 9¢ T2 de

O (5.8)

o - T%eFe TV G
Quando calculamos mno eguilibrio 1 = 0, entao segue de imedia-
to:

(2L <o (B.9)

g
eq

Tomemos (B.1) e derivemos parcialmente com relacao a quz

2
-2 3T 975 (B.10)

=T s T
ag 9q dE

Seja agora a seguinte equacao de estado:

u

o, Vg '
IT - 28 (B.11)
aqU
Derivando (B.11) parcialmente com relacac a e, vem:
Ja H u-vqU 2
ST M L (5.12)
e 2 & seaq”

Igualando (B.10) e (B.12), obtemos:

i

0 BT h o ygh _ mve o ar ou
- B T

Bqu o€ ‘ 2
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Ja!
9 aT 1
9T = aquu - -—'I'vqu — (B.13)
u Je de
9q
Novamente guando esta equagao € calculada no equilibrio, qu = 0, re
sultando em:
9T
(== = 0 (B.14)
0d eq
9T . - .
Para mostrar que | ——EU) = 0, o procedimentc e inteiramente
am eq
analogo ao anterior.
Assim a série (B.3) contera termos da ordem dois em diante

que a diferenciara daguela calculada no equilibrio local. Explici-

tando os termos de ordem deois, temos:

2 2
T(e,v,n,n“v,qu) = TO(E,v) + | 3 T )y w4+ T ) quq +
am eq aquaqu eq M
2
+ ———%—EL—— ) o' Vg g ¥ 0(3) (B.15)
anh Bﬂuv eq o

Na aproximagéo linear os fluxos e forcas vao se relacionar 1i
nearmente. Isso significa que os termos quadraticos nos fluxos sao
desprezivelmente peguenos. Entao se observarmos (B.15), a tempera-

tura s6 admitird termos até ordem primeira, entao:

T(E,\),"ﬁu\),ﬂ,qu) = 'I'0 (e,v) (B.16)

que é o valor definido no equilibrio local. Obviamente, © mesmo o-

corre para a pressao.
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APENDICE C

Consideremos uma métrica do tipo:
ds? = A%(x,t) dt?® - B?(r,t) (dx® + dy® + dz?) (C.1)

onde r? = x? + y? + z?. Utilizemos uma base de tetradas inercial

tal gque possamos escrever:

ds? = nABeAeB = (8922 (0M)2 -~ (02)2 _ (8%)? (c.2)
onde
8% = e”)odxD = A(r,t} dt (C.3a)
6l = e(li dx! = B(r,t) dx (C.3b)
e2 _ e(z) d z
= , dx* = B{r,t) dy (C.3b)
9% = e(ag dx®* = B{r,t) dz (C.3c)

Desenvolvendo deA e sabendo que

A B c

. .
de” = vy o 6 AW {C.4)

podemos concluir que:

0 Al xi .
Y is = “BBr {i= 1,2,3) : {C.5a)
1 o2 I - EL
Yoo TV e T w AB {C.5b)
BI 2
vl = v = X {C.5c)
21 23 BZr
, BIX3
vt = y? = 5 (C.5d)
31 32 B r
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2 1,1
B
y o= y? = =5 (C.5e)
12 13 B2r
Nestas expressdes A' = oA , B' = oB e B = EE. Os coefiicientes
dr ar at
YA Be sio conhecidos como os coeficientes de rotagao de Ricci.
As 1-formas de rotacao sao definidas por:
A A
w =y GC (C-6)
B BC
Para a métrica em guestao, temos:
0 1 i o .
_A'XT g0, B i
© = ZBF + NG 6! {C.7a)
B!
wj = (x63 — x36¥) {(C.7Db)
k rB?
(i!jlk = 11213)
Pode ser mostrado que vale a seguinte relacao:
deB + owpph WP o % r? s A 0P (C.8)
BCD
sendo r? as componentes do tensor de Riemann na base de tetra-

BCD

das .inercial. Desenvolvendo (C.8),

nio nulas do tensor de Riemann:

obtemos as seguintes componentes

i, 2 f ' oo Tt
R =X e - ooave - 2B L o D AR (cua)
ioi ABYr? r A r A B2
i= 1,2,3
i3 ,
RO -~ X }3( Z(AHB 2ATBF - ArB) (Cogb)
1%y AB r i,9=1,2,3; i=2j
xj . - B Al
RY = [ B' = B ( 5 —)1 (C.9c)
iij  AB’r A
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. l 2 k 2 t ] ' ¥
rR* - L)y ()] (B"B - 2B'? . BB B)+ A 2B + (§__)2_ (E)z]
kik B2 r B2 rB B A
(C.9d)
(nao ha soma em i ¢ k)
. ik 1
rY = XX (pv g - oprz o BB (C.9e)
jik  B*r? o
(nao ha soma em i)
Tendo em vist ue R = RC v
sta g ag = © acp r Vem
_ LA _po 1 2 3
ROO_ROAOHRUOO +R010 4”Rozn +R030 o
......1 A" AT BI 2 é N
Ryg = 38 {F Y (_B—+f) —3(5) 1. (C.10a)
R . = g™ - iﬁili [ AT BT A, BhY L, 2By
kk KAk BZrZ A B A B B
1 -1 B 2 B.» B" 3y Al B! 1
v = [S= ()= — ()% + T % v == (= + =) (C.10b)
B A A B A B 2 rRp? AB B
A 2 k - B! | A'
ROk = R = X [ B - B(F + 7\1—)] (C.10c)
oAk  AB°r
A xixj a" B" At B! B' 1
le = R lA] = B2r2 [ -*Z*S:- + —-B—' e (—A_+_B_) (2? + E)] (C.10d)

0 escalar de curvatura R é dado por:

Com os tensores de Ricci calculados acima, vem:

2 1 A", 28" 3B 3BA B A'pB' 2
B B A B a2 A2 A B AB' B r



- 156 -

APENCIDE E

Neste apendice sao realizados os calculos referentes as condi
¢oes de energia para os modelos encontrados.
A expressao para p(t) dada por (3.107) é escrita abaixo no 1i

mite L+ o:

A .
p (=)= 3( liil - “|B| )2 - A (E.1)
2
Temos que verificar o sinal de p(x). Desenvolvendo a expressao aci
2
ma e tendo em vista que |B| = Ay 4;24A°A2 , vem:
3a% 3 _
pl=) = =4 — == (|a| Y]g[ + Ay - & (E.2)
2 A,
28,
Calculemos a parte negativa de (E.2} substituindo A,, A, Ay, A e

B pelas respectivas expressoces (D.4a), (D.4b}, (D.ic}, (D.3) e (D.6).

Temos entao

' /
-A3_2'([A1| ‘/m + AO)+A = Vin+1}*~4n(n=1) (3n+1) .\

2010 2 (n=1) 2 (3n1)2 7

+ 16n (E.3)

31,%(2+1) 2 (3n+1) % (n=1)

Consideremos agora a parte positiva de (E.2}:

2 .
3A1’| — 8(ﬂ+1)2 (E_3r)

2n% 31 (1) 2(3n+1) P (n-1) ?

Voltando a expressao (E.2), temos:
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o(w) = 8L=n’+ 4n +1 - Y(n+1) *=4n(n-1) (3n+1)] (E.4)

31, %(2+1) 2(n=1) 2 (3n+1) 2

No entanto {(n+1)}* - 4n{n-1) (3n+1) = n*= 8n? + 4n? 4 8n +1 = { -n? +
+ 4n +1)%, entdo (E.4) reduz-se a:
pf{=) = 0 {E.5)

caso T<f g 4,0. Logo, a condicao de energia fraca é sempre satisfeita.

Passemos, agora, para a condigac de energia dominante para es
te modelo. Vimos que € necessario ser obedecida a seguinte rela-

cag:
- p{t) ¢ H(t) ¢ O (E.6)

Constatamos que H(t)<0 para qualguer tempo t. Basta entdo  mostrar

que H{t) + p(t) > 0. Temos que:

H(t) + p(t) =-|B|a,sec h? (/[g|ast) + 3[l%i£ _
- Yig] tg b (V[B] 2,t)1* - & (E.7)

Desenvolvendo esta expressao e tendo-se em vista que

sec h®x = 1 - tg h%x, vem:
H(t) + pf{t) = X + Y tgh? (/]B[' A2t) ~ 2 tg h(/[B[Ast) (E.8)
onde
x =322y _ |B|a, (E.9a)
4A,?

[
il

|B] (A, + 3) (E.9b)
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_ 3 (A1 /TET
Do

{(E.9%c)

Em t=0, H(t) tem em médulo seu valor miximo. Verifiguemos a expres

sao (E.8) neste instante:

2

H(0) + 0(0) = X = 321 _ 4 _ |B]a,
4A,*?
Tendo em vista as expressOes para A, Ay, A, e IBI, ven:

(n+1) " [4=(A+1) (n=1)T+4n (n=1)*[ (2+1) (3n+1) -4n]

I:E(O)+Q(O) = X =
3t£ (3n+1) 2 (n+1) > (n=1) 2 (1+1) 2
(E.10)
Caso X > 0, entdo poderemos garantir que H{t) + p(t) > 0 para
- w<t < 0. Nos casos especificos de poecira e radiacao, X é dado
por:
byc_ oy fo_13 3
X(n, 2=0) = (n+1) *{(5-n) 4n{n-1) (E.11)
31,43n+1) 2(n+1) 2 (n=1)2
. y _ - 2
X{n, A= %) . An+1) " (4-n) + 4n(n=1) (E.12)

47, 2(3n+1) * (n?-1)?

Pode ser facllmente constatado gue para 1 < n <~4,0 , X sera sem-
pre positivo em ambos 0Os casos.

Falta verificar que H(t)+ p(t) » 0 para qualguer t > 0. Note
mos qgue I (t) = H(t) + p(t) se anula para t+ ». Vamos supor gue pa-

ra algum intervalo finito ou nao de tempo, tenhamos:

F(t) = B(t)+ pl(t) < O

Entdao necescariamente havera algum intervalo de tempo finito ou
nao onde F{t) sera uma fungao crescente, e, em consequéncia F(t) > O.

Caso contrario, i.e., se F(t) for sempre negativa teremos gue
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F(t) > 0 para todo t > 0. ©Nos graficos abaixo essas situacoes sao

ilustradas:

A Fin) o A Flb)

rf o \/ ”{
Fig. E.1 - {a) Grafico de F(t) quando F(t)<0 para todo t O

(b} Grafico de F(t) quando F{t) pode assumir valores positivos

Derivando (E.B8), vem:
F(t) = [2Y tg h(/]p[A2t)-8] Y[B]A: sec h”(/[p[Ast) (E.13)

Desenvolvendo essa expressao, temos:

2
[n?-d4n-1]{|n"=4n-1[[4+ (A+1) (n=1Dltg h(V[B]A,t) =4 (n+1) }

F(t)
3qf(l+1)2(n+1)2(n~1)2(3n+1)2
(E.14)
P 2
tendo-se em vista que /|B| = 5 [n2-4n -1} . Seir=0exr=1
‘ ~§TG(A+1)(n2—1)(3n+1) 3

pode ser mostrado diretamente que F(t) <0 pelo menos no intervalo

de n dado por

1 < n < 4,0
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Finalmente tomemos a solugac correspondente a equacao (3.106) ., A

densidade de energia p(t) & dada por:

: Aq.?
olt) = 3[/|G| cotg h (/]g[At) - iit] - A (E.15)
onde A,, A,, G e p sao dados por (D.9b). (D.9c), (D.10) e (D.8)res
pectivamente. Observando a equagao (E.15), notamos que p (t) tera
seu valor minimo se cotg h (/iglAzt) = 1, ou seja, guando t—+« . Se

p{=) > 0, entao a condigao de energia fraca & satisfeita para gual-

gquer tempo t. De (E.15), temos:

pl=) =3 (V]g]| - %%i—lz - A (E.16)

Desenvolvendo a expressac acima e tendo em vista que

2
IGI _hy 4 4A0]A2] ,

vem:
43,2
A2 . A A
o) = i S Y | _ H1 )
p () 3 a2t {Azl ) (A + 3#]@! i, (E.17)

Calculando a parte negativa da equacac (E 17), temos:

tt
+

‘ 2
ve 3/TET 3 o
2 3quk+1)2(3n—1)2(n—1)2

.8 Vn=1) "+ 4y (q+1) (3n-1)
312(a+1) 2 (n+1) 2 (3=1) 2

(E.138)

Fazendo o mesmo para a parte positiva, temos:

2 132
30gpbt Tt - 8ln-1) ;
z 2 31,7 (a+1) 2 (n+1) 2 (3n=1) 2




- 148 -

B' 4 B' ~
+ -ﬁ;(; - )] (C.11)

Na base de tetradas utilizada, o tensor de Einstein & dado

por:

G = R -

AB AB ~ 3 "ap R

As compohentes nao nulas deste tensor sdo.escritas abaixo:

2 n - 2 Bl 1
Gog = 5 | = - 3B v B (2B, (c.12a)
B? A°B B
2xi - - B! A'
G,.. = R,. = [ B' = Bl{s=~ + =) ] {C.12Db)
0i 0i AB?r B A
lj 11} (1} 1
= _ XX A By _ (A _B', 2B’ 1
Gij = Rij = P [(A * g ) (A 3 }( 5t r)] (C.12¢c)
T
x? :
_M A" BY AU B 1, 2B' 0 101 A" B
Gii"BZrZ [(A + B) (A +B)( + B)] B[B(_A_“-’. B) +
B 2A B 28 aA' B',1 B
(R L2y _EE LBy 2L LB .12
+ " (A B) A2»+ ABr Bz(r B)] (C.12d)
- Calculo das guantidades cimendticas
a i
O campo de velocidades UY = Xﬁrot) & escrito numa base de
tetradas como:

Como a expansao 8 € definida por

Q
8 = U" (C.14)
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podemos escrevers:

o ! (A)e (B) AB

0 = (eOt =
= Y )AB o Yopp"

(n)°

De acordo com os doeficientes de rotagao de Ricci dados pelas equa-

goes (C.5), temos:

0 = v + ¥ + v0 = = (C.15)

A aceleragdo U" sendo dada por

-['_'}0'..= Ua UB (C.16)

pode ser escrita como:

o o A 8 o 8 a (A) (B} 8 C
o7 = (e (AﬁJ)"BU = e (°L$U ~Yoap © ey e (CJU
ou ainda:
o o{a) (B) B _ a(a) Bo _ a (A)
U' = =Y,aB © € 3% (o) T "YemB © 8 T Yon, ©
mas 0% = 08 e(A)a , entao:
o e(A)a = ~Y,a, g% (8) , contrainde com ea(C) , Vem:
oA . O L@ @ _ aC
a T “Yoao a = 7 Yoal"

Finalmente temos:

ot = VB (C.17)

De acordo com os coeficientes de rotagao.de Riccl dados pelas equa-
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coes (C.5), vem:

<A Ay A'x? Afxa
U - (OI ABI‘ r AB.‘C’ r ABI ) (C.18)

por:

af 7 (o B) Uurm % hage ' (C.19)

1]
jan

g

Colocando (C.19) na vase de tetradas, vem:

1 o 0 0 0 2 (28)
% =3 (Yag = Ypa * Yao'Be* YBo "ac” 3 Pag® (C.20)
Para nosso caso temos:
UOi :.% - Yoi— Y0i0+ Ygo‘nio ¥ Y;onoo— % h&'e) =
= % ( _Yoio * Yolﬂ) =0
Oi5 7 % ('—Yﬂlj - Yoji + Yolo”jﬂ & YUanio-—§ hija ) =
=5 ~¥'y5 - “’Ojl - % b0
Se i=7, vem:
9ii = % (=x =Ygy % o) = % (- i% - f% * % -3 %%)& 0
Portanto para a métrica em guestao
a = 0 (C.21)
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0 parametro cinemdtico vorticidade ou rotacao g ¢ definido

por:

u v
h, VU :
a8 = Bra e Vi (c.22)

w

Quando escrito numa base de tetradas(zg), temos:

i G
_ — 0 0 —_
aB =32 Y% TYpa TYa, "B, Yo, M, (C.23)

Para o nosso caso, temos:

1
- —~ D0 0 0 _ =
Wy § > (Y01+Ylo SR S P Wlo”oo)
1
= 5 (~y0 + y0 =y )= 0
01 10 io
i
= - - 0 0 — o, . -
wij 2 ( YOi.j i ji MERAE T 30 Y jo nlD) 0

Logo:

“rp * 0 (C.24)
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APENDICE D

Neste apendice explicitaremos os calculos referentes as rela-
goes de vinculo e das constantes expressos pelas equacoes (3.93a),

(3.93b). (3.97) e (3.104).

1) Eguacao de vinculo (3.93a):

A equagao de vinculo dada por (3.93a) é:

A= — 4n (n+1) o
2
R s rE
n
onde
n= /o, 48 -

T+
To(A+1) 2

Podemos escrever (D.1) como:

16n? (n+1) (D.1%)

37,2 (41) 2(3n+1) 2[ —DE 4 (Bna1) (ne))

Ty (A+1)

Entretanto, de (D.2) retiramos:

...___ﬂa_____ o nz_.. 1 (D-2')
Tq (A"'T)z

Voltando a (D.1'), tendo em vista (D.2"), vem:

16n2(n+1)

3T, 2(A+1) 2 (3n+1) 2 [n(n?-1) +(3n+1) (n+1)]

Desenvolvendo o termo entre colchetes, vem:
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2
A - 16n (D.3)

31,2 (x+1)? (3n+1) 2 (n+1) 2

Obviamente A > 0.

2

4A A - A
0 2 1

2) Calculo da expressao
4A22

A,, AL e A, sao dados por:

A, = 71A_n (A+1) (3n+1) (D.4a)

Al=_%(§2—j::l') (D. 4b)
3

Az = 7 {(A+1) (n=1) (D.4c)

Temos entao:

n+1)2
3n+1

2 4 3 1
4A0A2— A EEUL-VI) {(3n+1) Z(A-i-]} {(n=-1) = 'FE,Z(

4n, 2 4 %% (A%?f(n~1f

Considerando A dado por (D.3), e apds algum algebrismo, obtemos:

2

4RsAr —- A, 4 _ B 4
, _ A4nfn=1) (3n+1) (n+1) (D.5)
A2 %(A+1)z(n—1}2(n+1}2(3n+1)2Tf
2
para n > 1, constatamos que 'E%E&%;éél <0, mas se n = 4,24,
47,

4A0A,~ A% .

entao podemos considerar > v 0.
4A,
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De acordo com a convencao adotada, definimos B como sendo:

B - —A12+ 4A 44, .= (n+1) "+ 4n(n—1)(3n}1) (D.6)

2 . p
i %(k+1)z(n2~1)?(3n+1)2T02

3) Egquagao de vinculo (eg. 3.93b):

A equacao de vinculo dada por (3.93b) é:

T4n(n---1) (D.7)
3%(3n-1)*[ B - E%-(AM) 2(3n-1) (n=-1)1

A =

Desejamos verificar gqual o sinal gque A pode assumir. Reescre

vamos, entao, (D.7):

2
A = 16n° (n-1) (D.7%)

3T,430=1) 2 (A1) 2] —28 . (31-1) (n=1) 1
(A+])2TQ

mas, de acordo com (D.2'), vem:

16n2 (n-1)
3T0%3n—1)2(h+1)2[(n2~1)n - (3n-1) (n-1)1

A =

Desenvolvendo o termo entre colchetes e fazendo algumas simplifica-

¢cOes, vem:

2
A = 16 1 (D.8)

310%3n—1)2(A+1)2(n~1)2

Verificamos gque para todo n> 1 a constante cosmoldgica é posi

tiva.
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) A%+ 4[Aq A,
4) Calculo de G= - : (eq. 3.104}
4a,*

A,, A1 e A, sao dados por:

Ay = é% (A+1)(3n—1) . {D.%a)
-1 n-1 :

Ar = (g ) (D.9b)

Ap= %g (A+1) (n+1}) (D.9¢c)

Entao, substituindo Ag, A; e A, dados acima na expressao dada pela

equagao (3.104), vem:

T . n=T1,2 3 A
w3ooy) 4 O (1) = (k1) (3n-1)

C = 5
4. 7% (A+1) 2 (n+1)?

Substituindo a equagac (D.8) na equagao anterior, e depois de algu-

mas simplificacoes, obtemos:

(n=1)* + 4n(n+1) (3n-1) (D.10)

22+ 1) 2 (n+1) 2 (n=1) % (3n=1) 2

-G =
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ton
31,2 (2+1) 2 (n=1) 2 (3n=1) (n+1)

(E.19)

Voltando a equacac (E.17}), vem:

2
p(m) — 8(”"1) " 161’} -

3t A+1) 2 (n+1) 2 (3n=1) 2 3¢, 2(A+1) 2 (n=1) > (3n-1) (n+1)

16n7 _ 8 /(=12 "+ 4n(n+1) (3n-1)
320+ P (3n=1) 2 (n=1) % 3 P(A+1) 2 (n+1) 2 (3n=1)2

ou alinda

o (=) = 8{"]']2 -4n +1 - /(0—1}l++ 4n (n+1) (371-1)] (E.20)

31, 4A+1) 2 (n+1)2(3n=1) 2

Para n >1, p(») & sempre negativo. Isso significa que um dado tem-
po t = t,, o(t;) e para todo t>t, , p(t} < 0. Logo, a condicdo de

energia fraca é wviolada.
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