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RESUMO

Um esquema de quantizagao semi-fenomencldgico € propos
to para um processo de colisdo de dois envelopes-solitons de mes-—
mo tamanho. Este solitons sac solugdes especiais provenientes da
equacao de Schrddinger nao linear. Determinou-se o avango no tem-
po devido & colis@o de dois envelopes-sélitons. Considerando os
561litons como particulas puntiformes e usando a descrigac da me-
cénica classica, determinou-se o potencial efetivo atrativo enve-
lope sdliton-envelope saliton ., Este potencial € conhecido na 1i-
teratura por P8schl-Teller modificado. A obtengaoc deste potenci-
al foi possivel porque se tinha a informagao em forma de memdria
do sistema, dada pela expressao analitica de "time delay". Quanti
zou-se¢ o tal sistema usando esse potencial efetivo na equagao de
Schr8dinger. Desse modo, pode-se determinar a matriz Scol de dois

2 4

corpos puntiformes e verificou-se que, no limite 1<<N7«< 452E/mN

ela reproduz exatamente a matriz S2N obtida de um pacote séli~
to que incide sobre um outro pacote soliton. Cada pacote soOli-
ton é formado por N particulas ligadas. Todas tém mesma massa, in-
teragem por forga de contato de dois corpos.Estes pacotes possuem
apenas um estado ligado, isto e, nao possuem estados excitados.
Verificou-se, enfim, que atraves da matriz Scol pode-se obter a
energia de ligagaoc do estado fundamental do sistema, a qual
coincide com a do de 2N particulas na. aproximacac l.Neste esquema

N
aparecem infinitos estados ligados espurios.
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INTRODUCAO

Intensifica-se a cada dia o estudo de importantes fe-
nomenos fisicos que apresentam aspectos ndo lineares. Os proble-
mas ndo lineares surgem em quase todas as areas da Fisica; apa-
recem na relatividade geral; nas teorias de campo como a QCD, na
fisica dos plasmas, Sptica, hidrodinimica, etc.

A nao linearidade resulta muitas vezes de mecanismos
de auto-interagao contidos no proprio sistema. Por exemplo, na
Fisica Nuclear este sistema é representado por um campo nao 1i-
near (e, inclusive, até ndo local) como no modelo de Hartree-
-Fock ou no de Thomas-Fermi., Nestes modelos a ndo linearidade é
responsavel pela estabilidade do sistema.

A descrigao da dinamica nuclear via campo global,on-
de se considera todos os nucleons do sistema, requer inevitavel
mente a introdugao da nao linearidade. Este tipo de descrigao
microscopica € invidvel, resta entdo a descricgao macroscopica.
Assim, esta descrigdo é o unico meio dé estudar a propriedade
global do sistema nuclear, especialmente a dinamica coletiva em
grande escala tal, como a fissdo nuclear.

Seria extremamente interessante investigar as so
lugdes das equagtes nao lineares que apresentam as propriedades

globais de um sistema nuclear. Estas equagoes sao muito pouco
esclarecidas se comparadas com os problemas lineares, devido a
diversas dificuldades matematicas. Mas existem certas classes de
equagtes de campos ndo lineares cujas solugoes exatas foram des-
cobertas nos Ultimos decénios e pesquisadas tanto na versao

cldssica quanto na versdo quantica. Embora nenhuma das solugdes
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seja tridimensional, o gue corresponderia aos sistemas realisti-
cos,elas servem como um paradigma para estudar o procedimento de
guantizagdo de campos ndo lineares. Entre elas, é de nossc inte-
resse particular a gue apresenta soclugao denominada de sdliton.

Uma solugao soliton mantém a forma do pacote de onda
estdvel durante todo o seu percurso (onda solitdria); guando
dois sélitons colidem, fundem-se perdendo momentaneamente suas i
dentidades. Apds a fusdao, cada séliton emerge com a mesma forma
anterior, mas deslogcado no movimento em gque deveria estar, so-
frendo assim um "time delay" ou "phase shift"” no seu movimento.
Neste sentido, um soliton pode ser considerado uma particula
rigida em relagdo ao processc de espalhamento.

Numa descrigac do espalhamento em termos de matriz S,
onde o processo de colisao & reconstituido atraves de guantida-
des assintdoticas, o espalhamento de sdlitons é representado sim-
plesmente por uma interagao efetiva, sem necessidade de se con-
siderar as estruturas geométricas complexas. Em particular, se
a interacdo efetiva € representada pelo potencial local, os sé-
litons se comportam como particulas puntiformes sem estrutura.

Inversamente, o fato do processo de colisac ser des-
crito em termos de potencial local nao quer dizer gue o sistema
em guestao seja de particulas sem estrutura interna. Tal situa-
gao ocorre frequentemente na Fisica Nuclear. Por exemplo, o mo-
delo de potencial éptico para espalhamento entre ions descreve o
processo em termos de potencial efetivo. Os efeitos de outros
canais que nao estao sendo observados sac simplesmente represen-
tados através da parte imagindria do potencial efetivo. No mode-
lo de agregado de alfas (@ -"cluster") para nucleos leves, eles

(alfas) sdo tratados como particulas gque interagem entre si a-
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través de um potencial efetivo. Note que o raio de cada o nao é
desprezivel, nem absoluto (definitivo) se comparado ao sSistema
o —"cluster". Uma situagao mais perplexa ocorre num - dominio
mais fundamental, isto €, no caso de forgas nucleares entre nu-
cleons. Como é do conhecimento geral, a Fisica Nuclear tedrica
corrente € construida inteiramente sobre a suposicdo de que os
nucleons sdao particulas elementares puntiformes, e de que as in-
teragOes sao descritas por um potencial local. Os grandes suces-—
sos do modelo de camada e demais modelos atestam que os funda =
mentos sdo bastante confidveis. Entretanto, é sabido que os nu-
cleons ndo sao particulas puntiformes. O modelo de sacola indi-
ca que © raio do nucleon € da ordem de 1 fm, comparéﬁel com a

interdistdncia dos nucleons dentro do nucleo.

Entao, qual € o mecanismo pelo qual oS nucleons se
comportam como particulas puntiformes dentro do nucleo, apesar
de sua extensao geométrica e da sua estrutura interna complexa®?

Uma possivel resposta para esta questao pode advir do
estudo dos solitons provenientes das teorias de campos ndo 1i-
neares.

No presente trabalho estudamos um processo de espalha
mento de dois soOlitons via potencial efetivo. Para isso escolhe
mos a equagao de Schrodinger nao linear (NLS) gque € exatamente
resolvivel.

0 objetivo deste trabalho € investigar a interagao
efetiva entre os dois solitons da equagdao NLS. Assim, construil-
remos no mundo do modelo NLS um esquema semi-fenomenoldgico que
usa 0 conceito de coletividade. Vamos analisar o significado fi-
sico do método de quantizagdo semi-fenomenoldgico utilizando um

potencial efetivo, e comparar os resultados com o de sistema exa



to.

3 equagao NLS tem a forma

PR e R
p 3 £4 o 20,12
1Jfl-§"£-ib+m§2"¢+€|¢|¢=o /

e tem sido estudada por varios autores em conexdo com o problema
de muitos corpos nao relativisticos. Existem diversos trabalhos
sobre o modelo NLS com diferentes enfoques, tanto a nivel clas-
sico, semi-cldssico guanto em quantico. Pode-se obter essa e-

quagdo NLS através do Lagrangeano de um sistema gasoso cujas par

ticulas interagem por forga de contato de dois corposv;é6tﬁi~kj}
Pode-se mostrar, no contexto de campo guantico NLS, qﬁ; se o nua-
mero de ocupagao total N é muito grande obteremos um estado cor-
respondente ao soliton classico. Deste modo o sdliton pode - ser
visto como representante de estado ligado contendo N particulas,
isto €, um pacote. Por outro lado, tratamos os solitons como Par
ticulas coletivas. Aséim, usando apenas a mecanica classica de
pontos materlails, obtivemos um potencial efetivo que simula
exatamente a interagao soliton-sdliton. Isto ¢ possivel porgue
apos a interagao do campo soOliton-sdliton pode-se obter uma ex-
pressao de avango no tempo que ¢ a memdria do sistema.

Depois, guantizamos esse sistema de duas particulas
macroscopicas usando o potencial efetivo na equagao de Schrodin-
ger. O resultado da guantizagao foi comparado ao do sistema de
2N-corpos porque o esquema semi-fenomenologico assim meontado
nac nos garante chegar aos resultados egperados.

Agora, para melhor esclarecimento,apresentaremos- pic-—

toricamente o esquema semi-fenomenologlco no guadro esquematico:



Teoria Classica | Teoria Quantica
descrigao via ?escrigao via
. teoria classi ani ant i
Teoria classica mecanlca quantica de
de campo 2N-corpos
Exata
12 guadrante - sistema 22 guadrante -sistema
macroscoplico 1 microscopico
. descrigao via descriga i
Teoria G crigao via
mecanica mecanica quantica de
Semi- . .
newtoniana 2 corpos coletivos
fenomeno- 32 gquadrante - sistema 4° quadrante -sistema
macroscopico 2 macroscoplco3
1dgica (informagao a nivel
microscopico)

Este guadro visualiza quatro descrigoes de um mesmo
fenomeno ao mostrar a divisao: teoria exata, teoria semi-fenome-
noldgica, teoria a nivel cldssico, e a guantico. A descrigido do
12, 32 e 492 guadrantes apresenta aspecto macroscopico, e a do 2°
quadrante, O fenémeno a nivel de estrutura da matéria condensada
(microscépico). No 42 guadrante conseguimos informagdo microscod-
pica que € a energia de ligagao do sistema de 2N-coOrpos.

No Capitulo I apresentamos aspectos gerails da teoria
correspondenfe ao 12 guadrante do guadro esquematico. Introdu-
zimos gygeneralidades do contexto sdliton. Ilustramos o método de
transformacio do espalhamento inverso para resolver a  equagao
n3oc linear, e depois aplicamo-lo particularmente & equagao NLS.
Determinamos explicitamente as solugdes l-soliton e 2-sélitons.
Apresentamos a solugdo geral N-sélitons. Mostramos também que a
solugdo 2-sdlitons se desdobra em "duas solugoes 1-soliton".

i

Mbstramos como foram obtidas as infinitas leis de conservacgao. O



objetivo principal deste Capitulo é introduzir ao estudo do se-
tor de solugdo 2-sdélitons cldssica. Este setor e suas proprieda-
des serao usados no esquema de guantizagdo semi-fenomenoldgico
com base em grandezas macroscopicas exatas.

0 Capitulo II corregponde ac 22 quadrante., Nele apre-
sentamos a 18 guantizagao do problema de 2N-corpos. Estas parti-
culas interagem via potenciais delta atrativos de dois corpos.
Nac apresentamos a versdaoc de 22 guantizagdo por ndo ser mais ne-
cessario. Estudamos o sistema de 2N-corpos sem restrig¢ao na si-
metria considerando iguais as massas das particulas. Estudamos a
matriz S desse sistema geguindo as convengoes de J.B. McGuire
e o método desenvolvido por C.N. Yang. Este Capitulo é rico em
detalhes. Deduzimos a matriz-S na forma fatorada de matrizes Ss
provenientes de interagoes delta fazendo incidir um agregado (sd
liton) sobre outro. Esta matriz de 2N-corpos corresponde, sob o
ponto de vista de campo, ao sistema de equagbes NLS multidimen-
sional cujos 2N-corpos sao partiéulas multicoloridas. Depois
particularizamos a matriz S2N para o sistema bosbnico, gque cor-
responde ao sistema NLS de nosgsso interesse. Calculamos a energia
de ligacgao de N-corpos que formam o agregado. O objetivo princi-

pal deste Capitulo € deduzir a matriz-§ com informagdao micros-—

2N

copica sobre a colisao sdéliton-sdéliton, para posterior compara-
cao com a de semi-fenomenoldgica,e também apresentar a energia
de ligacdo do sistema via efeito (com informag¢do) microscdpico,
gue nao & exatamente acessivel ac usar as descrigoes semi-clas-
sicas degge campo NLS.

No Capitulo III apresentamos a teoria semi-fenomeno-
logica. Determihaﬁos o "time delay" (devido a interagdao soliton-

- " Ld - -~
-sdliton) usando o referencial dos pontos onde o0s solitons tem
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suas maiores amplitudes. Utilizando as tres primeiras das infi
tas leis de conservagao existentes, e considerando sélitons como
pontos materiais coletivos com madsas, momentos e energias bem
determinados, aplicamo-lhes a lei de conservagao da mecanica
cléésica vinculada ao "time delay" em coordenada relativa para
encontrar um potencial efetivo coletivo. E efetivo no sentido de
gque um problema de 2N-corpos foi reduzido ao de dois corpos. E
coletivo no sentido de que simula interagodoes de 2N-corpos. En-
contrado o potencial efetivo classicamente, usamo-lo na . eguagao
de Schrodinger e deduzimos a matriz S. Esta matriz foi comparada
3 de sistema exato no Capitulo IV. Neste Capitulo também verifi
camos a consisténcia do "time delay"™ em todas as guatro descri-
goes. A quantizagao semi~-fenomenoldgica permite obter a energia
de ligagao. Esta energia coincide com a exata apresentada no Ca-

pitulo III na aproximagao

1
N



capfTulo I

FONTES BASICAS E PRELIMINARES

1.1 - INTRODUCAO A GENERALIDADE DO CONTEXTO SOLITON

Os sdlitons aparecem frequentemente como solugao de
certas equagOes evolutivas nao lineares, dos sistemas fisicos.
Faz duas décadas que o termo soliton fol c¢riado. Nestes vinte a-
nos, a pesquisa relacionada com s6liton progrediu substancial-z
mente tanto na Fisica como na Matematica. Existem hoje : muitas
publicagtes sobre sdliton; as referéncias (1-14) sao artigos de
revisao ou livros. Agui expomos, sumariamente, alguns aspectos
gerais extraidos dessas referéncias. Focalizaremos fatos histo-
ricos, definigoes e conceitos gerais, para melhor entendimento
do contexto da teoria do soliton.

Foi com o desenveolvimento da tecnologia eletronica,
particularmente dos poderosos e velozes computadores digitais
dos ultimos decénios, gue se tornou possivel a pesquisa de sis-
temas fisicos através de simulagdes numéricas.

Quando um desses métodos de matematica experimental
foi aplicado ao entdo conhecido problema de Fermi, Pasta e Ulam
(FPU) pelos pesquisadores M.Kruskal e N. Zabusky no ano de .....
1965(l'2’§), estes encontraram solugdes numéricas da dinamica de
rede FPU (ondas de plasma) e redescobriram gue no continuo esta

rede é descrita pela equagdo de Korteweg de Vries (Kdv), ja co-

nhecida em 1895,



29 + o 39 + 83¢ = 0
9 L 5;'3" B (r.1)
onde of é um fator de "scaling".
Esta eguagao possui solugao (numérica) interessante
com as seguintes propriedades:
a) - uma solugao com um perfil pulso, denominada onda solitdria,

b)

caminhando com velocidade constante. A& onda tem uma forma
bem definida, que se mantém invaridvel durante todo o per-
CUYrso;

solugfo com mais de uma onda solitaria. Foi dado o nome de
solitons a estas ondas solitarias, por M.Kruskal e N. Za-
busky. O nome soliton provém do comportamento tipo parti-
cula. Numa dada colis3o os, solitons, apos a interagao,emer-
gem sem mudar o0s perfis anteriores, mas pogsivelmente esta-
rao deslocados das posigoes em que deveriam estar se “tal
interagdo nao houvesse ocorrido. Assim, assintoticamente

sdo ondas solitarias.

Ilustremos graficamente as trajetdrias no espago-

-tempo:

t

Figura 1.1 - Grafico tipico de uma cinematica da interacdo  sodliton~soliton.
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Neste grafico avelocidade do sdéliton 1 € maior do que a veloci-
dade do sdliton 2. Interagem na regidc pontilhada, depois emer-
gem reaparecendo apenas com posigOes deslocadas.
Qualitativamente o sdéliton pode ser entendido como re
presentando um balanceamento entre o efeito de nao linearidade

e dispersac (ou dissipacac). Assim, no caso de KdV, o© termo de
- . 37 "

nao linearidade é dado porg g%é o de dispersao porfﬁ_%}-'
e 19X

Logo depoisgs, em 1967 ao descobrirem a aplicabilidade
da técnica da transformagao de espalhamento inverso {(IsT), S.
Gardner, J.M.Greene, M.Kruskal e R.Miura (lé)conseguiram resol-
ver analiticamente, por sucessao de calculos lineares, a equa-
gao KdV para dados valores iniciais. Obtiveram as solugdes exatas
( em caso particular, os soOlitons) deste sistema evolutivo nao
linear. Apresentaram subsequentemente uma seérie de artigos sobre
estudos das propriedades fisicas e matematicas dos sistemas K4V
e KdV modificado e descobriram as infinitas leis de conserva-
¢ao desta equagao.

(16)

P.Lax mostrou em 1968 =  queo método IST pode ser

aplicado a uma classe mais geral de equagac da forma

Eﬁ e U . - I_é
T = K(¢) (1.2)
onde K € um operador nao linear eﬁfi& . Esta equagao pode ser

reescrita na forma de operadores,

o2 = ilL,M] (I.;)?

L. e M, chamados par de Lax, sac operadores gue dependem der¢' .

‘ o~ . s ! 4 . " .
Introduzinde uma fungao auxiliar Y. ,e facil verificar



_.ll_

gue a equagao (I.3) € equivalente ao par de equacgdes

Ly = xp . (I.4)

[
2
=

|

My (I.5)

Q2
St

onde“K}é independente de t.

Em alguns casos & possivel resolver-se um problema de
espalhamento usando-se o operador linear L. Quando este for o ca
so, dado o valor inicial @'(X,O) podemos encontrarilp(x,t) atra-
vés do seguinte procedimento:

i) Problema direto: calcula-se os parametros de espalhamento
tais como os coeficientes de reflexdac e transmissac do sis-—
tema (I.4), para todo "potencial” &(X,O), estabelecendo os
comportamentos assintéticos da fungdo P(x) para |x| + = ;

ii) Evolugac temporal dos dados de espaihaﬁento: ugsa—-se a eqgua-
gao na forma assintotica de M em |X|L+mw' para calcular a
evolugac temporal dos dados de espalhamento empregando a
equagao (I.5);

iii) Problema inverso: voltando a equagao (I.4) conhecendo-se a-
gora dados de espalhamento do operador em fungdao de tempo
{(os coeficientes de reflexdo e transmissao em Ffungao do

tempo), constrdi-se '¢ix,t).
. |

O IST estd representado diagramaticamente na Fig.l.2.

a | espalhamento| |,
$(x,0) | > ~ ‘
direto em t =0
ld | Jb
¢ | espalhamento
$(x,t) . em x> ¢ ¥t
inverso

" Fiqura 1.2 - Diagrama de IST.
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A idéia é evitar o caminho 4 ( o qual resolveria a
equagao evolutiva nao linear (I.2) diretamente) e sim percor-
rer sucessivamente os caminhos a, b e ¢ gue envolvem algebras li
neares.

O primeiroc problema desta abordagem € encontrar os
operadores (I.3). Os operadores L e M em alguns casos podem ser
encontrades facilmente. Portanto, mesmo tende L e M, o problema
de autovalores (I.4) nem sempre fdacil é de ser resolvido.

Fora estas dificuldades, o método IST resolve uma

grande variedade de equagdes evolutivas nao lineares. V.E. Zakha

rov e A.B.Shabat (1970)(ll) (zs) aplicaram o método de Lax(lﬁ)na
equagdo de Schrodinger ndo linear,
2
. au 3 Z
CigEr g e Kulfu-0 (1.6)
- 9X
O par de Lax LI e M tem as forwmas B B ) B ~
A +p 0 s [0 u* .
L = i % * ‘ (I1.7.1)
0 T-p| “* | u 0
1 07] .2 ]ulZ/(1+p) i 2y
M = -p s X , 0% (I.7.2)
0 1] 9x -1 5 u -lal®/Ci-p)_|s
e T EEES e mmionismmiam— —f—z’: S LI LoTTLITIITTT o
K= —%o - (1.7.3)
_ o ) 1-—_]_3 i L - -

Assim, eles obtiveram a solugdo analitica geral. Com uma condi-
c%o especial na equagido de auto-valores (I.4), isto é, fazendo o
coeficiente de reflexdo R = 0 na solugido geral, obtém-se "o po-

tencial" nao refletor de particulas. Este potencial é o(s) soliton(s)
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que é denominada de "envelope soliton". Além de obter solucio
analitica, os autores estudaram as propriedades dos solitons
quanto a estabilidade, guantizagao quase-classica e comportamen-
tos assintdticos. Obtiveram as infinitas leis de conservagao
que aparecem guando é possivel aplicar o método IST em egquagdes
evolutivas nao lineares unidimensionais.

Sob a motivacao da aplicagao do método IST segundo es
quema matricial de ZS, M.J.Ablowitz , D.J.Kaup, A.C.Newell e H.

(18)

Segur (AKNS) em 1974 generalizaram esse esguUema considerando

0 problema linear de auto-valores

bv=1ov | (1.8.1)
sendo S
I T
09X -4
L =
ir - (1.8.2)
- D TR
e
. __vif i
Vo= . (1.8.3)
B 2P
nos quais os coeficientes g = g(x,t) e r = r(x¥,t) saoc fungoes

arbitrérias. Considerando que o operador M toma a forma geral

at;cr,ﬂt;cJ | _B.r(ix;ﬂt;c)m
M = (1.9)
c(x,t;t) -a(x,t;0))

sendo os coeficientes a, b e ¢ arbitrarios, a auto-fungao v evo-

lui conforme a equagao (I.5), isto &,

L2 15
iy =M | (I.5)
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Tomando a derivada t da equagao (I.8.1) e a derivada x da equa-
gao (I.5) e levando em conta que os auto-valores £'s de (I.8.1)
sao independentes de t e X, a consisténcia das derivadas cruza-

das fornece as trés condigdes sobre os coeficientes arbitrdrios:

qc-rb i (1.10.1)

Qr
o

—a—x =
3D, 2igh = i 2 - 2a " (I.10.2)
3X 3t 1, U
. . . 3 |
£ - zige = i §L 4 zar . (I.10.3)

Fazendo escolhas convenientes destes coeficlentes, 0Ss autores
(AKNS) mostraram que as condigoes (I.10) sao equivalentes a uma
longa classe de eguagoes evolutivas nao lineares. Daremos aqui
alguns eXemplos gue descrevem sistemas fisicos famosos. Esco-

lhendo

3 ir 2 g+ diq > 1 |,
a = 4g" + 2qrg o+ ir 5o q + 1g 5 T, (r.11.1)

as condicgoes (I.10) fornecem as equagoOes

3
d ] 3
3% - 6rq ax q + g”g q=0., (1.11.2)
3
ar d 9
= - —_ T r = 0
st~ OTlax Tt 3% ’ (1.11.3)
Quando r = 1, as eqanEes (I.11) reduzem-se a equagao KdV;guan-
do r = *g, as equacgoes (I.11l) reduzem-se 3 equagao KdV modifica-

da.

Agora, ;escolhendo
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a = - i% cos¢
. (1.12.1)
e usando as condigodes (I.10) e tomando
_ 1 .
T = -q =5 os- 9 P (1.12.2)
obtemos a eguacao do sine-Gordon,
32 ¢ = sing .
axat ' B (1.12.3)
A escolha de
S
a = ZC + T
.. 4 (1.13.1)
e usando as condicoes (L.10) implicara nas equacgoOes
S _
. 0 o A
2o - 2q°r = 0
tae dr 74 (1.13.2)
.
. D 9 2. .
lﬁr';;z’r*zqr‘o (I.13.3)

Quahdo tomamos r = gé*, (I.i3) tréhsférmé;ser na equagao NLS,

Agsim, Ablowitz et al. egtabeleceram um esguema geral
gue engloba, em parti&ylar, as conhecidas equagoes evolutivas
resolviveis pelo mét&éo IST, tais como: KAV, KAV modificada, um
par de equagao KAV acoplada, sine-Gordon, sinh-Gordon, NLS e mui

tas outras.

(li), Za

Historicamente, Gardner et al. resolveram~Kdv

kharov e Shabat resolveram NLS(lZ), Wadati resolveu KdV modifica

da(lg) Tanaka também resolveu KAV modificada(gg), Ablowitz et

al. resolveram sine—Gordon(g;), e assim por diante.

r

Destaca-se, dentre os métodos de resolugiao das equa-

cdes com solugdo soliton, o método direto ou R.Hirota(g;’gg).
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Seu procedimento € reescrever a varidvel de campo ¢ da  equacgao
nao linear como uma razao de fungoes. Com algumas manipulagoes
algébricas transforma~se essa equagac em um sistema de equa-
goes diferenciais bilineares acopladas. A forma. das equagoes fi

ca simplificada ao introduzirmos novos operadores,

d d

5
3t T 9T~ 5E
9,9 _ _3

axX ax %!

em um espago estendido -para quatro variaveis, fazendo as varia-
vels dependentes dependerem delas mesmas na equacao diferencial,

e restringir a X = x' e t = t'. O método consiste em expandir as
equagoes bilineares em uma série a um paréﬁetro Ej e calcular
o8 coeficientes pelo metodo usﬁal de série perturbativa. Para o
caso de sOlitons, esta série reduz-se a soma finita e fornece
férmulas explicitas para as solugdes. R.Hirota tem resolvido e
estudado diversos modelos nao lineares. Outros autores tém es-

tudade modelos ndo lineares usando a sﬁﬁfméthxidefﬁroﬁﬁgé“%;gé)

Os métodos?de potencial e pseudo-potencial gdo também
usados para a resolugéé das equagoes nao lineares(gl’gﬁ’gg). Tém
sido estudadososqméﬁodos geométricos, prolongamentos estrutu-
rais, etc.(gg’gl”ggi%

Um método antigo (1895) conhecido por transformagiodeé

(gg'gé';), que é aplicado na geometria diferencial, foi

Backlund
introduzido para as transformagoes de equagdes parciais naoc 1i-
neares de modo a que suas resolugoes fiquem facilitadas.E apli-

cado :exaustivamente Na teoria de sdliton e com sucesso extraordi

Dario.
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Hoje, conhecemos dezenas de equagoes evolutivas ndo 1i
neares dque descrevem sistemas fisicos que podem ser resolvidos
usando os métodos mencionados. E bom ressaltar que,através do
progresso da teoria de sine-Gordon e outras,verificourse .que :meg
mo no nivel classico é preservado o conceito de particula-anti-
particula dado pelas solugodes tipo so6liton-anti-sdéliton, con-
ceito este puramente da mecanica quantica relativistica., 0Os so-
litons e anti-sdlitons ao colidirem se aniquilam e depois reapa-
recem com as mesmas formas anteriores. Isto € um dos conceitos
gquantico-relativisticos que aparecem naturalmente na teoria de
campo classico ndo linear.

Além das equacgoes KAV e NLS, gue sdo protdtipos de e-
gquacoes ndo relativisticas, a equacao de sine-Gordon € importan=
te e interessante por ser equacdo relativistica. A solugdo anali
tica da equagao sine-Gordon foi descoberta antes da equagdo Kav,
isto &, antes do aparecimento do termo soliton. Os resultados do
estudo do primeiro teste foram obtidos em 1962 por J.K.Perring
e T. H.R.Skyrme(éé):iEles estavam interessados na solugao onda
solitdaria da equagao sine-Gordon como um simples modelo parz
particula elementar da matéria. Experieéncias de computagaoc fo-
ram realizadas para ver como tal modelo de particula elementar
poderia sofrer espalhamento devido a colisao. A solugao computa-
cional indicou que a colisdo entre as ondas solitdrias nao pro-
duz espalhamento. Elas emergem da colisao tendo as mesmas for-
mas e velocidades com as guais entraram. Deste "vestigio computa
cional", Perring e Skyrme conseguiram encontrar uma expressao
analitica que descreve o evento de colisdo. Porém, e interessan-
te notar gue esta expressao foi encontrada uma década antes
ppr A.Seeger, H.Donth e A.Kochendérfer(éé).

Apds os conhecimentos de solugoes exatas, das estrutu
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ras matemdaticas etc. desses campos classicos nao lineares, veio
naturalmente a questdo de duantizagao.
Apareceram varios estudos de quantizacgao do sistema nao
1inear usando os métodos coletivos, semi-classicos, canonicos
. ~ (37 a 69) . )
etc. na quantizagao . Surgiram concomltantemente novas
publicagoes na area de campo guantizado com o enfogue da teoria

(70 e 12)_ Esta fatoragcdao na dimensao 1

de fatoragao de matriz S
espacial e 1 temporal ndo € trivial. A teoria de quantizagao
desenvolveu tanto que atualmente conhece-se mais sobre giste-
ma n3o linear quantizado do que .sobre o correspondente Classicol
Este desenvolvimento da teoria dos sélitons tanto a nivel quanti-
co quanto a nivel classico acarretou um enriquecimento significa
tivo dos conceitos fisicos e matemdticos. Em matemdtica Dbene-
ficiaram-se a algebra, a teoria dos grupos, a geometria diferen-
cial, o calculo funcional, a topologia, etc.

Hoje, conhecemos diversos nomes especificos para o %é
liton: "envelope soliton", "dark soliton", "bright gsoliton",
"kinks'", "antikinks", "breathers”, "boomerons", "zoomerons",
"trappons", "looping soliton", "GRK", "lump solitons" e outros.

Em geral, os modelos fisicos sao nao lineares. "Exem-
plos: dindmica de fluidos, ondas de agua, oOpticas de cristal, di
namica de cadeia, linhas de transmissao ativa, mecanica do con-
tinuo, propagagac de pulso em nervo, gravitagdo e cosmologia,
mecdnica quantica, etc. Todos estes modelos exibem solugoes 50—

litons.Particularmente, na Fisica Nuclear conhecemcs o0s modelos

de Skyrmions.
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I.2 - RESOLUGAO DA EQUAGAO DE SCHRODINGER NXO0 LINEAR PELO ME:

TODO DA TRANSFORMACAO ESPECTRAL INVERSA (IST)

Mostraremos como se resolve analiticamente a equagao

(17)

NLS. Para tanto seguiremos o artigo dos autores Z.S. ;que pio

neiramente mostraram a resolugao analitica desta eguagao aplican

do o método IST. Posteriormente, sob forte motivacdao da apli-

(18)

cabilidade do esquema de Z.S., AKNS o estenderam a uma fami-

lia maior de equagoes diferenciais evolutivas nac lineares. Esta
extensao ficou conhecida como método de AKNS-ZS. 0 esquema de

AKNS-ZS foi pesquisado sob o enfogue da geometrizagao. Hoje, co-

nhecemos a extensao do método AKNS-ZS até o &gﬁrshm&:imn(z;x

Costuma-se escrever a equagao NLS na forma convencio-

nal adimensicnal

2
- ou a u 2 .
1 sw_-t--‘l-g-;c*f + Klul un = 0 ; (1-14)

vamos estudar apenas o caso K > 0 porgue implica em solugao en-
velope(s)-sdéliton(s), que é o objeto principal deste trabalho.

Esta equagdo foi resolvida pelo método IST desenvolvido por P.

(16)

Lax =2’ porque & do tipo (I.2). Assim, (I.14) na forma de equa-

cdo de operadores fica como a (I.3),

CRamM

com L e M dados pelas expressoes (I.7.1) e (I.7.2),

T"1+p 01 3 u#
L = 1 o+
0 1-p] ox u 0 S
3 *
| 07,2 [lul®70e i
M:—p .‘——71'
0- 1] ax S i - |u|2/(1—p)J"
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Para resolver a equagao (I.14) precisaremos de uma

fungao auxiliar dada na forma.de problema de auto-valores(I.4)

Ly o= Ay
e de sua evolugao temporal (I.5)
. D
1 wa= Mw .
O comportamento do auto-vetor Q determina o potencial de espa-

lhamento (gue € a solugdo da equagao NLS) dado na equacdo (I.4),

Como veremos a geguir.

a) Espalhamento Direto

Este € o pfimeiro passo do método IST. Vamos averi-
guakr o problema do espalhamento para o operador L com a condi-
¢do u(x,0)* 0 guando |x[+7éw Com este propdsito, a equagao de
auto-valores (I.4) serd escrita em sistema de equag¢des. Ent3o,

decompomos-+ em duas parcelas,

wz ) ’

e mudamos as variaveis (4’1'¢ 2) para (vl, v2) da forma

f

w1 yT-p exp(-1 -JLZ x) v, ;
1-p

YT+p exp(-1 TJtz x) v, .
-p

V2

Assim, a equacao (I.4) pode ser reescrita na forma de sistema

de equagdes



i X VT - iqu = gv1 ,
] ; (r.15.1)
T Yz T ATz
ou -
L'v = zv
_ ~ ' (1.15.2)
5
i i X -1q V1 )]
= - a s ¥V = ,
=1( -1 v,
e Ccom o
q = iu/VT-p2 .
2 (1.15.3)
¢ = Ap/(1-p™) .

Apesar desta equagdo (I.15.1) nao ser auto-adjunta, seu proble-
ma de espaihamento é semelhante em muitos aspectos ao da equagao
auto~adjunta.

Sejam v e w as solugoes do sistema de equagoes
(I.15) com auto—valores_ﬁ?;HETIpara v e_Cm=.§2 para w. Entdo,po-

de-se mostrar que é vdalida a relagdo

3 S
= (v1w2-w v, ) o+ 1({;1 gz)(v1w2+v ) =0 .

<

(I.16)

Ademais, se v € uma solugao do sistema de equacgoes (I.15) com

auto-valores ¢1 £1+1n1 , entao
“§*__
= Z
VvV = * (1.17)
_V"
é a solugao do sistema de equagoes (I.15 1) com auto-valor .....

L2 7 By= &g
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As solugbes assintoOticas do sistema (I.15.1) s3o da-

das pelas fungoes de Jost ¢ e Plcom auto-valor ¢ = & real,
1, it |
Vg = ¢ + (0).6 18x quando X » -w ,
. (r.18)
AT s (?) eltX guando. x -+ +c .

o par de solugbes . e Y Fformam um conjunto completo de solugoes,

¢ = a(g)y + b(E)wf . (1.19)

Conforme (I.l7),4} e dada por
W) (x,8)
.I—P—(X,EJ = *

. —lp‘l(x:g)

O coeficiente a(f,) € o inverso do coeficiente de transmiss3o e

blg) & o produto do coeficiente R de reflexdo com o inverso do

de transmissdo, isto é, b( &) = R.a(g).

Aplicando a relagao (I.16) ao par de solugdes

-------

J§;$i%;557 e,ﬁ =M$f¥;gj‘ da equagdo (I.15), obtemos

ae)|® o+ byt =1 L (1.20)

As fungoes V =¢e W = ) admitem a continuagdo ana

litica no semi-plano superior IM§ > 0. Da relagdo (I.16) fazendo

v = ¢, W= 1, CT = Cz = £ | obtemos

]

cte em relagao a X, e,entao, a(ﬁ‘) taﬁbém admite uma

a(g) =
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continuagao analitica. E claro que

a(CJ + 1 quando Icl > o, Imc 20 ..
.,N correspondem aos auto-valores do problema (I.15). Néé%és

pontos temos que

¢(K:Cj]'= Cj lP(X,gj) s J=1,...,N

Notamos também que para q(x) real temos as igualdades

bx,-E) = 410D,

v{x,-8) = ¥*(x,E) ,
e, consequentemente,

) = a0
A continuagao analitica da dltima igusldade no sémi-piano supe-
rior fornece

a(zg) = a*(-z)

E claro que neste caso os zeros de a(y ) ficam no ‘eixo imagina-
rio.

Sabemos que as auto-fungoes do operador L obedecem a
equagao (I.5). Mais precisamente, se em t = 0 a fungao ¢o  e
vista como condigao inicial para a equagao (I.5), satisfazenao o
sistema (I.4), entdo, a correspondente solugao (I.5) em um ins-
tante arbitrdrio satisfaz também o sistema (I.4) com valor inal-
terado de-i . Assim, a equacao (I.5) para as auto-fungoes pode

ser escrita_

v Bzf 1
[ E ] , 2iPA 2 _ D 2
r (1-p™) e (1-pD ox
. = 2
ot 2 2 oV eV
PA Iul]v 2ip A 1 -p 1
- —
[(1_p2)2 t-p )1 (1;52) 9x a2 )
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A - . -
com L = ;E—? , & gquando !xf+ w -, temos u-+> 0; entao, a solugéo
1-p - '

vix,t ,t) do sistema (I.15) satisfaz a equagdo

. 9 1 2 . 9V 27v
latv—-—ECV--I-ZI—-é-E—-PS;Z N (1-213'

da qual se obtém substituindo (I.19) em (I.21) o resultado

a(r) = a(g,0) (1.22.1)

.2 -
b(f,t) = b(g,0) ettt (1.22.2)
e temos também que - .A W“;r -:T-r 7
.2
cj(tJ = cj(O) e41C t ] (1.22.3)

b) Espalhamento Inverso

Vamos considerar o prblema de reconstruir u(x,t) a

partir dos dados de espalhamento a( g), b(gl,t),-roo érg_f ?;cj(t»
=1, ...,N. Os valores destas quantidades em t = 0 sao calcu=
lados a partir dos dados iniciais para a equagao (I.14), e suas
variagoes com t estdo indicadas nas formulas (I.22). No pro-
blema de espalhamento inverso, o tempe ¢t & apenas um parémetro
E guficiente considerar a questao da reconstrugao do coeficiente
q(x) da equacgdo (I.15) usando a(? ), b('é) e cy.

Introduzamos a fungao
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-1 i
a” (Dox,0er™™ . Imz >0

(D(g) = @(C,XJ = *
‘pz(x,C*)

-y (x,5%)

elCX:{p s Imz < 0

e denotando ¢ (£) a descontinuidade desta funcdo sobre o corte

no eixo real,

() = 2(£+10)-2(E-i0) .

Admitindo serem simples os zerosc1,Q}L;§Ndajimgéo a(¢), temos:

uma formula gue reconstroi (por extensao de vizinhangas) a fun-

gao analitica¢(f)a partir da descontinuidade e dos residuos nos

polos Cj_(que € o teorema de Cauchy):

S

| N R eix, o) K
s e bk 1 $(z)
o(g) = (0) + ](ET C_gk ai(t;k) * Zni ‘[ £E-T de
Definimos _ o
o = o) L (20
N 1§kx
(1N 1 e C
d () (D) + kZ1 C‘Ck Ck ‘P(X,EKJ »
< C (1.23)
k a (ij ?

R R J $ed ar

Doravante o til sobre Ck sera omitido. Da relagao (I.19) obtemos

a seguinte expressao para a descontinuidade:

o(e) = 2820 1y, (1.24)

0 msistema de eglagoeées . da teoria do problema do espa-
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lhamentc inverso para a funcao ¢(£), E < +° ¢ parametros ¥ (X, C )

{(sendo x fixo), i=1, ..., ,N, & obtido colocando-se na formula

(1.23) ¢ = c;, j =1, «..,N. Em{ = £-10 a férmula (I.23) forne

ce

IP*(X:&;) i€
[ 2 ] S S %(1~H)¢(€J + ¢(1)(£J

_lp‘:’lf (X’E)
Este H € a transformada de Hilbert, definida por

o0

(H¢) (£) = L [ e ae

Tl 3 ’

(H¢)* = -Hop*

Reegcrevamos a relacao acima obtida na forma

H

b3 0,6 XX 4 3 m, = 0 (M)

. . *
b (x,8) e TR L e = ol Ve
e multipliquemos a primeira destas equagoes por c(x,é‘), e a se-

gunda por c(x, &) tal que

7 _b(E) _Ziex !
S':«(X:E) = 3(5) e ¢ (1.25)

Levando em conta a expressao (1.24), temos

N exp(-igyx)
T+H = k x %
q)l'c(xsg) 7 d)z = “C(X:E) kZ’l E_‘:i\-( ‘\ck 1,[)2 (X: t.:k) »

(I.26)

. 1-H * - N exp(ig, x)
C*(X,E) T ¢1+¢2 = C* (X,g) +Cj (X,E) k;_[ "“_g':_é—k_ lckdﬁ (X,ﬁkJ -

Adendo as equagaes {1.26) obtemos 2N equagoOes para ¢1(x,g4j e
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ST ) o
wZ(X,Cj) colocando na relagao (I.23) ¢ = ;j tal que j=1,...,N:

P ( Yexp (~ig.x) X i 5
X,0:)exp(-ig.x) + - erPa(x,r,) =
LR j ka1 5-Cf  Sk72 k

oL {w AL (1.27)

2Tl E-rC. ’ '
J oo J
ic, x %
? otk . . : ¢, (E)

- kzl?‘;_r_‘il_(‘c qu-] (X,Z;k)*"pz (X,C.j)expflﬁj}() = 1 + m _‘E‘“__?j‘ d&:

O sistema de equagdes (I.26) e (I.27) relativo a

$(8) = ¢(x,8) , ¢(X,Cj)

resulta na possibilidade de se obter estas quantidades dos dados
de espalhamento. Uma formulagao para a obtengao do "potencial"
g(x) a partir das fung6e5¢(g)e_¢ti5cﬁ)pode ser obtida fazendo-
-se uma comparagao do comportamehéoAgésintético de '@tx,cl

quando’ g f“m , obtido da fdérmula (I.23),

¥, (x,0) _ 1 N
e" 15X ; +'% [k21(:; eXP('igﬁwa*(x’ng +
[-¢1(x,cJ 0 i
. 7%1 f 6 (£)dE] + O (;%),) (1.28)

d

e com comportamento assintotico obtido diretamente da equagao

diferencial (I.15). Entao, usando as. condigoes assintoticas,
1, -igx B L a-izx
vy (p) © p/x * - ., vy = Ae
v, > (?) e 15X p/x -~ +00 y Vo o= B e*tlEX
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permitem-nos verificar de (I.18) (y 5(?) e?®¥ onde x » +o )
gue A = 0. Reescrevames a forma aproximaég 7

v f .

o _ el tX com f,g << 1

v, 1+g
ou

V1 = ° -eit;x + ! eigx |

v, 1 g g

isto é, o segundo termo € uma primeira aproXimagao. Assim, deri

vando e comparando com (I.15.1),

e _ af.,,,, o
5 |V1 . £ irx igx |ax| _ |7'% ajf £ olzx
Ei = 1T} [S] + e ég = . )

1 -4 igy{1+g

ou

[f l [?igf—igf+q(1+g) ] [:Zicf+Q(1pé{i

3
Xl g Sig(1+g) -q*E+ic(T+g _q*f ?
do qual eliminamos ¢g porque g << 1, logo
af . _ -2irgx v 2irgx 5 1
=% = ~2igf + g > £ = +e jx (gix)e +c)dx » £ = + 71t 4 ,
28 o grf - 28 .. o1 qlf S .
Sabendo-se que

Y1

IPCX,C) = )
V2

entac
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, 0
Pix,z) e 15X o b o 10 1

ZiC | 2 + 0 (=) .
1 d
fx la(s)|“ds g (1.99)

Da comparagao das duas relagoes (I.28) e (I1.29) obtemos

q(x) ==2i % c]: exp(-i;;x)wg(x,ak) - % J¢§(E)d5 ;

Q0

JX las) | % ds = -zi x op explizgyx)y,(x,g4) + % j ¢, (g)dg . (1.30)

Assim, temos duas férmulas auto-consistentes para reconstruir

g(x) a partir de ¢t€576 @(X,Cj).

Pode-se também obter a relagao equivalente a (I.30),
usando-se a equagao de Marchenko.
Qutros autores resolveram a equagao NLS com enfoques

diferentes. Entre eles J.W. Miles(zé)

‘resolveu~a a partir de um
potencial explicito u(x,0) = sech(x), o qual no método original
ZS aparece implicitamente. R. Hirota também obteve a solugao u-
: : (75) (76)
sando o metodo direto . Hasegawa e Tappert — encontraram a
solugdo "dark soliton" ("envelope hole soliton") porque conside-
' . : (77) f

ram o0 caso em gue XK.< O; tambem Hirota , usando seu PpProprio
método.

Esses tipos de equagoes evolutivas também foram re-
solvidas com diferentes condigoes de contorno.Por exemplo:u(x,0)

+>.cte guando X + ® e u(x,O)-{O quando X -+ ;m_(lﬁrlg)

c) Forma Explicita para Solugao N-Sdlitons

i

o

=

s,

o
1

Nog problemas IST em que ocorre b(§ ,E)
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penas ondas sem reflexd@o, o que implica que ao g(x) é uma sow-
lugao sdliton(s). Neste caso¢(z)=0em (I.27) e a solugdo de sis-

tema finito de equacgdes algébricas. Este sistema (I.27) fica re-

duzido a - .
N Asdp
big r L E??Ei Yok = 0 ’
N Akk; . . (I.31.1)
_k£1 SRS I S
agqui

[y, .
l}). = l TJz/—C_jl WJ(X,CJ) ]

J
(I.31.2)
i;jx
Aj = /C5 e : (I.31.3)

As formulas (I.30) tambem adquirem, neste caso, expressoes mais

simplificadas:
. 7N -- * __ .
q(x) = 21 ) A Woy , | (I.32.1)
k=1
" 2, .. ¥
[ lats)[%ds = 21§ Ap vy (I.32.2)
X k=1 '
Se N = 1, entdo a(L ) tem apenas um zero no semi-plano superior,

assim, o sistema (I.31) e (I.32) fornece a férmula explicita de

um-sSéliton.

d) Solugao Explicita de Um-Soliton

Vamos explicitar a solugao um-soliton com todos os
pormenores de calculos.

Um sdliton € obtido fazendo-se N = 1 no sistema de e-
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quagoes (I.31),

’ :_ . 2 S -
. f\l "
lp1 + Bl o lpz = 0 , ( I.33 )

*

2
Jﬂ—xp1+w§=x

L 21in

assim, temos

* 4n2h*

Yy = —gr »
27 4q +{ Al (1.34)

e na férmula (I.32) tomando-se N = 1, temos

q(X) = --Zi A* lp; » (1.35)

Substituindo (I.34) em (I.35) e sabendo que q(x) esta relacio=

nada com u(x) de acordo com a relagao (I.15.3), temos

U(X) = - : s 8“2}\*2 . (1-36)
.. wl 2
Explicltemos agora A € Ihl . De acordo com (I.31.3) e con-
siderando-se o auto-valor [ = E+ih' temos entao

A = VT e ¥ e1Ex

% = Jel o2

Agora a expressao de ¢ €& dada por (I.25),

_ big,t) eZigz

e substituindo a expressdo (I.22.2) prolongada, temos
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b(z,0) e4i;2t LJ2iE X

© = Aty
Substituindo o aute-valor em x+= Q, temos dque
2 b(z.0) 4ir%t _ b(r,0) 4i(ci-n)t-sent
AT(0,t) = o E’ e =‘5TE?W_ e |
assim
2 12 _-8znt  -2nx )
A% = 0
| l I )I © ¢ (1.37)
e . ‘
* — — * - —
A = /et e T IEX L 3% (0,1) 7™ 1Ex ’
o8 2 b(g,0) 4icgt
(0,8 % = ZpEt eTEE
e definindo
2 _b(g,0)
(v (03)% = 2800
temos, portanto,
2 c4i(zfon®)t-8Ent ~2nx-2i
(A*(0,t))° = l*%O) e i nt,-énx-21&x . (1.38)

Substituindo as relagdes (I1.37) e (I.38) na solugao (I.36),temos

apos rearranjos

‘/8' exp{-4i(E“~-n")t-2iEx}
>t =
Ho ) k7 “(0) o-BEnt-2Znx - (-2n) eBENT+INX,

A*(0)

o] e
r~~
i
=

As condig¢des iniciais para um séliton sao dadas por

2
1 A(0) ]
XO = 'Tn‘ in T s
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¢ = =2 arg A(0) .
Assim, substituindo-as temos a expressiao "envelope séliton". Ob-

serve que "envelope" (envoltorio) é dado pela fungdo secante hi-

perbolica,

= - nexp :{~ 41(5 -1 )t 215X+1¢}
u(x,t) /X cosh{Zn(x ENE ( |
L I.39

Esta € a“solugac classica mais simples do setor de familia sdli-

tons. E a expressao

2
p(x,t) = ju(x,t) sech {2n(x-x )+8£nt}
o _g_l | K o (1.40)

& 0 que interpretaremos por densidade de N particulas. Aparecem
gquatro parametros arbitrdrios e independentes, g, ﬁ: xb e ¢,

do g e n os parametros (ue caracterizam o 51stema 1sto e, g &
o parametro de velocidade e noo parametro de tamanho do soliton.

Os parametros X, e ¢ sdo parametros dados pelas condigOes inici-

0

ails.

e) Solugdo Fxplicita de Dois-Sélitons e Dinamica  de
Séliton-Séliton
Encontraremos a solugdo explicita de dois sdélitons fa

zendo N = 2 no sistema de equacgoes (I.31) e na solugao (1.32).

Assim, o sistema de equagoes (I1.31) fica
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' o
ALA ALA¥
142 1 =
Vg + O¥qg + 7oVt ¥ Y22 =0
C1"C1 C1“C2
A AT ALY
: 271 * 272 *
0w11 + q).]z + C hg* ll)z,] -+ " wzz =3 0 3
275 52-%,
A AT Ao A
£ 171 271 Lo * * f )
- - [") —— q) + w + Ow = A (1.41)
_ 11 * 12 21 22 1
1-%4 E1-%2 g
A Ao Al
172 22 . .
- PP Yo, o+ O, + Yo, = A
* 11 p 12 21 22 2 p
52-%4 528

e a solucdo (I.32)apds rearranjos, fica

_ 8t * % *  *
u(x,t) = - y/%:{x1w21 + Ao, ]

_ (I.42)
Lembramos que
S S Bl I
. .
;j = Ej - lnj 7/
2;(0,0) = /Zmy explnixg,-ie,l ,
5(0,0) ny expln;xgy-i¢, 1, (1.43)

J
. .2 2 - C
}j(x,t) = Aj(O,UJ exp[21(€j—nj)t - 4Ejnjt + 1£jx + 1njx] ,

comrj = 1,2
Podemos obter do sistema de equacgoes (1,417 as expres

s0es P*,, € qﬁzz, as quais substituidas na formula de solugao

sdlitons (I.42) fornecem-nos explicitamente  a solugao dois-solitons:
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IR
u(x,t) = [A A H— =
V;j 172 [2n1 (n1+n2) 1(5,-&, i] A5 IA |t

1 1 2 %2 4
.+ [:an (n]+n2)+l(€1_£2)] A] IAZI } x

4 4 * .2
by ,
x {1 +'l'1l . |A§| ; o) -
'4n1 4n2 [(51-52)-i(n1+ﬂ2)I7
_ (252 ST
A 2 Z -
[(eq-85)+i(ngen,)] (€1-8,)%+(n +n,)

iy 1213177 2)
- 4n1n2 H

. . T _ (1.14)
ou, fazendo n1 = n_z =n e —E.I = 5;2 = £ :-
u(x,t) = \/ g [:n exp(41(£ -1 )t) x
x {exp(-Zi£x+i¢1)[exp(—Zn(x-x01) + 8nEt) -
, .
g
exp(-4n(x-x,,) -~ 16ngti}
(n- 1&)2 02
+ exp(~ 21£x+1¢2) exp( -2n(x- XOZJ - 8ntEt) -
E2
- Py exp(—4n(x-x01) + 16nEt5] } X
(n+i&) -
x {1+exp(~4n(x~x01)%16n£t)'4 exp(~4n(x—x02)—16ngt) -
2 2
= Zn” exp(4n(x-x51-Xg,)) [%—7——753 cos (4Ex+d -d,) =
£+
2en -1
+ ?EI:ETTZ Sen(4Ex+¢1 ¢25] + “Z__Z exp(—4n(zx K _on))}

(I.45)
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Esta € a solugdo dois-solitons geral, que descreve a interagio
de campo nao-linear. O numero total de parametros agora ¢ oito,
gj, EZ’Whi: ﬁé,-x01,x02“;7$3 e”¢2_ . Assim podemos explicitar
solug&és l—sélitoh, 2—561itons, 3-so0litons, etc.

Resolvendo os sistemas (I.31) pela inversdao de matriz

e substituindo em (I.32), obtemos uma solugaoc fechada formulis-—

tica de N—sélitons(ZE), isto &,
Uy (x,t) V X A" ( 1+ A* AT ’
com
. .2
A= [ln] = ¥ Cn exP(lcnx + 2ig t)]
‘ _1 (1.45)
A= (AL T = DA (- 1,
1 E matriz identidade;
u(lz) ejuivalentemente,
hu,, (x t)12 .8 1n det||®B* + 1 || :
N B n * (I.46)
com
men . *
[Bm’n] = Tt expl[i(g -z Jx]

m n

Esta é a dnica solugao N-sdélitons. O numero total de parametros
arbitrarios ¢ 4N.

Vamos supor que os sOlitons possuem velocidades dife-
rentes. Assim, podemos analisar o comportamento da solugao 2-
~sdlitons nos instantes anteriores a interacao, durante e apos.

Para isto apresentamo-lo em sessoes. Neste exemplo, os £'s te-
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rao sinails opostos.

Antes, quando o tempo t - -W, temos duas ondas solita
rias 1ndependentes nas regioes em que valem as relagoes [A ! »
>> lkzl 2 correspondente ao séliton 2,e |A = 1 >>|A1|

correspondendo ao soliton 1. O sdéliton 2 neste 1nstante tem a

forma
[ 1 _ 1 ] k*z
1 Zny (nq+n,J)-1(£,-8,) 2
u,(x,t) =\/%
. 1 + [ 21 7 1 ZI)\ 4
4n'12 (51—.52) +(n1+n2JQ“ n n2 | (1.47)
ou ]
:
exp{ 1[4(5 ~T] )t + 25x+¢ -Zarctg = ]
up(x,t) = -V ¢ 2 > " (1.48)
cosh{2n (x- XOZ) + 8Ent + In(l + E? } -
e o soliton 1 tem a forma
- - ?\*-2
ui(x,t) = V/R }7}71{}
1w
4n1 _ (1.49)

ou

. 22
: exp{-i[4(§"-n")t - 26x + ¢44]}
U1(X:t) V& cosh {Zn(x—x01) - BEnt } ) (1‘50)

Estas sao as solugoes assintoticas, isto &, antes da colisdo sé
liton-sdliton. Estes solitons estdo suficientemente afastados
um do outro.

Durante o tempo +t = 0 temos interag¢do nao linear cu-
ja superp051gao de dois solitons se da quando vale a relacgdo
IA I IAZI 2 1. . Nesta regido de interagao a solugdo dois-

—solltons é dada por (1.44).
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Posteriormente os sdélitons emergem sem se transforma
rem,estando apenas deslocados do movimento anterior; isto ocor-
re quando t -+ 4o , temos novamente duas ondas solitdrias inde

pendentes nas regices em que valem as relagoes |l2[ >> |A1| 2

m

correspondendo aoc sdoliton 1 e [A1| 1 >> Ikzllcorrespondendo-ao

sdéliton 2. Assim, assintoticamente o sdéliton 1 tem a forma

o 1._“( EER Y
_ Zn N.+n,}+1(6,-€,) 1
SES R 1 2 1 12 — 1 .20, (4
: + [ 7 " 3 21
R I T
(I.51)

ou,

expl-i[4(6°-n")t - 2Ex + ¢ +2arcty S1)
R ’

cosh{2n(x-xq,) - 8Ent + 1n(1 + gé)}

(1.52)
e o soliton 2 toma a forma:
Y/
u, (x,t) =\/—iij T
' T mE (1.53)
ou
o exploild(EPanit + 26x + 0g,1) |
UZ(X,t) = 'E ] (I_54)

n
cosh {Zn(x-xy,) + 8&nt}

Desta maneira, esta dinamica da solugdo solitons pode
ser estendida diretamente a N-solitons. Para isto devemos tomar
os parametros relacionados com velocidades 51 > EZ > el > EN

e quando |t}+ = todos os N-sdlitons estardo suficientéemente a-

fastados um do outro. Assim temos: ulx,t) = ul(x,t)+u2(x,t)+....
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+ uN(x,t). Observe também a simetria dos indices nas equagoes
(r.47), (1.49) com (I.51), (I.53), isto &, trocar i com j, i=

= 1,2 é o mesmo que trocar antes com depois.

I.3 - OBTENCAC DAS INFINITAS LEIS DE CONSERVAGAO

Sabemos que o sistema descrito pela equagao (I.14) a-
presenta um conjunto infinito de leis de conservagao. Isto pode
ser verificado pelo fato de que a grandeza a(C ) é invariante no
tempo. Essas leis de conservagao deduzidas a partir de a( ) sdo
um conjunto enumeravel de leis de conservagao. Elas sao escritas
na forma de uma integral, em relagdo a variavel espacial x, de
uma expressao polinomial em termos da fungao ul(x,t) e de suas
derivadas em relacao a x. O método de obte-las consiste em usar

a fungao

. a(z) ='¢1lP2 - ¢2‘p1 3 Imgz 20
que especifica a forma assintotica, gquando X' o , da solugao
?
¢ =
L)

da equagao (I.16):

a(g) = lim ¢1(x,c) eltX quando X + +® ;

x+00

. Alternativamente, colocando

Imgz > 0, T # Cﬁ

¢1eiCx . ot

temos
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9(x,2) » 1n a(y), qua

ndo x » +o, |g| > R.

De (I.1%6) obtemos a equagao de Riccati para‘¢ ,

1 4t
(a‘i’) »

2
o+

2 A
¢ + q ax

a qual nos permite calcular usando o método da recorréncia, os
coeficientes da expansao assintdtica da fungdo ¢'(x,r) em po-

tenciais de 1/, isto é:

¢' (x,z)

n

B3 £ /2ig)"

b

T R (1.55)
P S | _ 2
net = Gax g ) ¢ j+%=n By 5 5y = lal”.

£
(1.56)

Quando ]ﬁ] +u¢, é-Imc”Zmb , a fungdo 1n a( Z })* 0 e também ad-

mite uma expansaoc assintotica em poténcias de 1/%:

n

In a(z) 1 CH/C . (1.57)

i
o178

1

De (I.55) e (I.57) segue-se que

—_0

. | +e
zi)" ¢ = J £ (x)dx  , n=1,2,... (I.58)

Devido a formula de recorréncia (I.56), os integrandos £, das
leis de conservagdo (I.58) s3o polindmios da fungao g(x,t) e de
suas derivadas com respeito a x. Apresentemos as primeiras cinco

leis de conservagao:

2iC, = % [dw uix,t? ax 7,

N k [© Ju 5 ' :
(Zl) CZ = - v\ j_m(u* H - U,-B-E U*)dX ’
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(2i)” €y = - 5 [- (|55 u 7 Jul®ax
- 3 (1.59)
4 k 3 3
ente -5 | @ g ur e Fu dour B
2iySc. k[ 2 K6 k2
1) 5-.:?2- . (IB-;C—Z- U| + “-2— |U| - 7(“"‘5("1.1[ )

9 2 2
- 3k I—B—X— U| IU.I ) dx .
As primeiras trés integrais tém um significado fisico simples se
interpretarmos (I.14) como uma equac¢aoc NLS. As constantes de mo-

vimento ¢ c entao coincidem, a menos de coeficlentes,

1 e c

2 3
com o numero de particulas, o momento e a energia.
Para solucao N-solitons é& facil calcular  todas as

constantes de movimento c, - Entao, segue de (I.20) que
a(gla*(g) = 1 . (I.60)
E claro, entretanto, que a fungdo a{ ), a qual é ana

litica no semi-plano superior, tem continuagdao analitica no se-

mi-plano inferior, onde tem polos simples nos pontos conjugados

para os zZeros de Cj', =1, ...;N. Reconstruindo a funcao fra-
ciondria racional a( i) a partir dos seus zeros e polos, obtemos,
reconhecendo que a{ & )+ 1 quando ]g] + ,
: N L-z.
a(z) = T o—4 .
=t t-gy (1.61)

E facil verificar usando (I.57) que

i ? (
c =1 Ot -t
n Tk j

(I.62)

A presenga de um numero infinito de leis de conserva-
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gao polinomial é uma propriedade caracteristica das equagoes

nao lineares nas gualis o metodo IST & aplicavel.



CAPTTULO IT

PANORAMA MICROSCOPICO

TI.1 - INTRODUGCAO A GENERALIDADE DO SISTEMA DE N-CORPOS INTERA-

GINDO VIA POTENCIAIS DELTA DE DOIS CORPOS

Sabe-se que o proclema de N-corpos interagindo via
fungao delta ¢ resolvivel exatamente usando o "ansatz de ..
Bethe"(lg). Neste trabalho estamos interessados justamente no
caso em que as interacgdes sdo atrativas. Quando N é muito grande,

(50,51) mostraram que estes N-corpos due estao

M. Wadati et al.
no estado ligado sdo um "envelope-sdéliton”, isto é, um soliton
cldssico que satisfaz a equagao NLS.

Partindo das informacdes das interagdes microscopicas
desta matéria condensada, vamos estudar o espalhamento de enve:
lope-sdliton-envelope~séliton. Este envelope-soliton € um estado
ligado formado por N particulas bosonicas, N >> 1. No caso geral
de N-corpos, podemos incluir nimeros quanticos internos, tais
como as cores, oS spins, etc. O objetivo deste Capitulo e intro-
duzir conceitos necessdrios para gue possamos deduzir a matriz-
-S que leva em conta todas as interagoes microscopicas das 2N
particulas. Para isto seguiremos o método desenvolvido por J.B.

McGuire(gg) e C.N. Yang(gl'ﬁg). J.B. McGuire desenvolveu o estu-

do dos estados de espalhamento de N-corpos por método geométrico

e foi generalizado por C.N. Yang. Este deu maior contribuigao no
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método de "ansatz de Bethe'", desenvolveu uma técnica para tratar
o problema de N-corpos com interacgao funcgao delta na qual nao

impos nenhuma limitac¢do na simetria da funcdo de onda. Seu méto-
do fornmece uma solilgao ndo apenas para o caso de bdsons idénti-
cos, mas para O caso mais geral de um sistema constituido de di=
versas particulas de diferentes espécies (as quais seriam referi
das como coloridas). Apenas um redquesito, € gue todas as particu
las tenham massas idénticas. Em teoria de campo, este sistema
é descrito pela equagdo NLS com multi-componentes cujo Hamilto-

niano e

P * g * , %

onde a somatdria vai de 1 a Nc’ sendo Nc 0 numero de cores.

(83)

P.P.Kulish mostrou que o método de C.N.Yang pa-

ra o modelo NLS multi-componentes pode ser estudado naturalmen-
te pelo método IST quantico.

Usando o método de J.B.McGuire e C.N.Yang obteremos

a matriz—S total fatorada em termos de matrizes Ss de cada in

2N

teragao delta.
O estudo da teoria da fatoragao da matriz-S aplicado
ao campo nao linear bidimensional (1 espacgo e 1 tempo) tem pro-

gredido substancialmente nos ultimos anos.Karowski, Thun Truong

(72) (71)

e Welsz e Zamolodchikov e Zamolodchikov mostraram como

determinar as matrizes Ss fatoradas para modelos relativisti-

cos tails como sine-Gordon, Sigma naoc linear e MMltrﬁbnMDns(ﬁw)z.

(84)

R.Shankar e E.Witten '’ aplicaram a teoria de fatoragao para

modelo ndo linear supersimétrico. Sogo, Uchinami, Nakamura e Wa-

(70)

dati desenvolveram de maneira clara a teoria de Ffatoragao
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para modelos ndo relativisticos, os quais teéem mostrado que os
paradigmas desta teoria sac os sistemas de Calogero e NIS. Tem-
~se observado que a técnica de fatoragao € aplicavel guande o
sistema possui solitons e infinitas leis de conservacao.

0 estudo guantico do modelo NLS ja estd bem estabele-
cido. Existem varias abordagens pelo método de guantizagaoc ca-
nonica. Dentre os varios enfoques-podemos citar o trabalho de

(56)

D.J.Kaup =’ gue obteve energia de ligagao errada porgue nao
ordenou correlamente 08 operadores de campo. L.D.Faddeev(éi)
terpretou o problema IST como um sistema Hamiltonianc e encontrou
as variaveis globais do tipo agao-~angulo que descreve o sis-
tema completamente integravel. H.B.Thacker e D.Wilkinson(ég) for
mularam na versao denominada de método de Gelfand-Levitan para
operadores de campo. Nesta linha estudaram M.Wadati, A.Kuniba e

(50)

T.Konishi , obtendo o sdéliton classico para N+w. O estudo do

processo de espalhamento de N-corpos usando os graficos deFeynman
foi efetuado por H.B.Tacker(ég).

Quanto a Construgéo do formalismo de quantizagéo do
modelo NLS, estd pronta. Porém, a explicitagdo do resultado do
formalismo para N%i&.apareceu gomente em estudo com o sgelor um-
-sdliton classico. Este fato é ébvio porque o estudo da solugao
com mais de um soliton e bastante dificil de se realizar sob a
luz da teoria de muitos corpos. 0s Gnicos gue ousaram aventurar
no estudo do setor dois-sélitons foram B.Yoon e J.W.Negele(éi) .
descrevendo o sistema de N-bdsons com a técnica Hartree depen-

(53)
mos-

dente do tempo, para estados de espalhamento., L.Dolan
trou num trabalho sutil que a interagao soliton-séliton é dada

pela fungao delta através da equagao que relaciona "phase shift"

e "time delay" no limite de acoplamento fraco. Quanto ao estudo



-46-

do setor um-soliton existem varios trabalhos publicados. Dentre

eles podemos citar o de H.Kuratsuji(gl) que usa técnica de guan-

tizagdo semi-cldssica. O espectro de estado ligado é calculado,

o qual reproduz com boa precisao. O trabalho de D.A. Kessler eH.

(85)

Levine '—' aplica o formalismo de campo médio desenvolvido por

(§§), obtendo para N- wum bom resultado para a

| (38)

Jeviskil e Sakita

energia do estado fundamental. O trabalho de A.Klein e F.Krejs
aplica o método semi-classico e faz corregao guantica de primei-
ra ordem ao resultado, conseqguindo obter a energia de ligacgao

(58)

exata. C.R.Nohl usa a técnica integral funcional para quan-

tizacao semi-classica desenvolvida por Dashen, Hasslacher a

(66 e B89)

Neveu , obtendo assim a energia de ligag¢ao exata.

IT.Z2 - ESTUDC DA MATRIZ S DO SISTEMA DE N-CORPOS ESPALHADOS PELOS

POTENCIATIS DELTA
a) Espalhamentos de Particulas Livres

Para ilustrar claramente as construgaes e conceitos
de fatoragao da matriz S, sequiremos definigoes e condigoes do
sistema de acordo com a convengao adotada no artigo de J. B.

(80)

McGuire '~ em todo o andamento desta monografia. J.B.McGuire

desenvolveu a teoria de N-corpos llustrando-a com idéias geome-
. , . . . (81,82)
tricas; a teoria fol depols estendida por C.N. Yang —"—=", com
aplicagao da teoria do grupo de permutagao SN'
Neste problema pressupoe-se que todos os N-corpos téem
a mesma massa m. Nesta introdugao trataremos do caso em que to-—
das as particulas s3o distinguiveis, por exemplo, poSsuem cores

diferentes. Elas interagem via potencial delta de dois corpos, to

das com a mesma intensidade. O sistema & descrito pela equagao
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§ [_ﬁdz]- 'Ii{ §(X.-X.) |y = B
50 U IRl T8 gy T CoanD
- j -

Introduzamos agiidéias géOmétricas através do grdfico
de espago-tempo. Fagam05L£L= m = 1, Tlustremos em primeiro lugar
com o problema de duas particulas. Consideremos que as particulas
possuem momentos kl e kz,ros quals permitem tragar linhas incli-
nadas em um grafico espago-tempo. Quando as duas particulas co-
lidem, ocorre ou uma transmissao ou uma reflexao, maé nenhu—
ma nova velocidade € gerada. Com isto: queremos dizer que as par-
ticulas no estado inicial tém a mesma velocidade das particulas
no estado final, embora as particulas possam "desligar" as vele
cidades no momento da colisao. Assim,os possiveis graficos de

espago-tempo sdo

t v (2| ;11.)
LH \

t,h,) - | {0 )
a (b)
TRANSMISSAQ REFLEXAQ

(!f}ijj

(2,hy}

FIGURA 2.1

Se a particula 1 comega ‘péla esquerda e a particula 2 pela di-
reita, enta3o o coeficiente de transmissdo € a amplitude para a
particula 1 aparecer ao lado direito e a particula 2 ao lado es-
querdo (Fig 2.1{(a)) e o coeficiente de reflexdao £ a amplitude

para a particula 1 aparecer ao lado esquerdo e a particula 2
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aparecer ao lado direito (Fig.2.1(b)).
Para uma interag¢ao delta com intensidade g, o coefi-

ciente de transmissao &

_ Zik/ s (rr.2.1)
T TZIk7g + 1 T S+

com
& =VZik/g
(I1.2.2)
e k = kl—k2 é o vetor de onda. Similarmente, o coeficiente de
reflexao
_ > O
R VN k/g + T T s+l Y,
(I1.3)
entao a fungao S para duas particulas identicas vale
S = T+R = 5-1 . (IT.4)
S+ 1 .

Observacao: Se tivermos particulas 1 e 2 no estado 1ligado, nao

2 2 .
observaremos |T| nem IR] . Para gue 1sto aconteg¢a, devemos ter
s = ~1, assim as amplitudes das ondas entrante e sainte se-
rao impossiveis de nos observarmos, pois T + © e R + o , porém

sera prescervada a razao
lim
S+~

e
i

(IT.5)
No problema de trés particulas livres ha topologica-
mente duas possibilidades de se construir diagramas de espago-

-tempo. A ilustragaoc com k15>k2 >k, ¢ dada por:
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¥ (a) ) \ L

Ky

FIGURA 2.2

Se as particulas estdo ordenadas 123 da esquerda para
a direita, entfo no diagrama a esquerda (Fig. 2.2(a)) a parti-
cula 1 atinge a particula 2 primeiro e no diagrama a  direita
(Fig. 2.2(b)) a particula 3 primeiro. Observe que hda uma colisao
em cada uma das tres possiveis velocidades relativas e que ha e-
xatamente trés colisdes entre as ondas entrante e sainte. As co-
1isdes simultineas de tres particulas serao desprezadas neste
trabalho por estarmos lidando com pontos materiais.

Introduzimos agora uma variavel Sij associada a cada

vértice de momento ki e kj;

513 = %‘ (ki_kj) 5 (I1.6)

assim, no caso de tres particulas,

/Zi

S.lz = g (k1“k2) y)
(11.7)
Y21

s = == (k,-k;)

23 & 2osn (11.8)

temos a propriedade
: V2 i e

S,IZ-I‘SJZZ) = ""‘*E-— (k1—k3) --S.,IS

(II.9)
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Pode-se mostrar gue a onda egpalhada nao sofre difra-
¢ao nestas colisoes. No'exemplo de N particulas livres n3o -~ ha
difragao porgue todas elas possuem a mesma massa e interagem com
a mesma intensidade. Além do mais, temos as seguintes condigoes:
12) antes de colisoes temos as particulas puntiformes com momen-

to kl:-k2:3k3 ..., & gue estao arranjadas nas regiSeStX1 < Xoy <

< Xs e

22) na regiao de interacgdo as particulas colidem Sucéssivamente,
aos pares e se movem como sendo livres e reals entre as colisoes,
isto €, ocorre uma colisfo na regido onde |xi~ xj|-<< R; as de-
mais regices estdo suficientemente fora do alcance R da intera-
Gao, que & finito. No caso de interacao delta, R+ 0. Em cada cg
lisao os momentos sao conservados. No caso de trés particulas,
apés trés colisdes sdo rearranjadas ao longo do eixo-x ‘de modo
gue ©s seus momentos sejam Crescentes, isto é, E1 ; Eé > ks‘ em
XS < XZ < x1.Isto corresponde ao estado final da onda sainte.
Nesﬁés-condiQGes nio ha possibilidade de interacdoc de +trés cor
pos simultaneamente.

Isto mostra que quaisquer dilagramas (Fig. 2.2(a)) ou
(Fig. 2.2(bJ}) podem ser usados indistintamente; eles dardoc o
mesmo resultado porque nao ha dependéncia cronoldgica nas intera
goes.

Assim, mostraremos como construir a Tabela 2.1 de fun

¢oes de ondas, amplitudes e regides:
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Fungdoc de Onda Amplitude Regices
exp 1(k X +k2x2+k3 3) 1 (Onda entrante) Xy <Xy < Xg
-1- 5153
exp 1(k X +k2x2+k X ) (S1+1TIS +1)(53+1) ‘ x1 < XZ < Xy
52 . .
exp Llkyx rkeXytk Xq) v (5,71 (5551 Xy <Xy <Xy
32
exp 1(kgX,+k X, +k x4) G757 (557T) Xy < Xg < Xy
exp ik, X, +k,x+k.x.) 172 x
AP LUK X+ X KXo G+ (5,1 (554 1) 7 < X5 < Xy
. =553
exp 1(k)x,+k, X, +k X ) (5+T) G5+ ) (55+1) Xg <Xy < Xy
515,55 7
o Ty gptkeXs) GG () X5 <X X

TABELA 2.] ~ Elementos de matriz S

Vamos agora calcular as amplitudes das, ondas saintes

associadas aos diagramas de 2, 3 e 4 partlculas Para caleula<ias

£,0+1 e RE 2+1
’J - ,J

L - - L4 -
cada vertice, os guais envolvem as permutagoes de indices e mo~

necessitaremos introduzir dois operadores T para
mentos das particulas ac longe da linha do diagrama. Os dindices
L e 2+{ indicam a posigao do par adjacente de particulas que
estac interagindo e idem i e j que rotulam os vetores k, e kj
Observe que estamos lidando com particulas distinguiveis. O ope
rador T troca a particula de -E—ésima linha com a f+l-ésima 1i-

nha, tendo a amplitude tij dada por

VZi

(k.-k.) S..
Sl s L S
1] /71 Sij+ (11.10)
g (ki—kj)+?r :
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que & o coeficiente de transmissao para o potencial delta de
Dirac. O operador R mantém a mesma particula em ésima e £+1-ési

ma linha com amplitude de reflexao Ly dada por

(IT.11)

Denotando a ordem das particulas por (abc) significan

do que a particula a seja a primeira linha, isto €, esta a es-
guerda de todas as outras, a b € a segunda e a ¢ € a ultima. As-

sim, as atuacgoes dos operadores acima definidos ficam

S '
13 13
T3 |abe> = el [cba> (1I1.12)
13 =1 ]
RS labe> = ST |labe> (11.13)
0 simbolo > denota estado entrante.

Como as particulas sao puntiformes, todas com mesma
massa e interagem uma-a-uma com mesma intensidade, [ despre-
zando a possibilidade de impacto simultaneo de trés corpos, nao
havera difragdo. Isso nos permite escrever a amplitude de espa
lhamento de trés particulas (amplitude total) c¢omo o produto
cronolégico de cada amplitude de espalhamento de duas particu—
las, representavel por g3 = 523252, denominada de fatoragao da
amplitude de egpalhamento de tres particulas em termos de duas a
duas.

Definamos, de modo geral, o operador espalhamento de

dois corpos:

(ITI.14)
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Usando o diagrama de colisdo de dois corpos,

Ky
FIGURA 2.3

a matriz S desta interacao & obtida diretamente

12 12 12 12 12 (=1

5=2S5 =T + R =°°—+]p + -
27 f12 iz T A siat]

1 . (I1.15)

O operador Plj permuta as particulas i e j. Para o caso de par

ticulas idénticaslP{EVE T e simplificando a notagao s;, = 8, te-
mos:
s-1
5 = (II.16)

tn
+
LY

gue € naturalmente a relagdo (I.4). Ela pode ser facilmente cal-
culada usando a coordenada relativa na equagao de Schrodinger.
Agora, aplicando os operadores em ordem temporal

temos, de acordo com o diagrama de trés particulas da Fig.2.2(a)

12 12) (23 23] (12,12 (11.17) .
(Tz3+R23](T13+R13][T12+R12]

e de acordo com o diagrama da Fig. 2.2(b),

23 23 12 12 23 23 '
[T12+R12][T13+R13][T23+R23] . (I1.18)

E facil verificar, utilizando as relagdes (II.7),(II.8) e (I1.9),
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que estes operadores em qualquer permutagao das particulas dao

exatamente o mesmo resultado.

Aplicando estes operadores ao astado enttante |123 >,
. . . id . . 4
verificaremos que existem varios canais de saida para um dado

canal de entrada. Primeiramente, vamos usar o grafico da Fig.

2.2(a):
yozy L al2623.12 0 50 12 o120 23 0230 12 1200,
§[123> = 8,55735:5]123> = (T,3+R,5) (T]3+R 3D (T, 5+R;5) [123> =
_opl2 12y 23 023
= (T,3+Ry3) (Ty3+RY3NE,[213> & v o ]123>) =

w12 12 -
(To3+Rp3) (tq3t,,]231> + r ot ,|213> + .7, ]132> &

* T30 1125%) -

= (Cp37ygtypT,3Ty 3T ) [123> + (rpgr st b, r v ) [213>
+ (Ty3t05 T, {1325 & (ry5t,4t,,){231> +

+ (tyztygr o) 312> & (ty t,zt,,)[321> . (I1.19)
usando o outro, Fig. 2.2(b), obtemos

23,12,23
815513555 1123> = (T

23
127

12

23 12 .23 2
Ry2) (Ty3+R 30 (T3+R

2z

1

s|123> 3)]123> =

23 23, .12 .12
(T95+R7Z) (T 3+R 2 (£,2]132> 4 1,.]123>) =

23

= (T12+

23
R1ZI(Ey5t,50312> + v 0r o |213> » r gtz 132> +

+ r13r23]123>) =
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= (T stasv Ty s es) 123>+ (ry,t 00,00 (213> o
+ (LT 3Tp4T T o1, ) [132> o (ty,t t,2)]231> 4

T1.20)"
+ (yty3ty3) 312>« (¢ ,t,0t, 0 ]3215 ( )

Observe que

r.,t .1 R G S S SR S (N ey
12713723 :

127137237127 13723 ’ (II.21)
como era de sSe esperar, peois a matriz-S total (I1.19) €& iden-
tica a (II.20). Estes resultados estdo registrados na .Tab.2.1.

Como tinhames mencionado anteriormente, a amplitude
de onda sainte nao depende do ordenamento temporal das imteragoes.

Nota: se tomarmos um par ligado, teremos colisao de uma parti-

cula por duas particulas ligadas. por exemplo, se tomarmOS'sl2bd
basta colocar nos canais de saida Tip = t12 = 1. Se tomarmos
523 = +1, basta colocar r23 = t23 = ] & se tomarmos 512 = 523 =

= -1, temos um agregado (de trés particulas) livre.
A teoria de fatoragao da matriz S apresenta uma pro-

priedade fundamental:

éb-Bé”agr -mbéréﬁnbc
STLSN s . = . .5..5" C
1391k5i 5 ii%ik%5k (TT.22)

Esta propriedade € denominada equacgao de fatoracdo. Temos ainda

outras propriedades lUteis:

gab

s3bgab
J1

ij 1 2

(11.23)
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ab_dc dcab
ST.8 = Sklsij

i35bc ’ (II.24)

com todos os indices i, j, k e 1 diferentes.

Se tivermos um sistema de espalhamento com 4 particu-
las livres, este sistema teré 14 diagramas de possibilidades de
colisoes uma coﬁ outfa e precisaremos de sels fatores de amplitu
des de espalhamento de delis corpos para obter a amplitude to-
tal de espalhamento de 4 corpos. Assim, 84 = 525252525252, deno-
minado de fatoragéo.da matriz-35 de 4 corpos.

Agora mostraremos que as ondas saintes sao as mesmas
para cada um dos possiveis 14 diagramas. Para calcular a matrigz
84, vamos iniciar com um dos possiveis diagrama como esta mostra
do na Figura 2.4, com a condigaoc de as particulas estarem dis-

postas na ordem espacial x4>'x3> xzj¥xl e Tterem momentos kl>k2>

> k3> k4, assim:

v X

FIGURA 2.4 - Uma das 14 possibilidades de construir diagramas de interagoes

de 4 particulas livres.

Este diagrama fornece a ordem temporal de interagao para os seis
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operadores de deis corpos dado por

23.34.23.12.23 .34
$53513512514524534 (II.25)

Imagine que estamos movendo a linha inferior k, em di

4
regao acima. Geramos um novo esquema guando esta linha passa a

colisao entre k, e k, indicada por outra tracejada na Fig. 2.4.

2
Esta segunda sequéncia de colisoes da exatamente o mesmo resulta
do que a primeira, pordque trocamos apehas a ordem dos operado-
res (conforme a eg. (II.22); assim o novo diagrama da o mesmo rg
sultado, como ja foi observado para o caso de +trés corpos. Se

continuamos a mover a linha k, em diregao acima, uma nova se-

4
quéncia sera gerada guando esta atingir a posigao indicada pe-
la segunda tracejada. Esta sequéncia envolve uma troca de ope-
radores Sig e Sii a gual comuta porgue ndac tem nenhuma in-
clinacdo em comum {conforme propriedade (I1.24)). Assim,este dia
grama da exatamente o mesmo resultado dag duas anteriores.

Uma combihacao deste argumento mostrara gue cada dia-
grama possivel déd exatamente a mesma onda sainte. Ele nao de-
pende do nimero de particulas, para todos os casos ¢é apenhas ne
cessario mover linhasg de interagoes cruzadas e passadas comutan-
do interacgao.

No cdlculo da matriz-S fatorada para 4 particulas 1li-
vres basta tomar uma das 14 possibilidades cronologicas de inte-

ragoes porque as demais darac o mesmo resultado. Tomande a pos=—

sibilidade dada pelo grafico da Fig. 2.4, temos
2534023 ,12,23.34
S[1254> = 53387557551452453411234>  (11.26)

0 nimero total de termos desta expressdo (I1.26) sera dado por
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26 = 64. O numero de canais de ondas saintes sera dado por 4!=24

canais. 0O resultado &

I

§|1234> =t t ot ottt 43215 & tystygtigtyato Ta,l3421> +
vty gttt T, te, 23415 4 toat gt bty Lo Tz, ]2431> 4

|1324> + 423> +

* LostyatiaTyataatsg ty3ty3tiT 4t04T 5411

+ t23t13t12r14r24t34|1342> + t23t13t12r14r24r34|1432> +
* tastyaTyatiataatsg4318> + Ty g ptyty,Tayl3412>
+ tyat T ot Ty te, [2314> + t23t13r12t14r24r34]2413> +
o tstygTygTgtaatag | 13427 + tygtyaw Ty ty,ry, [1432>
+ t23t13r12r14r24t34|1324> + t23t13r12r14r24r34|1423> +
+ tpar gttty te [4123> &t r cto bt Ty, T, |31245 4

P otygTgtyptyaToaty g 21435 + TygT gty by T, T, 2134 &

F by T T T Ty T [ 14235 + T, Tt Ty Ty, Ty, [1324> «

* pgTygtyaTgToatsgl 12437 & tygTy gty Ty Ty Thy] 1254

" tsTisT 2424854 42137 & TygTy Tyttt |3214>
* T35ty t1aT24t5q 24137 ¢ tygr gttty |2314>

+ t23r13r12r14t24t34|1243> + t23r13r12r14t24r34[1234> +
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t3 T3 12 14 T24tsg 1423 + tygr gror ) o [1320 o

T23ts 2 e taa tag 14231+ Ty tyt Tt T, 3240

T23t3 b2 b4 T2a B 12431 w mpr sty ty my rg, 2341 s

T3ti3 b Tyt tay 1238« mppt, tom by, o, [1243 4

L3ttt Tpg tay | 14322 + mypt ot xy w1342 o

|4132> + 13142> «

T3 83 T2 84 T4 b3y Tosti3T12%14 24 34

|2134> |2143>

t T T t
Y937 13125 14724 34 Tost13 12514 24534

oat o Tty ey [ 14325 & 1oot or o1ty Tz, [1342> &

r23t13r12r14r24t34i1234> + r23t13r12r14r24r34l1243> +

To3Ty3t 12 14t245419213% + rpgry gty gty sy 32145 o

r23r13t12t14r24t34|2413> + r23r13t12t14r24r34|2314> +
T3t 13t 127 14824 54112437+ Togmystyor gty [1254> +

|1423> 4+ 541 1324> 4

TogT13t 12714724 34 To3T 3t 12T 14T 247

T3 13T 12014t 2454141237 ¥ Togr T g4t 4T 5] 3128>
r23r13r12t14r24t34|2143> + r23r13r12t14r24r34|2143> +

r23r13r12r14t24t34|1423> + r23r13r12r14t24r34|1324> +

Tt 13T 128 148 248340 1283> & woar aror qr oyl 12345 .
(I1.27)
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e assim por diante. Podemos calcular a expressdo final do opera-
dor S para gquaisquer numeros de particulas livres, basta cons-
truir um dos diagramas possiveis. A lei de formagao desses dia-
gramas para N particulas € a seguinte:

(N-1)N

N? de fatores S = (gj = >
N2 de termo da expressio Sy 5 (N=1)N/2
N? de canais para ondas saintes = N!

b) Energia de Ligagao das N Particulas

Vamos agora examinar o espalhamento dos estados liga
dos. As particulas estardo ligadas pelos potenciais delta de Di-
rac. Sabemos que o sistema com duas particulas ligado devido ao
potencial delta atrativo tem somente um estado ligado, bem como
para as N particulas.

A fungao de onda do estado ligado,

v = exp (- V2 g |xi—xj|]

F]

(I1.28)

naturalmente satisfaz a eguacdo de Schrodinger (II.1).
Para elucidar a dinamica de N-corpos do tipo (II.1) €

. . . . (87)
convenlente empregar sistema de coordenadas racionalizadas — ,

Il
= \/ m - 1 £ n £ N-1
Zn B n(n+l) [tZ1 Xt nxn+1] I3 ’
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e e
m
IN=V RN t§1 e . (11.30)

Com o objetivo de calcular a energia do sistema convém usarmos

as coordenadas conjugadas, isto &,

P [ Z P ] T £n s N-1 .
n /I CRTTT £ Py » ’ (IT.31)

t - .
1 (11.32)

As coordenadas (II.31) podem ser reescritas

1 5 '
P = ——————— ] (PP 4) 1 £n s N-1.
n meT) toi t o+l ’ {(11.33)

liA
A

Sabemos que a energia cinética neste sistema de coordenadas fica

$% N-1
R nz1 ;pﬁ (11.34)

entdo, substituindo (II.33) em (II.34) e fazendo m -h - 1, te-

mos

1 Ni1 1 ? 2
E = = (p.~-p_ 1) (I1.35)
2 ns1 [:1/2(n 1) 172 je1 j n+1:]
Fazendo k; = pj —pj+l = kj—kjfl’ a (IT.35) pode ser Treescrito como
1 2 1E
E=_z7_~7 zjk. : |
2 D (n+ =1~ J (I1.36)

Agora, aplicando as condlgoes das N partlculas interligadas ou
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"strings",

I I L ACC TN HE PRPRI ENEE e

a expressao para a energia interna fica

2 N-1 1 n 2
E = gﬂ_ n§1 n(n«1) qu I35 (IT.38)
2 2
- 211_8« g" N{N"-1) . (1I1.39)

Esta € a energia de ligag¢do das N particulas do sistema micros-
copio. Observe gue o sistema nao satura com aumento de N, apenas

3

a energia diminui com N° =N. A fungdo de onda é simétrica pela

troca de quaisquer particulas. Particularmente, o estado ligado

de um par de particulas (N = 2) vale

E = - Jg g ,' (IT.40)

e obviamente para N = 1 temos E =0

c) Espalhamento dos Estado Ligados

Vamos agora aplicar a técnica de fatoragdo da matriz

S para os espalhamentos de estados ligados incidindo um sobre o

outro.

Nao iremos apresentar as colisdes miltiplas entre os
estados ligados. Usando o "ansatz de Bethe" em (11.1) pode-
(82) s : :

-5e mostrar gque uma coclisac de deoils estados ligados nunca

resulta numa redistribuigao ou quebra das particulas; por exem
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plo, se um estado de trés particulas ligado com velocidade vy
colide com um estado de cinco particulas ligado com velocidade
v,, eles sempre emergem como um estado de trés particulas ligado
com velocidade v, e um estado de cinco particulas ligado com ve-
locidade \OL tendo sofrido apenas um "phase shift"” ou "time de-

lay". Isto pode claramente ser identificado a propriedade da co-

1igdao =#dliton-sdéliton.

c.1} Espalhamento do Egtado Ligado Formado com Duas

Particulas Incidindo em Uma Livre

Faremos incidir um estado ligado formado com duas par
ticulas sobre uma livre. O estado entrante e denotado por
[(12) (3) >, significando estado formado com particulas 1 e 2 1i
gado e que vao colidir com uma livre 3. O operador de espalha=

mento S de trés corpos dade em (I1.18) com a condigdo de esta-

do ligado em (II.37), Sy = -1, se reduz a
12,23

Aplicando (II.41) ao estado entrante temos

12 23

s](12)(3)> = s % 23|(12)(3)> =

(R} 5+T12) (RZ3 §§)|c1z)(3)>:

 pl2
A T
= s * ][$23+1 i pers ]](12)(3)> ,

513+1 s13+1

]

(1II.42)

usando as condigOes de espalhamento S, = 5 e Syq 7 5—-1 temos
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5112 (3)> - ETEZTT (1= (510" 3(1-sw23)l(123(3)> :

—————, —

: - i
efetuando as operagoes transp051goes P ? temos

s[(12)(3)> = ETéLdT [|123> 5|132> (s- 1)[213>+5(S 1)|312>]
' ’ (1T.43)

Assim, as amplitudes de probabilidade para cada canal de saida

resultam em

<(3)u2){(12)(3)> = 25 ’
(I1:44)
| s-1
<(1)(23)](12)(3)> = - = ;
(I1.45)
<(2)(13) | (12)(3)> = - =1 .
s+
(1I.46)

Em (I1I7.44) nao houve transferéncia de particula , essa amplitude
& de transmissao. Em (I1.45) e (I1.46) ocorreu uma substituigao

da particula do estado 1ligado.

Podemos obter o mesmo resultado impondo as condigoes

do problema Si, = -1, s5,, =8 e S13 = s-1 em (IL.20).

¢.2) Espalhamento de Dois Estados Ligados e Formados

cada um com Duas Particulas

O préximo sistema simples consiste em um estado liga-

do de duas particulas colidindo com outro. Constrdéi-se o opera-

dor de espalhamento S fazendo s,, = Sy, = -1 em (11.25},
' 2
5| (12) (34)> = 8238235}§ 2§I(12)(343> o (z1am)

14
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As condigoeg deste sistema sdao dadas por

23 =

515 =5,, =s-1, (I1.48)

811425-—2 »

Este cdlculo envolvera 24 = 16 termos e obtemos 41/2!2! = 6 ca-
nais de estados saintes. As amplitudes de probabilidade para ca-

da canal de espalhamento encoritrado sao

(s-1)(s~-2)

<(12) (34)] (12 (34)> = (5+1)5 7 (11.49)

<(13) (24) | (12) (34) > = 2fe=lile=2) -

(s+1)s {II.50)

<(32) (143 (12) (34) > = Eii?;iés_z} ' (11,513

<(14)(32) | (12) (34)> = -(S(:;iés-m s (11i50)

<(24)(13) | (12) (34) > = E($‘;3§5"2) , | (T1:53)
s+l)s

.54

<(38) (123 ] (12) (34)> = 25220, (s
(s+1)s

A amplitude (II.49), denominada de transmissao, ¢ um canal to=-
talmente eldstico. Nas amplitudes de (II.50) e (II.53) obser-
va-se uma substituigao da particula. Na amplitude (II.54) nota-
-se dupla substituigao (ou total substituicdo) € um canal to-
talmente ineldstico.

Tlustremos todas as etapas de interagao de modo "pe-
destre" para os processos de 4 particulas somente para o canal
totalmente elastico (II.49). O estado entrante |(12) (34)> pode

ser representado pictoricamente,
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—— (D@ —— (B

> elxo x

3 s
Viz V34
FIGURA 2.5 a

Na interacio destes dois agregados haverd somente interagao de

contato de dois corpos de origem microscdpica.

OO ———— x

interacao

¢ FIGURA 2.5 b

0 estado sainte < (34) (12)] toma a forma

— (@) (DOD)) ———s x

e

V34 V12
FIGURA 2.5 ¢

Vamos entao explicar o processo gue ocorre na Figura
2.5 b.
12) A fungdo de onda que descreve a interagdo delta € simétrica,
portanto podemos trocar as particulas no estado ligado, por exem

ple as particulas 1 e 2,e o resultado ndo muda.

22) A condigdo de estado ligado s = -1 provém de que R = T =
= ® com T/R = 1. Assim temos !
/Z-i —_ - - - ' r
-—»é-—(kl—kz) = -1 significando que as particulas 1 e 2 estao
no estado ligado,
V23 (kB—k4) = -1 idem, 3 e 4 ligado.

g
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32) definimos que a particula 2 de um agregado (12) €& espalha-

da pela particula 3 de outro (34) da seguinte forma:

/Ti | _ o
o (kz“ks) = s (IT.55)

4°) a amplitude para a particula 2 transmitir através da particy
la 3, e vice-versa, €
/fl(kz—kS)/g s

<32123> = — = == [
| VZi(k,-ky) /g s+

(I1.56)

52) a amplitude para a particula 2 transmitir através da particu

la 4, e vice-versa, €

<42]z4> = 21 : (1T.57)
5 2

porgue

VZi

g (k3—k4) ="'1
“% (kznk,‘) = 5.-1 5

VZi

5 (k2~k3) = s (11.58)
entao

vZi(k_ -k
<42({24> = 1 2 4)/g (I1.59)

/Zl(kz-k4)/g+1
62) a amplitude de particula 1 transmitir através da particula 3,
e vice-versa, ¢
<31]13> = 51 ,
s (I1.60)

porque

vZ2i (k,-k,)/g = -1 ,
177278 (11.61)
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vZi (k,~k = '
i ( 2 3)/g S ’ (I1.62)
donde
/2i (ky-kg)/g = s-1 y (I1.63)
Portanto
. ' (IT1.64)

<31[13> = — = 2
VZi(kq-k)/g+l

72) a amplitude de 1 transmitir através de 4 &

s5-1 4 (IT.65)

porque

-1

v2i (kg-k,)/g = -1 = V71 (k;-ky)/g = s-2

Tor(1T.66)

I
i

VZi (k,-kg) /g =

portanto,
vZi(k,-k,)/g

<41|14> = 1 4 = S-12

VZik -k, )/ g+ S=

; (IT.67)

82) a amplitude para todos os eventos é o produto de suas respec
tivas amplitudes e gque ¢ a amplitude para o agregado (12) atra-

vessar o (34). Assim,

<(34)(12) | (12) (34)> = <32|23><42]24><31[13><41|14> =

_ (s-1)(s-2)
= TS (E+1)

ZaEhEh &b

S+ S [3 S- (11.68)

O que ocorre na sequéncia das Figuras 2.5a,2.5b e 2.5¢
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¢ pictoricamente o seguinte:

estado entrante

faneo> a2 ) Fig. Sa
.
£ Fig. 5b
<@ @@ G | M| G @ j @ regido de
i i}
FOIGHEIOEN VNN 4) | (@) | interacio, as
7
3 fcul
@MlmE> | @ W | @ | @ | e ee
\\ como se fossem
«chrmlmw> | & (& | ot@et
independentes
: estado sainte,
<(34) (12) | (3 4) SIA) Fig. 5S¢

TABELA 2.2

Apesar de existirem estados ligados na regiao de inte
ragao, eles saoc considerados como gas rarefeito, isto é, as
particulas estdo sempre suficientemente afastadas umas das ou-
tras ou estao interagindo. Isto é plausivel porque  as parti-
culas sao pontos materiais. Observe que este caso nao &€ relatis
vista, logo nao ha necessidade de "crossing” nem de efeito de
criagéo—aniquilagéo {mesmo no caso relativista este efeito nao é
possivel de vez gue a fatoragdo da matriz § é aplicavel).Pode-se
visualizar guaisquer canais de espalhamento dessa maneira e cons

truir todas as possibilidades.

c.3) Bspalhamento de Dois Estados Ligados e Formados

por Trés e Duas Particulas

Para o caso de espalhamento do estado ligado contendo



" trés particulas com o de duas, temos

23 34 45 12 23 34l(123J(45J>

| S| (123) (45)> = s; 525 35514524 34 (I1.69)

onde foram usadas as condigoes de estado ligado,disto &, 8157853

= Sy5 T -1. As condigoes de espalhawmento sao dadas por
= 5 4
575 = B34 = SV s | (I1.70)
SSS = 814 = 5"2 ’
sq5 = 573 -
Nestes calculos encontraremos 2§=64 termos e 5}/3!2} = 10 ca-

nais de espalhamento. As amplitudes de probabilidades encontra-

das sao: ; L
5(45)(123)](123)(45)>=_E§;f§§s"2) , (11.71)
<(35) (124) | (123) (45)> = - 522?153"2)” ' (11.72)
<(25) (134) | (123) (45) > = - Ei;f;:;"z) , (11.73)
<(15)(234)|(123)(45)> = - 5217;23“2) ’ :(11.743
<(41)(235)|(123) (45)> - ,Ej:fisg"ZJ s (I1.75)
<(42)(135) | (123) (45) > = - Ejf;:;” 176
<(43) (125) | (123) (45)> = - Eizfiig“z) ’ (11.77)

<(12) (345) | (123) (45)> = 2(s-3) (5-2) ) (I1.78)

(s+1)s°(s-1)
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<(13) (452) | (123) (45)> = 265=3) (522) 5 (11.79)
(s+1)s5"(s=1)

<(23)(451)[(123) (45)> = 2(s-3)(s-2) : (I1.80)
' 2
(s+1)s%(s-1)

c.4) ﬁgpalﬁémento de Dois Estados Contendo cada um
Trés Particulas e Generalizagao do Operador S Fa
torado para a Colisao de Dois Pacotes Equivalen-
tes

O espalhamento de estado ligado contendo trés particu

las com outro €

S| (123) (456)> = 55535550523

34 .45.12023034
5165265365155925535514524534

[ (123) (456) >,

onde foram usadas as condigoes de estado 1ligado, S19 T 859785 =
= 8g, = -1. As condi¢des de espalhamento sao
= §

524 ?

524 = 535 = 546 = 5-1 >

514 = 5125 = 5126 = $-2 2 ‘ (II.SZJ

: = = S5-3

515 T 516 2

S = 5-4 .
No calculo de canais de saida encontraremos 29 = 512 termos e
6!/313! = 20 canais de espalhamento, sendo um canal sem nenhuma
substituigdo de particulas, nove canais com uma substituigao,

nove com duas substitui¢des e um com trés.
0 operador de espalhamento S total pode ser generalis
zado para sistema de muitos corpos em fatores de operadores de

dois corpos, denominado Fatoragao da matriz S. Por recorrencia,
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permite -nos escrever:

sl(n > = si2lay@s

12,23
s|(12)(3)> = sy5855 113>
23.34.12,23
s (12) (24)> = 87;85,8,58531(12) (342> »
2334 45,1223 34

S5 cSzeS, p85usor | (123) (45>

S| (125 (45)> = 1¢S5 5735, 457,57,

1

34645556 23¢34545012236341 105 ey

S| (123) (456)> = S7¢87¢S3¢575575535514574554

, _ @34045.56067:23,34 (4505612233445
S](1234)(567)> = 81752753754 7516526 53651651 55555555, 2 | (1234) (567)>

45456467 78,3445 56
518526538548517527

672324 45
3747516526536

56 12823834845 «

5 -
S| (1234) ( 678> 16°15525535545

x | (1234)(5678)> f11.83)

e assim por diante. Agora vamos escrever o operador 82N total em
termos de fatores de operadores de doils Corpos para um caso ge-
ral simétrico, isto &, um estado ligado contendo N particulas
sendo espalhado pelo outro estado simétrico, sem restrigao ao
sistema, porgue todas as particulas estao caracterizadas por co-
res diferentes. escrevendo o estado de espalhamento por | > =

= | (1,...,N) (N+1,..., 2N) > , temos:

NN+ T NaT,Na2 NeZ, Ne3 N-4 N-3 N-3,N-2Z N-2 -1
S| > = IS5y 2 NS 5 ) 2N * Snezlan 52-1,2h15 N, 2N
QTN NNl NeT,Na2 N5 N NCT,N-5 (N-3,N-2

1 ,2N-12,2N-1" 3 ,2N-1 N-2,2N-1"N-1,2N~1° N ,2N-1

N-Z,N-1 oN-1,N  oN,N+1 N-6,N~5 oN-5,N-4 N-4,N-3
ST oN-25 2 an2S3aNez SN-Z:ZN-ZSN-1:2N-ZSNN N2
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Nad N4 5 N+5 ,N+6 N+6 ,N+-7 g NN+ N+1,N+2

S g+ SN+2,N+3
Sy Ne3 2 ,Ne37 3 N3 777 ON-Z,Ne3°N-1,N+3° N, N+3
N3 Nad gN+4 , Ne SN 5, N+6 N-1,N. N N1 oNeT,Ng2

U2 2 2 3 ez T SN2 NaZONATNaZO N N2

N+2,N+38N+3,N+4

g SN+4,N+5

SN—Z,N¢1 N-T, N oN,N+1
1 ,N+17 2 ,N+¢17 3 ,N+1 777

N2 NaTSN e 1SN Nat 11> s (1T840

onde as condig¢oes de espalhamento sao

S.. =85 + (i-j+1) , (I11.85)
1]

Todas estas formulas apresentadas s3ao para uma colisdo de dois

agregados. C.N.Yang desenvolveu a teoria para miltiplas colisdes

(82)

entre estados ligados —='. na formula (II.84) somente o cdlculo

de amplitude de canal elastico é imediato, isto é:

C(ZN,eu s, N+1) (Nyuau, 1] (1,00 e ,N) (N+1, ..., 2N)>=

(s-(N-1) (s -N) (s=-(N+1))...(5-(2N-2))
(s+1)(s=-T)(s-2)...(s-(N-2)) - (I1.86)

Podemos ainda verificar que:

2
2N

numero de termos

_2MeNn-1) 1t
N!

nimero de canais (2N) ! /NIN!

sendo: 1 canal totalmente elastico
2 . ] R
N~ canais com uma substituigao

I ~
(TﬁngTET) canais com duas substituigoes

2 . - ] —
N! ) canals com tres substituigoes, etcg.
(N-3) 13!

(
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E obvio gque

. L
(ZNJ L NI 2 .
NINT ) ((N-Ijril)

=0

Se tivermos colisac de dois agregados quaisquer, com amplitude

<i,i=1,1-2,0ee ,N+1D (1,0 ,N) | (1,00 ,N)(N+T,...,1)>

podemos verificar gue

iN

nimero de termos = 2 ,
. : (N+i)!
numero de canals = T i, .
Nli!
sendo: 1 canal totalmente elastico

iN canais com uma substituigao

ilN! canais com duas substituigoes

(i—2)!(N—2)!(2!)2

ilNI 2’canais com substituilgoes
(1-%)1(N-2) (1)

onde % = ¢, 1, 2, er .

E Obvio que
(N+i)! f  iIN! .
NIt T A {

=0 (i-R)!I(N-2)P(21)

Estes numeros seriam importantes se estivéssemos lidando com par

ticulas multicoloridas.
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d) Dois Estados de Espalhamento Formado por Dois Pa

res de Particulas em Fungdo da Energia Cinética

E preferivel estudar as amplitudes em fungao dos pro-
cessos de espalhamentos em fungac da energia ao inveés do parames
tro 8§ . Tlustremos para o casc de espalhamento de um par de par-
ticulas ligadas: incidindo sobre um segundo par de particulas liga
das conforme (IT.47), usando a formula (II.36) que relaciona a
energia em funcao do parametro S. Assim, apos o} desenvolvi-
mento explicito dessa formula (IT1.36), gue relaciona a energia
em fungaoc do parametro s. Assim, apds o desenvolvimento expli-

cito dessa férmula (I1.36), temos

' 1 1 .12 1 (ol 22 F it ot 2 2
E = '2‘ [2" kT + 7.3 (k1+2k2) + m (k1+2k2+3k3) ]s (II-87)

Usando as condigoes do espalhamento para este problema,

i g - o
"“ilﬁ = “giﬂﬁ‘k2)==‘1 (significando estado.-ligado da particula
| _ - 1 e 2),
VZi 0 /21 o
g 2T g ) TS
1§E~k§==1%l(k34ﬂﬂ = -1 (significando estado ligado da particula
3"e'4),' (I1.88)

Substituinde (II.88) em (IT.87) e efetuando os calculos encon-

traremos que

2 2 .2
E = -[s-1] %—-gjﬂ:‘ '

(11.89)
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Sabemos de (IT.40) que um par de particulas tem energia de liga-
gao E = —92/8. 0 termo "92/4 em (IT.89) € a energia interna dos
dois pares. podemos por conveniéncia remové-lo representando as-
sim a solugac em termos de energia cinética incidente dos agre-

gados no referencial de centro de massa, dassim temos que

2iE1/ 2
g (II.90)

A amplitude de transmissao (II1.49) € entdo

1/2

| (21E1/2)(2iE 0

_ (s-1)(s=2) _ g £ -

<UD |2 BH> = o5y = i/ Zipl/2 (I1.91)
(D@ )
e a probabilidade de transmissao &
- ;
- oz

[<GH 2| a2) B4 52— g

=+ 1 (11.92)
g

Assim, a possibilidade de um par de agregado atravessar outro &
Zero na energia cinética zero e aumenta monotonicamente a unida-
de quando E > o

Para as amplitudes em gque ocorre uma substituigao,is

to €, de (II.50) a (I1.53), as amplitudes saoc dadas por

(ZiE1/Zj(2iE1/2 _'1)
(s-1)(s-2) g g ‘
<( ) Y]a2yEGa> = : = - ————77 177
(S+1)S2 (1 N 21E / )(2_+21E )
. g g
o (I1.93)

e a probabilidade das correspondentes amplitudes é dada por

. R SR
P = [<C )¢ G2 3asf - —y .4E’g4E/ s
- (4Ejg +_j_}( _ ,g * . (11_94)
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Esta probabilidade é zero em Ewpsw e E = 0. H& uma energia em que

a probabilidade destes canais é maxima. Denomina-se probabilida-

de "ressonante"; entao

ap -4 1 .

2 R -~ .
& - _gg— + ;7 = 0 = E = % g (energla de ressonanc1a))
7 (I1.95)
logo, a probabilidade para E = 92/2 vale
1
P=y
T (IT.96)

Portanto nos canals em que ocorre, uma substituigao tem proba-~.

bilidade
4
P2 ,
J (11.97)
Para a amplitude em que ha duas substituicgoes (11.54), temos
- . 1/2
2 (5-2) 2(211’; -1
<(12) (34)[ (12) (34)> = 5522220~ = Y m— 77
s {s+1) (ZiE . 1)2(21E . 2) i
g g (I1.98)
e
2 - 4
[<(12) (34) | (12) (34>} = : :
EE L ndE L g
g7 g7 (11.99)

Como era esperado, quando E + « temos probabilidade nula e gquan-
do E =0 temos probabilidade 1. Na energia de ressonancia a proba
bilidade de transmissao total é 3/9 e a probabilidade de duas

substituicbes & 2/9.
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e) Estados de Espalhamento de Uma Particula por (N-1)

Particulas em Fung¢dc da Energia Cinética

Consideremos um ket entrante na forma |(1,2,...,Nw41)
(N) > , significando que um agregado de (N-1) particulas ,incide

sobre uma particula livre. Vamos calcular a variavel s em fun-

¢ao da energia usando (T1.36) e as condigdes do problema:

JITi ! YZi _ . v 4w -
2 kj = 3 (kjmkj+1) = =1 para j = 1,+..,N=-2
(II.100)
e
vZi o | /21 _
g kyoq = g (kN-1"kN) =8 : (11.101)

Destrinchando a expressaoc (IT.36) e substituindo as condigoes

(IT.100) e (II.101), apos um pouco de algebrismo, encontraremos
2 ["N=2 | | 2
) Ay oD gy (noy ¢ S8zl (D)
g=
(IT.102)

‘0- termo entre as chaves corresponde a energia de ligagao do agre
) o
gado das (N-1) particulas. Assim, abandonando o termo de ligagao

chegaremos a s em fungado da energia cinética,

. - 2iN'/2 gt/? . N-2
g(N—1J1/2 2 (IT.103)

Onde levamos em conta s a ralz positiva.
A amplitude para a particula incidida ser atravessa-
da pelo agregado ligado das (N-1) particulas € o produto de suas

amplitudes para travessias individuais, isto €, correspondente
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a0 canal totalmente eldastico,
<SN) (1,0, N=T)| (T, 00 ,N=T)(N)> = (237) ) (=%

s--2) _ 2ivE) ' Z/g -0 17? -1/a08-2)

_ (II.104)
S+ i)V g -1 LN

4

A amplitude para a particula incidida substituir uma

das ligadas é a mesma em todas as (N-1) possibilidades, isto e,

CE (T, Ny M=) [ (1,0, e N1 D) =

C el ey 1 g-1)172 " 2
se?) O3 (ST pypreny V- vl | . v :

+ 5 N + 5 (N-2)
gN-1) 172 " 2 gN-1) 17 " 2 -

- (I1.105)

Fazerndo N = 3, temos as amplitudes (TI.44), (TT.45) e
(IX.46). Conforme comentarios de J.B.McGuire(gg), mesmo na ener-
gia cineética zero em relagao ao centro de massa, a amplitude pa-

ra a particula incidida ser atravessada pelo par ligado é dife-

rente de zero, isto é, para N = 3 e E = 0 em (I1.103), temos

s = 1/2 s

donde a amplitude de transmissao

S ) S_] - '1 ' (I71.106)
<3O [A2)3)> = 5= - 2
e também as amplitudés
) _ -{s-1) _ 2
<menane) = Py =3, (11.107)
(s-1) (I1.108)

«@en[aDG) - - Gy =5 .
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Ainda mais, a amplitude de transmissac € sempre diferente de ze-
ro para uma particula incidida pelo (N-1) agregado, pois fazendo

o caso exXxtremo, E —+»r « em (II.105) temos, respectivamente,

SN yee e N=1) [ (1,0 N2 D> = = 1+ & (11.709)
e
<), e Ny oo, N=1) | (1, o e ey X, e, N2T) (ND =§
) (I11.110)

Assim, se o agregado tiver (N¥i3-+_m particuias, nada acontecera
com a particula incidida, simplesmente ela € atravessada por es-
sa imensa agregagao como se nao existisse nada no caminho.

O préximo passo seria estudar um par de particulas 1i
gado incidido pelo agregado de (N-2) particulas. Depois uma ter
na, e assim por diante. A sistemdtica ¢ a mesma, porém os seus

cdlculos s3ao muito tediosos.

II.3 - DESCRICAQ MICROSCOPICA QUANTICA DO ESPALHAMENTO DE UM

AGREGADO DE N-BOSONS POR OUTRO

Doravante as particulas serao incolores, indistingui-
veis, isto é, bosons. Para isto basta tomar os operadores trans-
posigao ]Pij =1 porgue todos estes operadores atuando sobre bo-
sons sao redundantes., Assim, estaremos resolvendo o problema de
espalhamento de um so6liton classico incidindo sobre um outro,
pois um agregado de N bésons com N + « & um pacote soliton clds
sico que é um estado ligado contendo N bésons}ki,ZQSV.,N-2J¢4,N)k

Com estas particularidades, o operador S total

(1I1.84) fica compactado a
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N ZN
S = I I S..
i=1 j=N+1 1
o (I1r.111)
onde
sy ~
51y = Ryj + Ti5 = gz?ij' P (11.112)
e as condigdes de interagoes microscopicas sdo
Si4 = 5+ (I-j+1) . (11.113)

13

0 ket do estado entrante para o espalhamento de dois

sélitons é denotado por

| Clyen s N)CEN#T), o ne, (2N) > (11.114)

e o brac do correspondente estado sainte é

<(1T, 0 NDCN 1), 00, (2N | (T1.115)

O estado sainte (II.115) tem forma interna-idéntica & do estado
entrante (II.114) por se tratar de bdsons, n3o quebrando assim
o agregado de N particulas; é como se nao houvesse espalhamento,

apenas defasagem do movimento com respeito ao anterior a colisdo

Desenvolvendo (11.111) e usando explicitamente as con

digoes (I1.113), temos a seguinte amplitude:

S = <CNHTY, e, (N )Ty e e N (1yeen s N CONHT) e e, (2ND)> =
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(s-2N+1)(s—2N+2]2(s 2N+3) (5 -2N+4 4(5 2N+5 5
s-2N+37 *s.?2N+4 5-2N+5 5 - 2N+6 2N+7) e

(s-ZNuz)N-chnN-1)N~1( 5-N )N[S N+1)N 1 S N+2)N 2
"t s-=N S=-N+1 5=N+2 5-N+3 s -N+4 e
' (IT.116)
cEEnc e §)4(5 (S sly

S s+1

ou simplificando 0s termos semelhantes,

(5=2N+1) (S=2N+2) 2 (5-2N+3) ... (5-N-2) 2 (s-N=1)2 (s-N) *

S » . Z S 2
o (s+])(s)2(s-1)2(s—2)2...(s—N+1)2(s-N+1)2(5—N—3) (s-N+2)
. : ’ o o (r1I.117)
Compactando a expressao fica
g - S-2N+1 Nﬁz (s—N-‘)2 .
= ey T . . (11.118)

(s-3)

Como a amplitude de espalhamento de dois corpos co-
letivos (macroscdpicos) vai ser deduzida em termos do parametro
energia cinética, convém usar o mesmo parametro para essa ampli-
tude S5 (IT.118); isto nos poupard trabalho ulterior quando for-
mos comparar as duas verso&s quanticas, isto &, sistema micros-
coépico e macroscépico. Para isso vamos substituir o pardmetro s

pelo parametro energia cinética usando a relacdo (II.36),

1 ' I.36.1
E =g Z ATy [ ] ;U )

que e a energia total do sistema de 2N particulas.Explicitandopg

ra fac111tar 0 mecanismo do calculo temos

-I Y 1 . - 2
N.(k1+2k2 Foeed (2N41)k2N; )7]

1 -z-
7 K7 gaga2,)? C TN
(Ir.119)
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e usando as condigces para espalhamentos microscopicos,

ky-ky = ky-kg = kg-k, = = ky_ 1=Ky e
k - = ——g-—- 5
N kN+1 J7i (rr.120)
. . _ g
kiR = Kyeekys = KooKy = 7
temos:
1 mghy 1, 12 . 1 R 2 . 1 2
E=r (Borde-n? s ler-? v Let2-n? « rzsin? o

' 1 2 i
co Y NINGTY (~1-2-3-4-...-(N-1)+Ns)"™ + (N+1)(N+2)(—LJ-2—H.-

- (N—1J+NS+(N-§-1)2 +

ce. + m(q 2uB e (N=1)+NS~(N+1) = (N+2) .. .-('2N-2)-(2N-1)2].

I (11.121)
ou ainda
2 Nal. o ip:oqv . | | | |
E = :%_ {'21 1(i:1) N N(£+1)(" (Nﬁ;)N . N(S+1))2 .
1=
‘ 1 (N+2) (N+1) - - 2 -
ATy 5 F N(s+10)° & a4
‘.' (2N11J2N ("ZN:§2N_U ¢ N(s+13) 7] , (I1.122)

Exaurindo agora as energias internas ou de ligagoes (II.39) dos
dois pacotes (energias espurias),
| Nel .22
. . =2-(ZE Y i(i+1)y _ _ 2.8 N(N"-1) (rr.123)
ligagoes 4 i1 4 4 12
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temos a expressao em termos de energia cinética em referencial

de centro de massa,

j N(N ~1) - (N+1)N L No(s+1)4
g;r + [ +4 ‘N(S”)*W—;‘j‘ +

N2 (s41)

(N+2) (N+1) :
[ 4 (N+1)(N+2)] T ¥

- N(s+1) +

[ZN(ZN—l)
——= -

- N(s+1) + %iéi}%%— }

(IT.124)

ou convertendo-a, temos

o X o . .
- —N(N —1) (N+1)(N+1 0 N (s 1)
E = - E%— (=7 * 121 7 z N(s+1) + 21 (N+1)(E+i 1)]

z

(11.125)

e usando a Tabela de Integrais(gﬁ), temos

‘ 9 2 A
‘ N(N+1) (ZN+1) {(ZN-T)IN(N+1)  N(N®-N) N{N"-1)
E=-E | i * § YA T Tz T
2. . - N(sseD)% '
- N7(s+1) + T 1 ’ (11.126)
cou finalmente
2 3 L  f7___ Zﬁ
E= -8 (B o Nogseny o MsrDT (11.127)

Assim s em fungao de energia cinética fica

s = N-1.21,/— . ' (11.128)

Portanto, a amplitude de espalhamento S para sistema
de dois sdlitons em fungdo de energia cinética do centro de mas-

5a, apds substituirmos a relacio (IT.128) em (11.118), fica
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'

. BET . JBE 2
S Vv Al N S VO R Vi A
S = Ng il Ng
. BE j=1 . BEV . (17.129)
iy =5+ N iV/2E 4]
Ng L/Ngz
Vamos reescrever esta amplitude (17.128) numa forma
mais elegante. 'agamos
9 = 8E }
N.g2 ’ (IT1.130)

e usando a forma (II.117) temos

(1a~N)(1a—N+1) (1a—N+2) (1a N+3)

(1a-3) (1a—2) (1a—1)

S =
(1a+1) (1a+2) (1a+3) (1a+4) (1a+N 3) (1a+N—2) (1a+N 1) (1a+N)
(I1.131)
Definimos
P1(a,N)P2(a,N)'
S P, (a,)P, (a,N) (I1.132)
Ccom
P1(a,N) = (ia—N)(ia~N¥1)(ia—N%Z)..;(13;3)(ia-é)fia—ii
P,(a,N) = (ia-Nel) (ia-N+2) (ia-N+3) .. . (ia-3) (ia-2) (ia-1)
RN _ , , {I1.133)
Ps(a,N) = (ia+1) (1a+2) (8a+3) (1a+4)...(ia+N-2) (1g+N-1) (ia+N)
P, (2,N) = (ia+1)(ia+2) (ia+3) (a+4). .. (1a+N-3) (ia+N-2) (ia+N-1)
ou ‘ a
N -1 arctg = . a
2 E N _ i arctg <
1= KGR T, By dghabe )
3=1 j=1 ’
N-1 -i arctg & ‘ : a (11.1.342)
.22 & N-1 ‘ iarctg =
Py = I (G%a%e I, p =1 ghabe I
j=t

=i
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Portanto
p.P N ~21 arctg £ N-1 -2i arctg a
S = p1pz = M e / e (I1.135)
374 j=1 ji=1
cu
-2i arctg % N-1 -4i arctg %
'S = e I e J
j=1 (I1.136)
ou . . . N_'] .
-2i arctg N - 41 351 arctg T
5= (I1.137)

Eidta expressio é mais elegante e facil de lidar.

Podemos reescrever novamente a foérmula (II.129) numa
outra mais conveniente, ficando melhor expressada em termos de
fungoes gamas, assim podemos futuramente comparar com a amplitu-
de S coletiva.

Entao, multiplicando a expressao (II.129) por (ia% no
numerador e denominador, temos

N-1

iafN (
ia+N

j-ia (—ia)jz

S = : ]
j=1_3+1a (+ia) (I1.138)

Deste modo, podemos substitui-los pelas fungodes gama

- F(N-ia) (N-T-ia) (N-2-ia)...(-ia)r(-ia) ,

{(I1.139)

r(N+ia)

n

(N-1+ia) (N-2+ia)...(ia)r(ia)
- B S (IT.140)

Assim, a amplitude de espalhamento (II.129) fica

s - ia=N rN-ia)r(ia) ,°

TaiN T-Ta) T (N+ia)’

(IT.141)
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Esta € a amplitude de espalhamento ou matriz S
(IT.129) ou (II.118) que foi deduzida para um agregado de N bd-
sons espalhados por um segundo agregado de N bosons. Ela é a ma-
triz S fatorada obtida do espalhamento soliton-sdliton cldssico
onde foram consideradas todas as interagOes microscopicas em fun
gao da energia cinética medida em referencial de centro de massa
dos dois solitons. Esta expressdo (II.141) é a que iremos usar

para comparar com a matriz S coletiva, considerando que N + «,



CcApfTULO ITIT

PANORAMA MACROSCOPICO

TIT.1 - INTRODUGAO A GENERALIDADE DA QUANTIZAGCAC DE DOIS CORPOS

COLETIVOS

Como vimos nos capitulos anteriores, ha varios traba-
lhos de estudo de quantizacgdo do modelo NLS em Conexao comlm sSis-—

tema de N-corpos que interagem via potenciais delta. Este pro-

blema de N-corpos foli resolvido por McGuire(gg) e generalizado

posteriormente por C.N. Yang(él'gg) :

0 Hamiltoniano de N-corpos ha versao de 12 gquantiza-

cao } L _ . .
N k2 42 2 N
H = Z (- d )_Zme S (x. ex.

is1 Mg 2T iZj (x3-%3) (IT1.1)

pode ser expresso ha versao de segunda quantizacdo em termos de

campos escalares complexos

i o

H(x) = -L(x) + 35 (0% 5% ¢ - ¢ 5%

- - ) (I1T.2)
com o . . - o
. - ﬁz * 2 .2
oo = B e 20 g 20 JTo o a Tl sy
' (111)3)
e o0
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A equagdo de Euler-Lagrange para ¢.é a NLS,

ihﬂsi—ﬁ—zgigf%gz((p*(p)(p:O . .
| atr Zm % (I1I.5)
Vamos, doravante, usar a eguacgao NLS (I.6) ‘na forma
dimensionada (III.5), com a constante de acoplamento € > 0. Como
sabemos, esta equagao admite uma familia de solugao envelopes-
~gélitons quando o numero de bodsons N >%1. A solugdo mais sim-

ples na forma dimensionada fica

2ih

e, o 2hn SRUEEGCRY - S Ghnhu
X, 3
VeZm cosh{Zn(xmxo + E%é ﬂ} : © (1II.6)

e é denominada de um-sdéliton ou onda solitaria. Esta solugao pog

sui quatro parametros arbitrdrios;&s n, X; € X3.0 pardmetro £

estd relacionado a velocidade da onda solitaria caminhante,

(111.7)

0 parametro n estd relacionado ao tamanho do sdliton, portanto,

estes parémetros, £E en , caracterizam o sistema. Os parémetros

x e X, estdao relacionados a condig¢dao inicial, isto &,x

corre
0 0 orres

0

ponde a posicao inicial do sdliton e §O esta relacionado a fa-
se inicial. Se tivermos solugao dois-sdélitons teremos oito para
metros arbitrarios, 51;_52;4h1s Hz:igéT; xgé ; §01 e iOZ‘, onde
os indices 1 e 2 nao éignificam que pértencem ao so6liton 1 ou
ao soliton 2. Genericamente, se tivermos solugao n-solitons, te-
remos 4n parametros arbitrarios.

As dimensoes dos parametros envolvidos nesse sistema

fI11.5) sao dados por
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-1

dim[&] = dim[n] = L
(ITT.8)
dim{e?] = LAty .1
e ‘a dimensao dos sdlitons € dada por
dim{¢] = LT/Z
(ITT.9)

A equacdo NLS (I.6) descreve varios sistemas fisilcos.
Citemos alguns exemplos cuja dimensao sera estabelecida de acor-

do com © sistema que a equagao (I.6) pretende descrever.

Para ondas em aguas profundas, a equagdao (I.6) pro-
vém de (74)
- _ ._.wb _._.{, , W_zm. S
1 (A +UA = =
i(Ap+UAL) + (g;g)Axx + > kaOIA] A = 0 (11T.10)

1. . .
ormde U = 5 W /k e a velocidade de grupo; com as transforma-

00
coes
u = o kA )
= 0 ]
X = 4Bk0 (X—UT) )
2
t = 2B7w,T
1 0 2’ (IIr.11)
k = T (a/B) )
obtemos (I.6), onde o ¢ B sSao, respectivamente, medidas da

nao linearidade e da modulagao, e sd3o implicitamente pequenas na
derivagdo de (ITII.10)}.

Um feixe de luz estaciondrio plano em um meio com in-

dice de refragaoc nao linear € descrito pela equacao (17)
o | “2 . Sh o
2ik &, 28 2 S TR
z - n
- 3x 0 (I111.12)
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Aqui E é o envolvente complexo do campo elétrico, considewrando

que o indice de refragdo seja dado pela fdormula

212
n = ng o+ Gnn hl
2 . (I11.13)

A mesma equacao, expressa em termos de variaveis convenientes,

pode ser usada para descrever um feixe de onda plana em meio nao

linear.
Uma equagaomsimilar(ll) :
Y Y 1m.- 82w 2
1058 + W 5+ 3 owp —y = alv[v
x _ (111.14)

também vale para a amplitude complexa ¥ de uma onda unidimensio-
nal quase monocromdtica, em um meio com dispersac e nao lineari
dade, e sem inércia. BEm (III.14), Wy esta relacionada com a dis
persdo da onda e qlﬂklz ¢ a correcgdo ndo linear para a frequen-
cia da onda com amplitude ¢.
Para o caso de (I.6), K >0 implica em que Gnnﬂ > b'

em (ITI.12). Sob estas condigoes a equagdce (III.12) descreve

um auto-focado bidimensional estacionario e também a.onda mono-
cromatica plana associada vindo da instabilidade transversa.

Em (IT1.14), K> 0 implica em qw, < 0, gque, gquando sa-
tisfeito, produz no meio nao linear uma instabilidade longitudi-
nal da onda monocromatica-auto-modulada.

Por convenieéncia Vamds estudar o modelo NLS na forma
padronizada (III.5) que fica em acordo com ¢ trabalho de D.J.
Kaup(éé), O primeiro gue conseguiu quantizar o modelo NLS na ver

gao completa de segunda quantizacao, em 1975.

D.J. Kaup usou o seguinte Hamiltoniano quantico:



.0
- J b o 1

o¢ 2 s
m[(jﬁ) S ek T 7 € (9*ee*erldx | (TIT.15)

o qual nao forneceu o espectro de energia encontrado por McGui-
(§g). Sabe-se hoje que og dois resultados diferiram devido
ao ordenamento incorreto dos ¢ e ¢* na (III.15); segundo este H,
. . . . 3 -
a energia do estado ligado seria proporcional a (N +41/2)e nao
N(Nz—l) conforme a (II.39).
. . (60) . .
Thacker e Wilkinson em 1979 usande o Hamlltonlano
com ordenamento correto de ¢ e ¢% ,

I 9 _ 1 2 (prg*ge) Jdx

I
f———y
8

]
i
N
*
%]
i
]

(f171.16)

obtiveram resultados corretos. Nesse caso as variaveis obedecem

a relagao de comutagao

[¢(x,t),¢*(y,t)] = 6(x-y)
(111.17)

em todas as ordens deii.

Em geral os modelos sao construidos com simetrias e
com © principio de invariancia de Galileu ou o de Lorentz, e
qualguer modelo dinamico gue satisfaz a esses requisites & con-
siderado legitimo. No modelo ¢om sélitons, além desses requisi-
tos, ha uma equag@o geral due governa todo o sitema tal como a
equagao (ITI.5), e ha um grande interesse na versao gquantizada.

O objetivo deste trabalho é apresentar um modo de
guantizagao. Por isso, selecionamos um setor de solugoes dois s&

litons classicos para construir estados de espalhamentos através
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(41)

de variaveis coletivas. B.Yoon e J.N.Negele — estudaram este
problema no contexto de TDH e observaram que a equégao de TDH
leva a equacgao classica de espalhamento entre solitons. Calcula
ram a matriz S total do espalhamento de agregado N- corpos com N
-corpos e mostraram que no limite de N+ m’esta matriz S recupera
o "time delay" classico na ordem de 1/N.

Nosso trabalho consiste em estudar a colisao de dois
so0litons através do potencial coletivo. Partimos do "time de-
lay" dependente em energia, e obtivemos o potencial local efeti-
vo gue reproduz o comportamento de espalhamento de ldois soli-
tons. Assim, sob o ponto de vista classico, o processo de es-
palhamento € inteiramente representado por este potencial efeti-
vo. B interessante entao investigar se este potencial efetivo
reflete também o aspecto quintico do processo. Para estudar este
problema, deduzimoé as amplitudes de transmissao e reflexao
e comparamos esta amplitude S coletiva com a amplitude S de 2N-
-bosons. Verificamos a consisténcia dos "time delays" quando
N =inas quatro descricoes do mesmo sistema. A requantizagao do
sistema tem por objetivo buscar as discrepancias dessa descricao
e a exata, e também obter as informagGes inacessiveis no nivel
de mecanica newtoniana. Assim, através do polo da matriz-S reen-

contramos a energia de ligacao do sistema.

IIT.2 -~ DINAMICA DO SISTEMA COM SOLITONS

a) Solugao Dois-SOlitons e Obtengao da Expressao de

Avango no Tempo

Determinemos a forma analfitica de avango no. tempo pre
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veniente da interagdao nao linear sdétiten-sdliton com os mesmos
perfis, ni_=”n2 , & velocidades opostas, 6[ = -62 Para encon-
trar a expressao de avang¢o no tempo precisaremos da solugao dois
~-sélitons. Esta solucdo explicita e detalhada da eq. NLS(TII.5)

jé& foi obtida pelo método I.S.T. no Capitulo I em referencial

de centro de massa. No ingstante t - O fica com a forma

ah 2ih
= ML exp[- =

é(x,t) = 2—hz)t] {exp(u2i£x+ii01)[exp@2n00x01+

e m

2 . —
+ EEE t ) Ef~—E;7 exp(—4n(x—x02 - ﬂgﬁ tD] + exp(+2i£x+ix02)
n-1

' 2
- fexp (-2n(x-x4, - gﬁg t) - ?

4he
exp (-4n(x-x + —= tﬂ]} X

8¢ t) + exp(—4n(x—x02) _ 8né t) -

X {1+exp(—4n(x—xo1) + m

2

- 2n2 exp(-4n(x—x 01° 02)[ IE—HQZTT cos(4£x+i01—i02) +

| 2
’ _ _ : -1
+ Zin 'sen(4Ex+x01—x02)] + —%f—z EXP(—4ﬂ(2X—X01-X02)) P,

(£%+n7) 7 _ £7+M o .
(I11.18)

As equagoes cinemdticas s3ao dadas pelos argumentos de
cada envoltorio-séliton. Antes da colis3o, de acordo com (I.48)

e {(I.50), temos

X, = Xgq = vVt , (111.19)

£” (IT1.20)
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e as equacoes horarias apds colisao de (I.52) e (I.54) ficam

Z
= - 1 n (III.21)

Xy = xO] vt - Zn In (1 + gﬁJ y)

*2 7 Xgp VL ; (117.22)
entdo, de (III.19) e (ITI.21) ou (ITI.20) e .(IIT.22). e conm
v o= - E%EQ a expressao de avango no tempo dos sélitons fica

.
At = - 1n(1 + 37) . (IIT.23)
shen g

Gragas a invarianga de Galileu da teoria em questao, 0 avango no

tempo A t sera © mMesmo em qualquer referencial.

b) Interpretagdc Fisica e Utilidade das Trés Primei-

ras das Infinitas Leis de Conservagao..

As trés primeiras das infinitas leis de conservagao
que aparecem no modelo da equagdo NLS e que tem interpretagao fi
sica imediata s3o o numero de particulas N, o momento total P e

a energia total E dados respectivamente por (I1.59) ja com a

forma dimensionada,

oo

J dx $*¢

=
il

(I1I.24)

T | (IT1.25)
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o

K25 8’ - 1 'é (1TI.28)
i A L A @9’ .

]

Para o0 setor sdlitons temos de acordo com (I.62) que

me 3 =1 Jo7i ’ (111.27)
N
P = -1 . =TT
2 Lol (111.28)

'(cj _;j)] ’ (ITI.29)

sendo J o nimero de sdélitons do sistema considerado e &= £ 4/,

Na solugdao da equagdo NLS geral existe a parte da so-
lugado radiagdo. Ndo incluimo-la porque estamos interessados no
comportamento tipo particulas apresentado pelo setor de sclugio
solitons.

Para J = 1, gue corresponde ao caso de onda solitdria

ou um-s6liton, temos

N = — _
7 (IT1.30)

3
8cnh
P = /
. (IIT.31)

E =3 (&7 - %) . : (III.32)

Usando as relagoes (IIT.30) e (III.31), a relagcao (III.32) pode

ser escrita na forma bem familiar

2 ';zNz' |
.EM= %ﬁﬁ - n-f@f~ . (111.33)

Usando as relagdes (III.3) ev = - Z%E/m,a relagdo (III.31) po-



de ser escrita tambem na forma

P = ~mNv ; (I11.34)

onde m é a massa de cada particula constituinte do sdéliton.Natu-

ralmente temos que

M = Nm (IT11.35)

onde M é a massa do sdOliton.

2t - -
0 termon!lE Nina relagao (IIX1.33) ¢ a energia de liga-

=
gdo das N particulas (ou energia interna de N particulas)que for
mam o soliton.

0 movimento de translagdo de um s6liton e possivel

ge, e somente se

.
eZN2 P .
n g << M (I11.36)

Para o caso de um sistema NLS com solugaoc dois-soli-

tons, J = 2, temos

2
4%
Ny = — (ny + ny) , | : (II1.37)

me

P sh (
2 =77 E1T11 + Eznz) /) (I1T71.38)
nme .

5 3
gh 2 _ 21y, 2 _ 2
By = 7 [(ng&] = ) + (npEg - 1. (III.39)

Se fizermos

ﬂ1=ﬂ2=n:
(I11.40)
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teremos um sistema de dois sdlitons de mesmo tamanho.

Se fizermos

B g (1TT.41)
teremos um sistema de dois sOlitons caminhando em sentidos opos-

tos. Assim, as leis de conservacgao (III.37), (II1.38) e (ITI.39)

ficam respectivamente

-2

i“n

N, = 2( } = 2N, (ITT.42)
me

P, = 0 ) (I11.43)
PZ EZNZ .

B, =2Gg - N5 ) (ITI.44)

Estas quantidades fisicas foram deduzidas no referencial de cen-
tro. de massa e serdo necessarias para o estudo da interagao nao
linear de dois solitons. As expressOes gue aparecem nas lels de
conservacao definem as variavels coletivas, tails como M, P,
P2/2M, etc. Elas serao usadas na descrigao de sistema via mecani

ca newtoniana de duas particulas puntiformes coletivas.

III.3 - DESCRICAO MACROSCOPICA CLASSICA DA INTERACAOQ SOLITON-

SOLITON - POTENCIAL COLETIVO

Vamos observar a colisdo de dois sdlitons supondo seu
referencial suficientemente afastado, de modo gque os gdlitons
poderao ser considerados particulas puntiformes (ou observar so-

mente o centro de massa de cada soliton).Assim, somente o tratamen-
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to Newtoniano é necessario desde que usemos as varidveis coleti-
vas deste sistema. Quando observarmos este ponto material sufici
entemente de perto, veremos que ¢ uma matéria condensada Compos=
ta de N particulas idénticas bosonicas distribuida segundo a den

sidade.

2 .
p(x,t) = ——— sech” Znlx-x45 + =~ . (I11.45)
£ m

Observaremos que esseé solitons sao objetos que possuem uma es-—
trutura de distribuig¢do das particulas no espago-tempo bem defi-
nido. Eles mantém invariantes as suas formas tanto antes como de
pois de colisao. Como consequéncia natural dessa invariancia na
forma, a densidade, a energia cinética, a velocidade, etc. se
mantém também invariantes.

Mostraremos como procurar um potencial coletivo  que
simule exatamente a intera¢ao destes agregados de N particulas.
Vamos procurar este potencial através da colisdo destes dois
corpos e resolvendo o problema inverso, isto €, conhecendo os da
dos assintOticos tal como a energia cinética total apds a coli
sdo, que € igual a energia total do sistema, e deduzir a partir
dai o potencial por inspecionamento. Sera usado o principio da
conservagao da energia total do sistema mecdnico e postulada a
existéncia deste potencial,baseado no efeito de ‘time delay".
Este potencial coletivo dependera apenas da distancia relativa
do centro de massa de cada so6liton, isto &, V = V (|X2—X1|). Re-
solveremos o problema em coordenada relativa, pois € a :descri-
¢do nesta coordenada que permite a obtencio de um potencial efe-
tivo. Obviamente, se a observagao fosse em referencial centro de

massa do sistema de dois sdélitons observariamos efeito puramen-
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mente cinético.

Como estames lidando com objetos denominados sdlitons
{idénticos e com a condigao de que—gi - Eé =7€ ), a energia ci-
nética de cada séliton é'a mesma taﬁ%b antes ;6mo depois da coli
sao. Entao, pelo teorema de trabalho-energia da mecAnica cldas-
sica, podemos conjecturar gue o potencial é uma fungaoc simétri-
ca em x decorrendo do fato da variagdo de energia cinética ser

nulta

(111.46)

e que o potencial é de natureza efetiva.
A enexrgia total do sistema em referencial do centro

de massa de dois sdlitons é dada por:

2
j 1 2 .1 2 _ omvd o P ITT.47
Eom =7z My + g Mpvpm = MV =y ( )

pois vV, = vy e M =M, =M que estd de acordo com a relagdo

de energia do campo (ITI.44), isto &,

2 ' 2 o 2

: 2
q sh’n .2 P ¥ E
- E = 2(;’2’;’2‘ (E - "‘3—)] =2 (m - T T) > (III.48)
’ N2 Z
onde em (III.47) ja foi exaurido o termo ,465; , pois esta cons

tante € a energia interna de cada sdliton (éﬁérgia quimica).
Neste sistema particular de dois sdélitons, podemos ob,

servar que a energia total no referencial de centro de massa

(XCM = (x1+x2)/2) coincide com a energia total no referencial re

lative (x = - i 5
vo | rel X, xl), isto &,

K - % Lol | (111.49)
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M
2

onde W = e v

2v 0 E = E/.
rel » logo. E.qp CM

Para obter o potencial coletivo, primeiramente vamos
supor que os solitons nao interagem em momento algum do seu per-

curso; entao valeria sempre

2p%/my = E_ . (III.50)
rel
Mas, pelo efeito de "time delay", sabemos gque os sOlitons intera
gem no seu percurso; entaoc, de acordo com © NOSSO postulado,
202/my + v(|x,-x.]) = E (II1.51)
271 rel

Agora, escrevamos estas duas equagoes nas formas de integrais,as

sim explicitamos ¢ efeito de "time delay":

x' N t!
1im [ ’IIH'E_ dx = 1im J dt (I11.52)
XT3 Joxt 7 tTow J_g!
€
x! th+AL
. mN .
d = lim . dt
iiﬂn J_Xf 4{E-V) ¥ £ Vrco J,t. . (111.53)
Escrevamos este par de equagoes numa unica equagac. Para isso
basta subtrair (I11.53) de (I1I.52), isto &,
5 dx = - At
r ( ) * (III.54)

Aqui, At (o "time delay" da particula € considerado o mesmo gque
aquele dado pela relagao (IXI.23), "time delay" de campo nao li-

near). Substituindo-o, temos,

2

Jm ydx = b/r- 1n(1 + —7J~ (III.55)
9 1 V/E mN (v, ln) ‘ £ :




2 miyl 2

: 2B
. = e -

Sabemos que & EEZ* v T

cula livre. Entao, E ol = 2E1%¥E

- T 3

de particulas (III.30), N = 4h N,
i me

,onde E é a energia da parti-
e ‘usando a relagao de numero

, na sua fungao logaritimi-

ca e a relagao (III.49) no radicando, temos

J 1 - — 3 dnx
e S T=V7E

Escrevamos, agora,

de polinomial,

1/B obtendo um polinomio de grau infinito em

isto &, vamos expandir em série

2 2
N7e )

E

= In (1T + 7 . (II1.57)

cada membro da equagao (III.57) numa identida-

equagao (III.57) é totalmente equivalente a

o

T (2n+1)11
n=1 (2n)!tE"

Como sabemog da algebra elementar,

1/E2,..., l/En,..., formam bases

J (W™ dmx)

de poténcias de
1/E. Assim, esta
0 2 2
_ X (_T)n+1 %(anf Jn .
n=1
(I1I.58)

as poténcias 1/E,

linearmente independentes, por-

tanto, teremos infinitas equagoes enumeraveis e independentes.
Elas sao as infinitas condigbes sobre as quais o potencial es-
ta submetido, e sdo dadas por
o n
n -1 Zn) ! 2 2.n
| e - ER@mEL 22 (171.59)
—oo (2n=-1)!in
comn = 1, 2, 3,... . Isto mostra que o potencial procurado po-
de ser Unico e suave, pois, tem gue satisfazer a todas essas in-
finitas condigoes. Escrevendo mais convenientemente, temos
T -1 n ,.nx (2n-2)1! ’
(—— V) d(=~ ) = — ‘
J_m nNZEZ 2 (Zn-1) 11
_ . 60)

(IIT.
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Por tentativa e erro podemos determinar uma fungao integrando
f(x) com qualquer limite de integracao de modo que gere o segundo

membro, por exemplo

J S S < EL LT
T (2n-12)11
0 |X| ‘/1-3(2 | {(111.61)

e com mudangas convenientes podemos determinar V(x). Um outro

exemplo seria

1
2 n
J 1 (1-x")7 dx = 2 75T no= 0,12, (111.62)

Fazendo n = n'-1l, temos

J1 (1-x" Jxy - 2a-2)1
o ) -

1-x n'-1)11 (IT1.63)

Com a mudanca de varidvel x = th 6 obteremos uma unica fungao
integrando V(x) que satisfaz a todas essas infinitas condigoes
no intervalo -=°° a +°° dada em (III1.59). O potencial efetivo &,

entao

e S
V(nx) = —nstz/cosh (nx} (T1T.64)

Este é o potencial procurado. Eruma expressao analitica do po-
tencial coletivo, obtida usando informacdes assintoticas. Ele
fol procurado para substituir as interagoes de todas as2N par-
ticulas. Como observamos anteriormente, ele é um potencial simé
trico. E um potencial atrativo devido ac efeito de avango no

tempo.
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Adendos Explanativos:

1) Esta descriégé coletiﬁa deve funcionar corretamente para
porque permite em principio recuperar os solitons do sistema
através de quatro equagoes vinculadas a este sistema, tais
como: numero de particulas N, momentum total P, energia to-
tal E e memoria total do sistema, dada pela relagao (III.23)

do avango no tempo.

2) Especula-se que podemos generalizar este esquema para N-
-sdlitons, isto &, se tivermos treés-solitons teremos gue con-
siderar seis equagOes de conservagao, quatro-solitons, oito

equacgoes ... e agsim por diante.

3) A utilizagao da mecanica classica vem da idéia coletiva
contida no sistema solitdonico que nada mais & que uma mudan-
ga de enfoque, isto €, observar o fenomeno somehte nos aspec-
tos de propriedades macroscOpica e assintdtica via varidveis
coletivas. Assim, o dado utilizado %F‘é mensuravel em condi-
¢ao assintotica. Nesse enfoque nada & perdido, nem criado ar
tificialmente, apenas mudamos a maneira de enfocar - de um
tamanho definido a um ponto material, considerando a regiao

de interacdo de dois sdlitons classicos-como se fosse uma cai

xa preta. Devido a memoria total do sistema, preservado pe-

la quantidade At‘, torna-se possivel descobrir que existe

forga atrativa na interacgdo soliton-soliton. Este tipo de

forga € conhecido na literatura pelo home de potencial
(89)

de Poschl-Teller modificado

Mo
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£) A solugao (III.64) deve ser uUnica porque temos infinitas cons
digoes a serem satisfeitas pela equagdo (III.60) e estamos usan-
do informagaoc global do sistema, tais como energia, "time delay",
etc. Ainda mais,por tratar-se de uma descrigdaoc vinda da media (e
fetiva) e deduzidas usando condigbes assintdticas. Assim a fun-
gdov(x), ndao deve oscilar, portanto, deve ser simétrico . e ndo

oscilante, admitindo s6 um extremo (minimo).

5) E conhecido o método de obtengdoc de potencial =~ na mecanica
classica quando temos um sistema pericdico, em outras palavras,
num sistema periddico podemos resolver o problema inverso (ver,
) - . . . (90)
por exemplco, o livro da mecanica classica de Landau) —'. Para
sistema de espalhamento nao existe ainda nenhum método analitico
gue se destine & obtengdo do potencial, embora em nivel quantico
exista, conhecido pelo nome de método de transformagao de espa-

(21) ¢ tambem o método do pseudopotencial(gz).

lhamento inverso

Portanto, © caminho natural seria primeiro resoclver o
problema inverso guantico de dois corpos coletivos em coordenada
relativa para um dado At e mais a aproximagaoc de fase estaciona
ria, e entao construir a mecanica classica. Surge um problema in
soluvel pois nao sabemos como obter as amplitudes de reflexdo e
de transmissao. Somente sabemos a sua soma, isto €&, S = T+R

obtida do problema de2N-corpos. ASSim como no caso classico, nao

ha método para obter o potencial coletivo.

TI1T.4 - DESCRICAOC MACROSCOPICA QUANTICA DA INTERACAO SGLITON-

-S8LITON - MATRIZ S COLEFIVA

Neste capitulo vamos examinar o efeito do potencial co-
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letivo guanticamente. Vamos deduzir a matriz-S proveniente do es

palhamento dado pelo potencial coletivo conhecido na literatura

(89),

pelo nome de potencial de Poschl-Teller modificado um

caso particular é também conhecido pelo nome de potencial de Barg-

mann (2;)_ Este tipo de potencial foi bem estudado na literatura

e encontra-se resolvido até em livros de mecdanica quantica de

(§g,g§,g§)_ Recentemente tem side estudado sob

(96,97)

textos diddticos
varios aspectos por ser importante na teoria dos sdélitons
Tem aparecido para resolucgdao pelo método de espalhamento inver-
so da equag¢do nao linear tipoK-dv. Foi obtido também pelo método

de Hartree dependente do tempo em teoria de sdliton, funcionan-

(41)

do como potencial médio de muitos corpos . Tem aparecido em

(70)

Sistema dgeral com simetria Z , onde uma das sSuas realigza-

4
goes ¢ o sistema de Calogero, e agora come uma novidade surge
também em teoria de sdélitons no contexto deste trabalho.

Vamos mostrar como se resolve a equagdo ‘de Schrodinger
em coordenada relativa com o potencial atrativo coletivo consi-

derado e deduzir a sua matriz-S.

A equagao de Schrodinger & dada por

[_f,f}iaz Y
@#’axz cosh”nx

16 (x) = E¢(x) ) (III.65)

onde V. = .nstz e M =M.

2

Transformandc as varidaveis em

tanh(nx) »

iaai
]

(IIT.66)

e=- 1} N ’ (IIT.67)

1
.S =5 ( V1 _E7;f -1, (ITI1.68)
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a equacao (ITIX.65) se transforma em

- -
d 2, d¢ & o . _
qTE (1-£7) It {s(s+1) . X 0 (III.69)
Utilizando
B '_ 2 - (III.70)
6(x) = (1-£9Vw(e)  , v = e/2
a equagao (ITT.69) reduz-se a forma
_ 2 deér.m“m_ o émm- o (rrr.71)
(1-7) —— - 2E{2v+1) FI (s-&) (s+e+1)w = O)
dg

a qual é transformada para a forma "standard" da equagac diferen=

cial hipergeométrica,

2__,
u(l-u) é—% + {v-(a+R+1)ul} %% ~ afu =
du ‘

onde as variavels estao relacionadas por

(1-8)/2

u =

a4 = £-5 ¥

B = g+5+1 ;
e

Y = e :

0

; (TII.72)

(ITr.73)

(IXI.74)

(IIT.75)

(I1I.76)

Assim, a solugao da equagao (IIT.65) pode ser expressa completa-

mente pela funglo hipergeométrica. A solucio

dada por

¢ = (1-8)"F(o,B,v; (1-£)/2)

de

onda geral é

{TT1.77)
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Esta solugdao pode ser chamada de dois solitons puntiformes quan-
ticos (na coordenada relativa). Quando |x|~ @, a solugao(III.77)

tem 05 Seguintes comportamentos assintoticos:

-Znux

6 v (DY e X + +@ ; (ITT.78)

b (4" [P(Y)F(u+B-Y) e-2nvx F(Y)F(Y-G~B)Dznvx]

4o “
[Ca)T(B) I (y-a)T (y=B) N
(I11.79)
X + - ' »
onde foi usada a fdérmula de conexdo das fungdes  hipergeométri-
(98)
cas
F(G’B,Y;u) =

I{y)T(y-0-8)
F(y~a) T (y=-B)

Fla,B,a+B-v+1,1-u} +

¢ TP T PO s )

(II1.80)

e I' refere-se a fungao gama. Donde os coeficientes de reflexdo

R e de transmissao T sao dados por

R [ ()P ()L (y-a-B) (T11.81)
T (y-a) 1l (Y-BIT (a+B-7Y)
e
T = T(a)P(B) ] (1I11.82)

F{(y)T(a+B-v)

Por conveniéncia de cdlculo, vamos introduzir uma fungao S defi-
nida por

;Wf(Yea—B)f(é)_”“

§ = o By )T CT-a) ! (I17.83)
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ou equivalentemente

g = I(-e)r(evs+1)
T I (e)r{i-e+s)

. (ITI1.84)

Reescrevendo em termos de parametros macroscdpicos, a funcic S

fica »

I' (i ;_ZEZJP( + A1 - - iy )
g = vﬁ n z z W

h%,2
* (III.85)
. ME 1oy, MV e
r(-i} JT(5 + = \/1 - + 1 »{ )
ﬁznz Z 2 hznz Ez 7

0 conjunto de parametros macroscdpicos {M n V } e microscépico

{”UN é} estao relacionados por

mN

]
=
~

(IX1.86)
mNE2 = 4ﬁ2n P
(rrr.s?)
2 2 Vo
Ne¢” = - —= Y]
n (I11.88)
entao a fungao S escrita em termos de pardmetros macroscopicos

pode também ser escrita em termos de pardmetros. microscdpicos.Es-
crevamo-la por conveniéncia futura. Para isto devemos efetuar as

seguintes transformagoes nos argumentos da fungad gama:

2
_gﬁz = lﬁﬁnﬁ (1711.89)
n ﬁ mNe )
© MV
2
—gﬁg = - 4N ‘ (III.90)

3

Assim, a fungao S escrita em pardmetros microscoOpicos fica
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IV —ﬁ—z)r(u 5 ¥V T+16N iV —— )

g mNe mNe o (TI1.91)
\/ 2
T(~:41 ﬁ )F(7 1T x16N +.4i\/}1 )
mNe mNE
Agoréméalculeﬁos uma fungao ou matriz S coletiva, oriunda de
S.o1 = T*R; usamos as relagbes (IIT.74), (ITI.75) e (III.76),en-
tdao T e R ficam
T . L(e-S)T (e+s+1) (I11.92)
: T T(e+1)T (e}
[
' _ T(e-s)T(e+s+1)I'(-€} '
R o= I (s+1)T(-s)T () 3 (II1.93)
Logo SCOl fica
g _ F(E-SJT(E+5+1) F( s)F(€)+F(s r(- s) §
col ~ I'(e) T(s+T)T (-s) (I11.94)
onde usamos varias vezes a identidade (99) (I11.95) e as formu-
las trigonométricas (III.96):
r{z)r{l-z) = g;%;g ’ (I1II1.95)
] - (II1.96)
sinA+sinB = 2 Eiﬂéﬁiﬁl cos(fjﬂ) .

Relembrando as relagoes (III.67) e (III1.68), e por conveniéncia,

usando as relagOes trigonométricas

'n' .
sin 5 (s+e) = -COS » (s+e+1) ) (IIT.97)

ol 3

m
sin (s-e) = - cosS o (s-e+1) y (II1.98)

ool =3

temos finalmente



cosw(% " 711— Vieton? - 21\ —ﬁ%) ‘
s - s mNe (II1.99)
col o »
27
cost(t « 1Vir16N? 4 21V B2E,
F ' 7
mNe
ow
- 1’(41\:’/_13%)1‘(% + V16N - 4i 'h—EZI-)cosw(% s TV 16N - 2d @)
S 1 = IHNE ]ﬂNE mNE
co

v RPE 1 1 g (A V oy S -
I'(-4i\/~ T G+ Y1+16N” + 41 JeosT (= + T+16N™ + 21 )
A - i

Esta & a matriz S coletiva calculada quando temos um espalhamen-

to dado pela presenga do potencial envelope sOliton—-envelope éé—

liton (III.64). Usamos parametros de origem microscopico neste

calculo da matriz S coletiva porque iremos compara-la com a ma-

triz S de origem totalmente microscopica. Nao esquegamos que ela

foi deduzida com efeito totalmente microscdpico. Seguindo o 1li-
(89)

vro de Flugger , "Practical Quantum Mechanics", encontrare-

mos obviamente o mesmo resultado (III.100).



capfTuro 1V

COMPARACDOES E DISCUSSOES

IV.1 - VERIFICACRD DA CONSISTENCIA DAS QUATRO  DESCRICOES  VIA

"TIME DELAY"

Vamos verificar a consisténcia do esquema semi-feno-
menolégico de quantizagao.Assim, a matriz $ do sistema macrosco-
pico deve produzir o mesmo "time delay" gque a:do sistema microsco-
pico, pelo menos em alguma ordem 1. Isto porgue estamos eXaminan

. N
do o mesmo sistema em versoes distintas. Ademais, a expressao
"time delay" funciona como uma memdria total do sistema, conser
vando 0s parametros que o caracterizam em todas as interacgoes
ocorridas.

Primeiramente vamos deduzir a relagao de "time delay"

e "phase shift", qual geja

At =ﬁ%§ (ZSEﬂ

(Iv.1)
Consideremos a equagaoc de Schrodinger
2 .2
ooy Eﬁ d B
1&; ﬁ‘ + T A lp + le = 0 & (IV,Z)

oxX

A solugdao formal desta equagao (IV.2) &

Pix,t) = UCE,tg)b(tg,x)

(Iv.3)
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e a matriz S é definida segundo

S = 1im 1%m u(t,tO)

troo t0'+-—00 (1v.4)

Para tO + ~® podemos expressar WCtO,x) Como um pacote livre,
. . 1Et 'EX

Wlty,x) = J A(E) e dE . (IV.5)

. ~ . - . -, 4 .
Quando a aproxlimagao de fase estacilonaria e valida, temos um pa-

cote caminhante de acordo com a relagao

1 = _ (IV.6)

ou

35 1n ACE) . (1v.7)

i'-"}:"\—
@

Agora a equacao (IV.5) representa para L+ ®um pacote corres-

pondente a uma particula livre,

(1v.8)

~ 1n A(E
p n ACE) . (Iv.9)

oo
T

Substituindo a equacao (IV.5) na definigao (IV.3), e tomando o

limite assintético, temos

1Et ;E"

w(t,x) = ( A(E) Sy e

) 1 Bt ipx
216 _1—,—+—Pﬁ-
= I A(E) e E o h dE (Iv.10)

-*

Usando a aproximacao de fase estaciondria, temos um pacote para
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t » ® cuja trajetdria € dada por

6[§ In A(E) + ZﬁﬁE - Et + px] =0 - (Iv.11)
ou

=gt by f (Iv.12

X = 35 t - % 35 (ZSE] "1 In A(E) . | )

Comparando as equagoes (IV.7) e (IV.12), isto &, a passagem de
Ly ™ -® para t = +o  concluimos que existe um retardamento no

movimento do pacote, dado por

At E_L_'t —_—

9
= (BE) = (285)
p
ou (Iv.13)
3

Para o caso simetrizado, o pacote inicial tdv - toma a forma

iEt . ipx  iBt  ipx
CECELER

1
= , (IVv.14)

a) > Consisténcia entre a Descrigfo da Teoria Cldssi-

ca e a da Teoria de 2N Corpos

Vejamos agora, para conferir, gque a matriz S obtida
pela técnica de fatoragdo reproduz o avango no tempo (III.23),

obtido pelo espalhamento de dois sdlitons classicos,

2

= - 1n (1« L),
at aken n gz) (III.23)

A matriz S € dada pela expressao (II1.129):
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ja-N 2 ija-.2
5 = faaN jE1 Ta73” (11.129)
Ccom B
a - 2 h*E
mNe

dimensionado. Para o caso em gue N>> 1, temos:

N-i- c a2
s= (-1 1 GEDT.
.=1 ]
J (IV.15)
0 calculo da fase fica
1 : N-1 | .
26, == 1n S = = {In(-1) + ¥ 2[In(ia-j)-1n(ia+jd1},
E 1 i =1
logo
N- 1 .
] Ja 2
(28) = -2 =% 1 “g—lg
oF L j21 3%4a (TV.16)
com
da _ h? (Iv.17)
3E ~ [ ’

mNe E

Consideramos o problema na seguinte situagao:

mN = M = constante ,
2
N+»owo, m>0 e e+ 0 tal que 1 << N << a’ ;

entao (IV.16) fica

1 N-1 . |
1- /N
P = % )
E j%ra N j§1 G/« (a/m? (Iv.18)

1

e fazendo

1/N dx e 3J/N = x,



fica

j 1 xdx 1 1 +(%)2
z —2_‘]_2‘ E[ AR 1n(—~—W) =
j=1 j +a 0 x™ + () (3
-aln (0« (hE
Portanto
9 . da N, 2 .
Yz (ZGE) g -2 TE In(i + E) ) . (1v.19)

Substituindo (IV.14), (IV.32), o numero de particulas (IIT.30),
e a energia cinética total do sistema (TI11.32), obtemos o "time

delay" idéntico ao obtido na colisdo soliton-séliton cldssico, is

to e,
326,
E m M2
¢ h s o B 1na . (%)
) 4n€£ £ (111.23)
Assim, acabamos de mostrar a consisténcia entre a descrigao . da

teoria cldssica e a da teoria de 2N corpos para 0(1/N).
Podemos também verificar (III.23) através da expres-—

sao (IT.141)

g _ ia-N (T(N-ia)T(ia)
2N ~ Ta+N

2
Fl-ia)r (Neia)’

(11.141)

Entao,

At In &

ZN

E =y
IQJ

wy!

3

- K{_Z__? + 4[Rey(ia) + Reyp(N-ia)]} 28

2

- 4 h ZN . 1 2

- - 4R Sia) - — b _
. [Nz+a2 + 4Re{ln(N-ia) Z(N-la)'*O(N i)



. 1 1.2
~- 1n(ia) + ATl + 0(—]3) 1

af® 1 NZ 1 .2
- - 2otma + Ny - og )
mcl aN az N-1a

=~ 0 a1« (HP
4ﬁn§ 2

que coincide com (IXII.23) a menos de ordens superiores

L

a

b) Consisténcia entre a Descrigdo
ca & a de Dois Corpos Coletivos
Vejamos agora para conferir, que o
descrigao de dois corpos coletivos quanticos
delay" da teoria classica de campo ndo linear.
a matriz-S8 do sistema coletivo (III.100),

T D Visiens - 2ia)

g . L(zia) Tz + %
- 1{-21a)
P("’:]Z N 17\/1+16N2 + 2ia)

com a dada em (IV.14) e

CoSﬁ(l + -
4 4

da

reproduz o©

, S o e
v/ 16N - ia)/cosn(y + %\/1+16N2 + ia)

- oh %

(Tv.20)

1

N + ia
Teoria Cldéssi
"time delay" da

" ime

Para isto usemos

12
—_

ir (%+%V 1+16N = 2ia)

entao temos que
g 1 a1, I'(Zia) 't (-2ia)
g (G 108) = 2 55511 w57y ¢ T (=23ia)

r'(% + L Visien® + ziay
Vieten? +« zia)

7

L

Vi

- 2 By ia)ep(-zia) - v + £ VieteN
oF Z " 2

1

r(%gf? 1+16N° - 2ia)

(IV.21)

- 2ia)-y (%+ll/1+16N2+2ia) .

p2
(Iv.22)
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Usando a condigao de que 1 << N? c¢ a’, temos:

2 55 {1n@ia)+1n(2ia)~[1n2 (N-ia)+1n2 (N+ia) 1}(IV.23)

LY
b=
i_\ i
m !
95]
p—
it

a qual reproduz (IV.19),

e - - 23% 9501 + (Y .
PE - eE T f_ a (1v.19)

Portanto, verificamos que o esquema montado para diversas des-
crigoes esta em forma auto-consistente desde que tenhamos a con-

digao de fase estacionaria. Assim,

At da teoria classica de campo nao linear & consistente com o
do sistema de 2ZN corpos

At da teoria classica de campo ndo linear € consistente com o
da mecanica cldassica por construgao

At da teoria classica de campo nao linear é consistente com a
da mec@nica quintica de dois corpos coletivos.

At da teoria de 2N corpos é consistente com a de dois corpos co
letivos.

At  da teoria de dois corpos coletivos cldssicos € consistente
com o0 da teoria quantica por "extensao tedrica".

Aﬂ da teoria de dois corpos coletivos classicos é também consis

- tente com o da de 2N corpos quanticos:

1V.2 - COMPARACAO DA AMPLITUDE S COLETIVA A AMPLITUDE S DE 2N

CORPOS

Mostramos que o procedimento macroscopico de obter' -a
amplitude S coletiva é correto, pois podemos comparda-la a ampli
tude S exata de 2N corpos. Mostremos gque a S coletiva coincide

para valores de N e a muito grandes.



Entao, escrevamos a expressao S coletiva (TTT.100)

da seguinte forma:
S _ T{Zia)I'(Zx-2ia)cosn(A-~1a)
col r{21a)T(2x+21a)cosw(r+1ia) ;

(ITT.100)

onde fizemos

. ,,i__ ._“_1,,, . U ,1 _'
A o= I + E V 1+16N = N +.I + q (IV.24)

com
1 y
- 0(L)

V 1+416N* + 4N

Para compararmos a expressao (III.100)

oo)
usaremos as formulas _—

0
1

N
1
=

com a (IT.14)

[ (z+a) = 20T (z)[1 + Ei%%ll " 0(;%)] (1TV.25)
. 1
, 1 i T -

r(2z) = 2 rz)riz + ., (Iv.26)

2T

de modo que (TIT.100) pode ser reescrito na forma

rlia)p(ia + 2)r (A-ia)r(a-ia+z) cosw(A-ia)

S = .
0l " r(ia)l(-ia+ P (A+ia) (h+ia +5) cost(Aria) (.2
2 iay /21 - L 1+2q
. (L(ia)T(N-ia) , (La) /201 - gtz + 0(5) 1 (N-1a)
[(~1a)T(N+1a) (- 1a)1/2[ . E%E”*O(Ia) iy 1A
@-+QJ( ——+q) P
[1 + Z(N la) + O(N-ia) ] COSH(Afia) (IV 28)
3 1,4 , cosm(h+ia) ' :
‘ (E"'Q)(— E“*- q) 1 2
1+ ——zmray— * G !

ou



o 1.2 3 1 : 1 2
S . - g ) [1 8“"“_13 + O(EE‘) ][1 - -3—2— _—_'_‘N—-la + O(h*—r—ﬂ—N_la) ]
0 M. . . ,
- 2N [+ o v 0D -2 1ol 2
81a ia 52 Namsia Nwia
' | (IV.29)
COm
iig ;ig SCol = SZN . (Iv.30)
Podemos concluir que, para
. _,éﬁﬂ . _
N = iﬁzﬂ >> 1
me 2 .
€ | N <= 1 << N < a’ 3 (IV.31)
HEZ- >> g
ne

o esquema semi-fenomenoldgico de quantizacdo fornece resultados

corretos.

IV.3 - REOBTENCAO DA ENERGIA DE LIGAGAQ DOS 2N CORPOS VIA QUANTIL
ZACAO SEMI-FENOMENOLOGICA
As andlises das matrizes S.o1 € Son nac fornecem ne-
nhuma informagdo nova, apesar de estarmos lidando ao nivel quan
tico, pois todas estas informagoes jad foram observadas nas ané~
lises da memdria total do sistema dada pelo "time delay" At
Para verificar o ganho de informagdo de origem quanti
co devemos procurar pcolos dos estados ligados dados por Scol

(ITI.100). Estes polos de estados ligados vem dos zeros positi-

vos de cosT(A+la) , isto é,
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~iagm = (A - & - %)W > 2z 0 ,fipiéérg- (Iv.32)
No estado fundamental, 2-= 0, temos a seguinte energia:
_ 4
: 1.2 mNe

E = XA- 3)

2 ak?
3

vomeW o

4h

a gqual pode ser comparada com o valor exato:
E _ m€4N3
ZN 4£2 (1v.34)

IV.4 - CONCLUSOES E NOVAS PERSPECTIVAS

1) O esquema de guantizagdo semi-fenomenoldgico reproduz o efei-

to quantico previsto a nivel de estrutura, fornecendo a energia
. , L2

de ligagdo correta dos 2N bdsons nos limites de T << N << a”. Este

fato e a matriz = (IT1.100) mostram que o esquema de gquantiza

ol
¢ao semi-fenomenoldgico reproduz com certa fidelidade o sistema
exato de 2N-bdsons. Neste esqguema surge um problema devido aoc
tratamento unidimensional (cinematica de séliton puntiforme) da
do ao sigtema com grau de liberdade infinita. Assim, via matriz
Scol’ consegue-se obter polos de muitos estados ligados, em con-
trapartida da exata, gue tem apenas um estado ligado. Estes po-
los adicionais sao os resultados fantasmas oriundos do processo

coletivo (soliton puntiforme). Fles aparecem essencialmente na

regido da energia na qual os efeitos quanticos observaveis atra-
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vés da amplitude de espalhamento sao importantes.

2) Seria interessante estudar as restrigoes na energia para ha-
ver colisdo de dois corpos quaisquer. Para o casSo de séliton-so-

2 R . ]
. Esta condigao e reobti

liton obtivemos a condigaéd 1_'~-<<1\T2 < a
da com a requantizagao do sistema considerado. Assim, o esquema
proposto funciona somente para altas energias, ou setor solugao
sélitons. Uma maneira de obter um potencial efetivo seria atra-

vés de colisdo dos agregados de 2N-corpos, N = 1,2,..., , dire

tamente e obter os limites de validade deste processo.

3) Nao continuamos o estudo de 2N particulas multicoloridas,
1j . . .

P J # 1 por envolver calculos tediosos. Fica em aberto o estu-

do dessa equacao NLS multi-componentes. Fica, também em aberto o

significado fisico dos estados fantasmas.
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