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RESUMO

O proposito deste trabalho &€ o estudo da funcao dielétri
ca dinamica de liquidos dipolares classicos, generalizando a teo -
ria de Kirkwood para campos externos dependentes da frequencia.

Mostra-se que a correcao de Kirkwood, relacionada com in
teracOes de curto alcance, tem dois efeitos dinamicos basicos: le-
va a uma forca viscosa e a uma forcga orientaciona}, que decaem com
a frequencia.

A forca viscosa total tem tres diferentes origens: a de-
vida a interacdo de curto alcance, a fricgao dipolar devida 3 inte
racao dipolo-dipolo de longo alcance e a viscosidade Browniana que
& tratada com muito mais detalhes do que em artigos anteriores, de
acordo com os trabalhos de E.P. Gross e R.A. Sack para dipolos in-
dividuais imersos em fluidos densos.

Finalmente a teoria € comparada com resultados experimen
tais de diferentes liquidos polares em diversas temperaturas. A te
oria reproduz ¢ comportamento qualitativo dos graficos Cole-Cole e cur
vas de absorcao. Com uma escolha adequada dos parametros fisico -
_quimicos ajustaveis € possivel uma reproducdo bastante proxima das

curvas experimentails em consideracao.



SUMMARY

The purpose of the work is the study of the dynamical
dielectric function of classical dipolar liquids, generalizing the
Kirkwood theory for frequency dependent external fields.

It is shown that the Kirkwood correction, related to
short range interactions, has two basic dynamical effects: it leads
to a viscous force and to an orienting force which decay with
frequency.

The total viscous force has three different origins: one
due to the short range interaction, the dipolar friction due to
the dipole-dipole long range interaction and the Brownian viscosity
which is treated with much more detail than in previous works, in
accordance with the classical works of E.P. Gross and R.A. Sack
for individual dipoles immersed in dense fluids.

Finally, the theory is compared with experimental data
for different polar liquids at different temperatures. The theory
reproduces the qualitative features of Cole-Cole plots and absorption
curves. With a choice of the physical-chemical ajustable parameters
of the theory for the best fitting, it is possible to reproduce

very closely the experimental data under consideration.
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capITULO 1

INTRODUGAD

Desde meados do século passado, vém sendo desenvolvidos
estudos sobre as propriedades elétricas de substancias dielétri -
cas. Clausius e Mossotti estabeleceram uma expressao tedrica sig-
nificativa sobre esse assunto, relacionando quantidades macrosco-
picas com propriedades moleculares dessas subst8ncias. Distinguin
do os campos que atuam sobre uma molécula num meio, isto &€, o cam
po aplicado (macroscopico) e o campo molecular (criado pela pola-
rizac3o das moléculas vizinhas sobre a molécula em observagao) ,
eles usaram o campo deduzido por Lorentz como campe local e chega
ram & conhecida expressao que relaciona a constante dielétrica es
titica com a polarizabilidade molecular de substancias nao-pola -

resti’g).

Grande avanc¢o nessa area foi dado por Debye(gl com o©
desenvolvimento de uma teoria para moléculas polares que funciona
quantitativamente bem para gases. Na sua aplicacac a liquidos e
s61idos, onde & necessdrio levar em conta a interacgdo da molécula
com sua vizinhanca, foi utilizada a expressac do campo local ' de
Lorentz, 33 usada na teoria de Clausius e Mossotti. Esta teoria,
porém, aplicada a substdncias polares, demonstra a existéncia de
transicao ferro-elétrica para a agua,que fol contestada posteriox

mente por Onsager(é). Este, considerando as suposigoes baslcas de



Debye, isto &, moléculas esféricas e inexisténcia de forgas de cur
to alcance, mostrou que o campo local usado nas teorias anteriores
nao se aplicava a moléculas polares, pois sd o campo de . cavidade
contribui para o torque sobre a mol&cula polar, Jj& que o campo de
reagao & paralelo a seu momento de dipolo. Onsager chegou a equa-
¢Oes para gases e liquidos polares diluidos em meio nao-polar, dJue
recaem na de Clausius e Mossotti quando sdo consideradas moléculas
nao-polares. Aplicado a adgua, seu modelo ndo prevé transicao ferro-
elétrica, mas o valor obtido para sua constante dielétrica estati-
ca estd muito agquém do. valor medido.

Uma extensao da teoria de Onsager foi feita por Kirk-
wood(i) que, em vez de considerar como um continuo a regiao exteri
or a molécula polar, como feito por Onsager, considerou esta regi-
30, exterior, nao sd a molécula, mas também a camada de seus vizi-
nhos, levando em conta,assim, a correlagao entre as orientagoes dos
dipolos das moléculas, isto &, as interagoes de curto alcance. Com
esse modelo Kirkwood conseguiu um valor bastante proximo do experi
mental para a constante dielétrica estatica da agua.

Baseados nas teorias de Onsager e Kirkwood surgiram vari
os trabalhos sobre relaxagao diel&trica, através do estudo da res-
posta dielétrica de um sistema polar submetido a um campo elétrico
externo dependente do tempo.

Tém sido muito lentos os progressos feitos nessa area no
sentido de se conseguir estabelecer modelos mais realisticos sobre
o comportamento de sistemas polares. A inclusao dos efeitos inerci
ais(é'ﬁ), nao considerados por Debye, permitiu determinar coefici-

entes de absorcao e dispers@o, dependentes da frequéncia do campo

aplicado, com valores bem mais proximos dos obtidos experimental -



mente, apesar desses calculos terem sido executados para sistemas
constituidos de dipolos rigidos nao interagentes.

A relagac entre os comportamentos macroscopico e molecu-

(7) (8)

lar da relaxacgao dielétrica foi -investigado por Glarum —'e Cole =

para dipolos polariziveis, usando o teorema de flutuagao-dissipa-

(9)

cao =’ . A interpretagao dada por eles para a fungao decaimento da

polarizagao induzida por um campo externo, foi questiocnada por Fa

(10)

tuzzo e Mason — que consideram a polarizagao, nao numa esfera s&

lida qgue inclui a molécula em estudoc, come foi feito por Glarum ,
mas numa esfera da qual & retirada a parte esférica menor que con
tém a molécula. Apesar do trabalho desses autores se restringir a

dipolos nao polarizaveis (foi estendido para dipolos polarizaveis

(11,12)

posteriormente }y ,hd um consenso de que seus resultados sao

mais apropriados dos que os de Glarum.

Excitagoes coletivas de sistemas de dipolos . elétricos

(13-15)

permanentes foram também investigados por Lobo et al. par

tir da extensac da teoria de Onsager-Kirkwood, para respostas de-
pendentes do tempo, envolvendo campos de cavidade. Foi mostrado

que para um campo de cavidade estatico, igual ao proposto por Gla

(13)

rum, existe movimento ceoletivo '—', enquanto gue, se. 0o campo de
cavidade depender da frequéencia, como o desenvolvido por Fatuzzo

e Mason, e for a unica forga a orientar os dipolos que giram 1li-

- - . e . (14)
vremente, nao & possivel existir esse movimento '—.

(15)

No terceiro artigo dessa série, Lobo et al. estudam

a resposta dielétrica dindmica de sistemas condensados de molé&cu-
- . . . (16)
las polares atraves do desenvolvimento feito por Nee e Zwanzlig—

da teoria de Onsager, mas generalizando-a para altas frequéncias.

Incluindo efeitos inerciais e levando em conta interagbes de cur-—



to alcance somente de uma maneira estatistica, eles mostram que os
efeitos de fricgao dielétrica (agao retardada do campo de reagao),
introduzida por Nee e Zwanzig, contribuem para © torque viscoso a
frequencias finitas permitindo novamente a existéncia de oscilago-
es coletivas a altas frequéncias.

A comparagao dos resultados obtidos através dos modelos
tedricos & enormemente dificultada pela escassez de medidas experi
mentais para frequencias finitas. Lobo et al. aplicaram seu modelo
a algumas substancias usando um Unico parametro livre, dque & a re-
lacdo entre o tempo de relaxacao microscdpico a baixas frequéncias
e o tempo de decaimento da funcgao correlagao do torgue do dipolo .
Apesar de nac haver sido feita nenhuma tentativa de ajustar esse

(iz), uma concordan

parametro, eles conseguiram, para o clorofdormio
cia considerada razoavel, numa faixa de frequéncia intermediaria ,
tanto na relagao entre as partes real e imaginaria da constante di
elétrica (grafico Cole-Cole), como na curva de absorgao.

(18) -

O objetivo do presente trabalho é generalizar este ar

tigo(lé), para determinar a constante diel@trica dependente da fre
quéncia, numa faixa de valores finitos, explicitando o termo  que
representa as interacces de curto alcance (fator de Kirkwood), as
quais sao descritas como potenciais harmonicos dependentes do angu
lo formado pelas orientacoes dos momentos de dipolo das molécﬁlas.
A fungao correlacao é dada em termos da viscosidade dinamica total
sobre o dipolo e & composta por tres tipos de viscosidadé: a Brow-
niana, que foi melhorada significativamente em relagao aos traba -
lhos anteriores, devida as colisoces térmicas da molécula com suas
vizinhas, a dielétrica, introduzida por Nee e Zwanzig, e a proveni

ente das interagdes de curto alcance, que serad aqui deduzida.



No Capitulo 2 € apresentado um resumo sobre campos lo -
cais com uma breve exposicao sobre as teorias macroscdOpica e mi -
croscopica de substancias polares.

As propriedades dinamicas de dielétricos sao detalhadas
no Capitulo 3, com a apresentagao das equagoes de Debye e do com—
portamento da func¢ao dielétrica.

O Capitulo 4 é dedicado & obtengao das médias dinamicas
do sistema dipolar, para a determinag¢ao da resposta dielétrica, a
traves das equagoes de Langevin e Fokker-Planck, em sistemas bi e
tri-dimensionails.

A comparagao com resultados experimentais &€ feita no Ca

pitulo 5.

O Capitulo 6 traz uma analise dos principais resultados

deste trabalho.



CAPITULO 2

CaMPOS LOCAIS

Este capitulo sera dedicado a uma breve revisao das teo

rias existentes sobre as propriedades moleculares de substancias
. = (19, 20) - .

dielétricas '‘——'==’, Representando as moleculas como sistemas cons

tituidos de cargas elétricas, pode-se estudar essas propriedades

atravées da atuacdo dos varios tipos de campos elétricos sdbre aque-

las substancias.

2.1 - TEORIA MACROSCOPICA — CAMPOS ESTATICOS E CAMPOS DEPENDENTES
DO TEMPO

Uma das melhores maneiras para se compreender as propri
edades moleculares de substincias dielétricas € verificar seu com
portamento sob a influéncia’de um campo externo. A resposta a es-
te campo & ucualmente descrita por uma quantidade denominada cons
tante dielétrica (ou permissividade eléetrica), que, para a maior
parte dos materiails, néo depende do campo elétrico externo. Mas
gquando o campo elétrico depende do tempo, a constante dielétrica
passa a depender da frequéncia deste campao.

Schb um ponto de vista macroscopico as cargas nao podem
se mover livremente num dielétrico como num condutor, sendo,no en

tanto, deslocadas elasticamente. A atuag¢dao de um campo eletrico



externo provoca este deslocamento, polarizando o material. Esta
polarizagao ,porém, nao depende somente da intensidade do campo
nas, também, das propriedades moleculares do sistema.

Tipos diferentes de polarizagao podem ser induzidos pe-
la atuagao de um campo elétrico externo sobre um dielétrico.

Quando as cargas positivas e negativas de uma molécula
sofrem um deslocamento elastico, provocam um deslocamento transla
cional, dando origem & chamada polarizacio de deslocamento (pola-
rizagao atomica ou eletrénica).

Um efeito rotacional que sO ocorre em moléculas com di-
polos permanentes {(moléculas polares), faz com que o eixo dos di-
polos tendam a se orientar na direcao do campo. Esta polarizacao
& chamada orientacional ou dipolar.

Num enfoque macroscopico um sistema dielétrico é comple
tamente descrito pela relagao entre a polarizagao e o campo elé -
trico macroscopico. Se o material é isotroplco a polarizacgdo tem
a mesma diregdo do campo eletrico. Nesse caso nao sao levadas en
conta as simetrias do cristal.

No caso estatico a polarizagao criada pelo campo elétri
co esta em equilibrio com ele, o que nao acontece quando o campo
varia com o tempo.

Quando as mudangas na intensidade do campo elétrico de-
pendente do tempo, E(t), séo lentas em relagao aos tempos caracte
risticos dos movimentos das particulas microscOpicas do sistema,
(tempo necessario para a polarizagao atingir um certo valor), ha
tempo suficiente para que a polarizacgao P(t) entre em equilibrio
com o campo a cada instante. Este caso € chamado quase-estatico e
obedece as relacées da eletrostatica, no sentido de que as cons -

tantes caracteristicas do material, tais como a suscetibilidade
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eletrica X e a constante dielétrica & , continuam a independer
do tempo, pols a dependéncia com o tempo sé acontece para cCampos
intensos.

Assim, continua valida a equacgdo

£

0 dnX + 1 (2.1)

que permite relacionar a polarizacao com a constante dielétrica,
fornecendo a ligagao entre a teoria macroscopica e a teoria atémi

ca, ja que a polarizacdo pode ser definida como o momento do dipo

lo M da molécula por unidade de volume. Como B(t) = XE(t) , vem
que
> M
-3
(60—1)E = 4mP = 47 5 (2.2)

Se as variagbes na intensidade do campo elétrico tém fre
quéncias comparaveis ou maiores do que a dos movimentos das parti
culas, o valor da polarizagéo sera amortecido por essas mudancas,
pois o0 movimento néo sera bastante rapido para que ela atinja o
equilibrio com o campo. A polarizagao P e o deslocamento elétrico
) passaréo, entao, a ser descritos em fungéo da frequéncia, assim
como, também, as constantes caracteristicas do material.

A maneira mais conveniente de se tratar as proprieda-

des dinamicas € considerando um campo elétrico harmonico

-+ >
E(t) = EO coswt (2.3)

onde EO independe do tempo e w/2m e a frequéncia em ciclos por se

- - - -
gundo (Hz). O deslocamento eletrico D(t) tambem precisa ser perio



N o~ . +
dico no tempo mas nao necessariamente em fase com E. Se o desloca

mento de fase € ¢ entado

> - >

D(t) = Dy cos (wt-¢) = D, coswt + D, senwt (2.4)
onde
> - - > 5 5
D1 = Dy cosd e D2 = D0 gend (2.5)
- . > - > >

Em geral D0 e proporciconal a Ey mas a relagao DO/E0 de-
pende da frequéncia. Assim sao introduzidas duas quantidades

£'(w) e €" (w) atraves de

51 = e‘(w)EO e 52 = E"(W)EO (2.6)
No caso estatico a frequéncia € nula, reduzindo-se a
equagao (2.4) a
D(t) = D, = €' (0)E, (2.7)
onde €' (0) = €yr Qque & igual & constante dielétrica no caso esta

tico. Dal porque se pode considerar €' (w) como a general izacao
da constante dielétrica para campos variando periodicamente.

A quantidade e" (w) € a medida da amplitude da componen
te de B(t) com uma diferenca de fase 7/2 em relagdo a E(t), que
estia associada a perda de energia no dielétrico. Por essa razao
£" (w) & chamada de fator de perda.

A baixas frequéncias a parte real da constante dielétri
ca, £'{w), é igual & constante dielétrica estatica e o fator de

perda, €"(w), € zero. A medida que a fregquéncia cresce, £!' (w) de-
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cresce suavemente no principio, mas a frequéncia mais altas (in -
fravermelho, luz visivel e ultra-violeta), a curva é modulada por
picos até a estabilizacdoc num valor e(«), caracteristico do mate-
rial. O fator de perda €" (w) apresenta picos nas vizinhangas das

frequencias onde e'(w) muda {(Fig. 2.1).

£
O
A
2
0§ -
log w
-2
FIGURA 2.1 - Partes real e imaginaria da constante dielétri-

ca de um composto polar.

Curvas como as descritas acima séo, em geral, apresenta
das por compostos polares no estado condensado. Uma explicagao pa
ra este comportamento se deve a existéncia dos trés tipos de pola
rizagao elétrica citados anteriormente: orientacional (ou dipo -
lar), atomica e eletrénica. Cada uma delas corresponde acs movi -
mentos de diferentes espécies de particulas microscopicas (molécu
las ou ions, atomos e elétrons, respectivamente), com diferentes
tempos caracteristicos.

Por isso €& esperado gque, com o crescimento da fregquén-
cia, efeitos de nio equilibrio aparecam nas diferentes partes da

polarizagdo. Primeiramente o movimento das moléculas e ions € amor
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tecido pelas variagdes do campo, depois os atomos ndo sdo capa-
zes de seguir o campo, e, finalmente, para muito altas frequenci-
as, o campo muda tao rapido que nem os eletrons conseguem acompa-
nha-1lo.

O comportamento do espectro eletromagnético na regido
otica & bem conhecido pelas medidas do indice de refracao e do
coeficiente de absorgao, atraves das quais se pode calcular a par
te real da constante dielétrica e o fator de perda.

Uma visdo mais detalhada das propriedades dinamicas de

um dielétrico sera dada no proximo capiltulo.

2.2 - TEORIA MICROSCOPICA

Até agora s foram considerados os aspectos macroscopi-
cos de dielétricos polarizados. Para um tratamento  microscopico
do material, relacionando parametros macroscOpicos, como a susce-
tibilidade elétrica e a constante dielétrica, e as suas proprie-
dades moleculares, & preciso distinguir entre os campos que atuam
sobre as moléculas num meio e o campo aplicado (macroscopico).

Sabe-se que a suscetibilidade X & definida como P =
= X onde E & o campo macroscdpico. Em meios rarefeitos ha pou-
ca diferenca entre o campo macroscOpico e 08 que atuam sobre a mo
lécula, ja que as disténcias moleculares sdo muito grandes. Mas
em meios densos a polarizagao das moléculas vizinhas cria um cam-
po sobre uma dada molécula diferente do campo macroscopico.

Num dielétrico existem dois tipos fundamentalmente dife
rentes de forgas de interagao: de curto e longo alcance. Sao con-

sideradas de curto alcance, pois sao levadas em conta as intera-
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entre vizinhos mais proximos, as forgas provenientes das ligacgdes
quimicas, as de atragéo de Van der Waals, as de repulsao, etc.,en
quanto que as interacbes dipolares sdo ditas de longo alcance quan
do comparadas com aquelas.

Um dieletrico polarizado pode ser considerado como cons
tituido de pequenas regiées, cada uma com um momento de dipolo
sendo que a soma vetorial desses dipolos da o momento total do cor
po. Como, pela teoria macroscOpica, a energia por unidade de volu-
me depende da forma do corpo, a interagao entre dipolos tem gue
ser levada em conta, mesmo a distancias macroscopicas. Devido ao
longo alcance das forcgas dipolares, e muito dificil calcular a in
teragéo entre um dipolo particular e todos os outros do meio. Uma
boa aproximacgao & considerar um dipolo rodeado por uma esfera de
raio a (macroscOpical, contendo um numero discreto de particulas,
além da qual o meio é considerado continuo, com as mesmas proprie
dades macroscopicas do dieletrico. Também dentro da esfera as pro
priedades devem ser as mesmas. Para isso ela deve conter um nume-
ro suficiente de moléculas para que as flutuagdes sejam peguenas.

Esse foi o tratamento introduzido por Kirkwood(i) ao es
tender a teoria de Onsager para moléeculas polares, levando em con
ta as forcas de curto alcance.

0 campo eletrico ?, responsavel pela polarizacao de uma
molécula do dielétrico, e chamado campo molecular,é produzido por
todas as fontes externas e por todas as moleculas polarizadas no
dielétrico exceto a molecula em consideragéo.

Para se determinar o campo molecular ﬁ, segundo o méto-
do de Lorentz; usa-se o0 seguinte modelo: de um corpo macroscopico
seleciona-se uma regiao esférica microscdpica, cujo raio e sufici

entemente grande para ter as mesmas propriedades macroscopicas do
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corpe. Dentro da esfera a interacac entre os dipolos pode ser cal
culada de maneira exata, mas a interacéo com © reste do corpo tem
que ser calculada considerando o meio continuo a partir do raio
da esfera.

A intensidade real do campo que atua sobre a  molécula

colocada no centro da esfera pode ser representada por
F=% . + B, (2.8)

- - . - -~ pu
onde Ee & o campo produzido pelas fontes externas a regiao esfe

xt

rica e E, o criado pelas particulas dentro dela.

int’

2> - -
0 campo externo Eext e formadeo por tres campos

[eald

ext = 71 72 (2.9)

sendo §1 criado pela distribuicidc de cargas o da superficie do
corpo dielétrico e que pode ser identificado com © deslocamento

elétrico D, no Vacuo,. por
E, = 4708, = D (2.10)

e EZ e §3 sdo campos que atuam sobre a molécula devido a polari-

zagdo do meio exterior & regido esférica, gquando se supbe removi
do © material dentro desta.

Ez & o chamado campe de despolarizacgdo, e e criado pe-
las cargas induzidas na superficie externa do corpec dielétrico.Co
mo a densidade superficial dessas cargas é igual a polarizagao e

atuam se opondo ao campo aplicado, entao
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> >
E, = -4 7P : (2.11)

> -
O campo E, e produzido pela camada de carga na superfi-

3
cie da cavidade esferica. Origina-se da densidade de carga Op =P
onde P e a polarizagdo normal a superficie esférica, que da a
densidade de carga induzida sobre a superficie. Sua intensidade é

-~ ] bl > >
Pcost sendo 6 o angulo entre a diregao de P e o raio da esfera a.

Aplicando a lei de Coulomb, encontra-se

=
r P_cosd

> n
E3 = j ——5— COos0 ds
sup
[ Poos?
= J EEQ%ME ZTrr2 senfdo
r
sup
_).
> 4P
B, =22 (2.12)

Assim, 0 campo externo se torna

-
ext

4P

> .
=D - 41P + 3

- > > > > . -
Como, da eletrostatica, ¥ = D - 41P, onde E € o campo macroscopi-

co, entao

[l

ext = 3 (2.13)

cri

. . . =
Finalmente deve ser determinado o campo interno Eint 1

ado pelas moléeculas dentro da superficie esférica. O calculo do
campo interno &, em geral, muito complicado, ja que seria preciso

conhecer a interacdo entre um dipolo no centro da esfera com to -
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dos os outros também contidos nela. No entanto, num grande nimero
de casos o campo interno se anula. Por exemplo, se ha uma grande
gquantidade de dipolos numa cavidade esférica orientados paralela-
mente mas em posigaes nao correlacionadas, entdo Eint & nulo. Is-
so acontece também quando as moléculas estdo localizadas em redes
cubicas, que saoc altamente simetricas. Mas se o material contém va
rios tipos de moléculas, o campo pode diferir em cada posigdo mo-
lecular, dando origem a um comportamento elétrico anisotropico do
material, o que nao sera tratado aqui.

Assim, sera levado em conta somente o caso em ue Eintz

= 0, desde que este & o comportamento de grande parte das substdn

. . - . - ol . =
cias dieletricas. Dal o campo F se igquala ao Ee dando

xt’

.

4P

Fon .4

(2.14)

Esta expressado, conhecida como o campo de Lorentz, € in
dependente do tamanho da regiao esférica, o que significa que é
nula a contribuigao para o campo interno de qualquer camada esfé-
rica, homogeneamente polarizada.

Este resultado s0 & valido supondo auséncia total de
forgas de curto alcance, pols estas alterariam o campo interno .
Outra suposicdo € gque a temperatura esta prdxima do zero absoluto,
0 gue acarreta a inexisténcia de oscilagbes térmicas.

A hipbotese de qgue o campo interno € nulo pode levar a
conclusées incorretas sobre a polarizabilidade quando se estudam
ligquidos densos nos quais a interagéo entre as moléculas é impor-
tante. Por isso se considera que esta aproximagdo sO vale para ga
ses e liguidos diluidos, nos guais as distdncias intermoleculares

sao suficientemente grandes para que as interag¢fes sejam desprezi
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veis. No caso de gases, por exemplo, nem o segundo termo da egua-
¢ao (2.14) é preciso se levar em conta, e o campo molecular F po-
de ser identificado com ¢ macroscopico E.

Qutra observacdo que deve ser feita € que, nesse mode -
lo, as linhas de campo s&o congeladas na situagdo anterior a reti
rada da esfera, o que implica em considerar que a polarizacac lo-
cal & igual a polarizacdo média do meio. Isso foi contestado por
Onsager(é), no seu modelo para moléculas polares.

Através das conhecidas relac¢oes entre a polarizabilida-

‘de o, campo elétrico, polarizacdc e momento de dipolo

¥
U
e
=
®
oy
il
=
g+

pode-se escrever dJue

e usando a equagéo (2.2) chega-se a relagao entre uma gquantidade
microscopica (polarizabilidade) e uma macroscopica (constante die
1étrica), dando origem a conhecida formula de Clausius e Mossot-
£y (2)

47
=3 N

e -1
—— = o - (2.15)

0

que s6 & Uitil para substdncias ndo-polares, ja que o campo local
no qual & baseada nac se aplica a moléculas com momento de dipolo
permanente, o que foi mostrado por Onsager, cuja teoria ainda se-

ra vista neste capitulo.



-17-

Sabe-se que sO existem dois tipos de substdncias: pola-
res e ndo-polares. Polares sdo as gue possuem, no seu estado de
mais baixa energia, moléculas com momentos de dipolo eletrico per
manente, na auséncia de um campo de polarizacao. As nao-polares
sio as que necessitam estar sob a influéncia de um campo elétrico
para serem polarizadas.

0 desenvolvimento da idéia de moleculas polares foi feil
to por Debye(g), em 1912, ao perceber a importancia desse estudo
para o conhecimento da estrutura molecular. Trabalhos experimen-
tais posteriores baseados nessa ideia comprovaram a importancia
da polaridade na determinagao do arranjo atdmico das moleculas. A
ligacao entre a polarizagéo e os fendmenos de absorcao e disper -
sao, principalmente no infra-vermelho, foi mais tarde estabeleci
da com o auxilio da mecanica quantica.

Uma molécula livre pode executar movimentos de transla-
cio, oscilacdo e rotacdo. Porém, para simplificar, supde-se que
eles nio afetam o valor médio de seu momento de dipolo ﬁv { no
Vicuo). Em moléculas com estruturas complicadas a rotacao intramo
lecular dos dipolos pode mudar consideravelmente o valor do seu
momento de dipolo come um todo.

Debye postulou uma rotacac amortecida da molécula em re
lacio a sua vizinhanga num liquido ou solido, o que pode ser in -
terpretado como uma corregao ao campo de Lorentz.

Investigando os momentos elétricos das moléculas de um
liquido, Onsager determinou uma expressao bem mais geral do campo
local, equivalente a do campo de Lorentz, mostrando que este nao
se aplicda a moleculas polares. O proprio Lorentz previra a exis -
téncia de um outro campo, aléem de E+4ﬂ§/3, gue se originaria da

diferenca entre o momento medio do meio e o momento local, ja que,
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em seu modelo as linhas de campo sao congeladas como se o materi-
al dentro da cavidade esférica fosse o mesmo do meio. Isso, de fa
to, néo acontece, pols ao retira-lo,a constante dielétrica do va-
cuo gue se estabelece, e menor, ocasionando deformagdes nas 1i -

nhas de campo.

a) - Formula de Onsager

(3)

Onsager '=' mostrou, baseando-se nas teorias de Clausius
e Mossotti e Debye, gque o campo de Lorentz usado por eles ndao se
aplicava a moléculas polares. Levando em consideracdo o desvio da
polarizagao local média do meio, verificou que somente uma parte
daquele campo, isto &, o campo de cavidade, contribuil para o tor-
gque sobre a molécula, ja que a parte restante, denominada campo
de reagéo, é paralela ao momento de dipole, ndc afetando a sua ro
tagéo, agindo somente no sentido de aumentar os momentos de dipo-
lo permanente e induzido, em fungao da polarizabilidade da nolécu
la.

A molécula foi tratada seqgundo o modelo de Debye, isto
&, considerando
— que é desprezivel a interacdo de curto alcance (muito menor do

gue kT por molécula);

— gue ela ocupa © centro de uma cavidade esfericaj;

— e que sua polarizabilidade & isotropica.

A primeira suposigéo, de que so forcas de longo alcance
sdao consideradas, implica em considerar a vizinhanga da molécula
como ulm meio uniforme e estatisticamente continuo.

Uma forma mais geral para esse caso foi estabelecida

por Kirkwood(é), que, considerando mais de um dipolo dentro da ca
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vidade, leva em conta as interagdes de curto alcance.

Considerando gue a polarizabilidade o da molecula e
inteiramente devida a contribuicées eletrdOnicas, ela pode ser re-
lacionada com o Indice de refragao oOtica n. Segundo Maxwell, n’
€ a constante dielétrica a frequéncias Oticas nas gqualis nao exis-
te contribuicao da polarizagao dipolar, ja gque o tempo necessario
para os dipolos atingirem o eqguilibrio com o campo € muito maior
do gque o periodo do campo.

Assim a formula de Clausius e Mossotti (eq. (2.15)) su-~

pondo ‘a polarizabilidade isotroOpica, pode ser escrita como

n2—1 41

7. = ., Npo

n +2 3

logo,

2

o = a> =1 (2.16)
2
n +2

pois V = 4ﬂa3/3, onde a & o raio da esfera que contém, em média,
uma molécula (N, = 1/V).

Um campo eléetrico constante F influi sobre a molécula
de duas maneiras: alterando a rotagdo livre de seu momento de di-
polo e induzindo um outro momento, devido a sua polarizabilidade
@, igual a oF, por deslocamento eldstico de seus elétrons atdmi-

cos em relagdo a seus ndcleos. Assim o momento elétrico total da

molécula e

Mmo= L + aF (2.17)

- - - . - -+
onde Uy é 0 momento elétrico permanente no vacuo e ol', O momen-

to induzido do dipolo.
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Inicialmente  foi considerado. um meio ndo polarizado de
constante dielétrica ¢ e introduzidce um dipolo rigido de momento
m no centro de uma cavidade esférica de raio.a. Supondo o dipo-
lo pontual, isto &€, com a disténcia entre suas cargas muito me -
nor do que a, Onsager calculou, com o auxilio da eletrostatica
e usando coordenadas polares, os campos de reacdo e cavidade ex-

pressos por(é)

N

R - 2=l o (2.18)
2e+1 &

> 3e -

G =57 B (2.19)

O campo de reacgdo é definido como o campo elétrico que
age sobre o dipolo dentro da cavidade esférica, como resultado
dos deslocamentos elétricos induzidos na vizinhanga, pela pro -
pria presenga do dipolo, na auséncia de um campo macroscopico.

0 campo de cavidade € um campo adicional criado dentro
da esfera quando esta € colocada sob a influéncia de um campo ma
croscopico que néo altera seu momento elétrico total.

Assim o campo local fica

¥ =R +0
-
17*:2(_6-_1_)_1%+,3_€§ ' (2.20)
2e+1 a 2e+1

Esta equacdo fornece as condigbes para o equilibrio nas
vizinhangas da molécula, enguanto a condig¢do para o equilibrio

interno da molécula & dado pela equacao (2.17).

Agssim o momento elétrico total da molécula se torna
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g4
"

=
)

+
¥ ul»2—~—(€‘” R e E] (2.21)
— 2e+1 a 2e+1

Usando a expressao (2.16) a eguagdao acima pode ser es -

crita como

- E(n2+2) >

=R
]

Ha + ————— ol (2.22)
2e+n
onde
2
L= (n +2)(2&:J2r1) y (2.23)
3(2e+n”)

Voltando 3 equacao (2.20) e usando a (2.22), chega-se a

expressao de Onsager para moléculas polares

: 2
F - E palesllp g, 2eml) g (2. 24)
2c+n 2¢+1 a

gue pode ser interpretada como uma generalizacao. do campo local,
j& que também se aplica a moléculas ndo polares, recaindo, nesse
caso, na equacao do campo local de Lorentz. Isso pode ser verifi-

cado com o auxilio da equacdo (2.14) e fazendo p = 0 na equagao

(2.24), o gue leva a

AP n2(E~1)

=

(2.25)
3 Ze+n
Como em liguidos nao-polares € = n2, entdo as formulas
(2.25) e (2.2) sao idénticas, 0 gue demonstra gue a equagao (2.24)
nac difere da relagéo.de Clausius e Mossotti para moléculas nao-
-polares.

Para calcular a polarizacdo de liguidos polares  puros
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Onsager ndo usou a suposicao de Debye, que diz que a forga de ori
entagiao € proporcional a média no tempo de F. Isso. porgue num meio
polar o campo flutua com-a rotacdo das moléculas vizinhas. Como F
depende da orientagdo, € preciso calcular a forga de orientacgio
para cada diregdo individual de {i. Assim o trabalho envolvido no
processo de orientagido pode ser interpretado como o potencial des
ta forga (torque).

Usando as equagOes (2.18), (2.19) e (2.20), o torque N

fica igual a

> > > > > 3e >
NzFXm:GXm:-Z—E-:_-TEXm (2'26)

- — => g L] ]
Dai, nota-se gque o campo de reagao R nao contribui para a forga

3 ~ . - >
de orientagao, pols e paralelc aoc mcomento m.

Usando entdo a equagao (2.22) vem

> >
N=9u E xau (2.27)

onde Mg = 3cu/ (2e+1) &€ o chamado "momento externo” do dipolo e é
definido como o momento de um dipolo rigido, no vacuo, que pro -
duz um campo dipolar equivalente ao criado. por uma molécula dipo-
lar, numa solugéo, em torno dela.

- —~ - " > - "
Como se quer a polarizagao media m e preciso .calcular

> . . < > - g -
Uu. Desde que o dipolo intrinseco u tem um continue de possiveis

v ~ - . = [
direcoes e e nula sua componente perpendicular ao campo E, entao

o momento de dipolo médio. ﬁ da molecula na direcgao de ﬁ, e U =

U cosB, onde & & o dngulo formado entre sua diregao e a do cam-
>

po E.

A orientaci3o média das moléculas no campo € dada  pela
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formula de Boltzmann, desde que o equilibrio térmico seja atingi-

do.
2T g ueECOSB/kT
f { cosd e senf 4od¢
cosh = - 0 0
- 2T, ueECOSB/kT
f ( e sen® déd¢
0-/0
v E
—— _E_. 3
cosf = IRT — 0(E7) (2.28)
Para campos de baixa intensidade tem-se
UeE
cosf = ﬁ (2.29)
assim
> > CHe  e@mZ+2) T2
P = NOm.z NOL. + > E (2.30)
3kT 2e+n

Onsager calculou dai a constante dielétrica de ligquidos
polares purcos e de misturas de liguidos polares.

Considerando que uma molecula ccupa um volume médio de

3
4ma 1
= o (2.31)
3 NO
e usando a equacac (2.16), tem-se
a8y (n%+2)a = 4N (m°-1)a’ = 3(@?-1) (2.32)

Combinando a relagac fundamental da eletrostatica (eqg. (2.2)) com
as equacdes (2.30) e (2.32) chega-se a formula

2 e
(2e+1) (e=n"") - 4FNO'—“§ (2.33)

2£:+n2 3kT
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Tendo em vista as equagdes (2.23) e a expressao para

U a equagao (2.33) pode ser escrita como

ef

47N 2 2
E_:_1‘12 _ 3e 0 U2 (n +2) (2.34)

2€+n2 3k VY 3

Esta € a formula de Onsager para liquidos polares pu -
ros. Pode ser colocada numa forma semelhante a formula bem conhe

cida de Debye

el _ AT N (e s EE—) (2.35
e+2 3 o ‘% 7 3T »33)
Assim a equagao (2.34) pode Ser escrita como
£ n2—1' 3€(n2+2) 4TrNO 2
- =5 = 5 Uy, (2.36)
E+2 n"-2 (2e+n ") (e+2) 9kT

e equivale a equagao de Clausius e Mossotti para moléculas n3o -

-polares, pois, para U, = 0, vem que
=1 n2—1

-2
£+ 2 no+2

bas equagoes (2.16) e (2.31)

n--1 o8 0 a
n?¢2  as 3
logo
el 4WNO 3
c+2 3

que € a formula de Clausius e Mossotti.
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Para densidades muito baixas a equagac (2.34) fornece a
constante dielétrica para gases. Nesse caso a energia de intera-
cdo dipolar é pequena em relagdo a energia termica (v kT por mo -
lécula) e pode ser desprezada. Assim o campo local F & inteira-
mente devido a fontes externas, isto e, f = B = EE. Se N0 & pe -
gueno entdo e-1. também o &, tal que e-1 << 1, o que faz com que
F seja igual ao campo macroscoOpico E.

Como -1 << 1 e n2—1 << 1 Jlevam a (n2+2)/3 o e

36/(2E+n2) v 1, a equacgao (2.34) torna-se

2
47us N
2 v 0
=N = “"—"j'E,I,—— (2.37)
gue &€ a expressdo para a constante dieletrica de gases.
0 guadrado do Indice de refracgao Otica n pode ser iden-
tificado com a constante dielétrica a altas freguéncias €_, que

niao contém nenhuma contribuigdo dipolar, ficando a equagaoc (2.37)

sob a forma

e = —v 0 (2.38)

Onsager estabeleceu também uma expressao para a constan
te dielétrica de misturas de ligquidos polares puros gque recai,de-
pois de aproximagées adequadas, na expressac conhecida para solu-
¢oes diluidas.

A diferenga entre os momentos de dipolo nos estados ga-
soso e ligquido, provém do fato de gue, na realidade, o dipolo mo-
lecular pode ser polarizado. Numa solugao isto provoca uma altera
géo no momento de dipolo da molécula. Esté polariza suas vizinhan

cas gue, em contrapartida, criam um campo de reagao sobre ele, po
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larizando a moléecula e alterando seu momento.

b) - Formula de Kirkwood

Kirkwood(i} generalizou a teoria de polarizacao elétri-
ca de Onsager considerando como continuo. o meio exterior a molécu
la e seus primeiros vizinhos, e n&o mais exterior s6 a molécula,
como fez Onsager. Isso implica em se levar em conta, como um fa -
tor importante, o valor médio do cosseno do dngulo entre as dire-—
goes dos dipolos das moleculas vizinhas, além do momento de dipo-
lo molecular. O gue impede qgue o valor médio do cosseno se anule
& a correlacao entre as orientacées dos dipolos produzida pela ro
tagéo relativa amortecida das moléculas vizinhas.

Na teoria de Kirkwood a constante dieletrica & relacio-
nada ao momento ﬁ da molécula e ao momento total u*, da molecu
la e seus vizinhos, na auséncia de campc externo. Recaili na teoria
de Onsager se se supée gque a molécula orienta seus vizinhos somen
te pelo seu campo dipolar e se estes séo tratados como parte do
continuo estatistico com uma constante dieletrica macroscopica.Se
isto acontece ﬁ* se reduz a ﬁ.

0 valor de 3* ¢ determinado pela interagao de curto
alcance ¢ & independente da posigéo da molécula, contanto que a
sua distancia da superficie seja bastante grande para permitir que
sua interacao com o exterior seja tratada macroscopicamente.

Sabe-se gue © momento de dipeolo de uma molécula no esta
do ligquido é diferente dagquele no estado gasoso. Para  moleculas
esféricas. esta diferenca provém da polarizag¢do da molécula  pelo
campo de reagéo das vizinhangas.

Tendo em vista a dificuldade de se calcular a razao en-



27—

tre esses momentos, Kirkwood supée que a principal contribuicao a
polarizagdo das moléculas & devida ao deslocamento eletronico.Por
isso o liguido sera considerado como sendo um meio continuc com
constante dielétrica n2, ja que a frequéncias oticas todas as ou-
tras contribuicdes deixam de existir por causa da grande inércia
das particulas mais pesadas.

Inicialmente sera mostrada a dedugéo(lg) da expressao
geral para a constante dielétrica para qualquer substancia dielé-
trica que nao seja permanentemente polarizada.

O modelo é semelhante ao de Onsager, a nao ser pelo fa-
to de gque, agora, dentro da regiao esférica ha varias particulas.
Esta regiéo, suposta bastante grande para ter as mesmas proprieda
des do corpo macroscopico, consiste de um certo numero de cargas
elementares que podem ser descritas em termos dos seus deslocamen
tos das posigdes que tinham no estado. fundamental. Todos esses ve

7 > ~ > > -+
tores deslocamento r, -serao denotados por X,:'(r1,r2,...,ri,...).
Devido as flutuagoes térmicas a probabilidade de se encontrar tal

sistema com qualquer série de deslocamentos num elemento de espa-

go entre X e X+dX 6

-BW (XIE)
= dx (2.39)

J e-BW(X,E) ax

onde 8 = 1/kT e W(X,E) & a energia potencial do sistema na confi
guragio X em presenga de um Campo elétrico macroscopico ﬁ, supos
to fraco para evitar efeitos de saturacgao, tal que a constante di
elétrica ¢ independa de E.

Cada série de deslocamentos X leva a um momento de dipo

lo ﬁ(x) cuja diregao faz um angulo ©® com a direcao de E. Assim
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o valor médio da projecdo de M(X) na direcdo de E, isto & ,

M(X)cos8, pode ser escrito, com o auxilio de (2.39), como
fﬁ(m.é WX, ENB oo

M(X).8 = (2.40)
f e_W(X:E)B dX

onde & e o vetor unitario na diregdo de E.

Na auséncia do campo macroscOpico, a energia potencial
W(X,0), cujo zero é escolhido de tal forma que W(X) se anula no
estado fundamental, € composta de dois termos: Wi(X), que & a erer
gia de interacao entre as particulas dentro da regido esférica, e
W, (X), que € a energia de interagdo com 0 meio exterior. Esta Ul-
tima dependera tambem da constante dieletrica € do meio, ja que
este é tratado macroscopicamente. No caso tratado aqui € sera
considerado independente da temperatura, sendo We(X), entao, a
energia necessaria para estabelecer o equilibrio da polarizacdo
no meio exterior, a temperatura constante. |

Supode-se, agora, uUm campo acroscopico E aplicado so-
bre uma dada configuragéo-x, que altera a probabilidade desta.Sur
ge, entdao, dentro da regiéo esferica, um campo de cavidade G, da-
do pela equacéo (2.19), cuja interagao com as cargas da regido &

dada por

3e

> ->-
MX).G = - g

M(X) E cos# (2.41)
=
Assim, na presenca do campo E, a energia notencial torna-se

3e

W(X,E) = W(X) - SerT

M(X) E cos$ (2.42)

Inserindo a equagao (2.42) em (2.40) e expandindo em sé
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rie de poténcias de E ¢ lado direito da nova equacao, somente o

primeiro termo precisa ser considerado, isto €,

e—BW(X,E) _ e—BW(X) 1+ 238
e+ 1

BM(X) E cosf + ... (2.43)

- BW (X) dx = 0, pois esta integral é proporcio -

Como [ M (X} cosb e
- ! ~ > —~ .
nal ao momento médio na diregao de E na auséncia do campo, en -

tao, substituindeo (2.43) em (2.40), vem que

J M2(X)cos28 eﬂBW(X) ax

f o BWIX) 4y

o> - e 3e
M(X).€ = M(X)costg = et E R

(2.44)

= -~ ~
Supondo que o campo E pode ter qualquer diregao em relagao a um
dado E(X) e tirando a média sobre todas essas diregoes ent&:cosze
pode ser substituldo pelo seu valor médio .1/3. Usando -este valor

e levando a equacido (2.44) para a equagaoc (2.2) tem-se

47 1 3e ;5
3kT v 2¢+1

(2.45)

onde

J w2 (x) e~ B (X) gy

=
™)
It

(2.46)

[ o= B (X) oy

é o valor médio de M2(X) na auséncia de um campo macroscopico.

Esta equacgao significa que se pode expressar a constan-—
te dielétrica em termos de ;?, a média do quadrado da polariza -
cdo espontanea de uma esfera do dielétrico.embebida em seu pro -
‘prio meio.

A generalizacgao da teoria de Onsager feita por Kirkwood,



-30-

considera, como ja foi dito, o liquido polar como um meic conti -
nuc com constante dielétrica n2, contendo dipolos com momento ﬁ .
A regido esférica €, pols, composta de N moléculas com momento de
dipolo ﬁ, cada uma dando a mesma contribuicaoc para o valor médio
da projecao do momento M(X) na direcgio de ¥, de tal forma que gj

é composto de N termos iguais. Cada molécula contém o mesmo nime-

ro de cargas elementares cujos deslocamentos em relagdoc a uma ou—

N .- ~ - > >

tra fixada numa posSicao X, sao denotados por LiqrTig--«sLyy s S€D-
-»> > > > - r :

do X, = (ri1’ri2"”’rik) a serie de deslocamentos da particula i.

Entdo a série de deslocamentos X de todas as cargas na regido es-

ferica & composta dos deslocamentos KirXor-eo Xy de todas as N

particulas e dX € o produto dos elementos de volume

dr.,

dx. = dri1,dri2,..., ik

i
‘de todas as N moleculas

dX = dx dxz...dx

1 N

que pode ser escrito como

dX = dXidxi (2.47)
onde

dXi = dx1dx2...dxi_1dxi+1...de (2.48)
se refere a integracdo sobre toda a regiao esférica exceto a

moléecula i.
Sendo ;i o momento de dipolo da molécula na posicao X4

entio o momento total M(X) de toda a regiido, gque &€ o vetor soma

de todos os ﬁi’ e



-+ N -+
M{X) = ) n, (2.49)
. i
1=1
Assim
i A > N -+ —+
MY(X) = M(XMM(X) = ) By M(X) (2.50)
i=1
Levando esta equacgao para (2.46)
. ,
o J ) ﬁiﬁ(x) o BWIX) 4y
M2 - 31 (2.51)
J o PW(X) o
Esta integragao deve ser executada em duas etapas, se -
gundo a equacdo (2.47). Primeiramente scbre toda a regido esféri-

ca exceto a particula i, e, depois, sobre a propria particula.

Na primeira etapa (elemento de volume dXi), o momento
-
My deve ser tratado como uma constante pois depende somente dos

deslcocamentos X, 0 termo da equacdao (2.51) que corresponde a es-

se momento pode ser escrito como

=+

J M (x) o PWIX) 5% J il J M(X) e‘BW(X)dxi]dxi

J o= BW (X) 4 j o= BW(X) 4y

>
j uiuipidxi {(2.52)

onde

= (2.53)
j e_BW(X)dX:.L
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{ e—Bw(x)dXi
pl = (2.54)
J e_BW(X)dX

Inserindo (2.52) em (2.51) tem-se

N >
M“ = 21 J uiﬁzpidxi (2.55)

>k .~ - .
u representa o momento da regiao esferica polarizada

por uma de suas moleculas cujo momento é ﬁ . 0 valor real de ﬁ*
& pois determinado pela interagao de curto alcance e independe da
posigao do dipolo {1, desde que sua distdncia da superficie seja
suficientemente grande, de tal forma gue permita que sua interagao
com o0 exterior seja tratada macroscopicamente.

0 fato de todos os termos da equagac {2.55} serem equi-
valentes significa que tém a mesma polarizacao. média. Isso demons
tra que uma regido sO contribui para ﬁ* se o momento induzido ne
la'néo puder ser obtido tratando a particula i como. um dipolc pon
tual ou como uma esfera polarizada com momento ﬁ . Assim, sdo, es
sencialmente, as forcas de curto alcance e a forma ndo esférica

das moleculas que fazem @* diferente de } .

Tem—-se pois, gue

> > g _ _ > >y _
U.u* = J uTu1p16x1 = .. = J W pidxs = L. (2.56)
logo, tendo em vista a equacao (2.55)

M% = N L.t (2.57)
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Substituindo a equacao (2.57) em (2.45) vem que

3  4m
2e+1 3kT

o (2.58)

<=2

£-1 =

&> > - - ) - ,
A gquantidade ut.p* e a media sobre todos oS possiveis

_).
valores de .

No modelo de Kirkwood a Unica variavel & a direcgdo do

> -~ .
dipolo i, gque tem o mesmo valor em todas as diregoes. Assim

>
u* {2.59)

=4
=
b
]
=4

Outra hipotese desse modelo e gque o deslocamento eletro
nico & que fornece -a contribuigao principal a polarizagao. Entao,
conslderando a constante dieletrica do meio igual a n2, e, usando

a equagao (2.59), a expressao (2.58) pode ser escrita como

E—nz = ——'—'—38 7 g]TlT \—'1\7] ‘ﬁ.-ﬁ-* (2'60)
Ze+n,

Para se chegar a esta equagao a partir das considera-

goes anteriores, dois pontos devem ser alterados:

i) na equacao (2.41) o campo de cavidade ¢ deve ser substituido
- . -
por G', campo dentro de uma cavidade esferica com constante di

eletrica n2, dado por

2e+n
ii) ao se determinar (2.45) a partir de (2.44), a equacgao (2.2)

deve ser substituida por

<=y

(e—nz)ﬁ = 47
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Agora é preciso determinar e gue, como ja foi dito, &
o momento total da regiéo gque contém a molécula e seus vizinhos
na gual a constante dielétrica local se desvia do. valor da cons -
tante dielétrica macroscopica.

Supondo que & preciso considerar somente as forcas de
curto alcance entre os vizinhos mais proximos, ﬁ* e o vetor soma
do momento de dipolo da molécula central, numa direcdo fixada, e
da média da soma dos momentos desses vizinhos, cujo nimero médio
& z. Assim

ﬁ.ﬁ* = u2 (1 + z cosy) (2.61)

onde cosY, cujo valor depende de forgas de repulsdo, ligagoes gul

micas, etc, € a média do cosseno do angulo entre as direcgdes do
‘+ . - ] » x

momento de dipole U e do momento médio dos seus vizinhos. Desde

gue essas direc¢des sdo as Unicas variaveis

J cosy e_BWdQ1d92
cosyY = (2.62)

e~ FW aQ.,ag

2

onde W &€ o potencial da forca media e do torqgue atuando sobre um
par arbitrario de moléculas, isto €, a parte da energia de intera
¢do entre moléculas vizinhas que depende do dngulo entre seus di-
polos, e di, e dq, sdo elementos de superficie dos &ngulos soli -
dos das diregées dos. dois dipolos.

Deve ser observado que se W for proporcional a uma po -
~W/kT

téncia par de cosy, e & também uma func¢do par de cosy € CosY

se anula, o que ndo acontece se W for uma funcdao Impar de cosy .
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Isso significa que uma interacao tendendo a direcionar dipolos,pa
ralela ou anti-paralelamente, com a mesms probabilidade, nao con-

—~ -
tribui para a determinagao de pﬁ*.

A energia W nado depende somente do angulo entre os dipo
los, mas também da diregdo do vetor que os une. Assim pode-se co-
locar

W =W + W
par imparx
onde a inversio da diregdo de um dos dipolos nao altera Wpar’ mas
muda o sinal de W-«

impar’

Considerando que

kT >> [We
lmpar

entao

-W /kT We
e~W/kT n e PAT - 1E%ar]

Como I COSY € par di.df, = 0 encontra-se

-W__ /KT
par
J cosy e Wimpar/kT dq,da.,

CosY =

[1 - Ws ar/kT]dQ1d92

-W__ _/kT
o PAr
imp

chamando

e sabendo que
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-W /KT

f
par _
J e wimp d91d92 =0

entao

. _ M
cosy = -— E’f (2.63)

onde WO pode ser negativo ou positiveo conforme a interacdo orien-
te os dipolos paralela ou antiparalelamente, respectivamente.
Substituindc a equagdo (2.61) em (2.60) tem-se finalmen

te

e—n2 - 382 XU N0 {1 + z cosy)uz‘ {2.64)

2¢+n” 3KT

que é a expressdo geral de Kirkwood.
- - . —+
No caso de moléculas esféricas U pode ser expresso pe

- - -
lo momento 1y no vacuo, atraves de

vl’

- 3 -

W, = i (2.65)
v n2+2

= - ' - . . b d .
onde B, €o momento da molécula numa cavidade vazia num liquido

de constante dielétrica n2.

A expressdo (2.64) entdo torna-se

2 e 4n nls2 2
Ay, @23

— (1 + z cosy)ug {2.66)
2£+n~ 3kT 3

para moléculas esféricas.

Tendo em vista a relacdo (2.63), o termo z cosy tende a
zero a temperaturas nas quais kT >> |WO|, recaindo a equacao (2.66)

na férmula de Onsager {equagao (2.34)).



CAPITULO 3

PROPRIEDADES DINAMICAS DE DIELETRICOS

Foi mencionado superficialmente, no capitulo anterior ,
como se comporta o deslocamento elétrico devido a campos periodi-
camente dependentes do tempo. Agora pretende-se apresentar, com
um pouco mais de detalhes, o comportamento da polarizacao,da cons
tante dielétrica, do indice de refragao e do coeficiente de absor
cio em dielétricos submetidos também a campos com dependéncia ar-
bitraria do tempo.

A maior dificuldade para se tratar o comportamento dina
mico deve-se, ao contrdrio do caso estatico, a necessidade de se
levar em conta as propriedades cinéticas das moléculas.

~ . (20,21) .0 = . } -

Serdo considerados somente —'—' dieletricos isotropi-
cos lineares, isto &, dielétricos para os gquais vale o principio
de superposigao. Isto guer dizer que a polarizagdo causada por um

+ > - , ~ > - ,
campo E1+E2 e um vetor soma das polarizagoes P1 e P2 criadas res-
» = + - ~ »
pectivamente pelos campos E1 e E2. Quando os campos ndo sao muito
intensos a maior parte dos dielétricos & linear.
A denominacgdo "aproximagdo linear" significa pois, des-
b - -
prezar os termos acima do de primeira ordem em L. Os termos des -
prezados correspondem aos chamados efeitos de saturacao.

O principio de superposigdo permite determinar a polari
zacao devida a um campo dependente do tempo com o auxilio de "fun

cbes-~resposta", (Apéndice A), que mostram o comportamento de um
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sistema gquando o valor do campo externo se altera bruscamente. Se
um campo € removido num instante t, o sistema, sob a influéncia
do movimento térmico de suas particulas, {movimento Browniano), re
verte ao seu arranjo aleatdrio inicial. Esse processo € denomina
do relaxagéo dielétrica.

Antes de se apresentar as equaqées de Debye referentes
a relaxagao dielétrica, sera feita uma breve exposicao sobre a te
oria do movimento Browniano, gue deu uma enorme contribuicao para
o conhecimento das propriedades dinamicas de substancias dieletri
cas.

Sera mostrado ainda, neste capitulo, a deducac da cons-
tante dielétrica dependente da frequéncia em fungdo da polarizabi

lidade.

3.1 - MOVIMENTO BROWNIANO

Néo é proposito agui desenvolver a teoria do movimento
Browniano em toda a sua extensao pois isso implicaria num estudo
aprofundado da mecanica estatistica de sistemas em ndo equilibrio.
Este estudo exige um detalhamento dos fundamentos mateméticos ne-
cessarios ao conhecimento dos processos aleatOrios e suas distri-
buicaes de probabilidade, o gue envolve complicados calculos mate
maticos.

Sera apresentado, entéo, simplesmente um resumo do sig-

nificade da teoria do movimento BrOWniano(gg’gél

para a determi-
nacido das propriedades macroscOpicas da matéria e também a utili-
zacdo desta teoria por Debye para expressar as variaveis dinami-

cas em termos da fungdo de auto-correlacgdo.
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0 objetivo da mecidnica estatistica de ndo equilibrioc e
estudar a evolugido temporal dos cobservaveis de um sistema macros-
cdpico através da dinamica microscdpica das particulas que o cons
tituem.

E praticamente impossivel, com os meios .com que se dis-
poem atualmente, a obtencdo de uma sclugao exata que descreva a
dindmica de um tal sistema, j4 gque um sistema macroscopico tipico

envolve cerca de 1023

particulas por molécula-grama. Alem do mais,
suas equagoes de movimento séo deterministicas, isto e, tém dife-
rentes solucgdes para diferentes condigdes iniciais, © que torna
imprescindivel o conhecimento da posigdo e da velocidade de cada
particula no tempo t = 0.

Calculos computaciocnais para sistemas com cerca de mil
particulas mostram gue suas trajetdrias individuais sado irrele -
vantes para a compreens§o~do compor tamento macroscopico de um sis
tema. Elas sio completamente erraticas e instaveis a qualquer mu-
danga nas condigdes iniciais. Mas se forem analisadas suas propri
edades de maneira mais global, considerando-as em grande numero ,
sera notado que elas séo razoavelmente estaveis e independentes
de condigées iniciais precisas. Essas informagoes sugerem gue OS
movimentos podem ser descritos em termos estatisticos.

Baseadas nessas consideragdes foram desenvolvidas duas
‘grandes teorias. A teoria cinética dos gases, de Maxwell e Bol -
tzmann, e a teoria do movimento Browniano.

A teoria de Maxwell-Boltzmann esta, de certa forma, num
nivel intermedidrio entre uma analise puramente estocastica e um
+tratamento totalmente microscopico. Suas suposigdes sobre as fun-
goes distribuigéo descrevem as propriedades de um gas e nao o mo-

vimento individual de cada molecula.
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Por sua vez, a teoria do movimento Browniano descreve o
comportamento de uma particula pesada imersa num liguido denso, su
jeita aos chogques dos movimentos provocados pela agitacao térmica
das moléculas do liguido. Sao feitas suposicoes probabilisticas
sobre as velocidades da particula porque as interagdes desta com
as moléeculas do meio sdo supostas tdo numerosas e répidas gue po-
dem ser Substituidas.por eventos aleatorios de colisao.

Assim,a teoria classica do movimento Browniano se base-
ia numa aproximacdo estocastica da equacio de movimento da parti-
cula. Considerando a particula, com massa m e coordenadas Tev ;
bastante grande para que possa ser descrita por uma aproximacao hi
drodinémica, onde o liquido é suposto continuo, sua equacdo de mo
vimento pode ser expressa pela equacgao de Langevin, na auséncia

de forcas externas

mSY =~ £V 4+ X(T) (3.1)

onde & e o seu coeficiente de fricgéo e X(f) uma forca flutu-
ante (cujo valor médio € zero, por definicéo), gue se origina de
um processo estocastico, ja que, de fato, o meio nao‘é um conti -
nuo pols & formado por moléculas gue se chocam, de maneira discre
ta, com a particula, acelerando-a e desacelerando-a constantemen
te.

0 termo —E% tem o significado de uma forga friccional
gue retarda o movimento da particula devido a viscosidade do meio.

Pode-se dizer que, em primeira aproximagao, a eguacao
(3.1) descreve o movimento médio da particula.

Com base nela & a conhecida equacdo cinética de Fokker-

-Planck que fornece a evolugao temporal da densidade de probabili
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dade da particula Browniana. Esta equagao pode ser considerada co
mo uma generalizacdo da equagao de Liouville que, no .equilibrio es

tatistico, estabelece que

. N
LU [:gw oo _ W ok ] =0 (3.2)
=193 Py Py 993

onde W é a densidade de probabilidade no espaco de fase a 2N di -
mensoes, N sendo :o numero de graus de liberdade do sistema e H a
'sua Hamiltonlana. As coordenadas q; e os momenta P; obedecem as

relagoes de Hamilton

oH
Py

Qe
[_J-
]

Devido a impossibilidade de se tratar sistemas com un
numero muito grande de variaveis, a equagac de Liouville em geral
& modificada reduzindo-se o numero de graus de liberdade e adicio
nando termos que levam em conta os.efeitos do movimento aleatorio

das moléculas Brownianas.

Assim,a equacao de Fokker-Planck, levando em conta es

. - P . -
ses efeitos aleatorios, alem de considerar uma forca externa B

atuando sobre o sistema, pode ser expressa, no espacgo configura

gdo-velocidade, como

A I S| i3 2, ko

ac (Tvet) = gT o+ g E W,H; 1 = 3 ; B vy + . *?T w
logo

M Y graaw - L graav. W -8 2 g L KL 2, 4 (3.3)

ot m oV m dv m Jv
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onde —-grad V = E.

No caso uni-dimensional esta equacgao se torna

oW (x,v, t) W _19vw & 9 kKT 9W
5t F Y S T m iR S moav Wt oy (3.4)
Se W independe da velocidade v, entdo fica
Wlx,t) |, W L oyyt) (3.5)

ot 90X m
Deve ser notado.gue a bem conhecida eguacao de difusao

da condugao de calor, expressa por

W (x,t) _ kT 3°W(x,t)

= (3.6)
ot £ ox2

onde kT/£ & o coeficiente de difusdo D dado pela relacao de Eins
tein, nao é um caso particular da equacao de Fokker-Planck. 1Isso
porque a eguagao de Fokker-Planck provém da equagao de Langevin
{(equacgao (3.1)) acrescida de um campo externo, isto &, corres -
ponde a uma equaqao diferencial estocastica de segunda ordem pois
¢ mantido o termo inercial.

A equacdo de difusao &, de fato, um caso particular da

(21)

equacao. de Smoluchowski —" qgue, partindo também da eguacao de

Langevin, mas desprezando o termo inercial, chegou a seguinte re-
lacdo para a densidade de probabilidade W no espag¢o .das configura
¢Oes

2
oW (x,t) _ KT 27W(x,8) 1 3 (gy(x,t)) (3.7)

ot N R P

£ 3ax & 9

i . . . = -
que,no caso de movimento Browiniano livre (E=0), reduz-se a equa
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gao (3.6).

3.2 - EQUACGES DE DEBYE

Estudando os processos de relaxacgdo dielétrica, isto &,

(3) calcu

lidando somente com a polarizagéo orientaciocnal, Debye
lou um tempo de relaxagéo para o caso de solugdes dipolares dilui
das em liguidos ndo-polares.

Desprezando interagOes entre os dipclos das moléculas
polares, ele considerou gque estas se comportam, em média, da mes
ma maneira, sendo entdo suficiente estudar o comportamento de uma
{nica molécula. Tratou-a como uma esfera com um dipolo no seucen
tro, sujeita a um campo elétrico dependente do tempo numa diregdo
fixada.

Usando a teoria do movimento Browniano rotacional, levou
em conta os torques provocados pelo movimento térmico das vizi -
nhancas sobre as moléculas polares, desprezando seus efeitos iner
ciais.

0 tempo de relaxagéo @ definido como.o tempo necessario
para os momentos elétricos voltarem a distribuicdo original depois
de removido o campo externo. Para calcula-lo.precisa-se conhecer
a funcao distribuigao dos momentos, guando o sistema estd sob a
influéncia de um campofdependente do tempo. Neste caso nao se po-
de usar a fungéo conhecida de Maxwell—Boltzmann, ja gque esta sO
serve para um sistema em equilibrio estatistico.

Considerando © caso em que o eixo do dipolo da molécula
polar roda livremente no espago tri-dimensional e tomando, no ma-
terial dielétrico, uma esfera com centro na origem das c¢oordena-

das, Debye definiu WAQ como o numero de moleculas polares cujo ei
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x0 dipolar aponta no elemento de angulo solido dfi. No entanto, es
ta quantidade WdQ néo‘permanece constante, ja gue as moléculas
estao continuamente se reorientando devido ao movimento Browniano
e a variacao do campo.

A trés dimensdes a orienta¢ao do eixo do dipolo & espe-
cificada pelos dois angulos polares 8 e ¢ , variando de zero a
e zero a 2T, respectivamente. Dal d2 = senbdfd¢.

 Supondo gue um campo eletrico externO-E, dependente do
tempo mas constante em'diregao, faz um angulo 0 com a direcao do
momento ﬁ do dipolo, pode-se tomar como eixo polar a linha que pas
sa pela origem.na direcao do campo, tal que a funcao distribui -
¢ao para os momentos elétricos dependera somente de 6 e t, fican
do df = 2mrsenbdb.

Num intervalo de tempo - 6t, no qual as diregoes do di-

polo se movem somente em quantidades infinitesimals, o numero de

moléculas cujos momentos tém as diregdes em dfl é
IW

onde A1 e a contribuigao devida as rotacdes provocadas pelo campo
externo E e A, & a devida as rotagées produzidas pelo movimen
to Browniano.

A agitacao térmica da vizinhanga produz torques sobre
as moléculas polares provocando um movimento Browniano rotacional.
Isso da origem a uma corrente de moléculas polares -D3W/36 na di-
regao'de 8 crescente, sendo D uma constante identificada por De-
bye como o coeficiente de difuséo estabelecido por Einstein.

| A contribuigéo devida ao campo externo B caracteriza

s . . - . - - 2>
-se pelo torque N sobre o momento dipolar 1 , igual a N =-u XE,
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gue tende a vira-lo na diregao.do campo. O sinal negativo demons-~
tra que o torque atua em oposig¢ao a direc¢do do © crescente. Se
o torque for constante a molécula roda com uma velocidade angular
proporcional a ele, isto &, N = £d, que € a forga friccional que
resiste ao crescimento de 6 . Aplicar esta equac¢aoc ao caso de um
torque néo constante significa considerar despreziveis os efei -
tos de aceleracao.

Assim, a equagéo de movimento de uma molécula polar com
momento de inércia I, resultante da aplicacgao de um campo Ee de

um torque friccional €

I8 = - uE send - £0 (3.9)

Desprezando-se o0 termo inercial tem-se

s M E senb
&

Esta equacao leva a uma outra corrente wo igual a -WuE sen0/f.As

sim obtém-se a corrente total de moléeculas polares no angulo 6
igual a
Fo,0) = - [p Y 4 MESED g g (3.10)

Pode ser, agora, calculada uma equagao diferencial para
W. O crescimento do nimero de particulas com eixo polar em (8,6+d0),
num curto intervalo de tempo &t, & (3W/st)stdR. Da equacao (3.10)

vé-se que O numero dessas particulas cresce em £, num tempo &t, de

J(e,t) = - {% %% + EE%§E§ %} st 8
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No entanto, particulas com eixo polar ne intervalo.
(0,0+d0}) deixam o angulo sdlido, e este numero, durante o inter-
valo de tempo . ét, €& calculado em 8+d6.

Tendo -em vista a equagdo de continuidade

> o
= -V.J

wl ws
HE

segue-se que © crescimento liguido no nimero de particulas cujos

eixos estdo entre (6,0+d6) &

KX st an = - v.J(0,t) &t 4R

Como se esta num espag¢o tri-dimensional, vem que

oW _ 1 9

=% 0t A0 = ~ 55 = (senbJ(o,t)) &t aq (3.11)
logo, substituindo (3.10) em (3.11), chega-se a

oW 1 0 pEsenze oW

Comparando a equacaoc (3.8) com a (3.12) podem ser explicitadas as

contribuigdes A1 e A2 Ccomo

_on HE 3 ;. on?
A1 = 2T E ae[sen 0 W] do 8t
© 2
A2 = 27 D senf [coth ﬁﬂ'+ E—%] do 8t
a0 08

A determinacdo da constante D & feita considerando O cam
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Po 3 independente do tempo. Assim a gquantidade W para um conjunto

de moléculas polares & a distribuigao conhecida de Maxwell-Boltz-

mann
Ié2 WEcos8
W = const.exp [} %7 * T :} {(3.13)
onde Ié2/2 e a energia cinetica e -uEcosf, a energia potencial.
Logo, tem-se um estado estacionario tal que JW/ot se
anula. Dai, de (3.12),
uEsen28 oW
— W + D seni TF = constante (3.14)
Subsgtituindo (3.13) em (3.14) encontra-se que
kT
D = —
£
Entdo a equagdo. (3.12) toma a forma
JW 1 d oW
E_"gE = Ssenf 53 ’:sene (kT FI] + UEsentd W)jl (3.15)

Esta & a chamada equacao de difusdao tri-dimensional de
Debye, sendo kT/Z o coeficiente de difusao.

A equacgdo correspondente no caso bi-dimensional e

oW _ B
gg— = =3 (UEsentW + kT

oW
50 )

Para resolve-las impoem-se as condig¢des de normalizacgao

m
j W(6,t) senf df = éL (3.16)
O m
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2T
J w6, t)ae = 1
0

para sistemas tri e bi-dimensionais, respectivamente.

W(E,t) pode ser chamada também de densidade de probabi-
lidade, pois di a probabilidade de se encontrar uma molécula com
o eixo do dipolo na diregao do. angulo solido df.

A determihacéo do tempo de relaxagao foi feita resolven

do a equacdo (3.15) no caso de um campo elétrico peridodico,isto &,

B e~twt (3.17)

com uEO << kT.

Assim o momento eletrico do dipolo fica proporcional ao
campo numa aproximacdo linear expandindo W em poténcias de Ey,res
tringindo-se somente aos dois primeiros termos.

A solucdo tentativa de Debye para a equacao (3.15) &

HE .
0 —iwt
W =24 [1 + B %7 e cosB]

A substituicao desta equagac em (3.15) leva a

2kT

B = 5%F = iwe

E da condigdo de normalizagdo (equacao (3.16))

Assim,a solucdo da equacdo (3.15) €
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2pE0 —wWt oss

]
R (1 + KT IwE (3.18)

Para w = 0 esta equagao recali na expressiao de Maxwell - Boltzmann
(equacdo (3.13)) na aproximacao linear, com E = E, € 0 termo em
é2 ignorado, ja que W nao depende de g .

Para determinar o tempo de relaxacao supOe-se que um
campo. constante EO atua sobre um sistema durante um longo tempo,
tal gque o momento de dipolo atinja um valor estacionario. No tem-
po t = 0 remove-se o campo, e o sistema, sob a influéncia do movi
mento térmico da vizinhanca, tende a voltar ao arranjo aleatorio
inicial.

Este processo, chamado, como ja foi dito, de relaxacao

dieletrica, foi estudado por Debye da seguinte forma: guando o

campo esta atuando (t < 0) a solugac no estado estacionario &

UEO cost
1 (3.19)

_ 1
W=7 [1 PR

D

Quando © campo removido, (t > 0),a equagao (3.15) tor-

na-—se

|

aW 1 J oW
T sent 56 [sene (kT 3—9)} {3.20)

(o2}

cuja solugao tentativa

vE, f£(t)

kT

0

W o= jL [1 4 cos@l (3.21)
i

Substituindo (3.21) em (3.20), vé—se que
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of (t) _ 2kT

T - - T £
logo

£(t) = o~ (2KT/E)E

e a eguagaoc (3.21) torna-se

Mo _—(2xT/0)t

KT cos@] (3.22)

1
W:ﬁ1+

Para t = 0 recal na equagao de Maxwell~Boltzmann. Para t =« re -
duz-se a uma constante. A segunda parte de W & reduzida de 1/e de
seu valor inicial depois de um tempo £/2kT segundos. Assim,no ca
so tri-dimensional, € definido o tempo de relaxagao T pela equa-

gao

Ty = E%T (3.23a)
gue, a duas dimensoes é

T, = - {(3.23b)

D = kT :

A equagido (3.18) pode ser expressa em fungio.de T como

—-iwt
E0 e

1 cost
W=y [1 T OTRT (T=iwty)

(3.24)

A polarizacao induzida é definida como. 0 momento de di-
polo induzido por unidade de volume. Para calcular somente a pola
rizagao orientacional supbe-se um campo elétrico periodico E numa
direcido fixada atuando sobre moléculas polares de um dielétrico ,
cada uma com um momento de dipolo 7 fazendo um angulo 6 com a

direcdo do campo.
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Por simetria,a soma das componentes senf do momento de
dipolo, perpendiculares a dire¢ao do campo, cancela-se , ficando
a polarizacgao P{t) como a soma das componentes cosf, Assim, soman

do scobre todo o espago, a polarizacao pode ser expressa como

Nou J W{0,t) cosbdl (3.25)
Iy

P{t)

ou

P(t) N.u <cos>

0

Usando a relag¢ao {3.16)}) vem que

m
B [ Wi{0,t) senbcosbtdb (3.26)
s

P(t) = 27N

onde N, & o numero de particulas por unidade de volume.

- > > —-iwt : . ~ > -
Como o campeo € E = EO e a polarizacao P(t) e
igual a ?(w) e ™™, substituindo (3.24) em {3.26) encontra-se
. N.u E e—thcose
P (w) e_th A I 0 senfcosbdo
2 kT(T—iWTD)
logo
No“2 1
e Nou2
P(0) = kT E0 {3.28)

3,2.1 - CONSTANTE DIELETRICA COMPLEXA

A introducao da constante dieléetrica complexa em fungdo
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do tempo de relaxacdo pode ser feita através da utilizacao das fun
¢Oes-resposta apresentadas no Apéndice A.
-
Expressandoe © campo como E(t) = EO cos wt e usando uma

notacdo escalar, ja que sua direcdo ndo muda, © deslocamento elée-

trico pode ser escrito, com o auxilio .da equacao (A.14), como
t
— ) - 1 ]
D(t) = £g9 By JO cos wt ﬁD(t t') dt

D(t)

]
M

t
0 EO J cosw (t-t') fD(t') dt?

Desde que, para processos estacicnarios, isto €, para t muito gran
de, a integral [ cos wt' fD(t')dt' é desprezivel, entao a equa
t

¢do acima pode ser substituida por

oo

— 1 ' 1
D(t) = €9 EO JO cos wi{t-t') fD(t 1dt
= ¢, E cos wt cos wt' £_(t')dt'+sen wt sen wt'ft_(t')dtt
0 70 0 D _ 0 D
(3.29)
Definindo
e' (w) = £ [ cos wt' f£_(t')dt" (3.30)
0 D
e"(w) = €0 J sen wt' f£_{t')dt’ (3.31)
0 D
a equacgao (3.29) reduz-se a
D(t) = €' {w) E0 cos wt + " {w) E0 sen wt (3.32)
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que & equivalente & equacao (2.4) se

D, = E e' “+e e tgp = €"/e!

6 que demonstra que também o deslocamento dielétrico € harménico
com a mesma frequencia w mas com uma diferenca de fase ¢ .
Vé-se que as equacoOes (2.4) e (3.32}) podem ser escritas

através de uma notacado complexa, com © campo elétrico representa-—
do por

E(t) = EO e = EO {cos wt - i sen wt) (3.33)

o que equivale a adicionar uma parte imaginaria a equacao (2.3) ,

escrevendo a dependéncia no tempo como um fator exponencial.
Assim, pelo principio de superposicdo, um campo eletri-

co complexo leva a um deslocamento elétrico também complexo — que

pode ser escrito como

H(t) = p. et (wt=9) (3.34)

A relacio entre D(t) e E(t) pode ser expressa pela mes-
ma formula da relagao estatica, introduzindo uma constante diele-

trica dependente da frequéncia, mas complexa, ¢ (w)

D(t) = e(w) E(t) (3.35)

Substituindo (3.33) em (3.35) e igualando sua parte real com a

equagaoc (3.32), chega-se a

e(w) = e (w) + 1" (w) (3.36)
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Para frequéncia zero a equacdo (3.35) reduz-se a rela -
cao estatica D = egBy © a parte real da constante dielétrica com-
plexa passa a ser igual a €g 7 isto &, ' (0) = €9+ COmo foli expli-
citado no item 2 do Capitulo 2.

Se as equacgdes (3.30) e (3.31) sdo substituidas na equa

cdo (3.36), encontra-se

co

elw) = ¢ [ cos wt' £_{(t")dt' + 1 [ sen wt' f£_(t')4dt!

0 D D

0 0
= € ( eVt g (t')ydtt
0 D
0

£{w) = EO L_iw[fD] (3.37)

onde L iw €& a transformada de Laplace para a variavel -iw.

Esta equacdoc pode ser usada para se obter relagdes en -
tre €' (w) e £" (w), as chamadas relacdes de Kronig-Kramers. Porém
para isso se deve generalizar a dependéncia de &' (w), para inclu-
ir frequéncias complexas.

Na equacdo (3.37) a constante dielétrica complexa é es-
crita em termos da func¢io resposta-pulso do deslocamento dielétri
co fD’ mas pode ser também expressa em funcao de fP' da polariza-
¢io, substituindo-se (A.17) em (3.37) e usando (2.1). Assim, como

a transformada da func¢ido delta € igual a unidade, tem-se

e{w) = 1 + (EO—T) L_iw[fp} (3.38)
Considerando que a polarizacao induzida segue o campo
elétrico sem nenhum retardo, f_ €& dada pela equacao (A.25), que,

P

substitulda pela equacao (3.36), leva a
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or

[fP

elw) = e + (EO_Em) L ] {3.39)

—iw

e, € a constante dieletrica da polarizagao induzida, ja
que,a frequéncias infinitas, a transformada de Laplace na equa -
cao acima se anula e ¢e(w) se torna igual a e_.

Como ja foi dito, devido aos processos moleculares que
dao origem a polarizacao, a curva da constante dielétrica comple
xa em funcdo da frequéncia € diferente para a polarizagao orienta
cional e a polarizagao induzida, na regiéo de dispersdao (frequén-
cias oticas).

As vibracdes intramoleculares correspondentes a polari-
zacao induzida tém niveis discretos de energia, mesmo no estado
condensado, o gue ndo acontece com os movimentos rotacionais das
moléculas devido as varias interagées. Isso faz com que com a po-
larizacdo induzida aparec¢am picos de absorgaoc mais pronunciados ,
engquanto que os correspondentes a polarizacgdo orientacional sdao
mais largos.

Esta diferenca entre o comportamento dinamico das duas
espécies de polarizagao esta ligada aos dois tipos de processo,is
to &, a orientacional ligada ao processo de relaxacao e a induzi
da, ao processo ressonante,

Supondo-se que ha uma polarizagao orientacional na au ~
séncia de um campo elétrico, devido a existéncia de um campo ante
rior, seu decrescimo independe da historia do dielétrico, depen -
dendo somente da polarizag%o orientacional naguele instante, a
cujo valor & proporcional. Sendo a constante de proporcionalidade

igual a 1/t que tem dimensdo de tempo reciproco, obtem-se a equa

DI

cdo diferencial para a polarizacdo orientacional na auséncila de

um campo elétrico
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> 1 =
Por(t) T Por(t)
D
com
—t/T
- oz 2D
Por(t) = Por(O) e
Neste caso a funcao resposta-degrau €
—t/T
For(t) - e D
p
Da equagaoc (A.15) vem gque a fungao resposta-pulsc € da-
da por
ar°r (t) —t/1
-OT _-r - _ 1 D
fp (t) = ac =T € (3.40)

Substituindo a equacao (3.40) em

o}

(3.39) encontra-se pa-

ra a constante dielétrica complexa

e(w) = £, *t

donde

g (w)

Separando as partes real e

-t/T
(EO—EW) éL L_iw e D
D .
EO_Em
= €w + T:EG?— (3.41)
D

imaginaria desta equacgdoc, de

acordo com a equagaoc (3.36),vem que

e’ (w)

gn (W)

Estas sao as chamadas

€07 €0
— €m + 79 (3.423.)
T4+w h
€0 €
= —5 Wi {3.42b)
1+w o

(2)

equacoes de Debye '=' que descre -

vem as propriedades de uma substancia dieletrica sob a influéncia
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de campos alternados, com a suposicaoc de um decaimento exponenci-
al no tempo.

Deve ser notado que t£'(w) e €" (w) dependem ndac so da fre
quencia, cuja dependéncia € explicita, mas também da temperatura

T. Esta aparece implicitamente através de €97 %0 € T gue normal-

Dl
mente dependem de T. Também podem depender de outros parametros,
como, por exemplo, da pressao.

Ainda que as equagées de Debye déem uma descrigac ade -
quada do comportamento da polarizacao orientacional para um gran
de numero de sistemas condensados, ha sérios desvios em muitos ou
tros sistemas. Por exemplo, na regiao de altas frequéncias,

(wt, »> 1), sua teoria leva a um coeficlente de absor¢do por uni-

D
dade de comprimento independente da frequencia, © que ndo corres-
ponde aocs resultados experimentais. Isso implica que, para tempos
muito curtos (t << t,), © decaimento espontdneo da polarizagdo ndo
pode ser exponencial no tempo. A explicagaoc € gue um decaimento
exponencial so pode se originar numa média sobre muitas colisdes
da molecula polar com o movimento térmico das moléculas do meio.
Dal a necessidade de se tratar a teoria do movimento Browniano ro
taciocnal de uma molecula peolar com maiores detalhes.

Outra discrepancia € o aparecimento de mais de um maxi-
mo em £" como funcao da frequéncia, ou de um pico mals largo nes-
ta curva do gue o descrito pela equacao (3.42).

Para se levar em conta esses fenomenos foram introduzi-
das algumas suposigOes sobre o decaimento da polarizagdo orienta
cional, isto €, como se cada uma de suas diferentes partes decais
se com tempos de relaxagao diferentes, o gue deu origem a varias
aprOXimagées para a distribuigéo dos tempos de relaxagﬁo(gg).

Essas dificuldades da teoria de Debye provém das suas
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trés principais aproximagoes basicas, que, relembrando, sdo:

- consgiderar as moléculas polares como esféricas;
— desprezar os efeitos de inércia, o que implica em considerar
desprezivel o efeito da aceleracgao;

~- desprezar a interagdo dipolo-dipolo entre as moléculas.

A inclusdo dos efeitos inercials no estudo do movimento
Browniano rotacional de moléculas polares com formas arbitrarias

(5,6,24) usando diferentes métodos de

foi feita por varios autores
calculo. Porém a comparacdo com resultados experimentais se torna
dificil devido a pouca informagdo existente sobre medidas dessas
variaveis dindmicas em substancias polares. O trabalho de Ro -
(24) ~ . Cm
card '—', apesar de nao reproduzir bem a experiencia,consegue, pe
lo menos, eliminar o "plateau de Debye" na curva do coeficiente
de absorcao por unidade de comprimento para o clorofdormio, medi-

(EE) e Gerschel et al.(ll}.

do por Goulon et al.

Quanto a interagao dipolo-dipolo o problema & mais com-
plicado, j& que ndo ha um tratamento especifico adequado para des
crevé—la de forma realistica. No caso de gases e liquidos dilui-
dos em meios néo—polares, as interagées intermoleculares podem,de
fato, ser desprezadas, o gue nao ocorre em liquidos polares puros
e solidos polares, nos quais, sem dlOvida, as moléculas polares sao
influenciadas por sua vizinhanca polar.

Teorias que levam em conlta essas interac5e5(£’44’lg’3§}
tém sido feitas ao longo do tempo, ainda que diferindo no modo de
representar a polarizacéo induzida. Kirkwood, baseado na teoria
de Onsager, conseguiu determinar um valor para a constante dielé-

trica estdtica da agua bem proximo do valor medido, ao considerar

interacdes de curto alcance, como ja foi detalhado no item 2 do
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segundo capitulo.

A relagdo entre o decaimento macroscopico da polariza -
cao num material dielétrico, com ¢ decaimento microscopico, defi-
nido em termos dos movimentos moleculares, foi estudada a partir

(26)

de virios métodos. Cole ‘22’ baseou-se na concepgdoc do campo lo-

(7,10)

cal de Onsager, enguanto outros autores - utilizaram a teoria

estatistica de nao equilibrio combinada com as teorias de Kirkwood

e Debye.

3.2.2 - COEFICIENTE DE ABSORCAO E INDICE DE REFRACAO

As relacgOes entre as constantes oOticas e a constante di
elétrica, isto &, entre esta e o coeficiente de absorg¢aoc e o Indi
ce de refracado, podem ser determinadas partindo da solucao de on-

da plana da equacgao

2

3
Oy

N
v 25 --17 -0 (3.43)
C

|

[\
|

at

gque vem das equacoes de Maxwell para um meio isotropico. Supoe-se

uma solucdo que representa uma onda penetrando num dielétrico na

direg¢do x, igual a

iw(t - Eéﬂl X)

(3.44)

=
li
p=l
®

- . - A -
onde A & um vetor real e constante perpendicular a diregaoc de X e

v{w) & definido como o Indice de refragdoc complexo gue pode ser

escritoc como

viw) = n(w) + i K (w) (3.45)
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sendo n{w) o indice de refracao da onda plana.

Fazendo
W 1 1M
= viw) = k = k' + ik (3.46)
tal gue
k' =-C"zn(w) (3.47)
k" = g K (w) (3.48)
vem gue
. n(w)
" .lW(t - )
E-ReRNx, © (3.49)
A densidade de energia & proporcional a E2, isto &, a
A2 e*Zk X/(16Tr). A intensidade da radiacdo decresce de um fator

1/e na distancia 1/2k". O coeficiente de absorcgao e definido como
2k" e é normalmente designado COmo al(w), sendo expresso em
neper.cmf1, gue & a reciproca do nimero de centimetros para o qual

a intensidade decai de um fator 1/e.

0 fato do indice de refragao depender da freguéncia da
origem ao fendmeno chamado dispersao. A relagao da constante die-
létrica complexa com a dispersao pode ser encontrada substituindo

(3.36) e (3.44) em (3.43). Assim

elw) = [viw)]? (3.50)

ou, de (3.45}),

n(w) = Re [e(w}]'/2 (3.51)

Se se faz

e (W) = Ie(w)]cosﬁ e " (w) = |e(w)|sens (3.52)
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tal gque
e{w) = |e(w)|[coss + i sens] = |e(w)] et? (3.53)
entéo
)12 = Jew |2 2 (Ln<s <) (3.54)
Assim, de (3.52), deduz-se que
cos (§/2) = [S‘(W’ + ’E‘W)l:}T/z
2| e (w) |
logo, de (3.51) e (3.54)
' 1/2
n(w) = [:lg‘w’l . (Wi} (3.55)

que expressa a dispersdo num dielétrico em fungao de e(w).
0 coeficiente de absorgdo a{w) pode ser determinado da

seguinte maneira: usando a equacgao {3.46) na {3.50}, vem gue

et w) = & (ktPokm?) (3.56a)
W
2
€' (w) = 2 S5 k'k" (3.56b)
e W
2
e = &5 ke x0?) (3.57)
W
2 2
lew)] - €' (w) = 2 55 k" (3.58)
W
Ja que alw) = 2k", entéao
1/2
a(w) = 21/2 g []e(w)l—e‘(w[} (3.59)

Como k' e k" sdo sempre positivos ou nulos, a parte
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imaginaria da constante dielétrica, e"{w), & sempre positiva ou

nula. Deve ser lembrado que e" (w) € o chamado fator de perda.

3.3 - COMPORTAMENTO DA FUNCAO DIELETRICA

Neste item sera reproduzida, de maneira sucinta, a de-
ducdo da expressao da constante dielétrica dependente da frequén

cia apresentada por Nee e Zwanzig(lé)

, que sera utilizada daqui
em diante. |

Considerando o modelo simplificado de Onsager, supde-
-se que uma cavidade cheia de um material dielétrico de constan-
te dieletrica éw, contém uma particula com um momento de dipolo
permanente ﬁ . As vizinhancas da cavidade tém uma constante die
létrica e (w) e um campo elétrico E(t) & gerado longe da cavi
dade.

O campo dentro da cavidade devido ao campo E(t) é igual

a (ver equacao (2.19))

G(w) = B (w) (3.60)

> . - i
onde E. € 0 campC mrotroscoOnicd gque atua sobre a particula.

Usando as relag¢oes da teoria eletromagnética elementar

B (w) =%1+J(w) (3.61)
T = a (B (W) (3.62)
47B (w) = (e(w)-g_) E(w) (3.63)

= - - . .
e considerando-se que o campo local EL € o proprio campo de cavi
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o campo de reacdo nao da contribui¢ao rotacional

ao movimento do dipolo, chega-se a

Esta
mo a constante
& uma grandeza

Esta

Para

(E(w)—ew)(2€(w)+€m)
3e (w)

= 47 % o (w) (3.64)

expressao relaciona uma gquantidade macroscopica,co
dielétrica e(w), com a polarizabilidade a(w), gue
molecular (microscopica).

equacdo € valida no caso tri-dimensional,

sistemas bi-dimensionais, o raciocinio.e o mesmo,

sendo alterados somente o valor de B , gue passa a ser 1/2kT e o

campo de cavidade, gque se torna

- 2¢ (w)
G (w) elw)+¢e (w)
Assim, a duas dimensdes, a expressdo (3.64) se torna
(e (w)-g_) (e(w)+e ) N
26 W) = 27 x oW (3.65)

onde N/A é o numero de moléculas por unidade de area.



CAPITULO 4

DETERMINACAQ DE € (w)

Ampliando-se a teoria de Onsager-Kirkwood para o
calculo da fungdo dielétrica dinamica de liquidos polares, a par-
tir da generalizagdo do trabalho de Lobo et al.(lél, admitem-se
que os dipolos elétricos das moleculas gue constituem o ligquido
estdo em movimento Browniano de rotagdo e sujeitos & influéncia
de campos locais. S3c levadas em conta, além das interag¢oes dipo-
lares de longo alcance, as interagées de curto alcance descritas
pelo fator de Kirkwood, que, no artigo referido acima, fol consi-
derado simplesmente de uma maneira estatistica.

Assim a constante dielétrica dependente da frequeéncia,

para um sistema de dipolos, pode ser expressa, no caso tri-dimen-

sional, para longos comprimentos de onda(lé’lé), pela equagao
{3.64), que é
e tw)—e_) (28 (w) +e_) N
) = 47 5 a {w) {4.1)

0 objetivo deste trabalho é calcular a polarizabilidade
alw), que & essencialmente a resposta linear do sistema a um cam-
po externo alternado. Issc sera feito obtendc-se as medias dinami
cas para um sistema dipolar, através das equacoes de Langevin e

Fokker-Planck.
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0 modelo aqui proposto consta de uma molécula com momen
to de dipolo eléetrico por unidade de comprimento igual a —ﬂ e mo-
mento de inércia por unidade de comprimento igual a I,, submetida
a colisoes Brownianas com as moléculas vizinhas, com as quais
interage, também, atraves de forg¢as dependentes do angulo formado
entre as diregées dos momentos dos dipolos.

A vizinhanca €& simulada por uma molécula com momento de
dipecleo efetivo ;*, momento de inércia 12, e submetida a uma visco
sidade rotacicnal 52. Esta molecula, denominada molécula 2, inter
age com a molécula de referéncia, designada como molécula 1, atra
ves do potencial dependente do angulo.

2D, o

Este modelo & semelhante ao usado por Nora Hill
seu estudo da segunda regiao de ‘dispersao das moléculas polares ,
onde ela considera a molécula confinada a uma gaiola formada pe -
las moléculas vizinhas com as quais interage mecanicamente. Esta
molécula executa oscilagaes rotacionails num pogo de potencial que,
por sua vez, sofre um movimento Brownlanoc rotacional. Calderwoed

(28) usaram ¢ modelo de Hill, para, num caso bi-dimensio-

e Coffey
nal, estabelecerem uma ligagio analitica entre o pico de absorgao
de Debye, na regiao de micro-onda, e o pico de absorgao ressonan-—
te, na regiéo do infra-vermelho, sem considerar interagoes dipola
res de longo alcance, e supondo que a molécula gira sem gual-
quer fricgao.

Apesar de sua simplicidade, o modelo empregado neste tra
balho leva gnequagao de Fokker-Planck com muitas variaveis e com
o agravante de que as guantidades a serem calculadas sao funcOes
trigonométricas dessas variaveis.

A impossibilidade de se resolver as equagﬁes, fez com que

se usasse uma aproximagaoc que fornece solugoes exatas somente nos
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limites de altas e baixas frequéncias.

A suposicgdo basica do metodo e o desacoplamento dos ter
mos dependentes das velocidades, dos termos gue dependem dos angu
los. Esse procedimento sO e valido porque as velocidades alcan -
gam o equilibrio térmico muito mals rapidamente do gue o movimen-
to espacial gque e controlado pelos coeficientes de difusdo.

A obtencao das medias dinémicas das fungOes trigonomé -
tricas das variaveis envolvidas no problema, e apresentada em se-
guida, para os casos bi e tri-dimensionais, sendo que a extensao
para este Ultimo ndo envolve nenhuma dificuldade conceitual adi -

cional.

f,1 - SISTEMAS BI-DIMENSIONAIS

Mo caso bi-dimensional, onde os dipolos sao formados por
linhas de densidade de carga positiva-negativa, a molécula 2 inte
rage com a molécula de referéncia através de um potencial harmoni

co, com a forma

V(81-52) = - K cos(81f62) (4.2)

onde K é a intensidade da forcga de interagao, 61 é o angulo entre
a direcao do momento de dipolo . ﬁ da molécula 1 em relacao a um
eixo de referéncia, gue, em geral, e a direcdo do campoc aplicado,
e 8, e 0'$ngulo referente a orientacdo residual da vizinhanga em

relacio ao mesmo eixo, isto &, o angulo entre a direcdo do momen-

. - . -
to de dipolo efetivo p*¥ e a direcgao do campo.

O problema consiste em calcular o(w) para substitul-la
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na expressao da funcao dielétrica dependente da frequéncia, cuja

forma, a duas dimensdes, € dada pela equacao (3.65), isto e,

(e(w)-e_) (e(w)+e_)

N
> ) = 27 % o (w) (4.3)

A resposta linear de 81 e 6, a um campo externo alter-

nado, atuando sobre & pode ser relacionada com a funcado correla

T.F
¢do dindmica em equilibrio pelo teorema de flutuagdo-dissipacaode

(9)

Kubo sendo expressa como

o (w) E ()

onde ¢(t) & a resposta ao campo E, isto &, o valor médio do mo -
mento total do sistema na diregao do campo externo. Assim
p(t) = u<cos@1> + u*<cosez>

> > - , -
onde y+u* e o momento total do sistema, o gque, para um campo ele-

trico estatico, reproduz a constante dieletrica de Onsager-Kirk -

wood.
A polarizabilidade, agora, pode ser escrita como
L[u<cose1> + u*<c0592>]
o{w) =
E(w)
ou
o(w) = _H L[<cosb_.> + Hx <Ccos6 4> ] (4.5)
E {w) 1 u 2 *

Para resolver o problema dinamico é preciso obter a so-

lucdo da equacao de Fokker-Planck com quatro variaveis, que sao
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81,92,é1 e éz, sendo é1 e é2 as velcocldades angulares de 81_e
6,, respectivamente, a fim de se encontrar as medias dinamicas
<cos@1> e <cosez>.

Usando a aproximacéo citada anteriormente, 05 movimen-
tos sao desacoplados em equagbes independentes, para a particula
1 e para a particula 2. A interac¢ao sera linearizada supondo,quan
do necessario, que a molecula 2 seque de perto a molecula 1, tal
que 81—82 Sseja muito pequeno.

OQutra suposicdo que -sera feita € gue as equagéés pode -
rao ser linearizadas em K. Como isso parece estar em contradicao
com a hipotese de que 82 segue 81 de uma maneira muito proxima ,
o que implica em forte interagéo entre eles, a interagac K sera
substituida por uma interacéo efetiva K, tal que as médias estati
cas para 82, calculadas na aproximagao linear com K como forga de
acoplamento, concordam com oS calculos exatos feitos com a intera
cao K.

Para isso € preciso impor que os valores medios do
cosb,, calculados atraves das duas maneiras, tém que ser iguais .

Sendo B = 1/KT, vem que

27
JO exp (R K cos(81—82))cos 6,46,
<c0882> = o
I exp(f K 005(81—82)Yd82
0
21 =
J7TI1 + B K cos(6.,-8,)] cosb_ de
LA 1772 29%2 (2.6)
5ot + 8 ® cos(e,-8,)] ae,
Resolvendo as integrais, tem-se o valor de K, que &
_ I,I(K/kT]
K = 2KkT (4.7)

T, (R7ETY
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onde I1 e I0 sao fungodes modificadas de Bessel. Para pequenos va

lores de K, (K << kT), vé-se que K = K, como era de se esperar ,
e para K >> kT, K - 2kT.

Com X substituindo K podem ser reproduzidos os cal-
culos estaticos, o que garante a viabilidade da linearizacgdo das
funcbes—distribuigdo na interagao efetiva K.

Antes de serem obtidas as médias dindmicas <cose1> e

<cosb.> serdo determinados os trés tipos de "viscosidade™ gque cons

2

tituem a viscosidade dinamica total Ep que aparecera na polarizabi

lidade (W), que sdo: a "viscosidade" £; devida a interacao ,

a Ec, devida ao movimento térmico das moléculas e a & chamada

Dl
friccao dielétrica, deduzida, no caso tri-dimensional, por Nee
e Zwanzig(lé) e que, aqui, sera calculada para sistemas a duas

dimensoes.

4,1,1 - "VISCOSIDADE DE INTERACAO" £_ (w)

A equacao de movimento da particula 2 sujeita ao campo
da particula 1 é dada pela equagdo de Langevin (equagao (3.1)) ,

, - - .
adicionando-se a forga de interacgao Fint' Asgim

e > =+ >
Ity = = Tyt + Fyp + X{E) (4.8)

onde ;2 € o vetor posigac da particula 2 e §(t), a forca esto-

castica. A forca de interacao pode ser expressa coOmo

= - W = -K(F,~F,) (4.9)
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-> . o~
sendo r, o vetor posicdo da particula 1.
Linearizando a interagdo com a suposicdo de que a dife-

> -+ . . . . ~
renga r,-r, seja pegquena, pode ser feita a seguinte aproximacio

> - >
r, = r, + 6r (4.10)

==K 6r2 (4.11)

Para se comprovar a existéncia de uma "viscosidade efe-

- . ~ - . . > .
tiva™ devida a interacao, e preciso determinar <6r2>. Para isso
substituem-se (4.10) e (4.11) em (4.8) tomandoc seu valor médio e

levando-se em conta que, por definicgao, <§(t)> = 0. Assim

s ; ¥ -> -r -
12 <r1+6r2> = - 1252 <(r1+6r2)> - K <c3r2>

Tomando-se a transformada de Laplace desta equagao vem gue

I,(s+E,) L[<§ >]
L<6;2> - -2 Z L (4.12)

Izs (S+52)-FK

Pode parecer surpreendente que uma forcga de interacdoge
re uma forga viscosa exercida pelo meio sobre uma particula. Mas,
de fato, se se supde que uma particula carregada, movendo-se com
velocidade v, cria ao.seu redor, num determinado tempo t, um po -
tencial eletrico ¢(x,t), o meio responde a este exercendo sobre a
particula uma forcga viscosa gque amortece seu movimento.

Para ilustrar tal efeito pode-se usar, por exemplce, um

potencial de forma gaussiana
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b t) - - & om X(E)=y (1) %K%/2
~(e-t") /1

t (12,2
- AJ e-(x(t}_Y(t )) k /2 e dtr

-_—0

sendo Tg © tempo de decaimento do campo criadc no tempo t'.

Ve-se, entao, que

Vo (x,t) = —A(x(t)-y (&) )k>

t , —(x(t) -y (£)%k%/2 —(e-tt)/1g
—A.[ (x(B)=-y(t'))k™ e e dt’?

Fazendo x (t) y(t), no tempo t , vem gue

t , =y (B)-y (£9%K%/2 —(e-tt) /1y
—§¢ (x,t) = - A J (v(t)-y(t"))k™ e _ e at'
ou
N t , v -t K2 (-t /1,
~Vo(x,t) = - A [ v(t-t')k” e o a
chamando t-t' = 1 ,
oo 5 —v212k2/2 —T/TO
- §¢(x,t) = - v J ATtk™ e e dt
0
b -T/T
2 - v j Akz T e 0 dt
0

para v pegueno.

Como a forca de interagdc entre duas particulas € dada
por -V¢ e a forca viscosa é proporcional 3 velocidade da particu
la, entéo vé—se, pela equagéo acima, que as duas podem ser identi
ficadas.

Voltando entao ao problema em gquestdo, sabe-se gue a for
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¢a de interacdo da particula 2 scbre a 1 tem o mesmo modulc e si-
nal contraric ac da interacdc da 1 sobre a 2. Assim a forga visco

sa pode ser expressa como

Ll

1}
~
O
H
A%
|
|
H
—_
Y
=
Fa%
R
—
A%

wvisc K 2

onde gI pode ser identificada como uma "viscosidade efetiva" devi

da a4 interacac de curto alcance.

Transformandoc em Laplace esta equacdo, vem gue

ST > ] <; > 4
RL{<dr,>] = - I1EIL [ r, 1 (4.13)
Comparando-a ceom (4.12) encontra-se

I2(S+EZ)
K + IZS(S+52)

e ls) = & (4.14)

1

ue é a expressao da "viscosidade" devida a interacdo.de curto al
d P =

cance.

Substituindo ainda, (4.14) em (4.13), tem-se

K (s+f,)1, i
K + I,8(s+E,) Li<ry>]

CKL[<6T,>] = -

que expressa ¢ fato de que o principal efeito de ;2 ne movimento

-

de r1

da pela equacao (4.14).

& produzir uma viscosidade dependente da frequéncia, da-

Como 8 = ~iw vé&-se que no - limite para baixas frequénci
as, (w -~ 0), EI(W) tende a um valor finito, enguanto gue para

W o+ o, EI(W) > 0.
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4,1.2 - COEFICIENTE DE FRICCAC DIELETRICA o

0 coeficiente de fricgdo dieletrica ED origina-se do fa
to de que quando o.dipolo gira produz um campo elétrico dependen-
te do tempo fora da cavidade gque o contém, com dissipacao de ener
gia nas vizinhancas devida a perda dielétrica. Esta dissipagao de
energia provoca o.amortecimento da rotagdo do dipolo. B esse efei
to que & chamado de fricgao (ou viscosidade) dielétrica £,. Nee e
Zwanzig(lé), calcularam-na no caso tri-dimensional. O caso bi-di-
mensional séré mostrado aqui, determinando-a de maneira analoga.

Sendo, a duas dimensdes, o .campo de reagao dependente

de frequéncia dado por

r(w) 7 (w)

e
B
i

onde
. € (w)=-€g_

r (w) > - (4.15)

a’e_ elw)+e

oo

o torque sobre o dipolo, devido a ele e

N(t) = nle) x R(t) (4.16)

Transformando em Fourier, tal que

R(t) = é% J OQﬁ(w) e tWEhay
. -~

n(t) = 5% Jiwﬁ(W) eV ay
entao

N(t) = Ti(e) x5t Jm R (w) e TV Eqw
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que leva a

N(t) = J @J atr eIt ey x Ten) (4.17)
o0 -0

Se o momento de dipeclo independe do tempo, cbviamente o
torque se anula. Isso significa que & preciso considerar o movi -
mento. rotacicnal de ﬁ(t). Sendo $(t) a velocidade angular do di-

polo, entaoc

d - -+ >
FE Mt} = L(e) x uit)

Esta equacaoc pode ser integrada para dar n(E")

ey, £, S
J .a.é. u(g)ds = f f8{s) x p(s)ds

t t
- -+ t! = -
pit') = p(t) + J dsf (s) *x p(s)
t
tal que
- - tf - - -
plt) > p(t') = J ds u(t) x [f(s)xu(s)]
t

Como sO sac considerados efeitos lineares na velocidade angular ,

pode-se substituir o ﬁ(t) dentro da integral por ﬁ(s), tal que

() x nee")

t! . N >
J ds ui{s) x [Q(s) X p(s)]
t

t! - -+ s
J ds [uzﬂ - (1(s) .8 (s (s)]
t

- - . > - . - -
Como up(s).f(s) = 0, pols {{ - e perpendicular a i , entao
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tl
Blt) x u(e") = J ds 1% (s) (4.18)
t
Vé-se que a parte. transversa da velocidade angular, e

a tGnica significativa, pois s6 ela pode mudar a orientacao do di-
polo.

A componente de Fourier da velocidade angular é

[ee] 00

§ 6 = j_mdt ﬁl(t)eiwﬁ e G () - ~ J aw'd (w')e”

-0

iw's (4,19

Substituindo (4.19) e (4.18) em (4.17) obtém-se para o torqgue

o4} tl o4}

N(t) = I dw f atre I~ gy 2 f ds J dw'ﬁi}w')e-iwls

Integrando sobre s vem

o0

e [T 2 aw : ~iwt 1 (gt ifw-w')t' _dwt’ —iw't
N(t) = Loll ﬁ—ﬁl_(w‘)f_mdw rwe 5 J_m—iW" [e - e ]
e agora integrando sobre t' fica
Nw)={u2%'ﬁﬁﬂ_$ﬂj<hrm)€mt%mwwﬂ—emt6WH

As funcdes delta sao removidas com a integragao em w. Assim

dw' 1 =Wt ey - or(0)] ul ﬁl(w') (4.20)

Expressando em termos das componentes de Fourier
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o

N(t) = ?T%J dw N(w) e ¥t (4.21)
Vé-se que, pela comparacao da equacao (4.20) com a (4.21),
> -
N({w}) = - gD(W) QL(W) (4.22)
onde o coeficiente de fricgao gD &
UZ
ED(W) = T [r(w) - r(0}] (4.23)

: . 2 ~
Usando, para eliminar y~, a expressao de Onsager para

constante dielétrica estatica

(EO - Ew)(eo + €_)
2¢ = 4wa0
0
onde o, = ppz/ZkT & a polarizabilidade e p = 1/1Ta2 é a densida

0
de de particulas por unidade de superficie, e, com o auxilio tam-

bém da equagao (4.15}, para eliminar r(w}, vem que

) KT (eg-e} (e (w)-eq)
D iw 280(6oo + c(w))

Como se esta considerando viscosidade com dimensao T_1,

entdo a equag¢ao acima deve ser colocada na forma

kp  (Eg—te) (e(W)—g4)

ED(W) T iwl 250(€m+e(w)) (4.24)

onde T & o momento de inércia da melécula.
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4,1.3 - “VIscOoSIDADE DE CoLISAQ” &

A equagao (C.12), na qual foi identificado um coeficien

te de difusdo D, pode ser reescrita, para n = 1, como
L{f, (t)} 1
£,(0) 7 %D (4.25)

sendo, por definigao,

(4.26)

i

onde £ € o coeficiente de fricgdo que serd designado aqui por e
(Note-se que, no Apendice C, tomamos I = 1 )-
Assim, colocando-se a equagao (C.9) na forma da equa -

¢édo (4.25),e gendo L{A1(t)} dada pela equagdo (C.10), para n=1, vem

que
L{f1(t)} ;

£,(0)

1 | 1
s + [ETK?T%TT - ?g - 5]

onde T € o tempo decorrido entre duas colisbes.
Chamando

' 1 1
D(s) = ETK;TETT - ?; - 8 (4.27)

e usando a equagao (4.26), chega-se a

TCL{A1(t)}

gc(s) - _f-rc - L{A1(t)}(1+sfc) - S 14.28)

onde o termo —-s & introduzido pelo fato de ja estar incluido o

termo inercial nos calculos do Apeéndice C.
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4.1.4 - MEDIAS DINAMICAS

Como ja foi dito, a soma das trés "viscosidades" calcu-
ladas atraves das equagoes (4.14), (4.24) e (4.27), constituem a

viscosidade total dependente da frequéncia

gT(w) =.£C(w) + W) o+ gD(w) (4.29)

que aparece na equacac de movimento da particula 1. Esta & descri
ta pela equacao de Langevin
1151(t)51 - T [ gT(t-t')é1(t')th 8, + E(t) + X(t) (4.30)

1 1

onde, novamente, %(t) @ a forga estocastica e E(t) & 0. campo ex -

terno aplicado, relacionado com o potencial externo por

V. = - 1 E(t) cose

ext 1

A equagao (4.30) pode ser transformada numa egquacao de

Fokker-Planck {ver equacao (3.4)), com coeficientes de difusdo e

viscosidade instant@neos mas dependentes do tempo(gg’gg),tal que,
sendo
- - -
Eext = - vvext = -~ PE(t) sene1
a equacgao para a funcao distribuicao.da particula 1 fica
9P, (68, ,6,,t) oP
1717717 . 1 [ 5 .
= - B + En{t-t') —— (6.pP.)at"
5t 138, T 76 (6P )dt™ +
pE(t)sene1 9Py . ko . l 32P1 7 8P1
+ — + — | £_(t=t"') Sat'+ x(t) — (4.31)
I a@ T e 2 -
1 oI 307 30

1
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A equacac € linearizada em E(t) ficando P, = P?+P:+....

onde P? e a funcao distribuicao no equilibrio e P: € linear em
E(t}).
Multiplicando a equacgaoc (4.31) por cosd, e integrando-a

em de ., d8

1984+ encontra-se ¢ valor de <cose1>.

Assim

3 _
Py <cose1> = - <61 Sen61>

sL {<c0561> = - L {<é1 sen61>} (4.32)

Usa~se ¢ mesme processo para calcular <é1 Sen61>, isto
e, multiplica-se a equégéo (4.31) por éT senf,, integrando-a em

de.ds,. Dai

17717

|

a - - N
L {5E<e1sene1> sL { <0 sen8,>}

t
- 22 1y A 1 '
= L{<bjcoses > - <%§(t-t )8, (t')at'  sens >
HE () 2
- —3— <sen 8,79 = <X(t)sen61> (4.33)

1

Executande, entao, as aproximac¢oes mencionadas anterior

mente, vé-se gue
1) . linearizando sobre o campo externc

n 2 = M1
- TI L {E(t)<sen 61(t)>0} = - iy 5 L{E{t)} (4.34)

onde a média < 50 & executada sobre a distribuicdo em equili -

brio:

2) desacoplando as variaveis dependentes das velocidades, das es-
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paciais, na suposigao de gue, em primeira ordem, as velocidades al
cangam o equilibrio mais rapido do que as fungdes dependentes das

coordenadas

<éf(t)cose1(t)> - %3 <coss | (t)> (4.35)
1

ja que(gz) <é$(t)> = 2=
3) supondo que o fator de amortecimento € significativamente dife
rente de zero somente em regides onde t~t' & pequeno comparado cam

a evolucao da difusao dos termos dependentes de 81,

t . t
J dt'E(t—t')81(t')sen81(t) = J

dt‘g(t~t')é1(t')sen61(t')
0

0 (4.36)

4) como %E(t) e sen81(t), tomados ao mesmo tempo, nao siao correla-

cionados, e sendo <X(t)> = 0, entao

<sene1(t)X(t)> =0

Usando essas quatro aproximag¢oes na equagdao (4.33) e le

vando~-a para (4.32), vem gue

_ LE(s) 1

KT T+I,5(5+E,(8)) /KT (4.37)

L<{cose1>}

Este resultado pode ser comparado com o resultado exato

(5)

de Sack(é) e Gross

HE (s) 1
- 2KkT I.s

L{<cos8>} =
2s
S+28+...

(s+&)

As aproximagoes usadas levam a um resultado idéntico ao
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obtido pelo uso da equagao.fenomenoclogica de'Fokker—Planck(gg’ggt
Isso nao e surpreendente ja que os resultados obtidos através de-
la s3ao incorretos quando se executam médias de func¢les de auto-cor
relacao da forma <é2(t)>, as quais envolvem termos de difusfo. Es
se nao & o caso aqui, como & mostradc no Apéndice B. A equagdo de
Langévin foi escolhida neste trabalho porgque as aproximagaesexecg
tadas permitem corre¢ces de sent, (t) em torno de t'.

Agora é preciso encontrar <cosb,> para se chegar a ex -
pressao de e (w).

Considerando-se a particula 2 sujeita ao camporde 5,
volta-se a equagao de movimento (4.8), que recai numa equacdo pa-—
ra a fungao distribuig¢ao, analoga a equacdo (4.31). Agora, no en-—

)

tanto, esta equagao e linearizada sobre a perturbagdo sen(82—81
com a constante de acoplamento igual a K, e o gradiente do poten-
cial, em vez de estar relacionado com o campo elétrico E(t), pas-
sSa d Ssexr

- %V = T, = K sen(82—81) ) (4.9)

int 2

Assim, a equacao. para a fungao distribuicao da particu-

la 2 torna-se

= aP

J : I T - X 5. )—2
2
E,kT 3P, 3P,
bE— ——5 4 £ () — (4.38)
2 363 902

Utilizando o mesmo processo anterior, multiplicg-se es-

ta equagdo por cosez, integrando-a em dezdéz e, em seguida, por



-82_

»

stene2 integrando-a nas mesmas variaveis. Asgim encontra-se

a .

T <cps@2> = -<62 sen82>

sL{<cos8,>} = —L{<é2 sené ,>} (4.39)
e

L[ <§.sen6.>] = sLI<8.senf.>]

at 2 2 - 2 2
Dai
L[<é senf >} = 1 L[<é2cose >} - —E— Lf<cost, >]
2 2 s+, 2508%) 2T, 1

Desacoplando os termos das velocidades dos termos espaciais, tem-

—-5e

1 kT K

L[<825en82>] = ;E——z- f; L[<COSez>] - T?-Tz— L[<COSe1>] (4.40)

Assim, substituindo (4.40) em (4.39),tem-se

R L[<cose1>]

2KT T,5(6+E,1 /KT + 1 (4.417)

L[<cose2>] =

Levando a equacdo (4.41) para (4.5) encontra-se

. R u* 1
alw) = gy LI<cost >l {1 Y 2kT u 1+Izs(s+€2)/kT}

gue, com a substituicao da equagao (4.37), torna-se

(s) = “2 ' | 1+ K ux 1
G ~ ZKT T+I s (s+&; (5)) /KT ZKT W T+I,5(s+E,) /KT

(4.42)

onde a expressdo entre chaves & a correcao dinamica de Kirkwood.
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A expressao completa para a fung¢do dieletrica de um sis
tema constituido de moléculas com dipolo permanente " , € dada pe

la substituigdo de (4.42) em (4.4), para o c¢aso bi-dimensional

(e (w)-g_ ) (e(w)+e ) amp? N 1

kKT A I1s
T+ 47 (S+£T(S))

e (w)

1 + —E (S+€2)

(4.43)

Quando w + 0 a equagao acima tende a de Kirkwood. Pa-
ra altas frequéncias a fungdo dielétrica obedece as regras de so-

2

ma, onde a resposta dinamica & da ordem de w ~ e a correcao de cur

to alcance vai a unidade assintoticamente.

4,2 - CAsO TRI-DIMENSIONAL

Agora sera tratado um sistema mais realistico, tri-di -
mensional, que nada mais € do gue uma extenséo do- caso a duas di-
mensées e que nao envolve nenhuma dificuldade conceitual adicio -
nal.

Usando o mesmo procedimento anterior, pode ser mostrado
que a viscosidade induzida pelas forgas de curto alcance e a devi
da as colisbes Brownianas séo iguais aquelas do caso bi-dimensio-
nal.

Calcula-se a equagéo de movimento da particula 2 subme-

tida ao campo da particula 1 para verificar se ha uma expressao
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gue possa ser identificada com EI.

A equacgao de movimento da particula 2 & a mesma dada pe
la equacao (4.8), com a diferenga de que, agora, o vetor ;2 e tri
—dimensional.

Assim a expressao para g (s) e igual a dada para duas
dimensaes, isto e,

g _T2(s*5))

Ep(s) = I, K+I,s(s+E,) (4.14)

ou T

+ T

I 2
1 K Izs

2kT T

(5)

Il

2k T TS

onde T, = 12€2/2kT € um tempo associado & "viscosidade efetiva"

EI(W).

A existéncila de uma viscosidade efetiva devida a intera
cao de curto alcance implica na existéncia também de uma constan
te de acoplamento efetiva K. De maneira andloga ao caso bi-dimen-

sional, impSe-se que, (chamando 6,-6, de o)

21 27
eBKcosa senb ,cosbH . db.,d¢
0. Jo 2 2072712
<co80.,> =
2 21 27
[ [ eBKcOSOt sen82de2d¢2
0 0 '
21 21 _
J J [1+ Kcosa]cosezsen82d82d¢2
_ 70 0 -
T2 21

T
[ J [1+8Kcosu}sen82d82d¢2
0 0
que leva a conhecida fungao de Langevin para K, isto &,

K, _ kT

K = 3kT [coth (_E'f) - K] . (4.44)
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Se K << kT, K » K como era de se esperar.
Se K »>> kT, K »+ 3kT implicando em <cosb,> = <cosb,>.
0 calculo da viscosidade devida as colisées,ic(s), é ba
seado na suposicdo de que o tempo de relaxagao Ta € muito peque

_14 . . b
s). Assim, pode~se considerar que uma particula se moven

no (v 10
do sobre uma esfera, comporta-se como se o fizesse sobre um plano
tangente a essa esfera entre duas colisdes. Desse modo recai-se no

caso bi-dimensional e a expressao para . (s) & a mesma dada pela

equacdo (4.28), isto &,

T TCL{A1(t)}

Ec(S) T T To (1+sTC)L{A1(t)} -8

(4.28)

com L{A1(t)} expressa por (C.10).

Finalmente, a viscosidade dieletrica Ep (W), € dada pela

formula deduzida por Nee e Zwanzig(lé), ne caso tri-dimensional,

(ey—e ) (elWw)-e,)

{w)

&p iwI1 eo(€m+25(W))

onde O momentb de inércia I1 gue aparece no denominador vem do fa
to de se estar considerando a viscosidade com dimensao T-1.
Reproduzindo o procedimento. adotado no item anterior P
<cosf > & calculado, agora, através de coordenadas esféricas. A
equagéo da fungéo distribuigéo da particula 1, no espago de coor-

denadas e momenta, &, entao,

2
2, P, ap, 9P, cosé, Pg.
= = " T S5~ [ 3 - UE{t) Senei} +
1 1 991 sen 91 11
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+J £ (t-t) 5—{-}%“ (pg (E)P) + 7 — (py (£1)24)

op
1 ! b
»%p, 5°P.
+ I kT ( + ):} det (4.46)
1 2 2
ape 3P¢
1 1
onde
_ 1 48 _ 2, d¢
Po =1 3¢ © Py = I sen”® It
e a energia total H é
p2
R e~ ¢
H = 5T [pe + 5~1 - uE (t) cos®

sendo ¢ elemento de volume di = P_](81,¢1,p61,p¢1)d61d¢1dpe dp¢1.

.

Analogamente ao casc bi-dimensional, multiplicando-se a

equacao (4.46) por cos@1 e integrando-a em d81d¢1dpe dp¢ , encon -
1 1

tra-se

3 1
t 1 I

Q2
—
-—

logo

sL{<cos8,>} = — —— L{<p. send >} (4.47)
1 I ) 1

e para <pg sen61> tem-se que
1

2
cosf. p

<p send.,> = <p2 cosd,> + 1 <~———1—fl>
8, 1 I, 81 1 L, sen281

2
3t

. 2
-~ pE(t)<sen 61>0 - ET<p61 Sen61> (4.48)

Desacoplando os termos dependentes das velocidades dos espaciais
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vem
< 2 cosh > = < 2 ><cosf,> = I, kT <cosb,> {(4.49)
Pe . 17 7 "Pe, 177 1 .
cosf 2 2
179, P,
< 5 > = <cosb, ><——>
sen” 6 sen 8
1 1
onde
p2 —(p2 +p2 /sen26 ) /2kTI
J ¢1 81 ¢1 1
2 — e de . dp, dp
Py sen’s. T8y
7 = 73 7 - = 1,kT
sen 81 - (py +P, /sen 81)/ZIkT
1 1
e d81dp6 dp¢
1 1
logo
cose1p$
<o L1 KT <cost,> (4.50)
2 1 1
sen” 0

1

Assim, levando as equactes (4.49) e (4.50) para (4.48)

e tomando sua transformada de Laplace, tem-se

2KT L{<cose1>} - 2uE(s)/3

L<pe1sene1> = 5 Tg (5) (4.51)

ja que <sen281>0==% .

Substituindo a equacdo (4.51) na equag¢do (4.47), encon-

tra-se dque

UE (s) 1
3kT SI1(s+gT(S))/2kT + 1 (4.52)

L{<cose1>} =

Para finalizar & preciso calcular <cosd,>. Volta-se, en
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tdo, a equagao (4.46) e, tal como no item anterior, relaciona-se
o gradiente do potencial com a forca de interacao dada pela equa-
cdo (4.99 , na qual K é substituido por X.

A equacao da fungao distribuig¢do para a particula 2 to-

ma polis a seguinte forma

ap Pg_ 3p 3P cost. To 5pY
et = 2 2 2 2 . Reen (8.,-0.) =2 +
ot = T I 26, ~ P 3 + 27717 op
2 2 8, sen’6, I, 0o
\ o 2%, a%p,
. g, [F (g Py) + 7o— By py) + TKT (—2 + —2) | (4.53)
8 2 ¢ 2 op ap
2 2 62 ¢’2

Usando novamente o processo anterior, multiplica-se es-—
ta equacgao por cos@z., integrando-a em d@2d¢2dpe dp¢ e calcula
2 2

-se <cos@2>, chegando-se a

d 1
=T <cosb,> = - T; <p82 sen82> (4.54)

E para determinar Py senez, faz-se de maneira analoga,encontran

2
do-se
0 _
3 1 2 1 COSY%y 2 2K
= <p, send,> = — <p, cosb,> + — <—s=— p, > =~ = <cosb_>
ot 70, 2 I, "8, 2 2 sen262 ¢y 3 1

- 52<pezsen@2>

Desacoplando os termos dependentes das velocidades dos espaciais,
de maneira analoga a feita para a obtencao das eguacbes (4.49) e

{(4.50), chega-se a
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I

9 - s 2F
§E<pezsen82> = 12 Isz<cosez> + 5 Isz<cosﬁz> -3 K<cose1> - £2<pezsen82>

Tomando a transformada de Laplace desta equacao, vem que

[2kT L{<cosez>}-3 K L{<cose1>] {4.55)

Li<p, send >} = 3

1

2 S+E2

Tomando, também, a transformada de Laplace da equacaoc (4.54) e subs
tituindo nela a equacgac- (4.55), encontra-se, finalmente, a expres

sdo para L{<cos8,>}, que &

K
3kT 1 + Izs(s+€2)/2kT

— L{<cose1>}

L{<cos8,>} = (4.56)
Substituindo as equagdes (4.52) e (4.56) na equagao
(4.5) e levando o resultado para a expressdo da fungdo dielétrica

encontra-se

K u*/u
3kT 1+sIz(S+€2)/2kT

{e{s)-c_) (2e(s) +c ) 4ﬂu2 N 1
36 (S) = 3KT V1+sz1 (s+£T(s)}/2kTXE *

(4.57)

onde © termo entre colchetes é a corregao dinamica de Kirkwood.
Esta forma da constante dieletrica obedece, como ja foi
dito no caso a duas dimensées, a todas as condigOes requeridas,is
to &, para baixas frequéncias (w -~ 0) recal na expressao estati-
ca de Kirkwood, e, para altas frequéncias obedece as regras de so
ma encontradas na referéncia (24), onde a resposta dinamica € da

ordem de w_z, independente das interacles de curto alcance.



CAPITULO 5

COMPARACAO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Encontram-se na literatura poucas medidas experimentais
do comportamento dielétrico de liguidos polares, o que torna difl
cil a escolha de uma substancia apropriada para comparar com os
resultados tedricos obtidos pelo modelo proposto. 0Os parametros
iniciais, necessarios para se obter a resolugdo da equacdo para a
fungéo dielétrica, sé foram medidos para algumas substancias e,
talvez, devido as restrigées do aparato ou técnica experimental
utilizada, nem sempre &€ possivel se obter, a partir dos resulta -
dos publicados, as grandezas fisicas calculadas no presente traba
lho, tais como a relagao entre o coeficliente de absorgac e o nume
ro de onda, e o grafico Cole-Cole (relagac entre as partes real e
imaginaria da constante dielétrica).

Dentro dessas limitagées foram selecionados dois ligqui-
dos polares, cloroformia e fluormetano, cujas constantes fisicas,
tais como, constante dielétrica estatica, momento de inercia e mo
mento de dipolo, possuem valores bem diferentes.

Séo mostradas também algumas curvas obtidas através do
modelo proposto, referentes a agua a 307.5K apesar de nao se possu
ir resultados experimentais que as comprovem.

0 clorofdormio foi medido por Gerschel et al.(lz)

lon et al.(gé), usando a técnica de espectroscopia infra-vermelho

e Gou
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remoto, com resultados divergentes em cerca de 15%.
0 fluormetano foi, com a mesma técnica, observado expe-—

(El), a varias temperaturas.

rimentalmente por Gerschel et al.
0 modelo proposto reproduz satisfatoriamente as medidas
de Goulon para o cloroféormio e as de Gerschel, para o fluormetano.
Para condensar a exPresséo utilizada, isto &, a equa -
géo (4.57) introduzem-se as variaveis reduzidas X, T; e T, de

tal modo que

I I5eml
) 1 ) KT B SKT
X = W\/5%T ' Ty = 11y T, e To = T4y I,

onde, relembrando, Tg representa o tempo associado a "visco-
sidade efetiva" EI(W) e T, & o tempo decorrido entre duas coli-
soes.

Além desses dois, outros parametros devem ser ajustados,

tais como, o valor da constante de acoplamento K, a relacao entre

I1 e I2 e, ainda, o momento de inércia efetivo relacionado com I1.

A seguirx sao mostradas as curvas, obtidas através da so
lugao da equagéo (4.57), para o clorofdormio, o fluormetano e a
agua.

As constantes caracteristicas de cada substancia, utili
‘zadas nos calculos, sao apresentadas na Tabela 5.17.

As seis primeiras figuras, dedicadas ao clorofdrmio,mos
tram a influéncia de cada parametro separadamente, sobre a funcao
dielétrica ©(w), sobre o coeficiente de absorg¢ao a(w) e sobre as
"viscosidades" EI(w) e gc(w). Deve ser salientado que nao houve ,
na apresentagéo dessas figuras, nenhuma preocupagao em ajustar os

parametros aos valores experimentais mas, simplesmente, verifi -
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car ¢ comportamento das curvas com a variacao de TI,TC, K e Ief'

T (K) € e 1 (D) o(g.cm™>) 01 (g.cm?)
CHC]_3 300. 4,.7197 2.230 1.040 1.470 270.

133. 49, 1.790 0.955

153. 40. 1.775 0.930
CHBF 1.851 33.

173. 30. 1.750 0.910

233. 17.5 1.625 0.790
HZO 307.5 76. 1.770 1.840 1.000 1.5
TABELA 5.1 - Constantes caracteristicas do CloroférmioQgé) (CHC13), Fluormeta

no(él) (CHBF) e Agua(li) (HZO)'

A influéncia do tempo de decai
mento da interac¢ao é mostrada nas Figu-
ras 5.1, 5.2 e 5.3. Vé-se, na Fig. 5.1 ,

que, a medida que 7. diminui, o fator de

I

perda &" comega a subir, a baixas fre -
quéncias, enquanto que, simultaneamente,
€' diminui, provocando uma ressonan@iarm
coeficiente de absorgao, gue . pode ser

vista na Fig. 5.2. A partir de uma certa

1

frequéncia (v v 10 cm '), o valor de

1

nao mais influi. Para altos valores de

T (TI > 10), que corresponde a um rapi-

I

do decaimento de EI(W), as curvas pasSsam
a ficar inalteradas. 0O crescimento de

a(w) guando 1. decresce, deve-se ao fato

I

de que a parte real do denominador do ter

()

FIGURA 5.1 - CHCl,
riacao com Ty de €' (a) e e"

10
. _ ylem™

a 300K.Va

(b).Ty=1 _corresponde a Ty =

5.7x10- 135

Parametros fixa-

dOS: 12/11 = 10, I1/Ief = 1,

R/kT = 0.5, T,
2.8x 10" 14g),

0.5(TC =
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mo de Kirkwood vai a zero pa-

a0 e

ra X = #~I17I2 havendo uma

regsonancia tanto maior quan-
to menor for Tye
C comportamento da

"viscosidade de interacao"

glw}l (Ho.cm-'}

EI(W), pode ser visto na Figu
ra 5.3. Para campos estaticos,

ela € real e constante, dimi-

nuindo seu valor a medida que

decresce seu tempo Ty -

Para campos dependen-— —

tes do tempo, o comportamento FIGURA 5.2 - Variacao da curva de absorgao

com T, para o CHCl,, a 300K. Mesmos parame

1
tros da figura anterior.

das suas partes real e imagi-
naria é bastante alterado pa-
ra TI muito pequeno. Nota-se gue a ressonéncia gue aparece ha cur
va de absorgao nao poderia ser provocada por esta "viscosidade" ,
ja que ela é praticamente constante naquela regiao de frequéncia.

A Figura 5.4 mostra o efeito do tempo entre colisdes Toe
A medida que T, aumenta, o que corresponde a diminuicao de Eo W)
(Fig. 5.5), aumenta também a altura do pico de absorgdo, sem, no
entanto, alterar sua posigdo. Esse comportamento & razoavel,ja que,
gquanto maior a viscosidade de um meio, menos probabilidade as par-
ticulas tém de absorver energia de um campo aplicado sobre elas.

A influéncia da constante de acoplamento K sobre o coefi
ciente de absorcdo, pode ser explicada de maneira analoga. Vé-se
claramente na Fig. 5.6, que,para um sistema absorver g mesma quan-
tidade de energia, & preciso gue a frequencia do campo aplicado se

ja aumentada a medida que-a interagdo se torna mais intensa.
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FIGURA 5.3 - CHCl, a 300 K. Variacio com T, i

da "viscosidade efetiva" g.(w). Parametros ; s

iguais aos da Fig. 5.1, : T Ty s

Na ultima figura referente ao

cloroformio (Fig. 5.7), & apresentado o

Re (&, (wi]

efeito do momento de inércia efetivo .
Quando decresce seu valor, o pico de

absorgao aumenta deslocando-se para a

frente. Esse fato parece indicar que as

ligagoOes entre os lons da molecula nao

£yl
=
L

al
.

sdao suficientes para manter a molécula

Ims

congelada, e, na presenga de um campo TS

oscilante, a parte polar deve ser mais o} ; I b
e 3 Yicm-

-}
afetada e sentir mals fortemente a agao do campo. Usando esse ra -

ciocinio, deve-se esperar que, em moléculas como o CHCl3, a base
(CC13)- deve se manter mais estavel gque o Ion B'. O momento de iner
cia efetivo da molécula €, dessa forma, menor dgue "0 momento de.ﬂé@
cia da molecula girando em torno de seu proprio eixo, porgue o cam

po produz, essencialmente, oscilagoes em. somente uma parte delas.

€% g g T T Assim, os melhores resul
tados obtidos pelo modelo, para o

cloroformio a 300K, correspondem as

curvas cheias da Figura 5.7, cujos

valores do coeficiente de absorgao

e da posigao do seu pico, tanto os

E FIGURA 5.4 — Variacdo com T, do grafico Co
% le-Cole (a) e da curva de absorgao (b) pa-
B ra o CHCl3 a 300 K. TC = 1 corresponde a

T. = 5.7X1O_135. Parametros fixados: 12/11

= 10, 11/16f=1, K/kT = 0.5 e T, = 10.
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_F‘;:;_ _ ;:}experimentais como o0s calculados, constam da
5~ J
e ’ ]
~ T e——d Tabela 5.2,
'53 Foeeeea. R !
~ T . * As Figuras 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11 ,
o S 10T TR0 4&"“;E;;:I)“
=, s — 7 0,5 | aPresentam os melhores resultados obtidos pa
- S ¢ -
S = T =4, -,
51 N ¢ |¥xa o fluormetano a varias temperaturas (Tabe
I~
R la 5.2). A parte pontilhada da curva experi-
%, jmental dos graficos Cole-Cole dessas figu -
FIGURA 5.5 — Variacio rYas nao e medlda‘dlretamente; mas e uma in -~

com T, da "viscosidade

de colisao" £, (w)s in-
cluido o termo de 1 .
nércia. Mesmos para ~—Cole da forma

metros da Fig.5.4.

terpolagdo obtida com uma distribuigdo Cole-

EO—EW

£(w) =
(1+iWTD)1"a

onde o v~ 0.17 e Tn € o tempo de relaxagao de Debye.
A Figura 5.12 apresenta alguns resultados calculados pa-

ra a agua a 307.5K, para diferentes valores dos parametros ajusti-

veis,

nna
Symo .
Lﬂ!

li
e

{a)

a

o

. at (pean )

umfhw
FIGURA 5.6 - Variacao do grafico Cole-Cole. (a) e da curva
de absorcdo (b) com a constante de acoplamento K, para o
CHCl, a 300 K. Parametros fixados: 12/11 = 10, I1/Ief =1,
Ty = 1OeTC=0.5.
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T(K) ‘—ie;q::(‘"rl1 \). acal(w_)_T vcal I‘I/Ief T_I_-11 TC—‘IZ K/kT
(MNp.cm )| (e ) | Npoom™ ) | (e ) (10" 's)l (10" “s)
™
Q 300 22.5 30. 21.7 . 33.1 5.0 0.255 0.089 1.5
@]
233 | 480. 64, 464, 68.8 | 1.5 0.185 0.185 2.0
By 173 | 540. 78. 539.3 79.9 | 2.0 0.186 0.149 1.0
mm
Q
153 | 580, 84, 594.7 83.2 | 2.0 0.791 0.198 1.0
133.] 640. 92. | 639.7 92.3 | 2.5 0.758 | 0.151 1.0
TABETA 5.2 - Coeficiente de absorcao do cloroférmio(gé) (CHC13) e do fluormeta
nogil) (CHBF), experimental e calculado, ¢ valores dos parametros
utilizados.
¥ - T T — I T
FIGURA 5.7 - CHCl,,  a
" 300 K. Infludncia do I
{a) ef
sobre o grafico Cole-Co-
— le (a) e a curva de ab -
sorcao (b). Parametros
fixados: I_/I, = 10 ,
- 2/ 1
T g K/KT = 1.5, 1,=2.5x107 "%
@ =14
£ = = — = experimental e TC = 8.9%10 5.
= |  miemi I /T . =3
°© 0 .o :1/Ief =7 ) ]
20 _
10
0
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n
-
B
=,4008
z
£
L
300
200
160
O r e
0 ag 80 120 -1
wiom )
FIGURA 5.8 - CH,F a 233K.Comparacao FIGURA 5.9 - CH;F a 173K. Compara-
com dados experimentais do grafico cao com os dados experimentais do
Cole-Cole {a) e da curva de absor- grafico Cole~Cole (a) e da curva de
cao (b). Melhores valores dos para- absorcao (b). Melhores valores dos
metros: 12/11 = 10, Ilfgef = 1.5, parametros: I /I1 = 18;211/Ief = 2,
K/kT = 2, T = 1.8x10 se T, = K/KT = 1, T = 1.8x10 g e T, =
- 1.8x107 s, 1.5%10" 3.

Verifica-se que, para uma escolha adequada desses parame
tros, a parte real da constante dieletrica da agua pode se tornar
negativa numa determinada regiac de frequéncia. Sempre quando €' =
= 0 e " & muito pequeno, ha o aparecimento de modos coletivos no
sistema. Aqui, isso ocorre quando o grafico Cole-Cole corta o eixo
e' = 0 no ponto mais proximo do eixo real.

Infelizmente ndoc se conseguiu resultados experimentais so
bre a agua, gque pudessem ser comparados com os obtidos pelo modelo.

Finalmente, foi constatado, também, através da analise

da equagdo de segundo grau para £(w), que, quando a relagao entre
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-1

3
[of
=
= 400
=
T
304
204
104
0
120 140 -1
Yicm )
FIGURA 5.10 - CHBF a 153K. Com FIGURA 5.11 - CH3F a 133 K. Compa-
paragao com dados experimentais ragao com. dados experimentails do
do grafico Cole-Cole (a) e cur- grafico Cole-Cole (a) e da curva
va de absorcdo (b). Melhores va de absorcg¢ao .(b). Melhores valores
lores dos parametros: 12/I1=10, ' dos parametros: IZ/I1 = 10, 11/Ief:
I./I . =2, K/KT = 1, 1, = = 2.5, K/kT = 1, T, = 7.6x10712
1" Tef 12 I _13 I
= 7.9%107 s e T_ = 1.9x107 35, T, = 1.5%x107 s,

€y € £, & grande, {(caso do fluormetano e da agua), a inversao do
sinal do termo de Kirkwood, que pode ocorrer para altos valores
de I2/I1, faz com que a parte real da constante dielétrica tenha
uma queda brusca logo que se afasta da frequéncia zero. Por isso
a relagao entre I2 e I1 & irrelevante para o cloroformio, enquan
to que para o fluormetano e a agua, o crescimento de 12/11 acima

de 100 afeta drasticamente os valores da parte real da constante

dielétrica.
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[yl
()]
5y
<

a(w)x10—3(Np.cnr1) ™

FIGURA 5.12 - HZO a 307.5K. Variagao com.Tc do grafico

Cole-Cole (a) e da curva de absorcao (b). TC = 0.5 corres

pode a T_ = 0.21 x 10713

s. Parametros fixados: IZ/II =10,
1./T . =1 e t_=0.42% 10“125. Diagrama superior
1" "ef I

K/kT = 1. Diagrama inferior: K/kT = 3. X = ¥ corresPonde

a v = 125.8 cmq1.



CAPITUIO &

COMNCLUSAO E PERSPECTIVAS

A teoria dindmica da funcao dielétrica para liquidos pola
res classicos foli estendida levando em conta a influéncia das inte-
racdes de curto alcance, introduzidas, no caso estatico, por Kirk-
wood e melhorando o tratamento das funcoes de relaxacao. A viscosi-
dade dinamica total do sistema &, agora, nao mais a soma de um ter-
mo constante com uma "viscosidade dielétrica"(lé), mas sim a soma
desta Gltima com uma "viscosidade" devida as colisOes térmicas das

particulas do meio e uma induzida pelas forcas de curto alcance. A

teoria das colisdes térmicas, utilizada neste trabalho, & baseada

na tese de N.T. de Oliveira(gg) e nao faz parte da literatura cor-
rente no assunto.
Grande numero de trabalhos (330 —(28) surgido nos alti-

mos anos sobre os mais diferentes métodos de simulagido de difiamica
molecular para substancias polares, utilizando diferentes tipos de
potencial. Porém, em geral, o termo de Kirkwood & considerado esta-
ticamente, diferindo do modelo proposto, que trata a interacao de
curto alcance de uma maneira fenomenologica e dinamica.
Verificou-se aqui, neste trabalho, que a correcao de Kirk
wood provoca dois efeitos dinamicos: leva ao aparecimento de uma
forca viscosa ¢ uma forga orientacional, gue decaem com a frequénci

a. 0 comportamento dinadmico desse termo revelou-se fundamental para
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um bom ajuste com os dados experimentais, sendo inclusive, mais
critico do que a "viscosidade de interagdao" por ele também gerada.

0 modelo adotado & essencialmente um modelo fenomenolo-
gico e nao se espera que, de posse dele, consiga-se uma descrigaoc
detalhada de um sistema fisico completo. Além do mais, & dificil
ter-se, a priori, critérios para a escolha dos diversos parametros
fisico-quimicos introduzidos pelo modelo. Apesar disso, conseguiu-
se uma concordancia razoavel.com medidas experimentais, como foi
mostrado no capitulo anterior.

8] sucessd alcancado pela presente teoria sugeriu uma se-
rie de desdobramentos que ja estao em curso. Assim, medidas de re-
fletividade em liquidos polares, para os quais se espera observar
modos coletivos, estéo sendo programadas, bem como, calculos de di
namica molecular para esses ligquidos, através dos quais se podera
testar as diferentes aproximagaes propostas neste trabalho e, even
tualmente, melhora-las.

Finalmente, acredita-se que, com a conclusao desta tese,
tem~se, atualmente, a teoria mais compléta da constante dielétrica
dinimica para um liguido constituido de moléculas polares, cujo a-
perfeicoamento devera ser feito em tres linhas:

a) comparagdo com mais resultados experimentais;
b) comparagéo com resultados de dinamica molecular;
c) e determinacio mais precisa das constantes fisico-quimicas en-

volvidas na teoria.



APENDICE A

FUNCOE S-RESPOSTA

A introdugdo de uma fungdo-resposta & feita, em geral,
considerando-se uma mudanga instantanea de um campo. com o valor

§1 para um valor Ez, num momento t'. Assim

B(t) = E1 + (Ez-ﬁ1) S(t—t') (A.1)

onde S8 é uma funcao degrau unitaria

il

o
o
I~
==

s(t)
(A.2)

i

st
o+
A%
o

S(t)

0 campo E(t) pode ser considerado entao uma superposi -
¢do de um campo estatico Ez e um campo dependente do tempo E' (t)

dado por
E‘(t)::(ﬁ1—E2) [1-8 (t—t*)] (A.3)

Assim a polarizagao devida ao campo E(t),(equagéo(A.ﬂ),
num tempo t > t' € a soma da polarizacao em equilibrio XEZ e a
resposta da mudanca do campo E1—§2. Para um dielétrico linear es-

ta resposta & proporcional a esta diferencga E‘I_EZ’ tal qgque a pola
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rizagdo total e dada por

v
o

> _ > : > _+ it
P(t) = XE2 + x(E1 E2) Fp(t t') t (A.4)

onde Fp(t—t') & a funcgido resposta-degrau ou fungdo decaimento da
polarizagdo.
Escolhendo um E(t} gue seja igual a §1 em t = t',de tal

> . - .
forma que P(t) seja X&, neste instante, tem-se

Fp(t—t') = 1 para t = t' (A.5)

=q .
Como, para altos valores de t, P se aproxima do valor em

equilibrio, ligado ao campo estatico EZ' entéo

Fp(t—t') = 0 para t > (A.6)

A polarizagao num tempo t > t'(gl)

, pode ser expressa ,
supondo um campo ligado em t = 0 com um valor E(t) no instante
t, através da soma das contribuigdes para a polarizacao dos incre

mentos do campo em todos os tempos anteriores a &, isto &,

d&(t")

T §t'. Assim P(t) & dada por

N [t di(e")
= X

aL it J T . 7
pP(t) . IcT Fp(t t') dt (A.7)

Integrando-se por partes obtém-se

N t 3F_(t-t') rt
- vy )P L der = E(t')Ff (t-t')dt' (A.8)
P(t) = X Jo E(t") { STE=TT) X Jo (L) £« )

que & a expressdo geral para a polarizagac no caso de um campo
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dependente do tempo.

Nesta equacaoc

BFP(t-t') BFP(t—t')
L = — = —
é chamada funcio resposta-~pulsc da polarizacgao.
De maneira analoga pode-se consgiderar o. deslocamento
elétrico dependente do tempo. De acordo com a equagaoc (2.3)
D(t) = BE(t) + 4m B (t) (A.10)

o deslocamento elétrico B(t) € uma funcio linear de E(t) e ?(t)

Em dielétricos onde vale o principio da superposigao para P(t),
também vale para D(t). Assim, para o campo elétrico dado pela
equacgido (A.3), as eguagdes para E(t), analogas. as equacgoes (A.4),
(a.5), (A.6) e (A.8) sao
_ﬁ(t) _ > > > . N "
= €4E, + E4(E,-E,) Fo(t-t') t 2t (a.11)
com
Fo(0) =1 (A.12)
Fyle) =0 (a.13)
€ > t—>
D(t) = EOJ E(t') £_(t-t') at* (a.14)
0 D
onde
[ — - a_ —t1t
fD(t-t ) = T ED(t t') (r.15)
A relacdo entre as funcgdes resposta-degrau FP(t—t') e
FD(t—t') pode ser obtida substituindo as equagCes (A.1), (A.4)
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e (A.11) na equagao (A.10) e usando a relacao (2.4) (EO=4ﬂX+1),lg

vando a

ry . qmx
Folt=t®) = — [1-5(t-t")] + —

F_{t-t') (A.16)
0 o F

Tomando a derivada desta equacgao e sabendo-se que a derivada da
funcdo degrau unitaria & a funcao delta, acha-se a relagao entre
as fungodes resposta-pulso fD(t—t‘) e fP(t—t‘). Assim

1 — _L [] 4]TX
£ (t-t") = S(t-t') + =

“o0 0

£, (t~t") (A.17)

A funcao degrau unitaria S(t-t"') que aparece na equa -

¢do (A.16) implica que ha um decréscimo instantaneo da fungao

FD(t—t') depois de t = t', do valor de FD(O) = 1 até um valor da-
do por
80—1
lim F_{(t-t') = e (A.18)
t+t? 0
Ao contrario de Fplt-t'), a fungdo  resposta-degrau

FP(t—t') ndo pode apresentar o mesmo comportamento ja que gual -
quer mudanga da polarizagéo esta ligada ao movimento das particu-
las microscopicas, que, em principio, nadoc pode ser infinitamente
rapido.

No entanto, quando se trata da polarizag&o orientacic -
‘nal (ou dipolar), pode-se desprezar o tempo necessario para os mo
vimentos intra-moleculares ligados & polarizagao induzida.

Assim a polarizacéo induzida & dada num tempo t por

ew—1

4q

Pin(t) = BE(t) Xin = E(t) (A.19)
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onde £ € a constante dieletrica da polarizagdo induzida, na re-
gido de altas frequéncias, onde nao ha contribuigao dipolar. Dail

a equagac (A.10) passa a

> - > >
D(t) = E(t) + 4w (Pin(t) + Por(t))
onde (A.20)
D(t) E(t) + 41 P__{(t)
D{ = € + 47 Por
E conveniente a introdugido de funcoes resposta Fgr e
or

fP que descrevem ¢ comportamento da polarizagao orientacional pa
ra um campo dependente do tempo, de maneira analoga a utilizada

para se estabelecer as equagoes (A.16) e (A.17). Assim

vy L@ _ s ® LO0L .
FD(t—t ) = EE [1-S(t-t*)] + 5 Fp (t—t*) (A.21)
' £ ' €0 %0 or .
fD(t—t ) = EE S{t-t') + 25 fP {t-t") (A.22)

Da equagdo (A.21) vé-se gue, agora, a equagac (A.18) deve

ser substituida por

0 = | (A.23)

lim F_(e-t') -
grer D

Comparando as equagoes (A.16) e (A.17) com as equacoes

(A.21) e (A.22) obtém-se

: sm—1 €0 %0 _or

FP(t—t ) = TE:F {1—S(t—t )] + EO—1 FP (t-—t ) (A.24)
€1 07 % _or ;

£ (b=t*) = Ty S(t—t*) + e £, (E-t") (A.25)
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Da equacao (A.24) vé-se que

lim F.(t—t') =
t>tt D

(A.26)



APENDICE B

TRANSFORMADAS DE LAPLACE PARA VALORES MEDIOS
NA PRESENCA DE CAMPOS EXTERNOS

Supondo uma equagdo de Fokker-Planck generalizada, jali

nearizada no campo externo E (t)

1 3%p

£ ° " 3% (Ai.X.P) - e (EiPO)_+ 3 Dij T T (B.1)
1 1 ]

onde Aij e Dij sdo independentes de % e PO & a fungdo distribuicao

em equilibrio. Supde-se, sem perda de generalidade, que as varia -
Lo ~ : .
veis X s8o escolhidas tais que <x;>, = 0.

A transformada de Laplace da equagdo (B.1) é&

2
(A,.X.P) - 5;; (E; (8)Py) + 5 D; 5 EEEEEE

o
- — (B.2)
axi ij 3

sP(s)-P(0) =

0 valor médio de qualquer variivel dindmica & dado por

(

<x, > = | X

k't T

kP(t) il dxE (B.3)

£

que pode ser escrito no espacgo das transformadas como

Li<x >.) = <x > = J xkpgs) 2 dxg (B.4)
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Assim
%. > = 3 '
SRS Akj <gj> + Ek(s) (B.5)
Resolvendo a equacao (B.5) tem-se
- -1 _
<% .> = - ] .
x] (s T é)jk Ek(s) (B.6)
onde I & a matriz identidade (I).. = ¢,. e (A).. = A,..
~ = 17 17 = 17 17
Deve ser notado que os termos de difusao nao estao pre-
sentes na equacdo (B.6). Estes termos sO se tornam relevantes

quando sao consideradas as correlagoes S(<kaﬁ>t)'

Definindo

Cpg = <le=<xp >y ) (Xp=<x,>y )2

encontra-se

CO

SCkE(S) = Cyp D

+

ke * AijjE(s) + ij(S)Aj2 (B.7)

onde
0

Crp = “XxXg70
(s) & obviamente independente da perturbacdo externa.

& o valor em equilibrio da correlagao.

Cxsp



APENDICE C

ROTORES PLANOS

- *
Com o método obtido por N.T. de Oliveira e R. Lobo ¢ )pg

de ser estudado um sistema de particulas (chamadas de rotores
planos) sujeitas a colisées térmicas, através de sua resposta a
perturbagoes externas que depende essencialmente da funcao corre
lagao <E(t).ﬁ(0)> onde ﬂ(t) representa um vetor planar de intensi
dade constante gque define o angulo do rotor.

Supdoe-se um sistema de particulas nao interagentes, su-
jeitas a colisdes com particulas de um banho térmico, consideran
do-se que a probabilidade de ocorrer uma colisdo num intervalo de
tempo entre t e t+At & dado por At/t, onde 1T € o tempo de rela-
xacao. Supde-se ainda, que, depois da colisdo, as particulas sao
totalmente termalizadas, ja que, em sistemas densos, a termaliza
cao das velocidades € muito malor do gue os tempos envolvidos na
difusao espacial.

Considera-se uma regiéo no espac¢o de fase na vizinhancga
de um ponto (q,p), de volume V = ApAg. Supéeuse gque uﬁa particula
deixa a vizinhanca de um ponto (&0,50) no tempo t = 0 e alcanga o
volume V no tempo t. Se, na sua trajetoria ndo ha colisao,ela che
ga em (3,5) no tempo t. Se acontece pelo menos uma colisdo,no tem
po t > t' > 0, entéo (3,5) e t-t' definem o ponto onde a particu

la sofreu a ltima colis&o.

(*)

Comunicacao privada.
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Chamando G(a,ﬁ,t) a funcao . distribuicao, define-se
G(E,g,t)ApAq como a probabilidade que uma particula, no tempo t,
seja encontrada na regiao em torno do ponto (E,E) de volume ApAg.

A fungao G(a,g,t) obedece a equacgdoc

-t/T rt
G(E;Ert) = e G(q',p',O) + J dt'exP{— t
0

£ X '
- }p(Q,t)GO (P,Q)
(c.1)

1
T

onde Q = g+Ag e P = p+ip.
A quantidade e_t/T &€ a probabilidade que nenhuma coli-
s80 ocorra no tempo t, enquanto G(E‘,E',O) é a funcdo distribui-

¢do inicial suposta em equilibrio térmico, isto e,

>
G(3*/p',0) = Gy(a', B )piq’,0) (c.2)
G0 é a funcdo distribuicdo em equilibrio normalizada e p & a den-
sidade de particulas. Para particulas classicas Gy & a distribui
cdo de Boltzmann Gy = e_BH.

Assim o primeiro termo da equacdo (C.1) & a probabili-
dade de que as particulas se movam sem colisao e alcancem o ponto
5 ] > Ty \ .
{q,p) no tempo t, sendo (g',p"') determinado pelo ponto final e o

1 _ 1
intervalo de tempo. O termo-i?— exp(tTt )

€ a probabilidade de
gue a particula, depois de uma colisao.em t', chegue em (E,E) no
tempo t sem qualquer outra coliséo.

A equagéo (C.1) aplicada ao movimento Browniano de uma
particula se movendo num circulo de raio a, pode ser reescrita ,

levando em conta que 8 & constante de movimento, como

_ _ t
'G(s-8t,H,0) + A J exp{-
T Jo

t-t'
T

-t/

}p(e-é(t—t'),t')Gb(é)dﬂ
(C.3)

G(9,8,t) = e
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Supondo que p & normalizada, isto &, f plg,t)dg = 1, entao

p(9,t) = J G(o,6,t) dabd (C.4)

Integrando (C.3) em relagcao a © e usando (C.4) obtém-se

(o}

5(0,t) = e /T J G(e~-5t,6,0) ad +

-0

t-t*

—} p (6-0 (t~t"),t")G, (D) (C.5)

1 (¢ 2
+ [ dt’ J do exp{-
T, .

Supondc a distribuigdo inicial em equilibric térmico, vem que

1
e
o
o
S
g
ﬁﬁﬂ

- Eéi}
2kT

(C.6)

G(8,6,0) = p(e,O)GO(é)

Como o movimento é periodico, pode~se expandir p(6,t) em série de

Fourier, tal que

p(0,8) = § £_(£) &P (C.7)
n
Usando (C.6) e (C.7) em (C.5) obtéem-se
o .2
o =t/T AT . s 16 .
fn(t) = e fn(O) V FRT fhmexp{—lnet - §ET}d8 +
t o0 .2
1 ' t-t*' ' I L2 , 16 -
+ '.? [0 dt eXP{- T }fn(t ) _—_2']TkT Jw&@{—mﬁ (t-t )—m}d@
” -x? V'
Completando os quadrados e sabendo que J e dx = - chega-se a
0
2.2 t 2 2
-t /T ntkr, @ 1 ' t-t' ' n° (t=t*) kT
£ () = e £ (0)expl- 1t —-[0 dt'exp{- ——}f  (t*)expl- 1

(c.8)
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Fazendo 2 2
An(t) _ e-Tt/'re—n kTt“/21

e usando o teorema de convolugdo, tem-se

£,(0) L{An(t)}

onde
i —(s+1/1)t -nszt2/2I
L{An(t)} = ( e e dt
0

Completando os guadrados vem gue

' 2
L{An(t)} = \/ —1%—— exp{;iéi%lllm} erfc {(s+1/1) % }
2n"kT

2n kT 2n“kT

(C.10)

para n £ 0

1

e L{Ao(t)} = s+1/7

Para se calcular a funqéo de auto—correlaqéo.<Z(t).§(0b

-

& preciso determinar fn(t). Usando a definicao
L{f (t}} = sL{f (t)} - £ (0)

vem gue

L{fn(t)} (s+1/0L{A_(£)} - 1

£ (0) - T - Lia_(E)3/% (c.11)
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Examinando os limites das equacgOoes acima, vé-gse que pa-

ra T + 0 pode-se expandir erfc assintoticamente

2 .o
/T ze® erfcznl+ § o (-1T 1'3"'£2$_1) para z + o
m=1 (2z7)
e |arg z| < %?
tal que
2 2
1 1 T n kT
Loy o gy [1 o Sade L]
T n sT+1 | I(1+sr)2 |
Assim para T 0
Lif ()} 1
£ (0) - .2 (C.172)
n 8%Tn kT/I

que é o comportamento difusivo usual, sendo que o termo TKT/I po-
de ser identificado com o coeficiente de difusdo D.

Para 7 » «

L{fn(t)} _
_—EETET_ iy L{An(t)}

gue representa um movimento sem colisao.

Vé-se também que, para s - ®

L{fn(t)} 2

n"kT
n

I52

Este & um resultado que obedece as relacgdes de disper -
sao pols decai tao rapido guanto w2 para muito altas frequéncias.

Assim a func¢ido correlacgio
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- -> -
<u(t).u(0)> = <p(0,t) cosbH>

pode ser escrita, com o auxlilio da equacdo (C.7), como

5 > 2 . ind
<p(t).u(0)> = J Y £ (t) e cost de
0 n 7
que, tendo valor diferente de zero somente para n = * 1, torna-se
. () + £ ,(8)
(e .T(0)> = = (t)

ja que fn = f—n'

Usando, entao, a equagao (C.11), tem-se, para um rotor
plano .

2 N (s+1/1) L{Aq(t)} -1
Lep (£) . ul0)> = Ll (€1 T/

f1(0) (C.14)

Por diferenciacdo direta veé-se que

5 >
lim <uft).u(0)> = 0
-0 '
o gue corresponde ao fato de que as correlacgoes independem da ori

gem do tempo.
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