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RESUMO

Neste trabalho questionamos a validade do principio de
equiva1éncia como principio de acoplamento minimo entrecmmpos'em
interacao. Analisamos entao o acoplamento nao-minimo  entre um
campo vetorial e o campo gravitacional, e algumas consequencias

deste acoplamento.

Partindo de uma métrica esfericamente simétrica, resol
vemos as equacoes para os campos acoplados, obtendo solugoes exa

tas e interpretando estas solucoes.



SUMARIO

AGRADECIMENTOS .t iiiiiint it ronsannsaseasnssasssssaaarannsnansnsoaans

RESUMO ......

----------------------------------------------------------

LISTA DE FIGURAS it ittt iatrstnnsansenaancsenanaaasssnasnansananss
CONVENGCOES E NOTACDES v cvtiit it ianiaasnnanaaesnnacssscsasnsssscnannss

INTRODUCAQ ..

CAPTTULO I

----------------------------------------------------------

CAPTTULO II - PRINCTIPIO VARIACIONAL E A DETERMINACAC DA GEOMETRIA ....

CAPTTULO TII - SOLUCDES DAS EQUAGCDES DE CAMPO ..ciuvnecairinnniannnanns

CONCLUSAQ ...

----------------------------------------------------------

APENDICE A - TRIESFERA 1t iiinintarasnsoasasaanaaassssonsnsasassens

APENDICE B - FLUIDOS RELATIVISTICOS .tuieninroninnnnsnanneaassanannnns

APENDICE C - CAMPO DE PROCA EM ESPACOS CURVOS Lot iiiie et ieeeanan

BIBLIOGRAFIA

----------------------------------------------------------

10

21

60

61

b7

75

79



FIG.

1.

1

LISTA DE FIGURAS

Construcao de um sistema normal de Fermi

Graficos para a funcao u(t) ..eecevevencnnn et iere e

Grafico da funcao a(t) para o caso u, = 0, u, = 0 tivennnnnans
- - 2

Grafico da funcao a(t) para o caso uy >0 e (u1) < 4u0u2 ......

Coordenadas intrinsecas e extrinsecas da triesfera ............

Coordenadas %, vy, z da triesfera .......

Grafico da densidade como funcao do tempo

----------------------

---------------------

34

35

36

62

63

78



CONVENGCOGES E NOTACOES

Assinatura da métrica: (+,—-,—,-=)
Sistema de unidades naturais: ¢= G = 1 , k = 87
Sistema de unidades racionais de carga: Fuv”v = Ju
Fuv = Au|\)—-AvIu tensor do campo eletromagnetico
Au _— guadrivetor potencial do campo eletromagnetico

o o o 0 AT o LT .
R = [ - T r-. r - T - tensor de Riemann

NGy Bnly nylg *Try Bn T8 YN n
R = R = tensor de Ricci

V8% 1{saY
R = Ruvguv = escalar de curvatura

1 _ . .
Guv = Ruv -3 Rguv = tensor de Einstein
2 §Lmat -

T v T T 5 = tensor momento-energia da matéeria

H f:§ 5gu
L .+ = densidade Lagrangeana da matéria
®| = 9% _ derivac¢ao parcial

v v

ax
K
v||}\_v|l+{)\“}<}v i _
L, Derivacac covarlante no espacgo de
3 Riemann

\Y Y - 1 I v

| A ul A w AT Tk
VN L

AV | v VA )
% Derivacac covariante num espac¢o afim

v =V - FA v

IFRY ujv My A
Iy - tensor métrico do espago-tempo
guv - tensor métrico inverso

M dxu .
V© o= as- gquadrivelocidade de um observador movendo-se numa

curva com parametro s.



- V.V. — Tensor de projecao no tri-espago ortogonal a

huv = v v
V. .
i
* o1V 1 _yvpao _
r 5 N FDO tensor dual
Topuv T 79 Fappy
onde
g = determinante do tensor métrico
€ = simbolo de Levi-Civita
BV
Indices gregos sao Indices do espago-tempo (uo,u,etc = 0,1,2,3)
Indices latinos sao indices espaciais (i,j,etc = 1,2,3)
EV = 1 [Fu Fe 4 1 s¥ F® F B] =z Tensor momento-energia do cam
W 4 v 4 vooB o —

po eletromagnético.



A voce, pessoa desconhecida, na certeza que
um dia nossas llnhas de universo se encontrarao e
nesse ewento uma nova forga surglra que ira violar
todos os principios conhecidos, dervubando de vez
toda a causalidade e casualidade.



INTRODUCAO

Em 1907, apenas dois anos apos completar a sua Teoria
da Relatividade Especial, Einstein estava convencido que a chave
para a extensao do principio da relatividade para movimentos ace
lerados estava na inexplicada coincidéncia empirica entre a mas-
sa inercial e a gpnavitacional. Para explicar esta coincideéencia,
ele introduziu um novo principio fisico, o chamado "Principio de
Equivaléncia". Baseado neste principio, Einstein previu a de -
flexdao da luz pelo campo gravitaciocnal e iniciou sua busca por
uma teoria geral da relatividade. Com o término desta teoria ,
Einstein insistiu na importancia fundamental deste principio pa-
ra a sua Teoria da Relatividade Geral.

Esta insisténcia criou uma polémica no meio cientifico.
Tem sido argumentado gue na sua formulagao original este princi
pio nao faz parte da Relatividade Geral. Na sua formulacao tradi
cional, como a gue encontramos em Pauli(*) por exemplo, afirma -
-se que sempre podemos eliminar um campo gravitacional arbitra-
rio em uma regiao infinitamente pequena no espa¢o-tempo, por uma
transformacac do sistema de coordenadas.

Muitos relativistas, tais como Synge e Eddington, cri-
ticaram esta formulacao, argumentando gue uma transformacao de
coordenadas nao pode afetar a presenca ou auséncia de um campo
gravitacional. A presenca de um campo gravitacional "real" é deter
minada por uma caracteristica invariante, a curvatura da métri-

ca. O caso da Relatividade Especial, onde nao existe campo gravi

(*)
W. Pauli, Theory of Relativity, 2nd. ed. 1921, Oxford.



tacional, & justamente o caso em que a curvatura se anula.

Esta critica tem consequencias imediatas para o ideali
zado "elevador de Einstein". Neste experimento idealizado, uma
pegquena caixa, tal como um elevador, & acelerada de modo a anu -
lar o campo gravitacional existente ou para produzir um cCampo gra
vitacional em um elevador anteriormente livre de gravitacdo. No
entanto em Relatividade Geral, a curvatura da métrica & responsa
vel por forcas de mare gravitacionais e seus efeitos podem ser
usados por um observador dentro do elevador para distinguir en-—
tre um campo gravitacional real e os efeitos da aceleracao do
elevador num espaco livre de gravitacdo. E importante notar que
os efeitos destas forgas de maré nao se anulam dquando a caixa

. . (*) ~
torna-se arbitrariamente pequena. Por exemplo as deformacgoes
pelas forcas de maré em uma gota de um liguido em queda livre naoc
deixam de existir mesmo quando a gota torna-se arbitrariamente
pequena (desprezando os efeitos de tensao superficial).

E possivel manter um principio de equivaléncia na Rela
tividade Geral desde que seu contetudo seja modificado.Por éxeg
plo, no gue alguns autores chamam de sua forma fraca, o princi~
pio afirma somente a igualdade das massas inercial e gravitacio
nal. Alguns autores procuram manter a sua formulacdo tradicio -
nal, a chamada forma forte, argumentando que em regides infinite
simais do espaco-tempo ndao temos acesso a certas quantidades tais
como a curvatura, que sdao construidas com derivadas de ordem su-
perior do tensor métrico. Neste caso, © principio fica reduzido
a um simples e, no que diz respeito aos fundamentos da teoria .,

um teorema matematico de pouco interesse.

(*})
H.C. Ohanian, Am. Jour. Phys. 45, 903 (1977).



E nosso proposito neste trabalho esclarecer alguns pon
tos obscuros sobre este principio,entre eles o de que este prin-
cipio na forma forte seria fundamental para a Relatividade. Alem
disso, no que diz respeito a sistemas fisicos reais e nao nos
idealizados, &€ guestionada a aplicabilidade deste principio na
forma tradicional. Estes assuntos sdo analisados no Capitulo I,
onde também serdo apresentadas as motivacdOes gue nos levam a nao
utilizacao da forma forte do principlo e a consequente adogao de
uma teoria com acoplamento nao-minimo entre 0s campos em intera-
cao.

No Capitulo II estabelecemos as egquagodes gue derivamde
um acoplamento nao minimo entre os campos gravitacionais e ele -
tromagnético e destacamos o papel deste acoplamento na determina
cao da geometria.

No Capitulo III obtemos solugbes exatas para as egqua-
coes de campo, para uma métrica esfericamente simétrica e anali-
samos as solugaes do ponto de vista cosmologico. Destas solu -
goes uma em particular,dedicamos uma analise mais profunda compa
rando-a com o modelo padrao. Esta solugdo além de nao apresentar
singularidades pode representar o universo observado, escolhendo
-se convenientemente os parametros livres.

No Apéndice A sao apresentadas as generalidades sobre
a geometria da triesfera. No Apéndice B desenvolve-se o tratamen
to de fluidos em Relatividade Geral, e no Apéndice C derivamos
as eqguagoes provenientes da insergao de um campo de Proca num

espaco-tempo curvo.



CAPITULO I

PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA E OBSERVAVEIS

Neste capitﬁlo pretendemos analisar o principio de
equivaléncia e suas implicacoes na forma de acoplamento da gravi
tacgao com outros campos. A partir da definigao de coordenadas em
espag¢os curvos, vamos encontrar a motivag¢do para nao utilizarmos

este principio na forma em que € usualmente colocado.

A forma do principio de equivalencia usualmente acei-
ta por diversos autores estabelece que(l) : "Nao podemos distin-
guir entre os efeitos dindmicos das forcas inerciais e gravita-
cionais que atuam em particulas teste numa posicdo fixa no espa-
co e no tempo®. Muitos autores também denominam a esta forma de
forma forte do principio de equivaléncia distinguindo-a da forma
fraca que estabelece a unicidade da queda livre baseada no expe-
rimento de E&tv8s. Em todos os casos, 0s autores consideram o
principio de equivaléncia forte como fundamental para a Teoria
da Relatividade Geral, o que ndo & de todo correto pois segundo
Anderson(g) o principio de equivaléncia forte & um principio se-
parado da Relatividade Geral e cuja validade ﬁéo afeta a wvalida
de desta tltima, a caracteristica essencial da Relatividade Ge -
ral é o principio da invariancia geral. De acordo com este prin-

cipio o menor grupo de invariancia dos sistemas fisicos e 0 gru-

po de mapeamentos arbitrarios da variedade gquadridimensional es~



pago~tempo nela mesma (M.M.G.). Uma consequéncia imediata deste
principio € que, como o M.M.G. &€ um grupo mais geral gue o grupo
de Lorentz da Relatividade Especial, devemos introduzir pelo me-
nos um objeto dinadmico adicional para a descrigdo dos sistemas
fiSiCOS(*), além daqueles usados na Relatividade Especial ( por
exemplo, a afinidade para a construgao das derivadas covariantes).
0 que este principio ndo diz é de guantos objetos dinamicos sao
necessarios, ou seja como eles se acoplam a um sistema fisico. E
exatamente este o papel do principio de equivaléncia forte gue
assegura gue o campo gravitacional guando acoplado a outros sis-
temas fisicos se acopla de maneira que somente o tensor métrico
I v e suas derivadas de 18 ordem aparecem nas eguacgoes dinamicas
que descrevem esses sistemas. Por isso o principio de equiva -~
léncia forte & chamado também de principlo de acoplamento minimo.

No entanto € possivel construlr equagoes dinamicas ra
zoaveis que violem tal principio,como & o caso das teorias de cor-
pos girantes desenvolvidas por Papapetrou(é) e outros, onde 0
tensor de Riemann apérece explicitamente nas equagOes dindmicas.

Além disso Drummond e Hathrell(i)

mostraram gque o efeito de pola
rizacao do vécuo-da Q.E.D. em presenca de um campo gravitacional,
gera o aparecimento de forgas de maré gravitacionais no par vir-
tual formado. em consequéncia disso, o principio de equivalen-
cia forte nao € mais aplicavel neste sistema e assim aparecem
termos de acoplamento nao-minimo na acdo do campo eletromagnéti-
co e consequente alteragao na equagéo de movimento do foton.

Estes trabalhos acima parecem indicar gue nao exis -

tem concretamente sistemas fisicos locais como exige o principio

(*)

Sistema fisico em todos os casos quer dizer um campo eletramagnético, um
corpo girante, etc.



de equivalencia forte, isto e, sistemas fisicos com uma extensio
tal que permita estabelecer uma equivaléncia entre referenciais
do espag¢o plano e do espago curvo {(com campo gravitacional).
Para analisar esta questao, vamos construir um siste-
ma de referéncia no espaco curvo seguindo a técnica para a cons-
trucdo de um sistema normal de Fermi. Esse sistema de referén -
cia seria o sistema segundo © gqual um observador geodésico pode-
ria descrever suas observacglOes e experimentos locais. A constru-
¢80 deste sistema € feita detalhadamente por Manasse e'Misner(éh
basicamente {ver Fig. 1.1) escolhemos um ponto P0 como origem
para'um conjunto de vetores ga ortonormais (o = 0,1,2,3), por es

te ponto Py encontra-se a geodésica [ que passa por p0 e tem

-+ - - »
como tangente o vetor ey neste ponto. Come | e uma geodesica,

= h(x9,xY/s,1=0)

-
e

FIGURA 1.1 - Construcaoc de um sistema normal de Fermi.

a sua tangente em cada ponto esta relacionada com 30 por trans -
porte paralelo. Assim para cada ponto p = f£(t), onde 1 & o pard
metro sobre a geodésica T tal que Py = £(0), obtemos uma tan

gente P (t). De maneira analoga podemos definir gi(T) {e=1,2,3 )

0

como vetores em p = f(t) obtidos a partir dos vetores gi(O) por

trangsporte paralelo. Com esta construcao obtemos um conjunto or-



toncrmal de vetores gu(T) para cada ponto p = £(1} de T .
Vamos supor que EO seja do tipo tempo e os gi do tipo
1l

espago. Um ponto P(xu) com coordenadas de Fermi x & obtido pri

. . - P 0
meiro seguindo-se a geodésica ' por um tempo propric T = X e
dal segue-se em uma certa geodésica ortogonal a T por uma distan

2 2 2
cia (espacial) s = [(x1) +(x2) +(x3) ]1/2

. Esta geodésica tipo
espago G = h(xo,xi,A), onde A é o parametro da geodésica, € esco
lhida de forma que para » = 0 (onde G intercepta I' ) a sua tan-
gente 3 tenha cogsenos diretores xi/s relativos aos vetores de
base e; (1 = xo), isto &, G = aigi(xo) com ai = xi/s.

Nesta construgéo fica claro o significado das coorde-
nadas x" para um observador que se utiliza deste sistema de refe
réncia para descrever suas observacOes e experiéncias locais.Elas
representam intervalos ou distdncias espaciais e temporals medi-
das ao longo de geodésicas caracteristicas do espaco-tempo onde
encontra-se o observadqr.

5)

Mostra»se(— gue neste sistema de referencia a métri

ca pode ser expandida numa série de poténcias do tipo
1 o, B

3
g =7 - §-[ROLUB\)]r x0x" o+ 0(x7) (1.1)

onde n & a métrica de Minkowski, [R ] & o tensor de Rie-
1Y apByp

mann calculado sobre a geodésica I e a expansio é feita em ter

mos da distancia normal & geodésica I' . Podemos notar que s em

segunda ordem aparecem os efeitos da curvatura, isto é uma carac

teristica deste sistema onde a afinidade se anula ao longo da

curva I' .

Podemos agora utilizar este sistema de referéncia pa-



ra descrever um sistema fisico, como por exemplo, © campo eletro
magnético.

As equagdes para o campo eletromagnético sao:

Hv % HA M
F + {A V} F = J {1.2)
onde {Vux}séo as afinidades e J" o quadrivetor corrente.
A partir da expressaoc (1.1) vemos que no sistema nor

mal de Fermi a afinidade pode ser escrita como:

v _ 1 VB
Bat =297 Weila * 9ag|a = Taals

ap

g (LBA|a.+ L&BIK - LA&IB) (1.3)

(STE

_ 1 T
onde LaB =—3 [Raqu]F XX .

Contraindc temos que:

v 1 oB
b= g LOtBIQ\

—
-
<
[\~

of 1 1 cHLV V.U
[§[R [R ] (6XX + 6AX )1

d aqu1F|A T3 apBVv o

B[~

a B

p.Ty 1 W,V
po % ][§[Ruu8v]rlk %

=-%[nu5 xY + L[R ]

1
R §[ auBvT T

1

-3
H_V VU

(6kx + 5Ax )1

U

:_%[R x¥ + 0(x°) (1.4)

}\\)]]:" RO‘,UB\)]FI)\ X

Assim obtemos de (1.4} e (1.2) gque no sistema normal -
de Fermi as equagdes para o campo eletromagnético se escreven

Como



] %V FUA + 1 FUA v

o
AV T 6 N [

[R R Hy (1.5)

1
Y 3 aqu]F|AX
Vemos que para essa expressao ser equivalente a de um referenci-
al do espago plano, como requer o Principio de Equivaléncia For-
te, & necessario que x’ = 0, ou seja, o sistema fisico sob .obser
vagido nao deve possuir nenhuma extensdo,por menor que seja. Tal
imposicdo nos parece um tanto artificial visto que até mesmo um
objeto simples como o foton ja adquire uma extensao, levando em
conta os efeitos da Mecanica Quéntica(i).

Neste trabalho vamos permitir gue nossos observaveis
tenham uma extensdo ndo nula, de modo que o Principio de Equiva-
léncia Forte ndo se aplica a tais sistemas fisicos. Veremos no
que se segue gue apesar da perda na simplicidade da teoria, esta

forma de abordagem fornece uma teoria mais rica e em certos as -

pectos mais abrangente que a teoria usual.



CAPITULO II

PRINCIPIO VARIACIONAL E A DETERMINACAO DA GEOMETRIA

Neste Capitulo vamos estabelecer as equagoOes para o0s
campos gravitacional e eletromagnético acoplados nao minimal-
mente. Partindo de uma ac¢do para os campos, utilizaremos o métg
do variacional de Palatini. Na obtengao das equagoes de campo
e comparando com as equagées obtidas usualmente, mostraremos as
diferencas existentes e a implicagao da utilizacao do método de

Palatini na determinacaoc da geometria do espacgo-tempo.

De uma forma geral, acelta-se que as equagées que
descrevem os campbé da Fisica podem ser obtidas a partir de uma
agao construida com os campos e utilizando-se o Principio de
Minima Agao.

A agéo para um campo qualquer deve ser construida em
termos de uma integral sobre o quadrivolume de escalares do cam
po. No caso do campo gravitacional temos(é) 14 escalares, cons
truidog com o tensor métrico e suas derivadas, gue a principio
poderiam ser usados na construgao da agéo para o campo gravita-
cional. A escolha usual de E (escalar de curvatura) como o Uni-
co invariante na construgéo da agao & devida a dois motivos(g):
19) Simplicidade: outra escolha forneceria equagaes mais compli

cadas;

29) A construcdoc de uma agao contendo outros invariantes gue nao
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R nao fornecem equagoes de campo que no caso de campos fra-

cos se reduzam as da Gravitagio Newtoniana.

Para o campo eletromagnético temos apenas um invari-

) Voo -
ante Y Fuv’ onde F" e © tensor do campo eletromagnético pois
7 ) -
(7) F_xph , onde *FHY 1 nuvch e o tensor dual, se reduz
Bv 2 pa
a uma guadridivergéncia total sendo eliminada da integral de

acao pelo Teorema de Gauss.

Quando temos O campe gravitacional interagindo com
outros campos, a agac para esses campos € construida usualmen-—
te obedecendo-se ao Principio de Acoplamento Minimo, que, como
vimos, s0 permite gue o tensor métrico e suas derivadas primei-
ras (com que se constroem as afinidades) aparecam nas equa -
coes dinamicas dos sistemas aCOpladds com a gravitacao. Sendo
assim, ficam excluidos da agao para os campos acoplados minimal
mente termos gque misturem os invariantes dos campos com O inva-
riante R do campo gravitacional, pois certamente tais termos con
duziriam a equagaes dinamicas para os campoOs nas guals o esca -
lar de curvatura apareceria explicitamente.

Vejamos por exemplo 5 caso do campo eletromagnético
acoplado com o campo gravitacional. Pelo Principio de Acoplamen
to Minimo, a agao para os campés acoplados deve conter apenas
os dois invariantes dos campos somados as fontes, E facil ver

- 10
que a agao neste caso se escreve Ccomo (—-):

f - 4 )
= 1 JY=9 rp- WV
8 = | {16,” [R-F F7O1 o+ LM}d X (2.1)
onde I, & o termo da acdo gue inclue o contetudo material e o

termo de corrente (fonte) do campo eletromagnético.



—12—

Por outro lado, o que foi visto no Capitulo I acer-
ca do aparecimento de termos de curvatura associados a uma
"extensao" nao nula para os sistemas fisicos acoplados com a
gravitacdo, bem como resultados desagradaveis da Relatividade
Geral, no que diz respeito ao problema da singularidade inici-
al nas solucgdes cosmologicas das equacgoes de Einstein e a incom
patibilidadé do campo eletromagnético como fonte de geometrias
homogéneas e isotrdpicas (Friedmann-Robertson-Walker),  havendo
necessidade de recorrer a "médias" para descrever esse campo
nestas geometrias, nos levam a abandonar o Principio de Acopla-
mento Minimo na tentativa de obter resultados satisfatoérios pa-
ra esses problemas. Resultados satisfatorios ja foram obtidos
por Novello e Salim(ﬁ) e servem como motivagao para tentarmos
alterar a acaoc para 0s Campos acaplados. Nesse trabalho c¢ita -
do(g) parte-se de uma lagrangeana geral para os campos acopla -
dos da seguinte forma:

L = ‘1/—:13 [R + ?\RAUAU + yRu\)AUA\) - FU\)F“”]
onde A e v séo constantes e A" & o guadrivetor potencial do cam
po eletromagnético.

Nessa lagrangeaha séo excluidos os termos do tipo
RFquuv pois esses termos resultam em equagées de campo gue con
tém derivadas de B e portanto, derivadas de 32 ordem em guv‘ 0]
termo YRUvAUAv foi analisado em (10). Em vista de ser um ter-
mo de mesma ordem que © termo )\RAUAU e de introduzir Complica—
¢des desnecessarias nos calculos, ndo trataremos desse termo na
analise gque se segue.

Vamos, portanto, partir da seguinte agao para o cam-
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po eletromagnético acoplado ndo minimalmente com a gravitagao:

V=9 U uv 4
S = J {16“ [ReARAMA -F  FMY] 4+ oy e dx (2.2)
onde AU é o quadrivetor potencial do campo eletromagnetico, Ly

& o termo da agdo gue inclue o conteudo material e o termo de
fonte do campo eletromagnético. A € uma constante, adimensional
neste sistema de unidade (C = G = 1).

Costuma-se obter as equagées para o campo gravitacio-
nal efetuando variacdoes em relacdo a métrica, considerando-se a
afinidade definida em termos das derivadas de guv' Desse modo a

geometria é determinada a priori como sendo Riemanniana. Com es-

se método obtemos(lg) as seguintes equagoes:
0)
2, (0) - 2 2 .
1+247) + AR A A + AA o= A A = -k(E +T 2.3
( G uv Iui{u [] guv ( ) uv) (2.3)
Nas equagoes acima, duas barras significa derivada
' (C) (0)
covariante no espaco de Riemann, R e Guv sdo0 as expressoes
para o escalar de curvatura e o tensor de Einstein no espago de
Riemann, A2 = AUAU, Euv & o tensor momento-energia do campo ele

tromagnético e Tuv o tensor momento-energia da matéria.
Em nosso trabalho vamos utilizar o méetodo variacio -
.. (11,18) : s C s
nal de Palatini —'—', desse modo permitimos que as afinidades
variem independentemente de guv' nao havendo conexao entre métri
ca e afinidade. Como veremos esta -conexao aparece como resulta-

do da variacao em relacao as afinidades.

Variacdes da acdo (2.2) em relacao a guv fornecem:
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[ 1 : 2 _uv
5gS = J TET {8 (vV=g) [R+\RA"-F" Fuv] +
: 2 L2 ne 4
+ 6LM + V=g [SR+ASRAT+ARSAT -6 (F Fuv)} d'x

Utilizando os seguintes resultados conhecidos:

= Y=g Hv
M- 2 Tpv §
S(/"q)F F"V S(FU\)FU\))/—“_g = - 871 /=g E
1 Hv
V=g = = 5 /-9 guvég
- v
SR = Ruv 8§ g
sa% = A A &g
TERY;
obtemos as seguintes equagoes:
(1428%)G  + XRA A = — k(E_+T_ )
yv v (TR TR

(2.4)
onde G
U

& o tensor de Einstein e R o escalar de curvatura numa
geometria afim (onde ndo ha relagao entre a afinidade I' e a me
trical.

Para determinar a conexao entre a afinidade

me

I, a mé
trica e o potencial AU' efetuamos variagdes em relagao a afini-
dade.

Como apenas

R depende de T
em relagaoco a [ &:

a variacao de (2.2) ,

_ [ V=g 2 4
ars = J {TEE [(1+AAT)S8R]} d'x

(2.5)
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Sabemos que SR = guvﬁRuv.

Utilizando-se um sistema de coordenadas local, onde a

afinidade se anula, temos:

sR = or% ~ sT¢

[IRY; HO Vv Vi (2.6)

Utilizando este resultado em (2.5) Jjuntamente com a definigao

(1+AA2) = 92, obtemos:

_ (/=g g"Ve%1 . er®

oy o b d'x (2.7)

/=g g"Va? r
+ [v-g g O ];a § I
A densidade escalar v¥-g tem pesco 1, assim os dols primeiros ter
mos em (2.7) representam divergénclas de densidades vetoriais de
peso 1 e como sabemos, para uma densidade AY de peso 1 segue a

(6)

expressao — :

LY R N R AL
) u oy ¢ X M

Estes termos representam pois divergencias totais gue podem ser

eliminadas pelo teorema de Gauss. Assim ficamos com a expressao:

[ uv 2 ! no .2 c 4 .
6.5 = J e {1v=g ¢g" ' ];a_am[/ig gt R ]:d}éfuv d'x . (2.8)
Pelo principio da minima agac temos gue:

uv .2 1 v uc .2 _ 1 .u - Vo L2 _
lv-g g™ 271, - 3 S lv-9 9770 ];0 5 8o V=9 9770 ]J_0 =0 (2.9)



Este resultado implica que a densidade eiad =v/=qg nguv obedece

ac seguinte sistema de egquacgoes

gtV sH g¥9 -0 (2.10)

1 1
) 2 o ;i C 2 0 ;o

Tomando-se ¢ trago v = o obtemos de (2.10)

_ o
¢t =0 logo, ¢, =0 (2.11)

A partir de (2.11) podemos obter explicitamente a conexao procu-

rada:

)

Jyv;a guvlu - Fpu Iev ~ Tva e
_ _ n € L€
Ivasp - gvalu va e ruu Ive
- _ € -
Japsv - gap!v Fuv e Fuv e
Denotando-se
Iivsa = Quva (2.12)
temos gue:
1 v A A
2 (quu M Qvup B Quuv)g - {p a} B Fua
onde {uku} sao os simbolos de Christoffel.
Assim, as afinidades
A A 1 AV :
Fua = {u u} -5 9 (vaa + Q\)O“rJ - Quuv) (2.13)

Agora de (2.11) temos
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2
(V=g @°g"") =0
2 - 2
g"V (/=g 2%, + /mg e g, =0 (2.14)
De (2.12) vem
v MY
9 a0 T S

Utilizando esta expressao juntamente com a da derivada covarian-

te de uma densidade de escalar de peso 1 dada por w;0 = w a—T;;w

obtemos de (2.14)

2 2 2
guv[/—g|aﬂ + =g Q%) T € oga%] - /5 9% o™ = o0 (2.15)
o o o
De (2.13) fazendo u = A temos gue
r o - e'} _ 1 0 o
co. e a@ 2 Te o
ja que Q ., = Qe
Assim, (2.15) fica
"V I/ a2evTga) —1 % 150 + 1o f /ga®1-a?/g oMY = o
Ia Ia £ o 2 o v
(6) € EIr
Utilizando o resultado conhecido =" { } = ficamos com
c o ‘/_—
g
uv 2 1 A 2 — A2 BV
g" [v-g & |a+ > QE av g Q@71 - /Y=g 97 Q o = 0 (2.16)

Tomando—-se o traco de (2.16) encontramos
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Assim, substituindo em (2.16} obtemos:

ou 2

o
Il
|
K
2

isto €, 5

Q
g = ——2lﬂg (2.17)

Esta equacdc pode ser entendida como a equacao de definicao de um

espaco-tempo de Weyl integravel (W.I.S5.T) pois, conforme Novel-

1011

Jyusa =~ %A 9

PV ; IRV

€ uma condigéo necessaria e suficiente para um W.I.S5.T., no nos
so caso ¢ = Kn(ﬂz).

Nao impomos nenhuma relagao entre metrica e afinida
de, permitimos que as duas variassem independentemente. O prin-
cipio da minima agao forneceu entdo a conexdo entre métrica,afi
nidade e © botencial Au, determinando a gecmetria do espaco~tem
po.

No caso em que temos o campo eletromagnético acopla
do minimalmente com a gravitacdao, obtemos gue a estrutura do es
pago-tempo ¢é Riemanniana, mas no caso do acoplamento nao-minimo
a estrutura do espacgo nao & mais, em geral, Riemanniana.

Vamos agora, utilizando a afinidade definida por
(2.13) e (2.17), reescrever as eguacdOes para o campo gravita -
cional (2.4) de modo a compara-las com as eguacOes cobtidas pela

variacao usual (2.3).
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2
Q
Usando a notaggo guv;k = wkguv com wk = - 92 r €n
contramos:
o o 1 o 1 o 1 o
F]J\) = {u \)} - j (,Uu (S\) - ‘2-' U_)\) 6]_1 + 'E“ gu\)w (2.18)

Com esta expressdo para as afinidades obtemos:

R = (g) - 2 w + 1 w - l wa - 1 wow o+ 1 w wE
TAV IRV 2 “ufv 2 “v|u 2 | o EITRY 2 Tpwv 2 ¥ v
{(2.19)
(0)
3 o o

R= R + 5w - 3w "a {2.20)
(0) (0)

onde Ruv e R sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatu

ra na geometria de Riemann (construidos com os simbolos de Chris
toffel) e as duas barras derivada covariante na geometria de
Riemann.

De (2.19) e (2.20) chegamos a expressao para o ten-

sor de Einsgtein

(0) :
=5 W

= G - 5w + + w” g .. - 1 wow = 1 W ow g
IQY; 18" 2 u"v 2 UHU Ha 2 4

Hw TRV [P RTRY
(2.21)

Substituindo essas expregsoes em (2.4) encontramos:

2.2 2
(0) (0) ATAT A
2 - 2 2 3 e
1+ A A R AA AR - A A - = +
(e B G, + Ta lufv ] Tyv 7 2 (1+23A%)
2 2l@ 2 2 2 3,202
3 AAT AT g, 3A 12 AB, 3 NATUAT AR
t 7 2 * 2 2 2,2
(1+2A°) (1+22°) (1+22%)
= _K(Euv+Tuv) (2.22)

Comparando com (2.3) vemos gue até primeira ordem em



A as expressoes coincidem perfeitamente, no que diz respeito a
estrutura do espago-tempo. S6 podemos decidir se este € Rieman-
niano ou naoc a partir dos efeitos dos termos de ordem superior
em A. O case particular A2 = cte. fornece as mesmas equagoes ,
0 que era de se esperar pols de (2.17) vsa = 0 e © espago-
~tempo € Riemanniano.

Para obtermos as equagOes para o campce eletromagnéti
co temos somente que variar a acac (2.2) em relagao ao poten-

cial A“, obtendo:
MV A paM H
r “v = 5 RAT + J (2.23)

onde J" & o termo de fonte que vem de Ly (2.2), duas barras
significa derivacaoc covariante no espaco de Riemann e R o es-
calar de curvatura para uma geometria afim.

Esceolhendo a estrutura do espac¢o-tempo como Riemanni

(10)

ana a prilori’'—', as equagées_se reduzem a:
0 _
R aM + g (2.24)

No caso que estamos tratando o espago-tempo nao é Riemanniano

em geral, assim utilizando (2.20) em (2.23) encontramos:

(0) Aaf [ a% Jakazle2,
Y A u 3 3 ]u T
r ” = - R AT - > - 5 + 7 . > + (2.25)
v (1+AA°) (1+XA°) '
Como no caso das equagoes do campe gravitacional, aqui tambem

a diferenca na estrutura do espago-tempo se faz notar atraveés

dos termos de ordem superior em A .



CAPITULO IIX

SOLUCOES DAS EQUAGOES DE CAMPO

Neste capitulo vamos obter e analisar solugdes exatas
para .as equagées de campo obtidas no capitulo anterior.

Vamos nos deter apenas na analise de solugdes para a
representagdo da estrutura global do espago-tempo, isto &, 0Ss
chamados Modelos Cosmologicos.

Estamos particularmente interessados em analisar as
condigdes que levam & violagao dos teoremas da singularidade ,
em alguns modelos cosmoldgicos obtidos a partir das equagoes de
campo modificadas.

Temos entio o sequinte sistema de equacoes

2.2 _2
_ (0) (0) ATAT A
(‘I+7\A2)G + AR A A +)\A2| —k[__—lAzg ___3___|U_21_\) +
uv wv p"v IRV, 2 (1+12%)
o
3 AZAZIaATa 332 ] AzAuAv 3 33a2 | ATaAuAv
t 2 2 ENV — -2 2, 2 z_sﬂ(Euv+Tuv)
{1+ 27) {(1+AA7) {1+AA")
(3.1)
2 1 2 3 u.2fa,2
N v (0 y 3 AA (1A 3 A"ATATITAT, .
FH lv="1% RA" +J -3 > + 7 3 (3.2)
(1+AA7) {1+AA7)
onde usamos o sistema natural de unidades ¢ = G = 1 e k = Bn e

* .
Observacdo: daqui por diante vamps omitir o sobrescrito {0).



22—
0 sistema de unidades racionais de carga(lg).
Vamos procurar solucbOes para essas equagoes em espa -
cos homogéneos e isotrdpicos, que representam razoavelmente bem

0 universo atual. Assim escolhemos o seguinte elemento de linha:

d52 = dt2 - al(t) dcz {(3.3)
com
a 2 dx2 + dy2 + d22
6] = )
£
onde
L.= 1 + % (x2+y2+22) r €8 =2%21,0
0 caso particular a(t) = cte e ¢ = 1 -~ representa o)
elemento de linha do universo de Einstein. Vamos analisar este

caso com detalhe.

0O elemento de linha do universo de Einstein se escreve

Como:
2 2 2
dsz _ dt2 _ a2 (dx" +dy " +dz") (3.4)
1 2 2 2..2
[1 + y (x“+y +27) 1]
com a2 = cte = 1 este elemente de linha caracteriza uma 3-esfe-

ra imersa num espago gquadridimensional com seu ralo constante e

igual a unidade.

Um calculo direto nos fornece:

0
R 0 = 0
1T 52 03
R 1 = R 5 = R 3 = 2
_ 0 1 2 3
R = R 0 + R 1 + R 5 + R 3 = 6
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Com isso temos

G = G = G = =1

U

Para o quadripotencial A faremos a escolha

a¥ = (0,an",an?,an’) (3.5a)

- i -
onde o € uma constante e n sao- as componentes de um vetor tan

- - * .

gente as parataticas( ) dar3—esfera(2), gque neste sistema de co-
ordenadas tem componentes:

n1 = =Xy + % X7

2 1
N = XX + 5 yZ X =1 {3.5b)
2
n3 =1 - % (X2+y —22)
(16)*

Para cada ponto (x,y,z) da 3-esfera prova-se— qgue se podem tra
gar duas parataticas (geodésicas equidistantes) ao eixXo z {ele
mesmo uma geodésica), cada uma delas tendo como tangente nesse
ponto o vetor ﬁ , para cada um dos valores de ¥ da expressao

(3.5b) .Facilmente demonstra-se, pela isotropia do tri-espaco, de
que a situacgdo: . descrita acima para o eixo z & valida tambéem pa
ra os eixos x e y, isto &, podemos tragar por qualquer ponto (X,
v,z) da 3-esfera parataticas aestes eixos, as tangentes a essas
parataticas estando relacionadas com N por permutagoes cicli-
cas de (3.5)f Assim sendo, podemos, sem perda de generalidade ,

4)‘ - »
utilizar apenas o vetor n em nossa analise futura.

* -
( )Séo gecdésicas equidistantes caracteristicas da 3-esfera (ver Apendice A).
* apéndice A.
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E importante notar que o vetor A" além de ser tangen-~
te a geodésicas € também vetor de Killing do espago-tempo pois

satisfaz as equagotes:

v ~ -
AUA “U = 0 Equagao da geodesica
Au”v + Av"u =0 Equacao de Killing
Além disso
A2 = A‘UAU = -~OL2 = cte (3.6)

Com isso temos de (2.17) que a estrutura do espago-tempo € Rie-

manniana neste caso e além disso:

2a% nk (3.7)

onde Fuv = A € o tensor do campo eletromagnético

pjv Av]u

€ijk é o0 simbolo totalmente antissimétrico de Levi-Civita e
1

£f =14+ Z (x2+y2+z2).

0 tensor momento-energia do campo eletromagnético cuja

definigcdo &

E = FOF (3.7a)

1
v ~ dn u Tav

=
b
+
| —
0

uvFas

tem componentes

RIS

0~ 27

i 1 2.1 2 i
E j = ~ 57 [a™ 8§ i + 2a'n nj]
E°. =0

De (3.6) temos gue as equagoes para © campo gravitacio
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nal {3.1) se reduzem a:
2, .U W U, M
(1-2a")G v F ARA Av = -8t (E ot T V) {3.8)

Tomando kTuv = —Aéuv onde A &€ uma constante, ficamos com o se-

guinte sistema de equagodes:

H i#3 6Aa2nln. = 8a2nln. (3.9)
] ] J
de onde se obtem
4
A= 3 (3.10)
(g) 3(1—%&2) = 4@2 - A (3.11)
(3) =3 _(1-202) = 40% + A (3.12)
{3.11) e (3.12) dao
2
- 4% + % = 4a2 + A
de onde vem
A - -80{,2 (3.13)

Para o campo eletromagnético temos de (3.6) e (3.2):

[SRY _ A M H
F H\)_ 2RA + J
4
com R = 6 e A = 3
Como FOl =0 e Ao = 0
oi 0
F "i =J =0 (3.14)

A outra eqguagao nos formece a corrente
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Flj|. = - (v—g Flj)'. = 4unl
13 = |3
ij i
F ., = =do + J
I3 "
de onde wvem
i i
J- = Bon {3.15)

Vemos que ha o aparecimento de uma corrente proporcio

. i i . .
nal ac potencial vetor A~ = an’ embora a densidade de carga seja
nula. Podemos entender este resultado levando em conta que essa

teoria nao € invariante ou gauge devido ao termo Ara M

A na la-

u
grangeana, o que ja se ve de (3.2) onde Au aparece explicitamen
te nas equac¢des de campo.

E importante notar também que dentro do esquema de aco
plamento nac-minimc temos um campo que define uma direcao privi-
legiada, como o campo eletromagnético, servindo de fonte para uma
geometria homogénea e isotrépica sem recorrer a nenhum artificio.

Tomando o resultado acima como ponto de partida, vamos

agora investir em situac¢bes mais complexas. Para isso tomare -

mos o seguinte quadrivetor potencial:

a' = a%,a',a%,a%)
com
2% = a(p)
Ai ) u(t)ni (3.16)
onde ni sao as componentes do vetor de Killing da 3-esfera, ja
visto anteriormente (3.5), qgue agora val representar as componen

tes de um vetor de Killing das hipersuperficies t = cte da seguin

te geometria:
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2 2 2
as? = a? - a?(y) ldx xdy sdz ) (3.17)
f
onde
f =14+ % (x2+y2+22)
Verifica-se gue o potencial Al definido por (3.16) e

tangente as geodésicas de (3.17) pois akaV 0 mas nao satis-

Tw =
faz a equagao de Killing Aqu + AVHU £ 0 e também sua divergén

c¢ila vale

y . a
A = 3 = 3.18
”U B + a B ( )
Além disso,

A2 = A“AU = Bzuotza2 {3.19)

Queremos encontrar solugoes para as equacgoes (3.1) e

(3.2)
2
(1+20%) G \RA A - A [] a° AR _3 AZAZIUA v,
* (1A% " TRV ng * |U“v 2 (1 + AA%)
\2a2lap2 o 3:2 []a%aa 3a2lea? A a
" : Lo * 2 L azu Y- 87 (E, 4T )
4 (1eaa?) (1+22%) 2T (1oad) TOMRTY
(3.1)
y \ 3 AaM ] % 5 )\3AUA2|GA2M
FUV"v -T2 RA" - 2z 2 t 7 72 + g (3.2)
{1+ A") (1+ A7)

Para o elemento de linha (3.17) encontra-se



a
Com isso temos que
0 3 =2
G 0% -3 (a® + 1) (3.20)
a
1T .20 .3 a 1 2
G . G', = G5 = - 2 7 - a2 (a”+1) (3.21)
De (3.16) obtemos
L al2 8, Gy ]
Foi = ol2 St a]gijn (3.22)
2
_ a X k
Fij = 2a ;ﬁ_eijkn (3.23)

Com issc, o tenscor Euv definido por (3.7a) tem componentes:

EOO = é% [4ot2 + u2a2 (2% + %)2] (3.24)
el _ 1 (40240222 (22 %261, [8EE e 20222 492101 3
j = e a“+0a Sty 5 2 S ta N3

(3.25)

A solucgaoc do sistema (3.1), (3.2) para o caso geral se apresen-—
tou praticamente impossivel, mesmo no caso particular éz = cCcte.

onde o espago-tempo & Riemanniano e as equagbes se reduzem a:

2
{(1+XA )Gu + lRAuAv = - Bﬂ(Euv+T v)
LTI LR L
| v 2

No entanto o caso particular A2 = cte = 0 fornece uma solugao
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bem simples que passamos a descrever:

Vamos tomar

2 2
A2 = B -qa a2 =0 82 = a2a2 (3.26)
Escolhendo
“0
al(t) = - Uy = cte (3.27)
a
temos que
%0
B(t) = £ e (3.28)
o sistema de equacgdes (3.1), (3.2) se reduz a:
I Wy o 1 u
G y * ARA Av = 8m (B o T v) (3.29)
F““"v - - % rat + g¥ (3.30)

Com a escolha (3.27) obtemos de {3.22), (3.23), (3.24) e (3.25)

F o, = 0 (3.31)
2
_ 2oa™ X k
iy < *;i““ Eijkn {(3.32)
2
0 o
By = 37 (3.33)
Ei = [&.2_ 61 + OLZ r]ir] 1 {3 34)
j 2 3 a4 3 )
20 -0
1

Sabemos pela radiacao de fundo de 3 graus Kelvin que o
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nosso universo passou por uma fase quente onde a temperatura da
matéria era muito alta. Nesta fase & de se esperar gue tenham ha
vido grandes gradientes de temperatura e outros processos de con
dugido de calor para atingir-se um estado de equilibrio térmico
no universo. Com base nesse fato,vamos representar o conteudo
material do universo por um fluido imperfeito com fluxo de ca -

lor, ou seja,

+ g V., + gV (3.35)

T = quVv - phuv Wy Wy

pv

onde: p & a densidade de matéria

a pressao isotropica

o
o

qU & o vetor fluxo de calor

Vu ¢ a quadrivelocidade do fluxo

huv = guv—vuvv € o tensor de proje¢ao no triespago orto

nal a v_.
gona u

Com isso resolvemos as equagdes do campo gravitacional:

i . . i 8 i
. i. ARATA, = — A A,
(j) £ 3] y a2 3
ou seja,
aa+é2+1-%=o (3.36)
Chamando a2 = u, (3.36) fica,
u-u_ =0
c
onde
U o= -2 4 2 (3.37)
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Resolvendo essa equagao encontramos

2 .
u{t}) = + uot + uTt + u,

1 e u

1 sdao constantes arbitrarias, e

2

4
Yo = u./2 =33 -1

-

Finalmente a solucac de (3.36} é:

a{t) = (+ u t2+u

1/2
0 1t+u2) (3.38)

As outras equagoes do campo gravitacionail sao:

2 2
0 3 3 (+2u0t+u1) 120tO 0
(O) -5 -3 7 + i = =87T 0 (3.39)
a a a
2 2
i (+2upt+u,) 1 %9 g8 i
() i = 3 3 t = - i - 5 = —-8m T i(sem soma)
J 4 a a a 3ia
{3.40)
Ba, B
(©) -9, =8r 1) (3.41)
a
Para uma classe de observadores com quadrivelocidade
tangente as curvas coordenadas xi = cte., ou seja, vH = 65
o0 tensor momento-energia (3.35) se decompde como:

0
TO:D
i

T i T -3p
0

Ty =9y

Assim, de (3.39), (3.40) e (3.41) obtemos:
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3 3 (+2u0t+u1)2 12&02
81TD = '—2 + Z a - i (3.42)
a a a
{(+2u t+u )2 4o 2
8 1 0 1 0 8
TP o=~ + 7 - I~ - > (3.43)
a 4 a a 3ia
8&06
8ﬂqi = - a4 ny {3.44)
%0
Como f = £ = temos de (3.44) que o fluxo de calor pode estar

entrando ou saindo da regido dependendo da escolha de B .

As equagdes do campo eletromagnético nes fornecem

PPV o A raegH
| v 2
para u = 0
POV 0 - -2 R0
| v 2
dai,
g0 -2 (3.45)
a
Para y = i
, dg .
iv i A i i
F “\) = *aT" n = =3 RA + J
entao,
. 8o .
& = __40 nt (3.46)

Vemos que aqui tambem a escolha do sinal de B vai de -

. . 0
terminar o sinal de J .
E interessante notar que este modelo satisfaz as con-

digdes de conservacgao de energia e carga pois no <aso geral:
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™ = - oo MY+ Y 4 amataY)
eV o LMY L mafaY), ]
[ v 8n v v
pois G”v” = 0
Assim

MY # 0 em geral.

Mas, no nosso caso, devido as simetrias e & escolha particular

do potencial a¥, temos que:

EMY, =0 e (RAFAY) = 0
i I
ja que da equagdo da geodésica, AVApnv = 0 e verifica-se que
v _
(RA )Hv =0 (3.47)
Assim
mEY =z 0.
v
Da mesma forma
¥, = & (ra¥)
v = 2 [ v
que em geral & diferente de zero, ndo havendo conservagao do

quadrivetor corrente. NoO nosso caso, ho entanto, devido a(3.47)
temos que Ju"U =0 e J* &€ conservado.

Vamos agora anhalisar mais detalhadamente alguns aspec
tos desta solugéo.

De (3.38) vemos gue alt) € real somente se ulit) =

= u0t2+u,t+u2 > 0. Temos varios casos em gque u(t) z O:



1) u, > 0 temos 0S casos:
a) (u1) < 4u0u2
b) (uq) = 4u0u2
c) (u1) > 4u0u2
2) u,. < 0 (u 2 > 4u.u
0 ! 1 02
FIGURA 3.1 -

Os intervalos onde u(t) assume valores negativos
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aft)

N4

uflt)

G t

ult)

u(t)‘

t

Graficos para a funcao u(t).

nao

sdo permitidos fisicamente, pois neles a({t) assume valores ima-

ginarios.

Temos ainda © caso particular u, = -1 + 3% "

4

0.

Neste
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caso,

(k) = (u /2

t+u2)1

a(t)

i}
(]

2
1

1

para t = -

C-'IC-'
N

Assim temos uma singularidade nesta solucgao. Para t = - ; CO=-—

1

mo u izar os

e u, sao inteiramente arbitrarias, poderiamos util

',_l

2
parametros observdveis: H = a/a (constante de Hublle) e ¢ =
= «a/a (1/H2)(par§metro de desacelerac¢ao) para determinar os va
lores dessas constantes de modo a tornd-la compativel com as
observacgoes.

E interessante notar que o fator de escala dessa solu
cao (a(t)) tem um comportamento assintdotico, para t - « dado
- t1/2

por al(t) semelhante ao modelo de Friedmann segdao eucli

deana cuja fonte de curvatura & a radiagao (Fig. 3.2).

a(t)
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Ainda nesse caso, as equacgoes que definem a densidade ¢ a pres-

sdo para um observador com V" = 6%) sao:
2 2
120
0 3 3 0
(o) 81 = 3+ 7 1 T 7
a a
2
. u 4o
‘3) i=]3 8“P:—“1:@":13’.-:"4'Q
4a a a

As outras quantidades permanecem inalteradas.

0 caso que mais nos interessa € 0 caso em que U, > 0
2 . -
1) < 4uou2, pois neste caso a{t) » 0 para gqualquer t nao

havendo portanto singularidades na solucao. A este caso sera de

e (u

votado o restante de nossa discussao (Fig. 3.3).

[

a(t)

5 I I L

0 £

.. . 2
FIGURA 3.3 -~ Grafico da funcao a(t) para o caso Uy >0 e (u1) < 4u0u2.

Analisando as equacOes (3.42) e (3.43), vemos dque a

densidade e pressao estao relacionadas atraveés de:

1 8
p = = p ———7 (3-48)
3 3287a
{(*)

ou seja

(*)

Ver Apéndice B.
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p = p*-£0 com p* = %p £ = (9ﬂ>\éa)_1

p* sendo a pressao termodinamica; § o coeficiente de viscosida

de volumar (bulk)T ; 8 = 3 % o parametro de expansao.
Para garantir que o tensor momento energia, definido

por (3.35), (3.42) e (3.44) seja um objeto fisicamente aceitavel,

devemos impor sobre o mesmo certas condicOes chamadas condicbes

(17)

de energia Temos dois tipos de condicoes de energia, a sa-

ber:
1) A condicao de energia fraca(lz), que se escreve COmMoO:
Tququ >0 % v" do tipo tempo ou nulo, ou ainda como
p 20 p+p 2 0 (3.49)
2) A condicao de energia dominante(ll) que expressa o} fato

que a velocidade do som num fluido & sempre menor gue a veloci-
dade da luz neste meio. Para fluidos adiabaticos esta condicao

se escreve Ccomo:

(3.50)

o
I
o

[

o
A

o
A

o

A condici3o (3.49) é satisfeita ajustando-se os pardme-

tros livres.

Para p 2 0 devemos satisfazer a desigualdade:
2,2 2 2
3 3 (4u0 t +4u0u1t+u1 ) . 12 0 L,
2 "z ! r -
a a a

4 - s
Como a € sempre positivo, devemos ter:

T No caso geral & depende de p,p, do volume V da temperatura T e no caso do
fluido executar movimentos periédicos, do periodo T do movimento (ver Ref.

(22)).



-38—

2 2.2 2 2
12(u0t +u1t+u2) + 12 U, tT o+ 12 u0u1t + 3 u, —48@0 z 0
2..2 : 2 2
12(u0+u0 yto o+ 12(u1+u0u1)t + 12 u, + 3u1 - 48&0 z2 0
Essa desiqualdade é satisfeita para todo tempo t se
u,.+u 2, 0, ou seja u, > 0
070 ’ J 0
e, além disso,
A= [12(u.+u.u. )12 = 4[12 (u +u.2) (12u,+3u, 2-480.%)] < 0O
1 01 0 0 2 1 0]
{(3.51)

Como u, e u, sdo inteiramente arbitrarias, podemos
sem perda de generalidade, escolher u, = 0 (gue corresponde a
uma translacao temporal da origem) e assim obter de (3.51) a re-

lagao:

que € satisfeita se

(A%

Ja a condicaoc p+p 0 sera satisfeita se

2 2
2 (2u0t+u1) , EE _ 16@b -
N g - 2 i =
a a a a
Com u, = 0 essa condigac se resume em
2,2 2 .
2(u0+u0 Yt© o+ 2u2 - 2u0u2 - 16u0 z 0

que para ser satisfeita requer
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: 2
u0+uO > 0 = Ug > 0
e além disso
A= =8 (u.+u.2) (2u.-2u.u.-160.2) < 0 (3.52)
0 "0 2 02 0 )
Temos de (3.52) que a relacao
2 2 2

deve ser satisfeita, e para isso devemos ter

(3.53)

Com estas restricoes, a condigao (3.49) & satisfeita.
De mesma forma, a condigao (3.50) tambem & satisfeita pois p &
sempre positiva e p+p > 0 sempre, logo, a pressa® nunca se tor
na maior que a densidade, mesmo com a pressao sendo negativa em
algumas etapas da evolugao do modelo.

E importante aqui salientar o significado fisico des -
sas condigoes. A condigao fraca & uma imposicao de que a densida

(*)

de de energia medida por cqualgquer observador € sempre hao ne-
gativa.

Ja a condic¢ao dominante esta ligada ao fato de que num
fiuido a velocidade do som nao pode superar a da luz pois, con -
forme Hawking(lz) dp/dp mede a velocidade do som num fluido

adiabatico, logo p deve ser menor gue p para gue a velocidade

do som seja sempre menor que cC.

(*)

Por qualquer cbservador queramos dizer gue um observador caracterizado por
sua quadrivelocidade V', pode ter qualquer V" tipo tempo ou mulo.
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Muitos autores costumam apresentar alem dessas condi-

¢cOes, também a condicao p+3p 2 como uma c¢ondicao de energia .

0
No entanto, conforme Hawking(lz), esta condicao nao diz respei-
to & energia do fluido e sim 3 convergéncia das curvas do tipo
tempo, mais precisamente, a partir da equacao de Raychaudhuri pa

ra um fluido perfeito:

2
5 - r vy - &
Hv 3
e das equagOes de Einstein
R —'lg R = =kT
v 2 v Hv
U,V = . . TRV
Seque gue como Tqu V"™ & a densidade de energia local, Rqu v
seria sempre negativo, e o mesmo acontecendo com é, ou seja, 3]

seria monotonicamente decrescente, havendo portanto uma conver -
géncia no passado das curvas tipo tempo ou nulas dos observado-
res VY. No nosso caso, no entanto, as equag¢des do campo gravita-

cional estao modificadas:

*
R -1 g R+ ARAA = KT
uv 2 “uv U Uv
onde
*
T = T + E
Y uv Uy
e para um observador com v = 6“0 temos
R vMY = R, = —kT_ - 4+ R-ARA.A
o = Roo = 00 *2 9o0 00
3u. 3u.’t?
R _ 0 0
00 a2 a4

Assim, a equacao de Raychaudhuri fica:

3u 3u 2t2 3u 2t2
§ -9 _ .
8.2 a4 8.4




—41—

2
3u bu. "t
5§ = g-— 9 ezof—ﬁtzilVU./u

4 2770

E oObvioc por esta expresséo gque 8 nao € monoticamente decrescen
te havendo um tempo em gque & muda de sinal. Isso ja era previs
to pois nosso modelo, como vimos, néo apresenta singularidades ,
logo 8 deve mudar de sinal quando passa pelo ponto onde o fator
de escala a(t) & minimo. Por esse motivo a imposigdo op+3p > 0 se
apresenta incompativel com as caracteristicas do presente modelo.

Com relagao as outras componentes do tensor momento-
energia, podemos observar que a equacao (3.44), que define o ve-

tor fluxo de calor

i Bob 4
8nq” = - 7 N (3.44)
a
nao tem semelhanca com a conhecida expressao fenomenolégica(lé)
3
dy = ha K(T|B—TaB) (3.54)

onde k & o coeficiente de condugao de calor; T € a temperatura

do fluido e a v" a aceleracio da congruéncia de curvas,

o = Vaju
definida em funcgao da quadrivelocidade do fluido.

A expressac (3.44) nao pode ser colocada na forma
(3.44), pois ni nao pode ser escrito como gradiente de um esca-
lar. Além disso, escolhemos a congruencia normal vh = 661 e . a
aceleracao dessa congruéncia é nula.

Vemos que o fluxo de calor em (3.44) tem a direcgao de-
finida pela parte espacial do potencial A", Isso nos leva a pen-—
sar que nesta teoria, que nao € mais invar iante de Gauge, as

expressdes fenomenolégicas devam ser modificadas tendo em conta

o aparecimento de um novo objeto observavel na teoria.
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Essa caracteristica pode ser notada também nas equa-
¢Ses que definem a densidade de cargas e a corrente do campo ele

tromagnético

=

=

mwh” mmJ“
=
'_l.

onde ambas as quantidades estao relacionadas com o potencial .
No entanto, podemos satisfazer a expressdo fenomenolégica que re

laciona a densidade de cargas e a corrente,

i

p*Y (3.55)

o* & a densidade de carga

escolhendo convenientemente a velocidade do fluido carregado

4 %0
* _— = — ——
p* = — o, para B = 3
a
*r 8 >
]—'_4(10]’1
a
Assim, com uma trivelocidade 3 = % ﬁ para o fluido carregado
a expressao (3.55) e satisfeita.
Esse fato nos leva a pensar que a equacdc (3.54) nao

& satisfeita em razdo do fluido ndo ser comdovel com Os observa
dores V" = GSJ. Isto significa que o fluido deve ter uma guadri
velocidade inclinada com relacgdo as hipersuperficies de homoge-
neidade do espago-tempo, semelhante ao que & sugerido por Tup -
per(lé).

Assim, escolhemos para decompor o tensor momento-ener

gia, uma classe de observadores com gquadrivelocidade vu=(v0,vi)
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com
v, = ¢
° (3.56)
Vi a1
- - - - 2 2
$ e v sao fungoes que devem obedecer a relagao ¢ -y = 1 que vem
de
vuv“ = 1 (3.57)

A principio tentamos dar uma interpretagéo de fluido perfeito pa
ra o contetdo material do modelo, motivados por Tupper(li), se -~
gundo o qual o mesmo conteldo material pode ter interpretacao de
fluido perfeito ou imperfeito, dependendo da quadrivelocidade do
observador.

Assim, tentamos para o observador com gquadrivelocidade

v" um fluido perfeito:

Tuv = pvuvv—phuv

cuja decomposigao fornece

T 0= pvovo—phoo = - é% [E 0 + G 0 + ARA AO]

Tii = pvivi—phii = - 5% [Eii+Gii + ARAiAi] {sem soma)
TOi = pvovi - phoi = - é% [ARAOAi]

Tij - pvivj - phij - -5 [EiJ , ARAiAj] i

Substituindo (3.56), encontra-se:

2
81 (po” + py°) = 4% + T - 2 (3.58a)
a



2,2 2
v2 i 1 9ot 49, 8
-8 (p+p) 5 n' n. + 8ip = — + - - (sem soma)
2 i 2 4 4 2
a a a a 3ia
(3.58b)
Yé 80Lo2
8T (p+p) = N3 = - 5 ﬂi (3.58c)
a
v2 i
(p+p) L3 n'n, = 0 (3.58d)
a |
Para satisfazer (3.58d4d), devemos ter p+p = 0 ou vy =0,
mas isso € incompativel com (3.58c). Isso indica que o conteddo

material dessa solucdo ndo admite a interpretacao de fluido per-
feito (pelo menos para essa classe de observadores).
Com esse resultado, retornamos entao para a interpre-—

tagao do conteldo material como fluido imperfeito:

Tuv = pvuvv - phuv + quvv + qvvu
Como qu € ortogonal a VU' ou seja quvu = 0, qu deve ter a for-
ma:
9y = YQ
‘ (3.59)
_ 8 My = —9°
9 =3 9@ ny onde a9, = 9

Com isso as componentes do tensor momento-energia sao:

0 2 2
T7g = P+ PY + 2vy¢Q
Ti = IE i 2Y9 Q i (sem soma)
i = (p+p) a2 nny - P+ a2 non;
0 _ DY L (v2.62y @
T, = (p+p) 2 Ny * (y"+¢7) =2 Ny
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. 2
i 2 i . .
T . = (p+p) 17 nn, o+ —1%9 Ny 143
j a j a 3

Juntamente com as eguacoes de campo (3.29), essas eqgua

coes fornecem o resultado

2 2 3 3u 2t2 12&02
—81[pd” +PY +2Y$Q] = = —5 = ——p— + — (3.60a)
a a a
2,2 2
2 . . u,. t 40
: 1 0 0 8
~-87 {(p+p) 15 nlni - 2x87 Y%Q nlni + 8rp = — + a - y )
a a a a a 3ia
(sem soma)
{3.60Db)
8o, B
Py Q .2 2 %
(p+p) -3 ng ot o3 (Y7 +¢) ny = X ny (3.60¢)
¥2 i, 2yg0 i
1o . —lr= . = 0 3.604
(p+p) 203 + 2 nny ( )
De {(3.60d} vem que
0 = - iﬂ%gll (3.60e)

Substituindo (3.60e) em (3.60a), {(3.60b) e (3.60c), obtemos:

3 3u02t2 12&02
8mp = — + ) - )
a a a
1 u’t? 4%2 8
8mp = — + - -
a2 a4 a4 3)\a2
8o, 8
Q _ 0
8m a a4

Essa ultima egquagao pode ser reescrita como
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(o+p)y _ %0

2ad - 1Ta4
ou ainda
5 Y2( N )2ﬂ2a6
(,b = 2 ]2) 3 (3.61)
48 o

Esse resultado juntamente com (3.57) nos permite deter
minar y € ¢ (a menos de um sinal).

E notavel gue tanto para essa classe de observadores
como para a classe com vH = 6%, as expressoes para a densida-
de de energia e pressao coincidam perfeitamente,

Essas Ultimas expressdes permitem escrever o fluxo de
calor como

0 Yo B

g =y0 = 3 (3.62a)
Ta

gt = % ot = —7 (3.62b)

vy e ¢ poden ser determinadas pelas equagdes (3.61) e (3.57):

au 2t? 1602
(p#p) = o0 [+ + —0 — _ 0 _ 8 5 _ 1
8r 2 4 24 382 87
2 YZ[U] a
T 6032
%
como Yy = ¢2—1
¢2 _ [U]2a8
= 7
[U]2a8—(16a02)
e dai
2.2
5 (16@0 )




Y

ou seja,
4
o = [U] a (3.63)
2 8 2.2, 1/2
{[U]l"a —(16(10 Y1
16@02
y o= % 1/2 (3.64)
{[U]2a8~(16a02)2}

Para essa classe de observadores (3.56), as expressoes
para o fluxo de calor podem ser postas na forma (3.54). Vejamos:

A aceleracao da congruéncia (3.56), definida como

a = v, vF
a  ofu
tem componentes
i . a
aO = VOHOV + voulv = (po+y 3 (3.65a)
I—— I _ (e X a
a; = ViV +Vy|3VT = (¢ < + vo a2) ny (3.65b)

Por outro lado, a partir da relacdo de Gibbs da termodinamica,po
demos determinar o comportamento da temperatura. Essa relacao se

escreve COomo:

Tdo = A(2) + p A()

onde ¢ = s/n & a entropia por particula, e n = 1/V. V & 0 volu-
me por particula.
Como n, p e p sao funcgdes do tempo apenas, a tempera

tura T também sera funcao do tempo unicamente, ou seja,

Ty, = 0 T|0 # 0
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Assim, da eguacao (3.54)

- h B _
9, ~ ha K(TIB TaB)
obtemos as seguintes componentes:
q. = b Pe(r, -Ta ) = h (T, .-Ta,) - h,tcTa
0 0 | 8 B 0 | O 0 0 i
2 L] » ° 2 5 L] e
Qg = v kIB-T(pd + v° D) - Pyl ¥ D) (3.66a)

_p Y J
q; = hi K(TIO—TaO) - hi KTaj

. 3 .
= - 9Y BT (0 d 23y, oIk : a
q; 2 Kni[T T(d¢ + a)] 3 ni(Y + Ya) (3.66Db)
Por outro lado, temos de (3.62)a L Que
Yo, B
_ 0
90 3
ma
¢0'~08
9 T T2 N4
a
de onde vem gue:
2 . . 23 2 . : Yo
qg = -v <IT-T(g¢+y %11 - ¢ yxT(y +'Y§) = 03
Ta
oY s . 2 a (I)-BK . a q)OtOB
a; = - 5 kN IT-TGe + T D - T Ing (Yevy) =g 0y
ma .
Ambas as expressdes fornecem a mesma equacao
. ) . e
YT + ykT(¢¢ + Y2 g) - ¢2KT(Y +'y§) = “g§ (3.67)
ma

gque com a equagao (3.57) se reduz a:
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. a._ . O:'0
- vKT + T (- 2 Y=y} = 1 (3.68)
ma

Vamos supor que a temperatura T seja da forma

- (3.69)

onde TO e n sao constantes. Com issco (3.68) se torna
L] - 0{_ B
a _-n -n a . 0
nyk T, 3 @ + KTy a (- 3 Yey) = ﬂa3

As condicdes a serem satisfeitas para gue a condutividade térmi-

ca Kk seja positiva sao :

y \ (3.70)

o
I
<
W
=)

B >0 {(n-1) v

Utilizando os recursos da computacgao algébrica podemos

verificar que essa segunda condigdo € sempre satisfeita para t>0
desde que 0 < U, < 1, que como vimos em (3.53), & satisfeita nes
se modelo.

Com a condutividade térmica positiva (K > 0), a produ-

*
cao de entroPia( ) para essa classe de observadores, cuja expres

SA0 Sse escreve COmoO:

& sempre positiva, ou seja,

(*)Verlk‘ di
pendice B.
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pois

IRY;
£ >0
e n, que € o coeficiente de viscosidade de "shear" & inteiramen-
te arbitrario e, portanto, escolhemos n > 0.

Para encerrarmos o estudo das propriedades do modelo
vamos verificar o comportamento dos parametros cinematicos e ou-
tros aspectos observacionais do modelo.

Os parametros determinados experimentalmente sao basi-
camente o desvio para o vermelho, a constante de Hubble, o para-
metro de desaceleragao e a anisotropia na radiacao de fundo de
3K, esta ultima mostra gque o universo atualmente sofre uma expan
sao praticamente isotrdpica {(considera-se a anisotropia observa
da como resultante do efeito Dbppler). Além disso, acredita-se
que O universo nao sofra uma rotagao global. Num modelo de Uni -
verso essas caracteristicas servem para determinar algumas cons-
tantes arbitrarias do modelo, além de eliminar certos modelos que
nao as satisfazem.

Para uma dada classe de observadores com quadriveloci

dade V" os paradmetros observacionais s&o:

1) constante de Hubble generalizada(gz)

G B (%)
H=—"—F7—=38 -0yt

onde 6 = v r OuB o tensor de "shear", na um vetor tipo espacgo

* - R . o~
( )O ponto {+) corresponde a derivada projetada na direc¢ao de Vu- = “dvv .
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normalizado (nanOt = -1) e 8¢ ¢é o comprimento representativo de

finido pela relagao acima.

2) Parametro de desaceleracao

3) Tensor de cisalhamento ("shear")

P T _1
GO&B =3 (hO{. hB + hB th- ) VU“\) 3 g hO(.B
Este tensor determina a deformacac  de um volume elementar do
fluido, Oug = 0 para expansao isotroépica.
4) Tensor de rotacao
B R T
th.B = 5 (hO!. hB hB hOt. ) VU”V .

0 tensor de rotacdo determina a rotacao rigida de um volume ele
mentar do fluido.
Para a nossa solucao temos no casc de um observador

com VP = 68

T a
= =32
R
. u.t
TERE e
(u.t+u,)
0 2 5 >
i1 uo(uot +u2) .
q = a | 2 2
H (uot)
O&B = m&B = 0

Para esses observadores a expansao € isotropica, nao
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havendo rotacgao.

Para os observadores com v' = (¢, % nl) temos:
_ b ; a
G—V”U—d)+3ad)
1 a B _ {S8&)"
H=30-04" 1" =753
(842) 1
q= -
8% E?
O tensor O@B tem componentes:
4 3, a 4, a 2.3 a 2 b a
Top = ¥V & = Y oly =2y ) + vy b 2 -y 9" 2+ ¥ (5+39)
oi - MtV T3 T 2a 21 27 27 2% 73
3 .3 a 2. a 2.2 a $
Y by 5 by — ~ Y ¢ — * Y 3a ]
a a a
2: y? I T AP - o a
Oy = nyns e = + 20y 3 + ~ = (y=2vy 3) - 5 (y-2y ) +
J ¥ a a 3a a a
2, a é
- 2y gj] -3 gij
ApOs um calculo extenso usando recursos de computagao eletroni-
parame -

ca, encontramos que O comportamento assintotico desses

tros (para t » «) é&:

62 « t—2

m2 - 1 " v t—14
2 Tuv

02 _ 1 5 oMV o t—10
2 v

Isso demonstra que em relagio & expansao 6§ os outros parame -

tros decaem muito rapidamente, e para um tempo suficientemente longo

os observadores verio uma expansio aproximadamente isotrépica e sem rotag@o.

Para calcular o desvio para o vermelho, devemos primei
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ramente verificar se o foton continua seguindo as geodésicas nu-
las da geometria, para essa eletrodinamica modificada.
Para isso vamos considerar uma aproximacao Optica geo-
_— ~ o (13) o
métrica das equacOes de campo conforme Ellis -——'. Isto significa
gque o campo eletromagnético sera considerado um campo de prova

no espago-tempo livre de cargas e correntes.

As equacgbes do campo nesse Caso Sao:

BV _ A pad
F “v = > RA (3.71)
*
FU\)I = 0
v
ou seja,
F = A , -A (3.72)
UV ujv viu
Uma condicao satisfeita por Ak &
(ra™), =0 (3.73)
I u

Vamos tentar uma solucgdo Optica das equacoes de campo

(3.71) do tipo

A = e (¢)L + termos menos significativos (3.74)

onde:a) e(¢) & uma funcao arbitraria da fase ¢
b) e(¢) varia rapidamente em relacao a amplitude Lu,ou se—
ja

de

L RoL >> e L
d¢ “[u ©

v] [u] vl

onde definimos o vetor de propagagao KU = au¢ e o colchete [u V]
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significa antissimetrizagao [uv] = pv-vu.

A condigdo a) & condigao de que informagdes arbitra-
rias podem ser propagadas por sinais ou "ondas"; b) & a condi
¢330 gue © sinal representa uma onda de alta frequéncia com uma
amplitude pouco variavel em relagao a frequéncia da onda.

Substituindo (3.74) em (3.71), {(3.72), e desprezando

08 termos menos significativos, temos:

: - . _ de

FUV = e K[vLU] + e L[unv] = = d¢
ol BY ' ' = & H
g7 g™ em Kby e bpypyy) ljg =2 R2

Em termos de e", e' e e temos

"(K L% -L K% ' Vir¥, K oL kYp -L ¢ RV4+L KV
e (KHL o LUK KG) + e (KU"vL +L uV I - ” U"v + V”U ) o+

M
VB VB wBRLA X
L -L - R L = = RelL {3.75)
te@yyd Typpd "9 Ruputa) T 2 Rely
Da condicao (3.73),
M
RA =0
(RAT)
temos
MO po poo
g e KUL&R + eL&HUg R + ELaR[ug = 0
Em termos de e' e e temos
o o 1 L@
= = - = .76
K La 0 L | o 7 L R|a (3 )

Assim, obtemos de (3.76) e (3.75) que:
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e" + KK = 0 (3.77)
O
e" » 1LY, K -2L , K'-L K’y = 0
v U™ w v
ou seja,
K
v l Vv U Lo
Lu"vK -3 L K v = 7R L Rlu (3.78)
| o » L _ A
e > L, 1o ¥ RT Ly + [g R[u]"U = 7 RL (3.79)
A equagao (3.77) implica que KuKqu = 0. Mas como Ku:=8u¢'Kqu =
= K p assim
vl u
Voo

K K
Wl v

ou seja, os raios luminosos (curvas cuja tangente & o vetor KU )
sao geodésicas nulas (KUKu = 0) da geometria considerada. Com
issg vamos calcular o desvio para o vermelho.

A taxa de variacao de e(¢) medida por um observador

com quadrivelocidade vH é:

e Vu = e' K Vu
| u U

Se dois observadores com quadrivelocidades V? e VS medem a taxa
de variacdo do mesmo sinal e(¢$) a razao dessas taxas de varia -
cao sera (KuVu)1/(KvVv)2. Esse resultado pode ser interpretado
como um efeito de dilatacao temporal. Se dt € o intervalo de Eeg
po préprio entre dois pulsos do sinal, entao dt2/dt1 = {Ekzs%l
isto &, as frequéncias observadas estaorrelacionadas por v 2

u
v (Kuv )1

———
2 (va )2
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O desvio para o vermelho (Z) € definido como

Aobs.uxem.
7 =
A
em.
| A v
142 = AObS- - vem.
enm. cbs.
ou seja,
(K Vu)em
147 = —H__em.
(va )obs.

Para o nosso modelo, a homogeneidade e isotropia do
espago-tempo garante que todas as geodésicas nulas para o futu-
ro sao equivalentes. Assim, basta considerar as geodésicas na
direcdo radial em torno da origem.

{13)

Para essas geodésicas temos sua tangente dada por —

wo_ 1 _ 1 . I _
K" = 275 (1, a(t)’ 0,0} ; KU = 300 {1,-a,0,0)
Para ©s cbservadores com Vu = 6%
uo_ 1
Kuv T oal(t)

Assim vale a relacao:

a
147 = ocbhs.

el .

tipica dos modelos tipo F.R.W.

Um dos problemas mais graves da cosmologia padrao e
a existédnecia de horizontes nos modelos tipo Friedmann-Robertson
-Walker (F.R.W.). A existéncia de tais horizontes torna inexpli

ciavel a homogeneidade e isotropia de tais modelos, visto que
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existem regidoes causalmente desconectadas. Um horizonte &€ geral-
mente definido como sendo uma fronteira entre coisas observa -
veis e coisas nao observaveils, para um dado observador. Segundo
Rindler(lg) podemos distinguir dois tipos de horizontes. O pri-
meiro chamado horizonte de eventos e definido para um dado obser
vador A como sendo uma hipersuperficie no espago-tempo que se-
para todos os eventos em duas classes: agueles gue tenham sido ou
que serdo observados por A, e aqueles que nunca serao observados
por A. O outro tipo de horizonte € o chamado horizonte de parti
culas e definido, para um observador A em um dado instante de
tempo EO'
que divide todas as particulas em duas classes, agquelas que ja

como uma superficie no triespag¢o instantaneo t = t0 '

foram observadas por A no tempo t, e aquelas que nao foram obser

vadas por A. No caso de universos caracterizados pelo elemento

de linha de F.R.W.:

dr’ir? (a0%+sen’0dé”)

as® = at® - a’(t)
(1 + £ rH?
+ZEr
com a luz seguindo as geodésicas nulas da métrica (ds™ = 0). A
equacio para os raios luminosos com movimento radial 6 = ¢ = O =Y

com o sinal indicando se o raio luminoso se afasta da origem ou

se aproxima dela.

A condigao necessaria e suficiente para a existéncia

de um horizonte de eventos & a convergéncia da integral(lg):
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pois assim existe para um dado tempo EO uma particula determina-

da por

onde G, faz o papel de uma coordenada radial, tal gue um foton
emitido pela particula, no sentido da origem no tempo tO' atinge

a origem num tempo t = «. Fotons emitidos no mesmo tempo t por

0
particulas mais afastadas nunca atingem a origem.

. s 19
Seguindo o mesmo raciocinio mostra—se(——)

gque a condi
¢330 necessaria e suficiente para a existéncia de um horizonte de

particulas é a convergéncia da integral

ocu

Nesse Ultimo caso guando a(t) e definido para valores negativos
ilimitados de t, comO na nossa solugao.

A partir desses conceitos, podemos verificar se a nos-
sa solugdo apresenta algum tipo de horizonte.

No caso do horizonte de eventos devemos testar a con -

vergéncia da integral

QQ o
J dt If at
oalt)y T
t Tty v/ 2
0 0 uot +1,
No nosso caso, cCOmo uy = o , 4u0u2 > 0, essa integral € imediata
e vale
© u
I dt = 1 arcsenh L f"—il_—— = o

, l 1 .
t0 'Vu0t2+u2 v u0 L—V 4u u2-—t0

0
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Assim temos gue,pela ndo convergéncia da integral acima nao te-
mos horizonte de eventos para essa solugao.
Para o horizonte de particulas similarmente devemos ve

rificar se a integral abaixo converge:

t
0 dt
oo Y 2
uot +uO

Integrando nos limites dados, temos:

t — t
0 at 1 2u0t 0
= arc senh| ———— =
" VA Sy pae |
—co u0t2+u2 u0 v 4u0u2 —0

Novamente a integral ndo converge demonstrando a ine -
xisténcia do horizonte de particulas para essa solucao. Assim ,
do que foi visto, temos agui um outro ponto favoravel nessa solu
¢do, que como.ja vimos, nao possui a singularidade inicial dos
modelos tipo Friedmann. A nao existéncia de horizontes torna pos
sivel o contato causal entre todas as partes do universo,expli -

cando assim a alta isotropia observada.
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CONCLUSAQD

De tudo que foi visto podemos concluir gue, se abando-
namos o Principio de Equivaléncia Forte, permitindo que outros
campos, como o campo eletromagnético, tenham um papel mais funda
mental na evolugéo-dinémica do espacgo-tempo, esses campos,quando
acoplados convenientemente, podem ajudar na tentativa de solucio
nar alguns problemas apresentados pela Cosmclogia padrao. Dentre
esses problemas podemos citar, por exemplo, a singularidade ini-
cial e a exist@ncia de horizontes, gue nao estao presentes no mo
delo apresentado. Além disso, em nosso modelo temos processos dis
sipativos que podem ser usados, na tentativa de explicar a alta
entropia observada no universo atualmente(gﬁ). Un ocutro fato que
deve ser levado em conta, &€ gue dentro do esquema de acoplamento
apresentado, foi possivel compatibilizar uma fonte anisotropica,

U’ com uma estrutura geométrica homogénea e isotro

como o campo A
pica sem recorrer a nenhum artificio. Vale a pena ressaltar tam-
bém que, como esta desenvolvido no Apéndice C, a analogia usual-
mente feita entre o acoplamento néo.minimo e a atribuigéo de uma
massa ao foton nao &, em geral, correta, Além do mais, como vi
mos no texto, a aproximagéo optica das equagées do campo eletro-
magnético prevé que o féton segue as geodesicas nulas da geome-

tria, como no caso da eletrodinamica acoplada minimalmente com

a gravitacgao.



APENDICE A

TRIESFERA

As observagées astronémicas sugerem que O universo
é homogéneo e isotropico para escalas superiores a 108 anos-luz.
Essas evidéncias provém da observagéo de fontes de radio e prin
cipalmente da radiagao de fundo de 3K. Além disso, existem ra-
zées para se acreditar gue o universo seja finito (embora ilimi
tado) .

1?) Do ponto de vista da Relatividade Geral, as condi
goes de contorno para uma hipersuperficie fechada sao bem mais
simples gque as condigées no infinito de uma estrutura guase-Eu-

clideana.

29) A idéia de Mach, gue a inércia dos corpos depende
da interagao mitua entre os mesmos, estda contida, numa primei-
ra aproximagao, nas equagées de Einstein. Mas esta idéia s& se
aplica a universos finitos.

Se consideramos valida toda a argumentagao anterior
para a escolha da geometria gue mais se aproxima da geometria
do universo, a escolha mais natural € a geometria da triesfera,
gue € uma generalizacao 3-dimensional da geometria da superfi-
cie esferica, sendo como esta Gltima uma entidade finita mas ili

mitada.

Para visualizarmos esta geometria, vamos imaging-la



imersa em um espaco Buclideano 4-dimensiocnal.

Considerando um sistema de eixos cartesianos (X,Y,Z,W)
centrado na 3-esfera (observe que tanto na 3-esfera como na 2-
-esfera so tem.sentido se falar em "centro da 2-esfera" quando
consideramos esta ultima imersa num espaco Euclideanc de dimen-—
sao superior pois intrinsecamente tanto a 3-esfera como a 2-esfe

ra nao possuem um "centro") (ver Figura A.1)

X
VA
FIGURA A.1 - Coordenadas intrinsecas e extrinsecas da triesfera.
A relacao entre as coordenadas extrinsecas {4-espaco

Euclideano) e intrinsecas (x,6,¢ na 3-esfera) & dada por:

X = a sen X sen 9 cos ¢

Y = a sen X sen 8 sen ¢

(A.1)
Z = a sen ¥ cos 8
W = a cos ¥

Dai segue que o elemento de linha da 3-esfera é:

2 2 2 2 2

do dxXx”™ + dY~ + dZ7 + dwW

]

a2[dx2+senzx(d82+sen26d¢)] (A.2)



-63 -

onde a € o 4-raio da superficie esférica 3-dimensional

W2+X2+Y2+Z2=a2

A homogeneidade e isotropia da 3-esfera €& evidente pois qualquer
rotacdo no 4-espacgo Euclideano, que leva um ponto da 3-esfera em
outro, deixa inalterado o elemento de linha (A.2)

Em vez das coordenadas X, ¢, ¢ podemos usar outras co

ordenadas intrinsecas x, y, z como na Figura A.2, onde a rela -

- X
\p(x,

FIGURA A.2 - Coordenadas x, y, 2z da triesfera.

cao entre as coordenadas e:

2

cos 8 =
o2 2 2
XT+y +zZ
tg¢ =L
2 tg % =V x2+y +22

Com essa transformacao o elemento de linha (A.2) fica:

(A.3)

dcz 2 dx2+dy2+dz2
a T .2 .2 22
(1 o+ T X Y +2Z )
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Apesar de possuirem algumas propriedades semelhantes ,
como o fato de serem entidades finitas mais ilimitadas, a 2-esfe
ra e a 3-esfera possuem algumas dissemelhancas, por exemplo, sa-
bemos que na 2-esfera néo existem geodésicas paralelas pois toda
geodésica da 2-esfera & uma circunferéncia maxima, e essas se en
contram em pelo menos dois pontos. Na 3-esfera, no entanto, exis
tem pares de geodésicas nao coplanares que mantém entre si uma
distancia constante. A esses pares de geodésicas damos o© nome

(liflé). Utilizando-se

as coordenadas das intrinsecas (x,y,z) da 3~esfera,nDsURbGeGL1§)

de parataticas, ou paralelas de Clifford

que pode-se tragar por cada ponto da 3-esfera duas parataticas
ao eixo Z {(que & uma geodesica da 3-esfera) cada uma delas ten-

> . -
do como tangente © vetor n cujas componentes sao:

n.o= - EY + 5 X2
2 1
no= £X + 5 Y
n3 -1 - % (x2+y2-22)
¢ = +1 para a paratdtica a direita e ¢ = -1 para a paratatica a
esquerda do eixo z.
Temos assim um campo de parataticas ao eixo 2 pois a

cada ponto (x,y,z) da 3-esfera as duas parataticas ao eixo z que
passam por aquele ponto ficam univocamente determinadas pelo ve-
-

tor n .

A situacdo acima descrita também se aplica aos eixos
X e y, isto &, também podemos tragar por cada ponto da 3-esfera
duas parataticas ao eixo x e ao eixo y. E facil ver que pela ho-
mogeneidade e isotropia da 3-esfera as expressoes para as outras

parataticas estarao relacionadas entre si através de permutacoes



ciclicas. Assim, temos para o eixo x, fazende as permutagoes
2 +~ X, X+ Yy, ¥+ Z. As parataticas a esse eixo tém como tangen

te para cada ponto da 3-esfera o vetor o de componentes

al =1 - % (v —22—x )
2 _ ” 1

a” = -€2 + % ¥YX
3 1.,

a7 = ey + 5 2X

Procedendo da mesma forma para o eixo y, obtemos através da per
~ - >
mutagao z >~ y, ¥ » X, X + z, em n O vetor [ com componen -

tes

1 1
B = ez + 5 XY

62 =1 - % (z7+x"=vy")
63 = — gX + % Zy

E facil verificar que esses 3 vetores sao linearmente

independentes, ou seja:

Pela sua prdpria construgao, cada um destes campos satisfaz a

equagac da geodésica:

3
=3
[
[}
e
2
[
1l
™
'_l
0w
(-
1l
o

mas além disso eles também satisfazem & equagao de Killing
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onde os dois pontos significa derivacgao covariante no triespago
da métrica (A.3).
Como consequéncia disso, esses campos tém divergéncia nula, ou

seja,
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tos campos escalares, vetoriais e tensoriais. No caso de um flui
do perfeito, a sua densidade, pressao e quadrivelocidade sao su-
ficientes para determinar o seu comportamento. Essa descricao se
torna mais simples com a introducao de um campo tensorial que
contém todas as informagées sobre o fluido. Este campo & conheci
do como tensor memento-energia do fluido, e na forma de fluido

(6)

perfeito tem a forma
T = quV -ph (B.1}

onde Vu & a quadrivelocidade do fluido (no caso do "fluido gala
tico" Vu & a 4-velocidade de um observador que vé os aglomera-
dos de galaxias ao seu redor sem movimento médio) normalizavel ,
. - u - . ~

sto = = - tens .

i e, V VU 1, h guv Vqu e o tensor de projecao

uv
E facil ver que

P,V
T VIV =0

1 vouo
3 Tu h vy -~ P
ou seja, p e p representam a densidade de energia e a pressao

medidas no referencial propric de um observador com 4-velocidade

v .
' 20
Seguinde o formalisme proposto por Eckart(n—), defini-

mos o vetor corrente de particulas N* = nv¥ onde n é a densida
de do numero de particulas (n = 1/V onde V € o volume por parti
cula). O fluido perfeito é descrito pelas equagoes da continuida

de:
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e da conservagao do momento-energia

aB _
e = °

Utilizando um sistema de coordenadas onde a afinidade

localmente, essas equagoes se escrevem coOmo

anula

(B.2)

(B.3)

A equacao (B.2) projetada na diregao de vV, nos da a conservacao

da energia

o
T vV =20
|8
gque nos fornece
3 B8
[ (p+p)V ]IB P|6V
Por outro lado, (B.3) nos da
nValu + Van a = 0
que, Jjunto com (B.4) resulta
af - oV [ (R 1 _
T |BV0L—nV [(n)|0ﬂ+p.(n)|0ﬂ]ho

Da relacao de Gibks da Termodinamica temos

_ I3 1
kTdo = d (n) + pd (n)

ou

) il
kTGlO{,w (n)l()l,+p (n)IOL

(B.4)

(B.5)

(B.6)

onde k é a constante de Boltzmann e T a temperatura termodinami-
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ca que, juntamente com (B.5) resulta em:

8

B o) 1 _ =
[(H)|a + p(H)la] = nv o k TGIB = 0

isto &,

Isso significa que, como era de se esperar, num fluido perfeito
a entropia de cada particula € constante ao.longo de sua linha

de universo, nao havendo efeitos dissipativos.

-~ Fluidos Imperfeitos

Vejamos agora as equagées gque regem O comportamento de
fluidos imperfeitos. Tals fluidos apresentam efeitos dissipati-
vos (viscosidade e fluxo de calor) e, portanto, a expressao para
0 tensor momento-energia desses fluidos deve diferir da esxpres-
sao para fluidos perfeitos. 0O 4-vetor corrente de particulas N*=

[ -
= nv também deve se alterar. Vamos representar essas mudangas

B

em " e N por ATQB e AN® ;, respectivamente. Assim, temos

as expressoes
@8 o ovOvP _ pn®® 4 ap0®B (B.7)

N% = nv% &+ AN® (B.8)

(20) (o

Seguindo a interpretacao de Eckart V- é a velocidade do flu-

¥o de particulas. Assim, para um observador que Se move com o}

fluido (V¥ = 68) temos que(gl):
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Com issco temos de (B.7) e (B.8) que

ATOLBVOLV = 0 (B.9)

ANY = 0 (B.10)

B

o . . ~
A forma de AT deve ser estabelecida a partir dessas equagoes,

obedecendo a segunda lei da Termodinamica. Essa Ultima deve es -
tar contida nas equagées de conservagéo de energia e do numero
de particulas.

Da conservacao de energia e do numero de particulas te

mos:

aB _ & L , 1 ' B (*)
T ﬁvu = nVv [(n)}a + p(n)|u] + AT 8V

gue, junto com a relagao de Gibbs (B.6),fornece

nkTVBO]Bzz— ATaB|BVu (B.11)

Definimos o 4-vetor corrente de entropia como:

aB
o AT
8" = knoV™ + 7 VB
de modo que para um observador que se move com o fluido SO =
.1_

= nk¢ = densidade de entropia do fluido .

A taxa de producgido de entropia € dada por

(*)Utilizamos o sistema de coordenadas local onde FaBu =0 .

T Lenbre que n = 1/V, onde V. é o volume por particula.
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s‘*|a - (nkchOL)[OL e ATQBVB)M
o _ ATGB T 0 o3
S la = —TF— VB|& - T2 AT VB (B.12)

onde usamos a expressao (B.11) e (B.3).

I

. .= o
De acordo com a seqgunda lei da termodinamica, S o o,

assim(gz) ATGB devera conter uma combinacgac de gradientes de tem
peratura e derivadas da velocidade,de modo que (B.12) seja posi-

tiva para qualquer configuragao do fluido.

(21)

Seguindo o desenvolvimento proposto por Weinberg —' ,

. - 167
encontramos, no referencial sincronoc (V' = 68) que:

10 i
& AT AT
S T 7 o2 (T 4=TV3) + T3 Vi

17 - .- . - . . .- .
Como AT J & siméetrico nos iIndices i,]j, somente a parte simetri
ca de Vi\j ird contribuir na expressao acima.

Temos gue a parte simétrica de Vi|j € dada por

1 2 3 1 3
Viils) T 2 955V 12 * 3 9553V e

j|i 3
onde o primeiro termo € a parte simétrica sem traco.

Assim, no referencial sincrono obtemos que a taxa de
produgdo de entropia é dada por

art0 aT™J 2 %

a J 3 3 i
S =7 Tz V) ¢ T L0V 19%Y511 73 9137 |0) *3 953V

e pela argumentacao acima, de gue ATOLB sO0 deve depender dos
gradientes de temperatura e derivadas da velocidade. Temos que pa

ra Sala tenha um sinal definido, devemos ter:
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ij im Jjs ' _ 2 ) ij.. 2
AT =ng g (Vm|s+vslm 3 ngV ]R) + £EgT-V |2 (B.13)
sl o gl (| 4-T) (B.14)
Por analogiia com O <¢aso cléssico(gz), identificamos os coeficien

tes n, £ e ¥k como 0s coeficientes de viscosidade de cisalhamen
to ("shear"), viscosidade volumar ("bulk") e a condutividade té£
mica, respectivamente.

Com isso, a taxa de produgéo de entropia tem a seguin-

te expressao:

s =_T—‘<2913 (le-Tirj)(TllTv) +—g im 38 |5V

| o m %G%BV%R)

2

2 £ %
X (Vilj+vjli --B-gijvilg) + T (V IQ') z 0

Para generalizar essas expressoes para um referencial qualquer,

afd

temos que por AT numa forma independente de coordenadas. Para

of

isso vamos decompor AT em suas partes irredutiveis para uma

4-velocidade V* gqualquer.

AT o (e v)v“vB N ATDOhuphBO ATP%y g B . vahg"‘vg i

As expressoes (B.13) e (B.14) para uma 4-velocidade arbitraria

correspondem a:

arft —s ap®fy %y o
o B

i3 pa, o, B Lau By . 2 h A havvk
AT = AT hp hg = nh""h (VUI +V 3 v IA) + £ 1
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at?0 - APy v - o
TREY

Com isso obtemos a seguinte forma para ATaB

rT*R - qBVa + anB + nﬁaB + £ha86 {B.15)
onde
q(x = KhOLB (T[B - T\}B)
o B . B 2
i h h (V \)+V\)1 — 3 hu\)e)
e
g = VA

Finalmente o tensor momento. energia para um fluido com

efeitos dissipativos &

B B o B

0B o ovOuPs prn®B L %P 4 PO 4 (B.16)
onde p* = p-£{6 & a pressao isotrOpica e p a pressao termodina
mica.

Com essas expressoes podemos escrever a taxa de produ
cao de entropia como:

[IRY) 2 1 U

o i + % g7 - 5 4 9

S

Y
=]

(B.17)

n
lo = 2T "

como qu é do tipo espacgo ququ < 0, e com isso o ultimo termo
da expressao (B.17) contribue positivamente para a variacao da

entropia.



APENDICE C

CAMPO DE PROCA EM ESPACOS CURVOS

A presenga de um campo de Proca em um espago-tempo cur
vo pode ser descrita canonicamente através da Lagrangeana

L= /=9 (R + am°a"a - F"VF ) + L (c.1)

167 u uv u
onde \ e m sao constantes.
Lu inclue o contelido material e o termo de corrente.
variacgdes dessa Lagrangeana juntamente com o principio

de minima acio, fornecem as seguintes equagoes

2
G = -k (E +Tuv) — Al AuAv (c.2)

m“aH = gH (C.3)

Notamos em (C.1) uma semelhanga formal com a Lagrangea
na para os campos eletromagnético e gravitacional, acoplados nao
-minimalmente. No entanto, como veremos, essa semelhanga & pura
mente formal, sb6 se aplicando no caso em que R é constante.

Para a métrica de Einstein:

2 2 (dx’+dy*+dz?)

(1 + % (x2%y2422)12
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e usando como 4-potencial o vetor aY, definido em (3.5)(2), obte

mos das equagoes (C.2) :

4] 0 : 2
(g) -3 =-%kI'; - 4a
2 2 i i . .
(?) Am“anTn. = 8a2nln. i# 7
J ]
i i i 2 2 1
(j) - 1 = = kT it 40 + 8a'n n, - amTaTn ny i= 7
de conde vem que
k'I'O0 = 3 = 4a2
kTt = 1 + 4d?
i
Amz = 8
As equagoes (C.3) fornecem:
F01 -0 —> F01”i - JO -0
Fijl. = 4anl = - = mzanl + Jl
h 3 2
:>J1=80L]"|J..

Este resultado & semelhante ao obtido no Capitulo 3, para a mes
ma métrica e o mesmo potencial. No entanto, para o casoc da mé -

trica de F.R.W. a situacaoc muda drasticamente. Para esta metri-

ca temos:
2 2 2
d52 _ dt2 _ aZ(t) (dx +dy +d; ) = 1,0
£ 2 2 2..2
[1 + 7 (x"+y“+27) ]

U

Utilizando como potencial A o mesmo potencial do Ca
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pitulo 3, definido pelas expressoces (3.16), (3.26), (3.27) e

(3.28), ficamos com o0 seguinte sistema de equagoes:

. . 2 , .
(}) i#9 Amzuznln. = §%— nln. - k7t
3 3 a 3 ]
0 i i
(i) amTaBnT = - k T0
0 . 2.2 0
(O) - = {a"+e) + Am R = = KT 0~ doy
a
i 1 2 a 2_1i
(V) 1 =3 = -—-5{a"+ge) ==+ AmATA, =
i 2 i
a
2
i 2 8o i
= = kT i F o™ + 5— TNy
a
Se tomamos le = 0, como no Capitulo 3, a primeira dessas equa -

coes ja se torna incompativel, o qgue ja demonstra gue nosso caso
nac ha mais semelhanca entre essa abordagem e a desenvolvida no
corpo deste trabalho. Mesmo admitindo gque Tij # 0 a situacao se
torna muito complexa. £ pouco provavel gue haja uma solugao sim-
ples para o sistema de equacgoes acima. O Unico caso analisado foi

o caso mais imediato em gue escolhemos a secao plana (e=0), B =0

e o = cte. Para esse caso as equacoes (C.2)}) se resumem a:
i : a, 2 g ., 2
(:]) i# 3 8(5) + ? = Am

cuja solugao &

alt) = % cos hwt

onde w = Vkm2/8

Com esse resultado as outras equacoes fornecem
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8rp = 3m2 tg h2 wt - 4@2 cos h2 wt (C.4)

87p - w2 tg h2 wt - 2w2 - 4&2 cos h2 wt (C.5)

Alem disso, as equacdes (C.3) fornecem

Esta solugao, apesar de matematicamente correta, nao
€ uma "boa" solucao em termos fisicos, visto gue a densidade
em (C.4) se torna negativa em determinadas etapas na evolugao
temporal da solucao (ver Fig. C.1} e a pressdo é sempre negativa
para gualguer tempo. Esses exemplos demonstram gque a idéia de
gue o acoplamento nao minimo é equivalente & atribuicao de uma

massa ao campo eletromagnetico &€ falsa. Essa eguivalencia sO

& "valida aproximadamente" no casoc em gque R ¢é constante.
P &

‘p(t)

FIGURA C.1 -~ Grafico da densi

dade como fungao do tempo.

l‘r"




(2)

(3)
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