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RESUMO

Através da técnica do Grupo de Renormalizagdo (GR) no es
pago real discutimos a criticalidade de varios sistemas fisicos ,
calculamos parametros de ordem para problemas geométricos e anali-
samos aspectos de convergéncia da teoria de GR.

Inicialmente tratamos do modelo de Potts de g-estados

ferromagnético, completamente anisotropico (JX,J e J, arbitrari -

b
0os) em rede cuUbica simples. Obtemos a dependéncia em g do expoen-
te critice (d=3) B do. comprimento de correlagaoc, a dependéncia
em g do expoente critico de "crossover" 4 (d=2 «— d=3) e atra-
vés de uma extrapolacac numérica conveniente, calculamos valcores
mais apurados para a temperatura critica correspondente a valores
arbitrarios das razaes Jy/Jx e J,/J e de q. Ainda para o ferromag
neto de Potts em rede clUbica simples, discutimes a situagao em que
o sistema & constituido de dois volumes semi-infinitos diferentes
(respectivamente caracterizados pelas constantes de acoplamento J1
e J2) separados por uma interface (1,0,0} (caracterizados por JS).
Quatro fases fisicamente distintas (paramagnética, ferromagnética
de um volume, ferromagnética de duplc volume e a ferromagnética de
superficie) e quatro classes de universalidade sdo exibidas por es
te gistema. Para o mesmo problema discutimos o caso em que J2 = 0
e a superficie & diluida. Estudamos, para q = 1 e g = 2,. a evolu -
cio da fronteira critica que separa as fases de superficie e para-
magnética, com a probabilidade p de presenga da ligagao JS.

Usamos um procedimento de GR no espag¢o real recentemen-—

te desenvolvido para calcular equagoes de estado para problemas ge
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ométricos, para tratar percolag¢do de ligagées na rede gquadrada ani
sotropica. Escolhendo uma celula auto-dual conveniente, calcula -
mos, para todos os valores das probabilidades de ocupacao p, © py
(ao longo dos elxos x e y respectivamente), o0s parametros de ordem
Pm(px'py) e Pi(px,py) respectivamente associados com .a célula
infinita percolante e sua espinha dorsal. Uma diferenca interessan

te aparece entre estas duas quantidades sempre que uma das duas

probabilidades de ocupagao, por exemplo py, ¢ igual a unidade :

lim Pw(px'py) e descontinuo em Py = 0 (onde P_ salta de zero para
pyf*‘f
1), enguanto Pi(Px'Py) cresce continuamente de 0 a 1 gquando Py

cresce de 0 a 1. Atraves de um procedimento de extrapolacdao conve-

niente gque inclui o uso dos melhores valores disponiveis para 0s
B

o

expoentes B e BB obtemos valores para P_ e P

que acreditamos
ser numericamente satisfatorios.

Analisamos a questao da convergéncia na aproximag¢ao de
GR, guando renormalizamos células de tamanho b em células menores
de tamanho b', no limite b + «. Mostramos para duas familias de cé
lulas hierarquicas, as quaisg assocgiamos o.modelo de Potts de g-es-
tados, que a convergéncia €& mais rapida sempre que b' = b-1. Para
os mesmos sistemas estudamos a transformagdo de GR com fator de es
cala infinitesimal, onde b = 1+n e b' = 1, cobtida da transformacgao
usual por uma extensado analitica. Varios resultados exatos para a
temperatura critica e expoentes criticos . sao reproduzidos.

Calculamos o comprimento de penetragdo caracteristico £
exato associado com espalhamento elastico incoerente simples e mul
tiplo em meio desordenado uni-dimensional semi-infinito. Ele & es-
tabelecido como fung&o de p (concentragdao de centros espalhadores)

e f (coeficiente de transmissao de um Unico centro). Em seguida

0
apresentamos como estes fendmenos podem ser vistos como fendmenos
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criticos, podendo os £'s correspondentes ser reobtidos em um con-
texto de GR no espag¢o real conveniente. Finalmente discutimos um
modelo generalizado onde o coeficiente de transmissao f de um cen-

tro espalhador pode assumir aleatoriamente dois. valores diferentes



ABSTRACT

Through a real space Renormalization Group (RG} technique
we discuss the criticality of wvarious physical systems, calculate
order parameters for geocmetrical problems and analyse convergence
aspects of the RG theory.

We first treat the fully anisotropic (arbitrary T JY
and JZ) g-state Potts ferromagnetic model in simple cubic lattice.
We obtain the g-dependence of the crossover critical exponent
®23 {(d=2 «<—> d=3), and through a convenient numerical extrapolation
we calculate more accurate values for the critical temperatures
corresponding to arbitrary values of the ratio Jy/Jx and Jz/Jx and
g. Still for the Potts ferromagnet in a simple cubic lattice we
discuss the case in which the system is constituted by two
different semi-infinite bulks (respectively characterized by the
coupling constants J1 and Jz) separated by a (1,0,0) interface
{characterized by Js). Four physically distinct phases — paramagnetic,
single-bulk ferromagnetic, double-bulk ferromagnetic and the
surface ferromagnetic ones — and four universality classes are
exhibited by this system. For the same problem we discuss the
case in which Jy = % and the surface is diluted. We study, for
g =1 and g = 2, the evolution of the critical frontier which
separates the surface ferromagnetic and paramagnetic phases, with
probability p that a JS—bond is present.

We use a real space RG procedure (recently developed to

calculate equations of state for geometrical problems) to treat

bond percolation in anisotropic square lattice. By choosing a
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convenient self-dual cluster we calculate, for all values of the
occupancy probabilities P, and py (along the x- and y-axes,

. B
respectively), the order parameters Pm(lePy) and Pm(px,py) res—
pectively associated with the complete percolating infinite cluster
and its backbone. An interesting difference appears between two

guantities whenever one of the occupancy probabilities, say p

yl'
equals unity: lim Pm(px,py) is discontinuous at p = 0 (where
Py™1
. Y . .
P jumps from to 0 to 1), whereas PE(px,py) continuously increases

from 0 to 1. Through a convenient extrapolation procedure which
includes the use of the best available values for the critical
exponents B and BB we obtain values for P_ and PE which are
believed to be numerically quite reliable.

We analyse the convergence in the RG aproximation when
we renormalize clusters of size b into smaller clusters of size
b', in the limit b - «., We show for two hierarchical cluster
families (to which we associate the g-state Potts model) that the
convergence is more rapid whenever b' = b-1. For the same systems
we study the RG-transformation with infinitesimal scaling factor,
where b = 1+n and b' = 1, obtained from the usual transformation
by an analytical extension. Several exact results for the critical
temperature and exponents are reproduced.

We calculate the exact characteristic penetration length
¢ associated with simple and multiple incoherent elastic scattering
in semi-infinite one-dimensional disordered media. It is established
as a function of p (concentration of scattering centers) and fO
(transmission coefficient of a single center). Then we exhibit
how these phenomena can be seen as critical ones, and the corres-
ponding £ are reobtained within a convenient real space RG

framework. Finally we discuss a generalized model where the single
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transmission coefficient £ can randomly take two different values

f1 and f2.
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CAPITULO I

INTRODUCAQ

A area de transicao de fase e fenomenos criticos tem des
pertado bastante interesse nos Ultimos anos, contribuindo amplamen
te para o desenvolvimento da mecdnica estatistica moderna. Pode -
mos dividi-la em duas fases: a "classica", que comecga desde a des-—
coberta dos fendmenos magnéticos e das primeiras tentativas de des

(1)

crevé-log, até a solugéo de Onsager para o modelc de Ising bi-di
mensional em rede quadrada,e a era "moderna" a partir de entao. Em
sen famoso trabalho, Onsager determinou entre outros resultados
{exatos) que o calor especifico apresenta uma divergéncia logarit-
mica no ponto de transigao, contrariamente aos resultados (aproxi-
mados) existentes na época (era prevista uma descontinuidade para
o calor especifico em T = Tc), Do periodo classico, cujos traba -
lhos mais importantes comegaram a partir'da segunda metade do sécu
lo passado, podemos destacar Faraday com seus estudos sobre o fer-
ro, van der Waals em fluidos, Curie, Langevin, Welss, Lenz, etc. ,
para propriedades magnéticas das substancias, entre outros.

Os resultados de Onsager estimularam a pesquisa nesta
area de conhecimento, varias técnicas de calculo foram desenvolvi-
das e uma grande quantidade de novos modelos abordados.

Devido a dificuldades no calculo da funcgdao de particao ,



-

poucos sao os problemas gue admitem solugdo exata em mecanica esta
tistica (para algumas solugbes exatas, vide livro de Baxter(z) ,
1982) . Por esta razao, uma grande quantidade de métodos aproximati
vos tem sido implementados. Entre as varias técnicas existentes po-
demos citar: (a) as aproximagoes de celulas, nas quais tratamos exa
tamente uma parte do sistema, enquanto supomos que as variaveis
restantes -assumem valores médios. Estes métodos dao geralmente uma
boa descricao qualitativa das propriedades de sistemas tri-dimen -
sionais, mas seus resultados quantitativos em geral nao sdo bons,
principalmente proximo da regiao critica, onde as flutuagdes, que
desempenham papel importante neste dominio dos parametros termodi-
namicos, nao sao contempladas. Normalmente sao usadas Como uma pri
meira tentativa devido a sua simplicidade. Como exXemplo temos a

técnica do campo médio(é) (4-11)

(12)

, 0 método variacional simples e es -

(13,14,15)

tendido , método do campo efetivo

(16,17)

(operador diferenci
al), o campo de reacgao etc. (b) 0Os métodos perturbativos
(regimes de altas e baixas temperaturas) gue tém a qualidade de po
dermos melhorar os resultados através de correg¢des superiores, mas
com o inconveniente que a tarefa de calcular cada nova correcgdo &
geralmente comparavel ao calculo de todas as correg¢Ges anteriores
juntas, além de serem métodos tipicos de comportamentos assintoti-

(1§)'(CPA(12’29), rpa (21)

cos. (¢) A técnica da funcao de Green ).
E uma técnica bastante usada, mas apresenta um grave defeito: 8]
processo de desacoplamento das fungoes de Green de ordem superio-
res & um tanto intuitivo, néo existindo controle sobre o erro come
tido. (d) Simulagoes de sistemas (que em geral tem tamanhos e nua-
mero de graus de liberdade infinitos) por amostras onde alguns (ou

todos) dos tamanhos originais sejam feitos finitos, de tal modo

que 0s novos sistemas possam ser tratados. Como exemplo temos oS



(22,23,24)

métodos de Monte Carlo a técnica da matriz de transfe-

~_ . {25 - . o .
renc1a{——), etc. A convergéncia e feita estudando amostras cada
vez maiores. As propriedades criticas sao estabelecidas usando ar-

(26)

gumentos de "Efeitos de Tamanhos Finitos" .Atualmente, sao técni-

cas bastante empregadas, pois apesar de laboriosas, em geral condu
zem a resultados muito bons. (e) Grupo de Renormalizagéo(gz_ég) ’
que pode ser descrito no espacgo real ou no espacgo reciproco. E um
dos formalismos mais usados nos Ultimos anos na determinacdo das
propriedades criticas dos sistemas (pode tambem ser aplicado fora
da regido critica). Apesar de nem sempre conter um metodo sistema-
tico de calculo de erros, uma vez gque sua confiabilidade normalmen
te & testada gquando podemos comparar algumas de suas predigoes com
resultados estabelecidos por outros métodos, sua simplicidade, ele .
gincia e capacidade de prever resultados nao triviais, tem-na tor-
nado uma das teorias de maior sucesso na area de fenoOmenos criti -
cos e transicdes de fase. Alem da boa concordancia desta teoria com
muitos resultados experimentais, o estabelecimento do conceito de
‘universalidade e as leis de escalas consistem num dos frutos mais
surpreendentes deste formalismo.

0s bons resultados obtidos atraves do uso do grupo de Re
normalizagdao no espago real (GR), tem motivado a criacdo de novas
versbes desta técnica de cdlculo. Assim surgiram formalismos que
consistem em combinagées do CR com outros metodos de calculo da me
cinica estatistica. Dentre estas versotes podemos destacar o]

MCRG{gi), que combina o GR com tecnicas de Monte Carlo, o MKRG(El)

*
ligando o GR com as aproximagoes de Migdal—Kadanoff( ), o MFRG(EE)

(A)Migdal-Kadanoff & uma das transformagoes em que o fator de escala 'b'' apare-
ce explicitamente. Assim, é possivel fazer uma extensao analitica para se
obter um fator de escala infinitesimal. Neste caso a transformagdo obtida
é chamada Grupo de Renormalizagao Diferencial.



gque mistura o GR «com a técnica de campo médio e o Grupo de Renor-

malizacgao FenOmenolégico(éé’éi) aplicado para sistemas gue tenham
tamanhos finitos.
No Capitulo II fazemos um breve revisao das ideias do

Grupo de Renormalizacao, uma vez que esta € a técnica que usamos
no tratamento de todos os problemas discutidos neste trabalho , os
guais tratamos temperadamente ("quenched"). Conexdoes do Grupo de
Renormalizacao com as técnicas de Monte Carlo (MCRG) e com O pro -
blema de escalas em tamanhos finitos (Grupo de Renormalizagao Feno
menologico) também seraoc vistos.

Entre os inimeros modelos tratados com as téecnicas cita-
das anteriormente, um que tem despertado bastante interesse, quer
por sua riqueza tedrica ou quer por suas aplicagdes praticas, € o
modelo de Potts(éé) de g-estados (MP) (como excelente artigo de
revise vide Wu(ég) - 1982). Ele consiste numa generalizacao do mo-
delo de Ising. Neste modelo (Ising) admitimos gque uma dada varia -
vel aleatoria o4 & associada a cada sitio de uma determinada rede,
podendo assumir dois valores possiveis (oi = x1). A 1nteracao en-
tre doig sitios "i" e "j",& representada por uma constante de acoplamen-
to Jij’ vinculada a ligagéo entre 0s mesmos, gue para sistemas mag
néticos (caso que temos interesse) & a integral de "exchange" en -
tre as funcgoes de onda dos dolis referidos sitios, aos quais asso-
ciamos momentos magnéticos localizados (Gi representa a componente
z do "spin"). Consideremos gque Jij = J entre sitios primeiros vi-
zinhos e Ji' = 0 nos demais casos. Este sistema apresenta dois ni
veis de energia, um deles correspondendo ao caso onde 0OS "spins"
estdo paralelos e o outro ao caso em que se encontram anti-parale-
los. Se Jij > 0 a tendéncia natural destes momentos magnéticos &

se alinharem no mesmo estado, digamos para cima ( equivalentemente



poderia ser para baixo) e corresponde ao caso em que o sistema &
ferromagnético. Acontece o contrario {(alinhamento anti-paralelo),
quando Jij < 0 e corresponde ao caso anti-ferromagnético. 0 MP
consiste em admitir que os "spins" possam se configurar em g esta
dos (oi =1,2,3...9) e que como no caso de Ising tratado anterior-
mente tenha somente dois niveis de energia, correspondendo respec
tivamente aos casos onde as variaveis o, e Oj estejam em estados
idéenticos ou distintos. O caso onde q = 2 reproduz o modelo de
Ising. Potts determinou a temperatura critica (exata) para a re-
de quadrada e valores de g = 2,3,4 (q = 2 ja era determinado por
Kramers e Wannier(él)) e a expressdo por ele obtida €& hoje estabe
lecida para todo valor de g onde a transicaoc €& continua (0 g <4).
A temperatura critica também é conhecida para as redes triangular
e "honeycomb". Em trés dimensoes os resultados existentes para a
temperatura critica nao Sao exatos, o valor de g a partir do qual
a transicao e de primeira ordem & aproximadamente igual a 3.
Existem. varias realizacées experimentais do MP. Como
exemplo podemos citar: atomos de ke adsorvidos em grafite com co

_3 (38) (39)

bertura 1/3 (g= , atomos de @, adsorvidos em Ni (g=4)

2
transicao do ferromagneto cibico DyAl, submetido a um campo magne
tico diagonal em relagdo aos seus eixos faceis (q=3,d:3){£9),

transicao estrutural em SrTiO3 (q=3,d=3)(él) submetido a pressao

externa, entre outros.

O MP estia relacionado a varios outros modelos da meca-

nica estatistica — ele & um caso particular do modelo Z({N) (vide

wug¥&4982) — dentre os gquais citamos o isomorfismo apresentado por

este modelo e o problema de jogar aleatoriamente resistores em
(42)

(a ~ 0); para g ~ 1/2 ele é isomorfo ao siste-

ma de vidro de "spin" diluido(éé’éé); para g »+ 1, Kasteleyn e For

uma dada rede



(45)

tuin “==~' estabeleceram uma correspondéncia entre o MP e o proble-
ma da percolagdo; o caso q = 2, como ja vimos, ¢ o modelo de Ising.
Tais relagoes permitem que,a partir do MP, tenhamos informacgoes
sobre outros modelos estatisticos.,

No Capitulo III tratamos do modelo de Potts de g-estados,
ferromagnético em rede quadrada anisotropica onde estudamos diagra
mas de fases, expoentes criticos e expoentes de "crossover”.

Tratamentos tedricos de transicgoes. de fase, normalmente
consideram os cristais como sendo de extensdo infinita. Para vari-
as propriedades isto & bastante razoavel, no entanto & conhecido
que para muitas amostras, proximo da regiao critica, onde o compri
mento de correlacio é de longo alcance, efeitos de tamanhos fini -
tos devem ser considerados. Por exemplo, num sistema tridimensic -
nal de tamanho finito-em uma de suas diregoes, a temperatura criti
ca depende do comprimento L deste tamanho. Experiéncias tambem mog
tram que em muitos casos efeitos de superficie nao. devem ser des -
prezados. Podemos ter um sistema onde as propriedades criticas da
superficie sejam distintas das do volume. Estas questOes tem sido
bastante discutidas nos Ultimos anos. Como artigos de revisdao pode

(26)

mos citar M.N. Barber '“—', para o estudo dos efeitos de tamanhos
finitos e K. Binder‘gﬁ) para a diSCUssao dos efeitos de superfl -
cie. Os trabalhos em sistemas magnéticos estao entre os que mais
contribuiram para a discusséo desses efeitos. Neste trabalho nos
interessamos pela discusséo do segundo topico, ou seja,tratamos de
cfeitos superficiais em sistemas magneticos. No Capitulo IV discu-
timos as propriedades criticas de um sistema contendo interfaces.
Tratamos do modelo de Potts ferromagnético em rede cubica onde as-—

sociamos uma constante de acoplamento JS para as ligagdes contidas

num plano que separa a rede em dois meios semi-infinitos, os quais



caracterizamos respectivamente pelas constantes J, (meic 1) e J

1 2

(meic 2). Ainda neste capltulo, estudamos um problema semelhante
ao anterior,sé que desta vez J, = 0 (superficie livre) e Jg obede-
ce a uma distribuigao binaria de probabilidades, isto e, I tem
uma probabilidade p de estar presente e 1-p de estar ausente (dilu
igde das ligagoes da superficie).

A técnica do Grupc de Renormalizagao no espago real & em
pregada principalmente para a obtengao de pontos e expoentes, cri-
ticos. No entanto nada impede que a utilizemos em todo o intervalo
de variacao dos parametros externos (tipicamente temperatura) e na
determinag¢ao de outras grandezas termodinamicas. Neste sentide po-

(46) (1981) no  qual

demos citar o trabalho de Martin e Tsallis
eles calcularam o calor especifico e a magnetizacdo expontanea pa-
ra o modelo de Ising em redes hipercubicas. Num traﬁalho posteri-
or(éz) (1983), os mesmos autores calcularam o calor especifico do
modelo de Potts em rede quadrada, ao longo de todo espectro de tem
peraturas. Podemos ainda citar o trabalho. de Niemeijer e Van Leeu-
wen(ég) (1976), onde eles desenvolveram uma teoria de Grupo de Re-
normalizacio para calcular a energia livre ao longo de toda varia-
cdo dos parametros termodinamicos. A partir da energia livre ou -
tras grandezas termodinamicas podem ser determinadas. Recentemen
te Tsallis et al.tig) (1985) desenvolveram um formalismo de Grupo
de Renormalizagao que permite estabelecer equagées de estado para
problemas geométricos estatisticos (nao necessariamente relacicna-
dos com formalismos Hamiltonianos). Neste trabalho eles determina-
ram parametros de ordem para a completa célula infinita perco -
lante e-sua associada espinha dorsal , na rede guadrada. Através da es

colha de uma ceélula conveniente estendemos este problema para a

rede quadrada anisotrodpica. Os resultados sdo apresentados no Capi



tulo V.

Na teoria do Grupo de Renormalizacgaoc no espacgo real, os
tipos de celulas usadas desempenham um papel muito relevante. Por
exemplo devemos esperar que, para uma dada escolha, aumentando o
tamanho "b" da célula, no processo de renormalizagao (renormaliza-
-se uma celula de tamanho b em outra de tamanho b' < b) os valo-
res, aproximados, fornecidos pela teoria sejam melhorades. A ques-—

tdo que se coloca é: como devemos renormalizar para acelerar a con

vergéncia, escolhendo células tais que b' << b (digamoas b'=1) ou
gque b' v b (por exemplo b' = b-1) ? Algumas destas questdes se-
rao discutidas no Capituloe VI, através da aplicagao do.Grupor de

Renormalizacao no espago real, para duas familias de células hie-
rarguicas autc-duais.

Com a finalidade de salientar a diversidade de tipos de
problemas que podem. ser resolvidos com o uso da técnica do Grupo
de Renormalizagio. no espago real, apresentamos no Capitulo VII, o
emprego desta técnica para tratar um problema gue nao exibe transi
gcao de fase no sentido usual. Neste problema calculamos o compri —
mento de penetragdo caracteristico & associado com o espalhamen
to elastico incoerente (simples e miltiplo), em um meio semi-infi-
nito desordenado, em funqao do parametro p (concentragao de cen -
tros espalhadores) e .do coeficiente de transmissao £y de cada cen-
tro espalhador.

Finalmente apresentamos no Capitulo VIII, as principais

conclusdes e extensdes deste trabalho.



CAPITULO II

GRUPO DE RENORMALIZACAO

2.1 - INTRODUCAD

Neste capitulo fazemos uma breve introdugao da teoria do
Grupo de Renormalizag&o. Através da discussao das propriedades cri
ticas de um determinado sistema, elaboramos os principails concei-
tos desta técnica de calculo. Ao final discutimos algumas versoes
deste formalismo mencionando as abordagens. do Grupo de Renormaliza

cao Monte Carlo e Fenomenologico.

2.2 - NoCOES SOBRE A TEORIA DO GRUPO DE RENORMALIZAGAO

Consideremos um sistema com um numero muito grande de
graus de liberdade (gl). Normalmente, em mecanica estatistica, mes
mo uma pequena amostra de uma dada substancia pode apresentar suas
propriedades fisicamente significativas. Podemos nos perguntar ate
gque ponto reduzindo o tamanho desta amostra, para uma dada tempera
tura, ela mantém suas propriedades termodinamicas caracteristicas.
O tamanho limite ao gqual corresponde alteracgdes em tais proprieda-
des chamamos de comprimentc de correlagao (£), gque & uma funcdo da
temperatura. Mesmo para um sistema dessas dimensoes, em geral o nl

merc de gl continua elevado, particularmente proximo a regiao de
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temperatura critica, onde o comprimento de correlacido & & muito
grande. Longe da regido critica, & & pequeno e métodos tradicio
nais tais como expansoes perturbativas, aproximagdoes de Hartree-
-Fock e teorias de campo médio podem ser adequadas ao estudo do
sistema; porém quando T v T, as previsées destes métodos, na mai
oria dos casos, nao concordam com a experiéncia nem com resulta -
dos tedricos exatos. A explicacgdo para esta discorddncia estd no
fato de que estes métodos nao consideram adequadamente o efeito
cooperativo, acentuado proximo a transicdo de fase. Por exemplo,
a teoria de campo médio ao desprezar as flutuacgdes encontra um
valor para a temperatura critica superestimado, favorecendo deste
modo a fase ordenada. Em alguns casos e mais tragico; ela preve
transicido onde ndo existe (por exemplo, em sistemas a uma dimen-
sdo com forgas de alcance finito). Observa-se gue guando o siste-
ma evolui para atingir a transigao de fase, as varias partes que
o compdem nao se comportam como que isoladas, mas pelo contrario,
elas se "véem" mutuamente por meio das flutuagodes. Os métodos
classicos sdo uteis, porque em geral, além de serem mais simples
d3o uma descricdo qualitativa (para altas dimensoes) da fisica
do sistema.

0 Grupo de Renormalizagao (GR) (cuja versdo mais comple
ta deve-se a Wilson(zﬁ’zg)) e uma técnica de calculo poderosa no
tratamento de sistemas que COntém um nUmero. elevado de gl. A van-—
tagem fundamental que. este método oferece & a redugao sucessiva
de gl sem comprometer a fisica basica do problema. Sua idéia fun-
damental assemelha-se agquela usada em hidrodinamica, guando se in
troduz a variavel densidade, a qual corresponde uma media sobre
os gl microscépicos em um determinado elemento de volume do flui-

do. Todas as flutuacgoes microscopicas sao eliminadas subsistindo
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somente as macroscOpicas, que por sua vez, estdo embutidas nas
equacdes da hidrodinamica gque relacionam dois pontos distantes en
tre si. Espera-se que as flutuag¢gdes locais nao sejam determinan -
tes para o comportamento macroscopico. A diferenca gue existe em
relacao ao GR, & gque, neste caso, o processo de diminuicao de gl
& feito repetidas vezes, isto &, a transformagac que elimina flu-
tuagées locais é aplicada iterativamente para cada resultado obti
do. Se iniciamos com um Hamiltoniano HO, o processo de restrigao
de gl leva a sequéncia Hyr Hyo HyyoooHp, de Hamiltonianos trans
formados. A idéia inicial gue poderia ocorrer serla que se a se -
quéncia {Hn} levasse a um Hamiltoniano sollvel, através da trans
formacao inversa poderiamos retornar ao sistema original. Isto no
entanto ndo & possivel pois ao fazermos médias locais perdemos in
formacdes gue ndo podem ser recuperadas, acarretando deste modo
gue a transformagao néo admite inversa e que o GR nao constitui
propriamente um grupco no sentido da matematica (e sim um semigru
po) . Espera-se que, partindo de um Hamiltoniano H, onde as inte-
racdes sio locais elas tambeéem o sejam em todos oS Hamiltonianos
transformados, pols caso contrarioc nao . teriamos simplificagéo ne-—
nhuma.

Consideremos o sistema descrito pelo Hamiltoniano de

Ising com interacdes entre primeiros vizinhos em uma rede gquadra-

da com espagamento "a" (ver eg. (2.2.1}) e Fig. 2.2.1).

}  S5.8. (2.2.1)

MRSV R

onde S, = +1, ¥i, KO = J/kBT, kB a constante de Boltzmann e J
a constante de troca entre spins. <i,j> indica sitios primeiros

vizinhos.
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b4 X b4
- - - - L . [l ) - - - - X X X
- - - - - - 'I - [- - - - X X X
FIGURA 2.2.1 - Eliminagao de graus de liberdade segundo a .idéia de Kadanoff.Pro

ximo de I, os "spins" estao fortemente correlacionados podendo
cada bloco de quatro "spins" ser substituido por um "spin' efeti

vVO.

Suponhamos gue a temperatura do sistema esteja proxima
de Tc de tal modo que o comprimento de correlagao seja grande. Nes
tas condigdes e razoavel supor gue localmente os "spins" estdo for
temente correlacionados. Podemos pensar gue subdividindo a rede em
pequenos blocos (digamos blocos com quatro "spins” comb na Figura
2.2.1) estes "spins" pertencentes a cada bloco estejam provavelmen
te no mesmo estado (imagem de Kadanoff(gz)) ou seja, todos para ci
ma, ou todos para baixo. Portanto, cada bloco pode, em primeira
aproximagao, ser substituido por um "spin” efetivo e a rede origi-
nal por uma outra onde o espacamento € a' = 2a e o©. nimero de gl
€ reduzido por um fator quatro (mais geralmente teremos a' = ba e
o fator de redugéo de gl bd onde "b" e o comprimento dos blocos e
"d" a dimensac espacial do sistema). Como no processo de reducgdo
de gl somente variaveis locais saoc consideradas, o comprimento de
correlacao £ deve permanecer invariante. Expressando £ em unida -

des do novo parametro de rede, temos

glar) = £la) (2.2.2)

(para ceélulas de tamanho b teremos £(a') = £(a)/b).Aos "spins" efe

tivos podemos associar uma nova constante de acoplamento Ki» bem
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como umln nhove Hamiltoniano H1. Repetindo todo o procedimento para
H1 obtemos um Hamiltoniano Hz, e assim sucessivamente. A simplici-
dade esta em que, para determinar as novas constantes de acoplamen
to, nio & necessario estudar o sistema inteiro, mas uma regido da
ordem do alcance da interagao. Esperamos que o0 alcance de K1 seja
2a , K2 de 4a , K3 de 8a, etc.. Alem disso, Hi deve ser determina
do a partir de Hi—1 e nao de HO que tem mais gl. Deste modo calcu-
la-se Hn para o gqual 2%a £. Neste estagio temos poucos gl por
comprimento de correlacaoc e o problema pode ser resolvido por ou -
tros métodos.

A discussio anterior serviu para dar uma primeira idéia
sobre como eliminar gl na teoria do GR. No entanto, devemos lem -
brar que muita simplificacao tem sido feita. Uma analise rigorosa
mostra que apesar de fortemente correlacionados os blocos de "spind'
podem se configurar em mais do que dois estados. Outra possibilida
de & que o processo iterativo gere novos tipos de interacgoes (inte
ragoes a trés corpos, quatro corpos, etc.)rde tal modo gue para des
crever completamente o sistema € preciso trabalhar em um espaco de
parametros mais amplo.

A eliminagéo de gl descrita no exemplo anterior foi rea-
lizada no espaco real. Existe uma segunda forma de executar este
procedimento que & elaborada para o espago reciproco. Neste caso o
processo de diminuigao de gl consiste em se eliminar os drandes ve
tores de onda (correspondem a eliminacao das flutuagdes contidas em
uma pequena regido do espaco real). O sistema & definido através
de uma Hamiltoniana do tipo Landau-Ginzburg, onde as variaveis de
"gpin" podem assumir qualquer valor ("spin” classico) e sao distri
buidas continuamente no espaco. Consequentemente, o GR construido

desta forma nao se presta para o calculo de grandezas sensiveis a
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estrutura da rede como por exemplo a temperatura critica, sendo no
entanto muito adequado para o calculo de expoentes criticos.

Em uma rede com espacamento "a", nao existem flutuacgdes
tendo vetores de onda maiores do gue 1/a. Como o objetivo de esten
der a distribuicioc de variaveis ("spins") para o espago continuo &
facilitar os calculos {(transformando somatorios em integrais) este
vinculo deve ser preservado por imposicdao com a finalidade de man-
ter a fisica original do problema. Portanto, t1/a & um parametro de
corte natural no processo de integragéo sobre os vetores de onda .
Para que a densidade original de estados seja preservada, fazemos
uma mudanca de escala nos referidos vetores, emergindo dal a rela-
cdo entre os parametros do velho e do novo Hamiltonianos.

A verséo do GR no espago real € mais facil de ser visua-
lizada. Por esta razéo, e pelo fato de ser a Vversao gue usamos nes
te trabalho nos limitaremos a sua discussao.

0 segundo méritoc da teoria do GR & a determinacgao das
classes de universalidade. O comportamento cooperativo do sistema
& levado em conta através das iteragées sucessivas. Existe umatrans

1
etc., ou seja, T{HO) = Hy, T(H1) = Hyponnnn A

formacao T (a ser determinada) gue leva HO em H1, H. em H2,......

HR em H2+1,....

aplicacido sucessiva desta transformacgac pode fazer com que a se -

guéncia {Hﬁ} tenda para um ponto fixo! , isto &, um Hamiltoni

ano #* tal que t(H*) = F*. Geralmente existe mais do que um ponto
fixo no espago de parametros de H . O ponto fixo de uma transfor-

macido & uma propriedade da mesma, independe do Hamiltoniano que es

ta sendo transformado. O comportamento critico do sistema & deter-

Existem casos em gue a sequéncia {HR} nao tende para um ponto fixo mas para um
ciclo fixo, comportamento turbulento, etc. MNeste trabatho, nao tratamos des -

Ses casos.
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minado através dos pontos fixos de t. Se a transformagdo 7 admite
n pontos fixos, podemos ter n comportamentos cooperativos distin -
tos. Como T nao faz referéncia ac ponto inicial no processo de ite
ragdo, vemos pela eq. (2.2.2) gue seus pontos fixes tém £ = 0 ou
£ = », 0 caso £ = » corresponde a regiao critica, onde o sistema
esta fortemente correlacionade. O fato da transformagac T indepen-
der do ponto de partida no espagc de par@metros de H, significa
que todos os sistemas cuja iteragao converge para um mesmo ponto
fixo H'W tal que § = « (pela eq. (2.2.2) vemos que todos tais sis
temas necessariamente té&m £ = «©) possUem Os mesmos expoentes cri-—
ticos. Isto constitui o conceito de universalidade em fendmenos
criticos. Dizemos gue tais sistemas pertencem a mesma classe de
universalidade. E uma espécie de lel de estados correspondentes e
€& comprovada experimentalmente.

0 lugar geométrico dos pontos, no espace de parametros,
que tém £ = «, constitui a linha, superfiéie ou hipersuperficie
critica. Esta hipersuperficie pode conter varios pontos fixos, ca-
da qual determinando uma classe de universalidade distinta. O fluxo
determinado pelas repetidas iteragdes, no espaco de parametros de
H, assemelha-se as correntes fluviais em um relevo hidrografico
com suas varias bacias atratoras. As bacias sao separadas entre si
por regides de instabilidade (linha "divisoria das aguas" (&=«)) .
Estas regides correspondem a separacdao entre as varias fases dosis
tema.

A presenca de varios pontos fixos na superficie critica
faz com gue existam regides de competicdo sobre a mesma. Muitas ve
zes o dominio de um determinado atrator € aparente. Seguindo-se O
fluxo observamos gue inicialmente ele dirige-se para o referido

atrator mas ao atingir uma certa regiao {quando T ~+ Tc) "sente" a
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presencga de um segundo ponto fixo, desviando-se em sua direcdo (ve-
ja Fig. 2.2.2). Este comportamento € fregquente em transigao de fa-

se e & conhecido como fencmeno de “crossover".

FIGURA 2.2.2 - Esquema ilustrando o feno

meno de "crossover". Tnicialmente o flu-
xo0 dirige-se na diregac do ponto fixo B.
Proximo de B e T = T, ele é atraido por

um segundo ponto fixo C.

Consideremos a estabili-
dade dos pontos fixos #*  de 1.Uma
das exigéncias para a determinag¢do da transformagao T (mais adian-
te veremos exemplos de 1) €& gque ela seja uma fungao analitica de
seus pardmetros. Isto permite lineariza-la (jacobiano da transfor-
magao) nos seus varios pontos fixos. Os auto-vetores das matrizes
obtidas sao conhecidos como campos de escala. Eles podem ser ex -
pressos como combinag¢oes dos parametros do Hamiltoniano e se renor
malizam como uma simples mudanga de escala. Um campo de escala é
dito relevante se o auto-valor A gque lhe & associado & maior do que
-um. Qualquer afastamento na diregéo do auto-vetor leva o sistema
a um novo ponto fixo. Quando A < 1, o campo associado & dito irre-
levante. O sistema é estavel segundo a diregao de tais campos. A
presenga de campos irrelevantes néo altera a criticalidade do sis
tema. O caso » = 1 €& dito marginal. Arlinearizagéo ndo € suficien
te para descrever as caracteristicas deste campo.
Vejamos agora algumas consideracdes sobre a transforma -
¢30 T e exemplos onde ela é determinada. Sua construg¢do deve ser
de tal maneira que preserve a0 maximo as propriedades fisicas rele

vantes do sistema em estudo (por exemplo, ela pode preservar a fun
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¢ao de partigdo para T > 0 ou a energia do estado fundamental se
T = 0). A sua determinacao niao & uUnica. A rigor nao existe um ar-
gumento para decidir, sem qualquer ambiglidade, qual a melhor pro
posta a nido ser através da comparacao com resultados fornecidos
por outros métodos ou pela experiéncia. A transformagao T emerge
da forma pela qual eliminamos gl, Como um primeiro exemplo, consi

deremos a aproximac¢ao de Migdal-Kadanoff(29'21’23)

. Seja um siste
ma descrito por interagoes entre "spins" (digamos modelo de Ising)
em uma rede quadrada. Nesta aproximacdo a reducgao de gl & feita em
duas etapas. Inicialmente deslocamos ligacbes (adigdo ao Hamilto-
niano # de um potencial V tal que N 0, onde <V>, & o valor
médio do potencial V calculado com lei de probabilidade proporcio

nal a e‘gH) paralelamente a um suposto eixo X e a um suposto eixo

y como indicado pela Fig. 2.2.3. Cada ligagao resultante tem o
K 3K K'=r %) (3K)
dr———p——— ¥ ¥ ¥ T ________ .r
= f B * = 1 :
. ! !
] | I .

FIGURA 2.2.3 —~ Obtencao da funcao T = K'(K) atraves do deslocamento de liga-

coes (primeira transformacae) seguido do processo de decimacao

de sitios (segunda transformacao). O indice "3" em R(B)(BK)

o fator de mudanca de escala.

valor equivalente a trés vezes o valor da ligacao original.Na se-
gunda etapa, sobre o resultado obtido, fazemos uma decimagao nos
sitios intra-vértices. As ligacgbes efetivas sao facilmente expres
sas como funcéo das ligagées originais.

De uma maneira geral a transformagdo T , para sistemas

descrevendo interacoes entre "spins" pode ser expressa de uma
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forma implicita através da seguinte equacdo

[} [}
elGHE (ST _ 5 pigr g)ef (8] (2.2.3)
<g8>
onde A' (s), H(s) sao os Hamiltonianos associados as células usa -

das na transformacao (mais geralmente renormaliza-se uma célula de
tamanho b em outra de tamanho b' < b). P(s',s) e um fator de peso
que depende das configuracoes dos "spins”" {g'} e {s} com as se-

gulntes propriedades

P(s',s) 2 0 ¥s',s {(2.2.4)
Y P(s',s) =1 . (2.2.5)
{s'}
A inclusdao da fungac G & necessario porque em principio H(s) e
H'(s') nao tém a mesma energia no estado fundamental,

Como. segundo exemplo de transformag¢do do GR podemos ci -
. . . ;L (48)
tar a Regra da Maioria de Niemeijer e Van Leeuwen — . Nesta trans
formacao admitimos que se a maioria dos "spins" do bloco a ser re-
normalizado estiverem para cima, ou seja |} g, 0 entdo o "spin"
i
efetivo o; deve se configurar para cima. Procedemos analogamente
. . [ 4
quando Z oy < 0. No caso em gue 2 o = 0, admitimos gue o, Dpossa
s g
estar para cima ou para baixo com igual probabilidade. Associando-

-se pesos P(s',s) as configuracoes de "spins" do bloco a ser renor
malizado e usando a eq. (2.2.3), obtemos a transformacao que rela-
ciona as novas com as velhas constantes de acoplamento.

No GR que usamos neste trabalho, a transformagao T é ob-

tida da seguinte maneira: escolhemos os blocos "b" e "b'" de modo
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que por justaposicao gualquer um deles preencha a rede em que es-
ta definido o sistema e gque contenha ¢ maior numero possivel de
propriedades de simetria do sistema em estudo. Congelamos em al-

gum dos estados permitidos, ao longo de uma dada direg¢ao, o0s si -

tios externos equivalentes em "b" e em "b'". A transformacao t &

obtida fazendo-se um traco parcial em todas as variaveils inter

nas e igualando-se as expressoes obtidas a partir de "b" com as

correspondentes extraidas de "b'"., Como por construgao os sitios
externos em "b" (ou em "b'") estdo no mesmo estado (nao & obriga-
do gque os sitios externos de um lado da celula "b" (ou em "b'")es

tejam no mesmo estado que aqueles do lado oposto) podemos junta -
-los {de cada lado da célula) em um uUnico sitio. Nestas condigoes,
o processo de iteragao define uma rede hierarquica e a transforma
¢cao obtida preserva a funcao de correlagéo.

Consideremos agora o calculo de expoentes criticos.Eles
sdo determinados medindo-se a rapidez com que a transformacgao T
afasta (A > 1) o Hamiltoniano renormalizado do ponto fixo. Re -
tornemos para o exemplo dado pela Fig. 2.2.1 admitindo agora que
os blocos de "spins" a serem renormalizados tenham tamanho "b" .
Suponhamos que através de algum critério de eliminagdo de gl, te-
nhamos obtido a fungao T caracterizada por K' (K ). O comprimento

de correlacao £ se escala através da seguinte eguagao

e (k) = S (2.2.6)
0 que esta expressdo representa para a criticalidade do sistema ?
Nos pontos fixos devemos ter

K‘(KC) = K, (2.2.7)
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K=0 e K=o, devem ser solugdes da eqg. (2.2.7) e sao chamados
pontos fixos triviais. Nestes casos § = 0, o sistema esta total -
mente desordenado(tipicamente K = 0) ou totalmente ordenado (tipi
camente K = =}, O ponto fixo néo trivial (se existir) caracteriza
a transicac de fase (£ = =»). Expandindo K'(K) na vizinhanga des

te ponto, obtemos

K'(K) K'(Kc)+ K{K—KC) = KC + K(K—KC) (2.2.8)

y = dK' (K)

dK K=K

to de correlagao se comporta como

onde Sabemos gque no ponto critico o comprimen

(*)
-V (2.2.9)

E(K) v |R-K_]|
0 calculo da eq. (2.2.9) para as constantes de aboPlamento K' (K)

e K permite escrever gue

K' (K)-K
E(K'(K)) C
= (2.2.10)
£ (K) K-K,

Das eqgs. (2.2.6), (2.2.8) e (2.2.10) obtemos a seguinte expres-

sao para o expoente critico v

v = inb (2.2.11)

0 Hamiltoniano gue estamos discutindo tem somente uma constante

de acoplamento. Temos também admitido gue no processo de renorma-

(*)A forma mais geral que &(K) satisfaz e £(K) = (K-KC)_v F[]n(K-KC)] onde F(x)

é uma fungao periodica de periodo A .
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lizagao nao aparece novas constantes. Em sistemas mais gerais, o
Hamiltoniano de partida contém varios K's bem como a prolifera -
¢3o de interagdes pode ser inevitavel.

Consideremos o Hamiltoniano mais geral descrevendo inte
ragaes entre operadores de "spins". Ele pode ser escrito da se -

guilnte forma
#=YYK s ' (2.2.12)
a

onde S, descreve os varios tipos de interacgOes gue ocorrem entre

os "spins” no Hamiltoniano Hqy ou interacbes que sac geradas pela

transformacio do GR (H(s) = H ) s; + K ¥ $;8. + canl) Neste
i <i,Jj> J

caso ao invés de um ponto critico obtemos uma superficie critica

e os varios pontos fixos sobre esta superficie caracterizam as

classes de universalidade do sistema. A eq. (2.2.8) é generaliza

da para a seguinte expressao:

[ 3
K, = (K ), + % Tog {KB—(KC)B) (2.2.13)
aK;L
cnde TuB = TR s3o os elementos de matriz Jaccbiana calculados
g
nos pontos fixos. Se ndo existe campo externo esta matriz apresen

ta tipicamente um auto-valor maior do gue um e é associado ao ex-
poente v. A presencga do campo externo faz aparecer um segundo au
to-valor maior do gue um, o qual € assoclado aos expoentes U e S,
Outros expoentes podem ser calculados usando-se as leis de esca -
las. .

Temos discutido a técnica do GR para a obtencaoc de pro-
priedades criticas das substancias. No entanto j& temos menciona-

do gque este formalismo pode ser empregado para determinar valo -
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res das grandezas fisicas, incluindo equagoes de estado, fora de
tal regido. Um exemplo € mostrado no Capituleo V deste trabalho.

0 sucesso conseguido pelo GR nos uUltimos anos, motivou a
combinacdo desta técnica de calculo com outros métodos. estatisti -
cos. Assim dedicamos as duas Ultimas sec¢oes deste capitulo para dar

uma idéia sobre o GR Monte Carlo e o GR fenomenologico.

2.3 - GRUPO DE RENORMALIZACAO MONTE CARLO

No capitulo anterior j& temos apontado varias gqualidades
e defeitos da técnica do GR. A principal desvantagem gue esta téc-
nica apresenta (com poucas excegoOes) € a falta de um teste simples
que possa avaliar o &rro cometido. Este inconveniente ndo acontece
com os métodos de Monte Carlo. Por outro lado, gquando se guer cal-
cular as propriedades de um sistema através de simulacoes de Monte
carlo, efeitos de tamanho finito devem ser considerados.

Recentemente foi desenvolvido um formalismo gue combina
o GR no espaco real com simulagées de Monte Carlo, de modo a evi -
tar as dificuldades gue ambos os métodos apresentam. Esta nova téc
nica & conhecida na literatura como MCRG(EEJ ("Monte Carlo Renorm-
alization Group").

No processo de renormalizagao usual muitas vezes & fre -
guente a proliferagéo do numero de constantes de acoplamento. Cada
nova constante que & gerada aumenta sensivelmente a gquantidade de
cdlculos. Deste modo para que o problema seja factivel, € necessa-
rio truncar,a partir de certo ponto, o aparecimento de novas cons-
tantes. Isto pode ser justificado admitindo que as interagoes desg-

prezadas tenham peguena intensidade. Para uns sistemas esta aproxi
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magdo concorda com os resultados fornecidos por outros métodos mas
para certos problemas isto ndao acontece e a inclusao de mais e
mais constantes se faz necessaria. No MCRG esta inclusdo € imple -
mentada sistematicamente sem dificuldade de um nivel de aproxima -
¢ao para outro.

A idéia do método € ilustrada pela seguinte figura:

H(o)(O(O)) MC {GEO)}
T k T {exato)
1
5(1)(0(‘)) : {O§1)}

: [ -

5(2)(0(2)) {G§2)}

| |

FIGURA 2.3.1 — Tlustracac que indica as etapas do MCRG.

H(D)(G(O)) & o Hamiltoniano que queremos tratar e é dado pela eq.

(2.2.12). No procedimento usual do GR calcula-se as constantes de
acoplamento renormalizadas em funcao das constantes originais atra
vés de uma transformacdao T como indicado pelas setas verticais que

(0) para H(1), de H(1) para H(z), etc. Mas al aparece a

vao de H
dificuldade de se lidar cbm um grande numero de constantes de aco-
plamento. Em vez disso usa-se uma simulacao de Monte Carlo gue ge-
re uma sequéncia de configuragées caracteristicas do sistema origi
nal em uma rede finita. Qualguer funcao de correlagiao gue se gquei-
ra pode ser calculada a partir das configuragées. Uma vez gue tais
configuracdes podem ser armazenadas no computador, dividimos cada

uma delas em blocos de "spins" e aplicamos a transformacdao 1 dire-

tamente sobre os blocos. O resultado obtido é uma sequéncia de con
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figurag¢oes para os "spins" renormalizados que deve ser caracteris-
tica do Hamiltoniano transformado. O efeito de qualquer constante
de acoplamento que fosse gerada no processo de renormalizacao € au
tomaticamente levado em conta. Agora tentamos encontrar um Hamilto

(1) (5 (1)

niano efetivo # que seja compativel com as configuragdes

renormalizadas. Devido ao fato do sistema ser finito, o) namero
de interagOes que podem ser incluidas para ajustar H(1)(0(1}) com
{c£1)} é muito maior do que em outras aproximacées usuais. Este
procedimento é continﬁado para obtermos H(2)(U(2))' H(B}(o(3)),etc.

A necessidade de construirmos os Hamiltonianos efetivos & porque,
como veremos um pouco adiante, os expoentes criticos sao determina
dos a partir de funcgoes de correlagao. Estas, por sua vez, depen -
dem de tais Hamiltonianos no sentido que para calcula-las € preci-
so saber que tipos de interacoes devem ser levadas em conta. Estes
Hamiltonianos que sao obtidos atraves da rede finita sao usados
como correspondentes dqueles que teriamos caso a transformagdo T

(0)

fosse aplicada em # , que & definido sobre a rede infinita. Nes-
te ponto, aparece a primeira aproximacac do método. Para a aproxi-
macao ser valida, o alcance efetivo do Hamiltoniano renormalizado,
especialmente na vizinhanga do ponto critico, deve ser pequeno com
parado ao tamanho da rede. Isto pode ser testado repetindo os cal
culos para varias redes finitas de tamanhos diferentes,

Ao fazer simulagOes de Monte Carlo para um determinado
modelo proximo da temperatura critica, as interacoes levam o Hamil
toniano renormalizado até o ponto fixo. Isto fornece uma sequéncia
de aproximagOes para os expoentes criticos, os quais devem conver-—
gir para os valores associados aos do ponto fixo.

Consideremos o calculo das funcoes de correlacao. Para o

Hamiltoniano em estudo {eq. (2.2.12)) a distribui¢ao de probabili



—25.

dade de equilibrio & dada por

P(o}) = expld(o)]l/2 (2.3.1)

onde Z & a funcado de particao que e dada por

Z = Tr exp[Hd(0)] . (2.3.2)
g

Fm termos da distribuicao de probabilidades as func¢oes de correla-

gao sdo dadas pela seguinte eguacao

<Sa> = Tr Sa(G)P(O) . {(2.3.3)
g
Para os "spins" renormalizados o' teremos
P'(cg') = Tr {1(0o*,0)P(0)} (2.3.4)
o

gque pode ser expressa em termos do Hamiltoniano efetivo A' através

da seguinte equagao
P'(0') = expl[H' (c"') /2"’ . {(2.3.5)

A matriz TaB & encontrada resolvendo-se o seguinte con -

junto de equacgoes:

(n+1) ag (0+1) a<S(n+‘])>
. o y

3<S
x 5 (2.3.6)
o

{nh+1)

{n)
BKB .BKu

(n)
3K g

onde as derivadas sao dadas por
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{n+1)
By T g, | ) () (2.3.7)
aK(n) Y B Y B T
B
e
(n)
9<s >
Y <S(n)s(n)> _ <s(n)><s(n)> (2.3.8)
ax (1) Yy o Y o )
o
e sao deduzidas usando as egs. (2.3.1), (2.3.3) e (2.3.4}. Estas

funcdes de correlagao devem ser calculadas a partir das simula -
¢des de Monte Carlo. Os auto-valores da matriz T, ddo estimati -
vas para os expoentes criticos se o Hamiltoniano efetivo estiver
proximo do ponto critico. Em principio, a matriz Tas pode ter um
nimero infinito de componentes. Portanto, também no MCRG em algum
momento & necessario truncar o surgimento de novas interacgdes. Nes
te ponto, uma segunda aproximagao é feita. A grande vantagem  que
este método oferece, & a possibilidade de investigar sistematica-
mente a matriz TaB através da inclusdao de muitas constantes de
acoplamento no Hamiltoniano efetivo.

Como um exemplo mostramos na Tabela 2.3.7 o valor do ex-
poente critico Yo = 1/v para o modelo de Ising bidimensional em
rede quadrada como uma funcdo do numero de constantes de acoplamen
to usadas, do numero de iteragaes processadas e do tamanho da rede
empregada na simulacao. Sao usadas interacdes entre primeiros vizi
nhos, segundos vizinhos, interacoes de quatro "spins",formando pla
quetas, interacdes de terceiros vizinhos, quartos vizinhos, intera
¢des de quatro "spins" formando plaquetas em sub-rede, e, finalmen
te, interacoes entre quintos vizinhos. Podemos verificar pelos da
dos da Tabela 2.3.1 que aumentando o tamanho da rede, os resulta -
dos tendem para a resposta exata. E interessante observar que, mes

mo para redes pequenas, efeitos de tamanhos finitos nao estragam
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TARELA 2.3.1%%) _ cdleulo do expoente critico yo=1/v (valor exato e igual a um)
para o modelo de Ising (d=2) em funcdo do numero de constantes de acoplamento ,
NC, do numero de iteragdes, NI, e do tamanho da rede usada na simulagao de Mon-
te Carlo. Os numeros entre parentesis dao a incerteza estatistica do ultimo di-
gito.

TAMANHO DA REDE 64 32 16 8 4
NT NC '

1 1 0.912(2) 0.904(1) 0.897(3) 0.887(3) 0.877(3)
2 0.967(3) 0.966(2) 0.964(3) 0.965(3) 0.9388(2)
3 0.968(3) 0.968(2) 0.966 (3) 0.966(3) 0.992(2)
4 0.969(4) 0.968({2) 0.966 (3) 0.969(3)
5 0.969(4) 0.968(3) 0.964(4) 0.964(5)
6 0.969(3) 0.968(3) 0.965(4) 0.9641(5)
7 0.969(5) 0.967(3) 0.966(4) 0.962(5)

2 1 0.963(4) 0.953(2) 0.937(3) 0.927(3)
2 0.999(4) 0.998(2) 0.993(3) 1.018(3)
3 1.001(4) 1.000(2) 0.994 (3) 1.023(3)
4 1.002(5) 0.998(2) 0.984 (4)
5 1.001(5) 0.997(2) 0.980 (5)
6 1.001(5) 0.997(2) 0.980(5)
7 1.000(5) 0.997(3) 0.980 (5)

3 1 0.957(2) 0.9361(3) 0.921(5)
2 0.998(2) 0.991(3) 1.013(4)
3 0.999(2) 0.993(3) 1.020 (3)
4 0.999(2) 0.987(4)
5 0.997(2) 0.981(7)
6 0.997(2) 0.979(7)
7 0.997(2) 0.977 (9

4 1 0.940 (7) 0.939(5)
2 0.993 (k) 1.025(4)
3 0.992 (6) 1.031{4)
4 0.988(5)
5 (.990 (5)
6 0.988 (L)
7 0.984(4)

(*)Estes dados foram extraidos de: Swendsen R.H., "Monte Carlo Renormalization"

(Topica in Current Physics) ed. Burkhardt T.W. e Van Leeuwen J.M.J. (Sprin -
ger, New York)(1982), Cap. 3.

muito as aproximac¢des obtidas. Outra caracteristica positiva do me

todo & gue nado & preciso lancgar mao de muitas constantes de acopla

mento para que tenhamos bons resultados.
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2.4 - GRUPO DE RENORMALIZACAO FENOMENOLOGICO

Consideremos um sistema com tamanho finito L em pelo me-
nos uma diregac. Seja TC e £{T) respectivamente sua temperatura
critica e seu comprimento de correlacgdo quando L + <. A teoria de
efeitos de tamanhos finitos afirma gque na vizinhanca de T,r © com-

portamento do sistema & determinado pela seguinte variavel:
Y = L/&(T) (2.4.1)

Se Y »> 1 o sistema comporta-se como se tivesse tamanho infinito
em qualquer direcgao (comportamento do corpo do sistema) mas se
Y << 1 suas propriedades termodinamicas refletem o tamanho fini-

to que o caracteriza.
Seja FL(T) uma grandeza termodinamica associada ao siste

ma, tal que proximo a transigao de fase tenhamos

F(T) na_t™ P, t=-0 (2.4.2)

onde t = (T-Tc)/TC. Suponhamos que quando .Y << 1 o sistema conti-
nue apresentando uma transicdo para uma temperatura critica T (L) .
Nestas condigoes teremos

F_(T) ALt'"p[ , £ > 0 (2.4.3)

1

com t' (T—TC(L))/TC{L). Em geral, verifica-se que p # p'. Quan-

do L + « devemos ter Tc(L) > Tc e p' > p.
A hipdétese fundamental da teoria de efeitos de tamanhos

finitos & gque para I, finito e T proximo de T, a fungao FL(T) satis

faz
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8
Fo(T) ~ 2%, (27e") , 2w, &' >0 (2.4.4)
onde 8 = 1/v, v & o expoente critico associado ao comprimento de
correlacdo £(T) e "2" & igual a L/a, a sendo um comprimento mi-
croscopico caracteristico do sistema, por exemplo, parametro de

rede, distancia entre camadas. O expoente w« e determinado exigin
do que F, (T) » F_(T) quando L » = , e é dado por p/v.

A eq. (2.4.4) é satisfeita para toda quantidade que apre
senta singularidade algébrica quando Y >> 1, Em particular, pode -

mos aplica-la para o comprimento de correlagaoc para o qual obtemos

EQ(T) o RQE(zet) , J A (2.4.5)

onde temos admitide gue a eg. (2.4.4) continua valida se substitu-

(ééféi) fol guem primeirc interpre -

imos t' por t. Nightingale
tou o contetdo da eq. {(2.4.5). Ele mostrou gue ela pode ser vista
como uma transformacao do Grupo de Renormalizacdc para o sistema
infinito (Y >> 1). O ponto essencial e admitir que a ed. (2.4.4)

é satisfeita exatamente para dois sistemas finitos de larguras ¢,

2", diferentes no sentido que

g, (T) &y, (T)

% -
= (2.4.6)

Vemos que se &, &' -+ « com &/2' fixo, a eq. (2.4.6) exprime justa
mente como se escala & no Grupo de Renormalizacac usual. Usando a
eq. (2.4.2) para o calculo de & no limite de &,8' =+ =, a eq.

(2.4.6) transforma-~se da seguinte forma:
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' - LA
TH-T = (T-T ) (57) (2.4.7)

Nightingale admitiu que a eq. (2.4.7) continuava valida para siste
mas finitos de tal maneira que ela corresponderia a uma renormali-

zacdo da temperatura sob a forma

T » T'" = R

R,b(T) (2.4.8)

onde b = 2/2'. Esta transformac¢dao constitui a esséncia do que se
chama Grupo de Renormallzacao Fenomenologico.

0 ponto fixo da transformacao deve ser tal que

£ A{T*) £ ¢ (T*)
22 S - (2.4.9)

*
LR

obtido através da seguinte equacao

Espera-se que T > Tc gquando £,8' - «, 0 expoente v pode sar

1/yT dsz(T)
P = ar

T=T%

onde Yip = 1/v. A partir da eqg. (2.4.6) obtemos que

ag, (T) JdE,, (1)

gr _ dr' _ &'
ar S ar - 3 —ar g (2.4.10)
portanto
(=) = 7 T (2.4.11)
*
T=Tg g

de onde obtemos estimativas para ¢ expceeénte v. Outros expoentes po
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dem ser obtidos permitindo que ¢ dependa de outros campos e

L

considerando as derivadas de Eg com relacao a estes campos.



CAPITULO III

ESTUDO DO FERROMAGNETO DE POTTS
EM REDE CUBICA ANISOTROPICA

3.1 - INTRODUCAO

Nos ultimos anos muitos trabalhos tém sido dedicados ao
estudo do modelo de Potts de g—estados, motivados tanto pela sua

rigueza tedrica como por sua utilidade experimental (como um exce-

(éé)). A maior parte des-—

(36)

lente artigo de revisao podemos citar Wu

tes trabalhos tem focalizado o caso bi-dimensional (veja Wu

(53)

de Oliveira e Tgallis '— e referéncias contidas nestes dois arti
gos). Uma certa atengao tem sido dispensada para o ferromagneto

(

tri-dimensional isotropico (Blote e Swendsen Eﬁ)) porém nao temos
conhecimento de gualquer estudo sistematico para o caso tri-dimen-
sional anisotropico e seus "crossovers" para dimensoes inferiores.
Esta & justamente a finalidade do presente trabalho(éé), onde nos
nos interessamos pela discusséo da temperatura critica Ty dos ex-
poentes criticos v (do comprimento de correlagéo) e & (de ‘"cross-
over"™). O trabalho equivalente em duas dimensoes fol feito por de

(53)

Oliveira e Tsallis — Seguimos a linha desenvolvida por estes au
tores e reobtivemos seus resultados como caso particular. Chama -
mos qc(d) o valor de g acima do gual a transigao & de primeira or-

den, para uma dada dimensdoc d (relembramos que lim qc(d) = © |,
E d+1+0
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(36) {56)

qc(2) =4 e qg_(3) £ 3; veja Wu

G e de Magalhaes e Tsalli

e referéncias contidas nestes dois artigos). Neste trabalho nos 1i
mitamos a discussdo de sistemas tais que g £ q,(d).

Apresentamos na Secao II o modelo ¢ © Grupo de Renormali
zagao (GR) usados, na Segéo ITII os resultados, e na Secgdoc IV um
procedimento de extrapeolacao gque proporciona valores muito preci -
sos para as temperaturas criticas correspondentes a modelos com

anisotropia arbitraria (VJX,J ,Jz).

Y

3.2 - MobDELO E FORMALISMO

Consideremos © modele de Potts de g-estados ferromagnéti

co cujo Hamiltoniano € dado por

H = =g z {JT 8 + J & +
(i,3,k) %i,5,k'%+1,3,xk Y

+ J_ 68 Y (g, > 0; J_,J3, 2 0) (3.2.1)
Z %,5,x %, 3,k ¥ vz
onde i,j,k varrem todos os sitios de uma rede cubica simples e
. = 2,... . . .- Rel r s situacgao a 1 sob
Ol,j,k 1,2, rdy Vl,j,k embremos a situag tual sobre a
criticalidade (Tc,\)e $ ) deste modelo:
1) para d = 1 (isto e, JY = J, = 0) a temperatura critica T, € nu

la e o expoente do comprimento de correlagao satisfaz

v, = 1 . Vg {(3.2.2)

2) parad = 2 (isto &, J, =0 e J_ > 0) Tc & conhecida exatamen-—
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te e & dada por(éz—ég)
-qJ_/kgT, ~qu/k
[1+(g-1)e ][1+(q-—1)e €1 = g (3.2.3)
e o correspondente expoente critico v &€ dado por (den Nijs(gg))
Vo = -g- {2+n/ [arc COS(@) - wl}” (3.2.4)

3) O0s expoentes criticos de "crossover" associados as mudancas de
uma para duas dimensoes (@12) e de uma para trés dimensées(@xy,

sdc aceitos normalmente como satisfazendo (veja Redner e Stan -

y(él), de Oliveira e Tsallis(éé) e referencias contidas nes -
tes dois artigos)
o, = 0, = 1,  ¥q (3.2.5)

4) Para o caso tri-dimensional isotropico (I, = J J ). kBTc/qJX

e dada por

3,52 + 0,05 (g = 1)
(veja Gawnt e Ruskln(62)) {(3.2.6a)
2,2556 + 0,0002 (g = 2)
(veja ZlnnuJUstln(63)) (3.2.6Db)
1,8169 : (g = 3)
(veja Jensen e Mourltsen(64)) (3.2.6¢)

It

onde o valor para g = 1 fol obtido a partir de p 0,247 =+ 0,003
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-J /kBT

(€5) (p=1-e¢ % ) pa-

usando o isomorfismc de Kasteleyn e Fortuin
ra percolagac de ligagOes. Lembramos gque para g=3 a transicio deve
ser ligeiramente de primeira ordem

Os expoentes criticos do comprimento de correlacgdo sao

dados por

(0,88 (g=1) (3.2.7a)
{Heerman e Stauffer(66)

v3 =
0,630 + 0,0015 {(g=2) (3.2.7b)

(Ie Guillou e ZuupﬂuBtnle))

5) Para o expoente critico de "crossover" associado a passagem de
duas para trés dimensoes existem disponiveis os seguintes resul

tados;:

(1,75 (g=1) (3.2.8a)

(Redner e Stmﬂey(Gn

23
7/4 (exato) (g=2) {3.2.8b)

(Liu e Stanley (&8, 69)

@,11_)

LCitteur & Kasteleyn )

Antes de apresentar o GR que usamos, definamos algumas va

riaveis convenientes (Tsallis e Levy(zz); Tsallis(zi))
1 _an/kBT
_ - e ~
ta = _qJ@/kBT e [0,1] (a0 = %,y,2) (3.2.9%9a)

1T + (g-1)e
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(que sao conhecidas como transmissividades) e

ln[1+(q—1)h(d)ta]

(dy _ ,{d) - -
SO{ = S (ta) - ln[1+(q—1)h(d)] € [011] (OL—X:Y:Z)

(3.2.9b)

(74) (56)

onde (Tsallis e de Magalhaes —' e de Magalhaes e Tsallis o
nuameroc puro h(d) depende sensivelmente da dimensionalidade d e mui

to fracamente da rede particular d-dimensional usada (hK{(2)=1 para

a rede quadrada e h(3) = 0,377 * 0,044 para a rede cubica simples).
Consideremos a composicdo de transmissividades. Se nos
temos um arranjo em série (ou em paralelo) de duas 1ligagoes com

transmissividades t1 e t2 entac as transmissividades equivalentes

(respectivamente t e tp) sdo dadas por

tS = t1t2 (serie) (3.2.10)
e

tD = tDtD {(paralelo) (3.2.11)

P 172
onde

D 1-%

ti = m (l=1,2,p) (3.2.12)
(D entende-se por dual). Podemos também verificar que h = 1 (rede

guadrada) implica em
s(2) Py = 1 - g2 (g (3.2.13)

Podemos agora introduzir a transformagao do CR. Estabele
cemos a relacio de recorréncia renormalizando a célula indicada na

Fig. 3.2.1g (que é equivalente a 3.2.1h) na celula dada pela Fig.
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3.2.1d, onde b, como ja tem sido mencionado, denota o tamanho da
célula e coincide com o fator de escala linear.

A relagdo de recorréncia pode ser obtida usando-se o Mé-

todo de Corte—Colapso(zg) (veja Apéndice A). Obtemos entao
T
ty = Rpltgrty it 5a) (3.2.14)
onde Rb(tX'ty'tz) & uma fungdo dada pela razdo entre dois polino-

mios (nas variaveis tX,t ,tz para um dado g) extensos (cada um ten

Y
do da ordem de 1600 termos). Abaixo apresentamos R3(tX,tX,tX;2) ,

cuja isotropia reduz enormemente o tamanho de sua expressao.

13

11, 84805¢
X

3 5 7 9
Ry(t bt ,2) = (2764218t +1410t +7153¢ +28640¢,

25
X

7 19

X

1

+183265t;5+273834t; 4263475t +151028t§ +46924t§3+7221t

12

+546t27+29t29+t31}// (1+8t2+64t4+599t6+3342t8+14907t10+50759t
b4 b4 X X X X b4 X X

24

8,214054t2%,91983¢2%19772¢
X X X

+130256t. 24236165t
X X

6,284318¢ )
X

42255626, 131128,2¢30 (3.2.15)
X X X

Uma caracteristica da fungao Rb(tx,t 't iq) & gque a soma dos coe-

Yy
ficientes da funcdo no numerador coincide com a correspondente soO-

ma no denominador e & dada por qK (Tsallis e Levy(zg)

;Essam e Tsal
115(121) onde K & o nilmero ciclomdtico dado por: numero de liga -
cbes - numero de sitios + 1 (para o grafo com dois terminais na
Fig. 3.2.th K & igual a 20). E importante notar que Rb(gxﬁ%ﬂo;q )
reobtém a correspondente expressao bi-dimensional determinada por

de Qliveira e Tsallis(éi).
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fal ()

i

(b 1)

(b 3)

{d} le} {F]

lg) )

FIGURA 3.2.1 — Celulas usadas no GR e seus equivalentes grafos a dois terminais;
as setas indicam as entradas e as saidas da celula; o e @ denotam respectivamen-
te sitios terminais e internos da célula; ty,t, e t, sa8o as transmissividades
associadas aos trés eixos gerpendiculares da celula.(a),(b) e (c) foram wusadas
por de Oliveira e Tsallis(23) para o caso bi-dimensional (a célula (¢) é renorma
lizada na célula (a)). (d)-(h) corresponde ao caso tri-dimensional (a célula (g)
ou equivalentemente a célula (h), é renormalizada na célula (d)). (g) € a exten-
s3o tri-dimensional da célula central em (c); (h) é a extensae tri-dimensional do
grafo mais a direita em (c); devido a sua complexidade nos temos omitido a indi-
cacao da extensio tri-dimensional da celula mais a esquerda em (c).
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As outras relagdoes de recorréncias sao dadas pelas se -

guintes equacoes:

ty = Rb(ty'tz'tx;q) (3-2-16)

£, = Rylt b, t rq) (3.2.17)

onde a equivaléncia entre os eixos x, y, z € levada em conta. Es
tudando o fluxo no espago de parametros (tx,ty,tz) determinado pe
las egs. (3.2.14), (3.2.16) e (3.2.17), para g fixo, obtemos os
pontos fixos, a fronteira critica que separa a fase paramagnética
da = ferromagnética, bem COmMO 0s Jacobianos relevantes

B(t;,tgft;)/a(tx,ty,tz) que por sua vez determinam Os expoentes

criticos v e & .,

3.3 - RESULTADOS

Nossos resultados estdo ilustrados na Fig. 3.3.1 abaixo.

FIGURA 3.3.1 — Superficie critica separan
do as fases parama§nética e ferromagnética
ne espacgo (séz),s( ),séz)). As setas indi
cam o fluxo — GR.”0s principais pontos fi-
xos sao indicados da seguinte maneira: A4
(fase ferromagnética) e A (fase paramagne-
tica) atraem respectivamente todos o0s pon-
tos acima e abaixo da superficie critica ;
D, O e @® sao respectivamente os pon-
tos fixos uni—dimensionais, bi-dimensio -
nais e tri-dimensionais.

il
1 S5y

As egs. (3.2.14), (3.2.16) e (3.2.17)

fornecem os seguintes pontos fixos:

5)22) ’S;Z) '82,!2) )=(Of0l0) e (11111)

1) o
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que sao completamente estaveis e correspondem respectivamente as
fases paramagnética e ferromagnética; ii) (1,1,0), (1,0,1) e (0,1,1)
sao pontos fixos semi-estaveis e pertencem a regido ferromagnéti -
ca; iii) (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) séao completamente instaveis
e correspondem ao case uni-dimensional; iv) (1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2)

e (0,1/2,1/2) sido pontos semi-estaveis e estio associados aoc caso

(3) (3) (3) - - . -
c ,sC = ) & tambem semi-esta

(3)

o4

bi-dimensional isotropico. v) (s
vel e corresponde ao caso tri-dimensional isotropico (s depende

ligeiramente de gq; veja Fig. 3.3.2).

FIGURA 3.3.2 - Pontos criticos (GR) cor

respondentes ao modelo tri - dimensional

isotropice em fungao de q. 0Os pontos

acima da curva continua sio resultados

de séries: q = 1 {(Gaunt e Ruskin(ég) )

6. 71h q= 2 (Zinn—Justin(éé)) e q = 3 (Jensen
(64)

).

e Mouritsen

A superficie critica

(2)

(2) 8(2) = 1 para s, = 0 e as outras duas

contém a linha S + 8
equivalentes, assim reproduzindo o resultado bi-dimensional exato
expresso pela eq. (3.2.3). O desempenho do ponto fixo tri-dimensio
nal obtido através do GR ndo & comparavel ao correspondente ponto
bi-dimensional. Engquanto neste caso a resposta exata € reproduzida
pelo grupo, temos para d=3, tc=0'2260 (g=1), em vez de 0,247 que
corresponde a eq. (3.2.6a), t, = 0,1949 (g=2), em vez de 0,21811
correspondente a eq. (3.2.6b) e t, = 0,1750 (g=3) em vez de 0,1966
correspondente a eqg. (3.2.6b). Os resultados obtidos para T_ encon

tram-se na Tabela 3.3.1 para g = 1,2,3 e valores arbitrarios da

anisotropia Jy/JX e JZ/JX'
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(a} g=1
R
A o 0l 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 038 0.9 1.0
0 [ 0.5548 0.7112 0.8349 09421 1.0390 1.1287 1.2129 1.2928 13692 1.4427
0 0.554% 0.7112 08349 09421 1.0390 1.1287 1.2129 1.2928 13692 14427+
0.1 —_ 1.0592 1.2643 14255 1.5646 1.6896 1.8047 19125 2.0145 21117 2.2049
— 1.0229 12104 13612 1.4934 16139 1.7260 1.8317 19322 20284 2.1210
02 —_ — 1.4912 1.668% 1.8216 1.9584 2.0840 2.2013 23121 24174 2.5i83
—_ — 1.406F 1.5636 1.7024 18293 1.9479 20601 21670 22696 23686
0.3 — —_ —_ 1.8592 20223 2.1682 23019 2.4266 2.5440 2.6557 2.7625
—_ - - 1.7259 1.8690 20002 21231 22394 23506 24575 2.5607
04 — —_ — - 21942 23476 2.4882 26190 2.7421 28591 2.9708
—_ — — — 2.0158 2.1504 22766 23963 2.5107 26209 27273
0.5 — — — — — 25078 2.6543 2.7905 2.9186 3.0402 3.1363
— — — —_— —_ 2.2882 24172 25397 2.6569 2.7698 238789
0.6 —_— -— — — — — 2.8061 29472 3.0798 3.2055 3.3256
—_ —_ — — — — 2.548% 2.673% 27935 29088 3.0203
0.7 —_ — — — — — 3.0927 3.2294 33590 3.4826
- _ _— —_ —_ — — 2.8012 2.9232 3.0406 3.1543
0.8 — —_ — — — —_ — — 3.3699 35031 3.6300
_ _ _— . — —_ — _— 3.0472 3.1667 3.2824
09 _ — — — — — — — — 3.6395 3.7696
_ _ — — j— — — — — 32882 3.4057
1.0 — — — — — —_ — — — — 3.9026
—_ — — — — - — — — — 3.5250%
(b) g=2
S
J /T 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0 0 04529 05708 06644 0.7462 08205 08897 09550 10172 10769 1.1346
0 04529 0.5708 0.6644 0.7462 0.8205 0.8897 0.9550 1.0172 1.076% 1.13461
0.1 — 0.7276 0.8578 09631 1.0555 1.1398 1.2183 1.2925 1.3631 14309 ].4964
— 0.6993 08165 09141 1.0018 1.0828 1.159] 1.2316 1.3012 13682 14332
0.2 -— — 0.9967 1.1090 12075 1.2972 1.3806 1.4593 1.5341 16059 16751
— — 09323 1.0299 1.0184 1.2009 1.2792 1.3540 1.4261 1.4958 1.5634
0.3 - - - 1.2270 13304 1.4243 1.5116 1.5939% 16721 1.7470 1.8192
— — — 11275 12164 1.2998 13791 1.4553 1.5289 16002 1.6696
0.4 — —_ —_ — 1.4379  1.5355 1.6262 1.7115 1.7926 1.8702 1.9449
— — — — 1.3058 13898 14700 1.5472 1.6219 1.6944 [1.7652
0.5 R — — — — 16365 1.7301 1.8181 1.9018 1.9818 2.0588
— — —_ — — 1.4746 1.5556 16336 1.7092 1.7828 1.8546

TABELA 3.3.1

{continua)
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(b) g=2
AT
LI, 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1.0
0.6 — — — — — —_— 1.8264 19169 2.0029 20851 21642
— —_ — — — —_ 1.6373 17162 17927 1.8671 1.9399
0.7 —_— — — — — — — 2.0098 2.0979 2.1821 2.2630
—— -— — —_ — — — 1.7958 1.8732 1.9485 2.0221
0.8 - _ — — — —_— — 21880 22741 2.1568
— — — — — — — — 19513 2.0274 2.1019
0.9 — —_ — —_ — - — —_ —_— 23619 2.4463
— — — — — — — — — 21044 2.1796
[0 — — - — - —_ — — — — 2.5323
— - — — — — — — — — 2.25568
(c) g=3
ST
LI 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 056 0.7 0.8 0.9 .0
0 0 3.4060 0.5066 0.5869 0.6572 07213 0.7813 0.8380 0.8923 0.9445 0.9950
0 0.4060 0.5066 05869 0.6572 0.7213 0.7813 0.8380 0.8923 0.9445 0.99501
0.4 — 0.6044 07072 07918 0.8670 0.9360 1.0008 10622 1.1211 1778 1.2327
— 0.5820 06749 07537 0.8251 08917 [.9548 1.0150 1.0730 1.1291 1.1836
0.2 — -— 0.8t44 09028 09814 1.0537 1.1214 1.1857 1.2472 1.3065 1.3638
— — 0.7642 08413 09123 09791 1.0429 1.1043 1.1636 1.2213 1.2774
0.3 —_ — — 09945 1.0761 1.1510 1.2212 (2878 1.3515 1.4128 1.4721
— — — 09174 09878 1.0547 1.1187 1[.1807 1.2408 1.2993 1.3565
0.4 — — — —_ 1.1602  1.2374 13098 1.3783 1.4439 1.5070 1.5681
— —_ — — 1.0580 1.1249 1.1892 1.2515 13122 13714 1.4293
0.5 — — —_ — — 1.3168 1.3911 14614 1.5287 1.5934 1.6560
— — — —_ — 1.1918 1.2564 13191 13802 1.4399 1.4985
0.6 —_ -— — —— - — 14671 1.5391 16080 1.6742 1.7382
— —_ — —_ — — 1.3213 13843 1.4459 1.506]1 1.5652
0.7 — — —_ — — — — 1.6127 1.6830¢ [.7506 18159
—_— — — — — — — 1.4478 15098 1.5705 1.6301
08 - — — — — —_— — — 1.7546  1.8235 1.8900
— — — — — — — — 1.5723  1.6335 1.6936
0.9 — — — —_— — — —_ — —_— 1.8936 1.9613
_— — — - — — — — — 1.6952  1.7557
1.0 _ — — — — — — — — — 2.0300
— — — — — — — — — — 1.8169||

TABELA 3.3.1 - Valores da temperatura critica kBQJqJX para o modelo de Potts de

g-estados tri-dimensional anisotropico. 0s numeros superiores sao fornecidos di

retamente pelo GR usado. Os inferiores sao obtidos a partir de um procedimento
. (36)
de extrapolacao. T indica resultados exatos (veja por exemplo Wu Z=") para o

caso bi-dimensional isotropice; F, § e | s3c resultados de séries  ( veja

texto e Fig. 3.3.2) para o caso tri-dimensional isotropico.
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O Jacobiano calculado no ponto fixo uni-dimensional e

completamente degenerado com auto-valor K(T) = 3. Pode ser mostra-

A(1) = 2b-1 para um valor arbitrario de b, portanto \ =

1

= lim 1ln b/1In{(2b-1) = 1 reobtendo assim o valor exato dado pela
b—.‘*m
eqg. (3.2.2). A degenerescéncia deste Jacobiano implica que ambos

do gue

expoentes de "crossover" ®12 e @13, associados respectivamente as
passagens d = 1 <> d=2 e d=1 <= d=3, sao iguais entre si e
iguais a um,confirmando a equacgao (3.2.5).

Consideremos o calculo dos Jacobianos para os pontos fi-

x0s bi-dimensionais. Analisemos, por exemplo, o . ponto fixo
{(2) {2) 2), _ 1 1 o - .
(sX ,SY 'S, ) = (2, 5 0) {os outros sdo analogos); para este
ponto temos
a{q) b{qg) c{qg)
b{g) a(qg) c(q) (3.3.1)
0 0 d(q)

cujos auto-valores sao dados por:

3/2 . 2085247

A{z’ - a(g)+blg) = (2025+11160/g + 26580q + 35792g
+ 15816q°7 2 + 5207q° + 976q7/2+80q4)///(2025+8820/§+16804q

+ 18290q372 + 12444¢° + 5424¢°72 4 1481 ¢° + 22" 2+16gh)

(3.3.2)
1+ 32 /a , g~+0 (3.3.2a)
v
5(1-23 1y ,  g-e (3.3.2b)
Yq _
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22V = a(g)-bla) = (10125 + 88650/q + 342860g+ 78185337 2 +1178008¢°

2 3

1240724g°72 + 939667g 2

9/2

+ 516906q' /2 + 205408g° + 57611q

+

10844g° + 12321 1/2

-+

+ 64q6) //(91125 + 595350/g + 17825409

3/2 | 3960600q° + 3449388q°7% + 2191343¢°

+

3234167q

5 1172

+1023534qg 72 + 349008q" + 84773q°77 4 13932¢°+1392q " 1/ %4644°)

(3.3.3)

(1 + %; vq) , g=>20 (3.3.3a)

to|
Al

r q =+ » (3.3.3b)

(2)
3

gue por isto ndo a apresentamos. Ele decresce monotonicamente de

e A = d(g) gque consiste em uma expressao bastante extensa e

aproximadamente 8,1 até um valor da ordem de 3,3, quando g aumenta

(2) (2) (2)
1 7 A e Ay

sao (1,1,0), (1,-1,0) e (1,1,(léz)(q)-AJZ)(q))/c(q)), respectiva -

de 0 até 3. 0s auto~vetores correspondentes a A

mente. As egs. (3.3.2) e (3.3.3) reobtém os correspondentes auto-

valores, para o sistema bi-dimensional, ja determinados por de Oli
(53)

i/

veira e Tsallis 0 e

que kéz)(q) z k{z)(q) (Aéz)(q) < A;z)(q)) se g

. Verificamos que A:z)(q) > 1 = AQZ)(q)

*

q” (g > q*) onde

55N

g* = 5. 0 coeficiente c(g) aumenta monotonicamente de aproximada-

mente zeroc para um valor da ordem de 10 quando g varia de zero até

(

infinito; consistentemente o auto-vetor associado com A32)(q) esta
aproximadamente na diregdo (1,1,1) para g variando de 1 até 3. Os
expoentes criticos sao dados por gz = ln3/lnk{2) e @23:lnkéz)KUﬁ§2%

onde temos usado o fator de escala b como sendo igual a 3(29’11’1§)
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(veja Figs. 3.3.3 e 3.3.4 e Tab. 3.3.2}.

FIGURA 3.3.3 - Diaprama mostrando a dependencia do expoente critico 2 do com —

primento de correlacaoc {(d=2) com a variavel q: a linha continua representa o0s

dados obtidos atraves do GR. Cada ponto desta curva deve ser multiplicado pelo

fator 1n3/1n2; a linha tracejada & a resposta exata de den N135(60)

10

23

01 05 1 2z 3 4

FIGURA 3.3.4 - Diagrama do expoente critico de "crossover" ¢ (d=2 < d=3) em

23
funcio de g. O ponto # € resultado de series (Redner e Stanley( 1) e re-
(68,69) . (70,71)
sultado exato (Liu e Stanley ; Citteur e Kasteleyn - ).
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g0 g=1 g=2 q=13 g=4
d=1 17  Rrc(Vh) 1 1 1 1 1
exact 1* 1# 12 1 12
Vb Inb Inb Inb in b Inb
no kol In (26— 1) n(2b-1} In(26-1) ln2b-1) In(2b-1)
exact ® 12 1? 1? 12
¢4 RG (YD) 1 1 1 1 1
exact 1? 1? 1? 12 1
d=2 2  Rra(¥h) ~4—j§ 1/2 V21 (V3+1) 13
exact ~1=+/g* 1/2° Sr-e 13+ 13
In2 0.600
v, RG(b=2) 45In2 9600 1.042 0.864 0.785 0.738
swe Ve
0470
exact LAl 4=1333" 1P $20833%  2=0667°
3 q J q
b RG(b=2) -2 2,258 1.637 1.346 1.163
Jq
exact — 1.75° 1.75¢ — —
or series
d=3 & ro(b=2) =0.294-0.11g 0.2260 0.1949 0.1750 —
series — 0.247¢ 0.1811° 0.1966% —
v, RG(b=2) =1.105-0.669 0.756 0.657 0.606 —
series - 0.88" 0.630" — —

TABELA 3.3.2 - Nesta tabela apresentamos, para varios valores de q, o ponto cri

tico t e os expoentes criticos Vv e ® para modelos d-dimensionais isotropicos.

C.
(a) Wuk—?i@ e referencias contidas neste artigo; den Nijs M.P.M, (ég); (c)Redner

e Stanley(ﬁi); (d) Liu e Stanley(ég’ég), Citteur e Kasteleyn(ZQFZl); (e) Gaunt

e Ruskin(ﬁg); (£) Zinn—Justin(Eg); (i) Le Guillou e Zinn—Justin(67).
0 Jacoblano calculado para o ponto fixo tri-dimensional

(tX = ty =t, = té?’) (g)) € dado pela seguinte expressao:

e (q) £ (g) f(g)
£ (g) e (gq) £ (q) (3.3.4)
f(g) f(qg) e(q)

cujos auto-valores sao dados por

x{3) - e(q) + 2£(g) (3.3.5)



—d] T

= = elq) - flq) (3.3.6)

(3) (3)
A2 A3
com os respectivos auto-vetores (1,1,1} e qualgquer vetor perpendi-
cular a (1,1,1). Verificamos que A{3)(q) > 1z A£3)(q) >0, ¥q20.
O correspondente expoente critico (aproximado} & dado por % =

3
(3) . . (3}
1 (veja Fig. 3.3.5 e Tabela 3.3.2). AZ (q} aumenta mo

= 1n3/1ni
notonicamente de aproximadamente zero até um gquando g varia de ze-

ro a infinito.

FIGURA 3.3.5 - Diagrama mostrando a dependen

cia do expoente critico vy do comprimento de
correlacao (d=3) com a variavel q: a linha
continua representa os dados obtidos atraves el
do GR. Cada ponto desta curva deve ser multi

plicado pele fator 1n3/1n2; os pontos e sao

resultados de séries: Heerman s Staufferggg) 0 ! : 4
para gq=1 e Le Guillou e Zinn—Justin(§2) para - o F
q = 2.

3.4 - METODO DE EXTRAPOLACAO PARA O PONTO CRITICO

Nesta secdo descrevemos um procedimento "ad hoc" para ex
trapolar a temperatura critica, para um valor arbitrario de g. Es-
ta extrapolagdo beneficia-se do fato de que os resultados forneci
dos pelo GR para o caso bi-dimensional anisotropico coincidem com
a fronteira critica exata para todo vaior de g e gue para o modelo
tri-dimensional isotrdpico, os resultados ndo sao ruins (pelo me -
nos para q = 1,2,3, onde a comparagdo com outros resultados & pos-

- . . 2
sivel). Ela consiste essencialmente em “puxar" o centro (S(x)

5(2) = 522) = SéZ)) - da superficie critica no espacgo

Y
(5(2),

X s(z),séz)) ( veja Fig. 3.3.1) até ele coincidir (por imposi -
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¢do) com o0 melhor resultado (notado Sgi usualmente obtido por se-
ries) disponivel na literatura para um valor particular de q; o)
efeito deste "puxdo" decresce (monotonicamente) suavemente, ao
‘partir do centro da superficie critica até a sua periferia, desa-

parecendo ao atingir o caso limite bi-dimensional anisotrépico (is

to &, siz) = 0 ou 5;2) = 0 ou séz) = 0) onde, como ja disse -
mos, 0 resultado exato é reproduzido pelo GR. Como nenhuma confu-
sio pode ocorrer na presente secdo nos uUsamos 8, = Séz) (o = X,v,
z), onde 8(2} & dado pela eq. (3.2.9b) com h(2) = 1. Resumindo o

procedimento: o dado de entrada, para um determinado valor de g,
& a superficie critica (obtida através do GR) e o valor "exato"
para o ponto critico tri-dimensional isotropico.

Consideremos um ponto P (no espaco S8 ,sz), indicado

Y

na Fig. 3.4.1 pertencente & superficie critica (GR), a qual que-

remos extrapolar, e que esteja fora da trissetriz S, = sy = SZ.SE
as coordenadas sao notadas por (sp,s§ p) e convencionalmente sa

v

tisfaz 1 2 sP 2 sP 2 P 0 (a superficie restante & obtida di-

retamente desta através de transformacdao de simetria trivial).

SZ
! FIGURA 3.4.1 - Construgao geometrica re
PRLESR lacionada com o proc?dlmento de extrapo

lacde no espaco (s 5(2) 5, (2))

5, ta)

FIGURA 3.4.2 — Triangulo determinado
- pelos pontos O, P e T da Fig. 3.4.1.
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Este ponto e a trissetriz determinam um unico plano cuja equagio

€ dada por

=g e [0,1] (3.4.1)

s + 5 + 8 =1 (3.4.2)

(0 qual contém as tré&s linhas criticas bi-dimensionais exatas, co

mo por exemplo, S+ Sy = 1 para S, = 0) determinam uma uni-
. . z

ca linha reta. Esta linha corta o plano s, = 0 no ponto (s; ),

(x)

(z} _ (x)
Sy ,0) e o plano s, = 0 no ponto {O,SY '8, }  onde

s{2) 2 1/ (14g) (3.4.3a)
s;2) = 9/ (19 (3.4.3b)
s;X’ = (1-g)/ (2—g) (3.4.3¢)
s X)L 9/02-q) (3.4.34)

4

Esta linha também corta a trissetriz no ponto T com coordenadas
(1/3,1/3,1/3). Se consideramos agora o triangulo determinado pe-
los pontos (0,0,0), (s;z),s(z),O) e (O,S(X),séx)) (veja TFigura

Yy Y
3.4.2), imediatamente obtemos que

£, = (/3% (1/3- 5% (173592 12 (3.4.4a)
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r, = +[(1/3-siz))2+(1/3-s;z))2+(1/3)2]1/2 (3.4.4b)

onde r,er, sao definidos na Fig. 3.4.2 (r1 e Ty, respectivamen-—

(z) S(Z)
x Ty

do na Fig. 3.4.2 é calculado através da seguinte equagao

te correspondem a (s ,0) e (o,s;X’,séX))).o angulo 0 defini

s§+sp+s§ '
cosf = —4L Z (3.4.5)
/3 &P
onde
P _ TP 2. (P2 Py 2]
st = o+ V/(SX) +(sy) +(sz) (3.4.6)

A grandeza P definida na Fig. 3.4.2 & dada pela seguinte expres

sa0:
o tgb £ [-rz,rq] (3.4.7)
V3
; P Py2,1/2 ex
Obviamente podemos ter que s < ((1/3)+(")"7) . Chamemos s
P

o valor extrapolado obtido a partir de s* atravées da sequinte equa

cao

s€% - sPr1+r(£P) ] (3.4.8)

onde a func¢ao extrapolante F (rP) deve satisfazer ds seguintes con

dicoes:

F(rj) = F(-rz) = 0 (3.4.9a)

F(0) = -1 (3.4.9b)
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F(r) &€ maxima para r = 0 (3.4.9c)

O polindmio mais simples satisfazendo estas condigbes & dado pela

seguinte expressao:

F(r) = F(0)[1-Ar2=Br>)] (3.4.10)
onde
A= 1772 (3.4.11a)
B r2r3+r3r2 | )
1E2tT T,
[
1 - Ar?
B = — {3.4.11b)
I

£&X - B sg (¢ = X,v,2) (3.4.12)

A despeito da aparente complexidade do método de extrapo
lacdo devemos dizer que sua implementacao computacional e maito
simples. Os passos operaclonais sao desenvolvidos da seguinte ma -

neira: (i) dado (si,s?,sg) ({ o ponto gue gueremos extrapolar), g

& calculado através da eq. (3.4.1) e S;Z), s;z), s;x), s;x)

vés das egs. (3.4.3), a partir dos quais obtemos r, er, atraves

atra-—

das egs. (3.4.4). O conhecimento de r, er, determinam A e B pe -
las egs. (3.4.11); (ii) (55’85'55) determinam o e sP através das
eqs. (3.4.5) e (3.4.6) com as guals obtemos P com a eq.(3.4.7) ;
(iii) Sg {extralido da literatura) e sP  determinam F(0) através

da eg. (3.4.9b); (iv) com o conhecimento de A,B,rp e F(0) calcula

mos F(rF) através da egqg. (3.4.10) de onde obtemos &% pela equa
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cao (3.4.8). Finalmente (six,sex,ij

y }) e determinado através da

eq. (3.4.12).

0s resultados obtidos atraves do uso do algoritmo de ex
trapola¢io, sdo indicados na Tabela 3.3.1. Com a finalidade de
testar a eficiéncia desta aproximac¢ao temos comparado nossos re -
sultados com calculos disponiveis na literatura (de séries) para
g = 1 (veja Fig. 3.4.3a) e q = 2 (veja Fig. 3.4.3b) para os ca-
sos particulares onde 0 = Jz/Jx < Jy/JX = 1. Podemos observar que
a coﬁcordéncia & muito satisfatdria(a discrepadncia na variavel t

€ sempre menor que 0,01).

13

0.5

i ¢ o 1
0.5 ¥z 05
A t,

FICURA 3.4.3 - A curva continua representa os resultados extrapolados para os

pontos criticos correspondentes ao modelo tridimensional anisotropico onde duas
das constantes de acoplamente (digamos t e ty) sdo iguais entre si ( definida
por Jl? ¢ a terceira (defimida por J" ) sendo eventualmente diferente, Temos
0s casos isoltropicos, d=1, d=2 e d=3, respectivamente na ordenada,abcissa e na
bissetriz. (a) (g=1) os pontos siao resultados de séries (Redner e Stanley«iL));
(b} (q=2) ambos, pontos (Oitmaa e Enting(zg)) e circulos (PauleaStanley(gg) )

si0 resultados de séeries,
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3.5 - CONCLUSOES

Discutimos, dentro do contexto do Grupo de Renormaliza-
¢ao no espacgo real, o ferromagneto de Potts de g-estados na rede
cibica simples, completamente anisotropica (arbitrarios Jx'Jy e
J,)}. Analisamos, para a regiao onde a transicao & de segunda or-
dem {(¥q para d=1, g £ 4 para d=2 e g £ qc(3) = 3 para d = 3) ,
a dependéncia em g da temperatura critica Tc’ os expoentes criti-

cos v V, € Vv do comprimento de correlacac associados respecti

1 U2 3

vamente a d = 1,2 e 3 e os expoentes criticos de. "crossover" ®1d
(d=1«—— d>1) e ®y5 (d =2 «——= d4d= 3).

0 nosso Grupo de Renormalizacao reproduz uma quantida-

de consideravel de resultados exatos conhecidos tais como té1) =

_\)1:®1d:

obtemos no limite g + 0, ©o comportamento assintotico. correto, ou

1, ¥q se d=1, t_ = 1/ (Yg+1) para d=2, etc; também

seja, Vo & 1/Yq. Sempre que nossos resultados numericos nio coin-
cidem com valores disponiveis exatos ou de series, as discrepan-
cias existentes s3o aceitaveis. Além disso, as classes de univer-
salidade que enceontramos sao as comumente esperadas, isto &, a de
trés dimensées para todos os valores de J, > a, Jy >0 e J, > 0 :
a classe de universalidade bi-dimensional quando um (e somente um)
dos trés J's & zero, a classe uni-dimensional quando um e somente
um dos trés J's & diferente de zero. O quadro geral inspira razoa
vel confiang¢a, © que nos leva a acreditar que no limite q - 0 os
resultados para d=3, &,; < 1/v4q, té3)(q) " téB)(O) té3)l(0)q e
v3(q) n, v3(0) + vé(O)q {com valores finitos para té3)(0),t53)l(0),
v3(0) e vé(O)) sao corretos.

Desenvolvemos também um procedimento de extrapolacdo pa

ra a temperatura critica Tc que provou ser muito satisfatorio,sem

pre que a comparacao com outros resultados disponiveis (tipicamen
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te de séries) era possivel, a saber, para os casos onde 0 = Jz/Jx
< Jy/JX =1 e 0 £ Jy/Jx = Jz/Jx <1 para q = 1 e 2. Atraves des
te procedimento calculamos T, para varias razoes arbitrarias de
J /Jx e JZ/Jx egqg-=1,2,3 (os resultados para g=3, provavel-
mente nio sao afetados pelo fato de gue a transigao deve ser 1i -
geiramente de primeira ordem). Uma teoria que ao aumentar o espa-
¢o de parametros tivesse sucesso guantitativo na previsao da
existéncia de uma transicao de fase de primeira ordem seria bem
vinda. Se alternativamente o presente Grupo.de Renormalizacao e

entendido como se referindo a rede hierarquica definida pela Fiq.

3.2.1h, entdo todos os resultados que ele fornece sao exatos para

v

q 0.



CAPITULO IV

PROBLEMAS DE INTERFACE EM FERROMAGNETQ DE POTTS:
DIAGRAMA DE FASES E EXPOENTES CRITICOS

44,1 - INTRODUCAOQ

Fendmenos criticos associados com magentismo de superfi-

cie ou de interfaces, tém recentemente levantado um interesse cres

(23)

cente, ‘devido tanto a seu interesse tedrico (veja Binder = para

(81)

uma revisdo recente) guanto experimental (Pierce e Melier — ', Alva-

(82,83) (84)

Klebanoff et al. Um dos modelos mais sin

rado et al.
ples que pode ser assumido &€ o ferromagneto de Potts de g- estados
em rede cubica simples semi-infinita, em gque as constantes de aco-
plamento da superficie livre e do volume nao sao necessariamente
iguais. Este modelo ja tem recebido alguma atencgao no contexto da
teoria de Grupo de Renormalizacao (GR) no espaco real { Lipows-

(85, 86) (87) (88),

ky , Lam e Zang , Tsallis e Sarmento Entretanto os

trabalhos destes autores evidenciam mais os aspectos gqualitativos

(89) (dagqui para frente refe

do probiema. Recentemente Costa et al.
rido -como artigo I) usou para o mesmo problema, a célula mais so -
fisticada, indicada na Fig. 3.2.1-g, obtendo resultados quantitati
vos satisfatorios.

No presente trabalho(gg) assumimos inicialmente que o]
sistema & constituido por dois volumes cubicos simples semi-infini

tos (ndo necessariamente iguais) separados por uma interface
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(1,0,0) com uma constante de acoplamento gque pode ser diferente
das dos volumes. Este modelo contém o problema da superficie 1i-
vre (tratado no artigo I) bem como o problema do deféito planar
(uma anomalia planar em um sistema homogéneo) como casos particu-
lares. Todos os calculos deste trabalho recuperam oOS resultados
do artigo I, se um dos volumes semi-infinitos & assumido como sen
do o vacuo.

Em uma segunda etapa discutimos o gue acontece guando
diluimos as ligagdes da superficie. Isto enriquece o problema co-

(21) no estudo do modelo de

mo mostrado por Kaneyoshi et al.
Ising férromagnético em meio semi-infinito, onde eles usaram uma
teoria de campo médio. O problema de estudar a diluigao das liga-
¢oes da interface, do sistema que estamos descrevendo foi muito
recentemente discutido por Cavalcanti e Tsallis(gg). Agqui nos re-
-discutimos o problema (para q = 1, e 2) para o caso da superfi
cie livre (artigo I) com o uso de células mais eficientes.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na
Secao II introduzimos o modelo e o formalismo para o caso puro ;
na Secdo III apresentamos os resultados (evolugao com g do diagra
ma de fases e expoentes criticos) para o caso puro; na Secgao v

apresentamos o caso diluildo com seus resultados e finalmente con-

cluimos na Secao V.

4,2 - MODELO E FORMALISMO (CASO PURO)

Consideremos um modelo de Potts de g-estados cuja Hamil

toniana & dada pela seguinte equacao
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i = -q ¥ J,. 6 (c. = 1,2,...,q, ¥1i)

L i3 G.,0. 1
<1,7]> 1 ] (4.2.1)

onde <i,j> varre todos os pares de sitios primeiros vizinhos de dois
volumes cubicos simples semi-infinitos separados por uma interfa-

ce (1,0,0) (rede guadrada). Jij & igual a J, em um volume semi-

1
-infinito, J2 no outro e JS na interface (J1,J2,JS 2 0). Devido

a sua simplicidade de manipulacao mals uma vez trabalharemos com

as transmissividades t ty, e tg (veja eg. (3.2.9a)) associadas

1’

respectivamente a JT’ J, eJ_ . A seguinte definigao também nos se

ra util

1+(q—1)tS
A:i%_1=ln[ s ]-1 (4.2.2)
- I, ln[1+(q—1)t1] Tes
1-t

1

onde temos usado a eq. (3.2.9a).

Para estabelecer as relag¢des recursivas, renormalizamos a célula
de dois terminais indicada na Fig. 4.2.1 em uma unica ligacgao
(com transmissividade renormalizada) de tal maneira que a funcgao

de correlacdo & preservada.

4 ;fé FIGURA 4.2.1 - Célula usada na trans-
o formacao do - GR para a tinterface
(1,0,0) que se situa entre duas redes
cubicas simples semi-infinitas. As 1i
gacbes cheias (pontilhadas) represen-—
tam as constantes de acop lamento

t1(t2) do volume 1 (volume 2). As 1li-

gagaes tracejadas representam as cons

tantes de acoplamento da interface.As
setas indicam os sitios terminais da

célula.




A recorréncia para o primeiro volume & gbtida associando-se t1 a
cada ligacho da célula dada pela Fig. 4.2.1 e é dada pela seguin-
te equagao
[ 4

t1 s f(t1) (4.2.3)
onde a funcao f(t1) (muito extensa para ser reproduzida  agqui )
foi calculada através do uso do Método Corte-colapso (BCM; Ref.
(72)). Analogamente obtemos para © segundo volume a seguinte equa

-~

cao

r

t2 = f(t2) (4.2.4)
Para encontrar a relacdo de recorréncia para a transmigsividade
da interface, associamos t1, t2 e tS a célula precisamente como

indicado na Fig. 4.2.1, e cobtemos (mais uma vez através do BCM) a

seguinte eguagao para t;

t; = glty, ty,ty) (4.2.5)
onde a fungac g & uma razao entre dois polinomios em (t1,t2,ts) ,
cada um deles contendc da ordem de ddis mil termos para um dado
q arbitrario. Verificamos também que g(t,t,t) = £(t), ¥t.

0 conjunto das egs. (4.2.3)-(4.2.5) fecha formalmente
o procedimento de GR e determina o diagrama de fases e os varios
expoentes criticos, do comprimento de correlagac e de "crossover"
(respectivamente denotados por v e ®). 0 caso particular t2 =0

(ou equivalentemente t1 = 0) recupera precisamente o GR construl

do nco artigo I.



4,3 - RESULTADOS

Antes de entrarmos nha discussao dos resultados obtidos
pelo presente GR, vamos fazer algumas consideracOes gerais. A ex-
pectativa intuitiva para o presente sistema € de que varias tran-
sicbes de fase podem ocorrer. Duas delas correspondem as transi-
¢cdes de fase usuails para-ferromagnética de um volume, que ocorre

3D (1) T3D(2)

respectivamente em T_ = n3D(q)J1/kB (volume 1) e o

= n3D(q)J2/kB, onde*n3D(q) € um numero puro (exemplo, n3D(2) =
= 4,511(§§) correspondente ao modelo de Ising). Para A& acima de
um valor critico Ay (que depende de g e J2/J1), espera-se gque a

interface retenha a ordem ferromagneética mesmo quando os dois vo-
lumes tenham perdido as suas, mais precisamente para temperaturas

até um valor critico Ti gue depende de g, JS/J1 e J2/J1, e que

satisfaz Ti z TiD = nzD(q)Js/kB, onde nzD(q) & um numero puro
(exemplo, nZD(Z) 2,269(§§). Tg aproxima-se de TiD Se e somen-
te se J_ € muito maior do gue tanto J, como J,. Um argumento
de campo médio para o modelo de Ising (4JS+J1+J2 = 6J,, convencio
nalmente assumindo J, 5 J,) fornece A, = (1-J,/J,)/4. Isto impli
ca em gue Ac = 1/4 (AC = 0) para o problema da superficie livre
(defeito planar) que corresponde a Jy o= 0 (J2 = J1). 0Os resulta -

dos de GR gue apresentamos agora sao diferentes e a priori mais
- confiaveis.

0 diagrama de fluxo para g = 2 € apresentado na Fig.
4.3.1. Ele ilustra qualitativamente o diagrama de fase geral obtl
do para um valor de g arbitrario. Ele contém os seguintes resulta
dos:
i) cinco fases diferentes, respectivamente caracterizadas pelos

pontos fixos completamente estaveis, a saber, (tTJi,tSL:w,O,O)
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FIGURA 4.3..1 - Diagrama de fluxo neo espacgo (t1,t2,ts) para q = 2. # representa

pontos fixos triviais (completamente estdveis); @ representa pontos fixos mul
ticriticos e criticos (semi-estaveis) (SBI’SBZ’S’ etc); O representa o ponto
multicritico de maior ordem (SB12)_ (completamente instavel). As cinco fases pos
siveis estio indicadas da seguinte maneira: as duas fases ferromagneticas de

volumes simples (BF, e BF, ), a fase ferromagnética de duplo volume (BFIZ)’ a

fase ferromagnétic;de superficie (SF) e a paramagnetica (P).
correspondendo & fase. paramagnética representada pela letra P;
(1,0,1) correspondendo a fase ferromagnética do volume 1 repre
sentada por BF1 (o volume 1 e a interface estao ordenados en -
quanto o volume 2 esta desordenado; {0,1,1) associado a fa-
se ferromagnética do segundo volume representada por BF2 {o vo
lume 2 e a interface estdo ordenados enquanto o volume 1 esta
‘desordenado; (1,1,1) associado a fase ferromagnética onde todo
o sistema estd ordenado, sendo representada por BF,, e (0,0,1)
associado a fase ferromagnética de superficie onde sO a super-

ficie estd ordenada. Representamos esta fase por SF.

ii) Onze pontos fixos semi-estaveis (veja também Tabela 4.3.1) a

saber, em (t1,t2,ts) = {tB{q),0,1) e (O,tB{q),1)(caracterizan—



do a transicio de fase para-ferromagnética de um volume, com
expoente  critico do comprimento de correlagdo tri-dimensio -

nal v3D), (tB(q),tB(q),1) {(caracterizando a transicao de fase

3D)

do duplo volume, cujo expoente critico também & v . (0, 0,

ts(q)) (caracterizando a transicio de fase para-ferromagnéti-

2Dy (Big),0,t5B(g)) e

ca da interface com expoente critico v
(O,tB(q),tSB(q)) (caracterizando as linhas multicriticas su -

_ - ) x . 3D
perficie-volume simples com expoentes crilticos v para o0s vo

lumes e 1/yiB (23) para a superficie), (tB(q),O,tS1(q)) e
1
(O,tB(q),tS1(q)) {(caracterizando a transigio de fase simulta-

nea para-ferromagnética de um volume e da interface com expo-
T L] 3D SB I}
ente critico v para o volume e 1/yt para a interface) e
B B SEB 1
finalmente (t {g),t 7 (g),t (g)) (caracterizando a transicao

de fase simultdnea volume 1 = volume 2 e interface com expoen

te critico v3D para os volumes e-1/yiEB
]

iii) Um ponto fixo completamente instavel em (t1,t2,ts)-:: {tB(q),

para a interface).

tB(q),tB(q)) {(caracterizando um ponto multicritico de ordem

superior com expoente critico v3D para os volumes e 1/YiEB
1

ra interface). Sua existéncia & obvia devido ao fato que
gl(t,t,t) = £{t). Sua instabilidade (estabilidade), entretanto,
merece alguns comentarios. Recentemente dos Santos et al.(git

trataram com um formalismo de GR tipo Migdal-Kadanoff {cuja
diferenca essencial com o presente tratamento vem da escolha
da célula), a criticalidade de uma interface de Helsenberg
anisotrdpica quantica entre dolis volumes caracterizados pelo
modelo de Ising. Para g = 2 ambos os problemas compartilham
regides comuns, sendo portanto possivel fazer comparagoes.Por

exemplo, ambos apresentam no eixo t1 = t,, dois pontos fixos



nio triviais, um completamente instavel e, em um valor mais
baixo de tS, um semi-estavel. Entretanto no tratamento de dos
Santos et al., o ponto fixo mais baixo (isto €, o ponto fixo

semi-estavel) fica no eixo t1 = t., = t

5 St enquanto no presente

tratamento ele é o mais alto (isto &, o completamente insta-
vel) que fica neste eixo como ja dissemos. Além disso, o GR
de dos Santos et al. fornece tB(2) ¢ 0,34 (gque & muito mais

alto com respeito ao resultado muito preciso de séries, que &
(63)

0,21811 , enquanto o presente GR fornece tB(2) = 0,19 (que
& muito baixo com relacao ao resultado de séries antes cita -
do). Todas estas caracteristicas postas juntas, possibilitam
a construgao do seguinte quadro. O fato.de gl(t,t,t) = f(t)lver
dadeiro para ambos os GR em analise) implica, como dito ante-
riormente, na existéncia de um ponto fixo nao trivial no eixo
t1 = t, = t_. A natureza das aproximac¢des (GR) leva a existén
cia de um outro ponto fixo nao trivial no eixo t, = t,, cuja
coordenada ts pode ser mais alta ou mais baixa do gue aquelas
dos pontog fixos justo mencionados. Células do GR que super-—
estimam tB(Z) podem pertencer a uma classe, e aquelas que sub
estimam tB(2) podem pertencer a outra. Se assim for, um GR
exato deve corresponder a colisao destes dois pontos fixos, e

um conjunto de aproximagoes correndo de um tipo ao outro deve

corresponder ao cruzamento destes dois pontos fixos e simulta

neamente a uma troca de estabilidade (como ocorre frequente -

mente; veija Toulouse e Pfeuty(gé)). Toda esta analise pode -

ria ser esclarecida pelo estudo da influéncia de ceélulas pro-
gressivamente maiores; infelizmente computacionalmente falan-

do, isto nao & nada trivial.
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Apresentamos nas Figs. 4.3.2 e 4.3.3 a evolugdao com g
do diagrama de fase. A localizacao do ponto multicritico (caracte
rizado pelo valor Ac) como fungao de g e J2/J1, & apresentada na

Fig. 4.3.4.

, “ le) !
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o |1 |
26= ! 1£,=0) f
h“*‘Tﬁﬁx_.q=05 Lo,
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1 f
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(A “ I
; | —~g:=05 .
. Nit—g=1
07— lyp——9=2
T g=13
¥ i
I J_ I ! i
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FIGURA 4.3.2 — Evolucdo com q do diagrama de fase indicado na Fig. 4.3.1.

(a) para ty, = 0 ; (b) para Ly =ty
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Focalizemos agora os valores dos varios expoentes criti
cos do comprimento de correlacéo. As egs. (4.2.3)-(4.2.5) possibi
litam o calculo da matriz Jacobiana M = 8(t;,té,té)/8(t1,t2,t3) ,
que deve ser calculada para os varios pontos fixos relevantes.Sua

forma geral € dada pela seguinte expressao:

a(q) 0 0
M = 0 b (q) 0 (4.3.1)

d(qg) e (q) c(q)

onde alq),.-.,elgq) dependem do ponto fixo em particular.Seus au-

to-valores sao dados pelas seguintes equagoes:

Ay = alg) (4.3.2a)
Ay = blq) (4.3.2b)
Ay = clg) (4.3.2¢)

cujos respectivos auto-vetores sao dados por

5 a-c
U= 0 (4.3.33a)
d
[0
1, b-c (4.3.3Db)
L e
r 0
Uy=| 0 ] (4.3.3¢)
3
1
Revisemos rapidamente os varios tipos de pontos fixos

que aparecem em nosso problema. Para o ponto fixo tal que (t1,t2,
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ts) = (tB(q),O,1) temos b =c=d =¢e =0, a > 1 e 0 expoente

critico tri-dimensional & dado por

3D

v’ (g) = 1n 3/lnalqg) {(4.3.4)
onde 3 & o fator de escala linear de GR. Para o ponto fixo
(1,tB(q),1) temos a = ¢c=d=e e b > 1; b e igual ao valor de

a que aparece na eq. (4.3.4). Para o ponto fixo (tB(q),tB(q),1) te

ms c =d=¢e =0 e a=Db>1; a,b sao iguais ao valor de a
que aparece na eq. (4.3.4). Para o ponto fixo (0,0,t%(q)) temos
a=b=0, d=e e c¢ > 1; o expoente critico bi-dimensional e da

do pela seguinte equacgaoc

v?Pq) = 1n 3/1n clq) (4.3.5)

. B SB
Para o ponto fixo (t (q),0,t" " (g)) +temos b = 0, d,e < 1 e a,c > 7
a & igual ao valor que aparece na eq. (4.3.4) e os correspondentes

expoentes critico e de "crossover" sao respectivamente dados por
P P

SB

Vyy {q) = 1n 3/1n c(q) (4.3.6)
1

e

SB

°“(q) = 1n c{g)/1In alq) (4.3.7)

. B B B

Para o ponto fixo (t (g),t (g),t (g)) temos d=e, c+d+e = a = b>1
e c>1; aeb sendo iguais ao valor de a da eq. (4.3.4) e os

correspondentes expoentes critico e de "crossover" sao respectiva-

mente dados pelas sequintes equagdes:
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1/yi?B(q) = 1n 3/1n c(a) (4.3.8)
e
55FB(q) = 1n c(g)/1n alq) (4.3.9)

Para o ponto fixo (tB(q),O,tsq(q)) temos b=0, c,d,e < 1 e a > 1;

a igual ao valor que aparece na egq. (4.3.4). Finalmente para o
ponte fixo (tB(q),tB(q),tSEB(q)) temos c¢,d,e < 1, a =5b >» 1; a,b
sendo iguais ao valor de a na eq. (4.3.4). Os varios expoentes que

foram determinados sao apresentados na Tabela 4.3.71 e na Fig.4.3.5.

FIGURA 4.3.5 - Diagrama mostrando a

dependencia em q dos expoentes tipo-
-térmicos (V's e y's) e  expoentes

de "crossover" $'s.

Lvi%exoct)

Todos os . resultados

que estamos discutindo valem

e —. estritamente para transigbesde

fase padroes de sequnda ordem {ou ao menos continuas), isto &,

A

1l

para 0 £ g £ 4 para duvas dimensoes e 0 £ g g, (com g, = 3) para
trés dimensdes. Contudo, todas as vezes que a transigao for de pri
meira ordem o calor latente € bastante pequeno no intervaleo q € [0,4] . ;

por isso apresentamos nossos resultados (ver Tab. 4.3.1 e Fig.

4.3.5 ) até g = 4.



—68—

q - 172 1 2 .3 4
B L2510 .2260 | .1949 L1750 | .1807
t 2668® | L2477 | .2181° | .1966% -
.5058 .4166 | .3345 .2911 | .2626
£SB - - -.3405% - -
.3z208%
s .5858 .5 .4142 .3660 | .3333
t .5858% .59 .4142% | .38609| .33339

2D 2,0481 1.6510 |1.3692 1.2440 |1.1692

v
1.7823" | 47370 R 5760 2730
D |1-3622 [1.1988 |1.0410 9599 | .9092
- .aat .6307 - -

1/53® [2.5320 |2.0071 |1.6236 [1.4518 |1.3497
1

1/yiEB 9.8787 |6.5141 |3.6628 |2.7227 |2.2889
1

.5380 -5973 6412 .6&12 -6736
o5 _ - _ el - -
.56:04"
LSEB | 1378 .1840 | .2842 L3526 | .3974
Ac(Jz‘IJl:m 1.6672 1.1032 L7620 .&298 .5574
1,473 .898™ [ _5gg® 458" -
N
5= .03
. - .65 . .4
A 4J./T.=.5) 1.5323 9832 6568 5323 649
c 271 _ _ _ - _
L3321 .1011 | .0z204 .0077 | .o0030
B 13,/3,=1) . i} : : .

TABELA 4.3.1 - Resultados correspondentes aos principals pontos e expoentes cri
ticos. Os valores superiores. sao os nossos resultados (GR) e os inferiores sao

resultados ezatos,de séries, Monte Carlo ou similares, extraidos da literatura.
(2§); (b) Gaunt e Ruskingé%); (c) Zinn—Justin(éz)
{(d) Jensen e Mouritsenﬁéﬁ); (e) calculado a partir do valor que aparece em Zinn

_Justin(éi) e Binder e Hohemberg(97), (f) calculado a partir do .valor que apare

ce em Zinn—Justin(éé) e Binder e Landau(2§); (g) Wu(gé)
6)

(60>, (i)Heerman e Staufferqg— : (j) Le Guiliou e Zinn
(9 (89)

(a) de Magalhaes et al.

3

e referencias contidas

neste artigo;(h) den Nijs »—

(67), ; (1) Diehl e Dietrich =

(0) Binder e Hohemberg(97)

—~Justin 9), ; (m)Binder e Landau( 8), :{n) Costa et al
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4.4 - FORMALISMO E RESULTADOS (CASO DILUIDO)

Consideremos agora a situacac onde J, = o, J1 >0 e JS

(veja FPig. 4.4.1} @ uma variavel randomica cuja lei de probabilida

de & dada pela seguinte equacao:

P(Js) = (1—p)6(JS) + pcS(Js—JO) (4.4.1)

/ FIGURA 4.4.1 — Célula usada no

problema da superficie livre ;
as ligacdes cheias (t1) sac as
sociadas ao volume, enquanto
as tracejadas (ts) sao corres-—
pondentes a superficie; as se-

tas indicam sitios terminais.

O GR que devemos construir

agora € no espago (p,t1,t0L

A relacao de recorréncia para o volume & dada pela eq. (4.2.3). A
eq. (4.4.1) pode ser expressa em termos da transmissividade atra-

vés da segquinte forma
P(ts) = (1-p)6(ts) + pﬁ(ts—to) (4.4.2)
Se admitimos gue cada ligacgao t, da Fig. 4.4.1 obedece a eqguacgao

acima, entdo obtemos a seguinte distribuicdo de probabilidade para

a celula como um todo
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P, t,) = % N pn(1—p)9_n6(ts—f(t1,t0)) (4.4.2)
n=1 {conf.}

onde {conf.} indica todas as configurac¢oOes possiveis, para um da-
do 1 £ n £ 9, que podemos obter a partir da célula dada pela Fig.
4.4.1 e onde f(t1,t0) & a transmissividade eqguivalente de cada
configuracao (podendo ser determinada pelo BCM). Para p=1 devemos
reproduzir © caso puro descrito pelo artigo I, ou seja f(to,t1) e
igual a g(t1,0,t0) onde g(t ,ty,t.) é dado pela eq. (4.2.5). As
equagbes de recorréncias para as variaveis p e t, sao obtidas

aproximando-se a distribuicdo dada pela eq. (4.4.2) pela seguinte

distribuigdo binaria
P'(t,) = (I-p')s(ty) + p'slt ~tg) (4.4.3)

onde p' e té devem ser determinados. Obtemos p' e té impondo que

os dois primeiros momentos das duas distribuicdes sejam iguais ;

quer dizer,

<ts> T <tS>P (4.4.4)
p c
% 2 o<t (4.4.5)
s, S
p P,
de onde obtemos
' 2 n 9-_n
prtt = 3 p(1-p)”° ™ £(t,,ty) = F (4.4.6)
0 1 0
n=1 {conf.}
e
¢ 22 2 n 9-n 2
Pty = 1 I Pt -p) TR0 17 = 6 (4.4.7)

n=1 {conf.}
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onde ag funcbes F e G sdo bastante extensas para serem reproduzi -

das aqui. Desta maneira, obtemos para té e p' as seguintes equa-

¢Oes de recorrencia:

t! = G/F (4.4.8)

' 72/G (4.4.9)

As egs. (4.2.3), (4.4.8) e (4.4.9) fecham o procedimento de GR.
Na Fig. 4.4.2 apresentamos o diagrama de fluxo, para g=2, bem como
as varias fases inerentes ao problema. Existem trés pontos fixos
completamente estavels a saber, (p,t1,ts) = (1,0,0},caracterizando
a fase paramagnética (P), (1,0,1) caracterizando a fase de super
ficie (SF)} e (1,1,1) caracterizando a fase onde o volume e a su -
perficie estao ordenados.

Observamos na Fig. 4.4.2 gue a diluigao da superficie faz
aparecer um novo ponto. fixo semi-estavel denotado por SP, cujas co
ordenadas Sao (p;t1,t5} =.(0,5;0,1) o gual corresponde ao ponto
de percolagao (exato} do caso bi-dimensional diluido. Notemos dgue
a direcao do fluxo & no sentido de SP para 5.

(92)

De acordo com Cavalcanti e Tsallis —', e coerente com O

(100)

critério de Harris , existe um valor de g = g~

tal gque para
g > g¥, nasce na linha critica que vai de SP para S, um novo ponto
fixo semi-estavel. Como agqui abordamos somente os casos g=1 e g= 2
(a implementacdo computacional tornou-se extremamente complexa pa-
ra g > 2 e por este motivo ndo nos foi possivel realiza-la ate o
presente momento) estaremos discutindo a regido onde g < q*. Conse
gquentemente a diluigéo nestas condicdes (g < g*) ndo altera o com

portamento critico do sistema. Vemos que quando tj varia de 0
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A
A4

A

1

1-p

FIGURA 4.4.2 — Diagrama de fluxc no espaco (1-p,t ts) para q=2. @ denota um

1’
ponto fixo espurio. Podemos ver na curva critica tg(p) que flui do ponto de per

colacao SP = (0,5}0,1) até o ponto S = (0, 0, 0,4142) correspondente ao sis
tema puro, uma indicacao de que a criticalidade do sistema e estavel com rela-

cao a diluicao.

ate t? =0,19492 (g = 2) a concentracac critica decresce de seu va
lor maximo Pe = 0,5 até um valor minimec p = 0,41. O ponte fixo
(p,t1,ts) = (0,0,1) & um ponto espurio e sua existéncia & atribuil

da ao fato de termos aproximado as distribuig¢oes da celula comple-
ta por uma distribuigao binaria.

Nas Figs. 4.4.3 (para g=1) e 4.4.4 (para g=2), apresenta
mos a evolugéo do diagrama de fase com a probabilidade p. Vemos que
o efeito de diluir a superficie (digamos com a presenca de impure-

zas) € deslocar a linha critica que separa as fases paramagnética
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FIGURA 4.4.3 - Evolugio com p da fronteira critica que separa as fases paramag-

nética (P) e de superficie (SF) para q = 1.

(P} e de superficie (SF), desfavorecendo a fase SF, isto e, para
t, fixo o efeito de diminuir p € de diminuir a temperatura critica
associada a transigao ferromagnética, para-superficie. Vemos tam-
bém gue a presenca do volume favorece o ordenamento da superficie.
Enguanto no caso bi-dimensional (t1 = 0) o sistema pode se orde -
nar guando p > P. = 0,5, este valor decresce ate p = 0,41 guando
t, aumenta até 7 = 0,22604 para q = 1 ou t] = 0,19492 para q = 2,
devido a influéncia do volume. Este. resultado € justificado pelo

fato de gue a correlagac na superficie é aumentada indiretamente

via o velume.
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FIGURA 4.4.4 — Diagrama semelhante ao da Fig. 4.4.3. Neste caso para q = 2,

Nas Figs. 4.4.5 (g=1) e 4.4.6 (g=2) apresentamos resul-
tados andlogos aos dados pelas Figs. 4.4.3 e 4.4.4, a diferencga
sendo que no caso em guestdo, estes resultados sdo expressos em ter
mos das variaveis T e A em vez das transmissividades. Podemos ver
também nestes diagramas que a medida que p diminui,a fase de super
ficie vai se reduzindo até desaparecer quando p = 0,41. Ja AC
(A critico) aumenta enquanto p diminui, indicando gue €& necessario
que as ligagbes sejam cada vez mais fortes para compensar a dilui-
cio. Analisando a evolucdo com p (a partir de p=1) das varias cur-
vas destes diagramas, observamos que elas tendem para uma assinto
ta quando & » « (J, + «). Inicialmente estas assintotas tém incli-

nac¢do nao nula, que correspondem ao valor da temperatura critica
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FIGURA 4.4.5 —JMesma evo%’ﬁgéo com p que aparece na Fig. 4.4.,3 (gq=1), so que aqui
s T2
2ol x el
J T
1 c

no espago A=
RFT
Te T

20—

0 1 I | ! { | |
0 4 8 12 16 20 24 28

FIGURA 4.4.6 — Diagrama analogo ao da Fig. 4.4.5 para q = 2. sy

A 4
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do sistema bi-dimensional. No entanto, enquanto I crescendo favo-
rece a4 fase de superficie, p diminuindo atua no sentido contrario.
Portanto, o sistema experimenta uma competi¢dc entre estes doils
parametros. Para p grande, o parametro dominante € a intensidade
da ligacdo J_, mas quando p diminui até um valor critico da ordem
de p* = 0,55 o0s dois pardmetros se tornam comparavelis. A curvatu-
ra dos diagramas apresenta ¢ seguinte comportamento: para p > p* ;
inicialmente, para J  pequeno, ela & positiva, diminui a medida que
J, cresce, até se anular para Js + o, Para p < p* ela comeca posi
tiva, se anula para um determinado JS, e torna-se negativa, indo
novamente se anular guando JS + o, Diminuindo. ainda mais p, atingl
remos uma segunda probabilidade critica em p = 0,5. Neste ponto a
inclinacdo da assintota se anula, tendo uma-altura nao nula em re-
lacdo ao eixo A e indica que a partir dali (p < 0,5) toda a ordem
da superficie & conseguida via o volume. A medida que abaixamos
ainda mais a probabilidade p a partir de 0,5, a altura da assinto
ta decresce até que para p v 0,41, ela se anula. Neste ponto obte-
mos uma terceira probabilidade critica. Para p < 0,41 nao se con-
segue mais ordenar a superficie nem mesmo com o auxilio do volu-
me, e portanto, esta fase desaparece.

Finalmente, apresentamos na Fig. 4.4.7 o comportamento
de A como fungdo de p para g = 1, e para g = 2 onde notamos gue

C

AC diverge guando p > p, = 0,41.
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FIGURA 4.4.7 - Diagrama mostrando a dependéncia de AC com p para ¢ = 1 e para

q = 2.

4.5 - CoNcLUSOES

No contexto de GR no espag¢o real tratamos primeiramente
a criticalidade do modelo ferromagnetico de Potts de g-estados
em uma rede inomogé&nea constituida por dois volumes cubicos sim—
ples semi-infinitos (caracterizados pelas constantes de aco?la -
mento J1 e Ty respectivamente) separados por uma interface (1,0,0)
correspondente a rede quadrada (caracterizada pela constante de
acoplamento JS). A abordagem estende aquela realizada por Costa e

colaboradores(ﬁg)

. O diagrama de fase apresenta, para todos os va
lores de g, quatro fases fisicamente diferentes, a saber, a para-
magnética, a ferromagnética de um volume simples, a ferromagnéti-

ca de dois volumes e a ferromagnética de superficie.As fases paramagnética,de
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volume simples ferromagnética e de superficie ferromagnética, unem-se em
uma linha multicritica cuja classe de universalidade para J1 # Jé
& aquela correspondente ao caso da superficie livre (J2/J1 = 0).As
quatro fases unem-se em um pontc especial (correspondende a J1=J2)
cuja natureza nao & suficientemente esclarecida pela presente abor
dagem (célula relativamente pequena). A temperatura critica exata
& reproduzida para ¢ limite bi-dimensicnal (J1,J2 << JS).

A localizacdo da linha multicritica pode ser caracteri-
zada pelo valor de A = JS/J1—1. Existe um valor de A acima do qual
a ordem magnética da superficie pode existir mesmo tendo desapare-
cido nos dois volumes (veja Fig. 4.3.3). Apresentamcs pela primei-
ra vez, peloc que & do nosso conhecimento, a evolucdo de A com q

e J2/J1. Para ¢ modelo de Ising (g = 2) obtemos para © caso da

superficie livre (J2/J1 =0), A = 0,76 (gque deve ser cawparade com

o resultadc de séries 0,6 + 0,1 de Binder e Hohenberg(gl), com ©
resultado de Monte Carle 0,5 = 0,03 de Binder e Landau(gﬁ) e com
¢ valor de campo médic 0,25); para o caso de volumes iguais (J2=Jp

obtemos A = 0,10, gque deve ser comparado com © valor zero obtido de
campo medio.

Com respeito aos expoentes criticos, obtivemos que todos
os v's decrescem monctonicamente com ¢ aumento de g, engquanto o©s
expoentes de "crossover" ¢'s apresentam tendencia oposta.

Em um seqgundo caso, discutimos o problema da superficie
livre (J, = 0) na situagéo em que as ligagdes J_ (da superficie )
obedecem a una distribuigao de prebabilidades. Calculamos os dia -
gramas de fase para q = 1 e g = 2 em funcao da probabilidade de
ocupagao p das ligagCes J_. Vimos que um dos efeitos da diluigao &
deslocar a fronteira critica que separa as fases paramagnética e

de superficie, desfavorecendo esta. Observamos gque, nos casos estu
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dados, a diluigao da superficie néo altera a criticalidade do sis-
tema. Mostramos também através da evolucgao de fronteira critica ,
com p (a partir de p=1), gue trés probabllidades caracteristicas
interessentes aparecem nestes diagramas. A primeira p* v 0,55 guan
do a concavidade de curvas (veja Figs. 4.4.5 e 4.4.6), antes de
atingir a assintota, troca de sinal, preparando-a para ter inclina
cio nula em uma segunda probabilidade caracteristica que & P., =
= 0,5. Até este ponto guando JS + « g sistema tem comportamento
bi-dimensional. Abaixo de P, = 0,5 e Js muito grande, a superfil -
cie ainda pode reter ordem, mas esta érconseguida exclusivamente
devido a presenga do volume. Abaixando ainda mais p, encontramos
a terceira probabilidade caracteristica p* z 0,41 tal gue para
p < p* nem com a presenga do volume a superficie pode se ordenar,
desaparecendo totalmente esta fase.

Finalmente, mostramos na Fig. 4.4.7 gue AC diverge guan-
do p P, 0,41.

O proximo passo para completar este trabalho seria apre—
sentar resultados para valores de g > 2 ¢ exiblr a mudancga de clas

. . . *
se de universalidade gque ocorre para um determinado g = ¢q , de

(100)

acordo com Harris . A introdugao de um segundo volume transfor

mando o problema em interface diluida também viria neste sentido .
Este avango ja foi feito por Cavalcanti e Tsallis(gg), mas como as

células que eles usaram sdo muito simples,seus resultados sdao me-

lhores do ponto de vista gualitativo do gue quantitativo.



CAPITULO V

FQUACOES DE ESTADO DE PERCOLACAO DE LIGACOES
EM REDE QUADRADA ANISOTROPICA

5.1 - INTRODUGAO

As técnicas de Grupo de Renormalizagac (GR) no espago re
al sd@o empregadas principalmente para calcular expoentes e pon-
tos criticos (ou de maneira mais geral, fronteiras criticas). En -
tretanto, em principio, nada impede sua aplicacao para calcular va
rias quantidades termodinémicas {energia livre, calor especifico ,
parametro de ordem, susceptibilidade, etc.) para todo o espectro
de variacao dos parametros externos (tipicamente temperatura). Co-
mo um exemplo, podemos citar o trabalho de Niemeijer e Van Leeu~-
wen(EE) ~onde eles desenvolveram um formalismo de GR para calcu -
lar a energia livre. Da energia livre podemos calcular outras quan
tidades termodinémicas de interesse tails como magnetizacao, calor
especifico, etc. Esta teoria e outras similares sdo aplicadas para
sistemas que sao descritos por formalismos Hamiltonianos.

(49) formularam um procedimen

Recentemente Tsallis et al.
to de GR gque fornece equagées de estado para problemas geometricos
estatisticos (nao necessariamente relacionados a formalismos Hamil
tonianos). A abordagem & téo simples quanto uma aproximagao de

campo médio, preservando ainda assim a criticalidade do problema .

Ele tem sido usado para calcular os parametros de ordem (densida-
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de de massa de sitios) para a célula infinita percolante e parasua
associada espinha dorsal ("backbone") , respectivamente denotados
por P_(p) e Pz(p), para todos os valores da probabilidade p de ocu
pagdo de ligagdes em uma rede gquadrada isotropica (p tem o mesmo
valor em gualquer direcao).

(101) £ cstender o tipo de tratamento aci

Nossoc objetivo
ma para uma rede quadrada anisotropica com probabilidades de ocupa
cao Py © Py (ac longo dos eixos x e y, respectivamente) arbitrari-
as. Usando uma célula auto—-dual conveniente (veja ref. (53) e refe
réncias contidas neste trabalho) calculamos Pm(Px’py) e Pf(px,py).
Na Segao II apresentamos o formalismo de GR e o0s resultados; na
Se¢do III aplicamos um procedimento de extrapolacac bastante efici
ente (primeiramente introduzido por Curado e colaboradores(lgg) ,
para melhorar resultados, no guadro do GR, da tensao superficial
em sistemas de Ising) para obter resultados numericamente confia -

veis para P_ e PE; finalmente concluimos na Secac IV.

5.2 - FORMALISMO E RESULTADOS

Consideremos uma rede gquadrada cujas ligagbes sao ocupa-—
das (ou "ativas") randomica e independentemente com probabilidade
P, para o eixo x e py para o eixo y. Para construir as relacgdes de
recorréncia (no contexto do GR) ng espacgo (px’Py) adotamocs o tra-

tamento baseado nas c¢élulas auto-duais usadas por de Oliveira(lgz)

(éi), indicadas na Fig. 3.2.1%la-b-c),que pro

e de Oliveira e Tsallis
varam ser extremamente eficientes para uma rede gquadrada anisotro-
pica. Note na célula dada pela Fig. 3.2.1c, a existéncia de dois

pontos de entrada e dois pontos de saida; se a configuracdo & per-
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colante, ela pode simular a ceélula infinita (percolante) e os qua-
tro pontos de entrada/saida podem ser considerados como pertencen-
do a esta ceélula. A célula da Fig. 3.2.71a (Fig. 3.2.1c) contém uma
{nove) ligacgao (ligagées) relevante(s) e apresenta consequentemen
te 2 (29) configuragées {de ocupagéo) diferentes. A analise des-
tas configuragoes mostra que somente metade delas percolam e sao

responsavels pelas seguintes relagoes de recorréncia(éé’lgé)

By = PPy AP,y (1= ) 460,00 (1-p ) “+dpop, (1-p,) *+p) (1-p ) ©

* 5pi(1-pX)P§ * 20pi(1—px)p;{1~py) + 27pi(1—px)p;(1—py)2

+ 14pi(1~px)py(1wpy)3+2pi(1-PX)(1“Py)4+1opi(1-PX)2P;

v 36p (1-p,) °B2 (1-p,) +40p) (1-p,) “pZ (1-p_) “414p] (1-p,) o (1-p ) >

v B2 (1-p) 2 (1-p ) F+902 (1-p, ) *pl+ 2607 (1-p,) p) (1-p, )

+ ZOPi(1—pX)3p§(1—py)2 * 4p§(1-px)3py(1—py)3

. 3px(1*px)4P;(1—py)2+6px(1—px)4p;(1—py)+3px(1~px)4p§(1~py)2

= f(px,py) (5.2.1)
e

Py = TP .py) (5.2.2)

Na eqg. (5.2.2) levamos em conta a simetria P, 2 py do proble-

ma (veja Fig. 3.2.1b). O diagrama de fluxo determinado pelas egs.

{(5.2.1) e (5.2.2} e apresentado na Fig. 5.2.1.
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FIGURA 5.2.1 — Diagrama de fluxo. P(NP) 3
- Y
a fase percolante (nao percolante).
!
- — _‘,;
T
: . > < - - s/
A linha critica exata(lgé) P +P. = N ~ - ~ "y
X "y LR - - - s’/
- . 1 R ~r !
= 1 & reobtida bem como as clas- v i RS
\ ’
. . \ YK
ses de universalidade corretas (per ., Yo s !
= 03 t
~ } ’ tot '
colacdo uni-dimensional para p,_ = Lol \ A
X oy, \
- T~ L
= 0 ou = 0 e percolagao bi-di- . = N
pY P © by - L N Y
mensional para Py Py # 0). O expo ;77 (NP) -~ \j; Wn
... olr .~ r o= .
ente critico v do comprimento de 0 05 I

X

correlacio correspondente i rede guadrada anisotrdpica & dado por

v =, In 3 __ = 1,6510 (5.2.3)
In(249/2")
onde b = 3 & o fator de escala linear e A = [df(p,p)/dp]p_1/2.

O parimetro de ordem da percolagao € definido como:

N_ (p_.p.)
1imi—>—‘2—y—— (5.2.4)
L L

11

Pm (erpy)

onde L & o tamanho linear (adimensional) de uma rede gquadrada fini
ta e N & o nimero médio de sitios que pertencem a maior célula
(esta maior célula pode ter numero de ligacdes diferentes ao aumen
tarmos os parametros externos p e Py para varias realizacles do
problema) que no limite L » =, gera a unica célula infinita perco-

lante. Consequentemente P _, é a probabilidade de escolher aleatori

amente um sitio que pertenga a célula infinita.
Consideremos por ora © <€aso isotrépico(ig) (px=py=p).Ne§

o - 2
ta condicio a eq. (5.2.4) transforma-se em Pm(p)zlunNL@ﬂ/L . Asso —
Tireo

ciemos com cada sitio da rede uma "massa" adimensional my que per-
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mitimos se renormalizar e procuremos expressar P, como fungao de p

e de M - Seguindo a idéia introduzida originalmente por Kadanoff ,
N, : 2 ... . (2 -

dividimos o sistema de L° sitios em um novo sistema de L celulas

de tamanho linear b = L/L' > 1. No processo de renormalizacao deve

mos ter novag variaveis p' = f1(p,m0) e mé = f2(p,m0) {(como vere -
mos em breve, elas apresentam de fato a estrutura p' = f1(p) e
mé = f2(p)m0)' As variaveis renormalizadas dependem do GR particu

lar que é usado, porém elas devem satisfazer & condigao que a mas-
sa total da célula infinita seja invariante pela transformagdo do
GR, ou seja,

NL.(p')mO = NL(p)mO (5.2.5)

Dividindo ambos os lados da eqg. (5.2.5) por Lz obtemos

P, (p')my = b°P_ (p)m, (5.2.6)
onde P_(p') = NL,(p')/L'z. Apos n iteragoes da eq. (5.2.6), tere -
mos

P, (0 ™ n{™ < p*Pp_ (pim, (5.2.7)
portanto

(n)

. (n), "o

Poo[p) = lim P_ (p ) —S = (5.2.8)

n+w b'm

0
Para p menor que a probabilidade critica de percolacgao Pe s
1lim p(n) = 0. Como Pm(O) = 0 e 1lim mén)/b2n < « (isto se deve ao

n--o n-+ow

fato de que qualguer que seja a célula que escolhemos para ser re-
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normalizada, teremos pelo menhos um caminho percolante entre os ter

minais) obtemos o resultado esperado P_(p) =0 para p < Pe- Para
P > Pur lim p(n) = 1 e como P_(1) = 1, teremos que
n-+o
mén)(p)
P, (p) = lim ——— (p > p,) (5.2.9)
n+® b m,

" Assim obtemos a expressao de P, para todos os valores de p.
A extensdo da eq. (5.2.9) para o caso anisotropico & ime

diata e & dada pela seguinte equagdo:

| mén)(px,py)
Pm(px,py) = 1im T (5.2.10)
n+ee b m

onde agora temos mé = Wy (px,p ,mo) a qual, como. veremos,pode ser

Y
escrita na seguinte forma

L3

m, = g(px,py)mO {(5.2.11)

onde g(px,py) satisfaz g(1,1) = bd (d sendo igual & dimensao, gue

no nossgo caso € igual a 1ln9%1n3 = 2) e deve ser estabelecida.

P

(5.2.1), (5.2.2) e (5.2.11), partindo de valores arbitrarios para

(px,py) & o valor da massa obtida apos n lteracgoes das eqgs.

my, P, ©P Em resumo, © processo consiste em escolher, para da -

v
dos Py py tal que pX+py z 1, um valor inicial arbitrario para m,
(exemplo, m, = 1), e entdo realizar a recorréncia determinada pe-
las egs. (5.2.1), (5.2.2) e (5.2.11), atée chegar a um pento fixo
(px,py,mo) = (1,1,mém)) (que e sempre garantido pelo fatoc de que

g(l,1) = bd): Pm(Pfoy) e proporcional a mém). Para p, e p, tal

Y
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que Py *Py < 1, o procedimento automaticamente da pP_ = 0.
Vamos agora determinar g(px'py)' Esta fungao & determina
da impondo—se(ig} gue. a massa média da célula percolante seja pre-

servada pela renormalizagdo. O conjunto de configuragoes da célula
dada pela Fig. 3.2.la fornece, para a massa media, 2mépé. Com res-—
peito a celula dada pela Fig. 3.2.1c¢, indicamos abaixo duas confi-

guragoes tipicas com suas respectivas contribuig¢oes para a massa

2 3 3 2 2 2
py(1~py) e 6m0px(1—px) p.(t-p )"

P 3
média sendo dadas por 7mopx(1—px) v v

FIGURA 5.2.2 - Duas configuragoes ti

picas, que aparecem no calculo da

funcdo g(px,py) na eq. (5.2.11).

Quando levamos em conta todas as configuragdes, a preservagao da

massa média fornece finalmente

1 5 4 5 3
2mpp, = [8p P + 32pxpy(1-p

5 2 2 5 3
» <Py )+48pxpy(1~py) +32pxpy(1—py)

Yy

v 8p (1-p)* + 40p) (1-p )p)

3

4 2 2
1- 210 - -
g (1-pg}+210p, (1-p )p, (1-p, )

+ 158p% (1-p, ) p

3, ,.4
+ 106 (1-p, )b, (1-p, ) *+14p} (1-p,) (1-p,) *

y

2
Y

4

2 2 3 2 2
+ 80pi(1—px) py+280p§(1—px) p§(1—py)+298px(1—px) P (1—py)

3 3 2 4 3.4
v 9602 (1=p,) “p_ (1-p,) 7 + 6p; (1-p,)” (1-p,) “+72p% (1-p, ) "p_

3 2 3 2
+ 194Pi(1‘Px) P§(1-PY}+T34PX(1—pX) p§(1—py)
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.I.

-87 -

2 3 3 4
24p% (1-p,) *p,, (1-p,) *+24p, (1-p,) *py

4_3 4_2 2
+ 40p, (1-p, ) 'p_ (1-p ) + 18p (1-p,) P, (1-p ) "Im,

cer a eq.

3.2.1c

h(px,p )

Y

(5.2.12)

destroi,

de quadrada

xo y em vez do eixo x).

praticamente despreziveis ao longo.

g (PyrPy

usamos as celulas dadas pelas Figs.

(5.2.11}) e o uso da eq.

) = h (erpy) /2f (px,py)

rigorosamente falando,

de b, e py‘ 0 fluxo-GR determinado

(5.2.11)

Fig.

g

5.2.3.

(com a eq.

(5.2.12)) esta

i

05k

3
A

e ———

-
—
-

-

— e ———

-

’”
!

——

L e
-
\—n
T -9
\—_
— e
IR S
e — e e 4

F 3

S
o

(5.2.12)

(5.2.1) resulta em

(5.2.13)

0 fato de que para estabele-
3.2.7a e

da re-
y

a simetria px Zp

(o mesmo problema apareceria se privilegiassemos o ei-

As discrepancias numéricas sao, contudo ,

de todo o dominio de variacgao
pelas egs. (5.2.1), ({5.2.2) e
ilustrado, para b, = py, na

fluxo

FIGURA 5.2.3 — Diagrama de

no espaco (mo,p)(px=py=p).0s pontos
indicam os valores do parametro de or
dem Pm(p), onde p corresponde ao pon—

to inicial da linha de fluxo,
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Os resultados obtidos estao indicados na Fig. 5.2.4 e na Tab.5.2.1
{linha superior). Os expoentes criticos {que ocorrem ac longo de
toda a linha critica bi-dimensional PytPy = 1) e amplitudes criti-

cas (que ocorrem em p_ = Py » 1/2) sao indicados na Tabela 5.3.71.

4 fa) 1
t )
ALY
9
08;-
061
04\ 902
P=p
02l y 02l
o . 0 1 ! 1 L -
o 0z 04 06 08 1 B 0 02 04 06 08 1 p

FIGURA 5.2.4 — Secoes tipicas do parametro de ordem—GR Pw(px,py): (a) para Py
fixo; (b) para n fixo onde n = (1—py)/(1—px).

Focalizemos agora a espinha dorsal associada a célula in
finita percolante. (€ a célula obtida quando eliminamos todas as 1i
gagdes, ou conjunto de ligacOes, penduradas). O parametro de ordem
correspondente Pz(px,py) & calculado neste procedimento-GR, exata
mente da mesma maneira que temos feito para o calculo de Pm(erPy)-

A eq. (5.2.12) deve ser substituida pela seguinte equagao

1l

5_4 5 3 5.2 2 5 3
[8p,Ps + 30pypy (1-p )+42p p (1-py) "+26p P, (1-p)

4 4 4 3
6pi(1—py) +38pi(1—px)py + 142px(1—px)py(1—py)

-+

+

2 - 4 3 4 4
178pi(1—pxlp§(1—py) + 86px(1—px)py(1—py) +12px(1—pxlﬁ—py)
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3 2 4 3 2 3 3 2 2 2
+ 70px(1—px) py+234px(1—Px) py(1~py)+246px(1—px) py“_Py)

3 2 3 2 4
+ 84p) (1-p,) “p, (1-py)” + 6p_ (1-p, ) (1-p) +58p§(1—px)3p

2 3 : 3 2
+ 158px(1—px) pi(1—py)+120p§(1—px) p§(1—py)

2 3
R 24px(1—px)3py(1~py) +18px(1—px)4p$ . 3spx(1npx)4p§(1-py)

B

4

Yy

4 2 2
+ 18p_(1-p_) py(1—py) lmg (5.2.14)
Px 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 i
Py
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ol 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
’ 0 0 0 0 ] 0 0 0 0 0 0.564
0.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.936 i
) 0 0 0 0 D 0 0 0 0 0.540 D.674
03 0o 0 0 0 0 0 0 0 0907  0.964 1
' 0 0 0 0 ] 0 0 0 0.527 D.659 0.747
0.4 0 0 ] 0 0 0 0 0.891 0.945 0.977 i
' 0 0 0 0 0 0 0 D.519 0.649 0.736 0.802
0.5 0 ] 0 0 0 0 0.884 0.935 0.964 D.984 1
' 0 0 0 0 0 0 : 0.514 0.642 0.728 0.795 0.847
0.6 0 0 0 0 0 0.882 0.930 0.957 0.975 0.989 1
' 0 0 0 0 0 0.510 0.637 0.722 0.788 0.842 0.885
0.7 0 0 0 0 D.886 0.932 0.956 0.972 0.983 0.992 1
4] ] 0 4] 0.509 0.633 0.717 0.783 0.836 0.881 0.919
0.8 0o 0 0 0.899 0.940 0.961 0.974 0.983 0.950 0.995 1
’ 0 0 0 0.511 0.633 0.715 0.779 0.831 0.877 0.915 0.948
09 D 0 0.928 D.960 0.974 D.982 D.988 0.992 0.995 0.997 1
0 0 ¢.519 0.636 0.715 0.777 D.828 0.872 0911 0.946 0.975
1 ? 1 1 1 1 i 1 1 o 1 1 i
0 0.538 D.647 0.720 0.779 0.827 D870 - 090 0.942 0.973 1
TABELA 5.2.1 — Valores do parametro de ordem P_ (valor superior) e Pi (valor in
ferior) para valores tipicos de (px’py)' ? refere-se ao fato

que este valor nio & unicamente determinado.
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Os resultados que cbtivemos estao indicados na Tab. 5.2.1 (linha in
ferior) e na Fig. 5.2.5 ; os expoentes criticos bi-dimensionais e
amplitudes criticas (no limite Py = Py + 1/2) estao indicados na

Tab. 5.3.1.°

(ol + (b)

08
o o6
04

nw
of 02
-0
tpy o »
2, Py

FIGURA 5.2.5 — Secdes tipicas do parametro de ordem-GR Pi(px,py): {a) Py fixo ;

(b) n fixo onde n = (1—py)/(1-px).
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5.3 -~ PROCEDIMENTO DE EXTRAPOLACAOQ

A fim de melhorar numericamente os resultados fornecidos
pelo GR, para a tensao superficial do modelo de Ising, Curado e co

(102) desenvolveram uma técnica de extrapolagao ("single

laboradores
extrapolation procedure (SEP)") gque provou ser bastante eficiente.
Intencionamos aplicar aqui a mesma teécnica para melhorar nossos re

sultados para P_(p) e Pg(p). O procedimento usa como entrada, 0s

valores exatos (ou quase exatos) para o ponto critico (pc), 08 ex-—

poentes criticos v e B (ou BB) e 0s da derivada de P, {p) ( ou
Pg(p)) em p = 1. Sua base central & que a extrapolacgao seja "sua-
ve" (correcdo polinomial) se variaveils naturais re-escaladas S30

introduzidas no problema. Mais especificamente, a equagao assimpto
. ¢ . v
tica P_ « (p-pc) pode ser reescrita como y ¢ X com x<x(p—pc) e
v . L . . .
y = PW/B, gue define as variavels naturais justo mencionadas (no—
te que x e y sao variavels gue comumente aparecem no processo de
escala de tamanhos finitos). A extrapolacao polinomial sera execu-

tada no espago (x,y). Vamos descreve-la em detalhes. Considere-

mos as seguintes definigoes

p-py| b
Xb(p) = T?PE (5.3.1)
pP-p
% (p) = [ c (5.3.2)
1~pc
v /B
vy 2 () 0P (5.3.3)
Y v/ B
y = (Py) (5.3.4)

onde Ppr Vpr Bb e Py séo respectivamente o ponto critico, o ex
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poente critico do comprimento de correlagdo, o expoente critico do
parametro de ordem e o parametro de ordem obtidos por um formalis—
mo de GR que usa células correspondentes a um fator de escala linear
b; p.r v e B sao os valores exatos (ou os melhores disponiveis na

literatura) para os correspondentes parametros (esperamos, em prin

cipio lim p, = p lim v, = v e lim B = 8 ) :

N ’ oo b c’ Fy-oo0 b _ s b

Peb € o parametro de ordem extrapolado que estamos procurando (es
. s . Y t .

peramos, em principio, lim Pmb = 1lim Pmb = nga Q). X, € x vari

b b
am de 0 a 1 quando p varia de probabilidade critica P, @ 1. Intro

duzimos a seguinte relagao:

y = fp(X)yy (5.3.5)
onde a fungao de corregao fb(x) deve ser encontrada. Para p = 1
(portanto x = 1), y e ¥y sao exatos e igual a unidade, por conse-
guinte fb(x) satisfaz
fb(1) = 1 {5.3.6)
Ademais, a relag¢dao dada pela eq. (5.3.5) implica na seguinte ex-
pressao
aB as d
Y Pob b(x) v Vp “Pop,
3 = i = * 5 g (5.3.7)
p p=1 x=1 P b p p=1
portanto
dfg(x) - T_vpc (3 C - % c,) (5.3.8)
% X=1 b ‘

com
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¢, = (@, /dp) _, (5.3.9)

exato
oxate,

- N,
C = (P /dp) 4 = (dP dp)

p=1
(5.3.10)

onde impusemos gue a derivada de %wb em p=1 & igual a exata (nor
malmente conhecida, através de argumentos simples, para a rede par
ticular que estamos analisando). Além disso, a funcao de correcao
f,{x) foi introduzida principalmente para compensar & inclinacgao
possivelmente errada de P_, em p = 1 (fb(x) = 1 ¥x, se a inclina-
cdo exata & reproduzida pelo GR), e queremos gue seus efeitos re-
laxem gradualmente a medida que nos aproximamos de Pg ( portanto

x = 0); parece assim sensato requerer gue

dfb(x)

—~ax = 0 (5.3.11)

x=0
A fungfo mais simples gque simultaneamente satisfaz as condic¢oes da
das pelas egs. (5.3.6), (5.3.8) e (5.3.11) ¢ a parabola dada pela
seguinte equacgao
1-p. Vp

Y] 2
fb(x) = 1 + 5 (E; Cb - ) (1-x7) (5.3.12)

A expressio para a funcdo de correcdo e agora determinada de forma
fnica. Contudo o procedimento de extrapolagao ainda nao esta fecha

do; temos que indicar os argumentos de y e Yy, ha eq. (5.3.5) .Postu

lamos a seguinte transformacao

Xb(ﬁ) = x(p) (5.3.13)
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Resumindo, as eqgs. (5.3.1}) - (5.3.5}) e (5.3.13) levam ao seguinte

algoritmo de extrapolacgao

p-p., v/v
) " by

1—pc

v, /B, B/Vv
b’ "by (5.3.14)

p-p

y c,. Vv

que junto com a eq. (5.3.12) fecham completamente o procedimento.
A eg. (5.3.13) constitui a hipotese central do presente

procedimento e estabelece que um tipo de leili de estados correspon-

dentes vale para as fungoes aproximadas (GR) {Pmb(p)} associadas
com diferentes tamanhos da célula usada. Notamos que a eq. (5.3.14

torna-se identicamente satisfeita se, no limite b » «, P, > P .

c
vb > v, Bb + B e C, > C (em resumo, se wa(p) aproximar-se regu-—
exato - . .
larmente de P_ (p) para celulas progressivamente maiores), Es-

te formalismo reproduz essencialmente aquele usado por Curado e Co

(102) (para tensao superficial) para o caso particular

laboradores
B = (d-1}v e Bb = (d-1)vy (lembramos gque as singularidades da
tensdo superficial e do comprimento de correlagao sao, em geral ,
intimamente relacionados). Para o modelo de Ising bil-dimensional o
presente procedimento de extrapolagao conduziu a erros inferiores
a 3% (1%) para a abordagem do GR com b = 2 (b=5), sobre todo o do-
minio de variacdo da temperatura. O principal interesse do método

vem do fato de que o conhecimento de informagao comumente disponi-

vel (pc, v, Be C) e um unico resultado aproximado (GR) fornece

uma curva que &, em principio, satisfat6ria sobre o dominio inteiro
das concentragées de ligacoes.

Na nossa presente abordagem (GR, b=3) obtemos os resulta
dos para P_ gue estéo indicados na Fig. 5.3.71 e nas Tabs. 5.3.1 e

5.3.2, onde usamos que p = P = 1/2, v = 4/3, v, = 1,042, B =5/36,

c b
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Bb = 0,095, C = O(lgg) Cb = 0. Os resultados correspondentes
para PE estio indicados na Fig. 5.3.2 e nas Tabelas 5.3.1 e
5.3.2, onde usamos que B2 = 0,53 107) gy = 0,334, ®-0ecp =
= 3/4.
4 FIGURA 5.3.1 — Parametro de  ordem
’ (GR) P_ como funcao de px=py5p. Ali
b= lpresent) — nha chela superier corresponde ao nos
p ¥ (2] so resultado (GR) para b = 2*; a li-
w . - . -
b=3/2 nha tracejada e a correspondente cur
va extrapolada+ ; a linha cheia infe
. rior é o resultado de Tsallis et al.
05 (49)
— (b = 3/2); os pontos represen-
tam dados de Monte Carlo(lgé)
0 >
0 0.5 ! P
[
FIGURA 5.3.2 — Parametro de ordem,Pi co /

mo uma fungao de Py = Py Z p. As linhas

cheias correspondem a Tnossa proposta Hg

(b = 2$) e a de Tsallis et al.(igé);
linha tracejada e a curva extrapoladaf.
0.5
TNOSSos resultados nas Figuras
5.3.1 e 5.3.2 foram calculados ad QJ P

mitindo-se que o fator de escala

b correspondente & Fig. 3.2.71c €& igual a 2. Atualmente, a luz das

discussoes de Melrose(zl'z§) e Tsallis(zg) , devemos reconhecer

que este fator de escala vale 3.
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v B A B a*
) 10 8
TGR presente — 12 _ _jogpr 290N oo 1.19 In(2°/205) 6334 1.4
n(249/27) In(249/27) In(249/27)
(49) 1428 (b=2) 0.428 (b =2) 2.09 (b=2) 0.550 (b =2) 2.45 (b=2)
Outro GR —" 380 (b=3) 0.338 (b=3) 1.84 (b=3) ~
1305 (b=3) 0.198 (b=7%) 40 (b=7)
Presente . s
extrapolacao El 1 1.25 0.53° 1.92
Exato ou 413330 2.20.139° 0.53"
Monte Carlo
E — = ——
TABELA 5.3.1 - Valores para os expoentes criticos v, B e BB e para as amplitu -
B . - .
des A e A" associadas as grandezas P_ e Pi Apresentamos os resultades forneci-
dos pelo nosso GR; pelo procedimento de extrapolacao; resultados de Tsallis e
colaboradores -~ 3 resultados exatos ou de series extraidos da literatura. (a)
indica referencia (53); (b) indica que os resultados foram extraidos da refe -
réencia (49); (c) exprime que estes valores (exatos ou quase exatos) sao "input"

(e nao

os resultados foram obtidos da ref.

(60);

"output”) dentro do presente procedimento de extrapolacao; (d) indica que

(e) resultado exato obtido da referen

cia (106); (f) resultado de Monte Carlo obtido da ref. (107) . T representa o
mesmo como nas figs. 5.3.1 e 5.3.2.
P ps
p GR(b—2§ qxtrapg GR(b:Z? extrapo
B lado lado
0.5 0 0 0 0
0.51 0.764 0.655 0.303 0.167
0.52 0.814 0.721 0.380 0.241
0.53 0.844 0.786 0.434 0.335
0.54 0.865 0.791 0.476 0.346
0.55 (0.882 0.814 0.512 0.389
0.56 0.895 0.833 0.543 (0.427
0.57 0.906 0.849 0.570 0.462
0.58 0.915 0.863 0.594 0.495
0.59 0.923 0.875 0.616 0.525
0.60 0.930 "0.886 0.637 0.553
0:65 0.956 0.926 0.720 0.674
0.70 0.972 0.952 0.783 0.769
0.75 0.982 0.969 0.834 0.845
0.80 0.989 0.982 0.877 0.905
0.85 0.994 0.990 0913 0.951
0.90 0.997 0.996 0.946 0.982
0.95 0.999 0.993 0.974 0.999
1 1 1 1 1
TABELA 5.3.2 - Valores dos parametros de ordem P, e Pz para - o caso 1isotropico

(pp
trapo¥agao

5.3.1 e 5.3.2.

=p). Apresentamos os valores fornecidos pelo GR e pelo procedimento de ex
t representa o mesmo como nas figs.
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5.4 - CONCLUSOES

Desenvolvemos um formalismo de GR no espaco real (basea-
do em uma célula apropriada que estende o trabalho de Tsallis e

(49)

colaboradores —-") para calcular, para todas as coOncentracgoes de
ligacOes em uma rede quadrada anisotrdpica, 0s parametros de ordem
da ceélula infinita percolante e sua associada espinha dorsal

(Pw(px'py) e PE(pX,py) respectivamente. Eles exibem uma diferen

¢a interessante: enquanto Pm(px,py) apresenta descontinuidades

em (pX,py) = (1,0) e (0,1}, Pf (px,py) anula-se continuamente
a medida que aproxima-se da linha critica px+py = 1 (exatamente re
cuperada dentro da presente abordagem). O tratamgnto destroi ligeil
ramente a simetria P, 2 py da rede quadrada. No entanto nao de
ve ser dificil restaurid-la pela realizacao de médias "ad hoc" (fre
guentemente adotados na literatura) entre as equacodes Py, © —py ;
isto parece-nos entretanto ndo valer a pena, uma vez gue 0OS @rros
nurericos sdo praticamente despreziveis.

A fim de obter valores numéricos mais confiaveis ao lon-
go dos eixos p_ = Py = p (rede quadrada isotropica), implementa -
mos um procedimento para extrapolacac que provou ser muito eficien

te em outros problemas similares. Nossas melhores propostas aparer

cem na Tabela 5.3.1 (nao existem na literatura valores exatos para

p_ e Pf). Na vizinhanca do ponto critico P = 1/2 obtemos
P_ o~ A(p-1/2)F com B =5/361%8) o ax 1,25, ¢ 0B R TRRYPIL
com 8% = 0,53197) o B = q, 92,

Concluindo, dentro do quadro consideravelmente simples

do GR no espago real (nao mais dificil do que por exemplo, aborda-
‘gem de Campo Médio) foi possivel obter resultados numéricos confi

aveis para parametros de ordem "geométricos", para todo o dominio
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de variacdao dos parametros externos. A extensdao deste tipo de téc-
nica para outras quantidades {(geométricas e térmicas) e outras re-

des significard um progresso desejavel.



CAPITULO VI

FERROMAGNETO DE POTTS EM REDES HIERARQUICAS SIMPLES

6.1 - INTRODUCAO

Um dos aspectos relevantes em qualquer. teoria de aproxi-
macdes sucessivas &€ a convergéncia. Em particular no Grupo de Re -
normalizac3io (GR) no espaco real, uma vez escolhidos os tipos de
células e a transformagdo, usadas, a convergéncia das grandezas
estudadas € obtida analisando-se células cada vez maiores.Como re-
normaliza—-se uma célula de tamanho b em uma outra de tamanho b' <Db,
e como a convergéncia das referidas grandezas € obtida no limite
b + =, vemos que existe uma infinidade de combinagoes b,b' com as
quais podemos atingir este limite (por exemplo, b' = b/2). Assim
uma questdo natural que nos vem imediatamente & qudo rapida e a
convergéncia nestas tantas formas de se chegar ao limite. Como um
exemplo citemos a teoria de "Escalas em Tamanhos Finitos" que pre-
vé, nas duas situacbes limites (b'=1; b + =) e (b'=b-1, b » =) pa-
ra a transmissividade térmica (ou equivalentemente para.a tempera-—

tura) critica os seguintes comportamentos

* * m_l_ f_

R S (b*=1) (6.1.1)
e

* * C:_L L,

tb -t % {(b'=b-1) (6.1.2)

o
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onde x » 0 € um numero nao trivial, indicando que a  convergeéncia
€ mais rapida em (6.1.2), pois neste casc 0O termo corretivo tende
a zero com uma lei de poténcia, enguanto temos uma lei logaritmica
no outro caso.

Discutimos esta questdoc através do uso de duas familias
de células hierarquicas, as quais assocliamos o modelo de Potts de
g~estados, que sao gerados por uma transformacdoc de tipo Migdal -
-Kadanoff. Concluimos a discussdo fazendo, para as mesmas familias
de células, transformacdes com fator de escala infinitesimal (Gru-
po de Renormalizacdo Diferencial) onde calculamos temperaturas e

expoentes criticos.

6.2 - FORMALISMO E RESULTADOS

Consideremos as sequéncias de células bi-dimensionais in
dicadas na Fig. 6.2.1. Admitamos inicialmente que as ligacoOes de
cada célula obedecem a uma. distribuig¢ac randomica de probabilida -
des, onde cada ligagao tem probabilidade p de estar presente e 1-p

de estar ausente.

—_— Q i @ il = = = (b=2)
3

{b=3)

FIGURA 6.2,1 - Diéé}émé_ﬁasffgndorﬁézz;g sequéncias de células hierarquicas ca-

racterizadas pelos seus respectivos motivos (gerador da sequencia).
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Se cada seguéncia representa uma transformagido do Grupo de Renorma
lizagdo (CR) entdo a relagdo entre as probabilidades p e p' gque de
finem a iteragdco no grupo & facilmente obtida e é dada pela seguin

te eguacao:

p' = 1 - (1-pH)P (6.2.1)

A generalizagao da eq. {6.2.1) para o modelo de Potts de g-estados

leva a seguinte expressao:

b

-t b
1- 125
£ = 140t (6.2.2)
b 1-t2.b
1+ Ql—=]
1+0t
onde Q = g-1, g o© numero de estados da variavel de Potts e t a
transmissividade. Para g = 1 reobtemos a eqg. (6.2.1).

Os pontos fixos t* correspondentes a renormalizacdo de

uma célula de tamanho b em outra de tamanho b' < b , sdo determina

dos a partir da eq. (6.2.2) resolvendo-se a seguinte equagao
) * 1 +* _
tb(t ) - tb'(t ) =0 (6.2.3)
Apresentamos na Fig. 6.2.2 a evolugao de_t*(b,b'), para g=2, Como
funcdo de b, para duas situag¢des distintas, a saber: (a) b' = 1 ;
(b) b' = b-1. As outras solugbOes sao intermediarias entre estas du
as.
Analisando a eqg. (6.2.2) podemos mostrar gue no limite
h » =, £*(b,b') + 1 e gue as duas situacgdes correspondentes a

Fig. 6.2.2 atingem este limite com os seguintes comportamentos as

sintoticos
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e )
1,0f b'=b-1 bi=1 4
v
/ _
0,st
0 - . : ‘ 4 k b

0 5 1
| | 0 | 15 20 L 25

FIGURA 6.2.2 — Diagrama mostrando a evolugao de t*(b,b') versus b para dois ca-

sos distintos: (a) b' = t; (b) b' = b-1.

£ N1 - % (b'=1) (6.2.4)
e
PV R | (b'=b=1) (6.2.5)
e b e

Vemos que as transformagoes de GR fornecem no limite b +»®, somen-
te pontos fixos triviais. As corregoes assintoticas (6.2.4) e
(6.2.5) apresentam a mesma lei de potencias. Apesar disto, vemos
gue a amplitude no segundo caso & menor, indicando, como mostra a
Fig. 6.2.2, que a convergéncia & mais rapida quando b' = b-1. As
situacdes intermediirias (por exemplo, b'=2, b=4,5,...; b'=3, Db =
- 5,6,...) obedecem a mesma estrutura, ou seja, para um dado b
a convergéncia & td3o mais acelerada guanto mais proximo de b for
b'. Portanto, dentre todas as combinacgoes b,b' que podemos ter,pa
ra o exemplo em questéo, para construir a transformagac de GR, a

situacdo onde b' = b-1 & a de convergéncia mais rapida.



-103~

Consideremos agora as familias de celulas ilustradas pe-

la seguinte figura:
o

_— ———n & & B (b=2)

? 8
g

FIGURA 6.2.3 — Diagrama mostrando varias sequéncias de celulas hierarquicas ca

D —

(b=3)

i

—— 8 s

e se o

racterizadas pelos seus respectivos motivos. Cada célula desta figura € dual

da equivalente celula na Fig. 6.2.1.

A expressao analoga a eq. (6.2.2) para este caso e

i _ (d=tyb b
t! = 1+t 1 (6.2.6)

1-t b
T+ olymgy —

Podemos cbservar que as sequéncias de células na Fig., 6.2.3 sdao du
ais daquelas dadas pela Fig. 6.2.1. As transmissividades de uma da

da célula e de sua dual relacionam-se pela seduinte exXpressao

2z 1=t (6.2.7)

onde D em t? significa dual. Por conseguinte, toda informagao que
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* . . —~
gueremos sobre t pode ser extralda da discussao precedente com
respeito-a primeira familia de células, atraves do uso da equa —
cao (6.2.7). Desta maneira & facil ver que no presente Caso,quan

dob +®, t 0 com os seguintes comportamentos assintoticos

£ 0 L (b'=1) (6.2.8)
e
* 11 '
t7 T {b'=b-1) (6.2.9)
onde mais uma vez constatamos que b' = b-1 corresponde a situa-

cao de convergencia mals rapida.

6.3 - GRUPO DE RENORMALIZACAQ DIFERENCIAL

A analise feita na secdo anterior para as duas familias
de células bi-dimensionais pode ser estendida para uma dimensao d
gqualquer. As correspondentes familias de células obtidas apresen
tam as mesmas caracteristicas do caso d = 2, no que se¢ refere a
critério de rapidez de convergencia e ao valor limite t da trans-
missividade quando b + « {(devemos lembrar que a propriedade de
dualidade existe somente para d = 2). A expressao d-dimensional

correspondente & eq. (6.2.2) e Fig. 6.2.1 & dada por

1-£2 P
(I
. e (6.3.1)
1-t° b
1+ o=t
T+Qt

onde D = d-1 e d & a dimensao espacial.



-105-

Consideremos a transformagao de GR onde b' = 1 e b = 1+
obtida através de uma extensdo analitica da eqg. (6.3.1). Fazendo

b = 1T+u obtemos que

o
i

1+Du {(6.3.2)

(w3
n

t(1+ulnt) (6.3.3)

Usando estas expressoes na eq. (6.3.1) e fazendo uma expansaoc en

1 em que mantemos somente termos de primeira ordem, obtemos que

(1-t) (1+Qt) 1n T1-t

| . _
t' = t+ultlnt D T+0 (1+Qt)] (6.3.4)
0 ponto fixo da eq. (6.3.4) &
(1-t*) (1+Qt*) 1-t*
* k J—
t¥1lnt* = D 740 ln(1+Qt*) (6.3.5)
que fornece os seguintes comportamentos assintoticos
_ 1
t¥* v 1 - g e d-1 (d > 1) (6.3.6)
(109) , - ,
que reproduz o resultado exato —=' para redes hipercubicas de Bravais
guase unidimensionais.
* 1
€ = (d = 2) (6.3.7)
Vig+ T

que também & exato para a rede quadrada. Este fato ndo nos surpre-
ende uma vez gue a familia de células gue estamos tratando preser—

va uma das propriedades geometricas mais relevantes da rede quadra
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da, no que diz respeito a determinacdo de guantidades criticas,que
é a auto-dualidade. Obtemos também que

* e—(d~1)

t® (A » ) (6.3.8)

gue ndo corresponde a resposta exata na rede hipercubica.
Na Tabela 6.3.1 e nas Figs. 6.3.1 e 6.3.2, apresentamos
resultados para a transmissividade critica t* para diversoa valo-

res de g e da dimensao d.

FICURA 6.3.1 — Valores da transmissividade critica t* em funcao da dimensao d

. para varios valores de q.
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FIGURA 6.3.2 - Valores da transmissividade critica t* em funcao de q pa-

ra diversos valores da dimensao d.
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d-1
0 .2 5 1 2 5 o
< AN
1 0,9986 0,9549 0,6910 0,1910 0,0007 0
2
0 5,1615 3,0536 2,8825 1,5268 1,0323 1
1 0,9965 0,9029 0,5858 0,1770 0,0007 0
.5
o  5,1332  2,7474 2,0519 1,3737 1,0266 1
1 0, 9931 0,83% 1/2 0,1604 0, 0007 0
1
B 5,0876 2,4387 1,6294 1,2193 1,0175 1
1 0,9866 0,7561 0,4142 0,1389 0,0007 0
2
oo 5,0015 2,1093 1,3270 1,0547 1,0003 1
1 0,9687 0,6260 0,3090 0,1067 0,0006 0
5
w0 4,7778 1,7173 1,0530 0,8586 0,9556 1
1 0 0 0 0 0 0
o0 - - - - - 1
TABELA 6.3.1 - Valores da transmissividade critica t* (nimeros superiores) e
dos expoentes criticos (nGmeros inferiores) correspondentes a renormalizacao

usando as duas familias de celulas descritas pelas eqs.

(6.3.1) e (6.3.14}.

Consideremos agora o calculo do expoente critico v asso-

ciado ao comprimento de correlacdo. Ele e dado pela seguinte expres

-~

a0

v = 1Inb/InA

1

onde b = 1+p e A = %% .
t=t*

A partir da eqg. (6.3.4) obtemos gque

(6.3.9)
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-1 * D 1t
v = 1+1lnt - I {[(Q-1—2Qt*]ln(ﬂ—§£—;) - q } (6.3.10)

que tem os seguintes comportamentos

VoY (d ~ 1) (6.3.11)

que reproduz o resultado exato(lgg)

=1

w200 - L i + 1) @=2) (6.3.12)
/q
- ~ (60)
que nao corresponde a resposta exata—', e
v o> {d » =) (6.3.13)
Na Tabela 6.3.1 e nas Figs. 6.3.3 e 6.3.4 apresentamos

resultados para o expoente critico v para diversos valores de q e

da dimensao d.
10,0 H

g=100

S
O_ ] 110_ 2;0 3,0 4’0 5’0 d_‘]

FICURA 6.3.3 — Valores do expoente critico v em funcac da dimensao paréidiQer—
sos valores de q.
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FIGURA 6.3.4 — Valores do expoente critico V em funcao de q para diversos valo-

res da dimensac d.

Observamos gue os resultados obtidos através do uso da
transformacac infinitesimal, ndo coincidem com agueles dados pela
transformagao-onde.b' = b-1 no limite b + =, como esta transfor-
macao poderia sugerir, pelo fato de b/b' tender a 1.

A eguagdo d-dimensional correspondente a expressao

(6.2.6) e & Fig. 6.2.3 & imediatamente formulada:

1-t
1 - 1=

£ = 1+0t (6.3.14)
D

‘l:E*)b

1+0t

1T + O

Procedendo da mesma forma que discutimos a eqg. (6.3.7) obtemos que

a transformacac dada pela eqg. (6.3.14) fornece a mesma aproxima -
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¢ao linear em j§ que a dada por aguela equagéo, ou seja, a expres -
gsao dada pela eq. (6.3.4). Assim vemos que, na aproximacio linear
em y em questdo, a familia de células representada pela eq. (6.3.14)
fornece, para uma renormalizagao com fator de escala infinitesimal,
as mesmas temperaturas e ©s mesmos expoentes criticos.
Consideremos os motivos, geradores de transformacao de

GR, dados pela seguinte figura

ta
*b te
(a) (b) (c)
FIGURA 6.3.5 — Diagrama ilustrando tres tipos de células usadas em uma trans -

formagao de GR. ts by et 80 transmissividades térmicas.

Sabemos que os pontos criticos das transformagoes associadas com os

trés motivos, satisfazem a seguinte relagao

* < * < *
ta < tb < tc (6.3.15)
Como temos visto que a célula "a" e a celula "¢" fornecem a mesma
temperatura critica,entao a eq. (6.3.15) implica t3 = tg = t*.Des

te modo vemos que a renormalizagdo usando a célula (b), que & au-

to dual, também leva a resposta exata.
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6.4 - CONCLUSOES

Mostramos para duas familias de células hierarquicas,que
no Grupo de Renormalizaglo no espago real, ao escolhermos as celu-
las que geram a transformagdo iterativa do Grupo, a convergéncia
& tdo mais rapida quanto ﬁais proximo de b (tamanho da célula a
ser renormalizada) for b' (célula renormalizada), tendo seu valor
6timo quando b' = b-1.

Em uma segunda etapa analisamos a transformacdo infinite

simal onde b = 1+u e b' = 1, obtida através de uma extensao anali-
tica das egs. (6.3.1) e (6.3.14).Vimos que as duas familias de ce-
lulas estudadas levam aos mesmos resultados para a temperatura

critica e para o expoente critico do comprimento de correlacdo.Com
relacio A temperatura critica, obtivemos a resposta exata no limi-
(1

te @ -~ 1182

para redes hipercibicas de Bravals quase unidimen -
sionais e para d = 2 correspondente a rede quadrada, onde neste
caso, justificamos este resultado (exato) pelo fato das células se
rem auto-duais. Quanto aos expoentes criticos,conseguimos reprodu-

zir o resultado exato somente no limite d -+ 1(192)

Discutimos a convergéncia da temperatura critica atra -
vés do uso de células que fornecem pontos fixos triviais quando
b+ (t = 1 para a primeira familia e t = 0 para a segunda). Tal
vez por isto encontramos nos casos limites b' =1 e b' = b-1, cor-
recbes assintoticas que diferem apenas na amplitude. Seria interes
sante fazer o mesmo tipo de estudo para outras familias de células
que apresentem pontos fixos niao triviais no limite b + «. Acredita

mos que nestes casos, hdo so as amplitudes mas também as for -

mas funcionais dos termos corretivos podem ser diferentes.



CAPITULO VII

ESPALHAMENTQ SIMPLES E MULTIPLO
EM METIO UNIDIMENSIONAL DESORDENADO:
ARORDAGEM DE GRUPO DE RENORMALIZACAO

/.1 - INTRODUCAO

A teoria basica de espalhamento pode ser considerada
atualmente como bastante desenvolvida (veja por exemplo as refs.
(110) e (111)). Isto & particularmente verdadeiro para um meio

ordenado, mas para meio desordenado o problema apresenta wum grau
mais elevado de dificuldade. O objetivo deste capitulo(llg), e
mostrar como este tipo de estudo pode ser empreendido a partir
do ponto .de vista da teoria de fenomenos criticos (veja por exem-
plo a ref. (113)); nenhuma tentativa deste tipo foi feita antes ,
embora o correspondente tratamento de difusao ja esteja disponi-
vel(llé’llé). Ilustramos a abordagem em modelos uni-dimensionais
simples para espalhamento elastico incoerente, simples e multiplo.

Na Secgao II estabelecemos os resultados exatos no que
concerne a dependéncia da intensidade I com a distdncia £ e <com
o comprimento de penetragao & associado (fungao de parametros mi-
croscopicos do modelo). Na Segao III reobtemos £ em um contexto
de Grupo de Renormalizacao ({(GR) no espa¢o real conveniente; na Se

cao IV estendemos a discussao para modelos generalizados e final-

mente concluimos na Secao V.
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7.2 - MODELOS DE ESPALHAMENTO

Consideremos uma cadeia linear regular semi-infinita (cam
pardmetro cristalino igual a unidade) de centros espalhadores elas
ticos que espalham ao longo da cadeia; denotemos por fi o coeficil
ente de transmissio de intensidade do i-ésimo centro (ngi§1, Vi o
1-£, & a fracao refletida para tras).

Assumindo que o regime de espalhamento € simples ao lon-
go do semi-espaco inteiro, a razao de intensidade I(!i)/IO apos
atravessar os £ primeiros centros (IO sendo a intensidade inci -

dente inicial de o que quer que seja espalhado) & dada por

%
= I fi (simples) (7.2.1)

Se o coeficiente de transmissao & fO' o mesmo para todos os cen -

tros, entdo a eq. (7.2.1) pode ser reescrita como scgue:
-4/ .
N (simples) (7.2.2)
I(,(L)/IO = e
onde
£ = ““lfr— (7.2.3)
ln—f—
0

Se assumimos em vez disso gue o regime de espalhamento & maltiplo
ao longo do semi-espaco inteiro, o estabelecimento da razao I(M/IO
requer um pequeno desenvolvimento. Consideremos os dois primeiros
centros espalhadores, com coeficientes f1 <) f2; eles constituem um
centro espalhador composto com coeficiente equivalente f2 EI(Z)/IO

dado por
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th
1l

2
o = EgE, L1 (=F) (=E,)+ L= ) (1-F )1+ ...}

F1%2
= T (1-£,) (1-£,) (7.2.4a)

Esta expressdao pode ser convenientemente reescrita como segue:

= +F (7.2.4Db)

0 uso recursivo da eq. (7.2.4b) leva a seguinte expressao geral:

'I—I(EL)/IO § 1—fi
— 9. (miltiplo) (7.2.5)
1) /1, i=1 %3
Se o coeficiente de transmissdao & o mesmo para todos os centros
(£4) entdao a eq. (7.2.5) fornece
() 1 o
I, = TTL7E (maltiplo) (7.2.6)
onde
£
& = 0 (7.2.7)
-£,

Note-se que a hipotese do processo multiplo leva, no limite de leon
gas distdncias, a uma lei de poténcia (I(S?,)/I0 v £/2), em contras-
te com a lel expeonencial correspondente ao espalhamento simples,
Consideremos agora o caso em gue existe uma diluicac de
centros espalhadores na cadeia linear, isto €, a cada centro asso-

ciamos a seguinte lei de distribuicdo:
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P(f) = (1—p)6(f—1)+p6(f—f0) (0 = p, £, = 1} . (7.2.8)

Esta nova situagéo nao & senéo a anterior (p=1) com distancias re-
escaladas (note-se que a intensidade 1(&) nao deve depender,para § >> 1,
da ordem dos centros e vacancias, desde que suas respectivas con -
centragbes sejam preservadas); consequentemente as egs. (7.2.2) e

(7.2.6) continuam sendo validas porém £ muda para &/p, isto &, as

egs. (7.2.3) e (7.2.7) sao, respectivamente, estendidas para
¢ = —1— (simples) (7.2.9)
pln —
e f0
f0
- T a t- - 7'2'
£ 5Ti=Eg) (maltiplo) ( 10}

7.3 - ABORDAGEM ATRAVES DO USO DO GRUPO DE RENORMALIZAGAO

Consideremos o caso onde todos os centros espalhadores

sdo idénticos (f; = f ¥.}. Seguindo 0 procedimento usual de GR,

O.F
renormalizamos um "bloco" de b centros espalhadores em um bloco me
nor de b' centros; o comprimentc de penetracdo § se escala da se -

guinte maneira:

£r/b' = £/b (7.3.1)

A questao que se coloca & se esta equacdo e aquelas (a serem esta-

belecidas) gue renormalizam fO e p (em fé e p') nos permitem cal-

cular a funcgao E(fo,p).
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Vamos primeiramente tratar o caso puro {(p=1). A equagdo

recursiva para f, & dada por

fO = f0 {(simples) (7.3.2)
ou
1—f6 1-£,
b' ——f'.— = b —f— (mﬁltiplo) (7.3.3)
0 0
Imediatamente verificamos que as egs. (7.3.1), (7.3.2) {egs.(7.3.1)
e (7.3.3)) levam, para todos os valores de b e b', a eq. (7.2.3)
{eq. (7.2.7)) exceto por uma constante multiplicativa arbitraria.
Note-se também gue tanto as egs. {7.3.2) e (7.3.3) fornecem um pon
to fixo (trivial) estavel, a saber f0 = 0, e também um ponto fixo
{(critico) instavel £, = 1.
A discussio (GR) do caso diluido (p £ 1) & menos dire-
ta e clara do gue a anterior (p=1). A lei binaria (7.2.8) torna-se,

para um "bloco" de b centros espalhadores, complexa e ¢ dada por

b b b-i 1 —
P, {f) = izo (3) (1-p) p S (E-F, (£,)) (7.3.4)
onde
fé (simples) {(7.3.5a)
£, (£,) =
o i
f0+i(1—f0) (maltiplo) (7.3.5b)

Um GR b ~ b' completamente satisfatorio exigiria a identificacao

de Py = Pb(f;fo,p) e Pg, = Pb,(f;fé,p'), gue €& obviamente impos-

sivel, ja que as duas distribuicdes possuem quantidades diferentes
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de fungoes §. Consequentemente, se nao temos intengao de seqguir a
evolugdo completa e bastante complexa, sob renormalizagdes sucessi
vas, da lei de distribuigao, precisamos fazer uma aproximacao. A
presente escolha sera a de abordar a distribuicao renormalizada

verdadeira através da seguinte distribuigao binaria

P' (£) = (1-p')8(E-1)+p'd (£-£) (7.3.6)

Em outras palavras, substituimos a identificagde impossivel de Pb

e Pg,

mos tantos momentos guanto podemos (dois no nosso caso porque te-

pela identificacao Eossivel de P e P', enquanto preserva -

mos so dois parametros, p e fo). Assim, as relagoes de recorréncia

para p e f, sao construidas impondo-se

<g(£)>., = <gl(f)> (7.3.7)
Py Py

2 2
<[g(f)17>,, = <[g(f)7]> (7.3.8)
Pb ' Pb

onde g(f) & uma funcdo (em principio) arbitraria a ser escolhida .
Usando a eq. (7.3.4) podemos escrever as egs. (7.3.7) e (7.3.8)

da seguinte forma:

b .
b' NN LS R B '
iZO (7 ) (1-p*) p' g (£, (£4))
by boi i =
= 7 () -p)T Tpglf, (£5)) (7.3.9)
i=o * 1o

b Jobteil i = ot i2

|~ g
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b
b b-i = 2
L) (-p) g (E (£g))] (7.3.10)

i=0

Estas equacdes determinam (pelo menos implicitamente} p' :p'(p,f&
e fé = fé(p,fo), uma vez tendo escolhido a funcgao g{f). A esco -
lha mais simples gue se pode pensar e g(f) = f (denotamos por GR-f
as relagoes recursivas correspondentes): ela fornece resultados
bastante razoaveis em todo o espago - (p,f,) (veja Fig. 7.3.1) ,
bem como o comportamento "critico" exato (a saber & = 1/p) se p*0

e 0 < f0 <1, e £ « 1/(1—f0) se f0 ~ 1 e 0 < p s 1) para os mode

los de espalhamento simples e multiplo.

FICURA 7.3.1 - {(a) Diagrama indicativo do fluxo-GR no espaco fO {coeficiente de

transmissao) X p(concentracdo) para ambos GR-f e GR-s, para modelos de espalha-
mento simples e miltiplo (8 denota pontos fixos; a linha p =0 e 0 = fO £ 1 e
uma linha de pontos fixos). Linhas tipicas iso-§ (o valor do comprimento de pe-
netracio é indicado nas curvas) correspondendo a modelos de espalhamento sim -
ples (b) e multiplo (c): as linhas cheias sao resultados exatos (reobtido pelo
GR-s, ¥b,b', e as linhas tracejadas correspondem ao GR-f com b'=1 e b=2 (note-

—se a melhora dos resultados quando & aumenta: para & = 100 nac existe mnenhuma

discrepancia grafica.

Ccontudo a escolha mais simples ndo &€ a melhor: se escolhemos g(f)-=
= s(f} (denotamos por GR-s as relacgdes recursivas correspondentes),

onde
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in 3 (simples) (7.3.11a)
s(£) =
1-f .o
5 (multiplo) (7.3.11b)
verificamos gue g(fi(fo)) = ig(fo) para ambos espalhamentos, sim -

ples e miltiplo. Usando esta propriedade as eqgs. (7.3.9) e (7.3.10)
podem ser diretamente somadas, e obtemos

b'p's(f(')) = b ps(f (7.3.12)

o)
b'p' (1-p’') [s (£0)1° = bp (1-p) [s (£y)] (7.3.13)

A eg. (7.3.12) Juntamente com a eg. (7.3.1) fornecemime

diatamente (exceto por uma constante multiplicativa arbitraria)

1

g :p—s-'(:E“—O“‘)"" (7.3.14)

gue e a resposta exata para ambos os tipos de espalhamento.Em cer-
to sentido € surpreendente verificar gue existe uma escolha relati
vamente simples de g(f) que compensa exatamente os erros introduzi
dos pela nossa aproximacdoc (em principio) grosseira, a Saber a
substituigdc de uma lel de distribuicao bastante complexa por uma

binaria simples. Finalmente & importante notar que as egs.(7.3.12)

e (7.3.13) fornecem uma relacdo de recorréncia para p independen-
te de fO:
b' 2+ = b P (7.3.15)
1-p 1-p

que apresenta og pontos fixos p 0 (instdvel) e p = 1 (estavel)
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Esta equacgio é bastante diferente daguela tipica de percolagdo, a

1bl. ) b

saber (g g~, onde introduzimos a variavel q = 1-p correspon-

dendo a concentracdo de "buracos" de centros espalhadores.

7.4 - MODELOS GENERALIZADOS

Vamos agora estender os modelos de espalhamento que es-
tivemos considerando associando a cada centro espalhador a seguin

te lei de distribuicgao

P (f)

(1—p)6(f—f1)+p6(f—f2) (0 < f1, f2 < 1) (7.4.7)

a qual para f, = 1 e f2 = f,, reproduz a eq. (7.2.8). As eqs.
(7.2.2) e (7.2.6) continuam validas, com as expressoes (7.2.3)

e (7.2.7) generalizadas para

1

7.4.2
(T=p1 5 (F,)+p5 (1) (7.4.2)

com s(f) dado pela eq. (7.3.11) (para uma distribuic¢do arbitraria
P(f) a eq. (7.4.2) se tornaria § = 1/<s(f)>P).

Se gueremos abordar este modelo estendido com um forma-
lismo de GR, podemos sequir ao longo das linhas da Secao III, e

introduzir a lei de distribuicac renormalizada

P'(£) = (1-p') 8 (F—£,)+p' 8 (f=£,) (7.4.3)

que generaliza a eq. (7.3.6). Agora temos um espag¢o de parametros
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tri-dimensional (a saber p, f1 e fz); conseguentemente, as eqgs.

(7.3.7) e (7.3.8) adicionamos a seguinte eqguagao

3 3
<[g(£¥]17>,, = <[g(£}]™> (7.4.4)
Py Py

onde Py (e analogamente Pg.) agora & dado por

b .
b b-i i =
P (£) = L (5)(1-p) T TpTS(E-E, (£,£,)) (7.4.5)
i=0
onde
r fb-—-i i .
1 £5 (simples) (7.4.6a)
£.(£,,£,) 1
S =3 1-f
1+ (b-1) + i (miltiplo) (7.4.6b)
£, £,

Se escolhemos g(f) = s(f) dado pela eq. (7.3.11} (denota
do por GR-s), verificamos que g(fi(f1,f2)) = (b—i)g(f1)+ig(f2) pa-
ra ambos espalhamentos,simples e multiplo. Usando esta propriedade ,

as egs. (7.3.7), (7.3.8) e (7.4.4) fornecem

b' [ (1-p")s(£,)+p's(£5)] = bI(1-p)s(£,)+ps(£,)] ’ (7.4.7)

b'p' (1-p') [s(E5)-s(£1)1% = bp(1-p) [s(£,)=s(£)1% (7.4.8)

b'p'(1—p')(1—2p')[s(f'2)-s(f:‘)]3 = bp(1~p)(1-29)[S(f2)—s(f1)]3
(7.4.9)

A eqg. (7.4.7) juntamente com a eg. (7.3.1) proporcionam {a Menos

de uma constante multiplicativa arbitraria) a resposta exata, a sa

ber,a eq. (7.4.2}.
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7.5 - CONCLUSOES

Discutimos o espalhamentco (unidimensional) elastico inco
erente simples e maltiplo em cadeia linear semi-infinita pura, di-
luida e de centros mistos (distribuigdo binaria que recupera os ca
sos puro e diluido como casos particulares). Este modelo € equiva-
lente a uma situagdo na qual o feixe que esta sendo espalhado tem
incidéncia normal em um meio semi-infinito estratificado composto
por fatias espalhadoras. Os principais resultados exatos que esta-

belecemos (re-estabelecidos para os mais triviais entre eles) sao:

i) A dependéncia da intensidade com a distancia para centros espa-

lhadores de coeficientes de transmissaoc arbitrarios (egs. (7.2.1)
e (7.2.5)}); no caso de centros idéntices as lels sao respectivamen
te exponenciais (egs. (7.2.2) e (7.2.3)) e de poténcias ( egs.

(7.2.6) e {7.2.7)) para espalhamento simples e multiplo.

ii) A extensdo do caso (1) para as cadeias lineares diluida ( egs.
(7.2.9) e (7.2.10) para os modelos simples e maltiplo, respectiva
mente) e de centros mistos (egs. (7.4.2) e (7.3.11)) para cadeia

linear.

Também mostramos que estes fenOmenos podem, frutiferamen
te, serem vistos como "criticos", e como tal devem ser trataveis
em um contexto de GR. Mostramos como isto pode ser feito nos siste
mas uni-dimensionais mencionados acima, usando-se técnicas usuais
de GR no espago real. Neste sentido nossos principais resultados
sao:

i) Renormalizando "blocos" de b centros espalhadores em "blocos"

de b' centros (b' < b), obtivemos, para todos os valores de b e b',

o0 comprimento de penetrac¢8o £ exato para a cadeia linear pura.
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ii) No caso das cadeias lineares diluida e de centros mistos, apro
ximamos a distribuigéo complexa (do coeficiente de transmissao f )
que emerge sob renormalizagdes sucessivas, por uma distribuicgao
binadria. Nio existe uma Unica maneira de fazer isto: nodos escolhe -
mos preservar tantos primeiros momentos (dois no caso diluido,trés
no caso de centros mistos) de g(f) guanto possivel, onde g(f) é
uma funcio arbitraria. A escolha mais simples g(f) = £ ja & bastan
te satisfatoria (veja Fig. 7.3.1a,b). Entretanto a melhor escolha
& g(f) = s(f) onde s(f) & aditiva ( no sentido de que s (i centros)

is (um centro); veja eq. (7.3.11)): para esta escolha o compri -

mento de penetracao £ exato & reobtido, para todos os valores de
b e b', para as cadeias diluida e de centros mistos e modelos de
espalhamento simples (lei exponencial) e multiplo (lei de poten -
cia). Em certo sentido & surpreendente que uma funcao s(f) exista
tal que compense exatamente o errc envelvido em nossa aproximacgao
onde somente um numero finito (em vez de infinito) de momentos e
preservado. Entretanto tais func¢des convenientes ja foram usadas

em uma variedade de sistemas, tails como os modelos de Ising(llg),

(117,56) ) (118) (119)

Potts ;, 4(N e reslistores

iii) A natureza geométrica do presente problema de espalhamento
na cadeia diluida & diferente daquela da percolacao (padrao), co-
mo pode ser visto através da maneira como a concentracao p se re -
normaliza (veja eqg. (7.3.15)).

A extensdo destas idélas para tipos mais complexos de es

palhamento (d-dimensional, anisotrdpico, inelastico, coerente) em

sistemas d-dimensionais seria desejavel.



carITULO VIII

CONCLUSOES

Através da técnica de Grupo de Renormalizacao (GR} no es
pacgo real discutimos as propriedades criticés térmicas (fronteiras
criticas, classes de universalidade, expoentes de "crossover"} e
geométricas (parametros de ordem, comprimento de penetracao) para
varios sistemas fisicos. Entre os sistemas que estudamos podemos
encontrar os seguintes: puros (isotrépicos, anisotropicos), desor-
denados (diluicioc de sitios, de ligagoes diluidas ou mistas), homo
géneos, inomogéneos, descritos em redes regulares, em redes hierar
quicas, descritos por formalismos Hamiltonianos ou nio.

Inicialmente discutimos o ferromagnetco de Potts de g-es-
J_ e

x" Ty
J, arbitrarios). Analisamos para todo o valor de g onde a transi-

tados na rede clbica simples, completamente anisotropica (J

c¢do é de segunda ordem, a dependéncia em g da temperatura critica
T.r dos expoentes criticos Vir Vo € Vg do comprimento de correla -
cio, associados respectivamente a d = 1,2, e 3, e os expoentes cri
ticos de "crossover” L (d=1sd>1) e ¢, (d = 2<«=d=3). O
nosso GR reproduziu uma guantidade consideravel de resultados exa-
tos conhecidos e sempre gue nossos resultados numéricos ndo coilnci
dem com valores disponiveis exatos ou de séries, as discrepancias
existentes sdo pequenas, o que nos levou a adguirir confianca no

guadro geral. Assim acreditamos gue no limite q = 0, nossos resul-
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oo (3 3 3y

tados (inéditos) para d = 3, @23 o 1//6, tc )(q) n té )(O)+té )(O)q
L]

e valq) v v3(0)+vé(0)q (com valores finitos para té3)(0),té3) (0),

v3(0) e vé(O)) sdo corretos. As classes de universalidade que en-

contramos sao as esperadas, isto &, a de tr8s dimensOes para todos
os valores de JX > 0, Jy > 0 e JZ > 0; a bi-dimensicnal quando
um e somente um dos trés J's e zero; a uni-dimensional quandc somen
te um dos J's & diferente de zero. Através de um procedimento de ex
trapolacgac calculamos T, para varias razoes arbitrarias Jy/Jx e
J, /I, e q=1,2,3. Sempre que a comparacdo.com  outros resultados
disponiveis (tipicamente de séries) foi possivel, nossos resultados
mostraram ser muito satisfatorios.

Em uma segunda etapa tratamos do ferromagneto de Potts em
uma rede inomogénea constituida por dois volumes cubicos simples
semi-infinitos (caracterizados pelas constantes de acoplamento J1

e J., respectivamente) separados por uma interface (1,0,0) correspon

2
dendo a rede quadrada (caracterizada pela constante.JS). 0 diagrama
de fases exibiu quatro fases fisicamente diferentes, a saber, a pa-
ramagnética, a ferromagnética de um volume Gnico, a ferromagnetica
de dois volumes e a ferromagnética de superficie (onde somente a su
perficie estd ordenada). Neste diagrama podemos = encontrar quatro
classes de universalidade . Se aquecemos o sistema de tal maneira
que A < Ac (veja Fig. 4.3.3) as magnetizacdes dos volumes se anu -
lam com um expoente enquanto a superficie se anula com um expoente
diferente do R bi-dimensional. Para A > AC os volumes comtinuam com
o mesmo expoente enquanto a superficie que se desordena em uma tem-—
peratura mais elevada, apresenta desta vez o expoente critico bi-di
mensional. Para A = A, obtemos uma nova classe de universalidade .
Os volumes tém sempre © mesmo expoente enquanto a magnetizacao da

superficie vai a zero com um expoente critico diferente de todos os
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anteriores. Apresentamos pela primeira vez, a evolugao de Ac com ¢

e J2/J1. Para o modelo de Ising (g=2) obtemos para o caso da super

ficie livre (J2/J1 = 0), A = 0,76 que deve ser comparado com ©
resultado de séries 0,6 *+ 0,01 de Binder e Hohenberg(gl), com ©
resultado de Monte Carlec 0,5 £ 0,03 de Binder e Landau(gﬁ) e com

o valor de campo médio 0,25; para o caso de volumes iguais (J1=J2)
obtemos A = 0,10 que deve ser comparade com o valor zero obtido
de campo medio.

Discutimos também o problema da superficie livre (J2:=0)
onde a superficie é diluida. Analisamos a evolugao da fase ferro -
magnética de superficie com a concentrac¢do de ligacdes p para g =1
e g = 2. Existe uma competigac entre p e o valor da intensidade J_
das ligagOes da superficie. O decréscimo de p desfavorece a fase
de superficie; J, comporta-se no sentido contrario. Para p < 0,41
a fase de superficie desaparece totalmente. Para este valor da pro
babilidade (menor que a probabilidade critica P, = 1/2 associada
a percolagao biﬁdimensional) b, diverge. Constatamos gue para oS
casos estudados (g=1 e g=2), a diluig¢do da superficie nao altera
a criticalidade do sistema. ExtensOes naturals deste problema seri
am a inclusao do segundo volume (T, # 0), assim comoc a discussao
para outros valores de g, de tal maneira gque fosse possivel exi -
bir a mudanca de classe de universalidade que é prevista(lgg'lzz )
para um certo valor de g a ser determinado. Isto foi feito por Ca-

9 - -
(—3), no entanto as celulas gque eles usaram nao

valcanti e Tsallis
levam a resultados gquantitativamente bons. Seria interessante tam-
bém fazer o mesmo tipo de discussac empregando outros modelos (eg.
o ferromagneto de Heisenberg).

Neste trabalho desenvolvemos também um formalismo de GR

(baseado em uma célula apropriada gue estende o trabalho de Tsallis
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(49)

e colaboradores '—’, para calcular para todas as concentracoes de
ligagbes em uma rede quadrada anisotropica, os parametros de ordem
da célula infinita percolante e sua associada espinha dorsal

B - . . .
(Pm(px,py) e Pm(px,py)). Eles apresentaram caracteristicas distin

tas: enquanto Pm(px,py) & descontinuo em (Px'Py) = (1,0) e (0,1),

PE(PX'PY) anula-se continuamente a medida que se aproxima da linha
critica px+py = 1 (recuperada exatamente dentro da presente aborda
gem) . Para obter valores numéricos mais confiaveis ao longo dos ei
X0s p, = py = p (rede quadrada isotropica), implementamos um pro -
cedimento de extrapolagao gue mostrou ser muito eficiente em ou-
tros problemas similares. Na vizinhanga do ponto critico P, = 1/2

B (106) B g8
obtemos P_ v A(p-1/2)" com § = 5/36 ' —' e A n 1,25 e P_vA(p-1/2)
com BB = 0,53(191) e AB = 1,92, Dentro do quadro consideravelmente
simples do GR no espaco real (de complexidade operacional compara-
vel a da teoria de Campo Medio) foi possivel obter resultados numé
ricos confiaveis para parametros de ordem "geoméetricos", para todo
0 dominio de variagao dos parametros externos. A extensdo deste ti
po de técnica para calcular outras grandezas (geométricas, termi -
cas) bem como o tratamento para outros tipos de redes significaria
um avanco desejavel.

Qutro ponto que nos interessou neste trabalho foi a ana-
lise da convergéncia das grandezas fisicas estudadas através da
aproximacdo de GR no espac¢o real. Mostramos para duas familias de
células hierdargquicas que a convergéncia & t&o mais rapida quanto
mais proximo de b (tamanho da celula a ser renormalizada) for b
(célula renormalizada) e que portanto a situag¢ao ideal, para b e
b' inteiros, ocorre gquando b' = b-1. Em seguida tratamos da trans-
formacao infinitesimal (b' = 1; b = 1+1) gque se obtém atraves de

uma extensdao analltica das expressoes correspondentes a renormali-

zagao com fator de escala racional. Constatamos que as duas fami-
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lias estudadas levaram ao mesmo resultado para a temperatura e ex-
poentes criticos. Com relagao a temperatura critica obtivemos a

(109) para redes hipercu

resposta assintotica exata no limite d - 1
bicas de Bravais quase uni~dimensionais e para d=2 .correspondente
a rede quadrada. Para os expoentes criticos conseguimos reproduzir

o resultado assintdético exato somente no limite d » 1
lise que fizemos poderia ser estendida a outros tipos de sistemas
a fim de que as idéias que analisamos possam ser estabelecidas.
Por fim, com a intencao de exibir a versatilidade do em-
prego de técnica de GR no espago real discutimos . o espalhamento
uni-dimensional) elastico incoerente, simples e multiplo em cadeia
linearrsemi—infinita pura, diluida e de centros mistos. Obtivemos
a dependéncia da intensidade com a distancia, para centros espalha
dores com coeficientes de transmissao arbitrarios. Mostramos que
as lels obtidas para as. intensidades podem ser vistas como “"criti-
cas" e como tal podem ser tratadas pela técnica de GR. Ao renorma
lizarmos "blocos" de b centros espalhadores em "blocos" de b' cen-
tros (b' < b) obtivemos o comprimento de penetragao § exato para
a cadeia linear pura. Para o caso das cadeias lineares diluida e
de centros mistos, utilizamos no processo de renormalizagao uma
conveniente variavel s (analoga a usada em problemas anteriores )
com a gual reproduzimos o comprimento de penetracdac & exato, pa-
ra todos os valores de b e b', para modelos simples (lel exponenci
al) e maltiplo (lei de poténcias). Temos visto também, gue a natu-
reza geométrica do problema em guestao & diferente daguela da per-
colacdo (padrdo), como pode ser vigsto atraves da maneira como a
concentracido p se renormaliza (veja eq. (7.3.15)). A extensao natu
ral deste tratamento & abordar tipos mals complexos de espalhamen-

to como d-dimensional, anigotropico, inelastico, coerente entre ou
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tros.

Retornando a discussao do ferromagneto de Potts em rede
cibica anisotropica, uma extensao que poderia ser feita para este
problema seria adaptar os calculos que fizemos incluindo valores
negativos para as constantes J's de acoplamento de modo gque a pro
blematica anti-ferromagnética poderia ser analisada. Em um segundo
nivel, seria interessante calcular as magnetizacgdes inerentes aos
varios tipos de sistemas estudados. A formulacao de uma teoria que
fosse capaz de predizer transicoes de fase de primeira ordem que
eventualmente ocorrem nos referidos sistemas enriqueceria bastante

a discussao.



APENDICE A

METODO CORTE-COLAPSO: MODELO DE POTTS

0 método de Corte—Colapso(Zg’l—g’l—l) para o modelo de

Potts & um algoritmo de calculo que permite determinar a funcao de
correlacao de qualquer grafo a dois terminais, de uma maneira sis-
tematica.

A transmissividade associada a uma ligagao descrita pe -
1o modelo de Potts de g-estados em uma dada rede & obtida através

da seguinte egquacgao

- 1 = equa/kBT
ta B "an/kBT (A.1)
1 + (g-1)e

A composicao de duas transmissividades em série resultando em uma

transmissividade equivalente teq é dada por (veja Fig. A.1)

FIGURA A.t - Diagrama mostrando a composi-
cao de duas transmissividades em série; o o ?
indica sitio terminal e & indica sitio in

terno.
aq

= t, t (A.2)

gue & obtida através do calculo do
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trage parcial scbre o sitio interno da Fig. A.1.
A composigao de transmissividades em paralelo & obtida de
acordo com o esquema indicado na Fig. A.2, gque leva ao seguinte

algoritmo para o calculo de teq

D D D

teq = t1 t, {A.3)
onde t? entende~se por transmissividade dual e & dada por

D _ 1ot

Nt ® 0

ty

t, t, dualidade dualidode
Sl * —ﬁp o—

o ! t

'2 °q eq

6 s |

FIGURA A.2 - Esquema indicando como se obtém a transmissividade equivalente no

caso de ligagbeg em paralelo. t?

& a transmissividade dual.

t? mapeia a regiac de alta em baixa temperatura do modelo de Potts

bi-dimensional. Uma vez calculado tgq em (A.3), (A.4) leva a te
. - D .D
ja que [teq] = teq'

Vemos que qualqgquer grafo gque seja redutivel a sub-grafos

q r

onde sO existem transmissividades em série ou em paralelo pode ser
resolvido através do uso sistematico dos algoritmos (A.2) e (A.3)
para se determinar a transmissividade teq correspondente. Existem

porém grafos irredutiveis; nestes casos o uso de (A.2) e (A.3) nao
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é suficiente para determinar teq (veja Fig. A.3a).

0 Método Corte-Colapso calcula a transmissividade equiva
lente de qualquer grafo a dois terminais, mesmo gue eles nao sejam
redutiveis a sub-grafos com ligac¢des em série ou em paralelo somen
te.

Consideremos um grafo a dois terminails com transmissivi-
dédes {ti} . 0 calculo da transmissividade equivalente teq leva a
uma expressao gue consiste na razao entre dois polindmios nas vari

aveis ti's, ou seja,

N({ti})

teq = Biqqi;rr = G({ti}) (A.5)

onde 0 numerador N ¢ o denominador D sao funcoes multilineares de
{t;}. Escolhamos a j-ésima ligacdo do conjunto {t;} e a "cortamos"

("colapsamos"), quer dizer, consideramos tj =0 (tj = 1). O resul-

tado destas operacgOes gera dois novos grafos os quals chamamos de

grafo cortado e grafo colapsado. Chamemos G;O) a transmissivida

de do grafo cortado e G§1) a do colapsado. Assim temos gue

(a) (b) (c)
FIGURA A.3 - Grafos a dois terminais: (a) grafo que queremos calcular teq;

(b) grafo cortado; (c) grafo colapsado.
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[t}

() (f¢! (0) (re' 1y /p(0) (ge’
G5 ) ({tgh) = N (e /D5 (e D) (3.6)

(1) ' (1) ' (1) '
o ttelhy = wfM e hoi e b (8.7)

onde {ti} & o conjunto de transmissividades {t;} excluindo a liga

¢do j. A multilinearidade de N e D implica gque

(0) ' ' (1) '
N({ti}) (1—tj)Nj ({ti}) + thj ({ti}) (A.8)

0 ' '

D({t;}) (1—tj)D§ )({ti}) + tjD;1)({ti}) (A.9)
A utilizacio sistematica de (A.8) e (A.9) constitui a essencia do
Método de Corte-Colapso. Neste processo a preservagao da funcao de
correlacgao (onde & feito o trago parcial sobre todos os sitios internos )
& satisfeita automaticamente.

Apliguemos, a titulo de ilustragao, o método para o gra-
fo da Fig. A.3. Ao cortarmos (colapsarmos) a ligagdo do centro (a
escolha e arbitraria) do grafo A.3a obtemos para os grafos corta

do e colapsado as seguintes expressoes:

Ny 2% (ge2)t?

D (t) 1+ (g-1)t
e
(1) N () 2 3 2.4
G (t) = == 4AtT+4(g-2)t +(g=-2) "t
D(1)(t) = 5 i (&.11)
1+2(g=1)t"+(g-1)t
Usando (A.8) e (A.9), obtemos,
2 3 4 5
C(t) = 2t°+2t7+5 (g-2)t "+ (g-2) (g=3) t ) (A.12)

142 (g=1) £+ (g=1) £ 34 (g=1) (g=2) >
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gue €& igual ao resultado que obteriamos se fizessemos o trago parci
al sobre os sitios internos da maneira usual. Convém lembrar que ao
cortarmos (colapsarmos) a ligacao central na Fig. A.3, os grafos ge
rados A.3b e A.3c sao resolvidos trivialmente com o uso de (A.2)

e (A.3).
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