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RESuUMO

Estudamos a dinamica de uma classe de modelos cosmolégi
cos do tipo Bianchi IX, ap0s reduzirmos as equagdes de Einstein a
um sistema hamiltoniano. Atraves do método de Melnikov comprova -
mos a existéncia de caos na dinadmica destes modelos e em segui -

da, realizamos alguns experimentos numericos.
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INTRODUCAO

A Cosmologia Relativistica, baseada na concepcdo de gra
vitacéo como curvatura do espago-tempo, surge come uma das mais
impressionantes e belas contribuigées da Fisica Moderna ao acervo
cultural da humanidade. Herdeira das pretensées milenares do Ho -
mem de explicar o Universo como um todo e armada pela matematica,
ela nos oferece uma concepgéo dinémica do Ceosmos, com profundos
reflexos em todes os nlveis do conhecimento(l).

Uma das caracteristicas mais notaveis da Teoria da Gra-
vitagéo de Einstein & sua néo—linearidade intrinseca: todas as for
mas de energla contribuem para a geragéo do campo gravitacional —
curvatura do espago-tempo — inclusive a propria energia deste cam
po ! As equagées de Finstein (veja Capitule I}, equagées diferen
ciais parciais acopladas de segunda ordem, nao-lineares, relacio-
nam as fontes de energla com suas manifestagées gravitacionais.

Equagaes néo—lineares ordinarias e parcilais descrevem
inumeros fenamenos fisicos, do péndulo simples a curvatura do es-
pago-tempo, de particulas num sincrotron a movimentos turbulentos
de um fluido. Em Mecanica Classica, por exemplo, os problemas le-
vam a equagoes néo—lineares que se dividem em duas classes. A pri
meira, conhecida por todos os fisicos, se compée dos problemas
integraveis (por exemplo, o de Kepler}. Contrariamente a impres -
sao deixada pela maioria dos livros-textos, os problemas néo—intg
graveis (por exemplo, os trés corpos da Mecénica Celeste) de modo

algum sdo casos patoldogicos ou mera curiosidade. De um modo geral,



(2)

sao fisicamente mais relevantes que os primeiros =’ e mais, cons-
tituem a classe genérica dos sistemas mecanicos, como mostraremos
no Capltulo III, para sistemas Hamiltonianos. O espago de fase
destes sistemas apresenta em geral uma estrutura altamente com -
plexa, com regiées nas gquais se desenvolvem movimentos caéticos(*’
(também chamados estocasticos). Tal resultado ja era conhecido
por Poincaré(é’, pPOrém nossa compreensao destes sistemas somente
avancou com o trabalho de Kolmogorov, Arncld e Moser, gue trata -
ram dos efeitos de perturbagées nao—integréveis e explicaram guan
do a teoria tradicional de perturbagao diverge{i). O principal
resultado deles € a prova de gue existem regiées regulares nc es-—
pago de fase apesar das regiées caoticas. Isto se seque do chama-
do teorema KAM gue afirma a permanéncia guase inalterada das solu
gées "quase periddicas" dos sistemas integraveis nos sistemas nao
—-integraveis, em geral.

0 advento de computadores de grande porte permitiu o es
tudo numérico das solugdes dos sistemas nao-integraveis, confir -
mando as predigées de Poincare, Birkoff e do KAM de um espago de
fase onde se misturam regiées estocasticas, regides bem-comporta-
das, pontos fixos, etc.

Nos ultimos anos assistimos a lenta penetrag&o dessas
idéias, gue emanaram da Mecanica Classica, entre os varios ramos
da Fisica e algumas areas proximas, destacando-se o movimento pla
netario, feixes e aceleradores, confinamento e aguecimento de par

(5)

ticulas carregadas, dindmica quimica e sistemas gquanticos ='.

Em Cosmologia as propriedades estocasticas foram trata-

(*)

Este e outros conceitos aqui mencionados serac definidos oportunamente.



das primeiramente nos artigos de Belinskii, Khalatnikov e Lif-
shitz(é), quando discutiram o colapso gravitacional de uma classe

de modelos cosmologicos. Eles mostraram que uma solucao cosmologi

ca das equacgdes de Einstein do tipo Bianchi IX se aproxima da
‘singularidade (t + 0) de uma forma oscilatoéria, consistindo de
uma sequéncia infinita de perlodos, chamados "eras" durante oS

quais duas das funcées de escala (da métrica) oscilam e a tercei
ra decresce monctonicamente. Ao se passar de uma - -era para outra
o comportamento monot§nico & transferido para outra das tres fun-
¢oes de escala. 0 tamanho de cada era & determinado por uma se-
quéncia de numeros {XS|0 <X, <1, 8= inteiro}, cada um deles ob

tido do precedente pela transformacao (ou mapeamento) X par-

s+1

te fracionaria de 1/XS. Das propriedades desta transformacao os
autores citados anteriormente concluiram gque o .comportamento do
modelo se torna estocastico ao se aproximar da.singularidade para

uma condicdo inicial arbitraria dada num tempo ty > 0.

(z) obtiveram um mapeamen—

(8)

to que simula o comportamento do Universo Mixmaster '—° , apresen-

Mais tarde, Chernoff e Barrow

tando fortes propriedades estocasticas.

Estes trabalhos sugerem que a estocasticidade & uma ca-
racteristica dos mapeamentos que aproximam a dinémica dos modelos
de Universo (descritos pelas equagées de Einstein) perto da singu
laridade cosmoldgica.

Pretendemos exibir aqui um exemplo de modelo cosmologi-
co no qual o comportamento estocastico no colapso gravitacional
deve-se aos fenémenos homoclinicos de Poincaré{g). Como ©  nosso
mapeamento provem diretamente das equagées diferenclais acredita-

mos que estes fendmenos sdo a caracteristica basica do comporta -

mento caotico no caso geral.



0 nosso modelo, que pertence a classe Bianchi IX(lg)apg

rece como uma generalizacao (ou perturbacao na geometria) do co -
nhecido Universo de Einstein(ll).
O primeiro trabalho sobre perturbagOes em modelos cosmo

(12)

10gicos foi o de Lemaitre —', no qual ele examinou o Universo

(li), pois as equagdes

de Einstein e demonstrou sua instabilidade
de Einstein implicam que a amplitude das perturbagoes iniciais, em
primeira ordem, da densidade de matéria do modelo crescem exponen

cialmente com o tempo, a taxa de crescimento dependendo somente

da densidade de matéria presente inicialmente.

(14) (15)

A seguir, Lifshit=z e Lifshitz e Khalatnikov —' ana
lisaram a estabilidade das solugdes cosmologicas das equagOes de
Einstein desenvolvendo um método geral de se tratar perturbagOes

(16)

em primeira ordem em modelos isotropicos. Hawking também tra-

tou perturbagées de modelos cosmologicos usando a formulagéo qua
se—Maxwelliana das equagées de campo de Einstein(lz).

Nos trabalhos citados acima as perturbagées sao todas
em primeira ordem, isto &, apenas termos lineares nas perturba -
gées sao mantidos e a dinamica se da atraves das equagées de cam
po linearizadas.

Utilizaremos aqui um tipo de perturbagéo gue denominare
mos "exata", a ser discutido oportunamente.

A métrica do nosso espacgo-tempo, junto com um exame de-—
talhado da topologia do modelo cosmolégico; serd apresentada no
Capitulo T.

No capitulo seguinte obteremos as equagdes de evolugao
do nosso modelo; as quais reduziremos a um sistema Hamiltoniano
dependente do tempo no plano. Jé entao escolhemos o modo particu-

1

lar (e mais simples) de vibracao das secgOes 82 e 5 cujo produto



topologico, localmente, compée 83, nossa variedade espacial.

Estabelecidas as equaqées gque estudaremos, faremos um
breve apanhado de alguns resultados da teoria de Sistemas Dinami-
cos gue resultara no Capitulo III, La discutiremos sistemas Hamil
tonianos; teoria de perturbag§es para sistemas néo—integréveis, o]
teorema de Poincaré-Birkoff e o teorema KAM, mostraremos a forma
genérica de um espago de fase para sistemas néb—integré?eis e ob-
teremos a expressao da fungao "distancia de Melnikov".

Finalmente, no Capitulo IV, provaremos a emergéncia de
movimentos estocasticos no sistema em consideracao. Discutiremos
as implicacgdes filsicas de tais movimentos e apresentaremos, a ti-
tulo de ilustragao, alguns experimentos numéricos.

A técnica de tetradas ortonormais e os calculos do Capi
tulo I estéo no Apéndice A. Os calculos do Capitulo II estao no
Apéndice B. Uma breve discusséo do mapeamento "ferradura" de Smale
ocupa o Apéndice C. Por ultimo, as condigées de energia séo trata

das no Apéndice D.
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CAPITULO I

A METRICA DE UM Espaco-TEmpo MY
coM TOPOLOGIA RxS3

1.1 - INTRODUCAO

0 objetivo deste capitulo e a construgéo de um modelo
de universo espacialmente homogéneo(lﬁ). Asgim o denominaremos
porque a variedade espago-tempo provém do produto topologico de
uma reta por uma hipersuperficie tri-dimensional que é orbita de
um grupo de isometrias de dimens%o trésg.

Tal meodelo possui uma foliagéo de hipersuperficies do
tipo espacial, cada uma delas homogénea. Todos os pontos nesta se
géo espacial séo fisicamente equivalentes, evoluindo globalmente
no tempo a medida que passamos de uma sec¢ao espacial a outra.

Utilizaremos como hipersuperficie espacial a tri-esfera
83, de modo que teremos segées espaciais fechadas (compactas).

ApoOs definirmos nossa variedade como um grupo de Lie,
exibiremos os campos vetoriais invariantes sobre S3 e entéo, exaw
minando a topologia de 83, postularemos a métrica de nosso modelo
de universo.

Nossas principais referéncias = serao Oszvath e

(19) (20)

Schiikling e Assad



1.2 - BASES INVARIANTES DE CAMPOS DE UM-FORMAS PARA A VARIEDADE M“

0O espaco-tempo de nosso modelo de Universo sera definido

(21) simplesmente conexo S3XR, com uma métrica

invariante a esquerda introduzida sobre m* - rxg3 que € solugao

como © grupo de Lie

das equagoes de'campo de Einstein para um fluido perfeito.
. 4 C o N .
Seja E° o espago euclidiano quadridimensional com coorde

nadas cartesianas

a = (a0,a1,a ,a3) . (1.2.1)

Definimos 83 como o conjunto de pontos em E4 que satisfazem

2 2

2
0 + (az) + (a

2% o+ ah =1 . (1.2.2)

3

3 ,b2,0%) e 87 defini

Para gquaisquer a = (ao,a1,a2,a ), b = (bO,,b‘i

mos a lei de multiplicagao

ab = [aobo —alp! - a%? - a’%? ,

(1.2.3)

Sob a operacao (3), 83 torna-se um grupo atuando sobre si me smo
por multiplicagao a esquerda, ou seja: para um dado Vv € 83 , uma

. - 3 , -
translacao a esquerda de 57 em si mesmo € exXpressa por

a' = va (1.2.4)
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e de (3) temos gque a' ¢ S3, para todo a ¢ S3. Como para qualquer
a # 0 existe uma Unica translacac a esquerda de a € §° para um
dado é' > 83, S3 & um grupo simplesmente transitivo.

S3 agindo sob si mesmo pela multiplicacdo a esquerda

(3) € um grupo de Lie com os trés campos vetoriais independentes

. . = 3
invariantes a esquerda sobre S gue se seguem:

e1u = (—a1,a ,a ,—a2)
ezu = (—a2,—a3,a0,a1) {(1.2.5)
133.H = (-a a r-a1ra- )

onde um campo vetorial invariante a esquerda X sobre um grupo G

é definido por

vX{a) = X{va) , {(1.2.6)

para qualilsquer v, a = G.

Os campos vetoriais (5) sao obtidos por uma translacdo
arbitraria a esquerda a dos trés vetores unitarios independentes
{(¢,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) gue definem o espago tangente a
S3 numa vizinhanga da identidade (1,0,0,0).

Para translacées a direita do grupo de Lie 83 em si mes

mo temos resultados analogos. Seguindo (4), definiremos tal trans

lagao por

a' = av (1.2.7)

com os campos vetoriais independentes invariantes a direita sobre

S3 correspondentes
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f117i = (—a1,a0,—a3,a2)
fzu = (—a2,a3.ao,-a1) (1.2.8)
f3u = (-a3,—a2,a1,a0) .

Definindo o comutador de dois campos vetoriais e,f por

[e,f] = Lef ' (1.2.9)

onde Lef & a derivada de Lie de f com relacac a ¢, temos que

[ei,fj] = 0 . (1.2.10)

As bases (5) e (8) expressas como

X, = - 7€) ;iﬂ
X, = - % eh Eiﬁ (1.2.11)
X3 = = % e} gﬁﬂ
e
Y, = -5 £ giﬁ
Y, = - 5 £} Eiﬁ (1.2.12)
Y3='1§f;"a“z_u
fornecem as representagaes da algebra de 83
(1.2.13)

[X; /. X51 = &5 505
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[Yi,Yj] = =€k Y, . (1.2.14)

0 fato de o grupo de rotagoes tri-dimensional ser o S3 nos
motiva a introduzir os angulos de Euler (x,9,¢), com 0 <0 <7,
0 £ y%,¢ < 2mn como coordenadas sobre nossa variedade. As transfor-

- . 4
macoes de coordenadas cartesianas de E° para coordenadas sobre S

sao dadas por(gg)

0 _ 8 P+
a = C0OS5 > sen 5
1 8 d—X
ad = —= 5cn 2 sen -—-—-—-2
{(1.2.15)
2 _ 8 o-X
a = S5en 3 cOSs 2
3 _ 0 P+¥
a = C0S —'2" CcOos 3 -

0s campos vetoriais invariantes a esquerda (10), nessas

coordenadas, séo{gg):

3
Xy = Ay
_ siny 3 ; d
X, = €08 X 55 * Find 3% cotglsiny X {(1.2.16)
_ ; 3 cogy @ d
Xy = =sin )} =5 sinb 3¢ cotgfcosT X

com as um-formas invariantes correspondentes

w = dy + cosdep

cosyd0l + senfseny d¢ (1.2.17)

£
1l

g
i

~-senydf + senbcosy d¢
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(16) e (17) sao duais
i i
X. = 8. < 2.
w { j) i (1.2.18)

e (17) satisfaz

dml = —Eljkwjf\wk

Sobre a variedade unidimensional R, isomorfa 3 reta infi
nita, introduzimos a coordenada t (- < t < +w) com campo vetorial

e um—forma associada dados por, respectivamente

-
X0 = 5t
(1.2.19)
mO = dt
que satisfazem
[XO’Xi] =0 i=1,2,3
(1.2.20)
dwo = 0 -

pPortanto, a variedade Rxs3 € o grupo .de cobertura univer

sal da algebra (13) e (20}, com
(Xgr Xy rXy,X5) (1.2.21)

", 01,02, 03 (1.2.22)

constituindo, respectivamente, as bases para ©s campos vetoriais

. 4
e um~formas sobre a variedade M™.
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1.3 - A METRICA DA VARIEDADE MLl (24)

Vamos introduzir inicialmente sobre a variedade M4==R><S3
uma métrica Lorentziana estatica invariante a esquerda, usando pa-
ra isto as um~formas (22) e os campos vetoriais (20), que sao ba -
ses, respectivamente, para as um-formas e para o0s campos vetoriais
sobre a variedade.

Este elemento de linha & dado por(lg)

2.2 3.2

2 2% 1 wh? s WA e Wy (1.3.1)

g = (wo)
(8] V]

g(X,, %) = diag(1,-3%,-2%,-2%)  a,k=0,1,2,3  (1.3.2)

onde Az = constante. Por construgic, este elemento de linha clara-
mente tera os vetores (2.12) como vetores de Killing devido a
{(2.10).

Sabemos que a tri-esfera S3 possul estrutura de um fibra

1 (23)

do, de base 52 e fibra homeomorfa a S . Isto significa gque,lo

calmente, S3 possui a estrutura S1XU, onde UC 82.

Para explicitarmos a decomposicac da métrica (1) ou (2)

de acordo com a fatoragao 53 = S1XU, U 52, notemos inicialmente

que o campo vetorial X, & definido sobre 51

. Vamos entﬁo decompor
o egpaco vetorial tangente a S3 relativamente a X1.

E claro que podemos sempre decompor um vetor desloCamen-—
to arbitrario dx* num certo ponto do espago tangente a 83, do se -

guinte modo:

dx” = ax% + B , a =1,2,3 {1.3.3)
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onde
B X1 = 0 . (¢ = 1,2,3) {(1.3.4)

e X,| & o campo vetorial definido sobre 81.

As equagOes (4) e (5) implicam em
o = dxo*x1 (1.3.5)
&
€ &
X, . X
g = [q“ S S ]dxk (1.3.6)
A 2
(x,)

onde a métrica g, Vem ao escrevermos a expressao (2) para t = cte
na forma

—ar? - st (1.3.7)

. 2
gak diag (1, 1,sen 0} (1.3.8)

e definimos as novas ul-formas como

S 21

= w = dy + cosedgp
0(2) = do (1.3.9)
0(3) = dg¢ .

Aqui definimos um operador de projecdo hék sobre o espa-

¢o local ortogonal a X1:

o o XX
h Ly =9 T T (1.3.10)}
(x,)
Assim, temos o espac¢o vertical paralelo a ax19, gerado

LD

pelo vetor X,, possuindo um-forma associada e métrica

1’

gv:gv(X1,X1) = {1.3.11)
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e o espago horizontal, perpendicular a X1, possuindo métrica

1 0
gH:(gH)mn =h, = 2 (1.3.12)
0 sen 0
(m,n=2,3)

que reconhecemos como a da esfera SZ. Este espaco € gerado pelos

campos vetoriais

-
Y(2) * 30
(1.3.13)
3 3
Y(3) = 3¢ - ©°%Y 5y
Podemos entdo reescrever a expressao (2) como
2 _ (1),2 (m) _(n)
-d1® = g (X,X ) (6" )" 4 (gy)p, 00 (1.3.14)

(m:n=213)
de acordo com a decomposigao local S1XU, U< s7.

Finalmente, usando a propriedade de 83 discutida acima,

(*)

definiremos nosso elemento de linha

2

ds~ = (w0 2

)2 - A% g, (¢, X (1),2

) (o - B2 (0 (g, 0 ™™, (1.3.15)

1 mn

onde fizemos os raios dos setores da geometria S1 = SZ, A e B,regpectivamente,
dependentes do tempo, de modo que as segées t = constante tem es -
trutura de S3.

Esta construgao-é equivalente a escolha das componentes
nao—nulas do tensor métrico, descritas na base dos campos vetori -

ais invariantes a esquerda, eq. (2.21), como sendo

(%)

Faremos sempre ¢ = 1.
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]
—

Jo0 = 9 (XyrXp)

g’_]1 = g' (X,],X.I) = —Bz(t)
(1.3.16)
g22 =d (X21X2) = —Bz(t)
2
9y3 = 9 (X5,X5) = -A (t) .
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(21)

(22)
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CaPiTULO 11

A DINAMICA DO MODELO

2,1 - INTRODUCAO

Usando as equagoes de Einstelin estabeleceremos neste ca
pitulo a dinamica de nosso modelo de Universo. Discutiremos os ca
sos do Universo de Einstein e perturbacoes em sua geometria. Ini-
cialmente estudaremos o caso isotropico quando identificaremos nu

~ - . 1
ma mesma funcgao do para@metro temporal os raios dos setores S e
2 . . 1 2
S”. A seguir faremos os raios dos setoresS e S dependentes do
tempo, separadamente, e finalizaremos com as equacgoes do movimen

to de setor S1 sendo excitado gravitacionalmente pelo movimento

2
do setor S5 .

2.2 - As EQUACOES DE EINSTEIN

Nas equagdes de campo da teoria da gravitacdo de Einstein

(e, = 0,1,2,3. sao Indices de coordenadas)
R
RaB -2 % " AgaB - KT&B (2.2.17)
RaB é o tensor de Ricci, R = Raa o escalar de curvatura, A a

(25)

"constante cosmologica" e TaB 0 tensor momento-energia —
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Como conteudo material de nosso modelo tomamos um flui-
do perfeito com densidade de matéria-energia p e pressao P,
medidas locamente pelos observadores co-moveis com campo de
2.
ot °

Num referencial de Lorentz local adaptado ao campo

quadri-velocidade

ot
(ver Apéndice A) o tensor momentum-energia tera a forma prescrita

pela Relatividade Restritallﬁ)

Tap = (D+p)8A8B - Plag (2.2.2)

(A,B=0,1,2,3)
onde BA possui componentes (1,0,0,0). As componentes nao-nulas de
T sdo

AB

T = D ’ T =T =T = p . (2.2.3)

As equagbes de Einstein no referencial de Lorentz local

definido por (A.26)

(A,B=0,1,2,3)
para o elemento de linha (1.3.15) e para o fluido acima, se redu-
zem as seguintes equagées independentes(*) (as componentes do ten
sor de Ricci e o escalar de curvatura estao calculados no Apéndi

ce A)

o
(%) o ponto denota derivagao relativamente a coordenada t.
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(a B = 0)
a2 2AB 8.2 1
_ + + (_ + - + A = Kp (2.2.4)
153 AB B B2
(A = B =1)
38 3 a%® B2 1
_ 22 22 1 (D) - — - A = kp (2.2.5)
B 4B4 B B2
(A = B=2) = (& =B = 3)
A B a’ A
—K_g_j_A_E—A;-Kp {2.2.6)
4B

Tomaremos as equagdes (4) e (5) como definigdes da densi

dade de matéria-energia p e pressao p, respectivamente.

Uma expressao gue relacione apenas A, B

das pode ser obtida se subtrairmos a eq.

Esta equacdo, que relaciona de uma
. , 1
movimentos dos setores

5 e

S2

um lugar de destaque neste trabalho.

em interacdo via gravitacao,

e suas deriva-
(6) da eq. (5), obtendo

e e 2 [ ] »

A_B,a°_ B2_ 1 A _

A B ;4’ B ;Z AB

(2.2.7)

forma nao-trivial os

ocupa

2.3 - 0 UNIVERSO DE EINSTEIN, PERTURBAGCAO ISOTROPICA E PERTURBACAO
DE sl g 82 (28)

_B2

Quando A2 L2 na metrica

(1.3.15),

obtemos o Uni -
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verso de Einstein, com a eq. (2.7) satisfeita identicamente. As
equag¢bes (2.4.5 e 6) fornecem as bem conhecidas relagées(gé):

~l§ = - 20 = kp

2L

Examinemos as perturbag¢bGes na geometria deste modelo

a) Perturbagao Isotropica (A = B)

Faremos aqui a versaco exata (sem aproximagoes) das per-—

turbacgoes de Lemaitre‘lg).

Para A = B a equagao (2.7) & satisfeita identicamente.

As equacoes (2.5 e 6), com p = 0, fornecem
s 2,282, X -0 (2.3.1)
B B 2B2

Introduzindo um novo parametro temporal, n, definido por

an = B-1/? at (2.3.2)

(*)

a equagao (1) se torna

BY + =0

B" + % 2

1
8
que provém do hamiltonianc independente do tempo

2

H = (B')“ + V(B) = C (2.3.3)

| —

o
( o sinal ' significa derivada com relagao a 0.
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com

ViB) = B ' (2.3.4)

| =
w

onde C & uma constante.

O caso de interesse fisico € o de A = A <0 (o indice
E sempre se referira ao modelo de Einstein).

Para este caso, a Figura 1 mostra o grafico V(B) e as

regides de B onde surgem as solucgoes do tipo Friedmann, solugoes

tipo de Sitter e o caso limite da solugao de Sitter.

vi®) ,

SOLUCOES - po §oLVeBES TIPD
FRIEDMANN PE SITTER
A e N

CASO LIMITE | 50LUCAD

//uv DE DE SITTER

— v

"FIGURA 2.3.1 — O potencial V(B) para perturbagoes isotropicas.
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Este caso limite se aclara gquando usando as eXpressoes
{(3) e (2.4), calculamos a expressdao da densidade de matéeria-ener-

gia

para este modo de perturbacao.

As perturbacoes de Lemaitre correspondem a perturbagodes

linearizadas na vizinhancga de B2 = Az = Bé. Nestas, a perturba-
cdo na densidade de matéria-energia cresce exponencialmente(gl):
/Kpolt
8p = Gpo e . (2.3.5)

b) Perturbacadao Exata do Setor S1

Suponhamos que apenas o raio do setor 81 varie no tempo. Fare -

mos entdao o raio da 2-esfera permanecer fixo, B2 = L2 = Bé. Assim
a eq. (2.7) se torna
. 2
R , (2.3.6)
L L
gue provém do hamiltonianc independente do tempo
. 2
=2 4 v@ =0p (2.3.7)
onde
4 2
A A
VA) = —g - —3 (2.3.8)
4L 2L2

e D & uma constante.
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A Figura 2 apresenta um esbogo de V(A). O plano de fase

associado ao movimento sob a influéncia desse potencial esta na

Figura 3. - e e

V{N)

f 3

»

CURVA 4
HOMODCZLIMILA P

/)

CURVA

W ne
OMOCLINICA (0,0) PomTO FiXO
HomMmocLINILO

FIGURA 2.3.3 — Plano de fase AXA .
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Embora do ponto de vista de sistemas dinamicos, tanto o
dominio nao-positivo quanto o néo—negativo sejam igualmente admis
siveis, nos restringiremos ao ultimo ja que o eixo A = 0 corres -
ponde a uma singularidade fisica do modelo: divergéncia de p,p e
dos invariantes geométricos.

Observe que © minimo do potencial na Figura 2 se da quan
do A = L = A,, ou seja, a configuracido do universo de Einstein é
um ponto de estabilidade desta classe de modelos.

Por outro lado, na Figura 3 temos curvas fechadas em tor
no do ponto (A;,0) limitadas pela curva homoclinica(*) e, Cada
trajetoria periddica corresponde a uma solugao cosmologica exata
e estavel, dependendo do parametro de "energia" D e gque pode ser
confinada em qualguer vizinhanca do ponto de estabilidade (AE,O)
por uma escolha conveniente da constante de integragao.

Para este modo de perturbacao, a expressao (2.4), defi-

nicao de p , se torna

2
o = Ao+ - By (2.3.9)
LY 4L
e a pressao
2
kp = = & - 5+ 2B . (2.3.10)
L L

Nestas trajetdrias periodicas podemos sempre fazer com
que as condicgOes de energia sejam Obedecidas por intermédio de

uma escolha conveniente dos parametros A e D (veja Apéndice D).

w

L.
( )curva homoclinica sera definida no proximo capitulo.
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¢) Perturbacgao Exata do Setor 82

Agora faremos com gque apenas o raio de S2 dependa do pa
rametro temporal, enguanto mantemos o de S1 constante, A2=L2=A§ .

Neste caso a equagéo {(2.7) aparece como

. . 2

B 2

=+ (_g_) +_12._I“._4.=0 . (2.3.11)
B B

A expressaoc
.2 21.%0uB  E
B = =1 + ———i— + (2-3-12)
52 B2

& uma integral primeira de (11), E sendo uma constante de inte -
gragao. Se introduzirmos uma nova variavel q = Bz(t), a equa -

cac (3) & reescrita como

2
- 2L
= — 2 + . (2.3.13
q T )
0O hamiltoniano
-2

H =3+ V(g = 2E (2.3.14)

com
2

Vig) = 2q - 2L 4nqg

fornece a equacac de movimento (13). O grafico do potencial e o

planc de fase associado sao dados pelas Figuras 4 e 5, respectiva

mente.
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FIGURA 2.3.4 ~ O potencial V{g}.

bp

FIGURA 2.3.5 - Plano de fase éXq.

By
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Usando as equagoes (12) e (13) expressamos p e p em fun

cao de q:

2L2£nq + 2E - L2/2

Kp = + A
2q2
2, 2
p = 2L74ng + 25 - 5L°/2 _ A ]
2q

Para as trajetdrias periddicas B(t) tambem a configura-
géo do Universo de Einstein e um ponto de estabilidade desta clas-
se de modelos. Elas também correspondem a uma solugao cosmologica
exata e estavel, como discutido no caso anterior, obedecendo as
condigées de energia (veja Apéndice D), selecionadas pelo parame-

tro 52 = 2E - Vm e com um periodo de oscilagaoc dado por

in.

V2E-V {q)

J
44

(ver Figura 4), onde dq, € dy sdo os pontos de retorno de um movi-

mento neste pogo com energia 2E.

2.4 - INTERACAO GRAVITACIONAL ENTRE Sl E 82

Passaremos agora ao tratamento de um tipo mais complica-
do de movimento. Trata-se da oscilagdoc do setor S1 excitado pelo
setor 52. Essa excitagdo se da via gravitacdo no sentido de que é

governada pela equacao (2.7).

Se supusermos que conhecemos uma solugdo periodica exata
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(3.12), B(t,s), podemos substituir o termo £ (retirado de (3.4))
B g2_ 1
B B A
na equacac (2.7) e obter
A2 . 302 20 . (2.4.1)
Bt A

Definindo um novo parametro temporal, n , atraveés de

dn = B™ ' (t,e)at (2.4.2)

~ . * - L)
a equagao (1) pode ser reescrita como( ) (ver Apendice B)

A" o+ _i—l’“_ {A3—L2A} =0 . (2.4.3)
B (t,e)
_ 2 2 .
E claro que para B ({t,eg) = L~ recaimos no caso (b), ana

lisadc na secac anterior.
Discutamos a aproximacdo linear da equacao (3). Suponha
1 2 ) . .
mos que 0s setores S e S oscilem nas vizinhancas do Universo

de Einstein: A = B = L. No Apéndice B mostramos que, em primeira

~ 2 -
ordem em € , a fungac B (t,e) e dada por

B%1)(n,e) =1+ ¢ COS(vOn) + 0(52) ’ (2.4.4)

(%)

0 sinal {1) significa derivacdo relativamente a variavel n.
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na qual o indice (') indica primeira aproximag%o e Vg = /2. (Fize
mos o raio do universo de Einstein L = 1.)

Para um movimento na vizinhanga do ponto (1,0), desenvol
vendo-se no fundo do pocgo da Figura 3.2, definimos uma nova varia-

vel

de tal modo que reescrevemos a equagdo (1) — retendo apenas ter -

mos em primeira ordem em u quando expandimos V(A), eq. (3.8) em tor

no de A = 1 — na forma
n . 2
u' + —5———— u = 0 . (2.4.5)
B (n,e)
(1) *
Como estamos supondo a perturbagao £ muito pequena, a
equacao (5) se torna

" + 2{l-ccosvZ n) u = 0 , (2.4.6)

que € uma equagéo de Mathiedgﬁ) com parametros na regiéo de ins-
tabilidade: a amplitude de oscilagéo cresce pois ha ressonéncia
entre frequéncia de oscilagao natural do sistema e a da perturba -
cao.

Fisicamente, temos gue gualguer flutuagao do raio A em
torno da posigido de equilibrio (1,0) — para o modo particular de
interagao entre S1 e 52 que estamos examinando — leva ao cresci -
mento do raio A e portanto, a equagao aproximada (5) néo mais se

aplica. Estudaremos esta situac¢do no Capitulo 4.



-32-

O proxime passo consiste no estabelecimento da fungao
B2(t,€).-E1a depende do tempo cosmologico t, o mesmo utilizado na
equagao (1).

A primeira aproximagéo para Bz(t,e) s0 pode ser um mo-
vimento harmonico de amplitude muito pequena, correspondendo a

uma leve oscilagao do setor s? em torno de sua posigao de equili-

brio. Assim,

B%1)(t,€) = LZ + Lecosvot + 0(82) {(2.4.7)

com v, = vY2/1L (ver Apéndice B).

Também no Apéndice B mostramos que a aproximacac em se-

gunda ordem em € para a funcgao Bz(t,e) é
B%(t,e) = 12 + L cosvyt + € [ - 1 cos2vyt] + o0(e) . (2.4.8)

Por outro lado, as derivadas na equacao {3) Sao realiza
das relativamente ao parametro temporal n. Seria conveniente,por
tanto, possuirmos as express@es das funcées B%1)(t,e) e B%z)(t,e)
em termos do parémetro n , ao estudarmos a eg. (3) no Capitulo 4.

Mais uma vez nos referimos ao Apéndice B para o calculo
das expressées analogas as equacﬁes {7} e (8) em termos da varia-
vel 1 , uma das guais antecipamos em (4), a outra sendo

2 L2 2.1 1 2 1 : 3
B(2)(n,e) = L + Lecova0n4-e [f - 5 sen Lvon— e cosZLvOn]+O(e)

(2.4.9)

A expressdo (4) nos informa que em primeira ordem em ¢



—33-

a troca do parametro t pelo parametro 1 nao modifica a forma da
expressao (4). No entanto a equagio (9) difere significativamen-
te da equacao (8).

Reduzimos a equacdo de Einstein (2.7) a equagdo dife
rencial (1), para o modo de interégéo particular que escolhemos.
No proximo capitulo veremos alguns resultados da teoria de siste
mas dinamicos planares, principalmente hamiltonianos, que empre-

gamos no estudo da equacado acima a ser realizado no Capitulo 4.
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CaPITULO  III

ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA DE SISTEMAS DINAMICOS

3.1 - INTRODUCAO

Apresentaremos a descrigao hamiltoniana de um sistema di
namico classico com a qual discutiremos rapidamente a teoria de
perturbagdo para sistemas néo-integréveis. Aquil mostraremos de on-
de surge o problema dos pequenos divisores da Mecénica Celeste co-
mo motivagéo para abordarmos qualitativamente o teorema KAM e o}
teorema de Poincaré-Birkoff, que serao estudados na versao de mapea
mentos.

A seguilr digressionaremos de forma qualitativa sobre mo-
vimentos altamente irrequlares (cadticos) de natureza homoclinica.
Finalmente, de um modo bastante simples, deduziremos a fungao dis—-
tancia de Melnikov, um resultado da teoria de perturbagéo em siste
mas dindmicos que indica a presenga de fenémenos homoclinicos.

Utilizaremos como principais referencias Berry(ég),Lhﬂl-

tenberg e Lieberman(g) e Arnold e Avez(él).

3,2 - SISTEMAS HAMILTONIANOS E TOROS INVARIANTES

Vamos supor que o sistema dinamico em consideragao seja
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hamiltonianc com n graus de liberdade. Para descrevé—lo necessita
mos de n coordenadas generalizadas q; © seus n momentos conjuga -
dos P, Neste espago de dimensao 2n, denominado espacgo de fases ,
0 estado do sistema num determinadeo instante pode ser pensado co-
mo um ponto cujo movimento informa a evolugao temporal deste sis-
tema. Obtém-se tal movimento através da fungao hamiltoniana H(qi,

22}

Pi,t) gque o determina com as seguintes equagoes —':

dq.

i 9H
I " Ip. (3.2.1a)

i
i=1,2,...,n

dp.

i oH
FE T T 3q. (3.2.1Db)

1

Como & sempre possivel converter uma hamiltoniana depen
dente do tempo numa gue néo o seja pela adigéo de mais um grau de
liberdade aoc sistema, utilizaremos em nossas discussées uma hamil
toniana H = H(E,E), independente do tempo.

Um sistema hamiltoniano com n graus de liberdade possui
localmente 2n-1 constantes de movimento independentes do tempo. A
gquestao crucial & quantas destas podem ser definidas globalmente.

Tal sistema & dito completamente integravel guando exis
tirem n integrais primeiras, independentes, analiticas, monovalen

tes e em inveolucgao, ou seja, n fungles

F. (@;,p;) , m=1,...,n (3.2.2)

que sdo constantes, fm’ ac longo de cada trajetoria do sistema.Di
zemos que um conjunto de fungdes esta em involugao guando © parén

tesis de Poisson de gquaisquer duas delas for identicamente nulo:



37~

BFm BFn BFn BFm

3p; 3q; 3Py ad;

n
{r,F .} = 1 ) . (3.2.3)
n s
i=1
Se fizermos uma transformacdo canbnica para um novo con
junto de variaveis, &i e ﬁi’ considerando os novos momentos conju
gados ﬁi as proprias constantes £, teremos como solucao do nos-—

S0 problema

q; = qi(t;fi,ﬁi) ’ (3.2.4)

onde os Si séo constantes de integrag&o que, junto com as cons -
tantes £, Sao determinadas pelas condigées iniciais.

Todos oS sistemas que podem ser resolvidos exatamente,em
Mecanica Classica, séo integraveis deste modo.

A existéncia dessas n constantes de movimento F em in-
volug&o restringe o movimento do ponto representativo do sistema
no espaco das fases (dimenséo 2n) a, no maximo, uma variedade m
de dimensao n.

Mostraremos a seguir que essa variedade mg e um toro de
dimensao n. Dadas estas n constantes Fm em involugao, construamocs

n campos vetoriais Vi, de 2Z2n componentes no espago de fase:

Vo= (==, - = , i=1,...,n . (3.2.5)

Sobre cada wvariedade m definida ao fixarmos os valo-

fl
res das constantes fm em (2), os campos vetoriais V_ sao "bem com
portados" e independentes {(pois assim sdo as funcoes Fm). Aléem

disso sao tangentes a variedade mg, ja que por (3) cada V_ & per-

pendicular a todos os campos vetoriais normais a MF,definidos por



—38-

aFm BFm
N = (5 =) i=1,...,n0 (3.2.6)
m aql r apl r r r
pois
VN, = {Fm,Fn} = 0 (3.2.7)

para todo m e n. Os campos vetoriails Vo sdo paralelizaveis no sen-

tido de que

£ VvV = 0 ‘. ¥ m,n .
v W
n
m & entdo dita ser paralelizavel.

Restringir-nos—-emos a sistemas que utilizam uma regliao
finita do espago de fases. Portanto me & uma variedade compacta .
Agqui usaremos um teorema de topologia que afirmé que uma variedade
compacta paralelizavel com n campos vetoriais independentes e "bem
-comportados" deve ser um toro de dimensao n 31

Estes toros sao chamados invariantes porque uma orbita
cujas condigées iniciais a situaram num determinado toro continua
indefinidamente sobre o mesmo toro. Costuma-se utilizar neles as
chamadas variaveis angulo—agao, €, e I;, as primeiras angulOS so -
bre o toro e as segundas, as agées, que podem ser imaginadas como
"raios" do toro em questéo.

Podemos ver que estas variaveis sao topologicamente na-
turais porgque sabemos da existéncia de n circuitos y,; que nao po-
dem ser deformados a um ponto, e isto define n incrementos A;S que

a funcao geradora S(qi,I ), utilizada na obtencao dessas coordena-

i
das angulo-acao, pode ganhar ao dar uma volta sobre Y, e retornar

aoc mesmo ponto g,. (0s vy, estao sobre um toro de dimensdao n.)
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Definiremos as agOes Ii na forma usual

- _ A5
Ii = ET— pi dqi = 21]_ (3.2.8)

gue relaciona o0s n Ii com as n constantes fm = Pp-

Até aqui apenas explicitamos o Teorema de Liouville so -
bre os sistemas integraveis, cujo enunciado completo € o seguin-
te (ﬂ) H

Sejam dadas n fungées em involugao F1""'Fn7 {Fi'Fj} =
=0, 1,3 =1,2,...,n sobre o espaco de fase de dimensao 2n. Consi
deremos o conjunhto dos toros M de dimensao n caracterizados pelas
funcoes Fi.

Suponhamos que sobre me as n fungées F. sejam independen
tes (ou seja, as n T1-formas dFi séo linearmente independentes em
cada ponto de mf).

Entao

T - Mg e uma variedade diferenciavel invariante pelo fluxo da ha -
mﬂimﬁmmfi:Fr
2 - Se a variedade me & compacta e conexa, entao & difeomorfa a um

toro de dimens3o n T" = {(91,...,8n) mod 2w} .

3 - 0 fluxo da hamiltoniana H define sobre me um movimento quase

periodico, dado em coordenadas angulares 6 = (81,...,9n) por
dei
T ©iy Wy o= mi(fi).

4 - As equacdes candnicas de Hamilton s&o integraveis por quadratu

ras.
Para um sistema conservativo a energia H & uma das cons-

tantes £ e pode ser expressa como uma funcao das agoes I;:

H = H(Ii) . (3.2.9)
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Os Ii definem o toro M. As coordenadas scbre me sao os

angulos 6, canonicamente conjugados aos Ty:

55 (a;,T,) (3.2.10)

S, = —
1 I.
oy
que mudam de 27 se percorremos © circuilto Y; © permanecem OS mes-
mos se percorremos outro, Yj’ jo# i.
Deste modo, na transformagado canonica de (q;,p;) para
(Bi,Ii) 0s g; e 0s p; sao fungles periddicas de Gi com perilodo

2T, ou seja

a - E +¢(f) el m.g
> m
m
(3.2.11)
e D e e
]__; - 2 p+(I) elm.a
2z m
(*)

- - . ~ . .
onde m e um vetor de dimensao n com componentes inteiras -

A hamiltoniana (9) nos fornece as seguintes edquagoes de

movimento:
I = const.
e
> >
Q% = BE(I) = const. (3.2.12)
ol
ou seja
8(e) = wMt + T (3.2.13)
(*) ) +00 00 400
A notacao ) significa ) )

> m,==00 [f].m=00 m ==
m 1 2
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onde os 51 sao n constantes de integracdo e os wi{I) sao as fre -

quéncias sobre o toro dado por 1. as equagoes (11) se tornam

i(ﬁ.at + ﬁ.g)

1l

qe) = § @@ e
I

(3.2.14)

ﬁ(t) E §+(f) ei(m.mt + m.g)

-
m

Temos, portanto, uma orbita multiplamente periodica com

os n periodos

|
3

(3.2.15)

H
-

associados as n coordenadas 0.

Discutiremos agora os dois tipos basicos de movimento so
bre um toro dado por 1. Particularizaremos O nosso sistema (n = 2)
de modo gue possamos visualiza-lo. Ja definimos sobre um toro as
coordenadas GT e 82 (denominadas geograficas neste caso), longitu-
de e latitude, respectivamente. Estes éngulos seréo expressos em
radianos, com identificacao de multiplos de 27 (ver Fig. 1).

O guadrado 0 = 91, 82 £ 27 no plano 81,82 pode ser visto
como um mapeamento do toro. Também & conveniente usar tode o plano
81,82 dividido em quadrados de lado 2m. Cada ponto do toro e repre

sentado em cada quadrado de tal mapeamento (ver Figura 2).

FIGURA 3.2.1 - O toro bi—dimensional e as coordenadas geograficas.




CDENTIFICAR

FIGURA 3.2.2 - O plano 8,68, R%/z°.

1

Consideremcs © ponto 61(t), ez(t) movendo-se ao longo

do toro de modo gue suas coordenadas variem uniformemente:

de1 d82
__dt_..: m‘l ’ __—dt = {U2 (3.2-16)

Sobre o plano 81,82 tal movimento & representado por uma linha re
ta. Se MT/M2 = a/b, onde a e b sdc numeros inteiros, entldo no

a

tempo t = 27 — = 21 -— o ponto retornara a sua posicdo original,
1 2

tendo feito a revolugoes ac longo do paralelo e b revolucées ao
longo do meridiano (a = 2, b = 3 na Figura 2). Neste caso (16) de
fine um movimento periodico.

S5e, entretanto, w1/w2 & irracional, o ponto em movimen-—
to jamais retorna a sua posigéo original. Neste casc o movimento

(16) e denominado condicionalmente periddico com duas frequéncias
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w, e w,, ou também, ergodico sobre o toro.

1 2!

Podemos agora generalizar os resultados anteriores para
um sistema com n graus de liberdade. Num toro de dimensdo n, Mg s

exlistem basicamente dois tipos de movimento:

1 - movimento com razodoes de frequéncias racionais (comensuraveis):

gquando existirem n-1 relac¢oes do tipo

wm=0 , |m]zo |, (3.2.17a)

ou, equivalentemente,

(3.2.17b)

£+
I
2y
£

> . ,
onde N & um vetor de componentes inteiras. Num certo tempo T,

teremos em (13)

B(t) = B(0) + 2wk

k inteiro diferente de zero: a trajetoria sobre o toro se fe

cha.

FIGURA 3.2.3 -~ Movimento com razoes de frequéncias racionais.

2 - Movimento com razdes de frequéncia irracionais (incomensura -

veig): se a orbita nunca se fecha, ela se desenvolve como uma
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helice sobre me e a cobre densamente apos um tempo infinitJ*)
(ver Figura 4). Denominamos tal situagao de ergodicidade so-
bre m.. Como o conjunto dos nimeros racionais é denso e de
medida nula no conjunto dos nimeros reais, a comensurabilida—

de das frequéncias & a excegdo ao invés da regra.

FIGURA 3.2.4 — Movimento com razoes de frequéncias irracionais.

Resumindo, podemos afirmar gue as condigoes iniciais
num Sistema integravel determinam sobre qual toro, dentre uma in-
finidade deles, o movimento se dara. O conjunto de toros nos quais
o movimento & fechado possui medida nula dentro do conjunto de to

ros possiveis.

3.3 - TEORIA DE PERTURBACAO PARA SISTEMAS NAO-INTEGRAVEIS E 0
PROBLEMA DAS PEQUENOS DIVISORES

Suponhamos um sistema integravel dado pela hamiltoniana

HO(I) ' (3.3.1)

_(.l.
i

)Estamos supondo que nao ha nenhuma relagdo do tipo (17). 0 caso intermedia
rio nao sera discutido aqui.
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ao qual adicionamos uma perturbagac nao-integravel (no sentido de

nac haver as n constantes Fm definidas anteriormente)

e H, (1,8) . (3.3.2)

No novo sistema
H(I,3) = H, () + ¢ H, (1,%) (3.3.3)

- ~ - . ~ . -
e devemos notar gue I e % s3o coordenadas candnicas mas nio varia
veis angulo-agao pois oS 0, aparccem em H e portanto os Iirﬁo sao
constantes de movimento.

Se ainda existem toros invariantes neste sistema pertur

T

bado, podemos encontrar novas variaveis angulo—acéo I;, ei, tal
que
2(T,8) = u T (3.3.4)

e essas variaveis devem estar relacionadas as antigas por uma

~ - —~ 1
transformacao canonica gerada por uma fungao S(ei,Ii), de modo

que
. . 3s (8,14
i< %8,
L
e ’ (3.3.5)
o' - 28 (8,14 .
i~ 3T,
1

Substituindo-se {4) em (5) vemos gue S deve satisfazer
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g (286 T 2 C ety (3.3.6)
2% J

e esta equagao deve poder ser resolvida para que continuem a exils
tir toros invariantes no novo sistema.

Procuremos uma solugao para S na forma de uma série de
poténcias do parémetro perturbativo g, com o termo de ordem 2ero
sendo .1 (que gera a transformagao identidade). Assim, ao subs-

tituirmos

x>, ~é——>l -
S = 0.I' + = S1( SINY + ... {(3.3.7)
em (6) e usando (3), temos
38 _
Hy (T + e Lo oo v emd v oo, = v (), (3.3.8)
38

Su. (I') 08, .
B (T + el R H1(E',§)] - ' (I') . (3.3.9)
5T 38

Ne entanto

SHy (T')
— = Wy (TY) (3.3.10)
37

é o vetor frequéncia dos movimentos naoc-perturbados, e

> >

B (18 = 3 ou () ™0 (3.3.11)
=+ I
m
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ja que H1 e funcao de p e a, periodicas em 6. 81 tambem & perio-
dica em 6 com uma constante arbitraria gque faremos igual a zZero .

Portanto,

@3y = § s, e . (3.3.12)

Igualando os coeficientes de Fourier em (9) obtemos

m= 0" H'(I') = Hoﬁ') + e Hyg(I') o (3.3.13)

X N i, (1)

{m 94 0) S1+(I') = :# + 4. (3.3.14)
m m wo(I )

L
H1+(E|:)-') 1m._§
s(6,1') = 8.1" v+ e 1 § —— + ... (3.3.15)
1
E#O m.(.UO(I )
Nesta expressac reconhecemos o problema dos " pequenos

divisores"™ da Mecanica Celeste. Claro esta que se as frequéncias
- . ~ - .
W do movimentoc sobre o toro nao-perturbado forem comensuraveis -
isto &, se as Orbitas forem fechadas com as frequéncias fundamen-

- . — - _)_ .
tais em ressonancia — entaco ha sempre termos m para 0S guails

&0.5 =0 (conforme (2.16)).

A série (15) diverge e nao temos toros invariantes para o sistema

. - . - . -
perturbado: Pior ainda, mesmo com wq incomensuraveis € sempre pos



-48—~

sivel encontrar m de modo que ao.ﬁ seja tao pequeno quanto queira
mos.

Ja em primelra ordem em ¢ a série (7) apresenta os pro-
blemas levantados acima com o somatdrio em m. HA que se acrescen-

tar ainda a questao da convergéncia da propria série (7).

3.4 - 0 TEOREMA KAM

0 problema dos pequenos divisores fol resolvido por Kol
mogorov; Arnold e Moser. 0 primeiro aspecto lmportante da solugéo
foi a introdugéo de um esquema perturbativo que converge mals ra-
pidamente. Isto & equivalente a trocarmos o método de interagéol&
near pelo método de Newton (com convergéncia quadratica) no pro -
blema de encontrar as raizes de uma equagéo algébrica estudado em
analise numérica. 0 método de Newton fol estendido a espacgos de
fungées de modo que & também possivel demonstrar a existéncia de
solug&es de conjuntos de equagées diferenciais do tipo que surge
na Mecanica(ég).

Uma taxa de convergéncia mais rapida reduz o efeito dos
pequenos divisores poreém néo o elimina.

0 segundo aspecto importante foi considerar apenas aque
les toros invariantes cujas frequéncias satisfazem certas condi-
gﬁes. Se as frequéncias Wy séo "suficientemente irracionais"™ en-

i

tdao se pode mostrar que existem constantes vy e T tal gque

m.Gyl > y[m| ™" (3.4.1)

+ - L3 "
para todos os vetores m de numeros intelros.
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E possivel mostrar gue com T > n-1 a "maioria" dos ve-

_>- L] » . Il » o~
tores W irracionais podem satisfazer tal condigao. 0s vetores
-
w
0

cuja medida & da ordem de ¢ . No entanto, com a condigao (1} so -

gue ndo satisfazem a desigualdade (1) constituem um conjunto

bre as frequéncias nao-perturbadas se mostra gque, para parametros
perturbativos € suficientemente pedquenos, os "pequenos divisores"
nio ocasionam as divergéncias mencionadas na seg¢ao anterior. Ter-
mos como (3.14) fazem contribuicgdes finitas a série (3.15). Dai
> - 0 . " L]
pode-se provar que, se Wy © suficientemente irracional, o toro
invariante original modifica sua forma porém ndo € destruido.
. . . . > 6
Portanto deve existir um toro invariante (I',0') parame

-3 - ~
trizado por 8 , satisfazendo as relacoes

I L

1]

I + v(8,¢e)

e (3.4.2)

5v =8 + u(d,e)

- > . e > . N >
onde u e v 530 periodicos em 6, indo a zZero com £ = 0, e § = w '
as frequéncias ndo-perturbadas sobre o toro. Para tal as seguin -

tes condigdes devem ser satisfeitas:

(1) independéncia linear das fregquéncias

} myw, (I') # 0 (3.4.3)
i

i - + I} . o~ 0 -
em algum dominio de I' (suficiente nao-linearidade), onde os

=N

-~ > ~
w; Sao as componentes de w = BHO/BI' e 0s m; S3ao as compo-

1] - _)-
nentes (inteiras) do vator m;

{2) a perturbagao deve ser "bem-comportada®™: existe um numero Su-—

ficiente de derivadas contlinuas de Hys
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{3) as condigdes iniciais devem estar longe de ressonancias para
satisfazerem a relagdo (1), para todo ﬁ, onde T depende do
namero de graus de liberdade e do "bom—comportaﬁento“ de H,
e y depende de ¢ , da magnitude da hamiltoniana perturbativa

(9)

0

H, e da ndo-linearidade da hamiltoniana nao-perturbada H

O teorema KAM afirma, portanto, que a "maioria" (no sen
tido de medida) dos toros, cujas freguéncias sdo suficientemente
irracionais, sobrevivem, com a "maioria" das oOrbitas se desenvol-
vendo sobre eles. Aquelas que ndo se desenvolvem sobre um toro no
espac¢o de fase formam um conjunto pequenc porém finito distribui-
do patologicamente no espago de fase perto de cada toro nao-per -
turbado cujas orbitas eram fechadas (ou parcialmente fechadas)(ggx

Um enunciado rigoroso do teorema KAM na verséo de mapea
mentos e a estrutura do conjunto mencionado no paragrafo anterior
serdo apresentados na segao seguinte.

Agora, porém, gostariamos de observar que gualquer Orbi
ta gue se encontra entre dois toros néo-destruidos, mesmo se for
uma orbita altamente irregular gque nao se desenvolva sobre nenhum
toro, ficara limitada entre eles caso n £ 2. Para sistemas de di-
mensées maiores ocorre a "difusao de Arnold". Este é o fenémeno
de orbitas gque séo capazes de percorrer toda a superficie de ener
gia, pois para sistemas com dimens%o n > 2 o©s toros invariantes
n%o a estratificam‘éé).

Como explicitamos no inicio do caplitulo, simplificamos
nossas discussées ac considerarmos apenas sistemas independentes
do tempo.

No entanto, © sistema dinamico obtido na Caplitule II nao

& conservativo, dal convém fazermos alguns comentarios relativos
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a sistemas hamiltonianos da forma (3.3) que dependam do tempo

(1,8,t) (3.4.4)

com a perturbagdo temporal de periodo Ty = 27 .

Segundo Arnold(él), para um grau de liberdade & natural

considerar o sistema perturbado no espaco de fase de dimensao
- 2 . . - .

trés {(1,08,t)} = TR x T°, onde os toros invariantes terao dimen -

sao dois.

Para a validade do teorema neste caso 8ao necessarias

as mesmas hipoteses anteriores.

3. 5 - MAPEAMENTOS QUE PRESERVAM AREA, O TEOREMA DE POINCARE-BIRKOFF
E 0S FENOMENOS HoMocLINICOS

Visando simplificar o estudo das trajetoOrias dinamicas
no espago de fase, Poincaré introduziu uma técnica conhecida por
mapeamento de Poincaré na qual ao invés de examinarmos toda a tra-
jetdria no espacgo de fase, selecionamos alguns pontos sobre a Orbi
ta (numa espécie de amostragem da oOrbita) e reduzimos o problema
da dinamica ao estudo de transformagées do espago de fase no espa-
¢co de fase. Ou seja, a trajetdoria dindmica no espago de fase e
substituida por um mapeamento (grupo de transformagées) do plano
de fase no plano de fase. Um determinado plano de fase escolhido co
mo o plano no qual dar-se-a o mapeamento & denominado superficie
de segéo.

Estabelecamos © mapeamento de Poincaré de uma forma mate
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maticamente rigorosa. Consideremos o sistema dinamico dado por

x = f(x,t) ,

onde x ¢ espaco de fase ¢ R2n e

F(X,t+T) = f(x,t) .

Seja ¢ (t) uma solucdo do sistema. Definimos

X, e R > g X5 = $(t) e R

onde E(t) é a solugao do sistema que possui

5(0) = §0 (ver Figura 1).

2n

condicao

FIGURA 3.5.1 - Mapeamento de Poincaré.

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)

inicial
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Pode-se demonstrar gue

1 - Uma condicdo necessaria e suficiente para que {gt} seja um gru
po € gue o segundo membro de (1), £, ndo dependa do tempo;
2 - Se T & o periodo de %, entao gT+S = gs.gT e, em particular ,
KT T, K . ~ KT
g = (g”)", de modo gque as aplicagoes g formam um grupo

{(k inteiro).

O mapeamento (ou aplicacgao)

Px (0) = x(T)

onde §(t) & uma sclucao de (1).

Listaremos, a seqguir, algumas propriedades importantes
do mapeamento de Poincaré(él), relativas ao sistema (1):
1 = Se §O e ponto fixo de Pn (Pn§O = §0) entdo a solugao do siste-

ma com condigéo inicial §0 & periédica de periodo nT. Portan-
to a procura de pontos fixos de P e/ou de suas iteradas egquiva
le a procura de solugées periddicas para o sistema dado por
{(1):

2 — Se o0 sistema & linear, %(%,t) = f(t)g, entéo P & linear;

3 - Se i - f(%,t) - & um sistema hamiltoniano entdo P preser

va areas no espaco de fase (det P = 1);

4 - Se o movimento do sistema se realiza sobre toros, entaoc os ma-
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. K s e > ~
peamentos sucessivos Py..-.,FP ;... da condigao inicial XO sao
pontos sobre uma segdac do toro. Estes pontos formam uma curva

"hem~comportada" e fechada, C.

Como ja afirmamos anteriormente, se o movimento €& perio
dico, isto &, a Orbita & fechada sobre o toro, entao alguma itera
~ K x4z > - ~
cao P x, coincidira com Xq {o numero k dependendo da relagac en-
- , - - . K
tre as frequencias). Portanto Xy € um ponto fixo do mapeamento P .
Porém a maioria das curvas C sdo sec¢Oes de toros "irra-
3 3 n 2 ~ >
clonais geradas por iteragoes de gualquer ponto Xy que perten-
¢a & uma delas. Denominamo-las curvas invariantes do mapeamento ,
pois P leva C nela mesma, P(C) = C.

Escolhamos sobre a superficie de segado coordenadas do
tipo angulo-agdo. Logo as curvas invariantes serdao circulos con -
céntricos. Uma Orbita do sistema interceptara um destes circulos
(ac se espiralar sobre um toro invariante) em pontos cujo angulo
polar aumenta de 2rna a cada iteracdao. Assim, © mapeamento T da su

perficie de secdc em si mesma & definido por

(r1,81) = T(ro,eo) (3.5.17)
com

r, = I

81 = 0 + 2ﬂa(r0) . {3.5.2)

Este € o conhecido "twist-mapping". O angulo 210 em ge-—
ral depende do raio e varia suavemente de um toro para outro, pas
sando por um continuo de valores, alguns tacionais e outros irra-
cionais. Todo ponto numa curva invariante C cujo éngulo de rota-

gdo seja dado por a = m/n, {m e n inteiros) & periddico de perio-
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do n, sob ¢ mapeamento.
Definamos, agora, um novo mapeamento, T _, que € o mapea
mento T perturbado:
(r1,81) = Te(rO'eo) (4.5.3)
com

r, = Iy + € f(ro,eo)
{(4.5.4)

fan
Il

1 By + 2ﬂa(r0) + € g(ro,eo) '

onde f e g séo fungées periédicas de periodo 2u em 6,. As fun -
gOes f e g sao escolhidas de forma que o mapeamento continue pre
servando area. Para que Ty = 0 continue um ponto fixo temos que
f=g=0emry = 0.

Agui enunciaremos o tecgrema KAM na versao de mapeamen -
tos:

"A aplicagéo Te’ para & muito pequeno, possuli curvas ana
liticas invariantes Ces vizinhas das curvas C invariantes por T.
Alem disso, para £ muito pequeno, estas curvas CE preenchem o es-—
paco de fase em consideragao a menos de um conjunto de medida de
Lebesgue nao nula que tende para zero quando ¢ tende para ze-—
ro"(ég).

Deste modo podemos recuperar os resultados anteriores
para o teorema KAM: a maioria dos pontos na superficie de segdo

estia sobre curvas suaves invariantes de TE, C (secoes de toros)

El
que sdo deformagdes dos clrculos invariantes de T,C. As unicas
excegbes se localizam perto de antigos circulos invariantes que

possuam a(ro) racional.
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A vantagem dessa linguagem geometrica & que ela nos per
mite entender o que acontece nos intervalos onde existiam toros
"racionais". Suponhamos uma curva invariante C associada a um des
tes toros, tal que u(ro) = r/s, (r,s inteiros).

Todo ponto de C & um ponto fixo de TS, ja que

s
T (ro,eo) = (ro,e0 + 2TS a(ro))

Considerando agora uma perturbacac no mapeamento, o teo
rema dos pontos fixos de Poincaré-Birkoff nos assevera que nem to
dos estes pontos seréo destruidos: em geral restam 2xks (xk = 1,2 ,
...) pontos fixos.

Para provarmos tal afirmagéo vamos Supor gue o numero
de rotagao a(ro) cresga com r, (por exemplo). Tomemos duas curvas
invariantes relativamente a T e wvizinhas de C, as curvas ct ecC,
de modo que um ponto sobre c* seja mapeado no sentido anti-hora -

. - . P s
rio e sobre C no sentido horario por T".

FIGURA 3.5.2 — Curvas invariantes.
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Esta propriedade continua valida para Tgs, se £ & sufici
entemente pequeno. Assim, existe sobre cada ralo © = cte. um ponto
p{0,e) que se desloca sob a agao de TES na direcao do raio ( ver
Figura 2).

]

G(T8 p(o,e)) =8 . (3.5.5)

Além disso, para ¢ suficientemente pequeno, os  pontos
p(B,e) (0 £ 8 £ 27) formam uma curva analitica fechada R_, vizi-
nha de C. Como a aplicacao TES conserva area, a imagem TESI&: da

curva ZRS nac pode estar situada nem no interior nem no exterior

de :Re' Portanto, ela intercepta :Re um numero par de vezes ( ver
Figura 3). Mas como TES desloca cada ponto de IRE aoc longo do
raio ¢ = cte, os pontos de R_ e TES]R€ sao os pontos fixos de

TES. Cada ponto fixo, apos s iteracdes de TES, e mapeado sobre si

mesmo, de forma tal que cada um dos s pontos & um ponto fixo,.

PDVL" =Y
¥ hapabslico

Paud o

elitico

FIGURA 3.5.3 - As cwrvas R_e T S]RE
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Logo, como ha um nimero par de intersegdes de R e

TS

e ZRE, temos no total 2ks pontos fixos.

Se examinarmos © mapeamento na vizinhanca dos pontos fi
x0s, notaremos na Figura 3 que ha dois tipos de comportamento.Pon
tos vizinhos ao ponto fixo denominado elitico sao levados pelo ma
peamento a acompanhar a transformagao radial descrita acima de
modo a girarem em torno dele. Por outro lado, quase todo ponto na
vizinhanga do ponto fixo hiperbolico e levado pelas transforma -
gées sucessivas, para fora dessa vizinhanca.

Assim a alternancia de pontos eliticos e hiperbolicos
sobre uma curva ressonante & uma propriedade genérica do sistema.

A natureza dos pontos fixos e a estrutura das curvas in
variantes na vizinhanca destes pontos ficam melhor caracterizadas
se linearizarmos © mapeamento em torno deles.

Tomemos um ponto fixo x, = (ry,04) de periodo s, ou se-~

ja‘l
0 0 * *

Podemos expandir as coordenadas um ponto X na vizinhan-
ga de Xg €Omo X = x0+Ax. Conservando apenas 05 termos lineares em

Ax, obtemos uma equacao da forma
Ax, = AMX (3.5.7)

onde A & uma matriz independente de Ax com det A = 1, ja que a

Area se conserva. De (7) obtemos a equacdo caracteristica

A2.+ TrA + detA = 0 ’
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cujos autovalores podem ser

i) complexos conjugados sobre o circulo unitario

A = e (3.5.8)

de modo que obtemos transformagdes do tipo

Ar = a cosgo { b senc
(3.5.9)

Ag ¢ cosc + d senc

que representam uma curva elitica em torno do ponto fixo. Apos

algumas transformacdes reduzimos a Orbita a um circulo (ver Fi

gura 4).
Ay
4 o 4
P “\ 1
o \ e
Ve ! i
7 | / 1
L/ R l e ‘
/ . e A \ ) Ag
e N ’
\ v >
L~ \
\ - |
~ ] i

FIGURA 3.5.4 -~ Curvas em torno de um ponto fixo elitico.

ii) reais e reciprocos

(3.5.10)

tal que
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+
=9 (3.5.11)

Ar = a A +b)\;
(3.5.12)

AG = ¢ A, + d A;

que representa um deslocamento sob o mapeamento linearizado em

um ou ambos os ramos de uma hipérbole. Se A1 for positivo, O

deslocamento se da sobre um Gnico ramo de hipérbola (ver Figu

ra 5}.

Se A, € negativo, entretanto, o deslocamento se di sobre

os dois ramos da hipérbole, alternadamente (ver Fig. 5).

DY
ALy Xy
AL, 2
%y :
¥
. E— — L ,
1
, AB /I A
‘ |
. z, i
Z

ponto hiperbolico ponto hiperbdlico
com reflexao

ordinario

FIGURA 3.5.5 — Ponto hiperbOlico ordinario e com reflexao.

Para que a estrutura completa do "twist mapping” pertur-

bado — ou seja, um sistema integravel perturbado — fique aparente,

faltam ainda duas etapas.
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A primeira diz respeito aos pontos eliticos e segue da
consideragéo simulténea dos teoremas KAM e Poincare-Birkoff,que se
aplicam a todo ponto elltico em cuja vizinhanga existem curvas "ir
racionais" invariantes. Onde estavam as antigas curvas "raciocnais"
se encontra agora um conjunto de pontos fixos, do qual metade sao
pontos eliticos. Em torno de cada um destes pontos eliticos exis -

tem também curvas invariantes "irracionais", pontos hiperbdlicos e

pontos eliticos. Nestes, tudo se repete, cada vez em menor escala,

ad infinitum.

FIGURA 3.5.6 — Os pontos eliticos em torne de um ponto elitico.

Péssemos, finalmente, a segunda etapa onde discutiremos
a estrutura das curvas do mapeamento na vizinhanga dos pontos hi-
perbolicos.

Pode-se provar que na vizinhanga de um ponto hiperboélico
h existem duas variedades unidimensionais H' sob o mapeamento que
tendem assintoticamente para h e duas variedades unidimensiocnais H

que se afastam de h (ver Figura 7 ). Estas curvas sao tangentes as
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assintotas do mapeamento linearizado(éé’éé).

FIGURA 3.5.7 — O ponto hiperbdlico e as variedades H e H™.

Um ponto sobre H se aproxima de h e sobre H se afasta
de h.
Como se comportam H' e H™ fora das vizinhancas de h? Pa

ra um sistema integravel elas se identificam, como mostra a Figu-

ra 7.

-

Mais geralmente, gquando h € um ponto fixo de TS, h e um
membro de um conjunto de s pontos fixos hiperbolicos de modo gue
uma curva invariante H de um deles chegue noutro como H' e vice-

-versa (ver Figura 8 }.

FIGURA 3.5.8 — Conjunto de pontos hiperbolicos.
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Porém esta situagio e altamente instavel e qualquer per
turbacao pode levar a interseccdo dos arcos H' e H™. pontos X on-
de esta interacdo ocorre sao chamados homoclinicos se os arcos
pertencem ao mesmo ponto fixo h (como na Fig. 7 ) ou a pontos di-
ferentes da mesma oOrbita fechada instavel,e heteroclinicos se os
arcos pertencem a dois pontos fixos que néo estao associados a
mesma Orbita.

Tomemos um ponto homoclinico X e mapeamentos 7 (== < s
< +=) da vizinhanga de X. Por continuidade essas vizinhancas ite
radas devem se assemelhar & vizinhanca de X. Portanto, O™ e U~ de
vem se cruzar em todas estas vizinhancas: pode-se mostrar que, ge
ralmente, a existéncia de um ponto homoclinico implica numa infi-
nidade de outros. Assim, H' oscila em torno de H interceptando-a
repetidamente e vice-versa (ver Figura 9 ). Alem disso, todo pon-
to do arco H entre duas intersecgées de H' & outra intersecgéo R

fato este decorrente da propriedade que T possui de conservar area.

FIGURA 3.5.9 — A faixa de instabilidade.
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Portanto, agora podemos completar os espacos em torno
dos pontos hiperbolicos da Figura 6 com um conjunto denso de pon-

tos homoclinicos, e o retrato final do plano de fase tem o aspec-

to abaixo, figura classica em todas as discussoes do assunto:

FIGURA 3.5.10 - Sistema integravel perturbado.

Segundo smale 38 na vizinhan¢a de um ponto homoclinico

existe um conjunto invariante I, para alguma poténcia fixa, 7 '

de um mapeamento de Poincaré T tal gue sob o mapeamento Te, 0S pon

5 estdo em correspondéncia um a um com sequéncias dupla -

mente infinitas de dois simbolos. Se permitirmos uma poténcia qual

(37)

gquer de T, foi demonstrado por Conley —' que existe um conjunto

tos de I

invariante I_ cujos pontos estdo em correspondéncia um a um  com
sequéncias duplamente infinitas de infinitos simbolos. Os conjun-

tos 12 e I  possuem as mesmas propriedades que o conjunto A do ma

peamento "ferradura" de Smale (ver Apéndice C}. Portanto, naoc ape

nas ha uma infinidade de pontos periddicos {um resultado ja obti-

£(38)

do por Birkof ), porém mais importante ainda, © comportamento



—65-

do mapeamento de Poincaré é da mesma natureza caotica do mapeamen
to "ferradura", descrito no Apendice C.

Garantimos a existéncia do cruzamento de H' e H™, refe-
rido anteriormente, usando a fungéo de Melnikov, que sera apresen
tada a seguir. |

Finalizando esta segéo, observamos que a regiéo na qual
se desenvolvem estes movimentos cadticos € uma faixa cuja largura
€ da ordem do parémetro perturbativo e, denominada "faixa de ins

tabilidade".

3.6 - 0 METODO DE MeLNIkov 22+2)

Para o estudo de um sistema dinémico especifico dos pou
cos resultados analiticos para a detecgldo de fenomenos caoticos &
a funcio de Melnikov. Esta fung¢ao mede a distancia entre as varie
dades unidimensionais H' e H™ nas vizinhancas da separatriz, para
uma peduena perturbagéo do sistema, no nosso caso, hamiltoniano .
Se as variedades H' e H™ se cruzarem surgira uma "faixa de insta-
bilidade"™ nas vizinhangas da separatriz.

Num particular sistema hamiltoniano podemos usar o méto
do de Melnikov gque nos garante a possivel existéncia dos fendme -
nos cabdticos ja estabelecidos de forma genérica anteriormente.

Suporemos dque o plano de fase para o sistema integravel
seja o da Figura 2.3.3 gque possul alem de um ponto hiperbolico fi
XO %0 uma curva separatriz (integravel) io(t).

Perturbaremos entéo este sistema com uma fungao periodi

ca no tempo de perlodo T. O sistema que estudaremos sera regido
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pelas seguintes equagodes:

X = %0(2) + e £, (%,t) (3.6.1)
onde x = (x1,x2) e 82 << g,
Vamos considerar o mapeamento de Poincare P_: Zt_ > Zt .
0 0
onde a superficie de secao Zt = {(x,t)]t = tO £ [O,T]}(:}R2 b S1
4]
€ 0 plano de fase do sistema (1) num certo tempo tO no espacgo

de fase estendido.
- ) >a - i . -
As orbitas x (t,to), (estavel) e x (t,to), (instavel) ,

> ~ . + —_
"perfuram” a superficie de secao desenhando as variedades H e H .

FIGURA 3.6.1 - Geametria do calculo da distdncia de Melnikov.
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Em primeira ordem, as orbitas estavel e instavel sao da-

das por

- - =
x(t,ty) = x5(t-ty) + ¢ x1e(t,t0)

e (3.6.2)

§l(t,t0) §0(t—t0) + e §1e(t,t0)

para um tempo inicial tO arbitrario.

Substituindo (2) em (1), obtemos em primeira ordem

ax.
e = M(x0).%.% e FL(%,(t—t),t)
JE 0! ¥4 1%0 0’
(3.6.3)
€ -+ 1
dx1 > 1
T = M(xo).x1 + € %1(x0(t—t0),t)
sendo
—3f,, 354
9 q 9%g
M(xo) =
iy T2
9% g2 |

o jacobiano de %0 calculado em zo(t—to), no qual o segundeo indice
se refere a componente de %0 ou §0. Devemos resolver (3) para X

quando t > t, e para % quando t < tyr sujeitos & condigédo

2C(t > 40) = % (t > =) = X
p
(*)

onde ﬁp & a posicido perturbada do ponto fixo hiperbdlico As du

(h)Em particular, no sistema que consideraremos no Capitulo IV ?p = fo.
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as solucgoes diferem por

- >a >3
d(t,to) = X (t,to) - X (t,to)
= x,8(t,t) - %, T (t,t.) (3.6.4)
™M 70 1 70 ) U
que € a separacao entre as variedades " e H  sobre a superficie

de secgao.

Definimos a fungao "distancia" de Melnikow D(t,to) como

D(t,tg) = N.d (3.6.5)

que &€ a projecgaoc de d ao longo da normal N 3 orbita nido-perturbada

zo(t-to) em t. Da equagao (1), com &€ = 0, uma normal a go(t—to) é
-
R —f4, (xg)
N(t,to) = (3.6.6)
-+
£o1 o)

Substituindo a eq. (6) na definigao (5) podemos escrever

> >
Dit,ty) = £, 4 d | (3.6.7)

onde o produto "A" é definido por

ou, usando (4)

D(t, ty) = DSl t)) - DY (k) (3.6.8)

o)

Ccom
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i
Fhy
=]
ks

e
D (t,to) 0 ] (3.6.9a)
e
i > L i |
D (t,to) = f0 A x1 (3.6.9b)
Derivando (9a) em relagao ao tempo, obtemos
e > > e c e
D™ = %0 A X+ f0 A X,
—;— e - A =]
= M(XO).XO A X, o+ fO A X, (3.6.10)

> e >
+ fO A f,| (3.6.11)

que um calculo direto mostra ser redutivel a

= - + o >
D™ = tr M(xo)f0 A X, f0 A f1 (3.6.12)
onde trx M(xo) & o trago do jacobiano de %0, que, no nossco proble-

ma, € nulo na separatriz ja que tratamos um sistema hamiltonia -~

no. Como D€ segue da oOrbita estavel devemos integrar (12) de t

0
até o
Integrando a eq. (12), obtemos
[+
e e =
D (+eo,t4) = D (tg,tg) = £, A %1 dt
g

Porém

e > > > e
D (+m,t0) = fo(x0(+w-tol) A x = 0
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porque £ (§

dt (3.6.13)

B
i >
= - [ dt (3.6.14)

D (to,to)

As equacoes (13) e (14) em (8) dao

+ o0
- -
= - f fO A f1 dt (3.6.15)

—

que & a fung¢do "distancia" de Melnikov para um sistema integravel

N BH, 3H,
Hamiltonianc (e portanto fo = (§§5 ; - §§?))'
Particularmente, quando a propria perturbacac também &
aH oH
Hamiltoniana, ou seja - ( 1, - 1), a eq. (15) pode ser re-
1 sz 8x1
escrita na forma
4o
D(tgrty) = - J {H,,Hy} at (3.6.16)

com o integrando calculado em t-ty.
Se D(to,to) trocar de sinal existe movimento cadtico

na vizinhanga da separatriz.
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CAPiTULO 1V

CAOS E BIFURCACOES EM NOSSO MODELO DE UNIVERSO

4,1 - INTRODUGCAO

Na primeira parte deste capitulo aplicaremos ao nosso
problema os resultados estabelecidos no capitulo precedente‘ég)

Em seguida discutiremos alguns experimentos numéricos.

4,2 - MOVIMENTOS REGULARES E CAO0TICOS DO N0SSO MODELO DE UNIVERSO

Conforme estabelecido na secdo 3.6, a fungao de Melnl -
kov indica a presenca de fendmenos homoclinicos. Mostraremos que
o sistema dinamico dado pela equacdo (2.4.3) apresenta tais feno-

menos. Esta equacdo provém de um sistema cuja funcao hamiltoniana

e
2

P 4 2

_ A 1 A A
H(A,PA,T']) - 2 + 2 (T - '_2—) r (4.2.1)

B1 {e,n)
- 2
onde Py = A' e empregamos a expressac (2.4.4) para B(1)(n,e).

Como estamos considerando apenas termos em primeira or-

dem em ¢, temos
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12 4 2 4 2

na,a,n) =2+ B -5 - ccos vz & -5 (4.2.2)

A fungdo de Melnikov & dada por

+o0
Neste problema

2 4 2

_A'Y A A
HO = -t (jr - ?r) . (4.2.3)

Sabemos que na separatriz, a fung¢do hamiltoniana & iden-

tificamente zero:

H. =0 . (4.2.4)

A0 resolvermos a equagao acima para A cbtemos

2 1/2
dA _ . A
a‘ﬁ =35 A (1 ~ T) , (4.2.5)
ou seja,
A(n) = ¥2 sechn (4.2.6a)
A'(n) = -v2 sechn tghn . (4.2.6L)
Neste calculo usamos o sinal menos na expressao (5), gque
corresponde ac lado direito do plano de fase da Figura 2.3.3. O

calculo da funcdo de Melnikow para a separatriz do lado esquerdo &
idéntico ao que faremos a seguir,

O paré&nteses de Poisson da hamiltoniana nao-perturbada H
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com a hamiltoniana perturbadora H, € dado por

]
{H1,H0} = ~=3coswn(A3-A)A'

com a utilizacéo das expressoes (6) a funcgao D(no,no) se

escreve cOono

+ o0

D(no,n0)= EJ coswn(4sech3(n-ﬂo)—Zsech(n—non.sech(n—no)tgh(n—no)dn

— 00

[+
= - 4€senmn0 senunsenhn dn +
J e cosh™ n
[+
+ 2esenmn0 senwnsgnhn dn '
cosh™n

gque, apds alguma manipulagao e o uso da integral(él)

V=2 _
cos ax _ 2 v ai v _ai
v BT (V) r (5 + 28) L (3 28) [R,8 > 0 , R,V > 0, a>0]
0 cosh " Bx
resulta em
- iE wly , 2 wi wi
Dng,ng) = ewsenwny [T (1 + ZH)T(1 - =) + 3 T2 + ST (2 - 8]
(4.2.7)
Mostra-se facilmente que a expressao entre chaves e
real.

Vemos que a expressao aclima possui infinltos zeros sim-
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ples — infinitos pontos homoclinicos — conforme afirmamos anteri-
ormente.
Portanto, o movimento do setor S1 excitado pelo setor
82 no modo considerado no Capitulo II, regido pela equagéo (2.4.3)
pode se desenvolver numa das seguintes formas (dependendo das con
digées iniciais):
~ movimento cadtico sobre a "faixa de instabilidade™ na vizinhan-
¢a da separatriz da Figura 2.3.2. De acordo com o exposto na se
géo 4.5, na vizinhanca V de qualquer ponto homoclinico  existe
um conjunto 12’ invariante sob iteragoes do mapeamento de Poin-
care de modo que cada elemento desse conjunto corresponda a uma
sequéncia duplamente infinita de dois simbolos. Ao introduzir -
mos a notagao de dinamica simbélica(éé) onde +1 (respectivamen—
te -1) corresponde a uma trajetoria que permanece numa vizinhan
ca (da ordem de ¢ ) da separatriz PJ'(respectivamente separa -
triz %) até atingir a vizinhanca V de novo, podemos sempre en-
contrar pontos dg 12 tal que as orbitas destes pontos passem nas

vizinhangas de Pd‘e 7€ em qualquer ordem especificada.

Assim, para uma dada sequencia de simbolos 1 e -1, por
exemplo (...11-11-1-11111...) havera um pontc em I, tal que sua

- - a 4 e e
orbita permaneca nas vizinhancas de I'" e r”‘na ordem pre-fixada.
0 aparecimento de dois simboles 1-1 adjacentes nesta sequéncia
significa que a orbita cruza o eixo A = 0 ao passar da vizinhan
d R A
ga de T para a vizinhanga de 7.
Porém sabemos que A = 0 corresponde & singularidade fi-
sica do modelo cosmologico (divergencia da densidade de energia,
dos invariantes de curvatura, etc.). Assim, o surgimento do sim

bolc -1 pela primeira vez na sequéncia simbdlica corresponde ao

colapso gravitacional do sistema. CondigGes iniciais gue corres
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pondam a sequéncias de simbolos do tipo 11111....11-1.,. impri -
mem ao nossco modelo de universo N oscilagées nao-periédicas na
vizinhanga da separatriz Bt (cada oscilaqao levando um longc tem
po) antes do colapso gravitacional.

O caso N = » merece destaque. E um fato matematico nota-
Vel(éé) gque a sequéncia simbolica duplamente infinita composta
por 1 corresponda a uma trajetOria periddica para a qual A > 0 .
Portanto este caso corresponde a um universo oscilandc periodica

mente sem colapsar.

— Movimento sobre um dos toros néo-destruidos {(garantidos pelo te-
crema KAM). Partindo do ponto eliticoc 0 do lado direito da Figu-
ra 2.3.1, temos um conjunto denso de toros "sobreviventes" neste
planc de fase perturbado nos quais o sistema executa oscilagles

gquase-periodicas sem a possibilidade de colapsc gravitacional.

— Movimento na zona estocastica entre dois toros n&o—destruidos .
Aqui temos dois tipos possiveis de movimento. Num o modelo osci-
lara de uma forma estocastica, iqgualmente proibido de colapsar ,
pois suas condigées inigciais o situaram na vizinhang¢a de pontos
homoclinicos secundarlos entre dois toros invariantes (ver Figu-
ra 3.5.10). Como vimos na segéo 3.5, nesta zona também existem
pontos eliticos secundarios, em torno dos guais o mapeamento de
Poincarée (de ordem mais alta) se desenvolve sobre elipses invari
antes: o sistema também pode oscilar de forma quase-pericdica ,

sem poder colapsar.

Discutidos todos os movimentos possiveis no plano de fa-
se da equacdo (1) para um parametro perturbative pequenc, passare-
mos a examinar na se¢aC seguinte os fenOmenos gque surgem ao traba-

lharmos com ¢ nao~infinitesimal.
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4.3 - EQUACAO DE MOVIMENTO COM PARAMETRO PERTURBATIVO QUALQUER

Queremos estudar o planc de fase regido pela equagao
(2.4.3) para valores ndo-infinitesimais do parametro perturbativo

€. Nesta equacdo utilizaremos a expressac (2.4.9) para a funcao

2
(2)

metro e.

B (n,g), que considera contribuigées até segunda ordem do para-

Fisicamente, substituimos o pogo de potencial V(B2) que

interage com o pogo V(A) perturbando o movimento que se desenrola

sobre a agéo deste por um outro similar que o aproxima até valo-
res de segunda ordem em €.

Claro estd que para valores muito grandes do parametro

£ (como alguns usados em breve) a aproximagéo referida anterior -

mente ndo mais vale. Neste caso estudaremos o sistema dinamico

A" 4~ (a%-n) = 0 (4.3.1)
a titulo de experimento numérico.
Antes de prosseguirmos, um breve comentario sobre as

aproximagaes da funcéo Bz(t,e).

Nas segées 3.4 e 3.5, quando discutlamos o estudo de um
sistema dinamico pelo mapeamento de Poincaré, observamos que o pe
riodo T utilizado no mapeamento era dado, de uma forma natural,pe
lo periodo do pogo perturbador. Assim, a equagéo (2.4.3), junto
com (2.4.9) forneceriam um sistema dinémico que deveria ser inte-

grado a periodos dados por
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onde V(q) = 2g-2£ng (ver Figura 2.3.4) e dq © 9 sao os pontos de
retorno de um movimento neste po¢o com energia 2E. Infelizmente,as
dificuldades deste calculo numérico sdo proibitivas, o que nos le-
vou a uma aproximagio do problema.

A seguir descreveremos oS fenamenos gue obtivemos nos ex
perimentos numericos, em ordem crescente do parémetro perturbati-
Vo €.

Na Figura 1 temos a integracdo do sistema (3.4.3) para
dez periodos da fungao perturbativa B%z)(n,e), com ¢ = 0.01 e con-
digées iniciais (A = 0.1; A = 0.0). Os pontos sobre as curvas no
plano AxA séo o mapeamento de Poincaré, sugerindo um toro do tipo
que mencionamos ao enunciarmos o teorema KAM. Convém lembrar que
o sistema (1) recai no sistema dado pela hamiltoniana (2.2) para
valores muito pequenos do parémetro perturbativo £ , sistema este
para o qual valem as conclusées do Teorema KaM.

Porem, o teorema KAM néo especifica os valores possiveis
do parametro perturbativo £ , de forma gue nunca teremos a certeza
de estarmos usando um parametro perturbativo suficientemente peque
no.

Com o aumento do parémetro ¢ , oObservamos o aparecimen-
to de estruturas nas curvas do plano AxA. A Figura 2, com algumas
pequenas partes ampliadas na Figura 3, mostra estas estruturas pa-
rae = 0.1, (0.4, -0.3). O mapecamento de Poincaré parece continu-
ar sobre uma espécie de toro — isto fica claro ao vermos a geragao
deste desenho na tela de um terminal de computador, onde os pon -
tos tendem a preencher uma curva fechada — embora provavelmente o
teorema KAM ndo se aplique aqui.

Para ¢ = 0.8, (0.8, 0.3) observamos um movimento bastan-

te interessante: temos uma oscilacgidc na direcao de um eixo gue au-—
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menta de amplitude, troca de diregéo para a do outro eixo, diminui
a amplitude e assim por diante. O mapeamento de Poincaré se apre -
senta sobre uma curva fechada. Encontramos este comportamento para
varios valores de & e de condigées iniciais.

Outro fen§meno que detectamos em varias integragées no
espaco de fase foram n—furcag&es porxr n—plicagéo do periodo. Na Fi-
gura 5 temos um esguema gue ilustra a situagao para n = 3. A parte
superior da figura ilustra os toros no espago de fase estendido en
gquanto na inferior temos as intersecg&es com o plano de fase AXA .
Cabe observar que estes toros se desenvolvem em torno de uma orbi-
ta periodica de periodo T e gue, por variagéo do parémetro e, tal
orbita passa a ser periddica de periodo 3T.Camw estd claro da Fig. 5,
nao identificamos na figura superior direita os planos de fase periodo a perio
do e sim de trés em trés periodos, por simplicidade de representagdo.

Apresentamos a seguir dols exemplos do que discutimos.Na
Figura 6 temos o mapeamento de Poincaré para & = 0.992, (0.524 .
1.3820), guando n = 4 e na Figura 7 temos o mapeamento de Poincaré
para € = 2.8, (0.8, 0.1) quando n = 3, Para maior c¢lareza, na Figu
ra 8 superporemos ao mapeamento de Poincaré da Fig. 7 a projecao
das trajetorias (gue se desenrolam no espaco de fase estendido) no
plano de fase.

Como seria de se esperar, uma busca cuidadosa revelaria
n pontos fixos (eliticos) do mapeamento de Poincaré para cada n-fur
cagio. Apresentamos na Figura 9, 3 pontos fixos para e = 2.828,

(1.1664, —-0.002) juntamente com a projecdo das trajetorias no pla-

. 1 , 1 .
no de fase. Agqui temos S oscilando com periodo T = 1 e por varia-
gao de € para o valor € = 2.828 nosso modelo de universo passa
a ogcilar com periodo T = 3. Das n-furcacdes que temos, estes sdo

os pontos fixos do mapeamento de Poincaré mais evidentes. A amplia
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¢do a direita da figura mostra a superposigdo de todos os pontos
do mapeamento.

Quande provamos o teorema de Poincaré-Birkoff supusemos
a existéncia de duas curvas invariantes do mapeamento de Poincare
gue possuiam angulos de rotagao em diregées opostas (ver Figura
3.5.2). Conseguimos observar numericamente um comportamento simi-
lar a este no sistema que estudames.

As Figuras 10a e 10b mostram toros que, para O mesmo
valor do parametro perturbativo € = 2,51 e condigées iniciais mui
to proximas (0.8, 0.128) e (0.8, 0.1) sao preenchidos pelc mapea
mento em dire¢des opostas. Esta € uma indicacac de que ha uma cur
va invariante do mapeamento de Poincare composta somente de pon -
tos fixos, para este valor de £ e entre as condicées iniciais aci
ma. Uma comparagao entre as Figuras 10b,c,d, com as mesmas condi-
gées iniciais, evidencia a sensitividade do sistema ao parametro
perturbativo £ .

Até agui nenhum dos movimentos no plano de fase AXA se
desenvolveu no lado esguerdo de plano, A < 0. Isto porque escolhe
mos condigées iniciais proximas ac ponto elitico (1.0, 0.0) do
plano de fase da Figura 2.3.3.

pPorém se nos afastarmos deste ponto e utilizarmos um pa
rametro £ grande, provavelmente as projegées das trajetorias no
plano de fase cruzarao 0 eixo A = 0. A Figura 11 ilustra este fa-
to com o mapeamento de Poincaré para € = 1.5, (0.5, 0.0).Alem dis
to, vemos nesta figura que a "faixa de instabilidade" cresce com
o parametro £ .

Finalizaremos este capitulo ressaltando que o estudo nu

mérico do planoc de fase AxA serd retomado de forma sistemdtica
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oportunamente, Aqui pretendemos apenas apresentar o grau de comple
Xidade dos movimentos que nele se desenrolam, dependentes do valor

do pardmetro perturbativo € e das condig¢gdes iniciais.
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APENDICE A

0 CALcULO DOS TENSORES DE RIEMANN E RICCI

(42)

Aplicaremos a técnica de calculo na base de tetradas —

ao elemento de linha

2 2

ds dt™ - Az(t)(dX + cos@d¢)2 +

1]

B2 (t) (d6% + sen®8d¢?)

A métrica € reescrita como

2
2 A.B 6] 1
ds” = nABe 87 = (8°) ~ (86

quando escolhemos as seguintes 1-formas

0 = at

61 = A(t) (AX + coseds)
8% = B(t) ds

63 = B(t) sendd¢

(*)

Suas derivadas exteriores sao

)

Um ponto significa derivada com relagao a variavel t.
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3 _ cotg® .3 1 A .1
W T TB 6" + ] 0
B
Da segunda equacao de estrutura de Cartan, QAB
wAC il mCB construimes as 2-formas de curvatura
1 _ A .0 1
2 0= a 8 A ©
R =200 a2 1 B g3 4 1 L 12B g1, 43
0 B 2 2 2 3
B B
@ =Bl e 1A 2T 121, 42
0 B 2 2 2 .3
B B
1 1A .0, .2 1AB 0, .2 1Aa% .3
B B B
AB .1 3
1 14 .0, .3 1aB .0, .3 1a°_.2, .1
2 5 =3 ¥ 6y A 97 - 7 3 6" A 87 — T B A ©
B B B
AB 1 2
+K§6 AB
3 = 12 g0 g1 _ BB g0y g1 [ 1 525 63,
2 2 B 3 2
B B
1 A 0, .1 1a% 2, .3
+‘2——'2-8A6 +-§-—48 A@-I-
B B
122 2 3 B2 .3 2
+ - — 87 A 987 + () 8” A 8
4 4 B
B
. .=~ oA 1 _A C D
E finalmente, da deflnlgao f B =3 R BCDe A8 temos



i A 2 B 3
Ro10 =~ = Ro20~° "B R030 =
2 1 A 1 AB 3
R 2 = s = = R =
013 B2 2 B3 021
R1 —léﬁ{_@ R1 —
313 7 4 B4 AB 302
RO =§Z_3*E_(,f§)2__1_
223 4 B4 B B2
3 \ B
R p0q = o2 = 23
B B
1 1 A 1 AB 1
R LA N R =
203 2 B2 2 B3 . .212
As componentes do tensor de Ricci, RAB =
sao
A B
Reo = -2~ %3B
. 2
A AB T A
Ry =a*?m*2 .1
B B,2 AB 1 1 a2
Ryp = Ry3 =5+ @) +3*2-3727
B B
AB -
e 0 escalar de curvatura R = n RAB e dado por
A B 4AB 8.2 2 . a’
R=-23% B~ as - ‘B8 -zt 71
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APENDICE B

CALcuLos Do CarpiTtuLo 11

Partindo da equacac (2.4.1)

A = AB 1 2 .2
i-‘-ﬁ-‘-ﬁ{AHL}EO (B.1)
e usando a definigao (2.4.2), dn = B_1(t,n)dt, transformamos a
equagao (1) em
;% [%§4+ ;% a’-1?11 = 0 (B.2)
B
obtemos

B

de modo gue se supomos BZ(E,t) e A{t) diferentes de zero,

Agora mostraremos como calculamos a expressao (2.4.7) pa
expressao

a equagéo (2.4.3).
ra 3%1)(t,g). Expandindo o potencial V(g) - definido na
(2.3.14), com g = B2(t,e) - em série de Taylor em torno de 9min T
= L2, obtemos
(g9 5q)
n min (B.3)

2 2 v
Vig) = V. + =5 (g-q_. 1 (=1) :
min L2 min e (n+2)L2n

gue, em primeira aproximacac (n=0), fornece:
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2
(q_qmin)

Vioy @ = Vg ¥ .z (B.4)

Nas vizinhang¢as do fundo do pogo temos um movimento har-—
monico com fregquéncia Vv, = v2/L, com amplitude L1/2E—Vmin'= Le ,

0
e & dado por

2

B%1)(t,a) = L + Lecosv,t + 0(52) (B.5)

0

Efetuaremos a substituicdo do parametro t pelo parime —

tro 1n em (5). Da definicao de n temos

an = B”) at - dt
1
\(Lz + Lz:cosvot
_ 1 £ 2
= 7 (1 - 5T, cosvot)dt + 0(e”)
Integrando a expressdo acima, obtemcs
t = L € senv .t + 0(c?) (B.6)
= Lh+ 2V,L o~ * .
Substituindo (6) em (5), cbtemos
2 2 2
B(1)(n,t) = L~ + Ls:covaOn + O(e™) (BE.7)

gue & a equacao (2.4.4).
Para levarmos esta aproximacgao mais longe, de modo a ob-

termos a eq. (2.4.8), definiremos uma nova variavel,
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=9y in

Vo= {B.8)
L2
Inserindo a definigao acima na expressao (3) e utilizando ﬁ =
= =-3V(qg)/9g, obtemos
T 1 =nt vy oo (B.9)
L n=0
ou, explicitamente,
v o+ i% v = J% {vz—v3+v4-v5+...} (B.10)
L L
E claro gque v = 0 € uma solucac da equagao acima.Vamos,

portanto, expressar a solucdo v em primeira ordem no parametro in-

finitesimal continuc &' como
v = g' (B.11)

onde £ & uma funcdo limitada, e guando &' €& infinitesimal, v & in-
finitesimal, isto &, estamos numa vizinhang¢a infinitesimal do mini
mo do potencial.

Assim, a eg. (10) se torna

2 1 2.3 3.4 }

f+—22-f=%{€'f—€f+ef—... (B.12)
L L

Suporemos que f & uma func¢do analitica em e' e entao

F e F_ o+ e'F. o+ e'%F. 4 ... (B.13)

1 2

Substituindo (13) em (12) e conservando termos até segunda ordem
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em ', obtemos

_ s'zfg) (B.14)

Igualando os coeficientes das potencias em ¢ temos

- 2
f,. + = f. =0
0 * 72 o
£, 4—25f1 =——2§fg | (B.15)
L L
. 2 2 3
Eor 2 o2 e f £
2 "2 %27 2 ofq 0

Resolveremos o sistema acima até segunda ordem no parame
tro ¢ . Tomaremos a seguinte solugao para a primeira das equa -

cGes (15):

cos %? t {(BE.16)

e a sequnda das egs. (15) se torna

= 2 2 2,1 1 2vZ
f1 t =5 f1.: ~ AO (f + 5 COS == t) (B.17)
L L
que possui como solugao
2 2
/2 By By 2/Z

f. = A, cos - t + 5 =~ § €05 |~ t {B.18)
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Nao ha necessidade do calculo de f,+ pois este termo de
(13) contribui em terceira ordem quando utilizarmos (11) para a

solucao v.

Assim, ao substituirmos (16) e (18) em (13), obtemos

V2 \ V2
f = AO COS'TT t + ¢ A1 cos-ir t
2
A
' 0 1 2v2 .
+ el — {1 - 3 cos = t) (B.19)

Agora utilizaremos a definicao (8) e (11), alem de g =

= Bz(t,s’), para cobtermos

Bz(t,E') = L2 + &' L2 A, cos %? t
2.2 /2 Ag 1 2/2
+ e! L‘[A1 cos = t o+ 75—(1-3 cos —= t)
{B. 20)

Novamenhte usando a definicao (2.4.2) mudaremos o paramg

tro temporal de t para n em (20). Ou seija,

B~V (t,e')at

dn =
-1 2 V2 2 V2
= L ' ya ' Yy
{1 + ¢ AO cos t + = [A1 cos t
2
A -1/2
0 1 2v/2
+ 5 (1 - 5 cos - t)1} dt (B.21)

Expandindo (21) e mantendo termos até segunda ordem em

£' e integrando, obtemos
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AOL 3
t = Ln + ' [ _sen-ir t]
2v2
A, L Az
+ 8'2 [- 1w sen—gt Tgt+Ag%—L—sen%§t] (B.22)
2v2 2V 2

Denotaremos o conteudo do primeiro par de colchetes por

K1 e o do segundco par por K2 e a expressdoc acima & reescrita co-

mo
t =Im + 'K, + ¢! K2 (B.23)

Inserindo (23) em (22) e mantendo termos até segunda or

dem em €', temos

AOL
t =1In + ' [— sen V2 n] +
2/2
2 LAS A1L
+ £'° [—=senvZ ncos v2 n - — sen v2 1 +
442 2/2
a9 13 Bl
- — In + = —— sen 2V/Z n 1 (B.24)
16 9 /3

Denotaremos desta vez o conteudo do primeiro par de col
chetes por A1 e o do segundo por fA,. A expressao (24) & reescri-

ta como
t = ILn + e'A, + ! A, (B. 25)

Substituindo (25) em (20) e conservando termos até se -—

gunda ordem em &', obtemcs
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Bz(n,E') - 12 {1+ ¢ A, cos V2 on o+
2 Ag 2 Ag Ag |
+ "% [- — sen V2 o+ A, cos V2 n o+ - - & ¢os 2V/2 n]} (B.26)

Desejamos que ao tomarmos as expressoes (20) e (26) até
primeira ordem, elas recaiam nas eQuagBes (5) e (7), respectivamen

te. Para tal, faremos ¢ = 'L e Ay = 1. O parametro A, (constan-

1
te de integragao) sera escolhido arbitrariamente igual a zero.

Assim, da equacao (20) obtemos a expressao (2.4.8)

2 2 V2 2 1 1 2v72
B(Z)(t,e) =L + L ¢ cos G- t + ¢ [5 - § C€0S Y~ t]

e da equacao (26} obtemos a expressao (2.4.9)

B%z)(n,e) = 1° + L & cos V2 n +

sen’ V2 n - cos 2V2 nj

1
6



APENDICE C

0. MAPEAMENTO “FERRADURA"

Ao final do Capitulc III, afirmamos que na vizinhanga
de um ponto homoclinico observamos fendmenos caoticos associados
com o mapeamento de Poincare que descreve o sistema. Também nos re

(36) (EZ)) a semelhanga entre este

ferimos (seguindo Smale , Conley
mapeamentc de Poincaré na vizinhanca de um ponto homoclinico e o
mapeamento "ferradura" de Smale: ambos possuem as mesmas proprie-
dades. Neste Apendice apresentaremos de uma forma heuristica o ma
peamento "ferradura", seguindo de perto Treve(éé).

Tomemos um quadrado Q do plano. O mapeamento dos pontos
de Q sera realizado como mostra a Figura C1. Do quadrado ¢ com -
primidc na vertical e esticado na horizontal, faremos uma faixa
que, dobrada na forma de ferradura, sera superposta a Q.

Por definigao, a imagem de um ponto p de Q, ¢(p), sera
sua localizacao apos as manipulagdes descritas acima. Se p for ma
peado fora de Q, ¢(p) nac e definida.

No entanto, existe um subconjunto de Q, A, com a propri
edade de que todas as iteragaes ¢n(p) de qualquer p e A perten -
cam a Q para n = 0, %1, *+2,.,.., conforme verificaremos a seguir.

Consideremos primeirc as iteragées para n poesitive. Um

ponto p de Q pertencera a A se sua imagem ¢(p) estiver num dos

reténgulos.Qa ou Qb' Assim, ¢$(p) £ @ apenas quandc p se situ-
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ar numa das pré-imagens Pa = ¢_1(Qa) ou Eb = ¢“T(Qb)’ faixas verti
cais no quadrado Q.

Suponhamos entdo que p € P, ou P de modo que ¢(p) & Q

b

ou Qb e apliquemos ¢ outra vez. Para que ¢2(p) esteja em Q, d (p)

a

deve estar também ou P_ ou Py. Dal p tem que estar em uma das pré-

-imagens dos retangulos Qi{W Pj' i,j = a,b. Estas pré-imagens sao

quatro faixas verticais P.lj que sao subconjuntos de P,, ou seija ,
=1 .

P.lj = ¢ (Q; M Pj)(: P, (Figura C2).

Por outro lado, a imagem de Q. i = a oub, é uma ferra-
dura que, superposta a Q, consiste de duas faixas horizontais Qij’
j = a,b, e podemos sempre rotular Qijc: 0, & 0, i,j = a,b, como
mostrado na Figura C3.

Se aplicarmos ¢ uma vez mais, ¢3(p) se situara em Q
caso ¢2(p) pertenc¢a a Pa ou Py . Como antes, para que isto aconte-
ca p deve pertencer a uma das oito faixas verticais

-2

P... = ¢ (q>ijﬂ P.)C P.. <P,

ijk y i r i,j,k = a,b

Finalmente, ao aplicarmos ¢ um numero infinito de vezes
obteremos um conjunto infinito A1 de faixas verticais de largura
zero ja que, por construgdo de ¢ , as distancias horizontais enco-
lhem por um fator menor que um sob ¢_1.

Os elementos Pijk"' do conjunto A1 estao numa corres

pondencia um a um com o conjunto de sequéncias infinitas de dois

simbolos

{i,3,k,-..1, onde i,j,k,.... = a,b .

porque os elementos do chamado conjunto ternario de Can-
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tor estdao também numa correspondéncia um a um com este conjunto de
sequéncias, o conjunto A1 € equivalente ao conjunto ternario e
por isso, tambem chamado de conjunto de Cantor. (Por conjunto de
Cantor entendemos um conjunto fechado gue nao contem pontos interi
ores ou pontos isclados).

Agora discutiremos o mapeamento ¢n(p), para n negativo ,
de um ponto p € Q sob © mapeamentc inversc (Figura C3).

Como ja sabemos, ¢_1(p) & definido somente se p perten-
ce -a Qa ou Qb’ ¢_2(p) e definido somente se p pertence a uma das
guatro faixas horizontais Qij’ i,j = a,b e, no limite, ¢_m(p) e
definido somente se p pertence a uma das infinitas faixas horizon-
tais Qijk"" i,j,k = a,b que comptem este conjunto. Tal qual A1,
A2 € um conjunto de Cantor.

O conjunto A que procuramos € o conjunto interseccgac de

A1 e A2, um conjunto de Cantor em duas dimensoes, cujos pontos es-

tido em correspondéncia um a um com os elementos do conjunto S de

sequéncias duplamente infinitas de dois simbolos: se o ponto p for

a interseccao da faixa vertical P, o com a faixa horizontal
172
QS S , (numa notacao obvia), tal ponto sera associado com a
_1S_p .-
sequéncia s = (...S_2S_1,S1,S2... ). Assim, p sera identificado

biunivocamente com s e vice-versa.

A cada ponto de A corresponde uma sequéncia s e a se -
quéncia correspondente a ¢(p) €& obtida de s por uma translacgao
na virgula.

0 conjunto A possui as segulntes propriedades‘éﬁi):

i) ele contém um conjunto ndc enumeravel de pontos periddicos de
¢, com pericdos arbitrariamente grandes, que correspondem ague

las sequéncias duplamente infinitas de S que sao perioddicas;



ii)

iii)
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uma vizinhanca arbitrariamente pequena de um ponto p de A con
tém pontos periodicos de ¢, ou seja, o conjunto de pontos pe-

ridodicos de ¢ € denso em A ;

o conjunto A & hiperbolico: se considerarmos o efeito de ¢ nu
ma pequena vizinhanga de um ponto p € A, ¢ contrai distanci
as na direcao vertical e as expande na direcdao horizontal. A
importancia da nogao de hipérbolicidade advém do fato de que
mapeamentos que possuem um conjunto hiperbolico invariante ge
ralmente apresentam comportamento caotico sob iteragoes suces

sivas e sao ergodicos.
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FIGURA C.1 - Definicao do mapeamento "ferradura".
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FIGURA C.2 - Mapeanento "ferradura" para n positivo.
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FIGURA C.3 — Mapeamento "ferradura" para n negativo.
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APENDICE D

CONDICOES DE ENERGIA

"Aceita, meu filho, um conselho final: o
uso dos livros nac tem fim e o estudoem
demasia & enfadonho'.

(Livro do Eclesiastes, 12:12).

Em principio, gqualguer métrica arbitraria para o espaco-

tempo & solugao das EquacOes de Einstein no sentido de gue, substi
tuindo a métrica no lado esquerdo das equacoes de Einstein obtemos,
por definicao, as expressées para as componentes do tensor momen-
tum-energia {(situado no lado direito das referidas equacoes). No
entanto, as métricas admissiveis como solucao das equacoes de Eins
tein devem ser tais gque os tensores momentum-energia a elas associ

ados obedecam a certas condicoes fisicas que sao denominadas con-—

digoes de energia (Hawking e Ellis{éé)).

No nosso caso, um modelo cujo contetdo material e um
fluido perfeito, as condigdoes de energia a serem satisfeitas sao
expressas por

p >0 {D.1)
e
lp| < (D.2)

Vejamos em primeiro lugar gue restricoes teremos sobre os

movimentos obtidos na perturbacao exata do setor ST. A condicao
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(1), para a expressao de ¢ dada por (2.3.9) fornece

Ao+ — - 1 0 {D.3)

Se a perturbacdo & tal que a constante cosmologica € a mesma do

Universo de Einstein A = —1/4L2, entao devemos nos restringir a

A< /3 L.

Por outro lado, a condicdac (2}, ao usarmos a expressao

(2.3.10) para p, nos diz que

[\S]

oh 4 2 (D. 4)

t;Jb
A

De novo supondo gue a constante cosmologica continua com
o mesmo valor que o do Universo de Einstein, teriamos A = V372 L.

Observemos dgue néo devemos, necessariamente, fazer A =
= AE’ e um valor maior da constante cosmoldogica nos possibilitaria
satisfazer (1) e (2) para valores malores da funcao escala A(t).
Por outro lado, o© parametro D sempre pode ser escolhido de modo
que o movimento dado pelo potencial (2.3.8) seja fisicamente admis
sivel.

Vejamos agora a perturbacgdao exata do setor 52. A condi-
¢do (1) para a densidade de energia (2.3.15) obriga dque

2 2

2L2 lng + 2E - %T + 2Ag {D.5)

[\"4
(e

Neste caso, como o parametro de "energia" 2E aparece na
expressdo de p, procederemos de outro modo. Se desenhassemos o}

grafico de 2E x g, os valores acima da curva seriam os de densida
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de positiva. Portanto, os pontos fisicamente admissiveis no domi -
nio do potencial seriam os pontos nos quais o potencial se encon -

trasse também acima da curva. Ou seja,

Vig) 2 2E {(D.6)

Usando as expressoes (5) e (2.3.14) em (6), obtemos

2
20g° + 2 - Bz 0 (D.7)
Para A = AE’ temos gue
, 2 2
(2=V3)L° £ g £ (2+/3)L (D.8)
Finalmente, a condigao (2) nos impoe
—21? < 4g® 1 (D.9)
que, para A = AE se transforma em
q2 < 2t (D.10)
e impoe também que
2 2
4E 2 3L° - 4L° 1In q (D.11)

condigdo esta independente do valor de A e gque sempre pode ser Sa-
tisfeita.

Notemos mals uma vez que a perturbagao considerada pode
ser tal gue o valor da constante cosmologica difere de Ap e portan

to, podemos sempre aumentar os limites de (8) e (10).
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