MARCO AURELIO DO REGO MONTEIRO

ANOMALIA QUIRAL, DETERMINANTE FERMIONICO E
MODELOS RBIDIMENSIONAIS

Tese de

DOUTORADO

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS
Rio de Janeiro

— 1985 -



AGRADECIMENTOS

- Ans Professores Carlos G. Bollini e Juan J. Giambiagi,
com guem tive a oportunidade de desfrutar inesgueciveis anos de
proficua convivéncia cientffica e relagao humana, a quem dedico
profunda admiragaoc = respeito.

- Ao grande companheiroc de trabalho Prof. Juan A. Migna
co, a quem tTenho enorme carinho e amizade; pela importante contri
buigdo na minha formacio cientifica.

- Ao amigo Prof. Carlos A.P. Galvac pelas indmeras dis-
cuesdbes sobre a fisica e a vida.

- Ao Prof. Fidel A. Schaposnik pelas diversas valiosas
correspondencias cientificas.

- Ao Prof. Rajat Chanda pela importante contribuigao no
inicioc desse ftrabalho.

- Ao Prof. Eduardo C. Marino pelas discussoes sobre teg
rias bidimensionails.

- Aos amigos Profs. César A. Linhares, Itzak Roditi, Lu
is Boanerges P. Jr. e Steéenio Wulck A.M. por diversas discussoes
sobre fisica.

- Ap amigo Prof. Saul J. Cdanski pela discussaoc sobre a
molécula de poliacetileno.

- Acs amigos Profs. Fernandoc A. Simao e Jose de S. Bor-
pes por discussoes sobre fisica.

- A todos 0s colegas do Trilateral, DCP e do CBPF.

- A Rosangela C. Marques, secretaria do DOCP, pela paci-
éncia que sempre me dispensou.

- A meus pais Ricardo W. do Rego Monteiro e Helena C,.
do Rego Monteiro peloc apoio nos momentos dificeis.

- A Baixinha por muitas e muitas ccisas.

_ A Helena S. Ferreira pelo gxcelente trabalho datilo-
grafico.

- Ao CNPg peloc apoio financeiro.



RESUMO

Neste trabalho analisamos a anomalia quiral em dimen
sao par arbitraria. Calculamos essa anomalia perturbativamente

atraves do método de Regularizacio Dimensional.

Desenvolvemos um novo método para o calculo nio-pertur-
bativo do Jacobiano de uma transformagao quiral geral, isto e,
finita e nao—Abeliana; e utilizamos esse metodo para o calculo
nao-perturbativo da anomalia quiral, como uma alternativa a boso-
nizagao de teorias bidimensionais com fermions sem massa e para

estudo do fenomeno da fracionalizacio do numero fermionico.

Estudamos ainda o determinante fermionico da Cromoding-
mica Quantica bidimensional calculando-o exatamente, tanto no gau

ge desacoplante quanto sem refereéncia a um gauge particular.
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INTRODUCAO

O conceito de campo desempenha um papel importante na
compreenséo dos fenamenos fisicos desde o tempo de Newton com a
teoria da Gravitagéo, passando por Maxwell com a teoria Eletromag
nética e se mantém até nossos dias.

No comeco desse século nasceu a teoria quéntica da mate
ria que se mostrou,com o correr dos anos, adequada para a descri-
géo dos fenémenos atamicos. Como &€ bem conhecido, nessa teoria a
posigéo e a velocidade de um sistema de particulas nao podem ser
determinadas com ﬁma preciséo acima de um determinado limite.

Se queremos incorporar os principios basicos da teoria
quantica na teoria eletromagnetica temos que quantizar esses cam-
pos eletromagnéticos; pois, por exemplo, se pudéssemos medir, de
maneira exata e simultanea, os campos elétrico E e magnético B de
uma particula carregada poderiamos determinar exatamente sua posi
géo e velocidade.

Em 1930, Oppenheimer(l) e Waller(g), independentemente,
observaram que as teorias quantica de campos quando calculadas ,
além da ordem mais baixa de aproximacéo, produziam resultados di-
vergentes. A posteriori se compreendeu que essas divergéncias eram
independentes do método de aproximagao usado e que eram inerentes
a estrutura da teoria.

(3) (4)

No final da década de 40, Tomonaga =’ , Schwinger — e
(5)

Feynman '=', introduziram um procedimento sistematico para calcu-

lar gualquer elemento da matriz S a uma ordem arbitraria de apro-
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ximagéo. Neste procedimento qualquer processo €& caracterizado por
uma familia de diagramas de eventos desenhados em uma dimensdo es
pacial e uma dimensao temporal com um certo numero de linhas ex -
ternas incidentes e emergentes. Para cada tal diagrama ha associa
do uma exPresséo analitica bem definida gue pode ser traduzida nu
ma forma analitica com a ajuda das "Regras de Feynman'.

Em termos desses diliagramas as divergéncias encontradas
nas teorias quantica de campos, as divergéncias ultravioletas,po
dem ser identificadas como aparecendo em certos diagramas de
Feynman com "“loops", isto e, dlagramas com pelo menos uma alca de
senhada no grafico do espacgo-tempo que pode ser formada, guando
por exemplo; um £oton virtual € emitido e mais tarde reabsorvido
pelo mesmo eléetron.

As divergéncias encontradas nessas teorias conduziram ,
inicialmente, a prediqﬁes que néo tinham interpretag§es razoavels
como quantidades fisicas. Por exemplo, toda a interacéo entre ele
trons e fotons conduziam a resultados que divergiam e até mesmo
deixava sem significado fisico a descrigéo de um eletron isolado
pois este podendo emitir e reabsorver, mais tarde, particulas vir
tuais teria uma carga e massa infinitas.

A solugao para este problema e um procedimento chamado
de renormaliZagéo. Resumidamente, para uma teorila renormalizavel,
todos os infinitos residem somente na relagéo entre as masgsas €
constantes de acoplamento; com a qual a teoria comeca, € as novas
massas e constantes de acoplamento, as quals adguirem agora um
significado fisico; tendo o valor medido no laboratoério.

Desta maneira; para teorias renormalizaveis a renormali
zagéo isola as partes divergentes das integrais em uns poucos pa-

rametros, as massas e constantes de acoplamento. Entretanto, as



integrais divergentes tém que ser regularizadas para extrairmos
delas os resultados finitos, e para fazer isto temos gue ter um
processo para regularizar essas integrais divergentes.

Diversos metodos de regularizagéo foram desenvolvidos e,

(é),'t Hooft e Veltman(z), desenvolve

em 1971, Bollini e Giambiagi
ram um método chamado de Regularizagao Dimensional gue mantinha,
ndo so a covariancia relativistica, como também a invariéncia de
gauge de teorias de campos de gauge em todos os estagios do calcu
lo.

Neste metodo a dimenséo do espago~tempo € tomada como um
parémetro de regularizacgdo. Os objetos que aparecem na teoria co-
mo as matrizes de Dirac, o tensor métrico, séo estendidos ao espa
¢o n-dimensional de tal forma que seja possivel manipular esses
objetos como em 4—dimens§es. As integrais divergentes sao calcula
das em n—dimensao e as divergéncias usuais aparecem entao como po
los na dimenséo do espago tempo fisico. As partes finitas podem ,
finalmente, ser extraldas.

Em 1954, Yang e Mills(g) propuseram uma generalizagéo
da ideia ja conhecida de invariancia de gauge no eletromagnetismo
classico. A proposta era construir uma teoria que fosse invarian-
te perante transformag@es nao—Abelianas de maneira equivalente a
invariancia do eletromagnetismo perante transformagées Abelianas.
0 modelo considerado era baseado na simetria de isospin, tendo co
mo grupo de simetria o SU(2).

Aparentemente as ideias de Yang e Mills nao eram aplica
veis é'descrigao das interagées fracas e nucleares pois na teoria
de Yang e Mills os bosons mediadores das interag§es permaneciam
sem massa, analogamente ao foton no eletromagnetismo, o que néo

poderia acontecer nas intera¢des fracas e nucleares devido ao



curto alcance dessas interag@es.

Ja nessa época se conhecia a Teoria de Fermi para as in
terag§es fracas, a idéia de Yukawa para a interagéo entre nucle-
ons e foram desenvolvendo-se metodos e teorias para o estudo e a
classificagao das particulas elementares como a teoria da Matriz
S, a teoria perturbativa a la Feynman das interac¢des fortes, a
aplicagao de principios gerais como a unitariedade, causalidade ,
invariancia de Lorentz e a classificagéo das particulas com inte-
ragao forte, os hadrons; com base no grupo de simetria interna
SuU(3).

Em 1961, Goldstone(g) desenvolveu a ideia de quebra es-
pontanea de simetria em teoria de campos. Ele mostrou, consideran
do o campo escalar complexo, gque atraves de uma redefinigéo do cam
po, obtinhamos massa para uma das componentes do campo e anulava-
mos a massa da outra componente do campo, sendo esta altima compo
nente conhecida como boson de Goldstone.

Higgs em 1964, aplicando a idéeia de Goldstone para uma
teoria com simetria de gauge local, mostrou que embora os bdsons
de Goldstone existam formalmente, eles podem ser "eliminados" por
uma transformagéo de gauge, tal que eles néo aparecem como parti-—
culas fisicas. Os bosons de Goldstone "eliminados" aparecem como
estados extra de helicidade necessario para que esse boson vetori
al seja massivo.

(12)

(1) e independentemente Weinberg —' ,pro

Em 1967, Salam
puseram um modelo para os leptons o gual unificava as interacgoes
fracas e eletromagnéticas. Essa teoria possue uma invariancia de
gauge local com grupo de simetria do SU{2}xU(1) em que os bosons
vetoriais; descobertos experimentalmente somente em 1984 no CERN,

que mediam as interagdes fracas ganham massa traves do mecanismo



estabelecido por Higgs.

Uma das facanhas dessa teoria foi a predig&o de corren—
tes neutras; ja especuladas em 1937 por Gamow, e em 1958, por
Leite LOpes(lé); primeiramente observadas em 1973, no CERN.

Colocava-se ent%o a quest%o socbre a renormalizabilida-
de da teoria desenvolvida por Salam e Weinberg. Ja se sabia na
época; pelos trabalhos de Fadeev e outros, gue tecrias de gauge
com Simetria nSo quebrada eram renormalizaveis. Sabia-se, ainda
dos trabalhos de Veltman e Bell, gue se partissemos desde o prin-
cipioc com campos vetoriais massivos a teoria, alem de nao ser in-
variante de gauge, tambem nao era renormalizavel.

No periodo de 1971 a 1972,:*t Hooft, Veltman, B. Lee e
outros; mostraram que uma teoria de gauge com simetria espontanea
mente quebrada era renormalizével(lé).

Em 1973, diversos grupos(lé) propuseram independentemen
te uma teoria de gauge baseada no grupo de simetria SU(3) de cor
para a descrig%o das interagées fortes. Essa teoria levou © nome
de Cromodinémica Quantica (QCD)(lE).

Na QCD; os hadrons sao vistos como objetos extensos con
sistindo de um pegqueno numero de particulas fundamentais , oS
guarks, ©0s quais possuem numeros quénticos como carga, estranhe -
za, sabor e cor e os gluons, campos vetoriais coloridos gue, ana-—
logamente acs fotons na eletrodinamica, mediam as interagaes en -
tre os quarks. De forma diferente da eletrodinémica em gue OS cam
pos elétricos e magnéticos atuam somente sobre a dinamica da car-
ga elétrica; sem alterar O seu sinal e sua magnitude, na QCD, o}
campo colorido age nao 80 sobre a dinamica dos gquarks como também

altera sua cor, pois ele proprio carrega cor.

Ainda nessa teoria, como sabemos gue os hadrons nao pos



suem O numero quantico de cor eles sao formados por combinagées
descoloridas de quarks, por exemplo, os mésons sao supostos serem
formados por um qgquark e um anti-quark. Alem disso como até hoje
nao observamos particula alguma com o nimero quantico de cor, es-
ses qguerks e glﬁons sao esperados estarem permanentemente confina
dos.

0 fenémeno do confinamento poderia,a principio, ser atri
buido a natureza nao-Abeliana da interacao gque com a autointera -
géo para os gluons nao permitiria a dissipagao do campo gluénico
no espaco concentrando-se em estreitos tubos que se ligam as fon-
tes dos campos como acontece nos supercondutores de segunda espée-
cie com as linhas do campo magnético. Se isto acontece, € possi-
vel mostrar que a energia de 1igag§o de um sistema de dois corpos
cresce linearmente com a separagao e,nesse caso, nenhuma forca ex
terna; por maior que fosse, seria capaz de retirar um quark indi-
vidual dentro de um méson, por exemplo.

Diversas teorias como a QCD, QED, o modelo de Salam-Wein-
berg e outras, em gue temos campos fermi§nicos, possuem uma inva-
riancia perante transformagées quirais globais, a invariancia qui
ral. De acordo com o teorema de Noether; a invariancia gquiral im-
plica na existéncia de uma corrente conservada, a corrente pseudo
-vetorial.

Como descoberto por Schwinger, em 1951, e explicitamen-—
te estudado por Adler(lz) na eletrodinamica (QED) e Bell e Jac-
kiw(lﬁ) no modelo ¢, ha cerca de quinze anos atras em conexéo com
o decaimento do pion neutro; devido aos efeitos quanticos associa
dos com a regularizag¢do, essa corrente pseudo-vetorial nao & con-
servada, € a esse fen@meno chamamos de anomalia guiral, ou axial.

Desde os trabalhos de Adler, Bell e Jackiw as anomalias



quirais vem desempenhando um papel de crescente importancia na f1i

sica de particulas. Em particular, depois dos trabalhos de Gross

a Jackiw(lg), Georgi e Glashow(gg) e Bouchiat, Iliopoulos e Mey-

er(zl) sua importancia na renormalizacao de teorias de gauge tor-

nou-se manifesta.

Mais recentemente, depois do trabalho de 't Hoof (22) 80

bre guebra de simetria atraves da anomalia quiral, seu significa-

do matematico foi esclarecido. Através do estudo de 't Hooft,e de

Jackiw e Rebbi(zé), e Callan, Dashen e Grosa(zé), nos quais foram

(25)

estudadas asg contribuicdes dos instantons '==', foram enfatizadas
a relagdo entre a anomalia e o teorema de indice e analisados mui
tos fatos importantes deste aspecto matematico.

A relevancia de anomalias na fracionalizacao do numero

(26~29) em modelos compostos (condigOes de “tIkthGﬁp),

em lagrangeano efetivo da QCD(él), e na catalise do decaimento

fermionico

de protons por monopolos(32) foram descobertos recentemente. O as
sunto esta sendo estudade também nos dias atuais em conecgdo com

(33)

a supersimetria'™=’, em teorias com espaco-tempo de dimensao mai-

(34-38) e com fermions de Dirac—K&hler(ég).

or do gue gquatro

0s trabalhos originais sobre anomalia quiral eram basea
dos na analise perturbativa e somente em 1979, com o trabalho de
Fujikawa(ig) iniciou-se 0 desenvolvimento de uma metodologia que
permite estudar a anomalia quiral atraves das integrais de traje-
tOria independentemente da teoria de perturbagao. Neste trabalho
eie fez a observagao importante de gue a medida na integrag&ade
trajetdria — o Gnico lugar onde o aspecto quantico intervem neste
tratamento — néo—é invariante segundo as rotagOes quirais.Ele mos

trou gue o Jacobiano associado a transformacado guiral era respon-

savel pelo termo anomalo nas identidades de Ward-Takahashi.



-8

No inicio dessa déecada, Roskies e Schaposnik(él) obser-
varam que escolhendo-se um gauge particular e generalizando-se o
metodo de Fujikawa para transformagées quirais mals amplas este
método poderia ser aplicado,como um método alternativo e simples,

(42-43)

a bosonizagao do modelo de Schwinger A partir dessa obser

vacao, desenvolveram-se métodos para o calculo do Jacobiano de
transformacdes quirais gerails, encontrando-se golucdes do modelo

de Thirringtiﬂ) de maneira bem simples e novas informacoes da QCD

(44-45) (44)

bidimensionails e de outros modelos — nao completamente

soluveis.
No perlodo de 1983 a 1984, com os trabalhos de Polyakov

e Wiegman(éé)' Alvarez(ﬁz), e Witten(éé;ég), renasce © interesse

F
em modelos bidimensionais(Eg’ggiég;éé); e no calculec do determi-

nante fermianicd(ééféz'égiég)

; que vem da integracao funcional nas
variaveils fermi@nicas nas teorias gque dependam bilinearmente nos
campos fermianicos; que quando possivel desvendam propriedades fi
sicas importantes da teoria(éﬁ).

Neste trabalho analisamos a anomalia quiral em dimensao
par, arbitraria, perturbativamente e néo perturbativamente, sua
relagéo com a bosonizagao de teorlas bidimensionais, com o fenémg
no da fracionalizagao do numero fermiénico, e o determinante fer-
mianico da QCD bidimensional. Os resultados originais obtidos fo
ram:

(1) Calculo perturbativo da anomalia quiral em dimenséo arbitra
ria(38) pelo metedo de Regularizacdo bimensional, apresenta
do no Capitulo IT.

(ii) Calculo do determinante fermi@nico para a QCh bidimensio -

| (45,55)

nal(éz), no gauge desacoplante , através de um proce-

dimento ndo perturbativo que faz uso do método do tempo -



(56)

-proprio —' para a regularizagéo de determinantes funcio-
nais e a expanséo assintotica de Seeley(éz), apresentado no
Capitulo TII.

(iii) Desenvolvimento de um métqdo(zg) para o calculo do Jacocbia-
no de uma transformagao quiral geral, isto e, finita e ndo
-Aleliana, regularizandoe ¢ determinante fermianico pelo mé-
todo do tempo-proprio e usando a expansao assintotica de Se
eley. Esse metodo tem a vantagem de ser muito simples pois
néo necessitamos conhecer o calculo perturbativo de determi

(58)

nantes '=—', como & usado no metodo desenvolvido nas referén

(57) en

cias (50,53) e guase todas as expansées assintoticas
volvidas estao tabeladas(éé’Eg). Além disso esse método nos
permite nao s0 o calculo nao perturbativo da anomalia em di
mensio, par, arbitrdria, como nos fornece uma. analise alter
nativa de modelos bidimensionais com férmions sem massa e
do fencmeno da fracionalizagao do nUmero fermiodonico. Esta
analise & feita no Capltulo IV.

{(iv) Calculo do determinante fermianico do modelo de Schwinger e

da QCD bidimensional sem referéncia a um gauge particular ,

apresentado no Capitulo V.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: No
Capitulo I, apresentamos sucintamente alguns elementos classicos
e quanticos das teorias de gauge.

No Capltulo II discutimos a anomalia guiral em dimen-
sdao, par, arbitraria, calculamos essa anomalia perturbativamente
pelo metodo de Regularizagao Dimensional e apresentamos sucinta -
mente o método de Fujikawa para o calculo da anomalia sem referég

cia a teoria perturbativa.
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No Capitulo III descrevemos os métodos da funcdo zeta
generalizada e do tempo-proprio para a regularizagdo de integrais
de trajetoria gquadratica, discutimos o papel da "equagdo de ca -

lor" para as integrais de trajetoria quadratica e usando os méto-
dos desenvolvidos nesse capitulo; calculamos o determinante fermi
§nico para a QCD bidimensional no gauge desacoplante.

No Capitulo IV desenvolvemos um método bem simples para
o calculo do Jacobiano de transformagées quirais gerais, isto &,
finita e néo—Abeliana. Aplicamos esse método para © calculo nédo
perturbativo da anomalia quiral em dimensao, par, arbitraria, tam
bém como um tipo de bosonizagao dos modelos de Schwinger,Thirring
e QCD bidimensional, e por ultimo para o estudo do problema da fra
cionalizagao do numero fermiénico num modelo abeliano simples.

No Capitulo V, a partir da observagao de que o operador
de Dirac em 2—dimens§es, Abeliano e néo-Abeliano, pode ser escri-
to de uma maneira conveniente, calculamcs o determinante fermid-
nico para o caso Abeliano e nio-Abeliano sem referéncia a um gau-
ge particular.

Finalmente, no Capitulo VI, comentamos sucintamente os
resultados obtidos; discutimos brevemente algumas dificuldades pa
ra o calculo do determinante fermiﬁnico em quatro dimensaes e ex-—

plicitamos os resultados originais obtidos nesse trabalho.



CAPITULO I

INTRODUCAD A TEORIA DE GAUGE

1.1 - O LAGRANGEANO DA TEORIA DE GAUGE NﬁO-ABELIANA(ég)

E um fato bem conhecido de que o Eletromagnetismo clas-—
sico possul uma invariancia perante a transformagéo do campo de
gauge Au por um dgradiente de uma fungéo o (%) . Quando incluimos os
campos de matéria; a teoria permanece invariante guandoc, além da
transformagao descrita acima, simultaneamente multiplicamos o cam
po de materia pela exponencial de ioa(x). Como o(x) & wuma funcio,
essa teoria & dita possuir uma simetria em relagao ao grupo Abeli
ano U(1).

Essas transformagées nos campos elementares da teoria
sao chamadas de transformagées de gauge e a invariancia perantees
sas transformagées déo lugar, atraves do teorema de Noether, a
conservagao da corrente eletrica.

A generalizagéo da idéia de invariancia de gauge a gru-
pos mais gerais, néo—Abelianos, foi primeiramente proposta por
Yang e Mills(§) em 1954. O modelo considerado era baseado na sime
tria de isospin tendo como grupo de simetria o SU(2).

Hoje, acredita-se que o isospin ndo € uma simetria de
gauge, e néo pode ser;pois nao & uma simetria exata da natureza.

Mas a idéia de Yang e Mills, aplicada a outras simetrias inter -

nas, nos fornece as teorias de gaude das interacgoes.
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Nesta segao descreveremos algumas das propriedades clas
sicas mais elementares do lagrangeano que hoje acredita-se podera
descrever as interagées fortes.

A simetria interna desse lagrangeano e dada pelo grupo
SU(3). Um grupo SU(N) & aquele gue consiste de todas as matri -
zes U, unitérias; com determinante um. Para o caso N = 2, os gera
dores do grupo SU(2) sao as trés matrizes de Pauli 2 ; © para o
grupo SU(3) séo as oito matrizes de Gell-Mann AZ.

Para um grupo geral SU(N) existem M = N2—1 geradores que

a .
chamaremos de T e estes gsatisfazem:

Ta+ _ qd
e (13rP) = L 6P (1.1)
[Ta,Tb] I fabc €

onde fabc sdo as constantes de estrutura do grupo sendo totalmen-

te antissimétricas com respeito aos iIndices a, b e ¢. Para o caso

fabc abc be

a . e e
= € sendo € o tensor totalmente antissimetri

do SU(2},
co de Levi-Civita.

Consideremos agora uma teoria de campos de gauge € de
matéria com o grupo de simetria do SU(N), consistinde de campos

e campos de gauge vetoriais Ai per -

fermidnicos de spin-1/2 ¢
tencendo respectivamente as representac¢oes dimensionais N e M=
= N2—1 do grupo.

A densidade de lagrangeanc da teoria ¢ dada por:
o1 T
L =~3g F o Fo ., + ¥(yD-mu (1.2)

onde
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1
Y
-2
v | Y (1.3)
°N
Y
[ B . , n/2
com cada ¥, £ = 1,...,N, um spinor de Dirac a 2 —~componentes ,
n/szn/Z onde n & a dimensao do espago-

YU as matrizes de Dirac 2

—-tempo par. Temos ainda,

HVY = AHaV AV HaV
F = 3 Aa 0 Aa g fabc AbAc
(1.4)
— . . aa
D = i3 + T A
M M 9 H

u,v variando de zero a n-1, a,b,c de 1 a M, em a massa dos fer-
mions.

A teoria descrita pela densidade de lagrangeano (1.2) &
sabida ser invariante perante as transformagées locais, nos cam-
pos, do grupo SU(N), chamadas de transformagées de gauge e dadas
por:

P(x) » U(x)y(x)

. (1.5)
i

aM(x) » v AP o (k) - 5 u(x)sPu T (x)
com Au = ASTa e
-
—iw T
U(X) = & a (1.6)

sendo w< = wa(x) fungées reais do espaco-tempo.

Essa invariancia tem como consequéncia, analogamente a
conservagéo da carga elétrica no eletromagnetismo, a conservagao
de N cargas chamadas de coloridas.

Quando o grupo de simetria & o SU(3) os férmions elemen

tares dessa teoria siao chamados de quarks, os campos de gauge <Or
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respondem acs campos dos gluons e a teoria & chamada de Cromodi -
némica(lé’lé).

Hoje, acredita-se que a Cromodinémica, quando quantiza-
da, venha descrever as interagées das particulas que interagem

fortemente, isto &, os hadrons. Esses hadrons seriam estados liga

dos dos quarks que estariam permanentemente confinados.

1.2 - INTRODUCAO A QUANTIZACAO DAS TEORIAS DE GAuGE ‘%)

Quando quantizamos uma teoria de campos pelo método das
integrais de trajetdria construimos o que chamamos de funcional
geratriz da teoria. Essa funcional e obtida pela integragéo fun -
cional sobre os campos de exponencial de iS/h onde 5 & a acdo clas
sica da teoria e h & a constante de Planck.

Se agora considerarmos uma teoria de campos de gauge CoO.
mo descrito na segao anterior, teremos que levar em conta que ago
ra a agéo & invariante perante as transformagées dadas em (1.5) .
0 que essa invarigncia nos diz & que existem classes de campos
{Ag}, nas quais os campos dentro dessas classes podem ser relacio
nados uns aos outros atraves das transformagées (1.5), produzindo
o mesmo resultado fisico visto que a teoria é& invariante perante
essas transformagées. Se agora incluimos esses campos na integral
de trajetdéria, estaremos contando diversas vezes a mesma informa-
céo fisica.

A discusséo acima sugere que para quantizarmos uma teo-
ria de gauge temos que impor alguma condigéo sobre os campos de
gauge Ag, isto é; fixar o gauge, e extrair os graus de liberdade

(61)

espurios da acao da teoria. Fadeev e Popov —  nos mostraram como
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isto pode ser feito e € o que passaremos a descrever sucintamente
aqui.
Consideremos, por simplicidade, a densidade de Lagrange

ano (1.2) sem campos de matéria,

yv
F Fauv . (1.7)

[
I
]
o=

Sabemos que segundo a transformacdc de gauge

-1 T
Ux) = e 29 (1.8)

os campos de gauge se transformam como
A »vau )l o tu vt (1.9)
H M g U

Como ja dissemos anteriormente, devido a invariancia pe
rante as transformagﬁes (1.9) precisamos fixar o gauge e eliminar
os graus de liberdade esplrios. Fixar o gauge significa que impo-
mos alguma condigéo sobre Ag, chamada de condigéo de gauge. Algu-

mas condicdes comumente usadas sao:

Gauge de Lorentz: BUAE =0
Gauge de Coulomb: %-Ka = 0 (1.10)
Gauge axial: .Ag = 0

£fFA=0 (a =1,...,N) (1.11)

onde fa & um mapeamento do espago das fungodes de A; nele mesmo .

Os A admissiveis sdo aqueles que sdo mapeados em zero por cada fa.

A funcional geratriz da teoria descrita pela densidade

-

de lagrangeano (1.7) e
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. N
% = J pa elSI1Al AgIA]l T S[E_A) (1.12)
- a
a=1
onde
_ n

S[A] = J a'x L(x) (1.13)

O Jacobiano Af[A] definido por

N -

f DA Aglal T 8IE.A) = 1 (1.14)

e mostrado ser proporcional a um determinante funcional da matriz
continua Sfa(x)/ﬁwb(y), com as linhas etiquetadas por (a,x) e as
colunas por (b,y), isto e,

Sf
Af[A] = det[gm] 0 (1.15)

para A satisfazendo a condigao de gauge (1.11).

Tendo apresentado a maneira pela gual uma teoria com cam
pos de gauge pode ser tratada através do método das integrais de
trajetoria, incluimos agora os campos fermianicos Y e introduzi-
mos a funcional geratriz para a densidade de lagrangeano (1.2)

com fontes de férmions, n e n, e fontes para os campos vetori -

ais, J2:

M

1 — —_
_ — N - f SA v, J]

Zz(n,n,J ) = J DA DyYDyA_fA] 1 S[f_A] e (1.16)

H F a=1 a
onde S e:
SIA, ¢, ¢, n,n] = [ a [L(A,¥,¥) + O¢ + ¥ + JiAi] (1.17)

com I dado em (1.2).

As funcdes de Green a n-pontos dos campos sao entao pro
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porcionais a derivadas funcionais da funcional geratriz em rela -
gao as fontes convenientes desligando-se essas fontes ac final.
Um método comumente usado para, por exemplo, o calculo
das fungées de Green & o metodo perturbativo. Separamos a lagran-
geana do sistema numa parte livre e noutra com interacao e faze -
mos uma expanséo na exponencial do lagrangeano de interacdo.
Obtemos dessa maneira uma serie onde cada termo & iden-
tificado com um conjunto de diagramas, chamados de dlagramas de

Feynman, com regras bem definidas para o seu calculo.

1.3 - DIVERGENCIAS EM TEORIAS DE Campos ‘&2

A maior parte dos calculos perturbativos em teoria dos
campos envelvem integrais que séo divergentes no limite superior
de integragéo. Nas teorias renormalizavelis, as partes diverdgentes
podem ser isoladas em alguns parametros da teoria, as massas e
constantes de acoplamento.

Entretanto; para realizarmos calculos, temos gue extra-
ir as partes finitas das integrais divergentes e para igso temos
que dispor de um métodc de regularizagao da teoria.

Passaremos agora a descrever atraves de um exemplo, e}
calculo deo diagrama de polarizagao do vacuo, um método para regu-
larizagao de integrais divergentes introduzido primeiramente por

(6)

Bollini ¢ Giambiagi'=', e a posteriori, mas independentemente, por
'tHooft e Veltman(z), conhecido como o Método de Regularizacao Di
mensional. Este método tem a vantagem de preservar a invariancia
de gauge nas teorias de campos de gauge e isto, em geral, repre =-

senta uma vantagem,como veremos no proximo capitulo sobre a sime-

tria axial.
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Vamos iniciar considerando, por simplicidade, o caso em
gue o grupo de simetria da teoria de gauge € o grupo abelianoc U(1).
A teoria, com esse grupo de simetria, consistindo de campos fermi
onicos de spin-1/2 e campos de gauge Au € a eletrodinamica que tem

como densidade de lagrangeano

- _ 1 MY Ty g M H
L = 7} vaF' + w(lyua eyuA - m)i (1.18)
onde Au, u = 0,...;n—1; fungdes do espago-tempo, Fuv dado por
Fuv = auAv - avAu (1.19)

€ um spinor de Dirac a 2n/2—com onentes, as matrizes de Di -
P P Yu

n/2x2n/2

rac 2 ; onde n & dimensao do espago-tempo, obedecendo a

{Yu:Yv} = 29, (1.20)

com v = (=1,1,1,1).

Consideremos agora a corregao perturbativa em ordem mais
baixa ao propagador livre do foton. Representamos essa COrrecgao Co
mo desenhado na Figura 1.1, e ela & chamada comumente de diagrama

de polarizagdo do vacuo.

k-p
K K Figura 1.1 - Diagrama de polarizacao
do vacuo.

P

As regras de Feynman nos levam a integral

2
_ -e 4 Y, p+m Y. (p=k})+m
(2) P -m {p-k) -m

Esta integral e divergente no limite superior de integracao e pa-
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ra regulariza-la a estendemos a uma dimensdo n arbitraria

Tr YQ(Y:PH“)YB[Y; (p=k) +m]

(p2-m?) [ (p-k)°-m?]

T = ——x [ a'p (1.22)
af (2)
Usando as propriedades das matrizes y a uma dimensdo ar

bitraria, a parametrizagio de Feynman e passandc para a métrica

Euclideana, podemos escrever:

n

—imrn/ze2 2 n L 2 9. 7~2
H&B = (kakB—gaBk T2 - i) dx2x (-1} [m~+x(x-1)k“]
(27} 0
(1.23)
onde I (x) representa a fungac gama. Mas para n = 4 temos:
L)
a2 =1 + (% - 2)ina + (% - 2)2(£na)2 £ e (1.24)
e
n, _ 1
r@ - ) = - Ya (1.25)

com y_ a constante de Euler., Usandc agora {1.24) e (1.25), pode -

mos extrair as partes finita e divergente de H&B

p o =in’e? (k_k k%) [C (n) (1.26)
aB 4 w379 n) + mel .
(27m)
onde
2
C(n) = 3Tn-4y (1.27)
e . 1
M = = - I Cdx 2% (x=1) 24 [m2+x (x=1) k2] (1.28)
0

Vemos assim por (1.26) gque calculamos as partes finita,

lgr e divergente C(n) do diagrama de polarizacgao do vacuo. E ,
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por este metodo, a parte divergente aparece como um polo na di -

mensao do espaco-tempo n = 4.



CAPITULO II

A ANOMALIA QUIRAL EM DIMENSAO ARBITRARIA

2,1 - INTRODUCAO

Neste capitulo estudaremos a anomalia axial para teori-
as de Yang e Mills com dimensionalidade de espago-tempo maiores
do que quatro. A motivagdo para o estudo dessas anomalias vem da
especulacdo de que essas teorias podem fornecer elementos para a

. - . ~ (34-36,62)
unificacao da gravitacgao com outras forgas elementares — —'—'.
Apesar dessas teorias serem nao renormalizaveis, mostra

remos aqui, através do cdlculo perturbativo e nao perturbative ,

que essas anomalias sao bem determinadas e finitas.

2.2 - A ANOMALIA QUIRAL

Consideremos a densidade de lagrangeano da teoria de gau
ge ndo abeliana com campos de matéria, apresentada no capitulo an

terior, numa dimensdo n par arbitraria

Y + T(if + gk - m)y (1.2)

se tomamos a massa dos fermions, m, nula esse lagrangeano apresen

ta uma invarifncia perante a transformagdo quiral
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iwy

y(x) + e n+1

v (x) (2.1)

onde Yne1 & o0 analogo a Yg em dimensao n e &€ dado por
Haw ool
1 n
Y = C ¢ Y. e Y (2.2)
n+1 My Mn
com M, = 0,...,n=-1, C & um fator de normalizacao, escolhido tal
Haeoald '
2 - -
que Y,.q1 = 1, e & 1 N 2 o tensor totalmente antissimétrico de

Levi-Civita de ordem n.

De acordo com o teorema de Noether, essa invariancia de
(1.2) perante a transformagao quiral (2.1), invariancia gquiral,im
plica na conservagao da corrente pseudo-vetorial

T T
31’1+1 - 1,()Y Yn”‘P - (2.3)

Usando as equac¢des de movimento dessa teorla podemos de

duzir a identidade formal de operadores

U B .
aujn+1 = 2m In+1 (2.4)
onde jn+1 & a pseudo corrente
Jne1 T len+1w : (2.3)

Esperamos entao obter 3 ju +~ 0 guando m ~ 0. Entre-

n+1l
tanto, isto nao acontece. Como veremos, o resultado correto é(zg’
37)
) Hoeoal {
LU . 1 n
.92, = 2m] + C_ ¢ Tr {F O ' (2.6)

onde C, & uma constante que depende da dimensionalidade do espaco
—tempo. O Uultimo termo de (2.6) @ a anomalia axial e sua presenca

reflete o conflito entre a invariancia de gauge e a invariancia

(63)

quiral ‘==’ como ficara claro ao final do capitulo.
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2.3 - CALCULO PERTURBATIVO DA ANOMALIA EM DIMENSAO ARBITRARIA 28

Em quatro dimensoes do espago-tempo,a manifestagio mais

elementar da anomalia axial e o grafico triangular(ll’lg).

Neste,
temos um "loop" fermiénico fechado com um vertice pseudo-vetorial
e dois vertices vetoriais como mostrado na Figura 2.1, onde oS
qois gréficog gife;gm somente Eg}a troca dos fotons externos.

ko, B k.o,
E} ‘Figura 2.1 - Diagrama triangular para

n = 4 diferindo apenas pe
la troca dos fotons exter

noes.

E bem conhecido que e

a divergéncia linear da inte-

gral de Feynman fornecida por es
ées graficos que permite termos uma contribuicao néo nula para es
sa integral.

Para dimensées do espag¢o-tempo, pares, maiores de qua-
tro teremos que descobrir qual diagrama de Feynman podera nos
fornecer a anomalia axial. Passaremos, agora, a descrever alguns
dos passos realizados na referéncia (34} que cumpriram com esse ob
jetivo.

Por simplicidade consideraremos as anomalias axiais em
teorias abelianas; pois a generalizagéo para teorias néo—abelia‘-
nas envolvem somente um fator global de grupo multiplicativo.QuaE
do a dimensao do espago-tempo & seis, n=6, os diagramas com possi
bilidade de serem linearmente divergentes séo para Jj=3,4 e 5, on-

de j & o numero de propagadores fermidnicos no "loop" de férmions.
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O diagrama com 3 lados, j=3, nos da a seguinte integral

de Feynman

Tr Y. v, (B=k,) ¥ By (B+k,)
21 J 6 u'7 2/ TgPYy 1
R = | a®% , (2.7)
hie " am© (p-k,) °p° (p+k;)

onde Yo é dado por (2.2) e estamos tomando, por simplicidade, fer
mions sem massa pois a anomalia & independente da massa. Como

Tr Y7YU Y“G & totalmente antissimétrico com respeito a Hyre--
10

A {andlogo a antissimetria de TrYSYp YU ) e temos somente
e My

dois quadrimomentum independentes, k1 e k2’ vemos que (2.7} &€ nu
lo.
0 diagrama de 4 lados (Figura 2.2), & superficialmente

quadraticamente divergente mas € realmente linearmente divergente

pois no numerador da integral de Feynman temos:

Tr Y Y7BY o (Brk3) vg (Brkoyrkgdy, (Bek +Kyeks) | T p}” (2.8)
p|-e

Figura 2.2 - Diagrama de 4 lados, relevante para dimensao n = 6.
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devido ao fato de que esse traco & dado pela soma de termos em que
aparecem o tensor metrico vezes o tensor totalmente antissimétri-
co de Levi-Civita com seis indices. Mostraremos, no final dessa se
¢ao, que €& realmente desse diagrama gque teremos a anomalia para
n = 6.

O pentagono, j=5, & linearmente divergente, mas como mos
trado na ref. (34),esse diagrama & gerado por um acoplamento n%o
renormalizavel. Estando entéo ligado as propriedades de ndo-renor
malizabilidade da teoria, perde-se o interesse de estudar esse ca
so. Os diagramas poligonais com j z 6 nao tém divergéncia linear,
néo sendo esperado pois que tenham anomalia.

Podemos continuar a fazer essa analise para dimensées
mais altas do espaco-tempo, e o resultado que encontramos €& gque
os diagramas relevantes para uma dimens%o arbitraria n = 2j, sao
aqueles diagramas poligonais de j+1 lados ou propagadores fermio-

nicos.

s

Figura 2,3 - Diagrama de j+1 lados, n = 2j, relevante para dimensao n.
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Passaremos agora a calcular,por um procedimento analogo
ao realizado por Bollini e Giambiagi(éi) para o calculo da anoma-—
lia em 4-dimensdes com o método de Regularizagao Dimensional, a
contribuicac andmala desse diagrama poligonal de j+1 lados, como
representado na Figura 2.3. Em um de seus vertices temos uma par-

ticula pseudo-vetorial com momentum g e acoplamento Yy Y Para

n+1°

cada j vértices vetoriais emerge uma particula com momentum Py
(i = 1,...,3) e o "loop" fermiénico leva uma variavel de integra
gao r.

Como a anomalia & idependente da massa, tomamos por sim
plicidade, m = 0, entéo a contribuigdo do diagrama dado na Figu-
ra 2.3 e dos outros obtidos pela permutagao do momentum do “foton"
e indices de polarizagao-é, em dimensao N (N > n)

.TrYkYn41rYH1(f+p1)YP2--j@j(f+¢1+"'+pj)

ku1...u. (2ﬂ)23

2 : 2 2
] r (r+p1) ...(r+p1+...+pj)

(2.8)
Usamos a seguinte prescrigao para Yne (o analogo a Yg em dimen-
sa0 n):

Yoe1 = C T Y Y (2.9)

Hyewosl
onde My =.0,...,N-1, C e um fator de normalizagéo e T 1 n e

um tensor totalmente antissimétrico de n Indices que €& igual ao
tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita, com n indices ,
quando N = n. Podemos mostrar que com essa prescricdo (vide Apen-

dice A) que quando N > n temos

{Yn+1'Yp} £ 0 (evanescente) . (2.10)
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Tomando agora a divergéncia da corrente pseudo-vetorial

em (2.8), e notando que g = } p,, obtemos:
i

TR =\ o J dr Pr{ (B +..tps)y. ., [ 1 }
ku1...uj u1...uj (2ﬂ)2] D 1 77 'n+1
(2.11)

onde

[1 = rYU1(t+§1)yu2..'Yuj(¢+§1+---+§j)
e

_ 2 ' 2 : : 2
D=r (r+p1) ce. (r + Py + -e. * pj) .

O numerador do integrando em (2.11) pode ser escrito como
(¢+§1+---+¢j)Yn+1 [ ] - tYn+1 [ ] =

= = v T DD r v DD v By sBy)y g D] L (2.12)

A contribuicio do ultimo termo em (2.12) para a integral (2.11} &

proporcional a

Tr vy

J . n+1rYu1(r+¢1)YU Y (¢+p1+...+p._
d'r ' -

LT .
2 J-1 5 J . (2.13)

r2(r4p1)2...(r+p1+...¥pj_1)

n+1Ya1...Yan

€ antissimétrico nos Indices a, (vide Apéndice A), implica que a

Note que pj desapareceu de (2.13). O fato de gque Try

integral pode somente depender linearmente em cada p; (1=1,...73-1),
e como o termo linear em r desaparece depois da integracdao em r ,
vemos que a contribuigdo de (2.13) & zero. Da mesma maneira, O Se-

gundo termo no lado direito de (2.12) pode ser mostrado dar uma
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contribuicdo nula para (2.11). Entao ficamos com
. N
. =J! J d'r
A = : Tr {vy I . (2.14)
u1...pj (Zﬂ)ZJ D n+1
Note que se escolhéssemos em dimensao N {Yn+1'YU} = 0 teriamos

um valor nulo para a anomalia.
Usando agora que Tr{Yn+1’Ya}Ya1...Yan+1 & totalmente
antissimétrico nos Iindices a, (vide Apéndice A) e a parametriza-

gao de Feynman, obtemos

1

= - Pa-.-p2 Triy Yo XY, Y. Y. eeeY, Y Ky
p1...pj (2ﬂ)2j 1 J n+1’ 8" Ta, By 0y uj a5 Jo 1
. o
3+ g..70
caax, L 80 Y x. -1 ay L L (2.15)
J+1 : i Jxl .
i=1 j+1
() b.x.)
=1 *°
2 ‘ ' ' : 2 . -
com D1 =T e Di = (r+p1+...+pi_1) para i = 2,...,j+1. Comple~

tando os quadrados podemos reescrever o denominador do integran-

do de (2.15) como

j1 : 2 2
i§1 Dixi = [r+p1x2+(p1+p2)x3+...+(p1+...+pj)xj+1] -a = (r+b)” - a

(2.16)

Fazendo agora a transformagao
r » r-b

obtemos:
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_ .,)2 o uj .
A = 2o ol d Trly Yo by Y Y ey Y
u1...uj (2ﬂ)23 1 J n+1 B g Mg oy Uj aj

1

j+1 B_%0
, N rr
J dx,l...dxj+1 5{.2 xi—1] {f d-r —5 =7
0 i=1 (r°-a)

. 0 N 1
+ b Jdrm} (2.17)

Agora, a fim de realizar a integral em r em (2.17) pas-

samos para a métrica Euclideana e fazemos a substituigdo

%o rE2 Bog
rr > - “3?‘5 {2.18)
Usando ainda
J ak (kz)m _ ﬂn/z T{(n/2+m) T {p-m-n/2) ] (2.19)
k2iaq)P  T0/2) oy p-men/2

Vemos que a segunda integral em r em (2.17) €& finita quando N = n
e, negse caso; podemos fazer o limite N + n . Mas como ﬂnyq,yuh=0

quando N = n esse termo desaparece e ficamos somente com

. N/2., o o
(—1)Jlﬂ j! n-N 1 J B
A = - T ) poleeapa” Trldy_ L ,vL Y v Y
U1"'Uj z(zﬂ)ZJ 2 1 J n+1l B u1 a1
1 (t-n) /2 4 (I3
oYY dx,...dx_. . a 6[ X.—1J. {(2.20)
Pj aj : . 1 J+1 j=q 1

Atraves da definigdo de dada em (2.9), e usando

n+1
as propriedades das matrizes vy , €& facil mostrar (veja Apéndice
A) que:

a - )
Yo¥neq¥ = M=2n)v_ (2.21)

o
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tal que
' o
Ty, qrvgdy = 2(N-n)y : (2.22)
Entao
j,. N/2. o o .
(-1)72im 3! n-N n-N 1 J
A = - ( I ) Pqee P TEY. oY Y. e
u1_..uj (zﬂ)ZJ 2 2 1 J n+1 My ooy
1 dx,...dx, . 8 §1 1| (N-0}/2 2.23)
"Yu.Ya- 1-- Xj+1 x,-1la (2.
J J 0 i=1

Como a expressao (2.23) & agora finita, podemos tomar o limite

N -~ n. Entao, usando

TrYne1Ya Ya (_i)jzjea a (2.24)
1°°° “n 1°°""n
obtemos para a anomalila
A ESEANS 73 (2.25)
=—.:—"‘-—" P e s P [N r .
u1...uj 2] 1ﬂ1 1 7 u1a1...ujaj
que da o valor usual para n = 4, e valores iguails aos obtidos na

referéncia (36) para n = 6,8,10.

2.4 - CALCULO NAO PERTURBATIVO DA ANOMALIA EM DIMENSAC ARBITRA -
ria22:37)

Nosso propoOsito, nesta secao, €& derivar a anomalia axi-

al em dimens3o par arbitraria através do méetodo de integrails de

trajetéria(gg’éz).

A derivacio da anomalia axial em gquatro dimensoes por
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(ég). O ponto

esse metodo fol extensivamente estudade por Fujikawa
essencial para compreendermos a anomalia por integrails de trajeto
ria & que ela aparece como consequéncia da nao invariancia da me-
dida de integragéo, o conteudo guintico nesse tratamento, em rela
gao a transformagées guirals locals nos campos.

Consideremos o Lagrangeano da teoria de gauge nioc abeli

ana com campos de matéria, numa dimensdo par arbitraria n:

1

I Fz\)F + T (iB=m) P (1.2)

Lo=- auv

onde o operador B = F-ighk gquando analiticamente estendido para o
espago-Buclideano torna-se um operador hermitiano.
A variacdo de (1.2), segundo as transformacoes duirais

locais:

P o> exp[lot(x)YrH1 ]
(2.26)

¥ > P oexplic(x)y, 4]

e dada por
J— u . —
L L — Bua(x)wy VeV - 2m1m(x)¢yn+1¢ (2.27)

para o infinitesimal.

Na integral de trajetoria, a medida fermionica de inte-
gracgdo, DyDY, pode ser definida expandindo-se ©s campos fermioni~

cos em termos de um conjunto completo de autofungoes, ¢, e $k

P (x)

LAy (x

k (2.28)
)

K

-lI_J-(X) Ek (X)a ’

onde a, e a, sdo elementos da algebra de Grassmann. A medida fer-
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mionica pode entao ser definida por

d da . {(2.29)

du = k “%x

I
k
Segundo as transformacgCes quirais (2.26)}, os coeficien-

tes ap e a

. Se transformam por:

1
a, > a = % Crm a
{2.30)
5—*5':20 a
k mk m !
m
onde
iy o oa{x)
_ n_ - n+1
Ckm = J d = ¢k(x) e ¢m(x) , (2.31)

e devido as propriedades da algebra de Grassmann, temos:

T da. = (detc)™' T da, . (2.32)
k k

Entao, para o{x) infinitesimal, temos:

(@etc)”! = 1 [1-1[ ax 0 (x)Fy (X)y, .6, (x)] = exp-i J ax a () A(x)
k
(2.33)
com
Alx) = ) b (X y 4 ¢ (x) . (2.34)
k
Como a soma em (2.34) esta mal definida(ég), devemos

regulariza-la. Escolhendo-se o conjunto completo de autofungoes

¢k(x) como sendo autofungées do operador P, isto e,

podemos regularizar A(x) como:
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$ 3 rp/m
A(x) = lim ¢, (x)vy e ¢, (x) =
Moo Kk k n+1 k
(2.36)
2,2
. Ty - M
= lim $, (x)y e B/ ¢, (x)
Morco E k n+1 k
Usando a completicidade de ¢k(x) e a propriedade dos

tragos das matrizes de Dirac em dimensao par arbitraria n, dadas

na secao anterior, obtemos(gg'ég):
(i)n/2 )
A((x) = S Tr (F R . (2.37)
(22ﬂ)n/2(n/2)1 Hyse-Hp o Hi¥p Fn-1¥n

Considerando agora a funcional geratriz depois de reali

zada a transformagao gquiral (2.26) obtemos:

7 = f DADYDY expl - I[L;a(x)(apji+1-2mjn+1+2iA(x))] Y, (2.38)

com jn+1 dado por (2.5) e A(x) por (2.37). Como o termo entre pa-
renteses deve se anular; obtemos a expressao da anomalia axial em

dimensao arbitraria par:

. RPN VR
3pjn+1 = 2mjn+1 - 21 A(x) . (2.39)

E Otil ainda mencionar que se escolhéssemos ¢ conjunto
¢k(x) como auto-estados, néo de P, mas sim de § regularizando co

mo em (2.36), obteriamos um valor nulc para a anomalia(éé).

Inter
pretamos isso como um procedimento de regularizagéo em que & inva
riancia quiral pode ser satisfeita a despeito da perda da invari-
ancia de gauge. Devido ao fato de que g néo se transforma covari-

antemente segundo as transformacoes de gauge (e,P sim) entao nao

esperamos gue seus autovalores sejam invariantes de gauge.



cAPITULO TIIT

DETERMINANTES FUNCIONAIS

3.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos dois métodos para regulari-
zagdo de integrais de trajetoria quadraticas: o método da funcio

(36) & & método do tempo—préprio(éé). Discutimos

zeta generalizada
como a partir da solugao do "kernel" da "equagéo de calor" pode-
mos obter informagées sobre essas integrais de trajetoria quadra-
ticas.

Na tltima Segéo, aplicamos as informacées desenvolvidas
nas Segées anteriores para o calculo do determinante fermiénico
funcional, que vem da integragéo funcional das variaveis fermiéni
cas na integral de trajetoria, da Cromodinémica Quéntica bidimen-
sional. Encontramos que, regularizando esse determinante fermiéni
co pelo método do tempo-proprio, a solugéo e dada basicamente pe-
la solugéo assintética(él) da "equagéo de Calor" gue € bem conhe-

(46,47,50,52) 43 lugar a uma

(42,43)

cida. A solucao desse determinante

extensao ndo-Abeliana do mecanismo de Schwinger e a funcio

nal de Wess—Zumino(Eé).

3,2 - REGULARIZACAO DE INTEGRAIS DE TRAJETORIA QuaprATICA 28

0 método de Feynman de Integrais de Trajetoria & um me-
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todo de formulagao de uma teoria guantica equivalente ao método
da guantizacao canodnica.
Na teoria quantica de campos consideramos a Funcional

Geratriz, Z, da teoria com fontes dada por:
. : 4 N ,
Z[j] = | Dé exp{- | d'x [L(@,BU@) + jo11} P (3.1)
J
onde L(®,8u®) é o lagrangeano classico da teoria de campo escalar
9, j uma fonte externa desse campo e toda informagdo fisica pode
ser,em principio, extraida convenientemente de Z[j].
Integrais de trajetoria do tipo Gaussiano podem ser cal

culadas por uma extensdo da formula da integral Gaussiana ordina-

ria. Tomemos uma forma gquadratica, Q(x), em uma variavel:

2
Q(x) ='% ax2 - bx = - %E + % a(x-x0)2 (3.2)
com
Xy = b/a . {3.3)
Sabemos que
ax e—2(x) AR VAR (_lf_) (3.4)
- a PY3a )

J —o

Para um campo real ¢{x) definimos uma forma guadratica
Ql?] por:

Qlel = + (9,A8) ~ (b,3) (3.5)

onde A & hermitiano e

(@1,®2) = J d4x @1(x)¢2(x) . (3.6)

Podemos reescrever Q[¢] como:
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Q8] = - 3 (6,7 'b) + 3 ((2=8,),A(2-0)) (3.7)
com
5y = 2o
Entao:
J po &~ 20%1 _ N(deta) 1’2 exp S, 'p) . (3.8)

O elementc de volume D? pode ser definideo a menos de uma constan-—
te multiplicativa,como I d${x) sendo essa constante absorvida na
b4
constante de normalizagéo N.
No caso em gue temos férmions levando em conta as pro -

(66)

priedades da algebra de Grassman poderiamos mostrar que:

[ DYDY expl-[¥,DV)+ (T, ) +(¥,3)1} = N det D expl-(F,D7'J)} , (3.9)

onde ¢ e J sao campos fermiﬁnicos e fontes desses campos.

Os determinantes gue aparecem em (3.8) e (3.9) diver -
gem devido ao fato de que ¢ produto dos autovalores dos operado-—
res A e D, gue aparecem em (3.8) e (3.9), Hlj, cresce sem limite.
F entretanto necessario adotar um procedimgnto de regularizagao
desses determinantes. Uma técnica gue mostrou ser util € o méto-
do de regularizagdoc pela fungéo zeta generalizada(ég).

Dado um operador, D, elipticc e inversivel de ordem
m > 0 definido num espago compactificado sem fronteira, M, de di

mensac n, formamos uma fungao zeta generalizada, r, dos autcovalo-

res de D como:

£(s,D) = § AI° . (3.10)
3 J

Esta séerie converge somente para Res > n/m, mas [ (s,D)

pode ser estendida analiticamente para uma fungao mercomorfica de
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(57)

s em todo plano complexo =—'. Em particular, g ¢ regular em s = 0

e sua derivada em 8 = 0 & formalmente igual a

& (s,D) = = ) &n Al . (3.11)

ds
s=0 J
Podemos entiao definir o determinante de D, regulariza -

do, por:

dz (s,D}

det D = exp{— s

} . (3.12)
s=0

Para oS casos em gue conhecemos os autovalores do opera

dor D a funcdo zeta generalizada pode ser calculada explicitamen-
tetéé'éz) e em outros casos podemos obter alguma informagao sobre
a funcio zeta generalizada estudando-se a "eqguagao de calor",como

ficara claro mais adiante.

Un outro método muito Util para a regularizacao de de -

terminantes funcionais & o método do tempo—préprio‘ég). Considere
mos a seguinte identidade:
e/ \
tnx = - lim gt ¢ (3.13)

g~>0
para A > 0, que & Obvia se fazemos a expansao da exponencial e in

tegramos em t.

Esta identidade (3.13) pode ser reescrita da seguinte
maneira:

nir = - lim { [ %% e’xt-f %} e_?\t } =
e e/ A
(3.14)

(ae)

. . ) dt =it dt -t
=-1lm{JTe -f-Te } '
£ €
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onde na ultima integral fizemos a mudanga de variaveis it - t.

Agora como:

fn det A = TrinAaA , (3.15)

uma definigao razoavel do determinante de um operador A com auto-
valores positivos,hj, e:

0

- f
En det A = ) 4dn A =_1imJ — Tr e , (3.16)
= e+0 €

onde abandonamos o ultimo termo em (3.14) pois & uma constante di
vergente independente de A. Sempre estaremos interessados em cal-
cular £n det A a menos de uma constante independente de A,

O logaritimo do determinante de A,definido por (3.16) ,
contera termos divergentes quando e+ (0 e estes termos terao que
ser tratados pela renormalizagao, assim & funciona como um paramg
tro de corte usualmente conhecido como o parametro de corte do

tempo-proprio.

3.3 - "A EQUACAO DE CALOR”

Em algumas situagdes em que nao conhecemos os autovalo-
res do operador A, podemos ter alguma informagao acerca da fun -

¢do zeta generalizada,através do estudo da "equacdo de calor"

HdT: F(x,y,t) + AF(x,y,t) = 0 , (3.17)

onde x e y representam pontos no espag¢o quadridimensional, t & um
parametro de guinta dimensao e supoe-se que o operador A atue no

primeiro argumento de F. Com as condigoes iniciais
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F(x,v,0) = &(x,y) (3.18)

o "kernel" da "equacgado de calor" F representa a difusao no espago
—tempo com parametro de tempo t de uma unidade de calor situadano
ponto v em t = 0.

Consideremos as autofuncgoes, ¢n(x), do operador A
Ap (x) = An¢n(x) . (3.19)

Podemos representar F em termos dessas autofungoes e autovalores

como:

F(x,y,t) = } eXP(—Knt)¢n(x)¢;(y) . (3.20)
n

Definamos agora:
. _g ‘I‘
C(s,A;x,y) = ) AL ¢ (x)é (¥) , (3.21)
n

- ~ s . -
gque & a funcao de Green do operador A", isto e,

A% (s,n5x,v) = S(x-y) . (3.22)

Atraves da transformacao de Mellin(éi'éé’éé) de exp(—lnt):

o0

A;S - Ti%T.J_ 51 exp(-a t) dt (3.23)
0

podemos obter a seguinte relagao:

0

1 [' £5-1 F(x,y,t)dt = E A;S¢n(x)¢;(y) '
0 n

I'(s)

ou seja,
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o0

[ 51 px,y,t) at . (3.24)

o

r{s,A;x,y) = F(L)

Vemos assim que o "kernel" da equacdo de calor esta relacionado
as funcgoes de Green do perador AS, dado pela formula (3.24).

Como veremos mais adiante, em alguns casos fisicamente

importantes, necessitamos obter informagdes sobre o "kernel" da
"equacgao de calor" para o caso assintotico t + 0. Nesse caso, e
bem conhecido que F(x,y,t>0) tem uma expansao assintotica depen-~

dente cbviamente do operador A(él).

A fim de ver como podemos construir a expansao assinto-

(69)

tica de F(x,y,t>0), consideremos —

2 2
A= (iy D = 3.25
( Yp u) B ( )
com
D = d . .2
" u + AU {3.26)
A solucio da "equagido de calor”™ (3.17) com as condigoes

iniciais (3.18), onde x e y representam pontos num espaco de di-

mensio 2n, para Au =0 é:

(am)™" £ expl- (x-y) 2/4t] . (3.27)

Fox,y,t)

Escolhamos, agora, o ansatz:

F=F, E a (X,y)tz ; {(3.28)
g
2
substituindo esse ansatz na "equacao de calor"™ (3.17), obtemos:
: 2
[(x~y) D +2la, (x,y} = -B~ a, ;x.y) (3.29)

que nos fornece uma relacao de recorreéncia para os coeficientes
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de F em (3.28) solugaoc da "equacgao de calor".

3.4 - DETERMINANTE FERMIONICO DA QCD BIDIMENSIONAL(EE)

Como um exemplo da aplicagao do material desenvolvido nes
te capitulo, passaremos agora a calcular o determinante funcional

fermidnico da Cromodinamica Quantica bidimensional(éé’éz’ég’ég) ,

utilizando o método do tempo—préprio(éé) e os coeficientes da ex-
pansao assintética(éz) da “equagéo de calor".

A motivagéo para o estudo de modelos bidimensionais ,
ja que estamos interessados em teorias com dimensio do espago-tem
po quatro; vem do fato de que esses modelos podem sServir CoOmo um
"laboratdrio tedrico" para teorias mais realisticas.

Devido & estrutura algébrica mais simples desses mode -
los, ha maior facilidade de investigagao e,em alguns casos, pode-
mos resolvé—los exatamente nos permitindo formular quest@es, por
exemplo, acerca do confinamento e natureza do espectro hadrénico
observado.

0 estudo da Cromodinamica Quantica bidimensional, aleém
de esperarmos que exiba as j& conhecidas propriedades de alguns
modelos bidimensionais Abelianos, modelo de Schwinger(ég'ié) por
exemplo; como o confinamento e a liberdade assintotica, tem a van
tagem de possuir um espectro mais rico e ter uma natureza nao-Abe
liana na qual nos interessamos em compreender suas consequencias.

Consideremos o lagrangeano da QCD Euclideana bidimensio
nal com o grupo de simetria de gauge, o grupo SU (N)

F r'V o+ PL(A+R) Y . (3.30)

: 1
L==3 nv,a a
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As matrizes gama de Dirac sao as matrizes de Pauli dadas por:
Yo = © . Y, = 0O e Yg = O . (3.31)

Essas matrizes possuem a seguinte relagao:

e .Y

v = 1 YHY5 . (3.32)

Escolhemos para o campo de gaudge © dauge desacoplante

introduzido por Gamboa-Saravi, Schaposnik, Solomin(ﬂé) e Ros-
. (55)
kiegs '=="; neste gauge o campo de gauge se escreve como:
~Y52 (x) —Yg® (x)
A=ce 7 e (3.33)
com ¢ (x) = @a(x)la e Aa os geradores do grupo SU(N}. Neste gauge

o operador de Dirac¢ pode ser escrito na notacao compacta de opera
dores como
-Y5® (x) -Y5® (x)
P = if+ik = i e 3 e , (3.34)
onde o ultimo membro de (3.34) estd escrito na notagao de opera -

dores.

2 funcional CGeratriz da teoria sem fontes fica:

+ UPY + termos fixam gauge ]}

7 = J DADYDY exp{-.fdsz% F FLY
(3.35)

uv,a a
Integrando sobre as variavels fermidnicas temos:

7 = J DA detP exp{- J A" x[- v Fuv,ang + termos fixam gauge] }. (3.36)

Com o proposito de calcular o determinante funcicnal fer

midnico, dado em (3.36), introduzimos um operador dependente de
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um parametro r (0 £ r £ 1), dado por:

—rY5¢ -ry5®
D_=1e 3 e . (3.37)
onde para r = 1

D = P (3.38)

com b dado em (3.34).
Esse operador Dr, dado em (3.37), tem a propriedade de

(47)

que —":

dp D - fD + D_ £ (3.39)

com f = —Y5®.
Como discutido anteriormente, o determinante do opera-

dor Dr diverge e deve ser regularizado. Regularizamos esse deter-

minante pelo método do tempo—préprio(ég), estudado na Segdo 3.2
2
*® -sD
£n det Di = Tr In Di = - [ %? Tr e ro (3.40)

E
Derivando (3.40) em relagaoc a r, usando a propriedade

(3.39) e a propriedade ciclica do trago funcional, obtemos:

o0

a 2 . 2,
3 n det D = 2 [E ds Tr[D D_ exp(—sDr)] =

2 2
4 I ds Tr [f D exp(-sD])]

c (3.41)

-4 J ds é% Tr[f exp(—SDi)]
€

It
i

it

il

4 Tr [f exp(—eDi)] .

Integrando em relacac a variavel r de zero a um, temos:
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el
fn detp - &n det i = -2 J erdx tr [Y5®(x)<x|exp(—eDi)[x>] ,
0 Cxy (3.42)

onde o tra¢o no integrando de (3.42) & tomado nas matrizes de Di-
rac e nas matrizes coloridas. No integrando de (3.42) temos ainda
a parte diagonal do "kernel” da equag¢ao de calor gue, como Vimos

(57)

na Segao 3.3, tem uma expansdo assintotica com coeficientes

da expansao calculados por (3.29).

Definamos agora um vetor Vi e um pseudo-vetor Pi, dado
poOr:
ry.® -ry.®
5 5 r r
2 =
e u e Vp + P“ {(3.43)
r r r r
= >\ = -
com Vu Vu,a s © Pu Pu,aYS a

Usando as proprieades das matrizes Y em duas dimensoes,

podemos definir um campo vetorial Ai em termos dos campos Vﬁ e

P
u
=Yy, ® -ry.®
r r 5 5 r . r
= - - 4
A YUAU e B e u(Vu + lguvY5Pv) (3.44)
de tal maneira que:
D_ = iy (3 + AS) . (3.45)
r VIR it

Podemos entdo, com um pouco de algebra das matrizes vy ,

2
encontrar Dr:

D2 - —(3 +a5)% &+ xF (3.46)
r TRERT!
Com
r i r
X -2 SuvY5Fuv
' (3.47)
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onde euv & o tensor de Levi-Civita a dois iIndices.

(57)

Para Di, dado em (3.46), a expansao assintotica —' da

parte diagonal do "kernel" da "eguagdo de calor" e tabeladaggyég)

e em duas dimensoes temos:

<x]exp(—€D§)|x> P 418 [1 - ex’ + 0(82)] . (3.48)

E ainda conveniente fazer algumas manipulac¢des na expressao (3.48).

Podemos escreve-la como:

2 1 1 - . . i S
<xiexp(—gDr)|x> o7 & + 18,75 (3 Ay + AJAT) + 0(€)] . (3.49)

£
Usando as propriedades das matrizes de Paull

2 1 1 .1 r 1 r,r
<x|exp(—€Dr)|x>§;;3 ir { T * 5 [ v J8 A, + E[Yu’Yv]AuAv+O(E)} =

1 r r,r _ r _ ar,X
= a7 [z + K + KK BUAU AUAU + 0(eg)] . (3.50)
Substituindo (3.50) em (3.42)
1
deth =1 2 r r,xr
otF = o J d“x j dr g}rw [H(YS@)A * Y50 A RT] . (3.51)

0

Mas o campo de gauge dependente de r definido em (3.44)

tem a propriedade:

K é% K= - KTygo - KK vs? - A8 (vg0) y (3.52)

que nos conduz a:
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R

r d r.r . r,r . r
Tr A = 5 5= Tr (ATA) = =2 Tr (A A vy .0) - Tr [y .0)K 1 .
Cxy dr 2 4T opy Cxy > cxy > 553
.53

Entao, substituindo (3.53) em (3.51), e realizando a in

tegragaoc em r em um dos termos, obtemos:

1
detl ( 2 { 1 f r,r )

n = = | d°x {~ = Tr (RA) - dr tr (A A v:.%) > . (3.54)
detif 2T 2 Cxy 0 Cxy 5 j

0 primeiro termo de (3.54) mostra que os campos de gau-

ge passaram a possulr massa, isto &, o conhecido mecanismo de

(42,43)

Schwinger na Eletrodinamica bidimensional aparece também

na Cromodinamica em duas dimensodes. O segundo termo em combinacao

com o primeiro em (3.54) pode ser mostrado gerar o analogo, em du

(65)

as dimensoes, do funcional de Wess-Zumino — ' que também aparece

na solucao do modelo sigma nao-linear de Polyakov e Wiegman(éé) ,
e em outros calculos ndo—hAbelianos (47s48,30,69)
Fazendo uma expansao perturbativa:

~Ys5? 1.2 1 3

e =1 ~-ygd + 53¢ - 57 vgd + ... (3.55)
podemos calcular o campo de gauge

-Yed e L)
A=e " Fe ° (3.56)

Usando (3.55) e a propriedade das matrizes de Dirac em duas dimen
sces, dada em (3.32), obtemos
i

. -1 1 2
A = 1€uvyvau® * 5 YHBH©® -3 yu©8u® + §T‘Euvyv3u®© -

i
SUVYV(DBH(D@ + —3“‘—

G| b
—

2 4
euvyv© 8u® + 0(07) . (3.57)
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Usando agora (3.57) as propriedades das matrizes y , da

da em (3.31) e (3.32), obtemos:

tr (KK) = -2 tr (3, @)% + 4ic  tr (23 93 9) + 0(e?) (3.58)
Cxy c H HY ¢ H
=]
1
ar tr (AR y0) = - e | tr (2000 8) +0(s%) . (3.59)
Cx Y e |
0 Y

. - 3 . P .
Assim ate ordem de ¢ 0o determinante fermionico fica:

detp _ 1 2 1 2 2i
in a—e—tﬁ = TT. [ d™x '{C:r { E (BU(D) - -'-g*' Eu\)®3u®3\)® } . (3.60)

Para calcular o lagrangeano efetivo em termos do campo
& dentro da expansdo perturbativa considerada, devemos ainda cal-
cular o lagrangeano dos campos de gauge. Com um pouco de algebra

temos que:

Py = 46g 20,8 - ey 0,8 < 3800 v 3,000~ [9,0,3.0] .
(3.61)
Entao
_ e r P - tr (93232 + 8ic 5 9°03 & + 8ic 3 9 93 3 0)
2 c TRV, c : FAVARt v MV T AV
(3.62)

Entdo, levando em conta (3.60) e (3.62), obtemos para o

lagrangeanc efetivo
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_ 2,2 _ 1 452, _ 21 *
Lef = zr [P0737 ¢ - o 370 I epv®8u¢8v® +
. 2 .
+ 81Euv®8u8 ®8v® + 81€uv®8u8u®8a8v®] . (3.63)
Como de habito na bosonizagdo por integrais de traje —
t6ria(El’éé’éé’éz’ég’ézféé’zg) obtemos um lagrangeano efetivo com

termos de derivadas de gquarta ordem. A funcdo de Green livre asso
ciada ao lagrangeano (3.63) satisfaz:
2.2 1

[3%3% - o= 3% A tx) = S(x) (3.64)

e podemos mostrar facilmente que

AF(X) = ZW[AF(X,O) - AF(X,1/2ﬂ)] , (3.65)

onde

2

(5% - n®) A (x,m®) = 5lx) . (3.66)

Além disso, em contraste com a Eletrodinamica bidimen -
sional onde o campo escalar com massa €& livre, agqui (3.63), temos
uma autointeracao vindo do determinante fermiodnico (3.54) e a par

te comutativa do termo em F2

pv -’

Para o calculo de Fadeev-Popov relativo ao gauge que
escolhemos(éé); © gauge desacoplante(éé'éé), devemos conhecer a
condigéo de gauge relativo a (3.32).

Expandindo exp(y5®) COmO:

YE%.X _ % K
e = cosh|o| + Y T;T senh|®| {(3.67)

com & = & Aa e Aa os geradores do grupo SU(2), tomando a deriva-
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da de (3.67) e usando as propriedades, bem conhecidas das matrizes

de Pauli, encontramos:

ve6. % -y 8.0 (@xa §).% g
e . e = —-i —F __ senh |®| +
" o]
| s |e]
* Yg 3 [¢.%a |¢| r (3.5 X ~ 3. 8.%) senh|®| cosh|e] 1
2] b o] ¥

(3.68)
Agora, usando a propriedade (3.32) o campo de gauge AU = KU'K' com

AU dado em (3.33), pode ser escrito como:

-5
N $x3 5 , 3 ‘ L. 5 0 |o]
A = —32  senh®|o] + e —— 3 |0 +e& (83 -7 ) x
# 7 a2 ey W A O
x senh|®| cosh|a| . (3.69)

Esta equagéo (3.69) expressa seils fungées (as componen -
tes de Ku) em termos de trés fungées $. Devem existir entéo trés
condigbes subsidiarias em KU as guais sao as condigées de gauge .
Lembre-se gue no caso do gauge de Lorentz da Eletrodinimica bidi -
mensional temos duas fungées (as componentes de Ap) em termos de
uma fungao ¢, existindo uma condigao subsidiaria édicional gue &
a condigao de Lorentz BUAU = 0.

Definindo

-
7 = ¢ tghl|o| , (3.70)

||

entao (3.69) pode ser reescrita como

auz - ﬁu x % & euv(ﬁ E.Kv - Kv) ] (3.71)
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Se supomos que

+ >
BUB Z = 0.0 7 (3.72)

& valido, isto nos conduz a

3 A e 9 A x 0
uAu + €y vAu 4= . (3.73)

+

Antes de ir mais adiante € interessante notar que no ca
so Abeliano (todos os vetores do 8SU(2) s3o paralelos), a condigao

de gauge (3.73) torna-se:
3 A =0 , (3.74)

e como {3.74) é independente de %, nao necessitamos de outras con

digdes. Ainda nesse caso (3.69) fica

A, = ¢€,,9,% ' (3.75)

0 (ue era esperado; pois (3.74) & a condicao de gauge para O cam-
po escolhido no gauge de Lorentz como em (3.75).

De volta ao caso totalmente nao-Abeliano, definamos:

F =02
B el
(3.76)
G=c B
G = Fuuviy
Com essas definigdoes podemos escrever (3.73) como:
> - > +
F+GxXZ%=20 . (3.77)
tal que
> >
F.G =0 (3.78)

- . Fd Ead . I +
& uma condicgdo necessaria. Segue-se ainda que, se G £ 0, temos:

GxF

G2

7o + BG (3.79)
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gue & a solucao geral de (3.77) com B uma funcdo arbitraria. Se

substituimos (3.79) em (3.71); temos:

GF. . oo a a BdFoa
S ) + 3 BG + B3.C = - A x | + BG) +
U2 u v it 2
G G
"Exf S axf > > -
+ e [l== + BG) + BG)+*A  ~ A_] . (3.80)
18] G2 G2 v v

Se multiplicamos agora essas equag@es (3.80) vetorial -
mente por E, os termos em BUB no lado esgquerdo se anulam, bem co-
mo o termo quadratico em B no lado direito de (3.80). Temos ent&o
um conjunto de equagées lineares em R em termos de KU'F e E. Re -
sclvendo uma dessas equagﬁes para B8 em termos de Ku,f e é, usando
(3.76) que define F e G em termos de KU' substituiﬁdo B em (3.79)
e depois em (3.73), temos uma eSpecifiéagéo diferencial completa
das condigaes de gauge que KU deve satisfazer.

Dessa manelra néo—é possivel encontrar uma caracteriza
géo diferencial elegante para esse gauge. No entanto, esses argu-
mentos mostram que essas condigées nao envolvem derivadas de or-

. >
dem acima de segunda nos campos AU'



CAPITULO IV

O JACOBIANO DE UMA TRANSFORMACAO QUIRAL GERAL
POR DETERMINANTES FERMIONICOS E ALGUMAS APLICAGOES

4.1 - INTRODUCAO

Ultimamente, depois dos trabalhos de Kazuo Fujikawa(ég)

no qual mostrava que a ancmalia guiral era gerada pelo Jacobiano

de uma transformagaoc gquiral, tém sido desenvolvidos alguns méto-

dos para o calculo desse Jacobiano(gg'il’ié).

Um método de particular importancia,devido & sua genera

lidade e solidez matemdtica, & o método recentemente desenvolvi-

(53)

do pelo grupo da Universidade de La Plata (Gamboa-Saravi, Mus

chietti, Schaposnik e Solomin) que usa a funcgao zeta (28) para a

regularizacao de determinantes funcionais e o calcule direto dos

conhecidos coeficientes de Seeley(éz).

(29)

Neste capitulo desenvolvemos uma técnica ==’ para o cal

(47)

culo desses Jacobianos, usando o método de Alvarez —'para o cal-
culo de determinantes, através do uso do método do tempo-pro-

(56)

prio ==’ para a regularizacao de determinantes e a expansao as -
sintotica de Seeley‘éz).
Atraves desse método, no presente capitulo estudamos

de maneira nac perturbativa, a anomalia quiral em dimensdo arbi -

traria, bosonizacdo de algumas teorias bidimensionais para fér -
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mions sem massa com o método de integrails de trajetdria e o fend-
meno da fracionalizagéo da carga.

Ha algumas vantagens com esse metodo:
(i) Para operadores de Dirac normais o Jacobiano calculado por es

se método €& diretamente identificado com o Jacobiano requlariza-

do por Fujikawa(ég) no caso particular considerado por agquele au-
tor.
{(ii) As expansoes assintéticas(éz) estao tabeladas(éé’ég) para di

versos operadores fisicamente interessantes.
(iii) Quando calculamos © Jacobiano de rotacoes gquirals finitas
nio necessitamos de gualquer informacdo acerca do calculo pertur-

(58)

bativo de determinantes como & feito nas referéncias (50,53).

A desvantagem desse metodo e gque néo podemos calcular ©
Jacoblano para qualguer operador de Dirac néo—normal, como & fei-
to na referéncia (53), por exemplo, para a teoria fisicamente im-
portante que tem um acoplamento pseudo-vetorial, a nao ser gue se
jamos capazes de fazer uma continuagéo analitica deste operador pa

ra uma regiao onde este seja normal.

4,2 - 0 JACOBIANO DE UMA TRANSFORMACAQ QUIRAL GERAL (29)

Vvimos, no final do segundo capltulo, gue a anomalia qui
ral abeliana vem da nao invariancia da medida fermiénica da inte-
gral de trajetdoria segundo transformagées guirais abelianas e in-
finitesimais.

No entanto, existem diversas informagées fisicas, que
se acredita hoje em dia serem relevantes, gue néo poderiam ser ex

traldas com as transformagbes ditas no paragrafo anterior. Atual-
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mente sabemos gue para termos informag§es, no contexto de inte-
gral de trajetoria, da bosonizagao de teorias bidimensionais(éé),
da fracionalizagao do numero fermi@nicotzé) e do Lagrangeano
de Wess~Zumind(§g); um dos métodos que podemos utilizar e o do
calculo do Jacobiano de transformag@es guirais finitas e nao-Abe-
lianas. Reside ai; entéo, o interesse do calculo do Jacobiano des
sas transformag§es gquirais gerais.

Comecamos considerando a parte fermidnica da funcional

geratriz de uma teoria tipo Dirac num espago Euclideano:

G = ( DYDY expl(- J @Dwdvx} ' (4.1)

e introduzimos uma transformagdo quiral finita local nao-Abeliana

sobre os campos fermionicos:

ry )
_ v+
y = e u
4.2
- = er+1¢ ( )
po= ne
com ¢ = @a(x)ka, Aa os geradores do grupo de interesse, e ¥ Uum

parametro real variando de 0 a 1.
A transformacido (4.2) na funcional geratriz (4.1) intro

duz um Jacobiano

G = J Dﬁr Dn.. J(r) exp {~ J ﬁrDrnrdvx } (4.3)

com

D S v+ D e v+ (4_4)

Integramos agora sobre os campos fermicnicos em (4.1) e

(4.3). O resultado & formalmente o determinante do operador de

Dirac:
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G = det D = J(r) det D. . (4.5)

Entao, obtemos uma expressac formal para o Jaccbianc da transfor-

macao (4.2) em termos dos determinantes funciocnais

Ln J(r) = £n det Dr — £Zn det Dr . (4.6)

=0

0s determinantes funcionais que aparecem em (4.6), como
ja explicamos no caplitulo anterior, divergem e devem ser regulari

zados. Para a reqularizacdo desses determinantes pelo meétodo do

( 1

tempo-proprio 26) devemos construir um operador quadratico, DD ,

e desde que £n det Df seja proporcional a £n det D, temos:

0

2 T T ds T
£n det Dr = fn det DrDr = Tr £n DrDr = - j ry Tr[eXp(usDrDr)] ,
© (4.7)
com ¢ um parametro de corte do ultravioleta na integracao do tem-
po-proprio,.

Mas, o operador dado em {(4.4) tem a proprliedade, que se

mostrara Gtil, de que(iz)

d . :
'aEDr=Dr=fDr+Drf ’ (4.8)

com szv+ ®. Entao derivando (4.7) em relagao a r e usando a pro-

1
priedade (4.8)

o0

d J ds Tr [(DD
£

2
ar £n det Dr

I
r

. 7
+DrDr) exp(usDrDr)]

2 J ds Tr [(fDrD

€

¥
r

+DrfDI) exp(—sDrDI)] , (4.9)

onde usamos ainda a propriedade ciclica do trago funcional.
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Se supomos ainda que
ds Tr([D fo exp (-sD Df)} = ds Tr[f D DJr exp (-sD Df)] (4.10)
c rr P r’r S r'r P r'r riee

que €& valida por exemplo, quando D, e um operador normal, obtemos

o0

d 2 T T
a Zn det Dr 4 J ds Tr[fDrDr exp(—sDrDr)]

- T
= —4 JE ds s Tr[f exp(—sDrDr)]

4 Tr If exp(—EDrDi)] . (4.11)

Mas como f e uma fungdo matricial, temos:

£ tn det p? - 4 J a'x tr [f<x|exp(-eD D5)|x>1 , (4.12)
r r CX'Y rxr

onde tr significa o trago sobre as matrizes de cor e y de Dirac.
Cxvy
No integrando de (4.12) temos o tracgo de f vezes a parte assinto-

tica(éz) da solucao diagonal do "kernel" da "ammwéo de calor" que,

como vimos no capitulo anterior, tem uma expansao(-‘i’é 157,59, 68),

<x|exP(—gDrDi)|x> b 75 [aﬁ(x)%eaf(x)+32a§(x)+...] {4.13)

e+0  (4ne)V

N - r
com os coeficientes dessa expansao, ai(x), dependentes do opera-
dor em consideracao, Dr' e tabelados para diversos operadores fi-

(24,39) ou possiveis de serem calculados.

Sicamente interessantes
Integrando a expressao (4.12) em relagdo a r de 0 a 1,
obtemos o Jacobiano de interesse dado em (4.6):

Lnd (r=1) = =2 f.dr fd"xtr Iy 1®(x)<x|exp(-EDrDi)|x>] . (4.14)
0 Cxy Vi



57—

A fim de comparar este Jacobiano com o Jacoblano regula
rizado por Fujikawa(ég), como dado na ultima segao do Capitulo 2,
nos consideramos transformag@es quirais Abelianas locails e infini
tesimais.

Como o campo infinitesimal ¢ (x) aparece diretamente no
integrando em (4.14), & somente necesgsario considerar o termo in-
dependente de ¢ da parte diagonal do "kernel" da equagao de calor,

Agora, para Dr, dado por (4.4), tomando a parte independente de

®, temos:

D_(2=0) =D . (4.15)

Escolhamos agora um con’junto completo, <Ak x> de auto-

fungoes de D com autovalores Kk:

D<Ay [x> = A <Ay | x> . (4.16)

k

Entao, integrando (4.14) sobre r e expandindo sobre autofungodesde

D, como dado em (4.16), obtemos:

}o<xlaexpl-eafy<i x> 1, (4.17)

£nJ [Y\)-&'l Tk

-2 Jd\)x@(x-) tr

que é a expressdo de Fujikawa para o Jacobiano regularizado de uma

transformacao quiral local Abeliana e infinitesimal(ég).

A expressao (4.14) aparece entao como uma extensao natu
ral do método de Fujikawa(ég) para o calculo de Jacobiano regula-
rizado de uma transformagao quiral local finita e néouAbeliana.

Entretanto, nos casos em que o operador D seja nao-nor-
mal, como ja dissemos, devemos ter cuidado para que £n det D se-

ja proporcional a £n det DT e que a expressao dada em (4.10) seja

valida. Isto coloca algumas duvidas acerca da validade geral do



—58~-

método de Fujikawa para o calculo de Jacobiano regularizado quan-

do temos operadores néo—hermitianos(zl), pois o que & feito & re-

gularizar A(x) (veja f£Oormula (2.36)) introduzindo o regularizador
T2

e~PD /M , (4.18)

e, como vimos,isto, pelo menos através da regularizacgao de deter-
minantes pelo método do tempo-proprio, deve ser feito criteriosa-

mente,

4,3 - ANOMALIA QUIRAL EM DIMENSAO ARBITRARIA ‘22

Consideremos o lagrangeano da QCD numa dimensao arbitra
ria, v par, com 0O grupo de gauge, © grupo SU(N), no espago Eucli-

deano

1 ,
L=-7F F“va + YDy , {4.19)

onde ,
D = 1i{3 + &) . (4.20)

A variacao de {4.19), segundo as transformacgoes quirais

locais Abelianas e infinitesimais

P > exp[@(X)Yv+1}w
(4.21)

v > 9 exple(x)y, 4]

com v, 4 dado em (2.2), e dada por:

o - u
L L + 1ap@(x)¢y Yv+1w . {(4.22)
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De acordo com a secao anterior, o Jacobiano relative a

essa transformagac e naco trivial e e dado por:

2
+1<x|exp(—-€D )|x>] . (4.23)

fn J = =2 J a’x d(x) tr [Yv

Cxy
Usando a algebra das matrizes de Dirac, encontramos

2

D™ = -DD + X r (4.24)
H H
com
D = 3 + A
H H H
(4.25)
1
X = - i [YufY\)] [DU’DV]

A expansdo assintotica (4.13) para a parte diagonal do

"kernel" da equacdo de calor relativo ao operador D, tem 0s coefi

cientes bem conhecidos, tabelados, dados por(éé’ég):
a0 =1
a1 = =X
B O % AL I ey © 1 32x
8 = 772 72 v v T T2 vy T 6
_ 1431 2 _ 1 o1 g2
437 7 % X - 45 (aaFuv) - 180 avavaaFua 60 9 (Fquuv) +
L 1 4 1 2,2 1 2
* 30 Fuv vaFau -%0 ¢ X -T2 09X =33 (aux) -
_dl xrp oA E xp - F B X4 oo 3 X3 F -
30 (TSRS TRV, 60 “puv T U 30 Tuviuv 60 Hogv
- A3 F D (4.26)
60 “pipvTw
R X\)/2 + termos que nac contribuem paraaanomalia(—qg) .

/2 °
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Entéo, substituindo (4.13), (4.26) em (4.23), temos:

2
2 1 =2 [ v {
In J = d'x ¢(x) tr {dvy Iy. ,vy. 1...
(4W)v/2 {v/2)1 oV j Cxy v+ 1 IR
. '[YU fY ] X Fu 0 F } (4.27)
v=1 Hy 172 Hy_q1Hy
Usando ainda que
vw/2 ,v/2
T .. = (- 2
rY\)+1Ya1 Yav (1) Ugenoly !
cbtemos
v/ 2
Ln J = 5 3}5) [ avx o (x) ¢ tr (F ...F )
(2°my ¥ = (v/2)1 Hyeerly @ Hqla Huo1Hy
{4.28)

Considerando agora a funcional geratriz da QCD depois

da transformacgao quiral (4.21), obtemos:

7 = ( DADYDY exp {~f d\)x[L-i@(x)aqu*'_1 - I{fnd)] } (4.29)

onde I (£nJ) quer dizer o integrando do logaritimo do Jacobiano da
do em (4.28).

Entio, como a funcional geratriz e independente de o ,

obhtemos:
’ j5+1 i (22w;$}2(v/2)1 €U1---uv Er (Fu1u2"'Fuv_1uv) » (4.30)
(29,34-38)

que & o valor usual da anomalia em dimensao arbitraria
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4.4 - APLICACOES A MODELOS BIDIMENsIONAIS ‘22

Passaremos agora a estudar o efeito de transformagoes

(lé’zg). A motivacao

quirais finitas em modelos bidimensionails
para o estudo de tais modelos esta dada no final da ultima segao
do capitulo precedente; e poderiamos resumir, correndo o risco de
uma simplificagao exagerada; dizendo que esses modelos podem ser-—
vir como um "laboratdrio tedrico" para teorias mais realisticas.

ol mostrado em diversos trabalhos recentes(él'éé)

que
atraves de uma transformagao quiral nas variaveis fermiGnicas em
teorias tipo Dirac com férmions sem massa em duas dimensées, pode
mos, escolhendo-se adequadamente o campo de gauge, desacoplar a
nivel classico os férmions dos outros campos presentes nessas teo
rias.

- 0 aspecto quantico desta transformagao é dado pelo Jaco
biano correspondente ac qual passaremos a calcular pelo netodo de
senvolvido na segao 2 do presente capitulo, para alguns modelos
bidimensionais.

Modelo de Schwinger (42:43)

0 modelo de Schwinger & a eletrodinamica em duas dimen-—

sbes para férmions sem massa; © lagrangeano da teoria é:

=1 UYL T
L=~ FHVF“ + Ylig+ek)y (4.31)
com
T + .
= ’ = A .= . 4,32
U T T 4-32)

Realizando a transformagao quiral
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ryo®
Yy = e > N
o rY5¢ (4.33)
¥ =mn. e
no lagrangeano (4.31) e escolhendo o gauge de Lorentz
A =1 e 3.6 (4.34)
u e uv v ’ -
e usando (4.32), obtemos:
I =-1F% 4N (iF+e(1-r) )N (4.35)
4 T uv r r * *
Vemos entao, explicitamente em (4.35) gue para r = 1 o féermion

se desacopla do campo de gauge.
0 Jacobiano que aparece na funcional geratriz correspon

dente a transformacao (4.33) e dado por:

1

n J = =2 J dr J d2x P (x) tr[y5<x|exp(—gD§)|x>] (4.36)
0 Y

com

. r s .
D= iy D = 1 3 ie(r-1)A 4,37
v, Yu[ u + ( ) “] { )
Usando agora gue

1

r
D]’.‘ = —D“D -3

r uoov r _.r
D’ ,D . 4,
. [y", 11D}, D] (4.38)

e as propriedades das matrizes y em 2 dimensOes, obtemos:

p? = - p'pF + xF , (4.39)
r uou
COlIn
r 2
x" = (1-1)3 8y, ) (4.40)

Mas sabemos gue para um operador do tipo dado em (4.39)

a parte diagonal da expansao assintotica do "kernel" da " eqguacgao
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de calor" & conhecida e tem o valor
ex|exp(-ep?) [x> —= 4 [L - X¥ - 0(e)] . (4.41)
e+

Se agora substituimos (4.40), (4.41) em (4.36), encon -
tramos para o Jacobiano:

e2 2
ﬂnJ:—z—ﬂdeAuu . (4.42)

Usando entao (4.35) e (4.42) a funcional geratriz apods

a transformacdo gquiral dada em (4.33) para r = 1 fica:

2 vy
— _ —_ 2 1 .2 e 2 — 5
Z(B,9) = f DyDYDA exp[—[ d " x{- 7 Fuv+ o AU + Pidy+Je 0+
_ ¥g®
+ 8 e vo) o] (4.43)
com & e T fontes de férmions.
Passamos agora das variaveils AU para ® . © Jacobiano

dessa transformacdo & uma constante infinita independente dos cam
pos que pode ser absorvida pela constante de normalizacao infini-
ta de (4.43). A parte dos campos de gauge egscritos em termos de

¢, ficam:

f a%x % sz _ J a%x ,lj 852920
H Ze
(4.44)
2 e? 2 2 1 .2
deﬁAu——[dXﬁQBQ -

Entio, em termos de ¢ a funcional geratriz fica:

— L2 1 2.2 1 2
2{6,08) = I DYDUD?® exp[—-fd X (;;7 $3°9°¢ - > $3°0 4+

. ; Y5 Y5
+ Ppige + Ve 9 + 8 e vl
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Qualquer fungao de Green pode ser obtida facilmente de

(4.45). Por exemplo, a fungdo de dois pontos & dada por(éé):

- 1 5%2.(8,7)
WP x)P(0)> = o = =

§8(x) 88 (0) f5_. o

ve ® (x) _ ve® (0)
= <e > pi(x)y(0)e > > = <w(X)$(O)>O e_A(X) 4 (4.46)
onde expandimos a exponencial em (4.46) e desprezamos oS termos
gque contém campos no mesmo ponto que devido a regularizagao se

anulam, e <w(x)$(0)>o e a funcao de Green para o férmion livre
dada por:
v, xM

<Px)F(0)>; = Gy(x) = const. —H— (4.47)
X

e A(x) €& o propagador escalar satisfazendo a

L 8% - 1% ) = s, (4.48)

gue podemos facilmente mostrar que

2
b = w {ay Ex - g0} (4.49)
onde

(3% agp (0%, x) = 8 (x)
(4.50)

2
P AF(O,X) = §(x) .

Assim, aparte de um setor fermionice livre, existe uma

particula escalar massiva, com Ap(0,x) a manifestacao de uma exci
tagao de gauge sem massa. Esta ultima contribuicao pode ser expli

citamente calculada e corresponde a:



—65

. L 29 x¥
AF(O,X) = - Ir n (u XUX ) . (4.51)

Por outro lado, AF(mz,x) e proporcional a fungao de Bessel de or-

dem zero e seu comportamento para X pegueno e

2
AF(m X)) - AF(O,X) - 0 : (4.52)

entdao para esse caso a funcao de dolis pontos torna-se

<P (x)IP(0)> = Gy (x) (4.53)

isto &, os férmions sdo livres a pequenas distancias.

0 Modelo de Thirringtzg)

0 modelo de Thirring € um modelo puramente fermidnico

com lagrangeaho:
—. 1 2 - 2
Loy = ¥iBy - 5 9° (Gv'y) . (4.54)

Podemos,agora, introduzir um campo vetorial auxiliar AU

na funcional geratriz

2

Zey = { DyDy exp{- [ Ly, 7%} (4.55)

através da identidade

2
exp { - )f (-ﬁvuw)zdzx} _

[ — -1 2
- J DAU exp {- f[gwﬁw + 5 APAU] d"x 3 (4.56)

e assim passando para uma teoria vetorial efetiva:
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Zep = | DVOUDA, exp 1= [ (FUF + gh)y ¢ 3T @k ) . (4.57)

Esse novo lagrangeano efetivo ndo € invariante de gauge
e de fato, o campo auxiliar AU possul dois graus de liberdade.Ape

sar dessas diferencas, da mesma manelra como acontece na teoria

(42,43)

de gauge analoga (o modelo de Schwinger ), A se desacopla

U
dos férmions fazendo-se uma mudanca de variaveis do tipo

irn(x)+rY5¢(x)

Pix) = e Xy (X)
_ _ —irn(x)+ry5®(x)
P{x) = xr(x) e (4.58)
A =1e soex) - Lo ntx)
u g HVVv g U ’

Assim as novas variaveis sdo agora os fermions Xy © ir € 0S5 esca-
lares ® e n . Em termos dessas novas variaveis, o lagrangeano do

modelo pode ser escrito como

- o o 1
Lth = Xr[lﬂ-{-(']—r)g}&]xr + 5 5 Bufbau(b + 7 aunaun + 3 €

g ®3 n
g 29 g e

v

(4.59)
vemos entéo explicitamente de (4.59) gue os campos ¢ e n se desa-
coplam dos fermions para r = 1.

O prego pago para esse desacoplamento € o aparecimento
de um Jacobiano nao trivial correspondendo mudanca de variavel da
da em (4.58). O Jacobiano referente & mudancga das variavels fermi
énicas pode ser calculado de uma maneira equivalente a descrita na
secdo 2 do presente capitulo.

0 operador de Dirac transformado € dado por:

Dr _ emlrn+rf D elrn+rf (4.60)
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com f£ = YS@ e
D= i + gA .

Esse operador dado em (4.60) obedece a

a e .
I Dr.- Dr = {—in+f) Dr + Dr(1n+f) . (4.61)

Regularizando o determinante funcional pelo método do

(56)

tempo-proprio —' temos:
oo

2 : 2 ds 2
Zn det D = Tr n b_ = ~J - Tr{exp(—sDr)] . (4.62)

£

Diferenciando em relacdo a r e usando (4.61), temos:

d 2 . 2 B
ar £n det Dr 2 JE ds Tr{DrDr exp(—sDr)] =

I

2 J ds Tr {[Dr(-in+f)Dr+Di(iﬂ+f)]exp(—SD§)} =
€

o0 o0

= 4 [ ds Tr{fDiexp(—sDi] = -4 J ds é%TrL&mpbéﬁinz
£ £
2 2
= 4 J d"x tr [y5®(x)<x|exp(—eDr)[X> ] : (4.63)
Y

onde usamos a propriedade ciclica do traco funcional. Entao o Ja-

cobiano da mudanga de variavel fermidnica (4.58) e dado por:

1
n Jg = -2 J dr f a’x ¢ (x) tr [Y5<X|exp(—€Di)|x>] . (4.64)
0 Y
Da mesma maneira como no modelo de Schwinger para
—_— . s l 3 . — 3 r
Dr = lYu[Su + i(r 1)gAu] = 1yqu (4.65)
para AU dado em (4.58); temos:
2 r.r | 2
D, = - DUDP + (1-r)ygd™¢ . (4.66)
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(37)

Usando a expans?o agsintotica'=—’ da solugao diagonal
do "kernel" da "equagéo de calor" e as propriedades das matrizes
Y em duas dimensées, temos, analogamente ac que fizemos para o mo
delo de Schwinger (4.39), (4.40) e (4.41):

] 2 2
tn 3, = - 7%?] d% (3, 9)7 . (4.67)

Em relacdo ao campo vetorial, vemos que a trans forma-

gao (4.58) gera o seguinte Jacobiano:

1 2 2
DAODA1 = det [- ;7 (ao + 81}]D®Dn . (4.68)

Reconhecemos em (4.68) o determinante de Fadeev-Popov do gauge
de Lorentz, e isto nao é coincidéncia pois (4.58) expressa o fato
de que o campo vetorial foi decomposto nas suas partes transver -
sas e longitudinais.

pPara o calculo das fungées de Green, partimos da funcio

nal geratriz:

%(6,8) = J DEDq;DAu exp{- J Lth(Au,E,w)dzx} exp {J f§¢+$e]d2x} ,
(4.69)

onde 8 e § sao fontes fermidnicas. Fazemos a mudanca de varia -

vels (4.58)

Z(g,8) = f DXDXD&Dr JFJA exp {—-Iiiﬁx d2x 1 x
_ Ye®+in _ yeg2-in
x exp (- —5 J [(5,0)%+ (5 m) *1d°x}exp{ [ [Be > x+Xe °  a1d%d
29 ' (4.70)

onde J, e J, s&o dados por (4.67) e (4.68), e note que da mesma
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maneira que no modelo de Schwinger estamos desprezando termos de

fronteira. Entao Z(0,0) & finalmente escrito como:

7(8,0) = f DXDXDEDN exp{- J Doge @7x 1 x

_ Y5®+in . y5¢—in 5
X exp {J [0 e X + X e 8] d°x } (4.71)

coms:

2
- i 1 . g 2
= XigX + 5 (1 + 1T)(3u<1>) +

2g

1
29

L

2
eff (3,7m) . (4.72)

Podemos entio calcular as funcoes de correlacgdo da teo-—

ria. Por exemplo, a funcdo de dois pontos e dada por:

2
P E)P(0)> = £ —2 2 -
89 (x) 60 (0) | o_5_q
in(x)+yg0 (x) —in(0)+y5®(0)
= <e X (x)X(0) e > =

_ ifn(x)-n(0)]+yg[2(x)-2(0)]
<X(x)X(O)>0 <e >

If

(4.73)
onde <X(X)Y(0)>0 € a funcdo de Green para fermlons livres dada

por

Y xu

<X (x)X(0)>, = const. —ij— . (4.74)

Para calcular ¢ segundo fator em (4.73), usamos a ex -

pressio para a funcgdo de Green do campo escalar sem massa em duas
dimensoes:

D(x) = - tn ulx| {(4.75)

1
2T
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satisfazendo
12 p(x) = -8(x) . (4.76)
Chamando
2
S L . (4.77)
g g
temos:
<P (x)P(0)> = exp{- 21—” (—% ~ i2) Loy x|l <X (x)X(0)>, (4.78)
o 3]

onde expandimos a exponencial no segundo fator de (4.73), despre-
zamos ©S termos que contém os campos no mesmo ponto que devido a
regularizagéo se anulam, e reexponenciamos a série gue obtemos.Es
te valor {4.78) & aquele conhecido para a fungéo de dois pontos
para © modelo de Thirring(ii). E importante notar gue & a contri-

buicao vinda de Jp que evita (4.78) de ser apenas a funcao de

Green do férmion livre, pois € devido a sua presenca que a2 # 82.

QCD Bidimensional

Conslderamos agora o lagrangeano da QCD em duas dimen-

sdes com o grupo de gauge,o grupo SU(N)

1 - .
L=~ FPU’aFP“a + P(1iF+R) . (4.79)

Para o campo de gauge escolhemos o gauge desacoplante

(45)

introduzido por Gamboa-Saravi, Schaposnik, Solomin '-—" e  Ros -
kies(éé). Neste gauge O campo Au se escreve como:
~Y5d (x) ~Yg® (%)
E=1e 7 e (4.80)

com % (x) tomando valores na algebra de Lie do SU(N).
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Realizando a transformacdao guiral nao-Abeliana, dada em

(4.2), o lagrangiano fica:

= i ] - 2 HWV
L Ny [id + 1ie 3 e ] ym 7} Fuv,aF a . (4.81)
Novamente, para ¥ = 1 o férmion se desacopla de Au. Definimos um
vetor Vi e um pseudo-vetor Pi por
-ye (=1} 0 ve (r=1)® _
e O 5 e = vEspt (4.82)
H Hoou

r r r r
com V. =V N e P =P .

M u,ala u p,aYSKa

0 quadrado do operador de Dirac D € dado como de habi-

to:
D2 - —(s +aT)2 -1 o T (4.83)
r VRt 2 Tuv 5 v :
com
r r _ r r ,r
Fw = 3 A 3 A+ [AU,A\)]
' : (4.84)
r _ T . r
AU = V}1 + 1 EuvY5Pv

0 Jacobiano relativo a transformacdaoc gquiral (4.2) pode
ser calculado usando-se (4.13), (4.14), (4.26) e a propriedade da
da em (4.8),com o resultado:

1

Ln T = - éL J. a’x {% Tr (KK) - f dr Tr (ﬁrﬁrY5®)} (4.85)
T
Cxy 0 Cxy

Este resultado € o mesmo resultado que calculamos para
o determinante fermi@nico para a QCD bdimensional no fim do capi-
tulo anterior, e vemos entao que por tras do calculo do determi -
nante fermidnico que fizemos no mesmo capitulo estéo as proprie-—

dades de quiralidade e desacoplamento do gauge escolhido.
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4,5 - FRACIONALIZACAO DO NOMERO FERMIONICO ‘22722

Um exemplo do fenOmeno que estamos considerando pode
ser dado através de sOlitons com carga fraciondria na molécula de
poliacetileno(EZE).

Um modelo esquematico dessa molécula e mostrado na Figu
ra 4.1, na gqual temos 1igag6es simples e duplas, alternando-se no

estado fundamental que podem ser dispostas em formas A e B degene

radas mas nao equivalentes.

L3

A - 7 ' C B

Figura 4.1 - Os dois estados degenerados da estrutura eletronica da mo
lécula de poliacetileno.

Se hd uma imperfeig¢ao, como mostrado na Figura 4.2, par
. [ |

timos da configurac¢do A no lado esquer
do para a configuracao B no lado direi \ // /
. i < YV V V
to. Esta configuragao (Fig. 4.2) nao v e e v
pode ser levada a uma configuracao ti-
' Figura 4.2 — Uma imperfeicao’
po A ou tipo B por qualquer rearranja- interpolando en-
tre os dois estados fundamen-—
mento finito de eletrons, e assim rela  tais.
xara numa configuragao estavel. Na linguagem de teoria de Campos
temos uma configuracdo estavel que interpola entre dois vacuos da
teoria. Reconhecemos assim um soliton.
Se colocamos duas imperfeigles juntas, como na Figura
4,3, encontramos uma configuragao que comega e termina como A
Comparado ao Segmento correspon-
“,//\\//\\/%\\/f\\ e o s dente de puro A esta faltando
T — - = 1i ac. Se acrescentalos um
Figura 4.3 - Uma cadela com duas 1mper uma gagao a ©

feigoes,

<

elétron & imperfeig¢do, podemos
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deformar esta configuragao por um rearranjamento finito numa con-
figuragao de puro A (estamos supondo, por simplicidade, que cada
ligagao represente um @nico elétron ao invés de um par). Interpre
tando isso, vemos que um estado de dois s6litons {soliton e anti-
sbliton) & equivalente ac estado fundamental se acrescentamos um
eléetron. Assim, cada soltion separadamente deve carregar uma car-
ga elétrica e/2 (estamos supondo, por simplicidade, gue o sdliton
e o antisoliton gue tém carga topoldgica oposta, carredam a mesma
carga elétrica ).

E natural perguntarmos se existe um fen@meno correspon-
dente na teoria de campos. Consideremos um modelo bidimensionalde
férmions sem massa,interagindo com um campo de soliton §6; o la -
grangeano € dado por

¥

— ey 15
L = ¢lif + g e )P . (4.86)

Para calcular a corrente fermidnica definimos a funcio-

nal geratriz(ZE)

— T Yg b 2
2fs] = J DYDYy expl- f p{ig+@+ge Y d7x] (4.87)

com o termo de fonte SU para a forma bilinear EYUw'

Realizamos entac a rotagao quiral:

P (x)

expl- vg 3 T) N (x)

(4.88)
Wix)

ﬁr(x) exp (- vg % r) ’

onde r & um parametro real variando de 0 a 1. O Jacobiano relati-
vo a esta transformacao pode ser entdo calculado pelo método de -

senvolvido na secio 2 do presente capitulo
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r1
Ln J = & dr [ a%x tr [y5e<x|exp(—€Di)|x>] (4.89)
0 Y

com D dado por (veja (4.4)):

. r . —(r"1)eY5
D, = if + B o+ 5 yueuvave + ge (4.90)
Para um operador da forma
A= -3%P 3 +0 (4.91)
= Lo .

com PU e 0 matrizes cujos elementos sao fungoes; seguindo os pas
sos tradicionais e simples tabelar a parte diagonal da expansao

assintotica; o resultado € (veja Apendice B)

1 {1-e[Q -

S E T

(25 P
£+0 M

: 2
-PpPu)] + 0(e”) 1} (4.92)

Entaoc calculando Di e usando (4.89), (4.91) e (4.92) ,

encontramos:

1 2 1 2 2
in J = v f dx [~ > B3"86 - 2Sv€uvaue + g~ {1-cosh28)] . (4.93)

Agora, em termos das novas variaveis n e n, a funcional

geratriz é:

1 2 1 2 : 2
Z[s] = exp {Z? [ d”x [- 5 03 e—ZSueupaae + g~ (1-cosh28)] «x

X f DnDn expl[- J mo{iF + & + & + dn dZXJ (4.94)

com
a = % € 9.8 . (4.95)
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Entao, diferenciando (4.94) em relagido a SU e desligan

do a fonte externa S ao final temos:

1 &8Z

1 .
J e e = = £ 8 e 4-
u 7 5Su 4 0 o7 TRVRRY + JU ’ ( 96)
com
. § .
j. = — £n det (ig + & + g) . (4.97)
i Sau
Considerando que o campo 6 varia lentamente, pode ser
mostrado, por exemplo, através do método do tempo ficticio de
Schwinger(ZE), que(zz)
2% 2
ju = euvaviconst. 5— + termos de ordem mais alta em 98] . (4.98)

9

Assim, levando em conta somente as derivadas de ordem

mais baixa em 0 , obtemos:

-
J].i = ﬂ Eu\)a\)e . (4.99)

Entao, para um campo de sOliton com € variando de 0 a =
0 numero fermidnico e:
1

f 1
Q= | Jpax; = oo [0(=) - el==)] =5 . (4.100)

E claro que poderimos obter gqualquer outro valor apenas mudando
as condigdes para X, = *o, variando-se 0s parametros do potencial
na equagao que o soliton - & solucao.

(27b) _gse resultado (4.100) que

Poderlamos interpretar
obtivemos, dizendo gue a propagacao de férmions leves num campo

de fundo de soliton causa uma instabilidade no "mar de Dirac" de
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férmions resultando em excitacles topologicas gue adgquirem uma car

ga global fracionaria.
Da mesma maneira gue fizemos essa analise para o lagran-
geano (4.86), poderiamos faze-la para uma extensao nao-Abeliana

(28)

desse lagrangeano(gl) e para coutros modelos bidimensionais'—', en

contrando os resultados conhecidos sobre a fracionalizacao da car-

ga.



CAPITUIO V

DETERMINANTE FERMIONICO BIDIMENSIONAL

5.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo fazemos a observagéo de que o operador
de Dirac em duas dimensﬁes pode ser escrito convenientemente, no
caso Abeliano através de exponenciails do campo de gauge,e no caso
nao-Abeliano através do produto ordenado do campo de gauge sobre
uma curva, Sem referéncia a um gauge particular.

Atraves da observagéo descrita no paragrafo anterior ,
usando o método apresentado no Capitulo 3, calculamos o determi -
nante fermi§nico funcional, tanto para o caso Abeliano quanto pa-
ra o néo—Abeliano sem referéncia a um gauge particular.

Testando-se o método, na Secgao 2, para o modelo de Schwin

r(ﬂg’éi) encontramos o resultado bem conhecido na literatura

(42,43)

que € o mecanismo de Schwinger . Quando aplicamos para O ca

so nao-Abeliano, QCD bidimensional, somos levados a considerar o

produteo ordenado sobre curvas(ZE), e o resultado final & dado por

um lagrangeano efetivo com a forma do lagrangeano fenomenologico

(48)

da QCD a baixas energias ——', mas sb que ao 1nvés de termos a ex

ponencial do campo do pion(ég'ég) temos o produtoc ordenado sobre

uma curva do campo de gauge.
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5,2 - DETERMINANTE FERMIONICO DO MODELO DE SCHWINGER

Até agora consideramos o modelo de Schwinger gquando o
campo de gauge € escolhido no gauge de Lorentz. Vamos agora mos -
trar nesta segao; como podemos generalizar nossa analise do deter
minante fermiénico desse modelo para o campo de dauge, AH' qual -
guer sem referéncia a um gauge particular.

Devido ao fato de que

X X
-y.e S A dZ -Ye € Jo A dz
57aR’o Ta TR STap "o o B
aue = ~yg € € qu Au(x) , (5.1}
e usando ainda gue
lYUYS B Epvyv ) (5.2)
Temos:
X x
-y € Jon dz —-YeE STA dZ
7 57aB "0 o B if e 57aB "o o TB _
X X
-y € ST A 4z -Yc € S ag
o STaB "o Ta "B 57af "o Ta B _
= i - e lYUY5 e SauAu(X) =
(5.3}
= if - lYUYSSGUAu(X) = i3 + & ’

onde na primeira linha de (5.3) estamos usando a notacgdo de opera

dores.

Vemos entdao que o operador de Dirac P pode ser escrito

como:

X X
~-Ye £ S7 A dz ~Ye € SN dZ
57af "o o TB i e 57af "o "o B ) (5.4)

P = id+k = e

Parametrizemos esse operador dado em (5.4) com uma vari
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avel real v (0 = v £ 1)

X X
—=rY_.E SO A dz —ryc-€ S A dz
mr - e 57af "o TTa"TR if e 57aB "o a7 "B (5.5)
Este operador mr coincide com o operador de Dirac para r = 1, pa-
ra r = 0 torna-se wr:O = i e tem a propriedade util de que:
B, -2 p_ - £(x)B, + B, £(x) (5.6)
r dr "r r r ! )
onde
X
fix) = ~Y5tq43 fo A, dZB . (5.7)
Entao:
. 2
BB =B, E()B, + B, £(x) . (5.8)
. r,2 - - . (56)
Regularizando o det (B )" pelo método do tempo-proprio—
temos:
£n det (];Dr)2 = - J %? Tr {exp(—sﬁi)] . (5.9)

€

Diferenciando (5.9) em relacao a r, usando (5.8) e a propriedade

ciclica do trago funcional, obtemos:

é% In det wﬁ = 2 J ds Tr[wrﬁr exp(—swi)] =

€

= 4 f ds Tr[f(x)wﬁ exp(—swi)] = —4 j ds g% Tr[f(x)exp(—smﬁ)} =

£ €

= 4 Tr[f(x)exp(—e]ﬁi)} ' (5.10)
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ou seja,

é% £n det Di = 4 [ dzx %r [f(x)<x[exp(—€¢i)lx>] , (5.11)

onde tr significa o trago sobre as matrizes y de Dirac.
A
Mas observando que

X - .
= D = ig +rA 5.12
I?ﬁr YRy Yp( it u) {(5.12)
temos
2 r.r - ir
Ejr = DUDU + —4— [YU’Y\)] (BUA\)_B\)AU) (5.13’

Mas como sabemos que
[Yu’Yv] = 2i Eav Y5 {5.14)

podemos escrever (5.13) como:

- r {5.15)

EvaBBUAv

Para esse caso, Ssabemos gue a parte diagonal do "kernel" da egua-

g¢ao de calor gque aparece em {(5.11) tem a expansao assintética(él)

dada por:

<x|ex (—5D2)1x> DTS S S, vyed A + O(g) (5.16)
P r e+ 4me dr “pviSutty * :

Substituindo {5.16) em (5.11), obtemos:
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onde estamos desprezando os termos de fronteira.

Integrando agora com respeito a r obtemos:

detp _ 1 2
detif = ~ Zm J dx AuAu

dO(ZEJEE:ZQ) atraves de outros métodos para

gue e o resultado obti
o modelo de Schwinger e que tem a interpretagdo fisica ja conside

rada no capitulo anterior.

5.3 - DETERMINANTE FERMIONICO DA QCD BIDIMENSIONAL SEM REFERENCIA
A UM GAUGE PARTICULAR

Da mesma maneira gue comentamos no inicio da seg¢ao ante
rior para o modelo de Schwinger, na analise gue fizemos do deter

(29,52)

minante fermionico da QCD bidimensional nos dois capitulos

precedentes, sempre consideramos essa teoria para o campo de gau-
ge, Au, no gauge desacoplante(éé’éé).

Quando escolhemos para o caso do modelo de Schwinger o
gauge de Lorentz isto nao representava nenhuma perda de informa-
gao fisica pois sabemos calcular o determinante de Fadeev-Popov pa
ra esse gauge. No entanto, para o caso da QCD bidimensional, néo
se conhece o determinante de Fadeev-Popov para o gauge desaco -—
plante(éé), e isto limita as possiveis analises gue possam ser
feitas nesse gauge; resultando dal o interesse no calculo do de -
terminante fermiénico da QCD bidimensional sem referéncia a um gau
ge particular.

Primelramente, & importante observar gue devido a natu-

reza ndo-Abeliana da teoria para representarmos o operador de
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Dirac em termos de exponenciais teremos que usar o produto ordena
do e nao exponenciais de integrais.

Consideremos o produto ordenado sobre a curva C1:

X
"YSEOLB 3E10 l’-‘xc‘ldz8
U(C1;O,X) =P e {(5.17)

X
—-Y_€ % A dZ _ 0 _ 1 B X, X
5 0B (; a B YSEaBAuA Y5€aBAuA . YSEGBA&AB
(5.18)

i .- .~ ..
com A a i-esima partic¢ao da curva C1 definida de zero a x, como

B
mostrado na Figura 5.1.

A
Figura 5.1 - Curva espaco-temporal
o AX de zero a_x, onde in-

dicamos as particoes AL,

Tomemos agora a derivada de U, dado em (5.17):

0,0 X, X
—YeE JATA —~vee AT (AL+hS, )
3 U(C,;0,x) = + Je 2 OFQB S oBamEIBNT
u 1 h
0.0 X
_Y5EGBA&AB —Y5€aBAaAB }
- e .. e =
0,0 X=1,x~1 X, X
] Y5EQBAGAB Y5SGBAG AB { —Y5€aBAa(AB+h68p)
:He . c e -
X, X
~YeE JATA
-~ e - OF B } . (5.19)
Usando a formula de Backer-~Campbell-Haussdorf (BCH)(ZQL
A B A+B + %%[A,B] + f% [, [A,B]] - f% [B, [A,B]1] + -..
e'e = e (5.20)
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em (5.19) temos:

X, X X X, X
e-Y5EuBAuAB-Y5EauAdh edYSEGBA&AB _

X, X X, X X, X X
L JVs%apRuls [ T5€qaRulE Y580 pRal Y5 Cuptal }
e e -1 =
yoe %A% y_e a%h - 1 yvee a%8%,vee. a¥n1s0(n?,a?)
_ o |5 0B 0B [e 5 qpta 2 55agta” g’ 15 vty ? _ 1]_
—-Y_.E AXAX -Y_.E Axh - l-e £ Axh‘AX Ax}+O(A2 h2)
_ o 5 oB%aTB (e 5%aua Z “apTop Rttt et ’ _ 1‘
{5.21)
Entao, em primeira ordem em A*  temos:
X, X X, X
1 { TYs5Eapha (BpthOa)  TY5fapRaly b
e [S] - D=
h
X, X
—Y5EGBAGAB X 1 X, X X
= e (_Y5EuuAu -5 EaBEvuAB[Aa'Av}) . (5.22)
E a derivada de U fica:
. X 1 X, . X _X
auU(C1,0,x) = U(C1’O’X)(_Y5€auAu -5 E&BEVUAB[A&'AV}) . {5.23)
Agora, usando {5.2) e (5.23) vemos que:
. - i X X X
U(C1,X,0) 15U(C1,O,x) = 14 + B + 5 YuAB[AU'AB} . (5.24)
Entio, tomando o limite de curva continua, temos:
Pp =17 + £ = 1lim U(C1;X,0) ijU0 (C1;O,X) . {5.25)
AT+

pPara definir agora um operador dependente de um parame-
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troxr (0 £ r £ 1) analogamente ao que fizemos no caso Abeliano ,
e que tenha a propriedade Gtil de diferenciagao com respeito ao
parametro r como dado em (5.6), vemos gue se multiplicarmos por r
todos os termos exponenciados no produto ordenado em (5.17}, tere
mos, devido a formula de B.C.H., um polin@mio de grau infinito em
r, © gue n3ao nos interessa. Uma alternativa, entéo, gue temos é

multiplicar o Gltimo termo exponenciado no produto ordenado por r,

para definir o operador de Dirac dependente de r, isto &,

Er = U(C1;xr,0) iH(C1;0,xr) ’ {(5.26)

com o]

s £3 AadZB —rysauBAiﬂ
U(C1;Xr,0) = P e r- = e ..

141 0,0
e_YSEuBA&AB . Y€ BAGAB
Xr
~¥5 ‘%_1 BadZg yge BAgAg Yse BA;Aé
U(C1;0,Xr) =P e 0 = e e “ e
X, X
~ryoE LA A
s e CaB B , (5.27)
tal qgue:
B =i + £ = lim Er=1 . (5.28)
Al+0
Egte operador Er, tal como definido em (5.26), tem a
propriedade de que
b= L p - £ x)B_B_£, (%) (5.29)
r dr "r ™1 r “r-t d :
onde : X X
f1(x) = _Y5€uBAaAB . (5.30)
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Nosso interesse & o de calcular o determinante de PB,mas

observemos que dado o determinante de Er:1 obtemos o detP pois:

det B = lim det Er:? . (5.31)
AT>0
Regularizando o determinante de ﬁr pelo método de tempo

—préprio‘éﬁ) temos:

2 ()
£n det Py = —.f %? Tr[exp(—sﬁﬁ)] . {5.32)

£
Diferenciando (5.32) em relacdo a r, usando (5.29) e a

propriedade ciclica do trago funcional, temos:

e}

é% 2n det wﬁ = 2'[ ds Tr[ﬁrﬁr exp(—sﬁi)] =
£
4 . d £ mz p? =
= s Tr| 1(x) v exp {-s r)] =
£
) d 2 4 Trif, { (~cp2)
= -4 J ds I Tr[f1(x)exp(—sEr)] = r] ] x)exp (-cB )] .
¢ (5.33)
Entéo:
L tn et mi - 4 J a’x tr [f1(x)<xlexp(—sﬁi)|x>] . (5.34)

Cxy

onde tr denota o trage sobre as matrizes de cor e de Dirac.

Cxy .
Agora, chamando
, T . r

= 1 P B~) = iy D 5.35

B, = iy (o + B YDy (5.35)
temos:
2 r_r 1 r

Er = DUDU - z[yu,yv]Fuv (5.36)
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com

r r ro.r
Fuv = aqu - avBu + [Bu'Bv] . (5.37)

Como sabemos, dos Capitulos 3 e 4, a parte diagonal do

"kernel" da f%xgmgéockacalof‘ gque aparece em (5.34) tem a expansao

(57)

assintotica ‘=’ dada por:

m|—

<x|exp(—€¢§)|x> ——+"i% [

) T r_.r
e + [Yu'Yv](ava + Bqu) + 0(e)] {5.38)

mas,

[Yu:Yv] = 2y Yy - 26Hv (5.39)

entao,

BT + O(g)] .

L

2 .
<x|exp (-eB?) [x> — 4 11+ #B" + BTRT - 5B, - B,

Y
>0 ; H

(5.40)

Substituindo (5.40) em (5.34), temos:

szx tr (£, (x) BB B B)] =

Cxy

I§

d 1
ar £n det lﬁr_ 5

= é%J a%x tr (3f1(x)Br + f1(x)BrBr] ,  (5.47)
Cxy

onde estamos desprezando termos de fronteira,

Integrando (5.47) em relacao a r, temos:

L detPry | a’ 1 d BE. (x)BT+E, (x) BYBY]. (5.42)
" ~getig " 27 X-Or§§Y[1X’+1X’ 1. (5.

Mas como

BT = U(cT;xr;oy[5U(c1;o,xr)] (5.43)
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temos:
S = £ 0B ¢ BT (0 ¢ gE, (%) X (5.44)
Entao:
tr gt adE Bt - % ad? tr BEBY - 2 tr [£, (VB B T+tr [F£, (x)BT] .
cx Cxy Cxy Cxy (5.45)
Assim:
L o B - tr 16, (0BTET] = ot 15, (BTETAAE, (0BT (5.46)
Cxy Cxy Cxy
Agora, substituindo (5.46) em (5.42), obtemos:
detp 1
r=1 _ 1 { 2 { 1 J r. r }
= = dx = tr BE - dr tr [BTB £, (x)] , (5.47)
detig 27 2 Cxy 0 Cxy 1
onde
B =B _, (5.48)

Notemos, nesse ponto, que se fazemos a passagem para o
caso Abeliano na férmuia (5.47) obtemos exatamente o resultado

do modelo de Schwinger(gg’ééfzg)

, pois o Gltimo termo de (5.47)
se anula devido as propriedades do trago de matrizes y de Dirac e
no primeiro termo do membro direito de (5.47) podemos fazer o li-
mite para a curva continua,obtendo-se o resultado esperado para o
determinante fermidnico da eletrodindmica bidimensional, que & a

, - . . (42,43)
manifestagao do mecanismo de Schwinger —'—27

Podemos ainda escrever

_1 - -
f1(x) = YSVr {C1,Xr,0)8rvr(c1,0,xr) (5.49)
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r
COom
- #1 E&BA&dZB
o
Vr(c1;0,xr) =P e ’ {(5.50)
onde éxr
- e A dZ
IoabreTE —eaBAgAg ~re, AnAY
P e = e O , (5.51)

e Br denotando a derivada parcial em relagéo a r.

Se substituimos agora (5.49) em (5.47), podemos fazer
entdo o limite para a curva continua, isto e, At > 0, obtendo-
-se o determinante fermiénico para a QCD bidimensional. No entan-
to, para realizarmos o traco nas matrizes y de Dirac, € importan-—
te observarmos gue os termos em (5.24) e (5.25) proporcionais a
Ax ndo interferem no limite AY > 0. Tendo isto em mente, pode -

mos escrever Br como

o
EC&B %1 AOLdZB _EOLB %1 AOLdZB
= a P e =
B Pe Y59,
-1
= Vr (C1’Xr'O)YpYSBuVr(C1’O'Xr} . {5.52)

Substituindo entac (5.49), (5.52) em (5.47), e realizan

do os tracgos sobre as matrizes de Dirac, obtemos:

1

detp _ 1 2 -
on $2 - 5 | % e 09 v .

: 1
1 2 -1 -1 -1
t o Euv [ d™x [0 dr é:r(Vr BuVrVr aerVr BrVr)
(5.53)
onde tr denota por trago sobre as matrizes de cor e
c
vV =V ‘ {5.54)
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onde Vr €& dado em (5.50}.

Como estamos considerando ¢ espaco-tempo bidimensional

5 (16)

como uma grande esfera e Ty (SU(N)) = para N z 2, podemos

imaginar Vr como um mapeamento de uma bola rigida B, cuja frontei

- 2 : .
ra € o0 §°, no SU(N), onde consideramos como coordenadas em B o pa

rametro r e as 2 coordenadas do espaco-tempo. Entao, analogamente
(69)

ao que se faz na construgao da lLagrangeana de Wess-Zumino —- ’
n%o ha ambiguidade na extensao considerada.
Dessa maneira podemos escrever
det B _ 1 2 -1
n FotiF © 27 J d™x ér (o6 Vo V ') +
b e, [ Sx tr (v, vvIlavvila V) . (5.54)
37 “ijk c r i 'r'r "j'r'r "k'r

Agora, como nao ha razdo para privilegiarmos, como fize

mos de (5.17) até agora a curva C, em geral podemos considerar a

1
contribuicao de todas as curvas Ci de zero a x. Neste caso, obte-

mos o resultado

det P 1 ; 1 1

n 2= = ) »— tr (3 VOV ) +
detij N CieSZ 20 c uou
-] \ 1 -1 -1 -1
TN ) 37 fijk tr (V. '8,V, V. 8jvrvr V.. - (5.55)
CisB C

E um fato curioso que (5.54) tem a forma exatamente iqual

ao lagrangeano fenomenoldgico da QCD bidimensional a baixas ener-
(48,69)
¥

onde o segundo termo do membro direito de (5.54) )

(65)

proporcional ao lagrangeano de Wess-Zumino —', recentemente con-

siderado por Witteﬂ(éé) na QCD a guatro e duas dimensées(ég) dife

glas

rindo pelo fato de que V e V_ estao definidas como produto orde-
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nado sobre curvas do campo de gauge e nao exponencial do campo do

pion (4269)

E importante enfatisar; come vimos no desenvolvimento
desse calculo, gue no caso Abeliano nao temos necessidade de ex -
pressar o resultado do determinante fermianico em termos de produ
tos ordenados pois o termo que tem dependéncia explicita na curva
& de carater puramente néo—Abeliano.

Podemos ainda dar uma interpretagao para a dificuldade
encontrada, quando no final do Capitulo 3 tentamos calcular o de-
(55) 5

terminante de Fadeev-Popov relativo ao gauge desacoplante
demos dizer entéo gue, essa dificuldade que encontramos esta liga
da ao fato de gue na QCD bidimensional podemos ser levados natu-—
ralmente a considerar produtos ordenados devido a sua estrutura

nao-Abeliana.



CAPITULO VI

CONCLUSOES

6.1 - COMENTARIOS E CONCLUSGES

Neste trabalho estudamos a anomalia quiral em teorias
com dimensionalidade do espag¢o-tempo, par, maiores do que guatro,
seu papel na bosonizacao de alguns modelos bidimensionais sem mas
sa, e na fracionalizagéo do numero fermi@nico, e discutimos tam -
bém o determinante fermiénico da QCD bidimensional.

No segundo capitulo; apresentamos a ancomalia quiral pa-
ra espaco-—tempo de dimensionalidade; par, maior do que quatro e

(38)

calculamos essa anomalia perturbativamente atraves do método

de Regularizacdo Dimensional inspirado no calculo, realizado por
. . .. {64) . . ~
Bollini e Giambiagi — , dessa anomalia em guatro dimensoes.
Apesar dos livros-textos basicos de Teoria de  Campos
afirmarem que esse metodo ndo & adeguado para o calculo da anoma-
._{60a,f) _~ Ve -
lia '—’'=", nao encontramos nenhuma dificuldade, e, pelo contra -
rio, como este método garante a invarid@ncia de gauge em todos os
estagios do processo de calculo, 0 termo andbmalo &€ gerado automa-
ticamente sem a necessidade da imposig¢ao da invariancia de gauge
nos vértices vetoriais, como & feito por outros métodos. O 1Unico

cuidado a ser tomado e o de fazermos uma extensdo adequada para a

matriz de Dirac Ynet? tal gue respeite suas propriedades na dimen
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sdo arbitraria, n par, considerada.
No terceiro capitulo, discutimos dois métodos para regu
larizac¢do de integrais de trajetoria quadraticas: os métodos da
- . {(56) - . (56)
funcao zeta generalizada — e o do tempo-proprio -—’; e como atra
vés da solugao do “"kernel da equacao de calor" podemos ter infor-

magoes sobre as fun¢des de Green do operador que aparece na "equa

céo de calor".

Ainda no terceiro capltulo, regularizando o determinan-
te fermidonico da QCD bidimensional atraves do método do tempo -
—préprio(éé) e levando em conta uma propriedade gue o operador de

Dirac possue no gauge desacoplante, calculamos o} determinante

(52)

fermionico '==7 .

Vimos, entao, gue a solugao desse determinante e dada

basicamente pela soludao assintética(éz) da "equacao de calor". O

resultado desse determinante ¢ dado por um lagrangeano efetivo ,

no qual aparece uma extensdo nao-Abeliana do mecanismo de Schwin-
or (46,47,50,52)

, isto e, o campo de gauge adguire uma massa, e o

(65)

analogo em duas dimensoes ao funcional de Wess-Zumino —' recente
(48, 49)

g
mente considerado por Witten no contexto do lagrangeano fe
nomenologico da QCD em 4—dimens§es a baixas energias e na bosoni-
zacao nao—Abeliana de teorias bidimensionais.

Analisamos ainda as primeiras dificuldades encontradas
para o calculo do determinante de Fadeev-Popov para o gauge consi
derado(éél; o gaugde desacoplante(éé’éél.

No Capitulo 4 através da regularizacdo do determinante

(56)

fermidnico pelo método do tempo-proprio'—’ e do uso da expansao
assintotica de Seeley(éz); desenvolvemos um método(zgl, nao-per -
turbativo, para o cdlculo do Jacobiano de uma transformacao gui -

ral geral, isto &, finita e ndo-Abeliana. O interesse nesse ti-
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po de transformacdo geral reside no fato de que alguns fenomenos

(72)

como a bosonizacao'—=' e a fracionalizacdoc do numero fermioni -

co(gé’gz), podem ser vistos com esse tipo de transformagéo(gg’EE{

Com esse método, naoc-perturbativo, & permitido  checar

como um caso particular o Jacoblano regularizado por Fujikawa(ig%

elaborado através de outro método ndo-perturbativo, para teorias

com operadores tipo Dirac hermitianos,e alem disso, colocar algu

(71)

mas davidas acerca do méetodo utilizado por Fujikawa quando

o operador tipo Dirac & ndo normal. Fornecendo, entdo, elementos
para a discussao das discrepancias encontradas quando os resulta

dos, ndo-perturbativos, de Fujikawa sao comparados com certos re-

(77)

sultados perturbativos '—’ para o caso de operadores ndoc normais.

Esse metodo € ainda implementado para fornecer uma al -

(29,53)

ternativa para a bosonizagdo de teorias bidimensionais ’

(42 ,

com férmions sem massa, como € o caso do modelo de Schwinger '—
43) .. (73) C o2 . . -
—=*, Thirring — e a QCD bidimensional. E, finalmente, atraves
desse método estudamos o fendmeno da fracicnalizacgdo do numero fer

(27,28,29) gque como vimos, esta intimamente relaclonado

miénico
com a anomalia guiral.

No penultimo capitulo, atraves da observagao de que o
operador de Dirac, em duas dimensées, pode ser escrito de uma ma-
neira muito especial; isto e, atraves do uso da exponencial de
uma integral do campo de gauge no caso Abeliano e, no caso nao—
-Abeliano, comeo o produto ordenado do campo de gauge sobre uma
curva(ZE); calculamos o determinante fermiénico funcional, tanto
para o caso Abeliano guanto para o nao—Abeliano, sem referéncia
a um gauge particular.

0 fato de calcularmos o determinante fermidnico sem re-

feréncia a um gauge particular para o modelo de Schwinger nao e relevante,pols
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ja o tinhamos calculado implicitamente no Capitulo 4 no gauge de Lo-
rentz e o determinante de Fadeev-Popov para esse caso sabemos que
da contribuigao trivial. Esse calculo é relevante para o caso
da QCD bidimensional pois;como vimos no final do Capitulo 3, nao

sabemos calcular o determinante de Fadeev-Popov para o gauge

(55) (45,55)

usado == due era © gauge desacoplante ; © isto poderia es

conder propriedades fisicas importantes da teoria.

Quando calculamos esse determinante sem referencia a um

(42

gauge particular para © caso Abeliano; o modelo de Schwinger'— '

Eﬁ), o resultado obtido &€ o ja bem conhecido mecanismo de Schwin-

ger(éz'ié), isto e, o campo de gauge adquire uma massa. Esse re -

sultado ja era esperado pois o operador de Dirac € escrito como:

X X
~YeE oA dz Y€ S7TOA dZ
B = e 57aB "o "o B if e 5708 "o Ta TR (6.1)
e considerando o campo de gauge no gauge de Lorentz
A =g 93 ¢ (6.2)

a O W

obtemos, substituindo (6.2) em (6.7) e realizando-se a integral

_'YSQ)

P =e id e (6.3)

que coincide exatamente com o casoc analisado no Capitulo 4 para o
modelo de Schwinger no gauge de Lorentz. Assim, este método para
o caso Abeliano pode ser considerado como uma generalizacao do me
todo desenvolvido no Capitulo 4.

Quando aplicamos para a QCD bidimensional devido a es -
trutura ndo-Abeliana da teoria, para fazermos um raciocinio analo

go ao casgo Abeliano, somos obrigados a considerar o produto orde-
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(75)

nado, sobre curvas —', do campo de gauge e observamos durante o
calculo que para o calculo do determinante fermianico dessa teo -
ria temos que fazer o limite de curva continua, e somos obrigados
a considerar o resultado final como produto ordenado sobre curvas.

O resultado final do determinante fermiénico da OCD
bidimensional & um lagrangeano efetivo com a forma do lagrangea-
no da QCD em duas dimensées a baixas energias incluindo o termo

. 65 - o= .
de Wess—Zumlno(——), mas so que ao inves de termos a exponencial

do campo do pion‘éﬁ’ég) temos o produto ordenado, sobre uma cur-
va, do campo de gauge.

Concluindo, podemos dizer que este Gltimo método nos da
uma expressdo formal para o determinante fermidnico da QCD bidi -
mensional em termos de produto ordenado, sobre uma curva, do cam-
po de gauge cuja analise parece ter algum interesse,e demanda um
esforgo adicional.

Uma das quest@es que evidencia por si propria, € se es-
te Gltimo método poderia ser implementado para o calculo do deter
minante fermiénico em quatro—dimens§es. Alguns comentarios poderi
am ser feitos a esse respeito. Primeiramente, € posslivel expres -

sar o operador de Dirac em termos de exponenciais em quatro dimen

sbes; sua forma e:

1

1
- £
o0 TaBpu

X
' = £ YeY. .Y, S A dZ
b = 1(5+A) - e6 Of-.Bpl_l 5'a’B o e 8} iYuap

X
YSYQYBIOAdeu

(6.4)

onde no expoente o Indice p € somado conjuntamente com ypau. Essa

expressdo para o operador de Dirac torna-se mais clara se lembrar

mos da seguinte expressac da algebra das matrizes de pirac 47},
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Y Yo¥g = " YopYu " Epapr Vs (6.5)

YB - YUBYQ

8
uo

Se tentamos agora aplicar em (6.4) o método desenvolvi
do no capitulo precedente, encontramos dificuldades, pois chaman-

do

p_=e "iyos e Y =iy (6.6)

onde

—

1 A 4z .7
b8 Foppu’5¥alp . St ’ (6.7)

e, repare que o Indice y em (6.7) nao esta somado mas sim em (6.6).

Diferenciando (6.6) em relacao a r obtemos:

g; B, =B, = £ iy D+ iy DIE, . (6.8)

Entéo,
pB. = ErfptiDE + DriyuDEfU . (6.9)
(56)

Regularizando o det mr pelo método do tempo-propric—,

e diferenciando em relacac a r, obtemos:

o0

L en get B2 = 2 J. ds TrBB_exp(-sB2)1 . (6.10)

£
Agora, devido ao fato do IiIndice U em {6.9) estar somado
com fu,se substituirmos (6.9) em (6.10) n&o & possivel uma inte -
gragéo direta em s como fizemos no capltulo precedente. Assim ,
para o caso quadridimensional, utilizando-se a expressao (6.4) ,es

se método tal gual foi desenvolvido ndo se aplica.
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Finalmente, as contribuigOes originais envolvidas nesse

trabalho sjo:

(i) Calculo perturbativo da anomalia quiral em dimensio  arbitra
ria(éﬁ) pelo método da Regularizacgdo Dimensional, apresentado

no Capitulo 2.

(ii) Calculo do determinante fermidnico para a QCD bidimensio -

nal(ég) no gauge desacoplante apresentado na capitulo 3.

(iii) Desenvolvimentdtgg) de um metodo para o calculo do Jacobiano
de uma transformag&o quiral geral, isto e, finita e néonAbeli
ana regularizando 0 determinante fermi@nico pelo méetodo do
tempo—préprio(éé) e usando a exPansao assintotica &3Seek3J§Z[
Esse método; como discutido no Capitulo 4, apresenta as se -
guintes vantagens:

a) - Simplicidade em relagﬁo a outros métodos, pois nao neces
sitamos do calculo perturbativo de determinantes(ég) co-
mo e usado no método desenvolvido nas refs. (50,53), e

(57)

as expansOes assintoticas '~—’' usadas estdo quase todas
(54,5
tabeladas(——’—g).
b) - Como caso particular, coincide com o Jacobiano regulari-
- (40) .
zado por Fujikawa '-—° para operadores hermitianos, o que
nos permite considera-lo como uma extensao ao método de
Fujikawa para o caso de transformagdes guirais gerais.

c) - Fornece elementos novos para compreender as discrepan -

cias encontradas entre o método ndo-perturbativo de Fuji

kawa(Zl) e certos métodos perturbativos(zz) gquando © ope
rador tipo Dirac € nao-hermitiano.
d) - Permite uma analise alternativa simples,via integrais de

trajetéria; de modelos bidimensionais sem massa(lé’lg)
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do fenomenco da fracionalizagdo do numero fermidnico.
(iv) Calculo do determinante fermidnico do modelo de Schwinger e
da QCD bidimensional sem referéncia a um gauge particular

apresentado no Capitulo 5.



APENDICE A

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS MATRIZES
Y DE DIRAC EM DIMENSAO N > n

A1 - {Ya'Yn+1} £ 0 para N > n

onde

SRRR

Ynet1 = €1 Yuq---Yup

Podemos separar a soma na definicao de Y41 DUma soma onde o pri-

meiro termo contém um indice bem definido "u e o outro termo ndo,
isto e,
cee W Hasaold
Y = C 2 Tu1 n Y Y + C T ! nY Y
n+1 ! U U1- . Un T U U1-- Un
EARRR A s I e
pelo menos um todos ui#u
W, = &
1
ou
. _ =) o) (o) _ Hi---Hp
Ynel = Yne1 7 Yned onde Yns1 T ¢ ) t LETRR o7
Myee by 1 n
todos ui#u
Entao
: _ (=a) ' (#£a)
{Yn+1'Ya} - {Yn+1 ’Yu} * {Yn+1 'Ya} *

Vemos claramente que o primeiro termo € nulo e o segun-

do termo & diferente de zero, o termo chamado de evanescente, en-
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tao:
_ (£0) _ {(#a)
{Yn+1’ya} - 2Yayn+1 2Yn+1 Yo
ay..-ay,
A.2 - TrYneYa, ... ¥a 7
1 n
Hyes-ty

Tomemos © caso particular em gque o tensor T

na definicdo de vy_, é dado por:

1

Hqe--Hy HpesoHy
T = €

Mooty
Se todos Hqeoolpy = 0,...,n-1 onde ¢ '

te antissimétrico de Levi-Civita, e:

que aparece

& o tensor totalmen-—

Lasesld
. 1 n o _
se pelo menos um My = n;...,N—1. Nese caso:
Tne1 T Yoot Yn-1
Analisemos agora o valor de TrYn+1Ya Y o Quando todos os vy
. 1°°° ™n i
estiverem entre a__.L = 0,...,n-1, teremos *1, para o trago, de acor

do com a posigao dos Yg. o Quando pelo menos um L tiver a;, = n,

i

i

..., N=1, teremos para o traco considerado o trago de diferentes

matrizes de Dirac, o que da valor zero. Entao:

Ay eed
Tr Y o T 1 f
.Yn+1Ya1... an

e podemos ver gue 1is8So acontecera no caso geral.

A.3 - Tr{Yn+1'YOL}Ya1...Yan+1

& completamente antissimétrico em a;
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Tr{Yn+1’Ya}Ya ...'a = TV Ya, ... Ya o T Ya . Ya Yo
1 n+1 1 n+1 1 n+
Agora, passando © Y, Para a direita no primeiro trago do membro
direito da expressao acima, obtemos:
TrYn%1YaYa . Ya ‘ - 2gaa TrYn%TYa Ya - 2gaa TrYn+‘lYa Ya
1°°" “n+1 1 27" "n+1 2 1 %3
ceeY, te.. —2g Try 1Y Y Y, o+ 29 _ TEY_ .Y Y -
1 aa +1 n+1 a1... an“2 an aan n+l a1... an—]
Try .Y Y. oY
n+1 a1... an+1 o

Levando esse resultado a expressao acima, obtemos:

!
[
O
-

Tr{Yn+1'Yu}Ya i

17 I+ 1

- 29 Try Yo Yo ees e - 2g Try Y Y Y +
0a, n+1 a, as a1 Qa4 n+1 R
+ 29 Ty .Y Y
aa, n+ PRI S
Como Try Y Y. . - & totalmente antissimétrico nos iIndices a.
n+1 age..ay i
entao Tr{Yn+1’Ya}Ya1...Yan+1 e totalmente antissimetrico nos in-
dices a,.
i
A.4 * = (N-2n)
=% T Valp¥ < B Tn+1
o s T“1'-'Pn o
Talne1¥ = YaYU1---YunY
A estratégia é passar o altimo y* através dos Y, Cada vez que
i
passa por uma matriz Yu- geramos um termo _ZYn%T menos o© termo

1
invertido pois
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Boe..l [EPRR T
o 1 1 n
Yo ne1Y 2Crt TupYuqe e+ Yupoq — €T
Hy-- Hn
YY Y YO = -2Y -Ct YUY Y YO
o Li1"‘]'€n—1 ¥n n+1 o U1 - un--~‘l Hn

Como passamos n vezes geramos um termo igual a —2nYn+1, ao final,

teremos
HqooaoU
o _ a n o
VoVneq¥ = =20Vp,q *+ CT Yo ! Yu1...Yun
com o sinal intermediarioc positivo pois passamos um numero par

- a
de vezes, entao, como YYo= N, temos:

R P
Tolner? = (N 2n)Yn+1 -



APENDICE B

CALCULO DE UMA EXPANSAOQ ASSINTOTICA DE SEELEY

-~ . - . 57
Descreveremos nesse Apendice um metodo alternatlvo(-— '

59,68) aquele dado no Capitulo 3 para o calculo da expansao as -

sintética(éz), e aplicaremos esse método para um caso de interes-—
se no Capitulo 4.

Estaremos supondo todo o tempo que os campos enveolvidos
sao suaves definidos em variedades compactas com métricas positi-
va definida, isto &, supomos que a rotagéo Euclideana foi reali-
zada.

Seja A um operador diferencial de ordem 2m sobre uma va

riedade compacta M n-dimensional

A=} a (x)p* (B.1)
|a im
onde, x = (X1;...,Xn) sao coordenadas locais, o = (31,...,an) &
um indice miltiplo, com la| = ay + a, e a, e
a o
D% = alal/ax11...ax n (B.2)
n
e aa(x) = a (x) funcoOes matriciais suaves.

0[,1...0'.n
Chamamos a fung¢ao matricial

o
A(x,8) = ) a (x) ()% = ¥ a (x) (i)
]além @ Ia]ém *+% !

1 n

a
...(ign)

(B.3)
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onde & & Imn, o simbolo completo(éz) do operador A, e a funcaoc ma
tricial

Ay (x/8) = 1 a, (x) (E8)” (B.4)
HE:

o simbolo principal(éz). O operador A & dito eliptico se seu sim
bolo principal Ao(x,g) & inversivel para todo ¢ # 0. Note que o
requerimento da inversibilidade do simbolo principal estd relacio
nado em diversoes casos com a existéncia do propagador livre.

Se A & um operador eliptico positivo de ordem 2m sobre
uma variedade compacta existe uma expanséo assintética quando t-+0,

dada por(éz):

Y Uy (x[3) ek, (B.5)

k<n/2m

nz

<x|exp(—tA)|x>

onde as funcoes wk(x/A) gsio calculadas atraves do seguinte proce

dimento(éz'ég’ég}. Introduzimos © operador AE obtido de A atra -
ves de:

AE = exp(-i ELE)A exp (i ELLE-) ’ (B.5)

€ € £
onde xX.£ = ; XiEy-

Definimos agora a funcao Be(x,g,x) como solucao de:

(aE-2eT2™MB_(x,8,0) = 1 (B.7)
na forma de série de poténcias em ¢ :

B_(x,6,0) = § 7B (x,6,0) (B.8)

kz0

De (B.7), obtemos relagées de recorréncia para Bk(x,E,A) e isto
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faz possivel calcular BE(x,E,l) em qualquer ordem em £. Os coefi-

cientes na expansao (B.5) podem agora ser encontrados da relacgdo:

I o xlme® o o J a" J 1 5 (x,8,0)|  expcan)
(B.9)

onde integramos primeiramente em relagdao a A ao longo de um con -
torno C que circunda paralelamente o semi-eixo real positivo e
finalmente, realizamos a integral em relagdo a & .

Vamos agora calcular wk(XIA) para A dado por

2 .
A = =3 +Pu3“+Q (B.10)

[QIRTAS |

em duas dimensdes com P. e Q fungoes matriciais. Nesse caso A

H
definido por (B.6)} € dado por

2ig if 2
£ _ 2 N ) U 57
Ae = =9 - 3“ + Puau + PU + 52 + 0 . {(B.11)
Entao:
218 o iE
g . ab -2 _ 2 U U 2 4y .-2
Ag(k) = AE - A€ = =9 +PPBP+Q - == Bu + PU + (£7=A)¢e .
(B.12)
Chamando
Cu(1) = —21%;}1 e c(2) = lEPPP (B.13)

A equacgao (B.7) torna-se:

£ _ 2.5 1 1 T
1 = AE(K)BE = [-3 +P1_lal_J + Q + - C (1)3u * c{2) + 52 (E7=2)]1 x

x [5230 + 5331 + 5432 oo ] ) (B.14)
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Resolvendo ordem a ordem em £ , cbtemos:

2 -1
B = — c(z)
1 (22_1) 2 (B.15)
c(2)? + ¢ (1) 3 c(2)
B - U U _ Q
2 ()3 (£2-2) 2
Devemos agora resolver as integrais dadas em (B.9), is-
to é:
1 , e? 2 idx
¢1(x|A)t + wo(x[A) t ... = P J a“g J 5= By exp{-At) +

3 . 4 .
£ 2 idAi € 2 idai
+ > J acg J T B1 exp{-it) + 5 J a“ g J §E-B2exp(-kt)+...

(2m) o (21) .

Realizando essas integrais em ({B.16) com os B, dados em

(B.15), encontramos:

bl s g ix[a) L = g -tlo 4 %(92_2aupu)] + 09} .

(R.17)
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