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REsSUMO

A maior parte deste trabalho tedrico, € dedicada ao es-
tudo de propriedades criticas estaticas de sistemas de spins loca
lizados. Vérios sistemas sdo considerados: (a) o modelo quantico
de Heisenberg anisotropico ferromagnético na rede quadrada (com
diluicfo de ligacoes e de anisotropias) e na rede cibica; (b) o
modelo Z(4) ferromagnético na rede quadrada; (c) o modelo de

Ising com interacbes competitivas em uma arvore de Cayley.

Nos casos (a) e (b) utilizamos a técnica de Grupo de Re
normalizacao (GR) no espaco real. Os tracos parciais nos grafos
renormalizados sdo feitos por métodos aqui desenvolvidos,os quais
sdo superiores as tecnicas existentes na literatura para estes
fins. As fronteiras criticas obtidas, reproduzem todos os pontos
criticos exatos conhecidos.e, ao que tudo indica, se constituem
em boas aproximacOes numéricas para as superficies criticas reais,
em todos os pontos ainda desconhecidos. Também calculamos os expo
entes criticos do comprimento de correlacdo (v) e de '"crossover"
(¢), que possuem valores iguals ou melhores que os resultados do
GR de Migdal-Kadanoff.

O problema (c) € estudado por meio de relacles iterati-
vas (semelhantes ao GR), e o diagrama de fases (numericamente exa
to) exibe um conjunto de fases moduladas, além das fases ferromag
nética, antiferromagnetica e paramagnética. Vale a pena destacar
ainda, a presenca de fenomenos de metaestabilidade e de fase para

magnética a temperaturas arbitrariamente baixas.

Além dos problemas mencionados, estudamos os niveils de
energia e o calor especifico de um sistema de osciladores anarmo-
nicos desacoplados, utilizando as aproximagoes de Turschner e WKB.

A comparacao entre elas revela a superioridade da primeira.



SUMMARY

The main goal of the present theoretical work, 1is to
study static critical properties of localized spin systems.Several
models are discussed: (a) the anisotropic quantum Heisenberg
ferromagnet on square lattice (with quenched bond-dilution and
random anisotropy) and on simple cubic lattice; (b} the Z(4)
ferromagnetic model on square lattice; (c) the Ising model on the

Cayley tree, in the presence of competing interactions.

The (a) and (b) problems are studied within a real-space
Renormalisation Group (RG) approach. We have developed, in both
cases, methods to perform the relevant partial tracings, that
are better than those available in the literature. The critical
frontiers we have obtained reproduce all known exact results, and
we believe them to be high precision ones everywhere. We also
calculate the correlation length critical exponents (v) and the
crossover exponents (¢). The values that we find are, in degree of
approximation, equal or superior to those obtained using the
Migdal-Kadanoff RG.

The (c) problem is investigated by constructing recursive
relations (similar to RG); the resulting phase diagram (numeri-
cally exact) presents a set of modulated phases, besides the
ferromagnetic, antiferromagnetic and paramagnetic ones. It is
worth to stress the presence of metastability phenomena and the
existence of the paramagnetic phase at arbitrary non-vanishing

small temperatures.

In addition to the previous works we performed a study
of the energy eigenvalues and the specific heat of a general
anharmonic single quantum oscillator, by using the Turschner and
WKB approximations. Comparisons between them, exhibit the super-

iority of the Turschner approximation.
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Tudo deveria ser tornado tao simples
quanto possivel, mas nao mais simples
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INTRODUCAO

A existencia de compostos de ferro capazes de exercer
acdo magnética macroscopica em outras substancias, €  conhecida
ha mais de 20 seculos. Esta notavel propriedade propiciou diver -
sas aplicagoes praticas (como a bassola), e desde sua descoberta
despertou o interesse de inumeros cientistas, que tentaram encon-
trar uma explicacao racional para o fenomeno.

Entretanto, foi somente a partir do século passado e
inicio deste, com o advento das teorias do Eletromagnetismo, da
Mecanica Estatistica, da Mecanica Quantica e com a descoberta do
spin das particulas subatomicas, que tornou-se possivel propor em
bases satisfatdrias, teorias microscdpicas do magnetismo, capazes
de oferecer uma interpretacdao correta dos fenomenos observados em
nivel macroscdpico.

Paralelamente, a evolucao de ciéncias dos materiais, e
de técnicas experiméntais sofisticadas, permitiu ampliar conside-
ravelmente a classe de sistemas magnéticos conhecidos, com a des-
coberta de ordenamentos microscopicos cada vez mais sutis e com -
plexos. Como exemplos de diferentes ordens magnéticas, podemos ci
tar o ferromagnetismo, o antiferromagnetismo, ferrimagnetismo, he
limagnetismo, vidros de spin, entre multos outros.

A descricao da espantosa evolugao desta area da Fisica,
de seu nascimento aos dias atuais; esta obviamente aléem dos obje-
tivos deste trabalho. Um excelente resumo deste desenvolvimento

historico (que envolve nomes ilustres da ciéncia, como Gilbert ,



Descartes, Arago, Poisson, Oersted, Faraday, Maxwell, Curie) pode
ser encontrado na referéncia (1). Unma exposicao clara e atual so-
bre as diversas ordens magnéticas conhecidas € feita na referén-
cia (2).

Duas caracteristicas principais fundamentam o conheci -
mento modernc do magnetismo: (i) E um fendmeno essencialmente QMﬂg
tico, que nao pode ser explicado adequadamente com as leis da Fi-

Dy

bl

sica Classica (comc mostrou o teorema de Bohr-Van Leeuwen
(ii) Possui carater cooperativo, envolvendo a participacaoc de um
grande nimero de graus de liberdade mutuamente correlacionados. E
esta correlacdo que mantém a ordem face & agitacdo téermica.

Os sistemas magnéticos podem sofrer mudancas em suas or
dens microscopicas, se sdc alteradas as CbndigGes externas a que
sao submetidos (como variacgoes de temperatura) ou suas composi-
cBes internas (substituicdo de um certo tipo de atomo por outro).

Esta mudanca qualitativa da ordem magnética, ocorre pa-
ra valores fixos dos parametros externos intensivos ( temperatura,
pressdo, concentracdo, etc.) e caracteriza uma transigao de fase,
que € denominada respectivamente de 1% crdem (descontinua) ou de
22 ordem (continua) conforme exista ou ndao um calor latente envol

(3)

vido . 0 fendmeno de transicdo de fase ocorre numa grande varie

dade de sistemas, além de magnetos, como por eXemplo em flui -

(4) (5) (6)

dos(é), ferroelétricos , superfluidos s

(7)

, supercondutores

(8)

cristais liquidos e ligas binarias

Neste trabalho daremos maior eénfase ao estudo de tran-
sicOes de fase continuas em sistemas magnéticos (para uma vrevi -
sao dos conceitos basicos e um resumo das teorias classicas, pode

~-se consultar a referéncia (9)).

A caracteristica fisica predominante em uma transicao



de fase, € a existéncia de correlacdes de longo alcance, que pro-
vocam o aparecimento de flutuagles macroscopicas, responsaveis pe
la quebra da simetria global do sistema e pela singularidade de
algumas funcdes termodinamicas.

Entre as grandezas fisicas relevantes no estudo destes
fenomenos, estdo: (1) O comprimento de correlagao (&) que mede o
alcance da funcio de correlacao, divergindo em transicoes conti -
nuas; (ii) 0 tempo de vida medioc (1) das flutuagdes, que ¢ impor-
tante somente no estudo de fendmenos dinamicos; (iii) 0 parametro
de ordem, uma funcao de estado que assume valores diferentes nas
diferentes fases, se anulando na mais desordenada; (iv) fungoes
resposta (como a susceptibilidade); (v) expoentes eriticos que in
dicam a forma como certas grandezas fisicas se comportam na vizi-
nhanca da transicdo; (vi) Os valores criticos das variaveis inten
sivas (como a temperatura e o campo magnético) que fornecem o di
agrama de fases do sistema.

A existencia de correlacoes de longo alcance envolven-
do grande numero de graus de liberdade, conmstitui a principal di-
ficuldade para uma abordagem teorica de transicoes de fase, ja
que a maioria dos métodos tradicionais de fisica sao adequados pa
ra tratar problemas onde as correlacoes sdao da ordem das intera -
cdes microscopicas (de curto alcance), e conseqientemente envol -
vem poucos graus de liberdade.

As primeiras teorias microscopicas desta area, surgiram
com Van der Waals(lg) (fluidos) em 1873, Weiss(ll) (ferromagne tos)
em 1907 e QOrnstelin e Zernicke(lg) (funcao de correlacao) em 1914,

(13,14) propos uma teoria baseada em hipoteses ge-

Em 1937, Landau
rais sobre a forma da energia livre na regido de transicao, que
unificou as anteriores no que hoje chamamos de teorias de campo

medio.



Un defeito comum a todas elas, € o tratamento inadequa-
do dado as flutuacGes, cujo efeito € subestimado. Em consequéncia,
a fase ordenada & favorecida, havendo uma superestimativa da tem-
peratura critica. Além disso os expoentes criticos obtidos, em ge
ndo concordam com calculos exatos e com resultados experimen

(9)

tais conhecidos .

ral

2

Um avan¢o significativo, ocorreu na década de 60 com as

(li), Domb e Hunter(lé)

hipoteses de escala (feitas por Widom em
1965, e por Griffiths(lz) em 1967) segundo as quails, certas fun -
coes termodindamicas, como a energia livre, s#o homogéneas na vizi
nhanca da transigao.

Em 1971, Kadanoff(l§) sugeriu um procedimento para a re
ducao dos graus de liberdade (eliminando os de curto alcance), e

finalmente, no mesmo aﬁo; Wilson(lgj

utilizou os argumentos intui
tivos de Kadanoff e id€ias ja existentes em teoria de campos, pa-
ra construir as bases teoricas e operacionais do Grupo de Renorma
lizacdo (GR). Esta teoria sistematiza o processo de redugdo de
graus de liberdade, e constitui hoje a técnica mais adequada para
o estudo de transicdes de fase (especialmente as continuas), tan-
to pelos resultados quantitativos obtidos, como pela visdo unifi-
cadora e abrangente que estabelece. Além disso, métodos computa -
cionais sofisticados, como expansdes em series de altas e baixas
temperaturas e calculos de Monte Carlo, tem confirmade para mode-
los estatisticos os mais diversos, as previsoes do Grupo de Renor
malizagﬁo (a referéncia (20}, contém a mais completa colegdo de
informagdes, sobre os principais resultados e métodos teoricos da
area de transicoes de fase e fendmenos criticos).

As teorias e técnicas acima mencionadas, sdo aplicadas

a modelos microscopicos, que descrevem as interagoes elementares



responsaveis pela ordem do sistema. No caso especifico do magne -
tismo, foi Langevin(gl) (1905) quem primeiro postulou a existén -
cia de momentos magnéticos atomicos, e ressaltou a importancia do
efeito cooperativo no ferromagnetismo. Em 1920, Len;(zz) consi-
derou o caso em que estes momentos magneticos possuiam duas orien
tacdes (opostas) privilegiadas, sendo caracterizados por uma vari
avel (o) que assume somente 2 valores (*1) correspondentes as du-
as orientacdes. Propds entdo um modelo, em que a cada sitio i &
associada uma variavel c;, e onde sitios vizinhos (i,j) interagem
entre si, com uma energia Eij = -Joioj. Por argumentos energeti -
cos, & facil notar que o sinal do parametro J determinara a orien
tacao (preferencial) relativa dos momentos Gy @ Gj. Assim para J
positivo ou megativo a orientacao favorecida sera respectivamente
paralela (ferromagnetismo) ou antiparalela (antiferromagnetismo).

Vale ressaltar que até esta época nao era conhecida a

(23,24) como origem dos momentos magnéticosaﬁé

existencia do spin
micos, nem ainda a natureza do mecanismo responsavel pela intera-
cao (a integral de troca J, tem origem na repulsao coulombiana en
tre elétrons(l), que sendo férmions obedecem ao principio de ex -
clusao de Pauli). |

Em 1925, Ising(gé) resolveu exatamente este modelo em
uma cadeia linear (d=1) (calculando analiticamente a funcao de par
ticdo e a partir dela as funcOes termodinamicas), mostrando que
ndo havia magnetizacao espontanea a temperaturas (T) mnao nulas .
Nascia 0 modelo de Ising, que apesar de sua aparente simplicida -
de, revelou-se desde entao como um dos mais ricos e fecundos da
Mecanica Estatistica20),

A existéncia de fase ordenada a T 4+ 0 em dimensdes supe

riores a 1 no modele de Ising, fol evidenciada por Peierls@2)0936L



e em 1941, usando argumentos de dualidade, Kramers e Wannier(gﬁ)

obtiveram a temperatura critica exata [TC] na vTede quadrada
(d=2). Em um notavel trabalho, Onsager(gg) em 1944, encontrou a
expressdo analitica da funcdao de particao do modelo  de Ising
(sem campo magnético externo) na mesma rede. Um dos  Tesultados
de Onsager a ser ressaltado, foi a existéncia de uma singularida-
de logaritmica do calor especifico em T., ao contrario da descon-
tinuidade prevista pela teoria do campo médio.

Trabalhos posteriores (como o calculo de alguns expoen-
tes criticos(ég’él)), mostraram a necessidade de resultados alter
nativos aos de campo médio. Esta necessidade estimulou a busca de
solucdes exatas do modelo de Ising em d > 2, mas até agora esta
procura foi infrutifera. Infelizmente sao poucos os modelos esta-

(EE’EE). "0 modelo de

tisticos com solucgbes exatas conhecidas
Ising descreve substancias magnéticas umiaxiais ( cuja interacdo
privilegia uma direcdo no espaco dos spins) isolantes (onde os ele
trons possuem pouca mobilidade) como os compostos DyAlOS, szﬂﬂﬁ

e KZCOF (a referencia {éﬂ) contém uma extensa revisao de substﬁg

4
cias magnéticas descritas por modelos semelhantes ao de Ising) .
Este modelo também se aplica ao estudo de outros tipos de transi-

(35)

cdo, como ordem-desordem em ligas-binarias , © transicGes gas-

—liquido(ég).

0 modelo de Ising pode ser generalizado de inumeras ma-
neiras, duas das quais sdo particularmente de interesse  para 0
presente trabalho: (i) Uma generalizacdo cldssica que associa &
variavel . ¢ , N valores ou orientagoes (N = 2 ¢ o caso particu
lar de Ising), mantendo no entanto o aspecto comutativo dos ter -

mos do Hamiltoniano; (ii) Uma extensfo quiantica, na qual o € asso

ciado a4 componente s? de um spin 1/2 §, cujas componentes Sx,Syﬁf



nao comutam entre si. Considerando a interacao entre spins vizi -
nhos caracterizada por acoplamentos nas componentes SX,SY além de
SZ, obtemos um Hamiltoniano que contém parcelas nao comutativas

A generali;agéo classica inclui o modelo de Potts de

(37,38)

N estados , no qual a variavel ¢ assume N valores, ¢ a inte

racao entre o; e Uj vizinhos,-é da forma Eij = —Jﬁgig_, mantendo
em comum com o modelo de Ising, o fato de so possuir 2 niveis de
energia. Supondo que os valores de ¢ sao associados a N orienta -
¢oes no plano, separadas por angulos iguais 6 = 2n/N, e conside -
rando a interacao entre spins vizinhos dependente apenas do va-
lor absoluto da diferenca angular entre eles, obtemos o modelo
Z(N). Este modelo e igual ao de Potts para N £ 3, e para Nz 4 con
tém aquele como caso particular, sendo que em N = 4 reproduz 0 mo

delo de Askhin-Teller <297,

As funcdes de particao dos modelos de
Potts e Z(N) (N > 2), em dimensoes superiores a d = 1 nao sao ain

da conhecidas, mas argumentos de dualidade tem permitido a obten

(40

cao de inumeros resultados particulares,principalmente em duas dimensoes -
0 caso quantico que estudamos, € representado pelo mode

lo de Heisenberg anisotropico de spin 1/2 onde a interacao entre

spins vizinhos ¢ dada por Eij = —J[a(c?c?%c{c?) + UiU?] ( sendo
o% (o = X,y,z) ©s operadores de Pauli). Para a =0, a =1, €

a = o , Eij reproduz respectivamente os modelos de Ising, Hel -
senberg isotropico e¢ XY.

0 modelo de Heisemnberg isotrépico(ﬂl) descreve magnetos
isolantes, nos quais ha isotropia na interacdo entre spins ( como
Eu0) e nao possul solucdo exata mesmo em d = 1. Sabe-se, entretan
(42,

to (teorema de Mermin-Wagner que so adquire ordem de 1longo

alcance para d > 2 (uma revisdo € feita na referencia (43)). 0 mo

delo XY(ﬁi), descreve magnetos cuja interacac entre Spins tem
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simetria planar (como CoBrz) , possul solucao exata somente em d:IQié),

¢ em duas dimensoes nao apresenta magnetizacio espontﬁnea(ﬂz),apg
sar de exibir fenomenos caracteristicos de uma transicao de fa-
seggbﬂz),como a divergencia da susceptibilidade (a referéncia (48) con
tém uma excelente revisao dos resultados conhecidos para o modelo XY).

O caso particular 1 » a z 0 fol estudado inicialmente

por Dalton e Wood(ig)

, € possul magnetizacdo espontﬁnea mesmo  a
d = 2, enquanto em dimensoes superiores (d > 2) a fase ordenada
existe a T # 0, para qualgquer valct¥ de a > 0.

Os modelos anteriormente mencionados, podem em sua for-
mulacao incorporar convenientemente efeitos randomicos, presentes
em inumeras substancias magnéticas. Entre os varios tipos de de -

sordem(ég’él) destacamps 0s casos de desordem na estrutura cris-

>

talina, que podem ser classificados como: SubstZtucional, na qual
alguns atomos da substancia sdo retirados e em suas posigoes colo
cadas impurezas (atomos diferentes, e¢létrons, vacidncias, etc); In
tersticial, onde as impurezas sao introduzidas nos intersticios
dos sitios cristalinos; Estrutural, caracterizada por uma distri-
buicio espacial aleatdria dos atomos da substancia. A substancia
(e a desordem a ela associada) € dita temperada (''quenched') ou
recozida ("annealed") conforme seja preparada por meio de um res-
friamento rapido ou lento, respectivamente.

Ao longo deste trabalho, estudamos algumas propriedades
criticas estaticas (fronteiras criticas, expoentes,classes de uni
versalidade) de alguns modelos estatisticos acima mencionados
(Ising, Heisenberg anisotropico e Z(4)) em diferentes situagdes .
Nos casos em que consideramos efeitos aleatorios, supomos que a
desordem € temperada (onde as medias configuracionais sdo indepen

dentes das medias termicas), substitucional e sempre associada a

ligagoes ¢ nao a sitios.



No Capitulo 1, fazemos uma breve descricao dos conceil-
tos e idéias basicas de fenOmenos criticos e do Grupo de Renorma
lizacdo. Descrevemos um métode utilizado para a renormalizacao de
sistemas quanticos, e.analisamos alguns efeitos em que se manifes
ta o carater quantico do sistema.

0 método acima mencionado, € utilizado mo Capitulo 2 pa
ra estudar a criticalidade do modelo de Heisenberg ahisotrépico
em 2 dimensdes (com diluicdo de ligagoes e diluigao de anisotropi
as) e em 3 dimensoes (onde analisamos somente o caso puro).

0 Capitulo 3 € dedicado ao desenvolvimento de um metodo
que permite a realizagﬁo de tracos parciais no modelo Z(4) { sem
que seja necessario a contagem de configuracdes) usados em proce-
dimentos de renormali;agﬁo. Una aplicagéosé-feita para o caso fer
romagnético (puro) na rede quadrada.

A presenca de interacoes competitivas no modelo de Ising
em uma arvore de Cayley - & estudada no Capitulo 4. O diagrama de
fases e obtido utilizando relacdes de recorrencia iterativas (se-
melhantes as técnicas de Grupo de Renormalizagao).

No Capitulo 5 estudamos algumas propriedades de osci-
ladores anarmonicos desacoplados (niveis de energia e calor espe-
cifico) empregando certas aproximagoes analiticas conhecidas. Es-
te problema, embora fuja 3a tematica central desta tese, é aqui
incluido, ja que efeitos anarmdnicos sdo essenciais na descrigao
de algumas propriedades macroscopicas de solidos, como por exem -
plo a dilatacdo térmica.

Finalmente, nas Conclustces, fazemos um resumo dos resul
tados relevantes que foram obtidos; e indicamos possiveis genera-

lizacbes a serem feitas posteriormente.



CAPITULO 1

RENORMALIZACAO DE SISTEMAS DE SPINS LOCALIZADOS

Neste capitulo, apresentamos uma breve exposicao dos con
ceitos basicos de fendmenos criticos (usando como prototipo um fer
romagneto) e das idéias fundamentais do Grupo de Renormalizagdo.
Um método especifico para renormalizar (no espaco real) sistemas
de spins 10calizados-é desenvolvido ¢ sao discutidos alguns efei-
tos cujas origens se devem ao carater quantico do Hamiltoniano do

sistema.

1.1 - FENOMENOS CRITICOS

Em um ferromagneto tipico a uma certa temperatura T, du
as tendencias opostas competem simultaneamente: (i) os momentos
magnéticos atdmicos tendem a se alinhar devido 3 interacao micros
copica entre eles (minimizacao da energia interna); (ii) a agita-
cdo térmica tende a destruir este alinhamento (maximizagﬁo da en-
tropia). E esta competicao que faz com que o sistema mude de uma
fase ferromagnética (em que existe ordem de longo- alcance) parauma
fase paramagnética (na qual esta ordem ¢ destruida) e vice-versa.

A ordem de longo alcance provoca o aparecimento de uma
magnetizacao espontanea (M) que atinge scu valof de saturacao

(My) em T -0, e diminui quando T aumenta, até se anular em T =T,
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(ponto critice) permanecendo nula para T > T_ . Se um campo magné-
tico externo (H) € aplicado ao sistema, a transicao de fase que
ccorre em T = TC - ¢ destruida, e a magnetizac¢do se anula assinto-
ticamente em T = o (Fig. 1.7.1).

No ponto critice T = M
= TC, H = 0, ocorre uma transi
cao de fase continua. Este feno

-+ - - -
meno critico ‘¢ caracterizado

por correlagoes de alcance ma -

Pl
-

croscopico (o que de ponto de ' ——— — ———

vista estatistico corresponde a Figura 1.1.1 - Variacao da magneti-

zacao (M) com a temperatura (T) pa-
£ » »), e por singularidades em

ra um ferromagneto tipico.

algumas grandezas fisicas, que s3ao descritas pelos expoentes cri-
ticos.

Os principais expoentes sao aqueles associados com
(a) o parametro de ordem (M); (b) as fungoes respostas (calor es-
pecifico C e susceptibilidade isotérmica XT); (¢) a funcao de cor
relacao F(?) = <m(?)m(0)>-<m(?)><m(0)> (m(?) € 0 momento magnéti
-+ - - - - - - - - - -
co no r-esimo sitio e < > e a media termica); (d) o comprimento

de correlacdo (£). Estes expoentes saoc definidos respectivamente

pelas relagoes abaixo (onde t = T—TC):

Mo (-t)P s t< 0, H=0 (1.1.1)
WA VZ: . to- 0 (1.1.2)
Cn ()" .t <0 ,H-=0 (1.1.3)
Cn (t)© i t>0,H=0 (1.1.4)
w7 . t <0 ,H=0 (1.1.5)
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XTm(t)'Y : t >0, H=0 (1.1.6)
r(r) ~ [?l'(d'z”') ; t=H=0, |F| = (1.1.7)
g (-t ; t <0, H=0 (1.1.8)
g ()70 , t>0,H=0 (1.1.9)

Usando argumentos gerais de Termodinamica e Mecanica Estatistica,

pode-se estabelecer relacoOes entre estes expoentes, tais como:

a' + 2B + yv' 2 2 [Rushbrooke(éé)} a)

o'+ B(148) = 2 [Griffiths (2377 b)

(Z-m)v 2 ¥y [Fisher 227y ) (1.1.10)

dv' =z 2-q!f d4)
[Josephson(éé)}

dv z 2-a e)

Relagcbes adicionais entre os expoentes odem ser obti-
p > P
das pelas hipoteses de escalq(lé'lz), ue exploram as roprieda-
P p q P prop
des de invariancia do sistema na regijgo critica. Para exemplifica
g p

-las vamos considerar a energia livre de Gibbs (G) expressa como

funcio das variaveis t e H. Podemos escrever

G(t,l) = G_(t,l) + G (t,H) (1.1.11)

onde os indices r e s se referem respectivamente as partes regu-
lar e singular de G(t,H). A hipotese de escala para G(t,H) afirma
que a parte singular Gs(t,H) é uma funcio homogéneé(g) destas va-
ridveis, isto e,

G, (\Ft,APH) = AG (t,H) (1.1.12)
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sendo A e R e (a,b) sdo parametros que caracterizam o grau de
homogeneidade da funcio.

As hipoteses de escala nao fornecem valores numéricos pa
ra os expoentes, permitindo entretanto a obtencgao de resultados
bastante gerais, tais como: (1) os expoentes o', y', v! sdo res -
pectivamente iguais a a, y, v; (ii) as expressbdes (1.1.10) sao sa
tisfeitas como igualdades; (iii) definindo variaveis adequadas ,
e possivel estabelecer equagoes de estado que independem da subs-
tancia, como a lei de estados correspondentes para fluidos(éﬁ).Eg
tas previsdes possuem comprovacdo teorica e experimental,

Na referencia (9) encontramos a definigdo dos expoentes
acima mencionados para outros sistemas como fluidos, bem cemo a
definicdo de outros expoentes ¢ das inumeras relagoes entre eles.

Apresentamos na Tabela 1.1.1 alguns valores tipicos (teodricos e

experimentais) dos principais expoentes criticos.

TABELA 1.1.1 - Valores numéricos dos expoentes criticos (a', y' e v' sio res-
pectivamente iguais a o, v, v). De Balescu(égj.
MODELOS E SISTEMAS o B Y 8 v n
Campo Medio O(desc.) 1/2 1 3 1/2 0
Ising (d=2, exato} 0 (log.) 1/8 7/4 15 1 1/4
Esférico (d=3, exato) -1 1/2 2 5 1 0
Ising (d=3, numérico) 0.125 0.313 | 1.250 5 [0.638 |0.041
Heisenberg (d=3,5=1/2, numeTico) 0 0.345 | 1.375 5 10.702 (0,043
Xendnio <0.2 0.35 | 1.26 | 4.4 [0.57 |
Fluidos .
(d=3) Helio-4 0.36 1.24
CO2 <0.1 0.35 1.26 4.2
(Ferromagneto) Fe <0.17 0.35 | 1.33 0.64 |0.07
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1.2 - 0 GRUPO DE RENORMALIZACAO

As correlacgoes relevantes em um sistema ffsico, tem seu
alcance limitado a regifo a ¢ x < &, sendo a um limite fisico in-
ferior que ¢ da ordem do alcance da interacdo direta entre as va-
riaveis microscopicas (como o parametro de rede).

Na regido critica o comprimento de correlacdo £ atinge
valores comparaveis com as dimensées lineares do sistema, que sdo
distancias finitas. Entretanto, os efeitos fisicos provenientes dos
graus de liberdade microscopicos s3o convenientemente estudados,
supondo que o sistema macroscopico .encontra-se¢ no limite termodi-
namico, onde o numero de particulas (N) ¢ o volume (V) divergem ,
mas a densidade (N/V) & finita. E no contexto.desta idealizacao
matematica que consideramos a divergéncia do comprimento de corre
lagcdo (£ + «) no ponto critico.

Esta divergencia faz com que as correlacoes tenham al -
cance arbitrario (a £ X £ «), envolvendo um enorme numero de graus
de 1iberdade; o que dificulta a aplicac3o dos metodos tradicio -
nais de fisica de sistemasde muitos corpos.

0 grande avanco proporcionado pela teoria de Grupo de
Renormalizacao (GR) fol precisamente a criacao de procedimentos
sistematicos de reducido dos graus de liberdade, até um Ilimite em
que € possivel a aplicacdo de métodos aproximativos tradicionais.

Tnumeras revisoes da tecoria do GR estao disponiveis na
1iteratura£§z"9§), de modo que neste trabalho somente um  breve
resumo dos conceitos fundamentais sera dado.

A idéia basica que norteia o GR € a da eliminacao  das
correlacdes de curto alcance que ndo sdao relevantes na regifo cri

tica. Isto € feito substituindo convenientemente o sistema origi-
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ginal (de Hamiltoniano HO e parametro de rede a) por um siste-

ma efetivo (com #; e a, = ba, b > 1), de modo a suprimir as corre

]

lacoes de alcance a < x < ba. E necessario que esta operacao pre-
serve tanto quanto possivel, a simetria do.sistema e outros aspec
tos fisicos relevaﬁtes para o fenomeno critico.

A renormalizacdao pode ser interpretada geometricamente,
como uma dilatacdo por um fator linear b. Esta transformacao re-
duz o nimero de graus de liberdade de N para N] = N/bd, e reesca-
la as dimensdes lineares de X para Xy = x/b e os momenta (no es-
paco reciproco) de q para q, = bq.

Formalmente, a renormalizacdo € realizada por meio de

uma transformacao Rb(H), tal que:

H1 = Rb(HU) - (1-2.])

0 conjunto de transformacoes Rb(H) possui uma estrutu-
ra de semi-grupo (Rb1Rb2 = Rb1b2), ngo existindo a transformacao
inversa (o que corresponderia a criagdo de graus de liberdade ) .
A escolha da transformacao Rb(H) conveniente é um dos elementos
de arbitrariedade do GR, ja que existem varias transformacées pos
siveis e a escolha da mais adequada a determinado sistema & um
problema que exige consideravel intuicdo fisica.

Para que os aspectos fisicos relevantes sejam preserva-
dos sob a transformacao Rb(HJ, impoe-se que seja mantida a invarl

incia de alguns funcionais F(#), isto é:

F(H1) = F(HOJ (1.2.2)

Em transicOes termicas (T, # 0) F(#) pode ser a funcao
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de correlacgao, ou a funcao de particdo e em transigdes quanticas
(TC = 0), escolhe~se usualmente F(Z) como sendo a energia do esta
do fundamental, ou a diferenca de energia entre os primeiros ni -
veis do espectro.

Vista como uma dilatacao, & facil de observar que Rb(H)

reduz o comprimento de correlacao por um fator b,

£, = £¢/b (1.2.3)

A aplicacdo repetida de Ry (#), define uma familia de Ha

. i L ) ~ ) . ~ oL,
miltonianos Hy = Rb(HO), Hz = Rb(H1), ..... » H o= Rb(Hi-1)"Rb Q%L
com comprimentos de correlacao dados respectivamente por: £ =

. . . - . L ;
= Eo/b, 52 = 51/b, ..... : gL = EL_1/b = Eo/b . Efetuando a ite-

racdo até que £p v ap (g ¢ o parametro de rede de EL), obtemos
um sistema cujo comprimento de correlacao ¢ suficientemente redu-
zido, para ser estudado por métodos tradicionais de fisica.

Se considerarmos o espaco dos parametros do Hamiltonia-

no {K} = {Ky Ky e v o, Kyl entdo a transformacao Ry ({K}) que leva

27"
K. em K. = Rl({K}) ode ser analisada estudando-se o movimento dos
i i b > P
pontos neste espaco sob a agao de Rb({K}).

Os pontos de maior interesse sdao aqueles invariantes sob

a transformagao, que sao caracterizados por:
{(K*} = R {K"} (1.2.4)

Da equacdao (1.2.3) podemos notar que o comprimento de correlacao
associado ao sistema em {K*} (que denotaremos £*%), satisfaz a se-

guinte relacao:
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£F = £%/b (1.2.5)

Consequentemente £* = 0 ou &* = =, Os pontos de &* = 0
(que correspondem usualmente a T = 0 ou T = ©) sdao chamados pon-
tos fixos triviais (que caracterizam as diferentes fases),enquan-
to aqueles de £7 = = sdo 0s pontos fiwes eriticos do sistema.

Vamos imaginar que o espaco {K} & dividido em superfi-
cies de iso~-& (que contém todos os pontos de mesmo valor de £).Da
equacdo (1.2.3) vemos que as superficies com £ = 0 e § = « s3o in
variantes sob a renormalizagéo. Entretanto para(ﬁwlqwn‘superficie
com < £ < «, esta invariancia ndo existe; ja que o ponto move -
-se para uma superficiecom £' < &, e portanto, se afasta da re -
gido de £ = » e se aproxima da superficie com £ = 0.Baseando-nos
nesta visualizacdo geométrica podemos dizer que a superficie criti-
ca (¢ = =) é instavel sob a renormalizacdo, enquanto a superfi-
ciecom £ = 0 - &€ estavel.

Se existem varios pontos fixos na superficie critica,al
guns deles atrairdoc os demais pontos criticos (& = =) desta super
ficie (excetuando-se casos mais complexos, como comportamentos ca
oticos). Isto permite dividir a superficie critica em regides dis
tintas; que sic as bacias atratoras de cada ponto fixo. Dois fend

menos interessantes podem ser entao observados:

(i) Se um ponto esta na regido proxima ao contorno de duas ou mais
bacias ele pode sentir a competicao atrativa das mesmas, ser ini-
cialmente atraido por um ponto fixo, até que o outro ponto fixo
predomina e o atrai definitivamente. Este &€ o fenomeno de 'eross

over'.

(ii) Pontos diferentes de uma mesma bacia atratora (e que repre-

sentam sistemas diferentes) sdo atraidos pelo mesmo ponto fixo,e
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portanto apresentam o mesmo comportamento critico (expoentes
iguais). Este € o aspecto de Universalidade (dizemos que os siste
mas possuem a mesma classe de universalidade) que tem encontrado
comprovagao tedrica e experimental. Tem-se hoje como um fato esta
belecido, que em geral, os expoentes criticos dependem apenas dos
aspectos mais globais do sistema, como a dimensionalidade do mes
mo, o numero de componentes do parametro de ordem, ¢ o fato das
interacdes microscopicas possuirem alcance finito ou infinito.

Consideremos um ponto fixo nao trivial, dado por:

*

ivs :
K: = Rb({K 1) (i = 1,2,...,N) (1.2.6)

Na vizinhanca deste ponto, fazemos uma analise linear ,

efetuando uma expansdo de Ré({K})

. . N % *
K = RUKTD) o § MG (KD (G-K) + 0Kk )
(1.2.7)

onde :

o

3R

Mij({K*}) = (gfg (1.2.8)

]{K}={K*}
Usando a eq. (1.2.6) em (1.2.7) e desprezando termos nao linea -

res, obtemos:

- N
(Kl"'Ki) = .Z

; Mij({K*})(Kj—KjJ (1.2.9)

1

A diagonalizacao da matriz Mij permite encontrar seus

autovalores (A%) e autovetores (V?) que satisfazem a relagao:
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N
yovE M. (KD = AWWE L (a = 1,2,...,8) L (1.2.10)

Definindo coordenadas normais X, dadas por:

N
X, = Ve (K. -k} .2,
a -21 J( J 3) (1.2.10)
J_.
obtemos as seguintes transformacoes:
X, X 2
a = *afa (1.2.12)

Estas variaveis Xa que sob a renormalizagéo sofrem uma simples mu
danca de escala e que se anulam no ponto fixo, sao os campos de
escala; que tém como exemplos (em um ferromagneto) as grandezas
t e H.

A analise dos valores de Ay permite conclulr que:
(i) se Ay > 1, entd@o a renormalizacdac afasta o sistema do ponto
critico (X; > Xa). A interacao associada ao campo de escala X, e
dita relevante;
(1i) se A, < 1 ent§0'X; < X, e o sistema se aproxima do ponto
critico. A interacio correspondente € irrelevante;
(iii) quando Aa = 1 entao X; = Xa e a analise linear & insufici-

ente para estabelecer critérios de estabilidade do ponto critico

(o campo de escala associado € denominado marginal).

0 conhecimento dos autovalores (Aa) do Jacobiano (Mij)
da transformacaoc (Rb) calculados no ponto fixo critico, permite a
determinacio dos expoentes critices. Vamos exemplificar esta afir

mativa, supondo um ferromagneto, cujos campos de escala sao t =

= T-T. e H (no ponto critico t = H = 0). Sejam Ap © AH 0s autova
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lores associados respectivamente as direcgdes t e H. Fazendo inici
almente H = 0 e perturbando o sistema na diregdo t, a renormaliza

gao resultara em:

t' = KT t (1.2.13)
£ = ¢g/b S (1.2.14)
"Y1 ~Vr .
Como & ~ (-t) e £' v (-t') (v, € o0 expoente associado a

T
divergencia de & na diregdo t), as eqs. (1.2.13) e (1.2.14) permi

tem obter:

= £nb/Eni

vp = (1.2.15)

T

Fazento t = 0 e estudando o movimento na direcao H, obtemos analo

gamente:

Vg = ﬂnb/ﬂnkH (1.2.16)
- vy
onde vy € 0 expoente definido por £ ~ H (t=0).
E possivel mostrar também que sob a renormalizacdo, a

parte singular da densidade de energia livre se transforma como:

g(ikh) = b4 gx'h (1.2.17)

Utilizando esta relacao e expressoes de transformagao para a fun-
¢ao de correlagao, podemos determinar os demais expoentes criti -
cos, e verifica-se que eles satisfazem as previsbes das hipdte -
ses de escala, mencionadas na secgao anterior.

Duas divisoes sao usualmente feitas, no que tange ao
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procedimento utilizado para a construgao do GR:

(1) renormalizagdo no espago reciproco que considera uma distribu
icao continua das variaveis e elimina os graus de liberdade efetu
ando integracdoes sobre os grandes comprimentos de onda. Este méto
do fornece bons valores para os expoentes criticos (que sao dados
como expansoes do parametro € = 4-d) em dimensoes altas, mas fa-
lha no calculo de grandezas que sao sensiveis a estrutura da rede

(como a temperatura critica);

(i1) renormalizagdo no espaco real que subdivide o sistema em blo
cos, € elimina graus de liberdade, efetuando tracos parciais em
alguns graus de liberdade internos dos blocos. Este método & de
mais fiacil visualizacdo que o anterior e permite obter valores pre-
cisos para a temperatura critica e em alguns casos também para os
expoentes.

A escolha do tamanho e da simetria dos blocos que sao
renormalizados é em grande parte responsavel pelo sucesso do métg

(QEJ, a re-

do. Originalmente proposta por Niemeljer e Van Leeuwen
normalizag¢ao no espaco recal, tem sido generalizada de diversas ma
neiras (o que a grosso modo corresponde a escolha de diferentes
Rb), e uma revisao atualizada destes métodos e das principais apli
cacoes fisicas & dada na referéncia (65).

Neste trabalho somente consideraremos a renormali;agao
no espago real. O procedimento basico que usaremos consiste na re
normalizacao de blocos de spins, representados por grafos de 2 si

tios terminais, sendo os spins dos sitios internos eliminados por

meio da realizacao de tragos parciails.
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1.3 - RENORMALIZACAO EM SISTEMAS QUANTICOS

As transicdes de fase que ocorrem em sistemas quanticos,
sdo caracterizadas pela existéncia de flutuacoes de origem quanti
ca, que se superpoem Es flutuacdes térmicas, podendo mesmo se tor
narem predominantes a baixas temperaturas. Outro aspecto que tor-
na particularmente interessante o estudo destas transicbes, € a
correspondéncia que existe entre certos sistemas classicos d-di -
mensionais e sistemas quanticos de dimensdes inferiorestéﬁ—zg).

A ndo comutatividade dos termos do Hamiltoniano intro-
duz enormes dificuldades operacionais, que tornam o estudo de pro
priedades estatisticas extremamente dificil. Consequentemente pou

o~ 42,45 - . -
cas solucoes exatas(——’~—) sao conhecidas e ¢ uso de tecnicas

(71,72) (43,48,73)

aproximativas analiticas e numéricas

torna-se ne
cessario.

0 método de renormalizacao no espaco real, tem sido ge-
neralizado a partir da década passada, para estudar a criticalida
de de sistemas quanticos(ZEJ. Transicoes térmicas (TC # 0) e quan
ticas (T_ = 0) foram examinadas por meio de diversas técﬁicas
(decimacdao, Migdal-Kadanoff, Ienommﬂjzagéack:camx)médh%etc) apli-
cadas a varios modelos, come o de Ising com campo transver -
so(ZE'gl), XY(§E-§E), Heisenberg com ou sem anisotr0pia(§§_g§)
Hubbard 20-92)  yy problema comum a quase todos estes metodos €
a dificuldade para a realizacao de tracos parciais, de modo que
em geral este traco € feito somente aproximadamente, ou exatamen
te apenas em blocos muito especiais (como uma cadeia de 3 spins).

Em 1983[g§) foi proposto um método para o modelo de Hei

senberg anisotropico de spin 1/2, que permitiu a realizacao do tra

co parcial exato em um bloco representado pelo grafo da ponte de
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Wheatstone (que devido a sua auto-dualidade € comumente usado pa-
ra renormalizacao na rede quadrada). Posteriormente este me todo

(100)

foi generalizado para a renormalizacdo em um grafo arbitra -
rio de 2 terminais, considerando o calculo exato do traco parcial
nos spins localizados nos sitios internos. Para desenvolver este

método, vamos considerar o seguinte Hamiltoniano (adimensional) do

modelo de Heisenberg anisotropice de spin 1/2,

- - b4
q = _2_ Kij [ (1 )(clcj+o ) o+ c c 1 (1.3.1)
<1,J>
sendo Kij = Jij/kBT (kB - e a constante de Bolt;mann), Aij e 0 pa-
rametro de anisotropia no espaco dos spins, G{x (o = X,y,2) sao
as matrizes de Paull e <i,j> sitios primeiros vizinhos. Notemos

que o fator térmico -1/kpT ja esta incluido em H, que tem liga -
coes ferromagneéticas (antiferromagnéticas) se Kij > 0 (Kij«<0).

Os casos particulares Aij = 1,0,-«» correspondem respec
tivamente a interacdes de Ising, Heisenberg isotropica e XY, sen-
do que para Aij # 1 o Hamiltoniano contém termos nac comutati-
Vos.

Consideremos um grafo arbitrario de 2 terminais conec-
tados (alguns exemplos sdo dados na Figura 1.3.1) contendo N si -
tios, dos quais 2 terminais (sitios 1 e 2) e N-2 sitios internos
(3,4,...,N). Depois de substituir as ligagoes em paralelo (Se exis
tirem) por suas equivalentes, conforme & feito no Apéndice A.1
haveri no maximo N(N-1)/2 ligacgoes, cada uma delas caracterizada
pelos parametros (K, iy ij)' K.lj = 0 define uma ligacgao ausente.

A renormalizacido consiste em substituir o grafo de N si

tios por um grafo de uma ligacao (Figura 1.3.1(a)) e 2 terminais,
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! 1

o fhyﬂi/&wﬁ4'4J _ //f
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le) . il {9} fh)J

FIGURA 1.3.1 - Exemplos de grafos de 2 terminais.(a) e (b): grafos autoduais ,

usados no Capitulo 2 para renormalizacao da rede quadrada; (c)
-(h): todos os subgrafos inequivalentes do grafo (b) (gerados por
diluigao de ligacoes), que mantem os terminais conectados.

cujo Hamiltoniano & dado por:

7 - ¢! ' AT X X ¥y ¥y pora

) Kg+K [(1-4 )(0]02+0102) + 0102] (1.3.2)
Nesta operacao, a reducao dos graus de liberdade & feita com aeli
minacao dos sitios internos, por meio de tracos parciais efetua -
dos sobre as configuracdoes dos mesmos. Os aspectos fisicos rele -

vantes siao preservados impondo-se a invariancia da funcao de cor-

relacao entre os dois terminais (e a invariancia da funcao de

particao):
! i
A Tr o (1.3.3)
3,4, ,N
onde Tr indica o traco a ser feito sobre as configuracoes
3,4,...,N

dos spins internos. Observemos ainda, que Z' possul uma constan

.. t .. -~ - - . .
te aditiva (K,) cuja inclusao € necessaria em procedimentos de
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(64)

renormalizacao - , para possibilitar o correto balanceamento da
energia do sistema.

Com a realizacao do trago parcial (eq. (1.3.3)), pode-
mos em principio, obter Ké, K'* e A" como fungoes de {Kij’Aij}'Ei
tas fungbes sao as relagOes iterativas a que serao aplicados 0S
procedimentos sistematicos do GR.

Para a obtengao destas funcoes, vamos inicialmente ex -

pandir ambos os.lados da eq. (1.3.3):

H 1 X X ¥y ys | .t 7 Z
e = a' + b12(o102+0102) + C 0,05 (1.3.4)
{a', b%z e c12 sao funcgoes de Ké, K' e A,
Analogamente:
;O [ Yo z.z |
e” = a + igj L_lj(O UJ+O ) + clJo1 i | +
B B B
+ a¥ Yobab 4 Z
(i<j)# (k<p) TR A (i<j)#(K<2)# (m<n)
(OL,B):(X,Y,Z) (assjY) = [X,Y,Z)
??Ykg on O?G?Gididﬁdl + eaen {(1.3.5)

onde os indices superiores (o,B,y...) referem-se as componentes
{x,y,z) podendo ou nao serem iguais. 0s indices inferiores (i, j,
k,%2...) referem-se a sitios diferentes (todas as combinagcoes pos
siveis) e os somatdorios so6 acoplam um numero par de sitios, até um ma-
ximo de N (ou N-1) sitios, conforme N seja par (ou iImpar). Os coe

ficientes a, b.., C..«.. , sdo funcdes do conjunto de parametros
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do grafo {Kij’Aij}' Efetuando o traco parcial (eq. (1.3.3)) em

(1.3.5), obtemos:

a' = ZN_Z a a)
v N-2
b12 = 2 b12 b) (1.3.6)
N-2
Cpp = 2 C12 c)

Observemos que apesar da expansdao de eH conter um grande numero
de termos (para N > 2), com varios coeficientes, somente 3 deles
(a , b12,c12) permanecem apos a realizacdo do traco parcial. Isto
nos assegura a ndo proliferacdo de interacoes, Esta proliferacdo
ocorre quando surgem na renormalizagﬁo termos novos que original-
mente nao existiam no Hamiltoniano (por exemplo, isto ocorreria
no presente problema se os termos de 4 corpos nao se anulassem
sob o traco parcial).

0 proximo passo do método, consiste ma  diagonalizacado

de O' e H.

Para a diagonalizacao de H', vamos escolher a base
[o?c§> = {|++>, |+->, |-+>, |-->} de autovetores do operador of =
2
— Z t
= 151 Cj gue comuta com H'.

Nesta base, a matriz que representa H' tem a forma:

(Kl 0 0 0 )
0 KémK' 2W? 0 '
Ot = ' (1.3.7)
0 2W Kb-K' 0
] 1
L 0 0 0 KO+K )

{sendo W' = K'(1-A')).
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0s autovalores de H' sao:

el = K(') + K a)

1 1] 1 1

e = K - K + ZW b)

20 (1.3.8)
1 1 1 e ]

€5 = KO - K - 2W c)

1 L

€4 = €4 d)

Os autovetores normalizados, dispostos em colunas, for-

mam a matriz unitaria U' dada por:

(1 0 0 0 )
' 0 1/V2 1/vV2 0
U = (1.3.9)
0 1/v2  -1/V/2 0
L0 0 0 1
Pode-se mostrar(lgl) que:
vt - H[') (1.3.10)
1 1 - — . ] l-i. -
onde (HD)ij = (ei)ﬁij ¢ a representacdo diagonal de H# , e U e
' T

*
a conjugada hermitiana de U'(Uij = U;i). Gij ¢ a delta de Kroenecker.

Usando a eq. (1.3.10) temos(lgl):

T U’HI')U'T b4
(1.3.11)
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0. 0
1 ' ] t
EZ €3 EZ ES
+e e -
) )

t t t 3
€2 %3 €y E3
-2 e +€
p) )

0 0

se, obtemos a seguinte matriz:

Expressando o lado direito da eq.

(1.3.12)

(1.3.4) na mesma ba-

¥
a'+c]2 0 0 0
. 0 a'-c, 2b, 0
oM. 12 e (1.3.13)
.0 0 0 a'+cy, |
Igualando as eqs. (1.3.12) e (1.3.13), e usando as eqs. (1.3.8) e
(1.3.6), encontramos as seguintes relacoes:
1 (a'+°;2)2 1 (5“‘:12)2
K'=gqtn| ———5 7| =3t - (1.3.14)
1
(@' -cyp)7-4byy L (a-cyp) -4byy
a'-cy+2b, a-c,,+2b., ]
W'oo K (1-80) = g ﬂn(— 12 ]2] - T ﬂn{: 12 12_J (1.3.15)
L2 -Cq272by3 a-Cqym2byy
e (arsct (@ el ) 2ab D] -
Ky = 7 Ln a'+cq, a -Cy,)7-4b,, =

- %-{ (2N-4) EnZ4—En{fa+c12f(G¥c15F—ﬂﬁzli(15.16)
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A diagonalizagﬁo (analitica ou numérica) de # pode ser feita na

N ,
base de autovetores do operador o = Y ciz que e constante de
i=1
movimento. Nesta base |o§o§ .o§> T e
]-—...+>,[——...—>} H possul a seguinte estrutura de blocos:
(AN 3
@ )
ch
' ‘A(Il\}) (1.3.17)
0 RGN
AN
()

onde AN, = A N (r = 0,1,...,N) & uma matriz de ordem (NJX(N)
() (Nop) : r’or
definida nos subespacos onde existem r spins em uma direcao e N-1

na direcdo oposta. A diagonalizacao de H , pode ser feita separa-
damente em cada bloco, resultando os autovalores £ (i=1,2,3,...,

ZN) e autovetores que dlspostos em colunas, formam a matriz U de

ordem ZNXZN (possuindo a mesma estrutura de blocos de F ). Utili-

zando relacgdes analogas as eqs. (1.3.10) e (1.3.11) obtemos:
(1.3.18)

Expressando U e HD como funcoes dos autovalores g.

y» que por sua

vez dependem dos parametros {K } , encontramos:

152813

efl - FOK) 5,0550) (1.3.19)

ij

Representando na mesma base o lado direito da equacdo

(1.3.5), temos:

H

e’ = G(a,b b (1.3.20)

12°€72°Dq5+ )



30—

Finalmente, igualando as eqs. (1.3.19) e (1.3.20), encontramos a

dependéncia funcional de a;b12 e c,, com {Kij,A }. Usando estas

ij
relacdes nas expressoces (1.3.14), (1.3.15) e (1.3.16), obtemos
Ké, K' e &' como funcoes do conjunto de parametros {Kij,Aij} do
grafo.

Estas funcoes serao obtidas explicitamente ou numerica-
mente, conforme seja possivel diagonalizar analiticamente ou nume
ricamente, respectivamente, a matriz que representa ¥ (o que vatl
depender do tamanho e simetria do grafo, e da distribuicao dos
).

No Apéndice A, apresentamos foérmulas analiticas para a

parametros {Kij,f_\.ij

renormalizacdo de um grafo com N ligacOes em paralelo, e um grafo
com 2 ligacOes em série (Fig. 1.3.1(h)). Obtivemos também formu -

las explicitas para a renormalizacao de todos os grafos da Fig.

1.3.1 (com (Kij ) = (K,A)), que sao bastante longas para serem

aqui exibidas. Em particular, a formula correspondente ao grafo
da Fig. 1.3.1(b) encontra-se na referéncia (95).

A principal vantagem do presente método, € que a media

térmica no grafo & realizada exatamente, e independe da base, ao

contrario de outros métodos de renormalizagéo(§l).

Vale a pena ressaltar, que a renormalizacao de grafos

(102)

de 2 terminais gera,por -iteracdo,uma rede hierarquica '—=' e nao
uma rede de Bravais, embora certas redes hierarquicas simulem sur
preendentemente bem (para efeitos de fendmenos criticos) redes re

gulares.

No contexto de redes hierdrquicas o método anterior for

(102) ¢,

nece solucdes exatas para sistemas classicos 1 no pre -

sente modelo). Em sistemas quanticos o método ndo € exato, ja que

(95,103)
>

despreza a ndo comutatividade entre os grafos mas ape -
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sar disso, & capaz de fornecer excelentes resultados, conforme ve

remos no proximo capitulo.

1.4 - EFEITOS QUANTICOS NA RENORMALIZACAO

Analisamos nesta secao, alguns efeitos que se manifes -

tam na renormalizacdo, e que tem origem no carater quantico do Ha

miltoniano. Nos limitamos ao estudo do intervalo 0 < Kij e
0 s Aij < 1, embora os efeitos aqui apresentados ocorram tambem
para outros valores de Kij’Aij'

1.4,1 — CADEIA LINEAR

Em um sistema classico de spins, a resolugfo de uma ca-
deia linear pode ser obtida exatamente '"por partes', isto e, de -
compomos a cadeia em blocos finitos de N sitios, resolvemos estes
blocos e obtemos a solucgao geral por superposicao direta das par-
tes. Este procedimento deixa de ser exato em sistemas quanti-
cos(ﬁz), pols ndo considera a ndo comutatividade entre os' blocos
de spins, quando superpostos para formar a cadeia.

Vamos ilustrar este fato, considerando a renormalizag@o
do grafo da Figura 1.3.1(g) (que consiste de 3 ligacOes em série),
empregando o método descrito na secdo anterior. A renormalizagéo
do grafo considerado globalmente, resulta em K;(K,A) e Ai(K,A)
(cujas formulas analiticas sdo bastante extensas para serem apre-

sentadas aqui). A renormalizacdo por partes, inicialmente compoe
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2 ligacdes em série, obtendo R(K,A) e K(K,A), e a seguir renorma-
liza o grafo resultante desta ligacao com a ligacao (K,A) restan-
te, obtendo finalmente Ké(k,K,K,A) e Aé(k,K,K,A) (ver formulas

explicitas no Apéndice A.2). Vamos definir os quocientes:

=
N-—

K

RS :K_-i— a)
,. (1.4.1.1)
A

A 2

RO = 25 B

—_ -

K -
A analise de Ry e Rg mostra (a Fig. 1.4.1.1 exibe a variacao de

kB T/

FIGURA 1.4.1.1 - Variacdo termica de Rg‘para valores tipicos de A. RE =1 €

o valor classico (A = 1 efou kBT/J + «),
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RE com 1/K, para varios valores de A) os seguintes aspectos
(i) se A = 1 (¥K), R§ = R? = 1 (resultado classico); (ii) se K =
- 0 (T » =) entao RE = 1 e Ré = 1 pols em altas temperaturas

os efeitos quanticos sao irrelevantes; (iii) para K >> 0 (T fini-

K - . .
to) Ry e Ré flutuam em torno do valor classico, com amplitudes

que aumentam a medida que a temperatura diminui.

1.4.2 - GRAFOS COM LIGACOES SOLTAS

Um subgrafo de um determinado grafo, ¢ dito solto ('dang
ling") se ele é conectado a algum terminal por meio de um  unico
sitio. Para o calculo da correlacdo entre os terminais,os subgra-
fos soltos sido irrelevantes se o sistema € classico. Assim 0s
grafos das Figuras 1.3.1(e),(f) e (h) tém a mesma conectividade se
Aij - A = 1 ¥(ij). Em sistemas quanticos os grafos soltos (cujo
exemplo mais simples‘é uma ligacao) alteram a conectlvidade entre
05 terminals, como mostraremos nesta seccao.

A renormalizacao dos grafos 1.3.1(e),(f) e (h), com

(K = K,A) tem como parametros renormalizados, as respecti-

15284
—~ ' 1 . 1 1 . 1 !
vas funcoes Ke(K,A), Ae(K,A), Kf(K,A), Af(K,A), Kh(K,A),Ah(K,A),

cujas expressdes nao sao reproduzidas aqui, por serem demasiada -

1 1

mente extensas. No caso classico A = 1, K, = Kf = Kﬂ = Ké(K) e

b, = A% = A£ = 1. Para analisar os efeitos quanticos, vamos intro

duzir os quocilentes:

. K. (K,A)
p(L) . 177 (i = e,f,h) (1.4.2.1)
(K)

1
1
1
K
C
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Os seguintes comportamentos foram observados (Fig. 1.4.Z2.1)

(1) No limite de altas températuras (T ~ oo),R(S),R(f]e RGQ tendem
para o valor classico Rc = 1 (com correcgoes em 1/T) para qualquer
A; (ii) No limite de baixas temperaturas (T - 0) observamos 0Ss

seguintes comportamentos assintoticos:

re) - % (3 -V3nZo6nsa ) ¢ (3,11 (1.4.2.2)
u (24A-V50%-8a+4 ) ¢ (0,11 , A >0  a)

NE I (1.4.2.3)
1 - Vi/2 ,A=0 b

gt =1 G- V 8a%_164+9 ) (1.4.2.4)

p (£)

Notemos da equacao (1.4.2.3) que apresenta uma interessan-

te convergéncia ndo uniforme (em T =2 0 e A = 0), ja que R % A
se s >0 (RY) 5 0 se o » 0) eem A =0 RF) cresce abruptamente
para o valor assintdtico () 1-v2/2; (iii) R(e), R(E) ¢ glh)

sao sempre menores que 1, indicando que a natureza quantica do

sistema diminui a conectividade entre os terminais.

A anilise do comportamento do parametro de anisotropia
mostra que: (i) Se A = 1(ou 0) entao Ay = Af = by = 1 (ou Q) ; (ii)
Para 0 < A < 1 a seguinte desigualdade é observada para qualquer

temperatura Ag z A z Ay 5 (A11) Quando T » «, A, (i = e,

c 1

>
i

f,h) decresce monotonicamente para o valor assintotico:

= (2-p)A (i = e,h,£).
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1.0

ko THd

FIGURA 1.4.2.1 - Grafico dos guocientes RE) (. ), RO oo e rRWW

(
A, r®) 2 rE JrM Ly 55 1inite classico.

) em funcdo da temperatura para valores tipicos de

1.4,3 - GRAFOS USADOS NA RENORMALIZACAO DE MIGDAL-KADANOFF

Examinaremos agora os efeitos quanticos na renormaliza-

¢cdo do grafo da Figura 1.3.1(c) comumente usado em procedimentos

do tipo Migdal-Kadanoff(lgi’lgé).

A renormalizacdo global do grafo (com Kijrdi5 = K,8) tem

como resultade os parametros K&(K,A) e A&(K,A). A renormaliza -
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¢do por partes, primeiro trata de 2 ligacOes em série cujo resul-
tado & K;(K,A), A;(K,A) (ver Apéndice A.2), e depois compoe as
ligacdes resultantes em paralelo (ver Apendice A.1), obtendo Ké e

Aé. Vamos definir os quocientes:

K
RY = -2 (1.4.3.1)
d Ky
[_\I
s p
R, = i (1.4.3.2)

Uma estimativa do erro cometido na aproximacgao por partes pode ser

feita pelo exame das Figuras 1.4.3.1 e 1.4.3.2.

105+~

160

FIGURA 1.4.3.1 - Variacao de Rg‘ com a temperatura para valores selecionados
de A.
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FIGURA 1.4.3.2 - Variacao de Rﬁ com a temperatura para valores

selecionados
de A.
- K A = e K
No limite T - oo, R& e Ra tendem para o valor classico Ry =
= Rﬁ = 1 como esperado, com correcoes em 1/T2. No limite de bal

xas temperaturas, obtemos os seguintes limites assintoticos:

Rg 5 V8A% 16449

= ACETY) e [1,1.10) (1.4.3.3)
Rﬁ - (1+A)(6-2 V 8AT-16A+9 ) [1,4/3] (1.4.3.4)

20 (5-V 8A2-16A+9 )



-38-

X

Para temperaturas intermediarias, Ry e Rd’ permane -

cem aproximadamente no mesmo intervalo de valores observados em

T = 0. Este fato justifica '"a posteriori' o procedimento por par-
tes como uma boa aproximacao para renormalizar sistemas quanticos

pelo método de Migdal-Kadanoff(§£’§Z’§g’gl).



CAPTTULO 2

CRITICALIDADE DO MODELO DE HEISENBERG
QUANTICO ANISOTRGPICO DE SPIN 1/2

Utilizando o método de renormalizacdo apresentado no ca
pitulo anterior, estudamos as propriedades criticas do modelo de
Heisenberg quantico anisotropico de spin 1/2, em diferentes situa
cGes. No caso bidimensional, consideramos as desordens (tempera -
das) de diluicdo de ligagbes e diluigcao de anisotropias, e en

trés dimensdes estudamos o modelo puro (sem desordem).

2.1 - DiLUICAO DE LIGACOES NA REDE QUADRADA

Um dos aspectos aleatorios de maior interesse em magne-

tismo, € a diluicdo de sitios ou ligagbes, que existe em inumeras

substancias, como oS magnetos bidimensionats KZCong1_pP4(199)

.- (107) . . -
(Ising), szanMg1_pF4-——~ (Heisenberg isotropico), RbflengF4

(108,109) (Heisenberg anisotropico) e tridimensionais Coth_pC§§H5

(110) (111) . (112) .

-, Co(SpSe1_p)2 -— (131ng1, KanMg1_pF3 —= ( Heisenberg

) - . 113) :

isotropico) e Copzn1_pL6(C£O4)2 —="(XY,sende L o radical CSHSNOL
0 estudo teorico de sistemas similares, tem sido feito

através de varias técnicas(llﬂj, como simulagao de Monte Carlo ,

CPA, expansoes em séries e Grupo de Renormalizagao. Este alti-
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mo méetodo (GR) tem se revelado particularmente conveniente para
estudar a criticalidade de sistemas com o tipo de desordem mencio

nado. Assim diversos modelos foram estudados com resultados satis

fatorios,como os modelos de Ising dilu:‘ﬁdo(llé_llzj e misto(ll§ ?

119 - .
119) do(lgg’lgi) (122) e anisotroplco(lgé’lgi),

(125,126)

Potts dilui , misto

(85,88)

H

Heisenberg isotropico diluido XY diluido e Hei -

(§g,1gg,1311 entre outros.

senberg anisotropico diluldo

Vamos considerar nesta secac somente a desordem (tempe-
rada) de ligacdes na rede quadrada, que também simula apropriada-
mente a diluicao de sitios (a qual pode ser vista como uma dilui-
cdo correlacionada de 1ligacdes). A principal caracteristica da
diluicdo € a existéncia de uma concentragdo minima de ligacoes
(ou sitios) abaixo da qual nao existem "clusters" macroscopicos
correlacionados e consequentemente nao ha ordem de longo alcance.
Esta concentragdoc minima € chamada de ponto de percolacgao (p::pCJ
(128,129)

Consideremos um sistema ferromagnético com anisotropia

uniaxial, cujo Hamiltoniano (adimensional) € dado por:

H= 3 K.[(-A..)(crorrola)) + 0507] (2.1.1)
<itj> 1] ij i~j 717 177

(0 = A.. £ 1) e ofx (o = x,y,z) foram de-

onde Kij (K.. =2 0), ij

i] A1

finidos no capltule anterior.
A desordem ¢ introduzida, admitindo ser Kij uma varia -
vel aleatoria que pode assumir os valores K e O (ligacdao ausente)

com probabiiidades pel-p (0 £ps 1) respectivamente, cuja dis-

tribuicdo & dada pela seguinte lei de probabilidades:
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P(K..,K..A..) = pS(K. —K)S(K AL -KA) o+ {1—p)6(K )S(K AL L)

137713 1) 1j71] 171
(2.1.2)
onde usamos a variavel K1JA1J para evitar a indeterminacgao de
Aij nas ligacgoes ausentes (Kij = 0).

Para representar a renormalizacao na rede quadrada, va-

mos usar o grafo da Figura 1.3.1(b)(2§). A aplicacdo da equacao
(2.1.2) ao referido grafo, consiste em considerar todos os subgra
fos gerados a partir do mesmo, por diluicdo de ligacoes. A distri

buicao de probabilidades, toma entao a seguilnte forma:

P (X

1 )

pSS(K..—K )8 (K. AL Kéaé) + p4(1~P){5(Kij—Ké)

157 1504 i34

t 1 1 t 1 3 2
6 (Kjj057-KAL) + 46(Kij-Kd)6(Kiinj—KdAd)] + 2p7 (1-p) " [8 (K

-

' ’ A\l 1
S(Kljﬂlj KeAe) + ZG(K- -K; )6(K13A1} Kfﬂf) + 6(K..—K )GCKUAljlgﬁg)}

2 3 : 3 2 4.2 3
+ 2p° (1-p) 6(K_._K )a(KIJAlJ Kiﬂﬁ) + [2p” (1-p)“+8p“ (1-p)

sp(1-p)*t v (1-p)°18 (K, 58K 545 5) - (2.1.3)

sendo K;,A; (i = b,c,d,e,f,g,h) os parametros renormalizados dos
grafos das Figs. 1.3.1(b),(c)...(h), respectivamente, que sao O0s
Unicos subgrafos que mantém os terminais conectados.

Podemos observar, que sob a renormalizagﬁo, o carater
binario da distribuicdo de probabilidades original (eq.(Z2.1.2) )
nao & mantido. Este problema pode ser satisfatoriamente contorna

3

0)

do(l_— , Se aproximarmos PH(Kij’ ) pela distribuicdo bina -

ij 1J
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. 1
ria P (Kij, i 13) dada pela expressio:

1
p (Kij’Kiinj) = p G(K. -K )6(K13A13—K A') + (1-p')6(K )G(Klelﬁ

(2.1.4)

As equacgoes p' (p,K,2), K'(p,K,8) e A" (p,K,A) que caracterizam a
renormali;agéo, podem ser obtidas escolhendo-se apropriadamente 3
funcoes de (p, K ij’ Kiinj) e igualando-se suas respectivas médias

tomadas nas distribuicoes P' e P No presente problema, a primei

"
ra equacao escolhida foi a de percolagao(1 1) que incorpora so -

mente os aspectos geométricos do problema

2 2
p' = pS + 5p4(1—p) + 8p3(1—p) + 2p (1—p)3 (2.1.5)

Para a 22 equacao escolhemos a funcao S(Kij) que tem
se¢ revelado apropriada para os modelos de Ising e Potts (ver por

exemplo a referéncia (132))

£n[1+tanh(KijJ]
igualamos entao:
<S(K..)>,, = <S(K..)> (2.1.7)
137 P i] PH

Na obtencdo da 32 equacac usamos a funcido S(K13A13) que € uma ex

tensao natural de S(Kij)
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Consequentemente as eqs. (2.1.5), (2.1.7) e (2.1.8) nos permitem
obter (p',K';A') como fungoes de (p,K,A), e com o uso do formalis
mo  da teoria de GR estudar a criticalidade do sistema.

Na Fig. 2.1.1 apresentamos a fronteira critica em fun-

¢do das variaveis (p, 1/K = kpT/J,A).

A

—— —

kT
J .
- 2

_—
}

e m o m . — W e

o

FIGURA 2.1.1(a) - Fronteira critica, diagrama de fluxos e pontos fixos. Fe P

designam respectivamente as fases ferromagnética e paramagnética . Todos os
pontos criticos com kBT/J > 0 fluem para o ponto fixo do modelo de Ising puro
(p =1, kgl/J = 2.27...,A = 1).
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\ l
¢ 0.5 (1-p) 1.0

FIGURA 2.1.1.(b) - Cortes da fronteira critica para valores tipicos A.

0s pontos fixos mals importantes obtidos foram 0s
seguintes: (1) cinco pontos fixos triviais localizados
nos seguintes valores das variaveis (p,kgl/J,2):{(1,0,1) (fase
ferromagnética)l e {(1,»,1),(1,2,0),(0.5,2,1),(0.5,=,0) (fase pa-
ramagnética)}; (ii) trés pontos fixos criticos (semi-estaveis) lo
calizados em (p,kpT/J,A} = {(1,2.269...,1)(Ising puro), (1,0,0 )
(Heisenberg isotrdpico puro), e (0.5,0,1) (percolacao de ligacoes

de Ising)} que sdo resultados ezatos; (11l) um ponto fixo critico
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FIGURA 2.1.1(c) - Cortes da fronteira critica para valores tIpicos de p.

(instavel) localizado em (p,kBT/J,A) = (0.5,0,0) que corresponde a
percolacao de ligacbes do modelo de Heisenberg isotropico. Nao &

conhecido ainda o valor exato deste ponto de percolacao, e existem

(88,114,127)

na literatura ~controvérsias sobre se ele representa

também o ponto em que a ordem magnética de longo alcance desapare-

(88,127)

ce. Alguns autores argumentam que a magnetizacdo esponta -

nea do modelo de Heisenberg isotrépico diluido deve se anular para
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um valor da concentracao Py > P. (pc & a concentracido critica de
percolacao).

0 diagrama de fluxos apresentado na Figura 2.1.1(a) evi
dencia a existeéncia de 4 classes de universalidade no sistema
(a) Todos os pontos criticos com kBT/J > 0 sao da mesma classe
do modelo-de Ising puro; (b) Para kBT/J =0, A =0 e % <ps1a
criticalidade € a mesma do modelo de Heisenberg isotropico puro ;
(c) Para kBT/J =0, 0 <A 21 e p = %, a classe de universalida
de &€ a mesma do ponto de percolacac de Ising; (d) O ponto de per-
colacdo de Heisenberg isotropico possui uma classe de universali-
dade diferente das anteriores.

Para o calculo dos expoentes criticos associados a es -
tas classes de universalidades, vamos considerar o Jacobiano
a(pukBT'/J',A')/a(p,kBT/J,A) e seus auto-valores (AP,AT e AA) cal

culados nos 4 pontos fixos nao triviais. Usando a definigao do Ca

pitulo 1, obtemos os expoentes v pela expressao:

vy = Enb/ﬂnli (1 = p,T,A) (2.1.9)
sendo b o fator de escala, que para o presente grafo (Fig.1.3.1(b) )
vale b = Z.

0s valores obtidos para os pontos fixos criticos e para
0s expoentes v, sao apresentados na Tabela 2.1.1 (onde ¢j‘= vj/vT
(j=p,A) sdo os expoentes de 'crossover'), e a comparacac Com OS
resultados obtidos pela renormalizacdo de Migdal-Kadanoff mostra
a superioridade do método aqui usado. A quantidade de resultados
exatos reproduzidos, fazem-nos acreditar que a fronteira critica
apresentada na Fig. 2.1.1 constitul uma excelente aproximagao nu-

mérica da superficie critica real (ainda desconhecida).
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TABELA 2.1.1 - Pontos criticos e expoentes, obtidos pelo presente método ¢ pe-
lo método de Migdal-Kadanoff (M.X.) comparados com resultados exatos disponi -

veis.
MODELOS EXATO M., 82:89) | pRESENTE R.G.
kT _/J 2.269... 280 4 6a... 2.269. .
(p—1 )
vy 1QE§J .34 1.15
[SING (128)
(A=) P, 0.5(28 0.62 0.5
PERCOLACAD v 1.35... 038 4 6 1.43
(kT _/J=0) i
¢p vp/vT (U35 1 1
z)
mﬂw J kgl /J o2& 0 0
{(p=1). vy - - 1.22
[ v o (136) - -
HE ISENBERG T
TSOTROPICO P, 0.5 (?) 0.62 0.5
(1-0)  |PERCOLACIO | v 1.33 (2) 1.64 1.43
(K T./J=0) | v, - 0.71 0.69
0=,/ i, 1.13 1.81
=V, /V - 0.49 0.87
\ A

Analisamos também os comportamentos assintoticos da fron
teira critica nas regides de maior interesse. Consideremos inici-
almente os cortes da fronteira critica para valores de A constan

te (Fig. 2.1.1(b)).

a) No limite p - 1, temos:

T, (1,8)=T_ (p,A)

T (1,5 v ACA) (1-p) (2.1.10)

onde A(A) tem o comportamento exibido na Fig. 2.1.2. Em particu -
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2

lar, nos obtivemos A(1) 1.3314, que ¢ bastante proximo do valor

exato A_(1) = 1.329337)

e s . ——— — o — o —— - f

ki

FIGURA 2.1.2 - Variacao do coeficiente A(A). A(1) = 1.3314 e A(0) = 3.
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b) No limite p + p_ = 1/2 o comportamento assintotico &
dado por:

—[B(A)J/kBTC(p,A)]
e v C(2) (p-p.) (2.1.11)

0 coeficiente B(A) varia conforme a Fig. 2.1.3 e C(A) praticamen-
te independe de A, no intervalo 0.3 < A £ 1. Para A < 0.3 difi -
culdades numéricas associadas com baixas temperaturas impossibilita

ram uma verificacdo precisa. Em A = 1, B(1) = 2 (que reproduz o}

= T mme ot e by e e m e e Ee R e e e G MR M o rw e A e e

.
0 0.5 4

o

* FIGURA 2.1.3 - Grafico do coeficiente B(A). A linha tracejada ¢ apenas indica

tiva.



=-50-

I

resultado exato), e C(1) 1.395 o que € uma excelente aproxima-

¢ao do valor exato(léﬁ)

Ce(i) = 28n2 = 1.386.
0s cortes da fronteira critica para p constante (Figu -
ra 2.1.1(c)) mostram oS seguintes comportamentos assintoticos

a) Para A »- 1, temos:

T.(p,1)-T. (p,4)
T (p,1)

v D(p) (1-8)° (2.1.12)

com D(p) representado na Fig. 2.1.4. D(1) = 0.295, que difere do

)

valor obtido por renormalizacgao de Migdal—Kadanoff(ﬁg‘ que & 0.32.

(.0

]
1
!
!
|
!
|
|
|
|
|
|

>
0 05 (i-p)

"FIGURA 2.1.4 - Variacao de D(p). D(1) = 0.295 e D(0.5) = 0.65.
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b) 0 limite A = 0 . & particularmente dificil de ser ana
1isado numericamente, ja que para A = 0, a fronteira critica de -

cresce muito rapidamente. Neste limite verificamos que:

J —E(p)J/kBTC(p,A)
K.T_ (p,8) © v F(p)a (2.1.13)
B'c™*?
Para p = 1, E(1) = F(1) = 492 resultado que difere daquele ob-

—J/kBTC(1,A)

tido na referéncia (89) que foi e v oA?,a = 0.21
Quando p diminui, E (p) decresce e F(p) aumenta, de modo que
E(p)F(p) = 16. Esta variacao nao possul uma verificacac numérica

precisa, sendo apenas uma indicacao do comportamento qualitativo

dos ceoeficientes E(p) e F(p).

2.2 - DiLUICAO DE ANISOTROPIAS NA REDE QUADRADA

Nos Ultimos anos, uma desordem que vem sendo estudada
extensivamente, & aquela associada a presenca de interagles comsi
metrias diferentes em um mesmo sistema (revisdes atualizadas dos
principais trabalhos tedricos e experimentais desta area sao da -
das nas referencias (139),(140),(141)). Realizacoes experimentais
destes sistemas s3ao encontradas nos antiferromagnetos Fe1%§prr2

(1423 (interacoes de simetria Ising e XY) e RbZCOPMn1_pF4QE§;lﬂi)
(simetrias de Ising e Heisenberg).

No caso particular de simetrias de Ising e Heisenberg ,

trabalhos teoricos realizados usando técnicas de campo eféthmﬁliél

(146)

expansoes em séries de altas temperaturas e renormalizacgao

-.. (147 .
de ‘campo medlo(l~_) apresentam como resultado mals marcante a
p > ap ’
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variacao continua de expoentes criticos com a concentracio (p) de
ligacoes do tipo Ising. Este comportamento contraria argumentos de
simetria que sugerem fortemente ser a classe de universalidade do
modelo de Ising puro, dominante em quase toda a fronteira criti -
ca (0 <p = 1).

0 principal objetivo deste trabalho(lﬁﬁ), fol examinar
este aspecto, utilizando o método de renormalizacdo apresentado no
Capitulo 1. Estudamos um sistema ferromagnético na rede quadra-
da, descrito pelo modelo de Heisenberg anisotropico, cujas 1liga-
coes podem possuir duas simetrias diferentes, ou seja,simetria es
férica (Ai. = 0, Heisenberg isotropico) ou simetria wuniaxial

J
(0 < Aij < 1, Heisenberg anisotropico).

0 Hamiltoniano € o mesmo da secao anterior (eq. (2.1.1))
e a desordem (temperada) na simetria das ligacbes, € introduzida

pela lei de probabilidade:

PK; 550y

—
|

[p8(855-0) + (1-p)8(A;)T8(K; 4-K) (2.2.1)

1A

A

a8

sendo 0 £ p £ 1, 0 1 e K=J/kgT > 0. Em A = 1 e p # 0,1

temos uma mistura de ligacdes Ising e Heisenberg isotropico, e o

sistema sera puro, do tipo Heisenberg anisotropico ( se p = 1 e
A > () ou Heisenberg isotrdopico (se & = 0 e 0 = p = 1).
Para a renormalizacdo na rede quadrada, usamos nova -

mente o grafo da Fig. 1.3.1(b), que possuil 25 configuracoes, das
gquais 14 inequivalentes (em relacdo a este tipo de desordem). Es-
te fato, faz com que a forma binaria da distribuicdo original (eq-
(2.2.1)) nio se mantenha. A nova leil de probabilidades possui 14

diferentes produtos de funcoes & ; e & dada por:
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5
) (2) 3, () (8D, ()
P, (X ) - J 221 [AK;57 a0 P (Ky57 50557016 (Ky 5 =Ky 8 (A 5-Ap)

H ij’Aij ij ij

(2.2.2)
Procedemos de modo analogo ao caso da secdao anterior, e
recuperamos a forma binaria da distribuicio de probabilidades,
usando a aproximacgao:
] - 1 AT R | Kkt
P (Kij,Aij) = [p G(Aij A') + (1-p )6(Aij)]5(Kij K') (2.2.3)
onde (p',K',A') sao funcgoes de (p,K,A). Para determina-las impo-

mos a preservacao dos seguintes momentos, sob a renormalizacio:

<Kij>P' = <Kij>PH = g1(p,K,A) (2.2.4)

<Aij>P‘ = <Aij>PH = gz(p,K,A) (2.2.5)
2 _ 2 =

<Aij>P' = <Aij>PH = gs(p,K,AJ (2.2.6)

A escolha do 29 momento de Aij {eq. (2.2.6)) torna possivel desa-
coplar as variaveis p' e A' que aparecem na combinacdo p'A' na eq.

(2.2.5). As eqs. (2.2.4), (2.2.5) ¢ (2.2.6) permitem obter:

K' = g, (2.2.7)
At = gs/g2 (2.2.8)
p' = g%/g3 (2.2.9)

Estas trés ultimas equagoes, constituem as relagoes de renormali-
zacdo, cujas iteragoes numéricas permitem-nos obter a fronteira

critica (Fig. 2.2.1) e as classes de universalidade do sistema.
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FIGURA 2.2.1 - Cortes da fronteira critica para valores selecionados de A(a)

e p(b). F e P designam respectivamente as fases ferromagnética e paramagnética.

Observemos nas curvas acima, que quando p e/ou & cres-

cem, a temperatura critica aumenta, ja que a simetria menor (unia

xial) torna-se dominante.
Na vizinhanca de p = 1 e 4 = 1, observamos os seguln -

tes comportamentos assintdticos:

TC(1,A)—TC(p,A)

2) T (1,8 ~AMMY(I-p) o (por 1) (2.2.10)
T.(p,1)-T_(p,4) )
b) T_ (5,17 v B(p) (1-8)+C(p) (1-4) 1)
(2.2.11)

0 coeficiente A(A) tem o comportamento mostrado na Fig.
2.2.2, e os coeficientes B(p) e C(p) sao representados na Fig.

2.2.3.
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FIGURA 2.2.2 - Variacao do coeficien
te A(A). A(1) = 0.32 e A(0) = 0.18.

A{A) ;
- 03

Problemas numericos i
!
impediram a obtencdo de com - o :
, [
portamentos assintoticos con- t
1
. - . 0.h ]
fiaveis em kBT/J - 0. 1
[

Somente duas clas - e Iﬁﬂ

8] a5 ; aﬁ

ses de universalidade foranm

encontradas: uma associada ao modelo de Heisenberg isotropico pu
ro (para todos os pontos criticoes com kT /J = 0) que ¢ dominada
pelo ponto fixe (p,kgT/J,4) = {1,0,0) e outra classe associada ao
modelo de Ising puro (para todos os pontos criticos conm kBTC > 0)
cujo atrator € o ponto fixo (p,kgT/J,8) = (1,2.269...,1). Os expo
entes v. (i = T,A) encontrados nestes pontos Sao0 0S MESMOS apre-

sentados na Tabela 2.1.1. Conse-
quentemente o GR aqui utilizado
confirma as expectativas sugeri-
das por argumentos de simetria,e
ndo reproduz a variacdo continua
de expoentes com a concentragdo

p, obtida por outros métodos.

FIGURA 2.2.3 - Grafico dos coeficien-
tes B(p) e C(p). B(1) = 0, C(1) = 0.29
e B(0) = 0.17, C(0) = 0.05.
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2,35 - 0 SISTEMA PURO NA REDE CUBICA SIMPLES

No caso tridimensional, a principal diferenca qualitati
va que o modelo de Heisenberg anisotropico apresenta, € a existen
cia de magnetizacao espontanea a T # 0 para -» £ 4 £ 1, em parti-
cular para & = 0 (Heisenberg isotropico) e & = - (XY), mode los
que em 2 dimensdes nao possuem ordem de longo alcance para T # 0.

Nesta secdo aplicamos o método de renormalizacdo do
Capitulo 1, para estudar a criticalidade deste modelo ferromagneé-

(lig). Nesta e em outras redes

tico (puro) na rede cubica simples
tridimensionais, ndo existem, até o presente momento,solugdes exa
tas para qualquer valor do parametro A . Aliado a este fato, a

g Aas I o s . S 34
existencia de inumeros magnetos tridimensionais isolantes (34

que
sdo descritos por este modelo, justifica plenamente um estudo de
suas propriedades criticas em 3 dimensdes por técnicas aproxima-
tivas como o presente GR.

E conveniente no presente sistema, reescrever o Hamilto

niano da eq. (2.1.1) de forma ligeiramente modificada.

H = _E- KE(1—A)(0§0§+0§0§) + (1+A)0io§] (2.3.1)
<i,j>

onde K = J/kBT >0 e -1 <A £ 1 sdo os mesmos para todas as 1i-

gacoes de primeiros vizinhos na rede. A variacdo do parametro A

noe intervale [-1,1] nos permite estudar o sistema com sime -

trias planar (-1 < A < 0), esférica (A = 0) e uniaxial (0<a £ 1).

Os casos particulares A = -1,0,1, reproduzem os modelos XY, Hei -

senberg isotropico e Ising respectivamente.

Para a renormalizacgdo na rede cubica simples , vamos
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usar um grafo da Fig. 2.3.1(a)(l§9’l§l) que- € renormalizado na -

quele da Fig. 2.3.1(b). O fator de escala neste caso € b = Z.

(a) : (b)

FIGURA 2.3.1 - Grafos de 2 terminais usados para a renormalizacdo na rede clbi
ca simples. '

Esta renormalizacao (traco parcial sobre os 4 sitios in
ternos) envolve-a diagonalizagéo de uma matriz 64x64, estruturada
em blocos diagonais de tamanho 1x1 (2 blocos), 6x6 (2 blocos) ,15%
<15 (2 blocos) e 20x20 (1 bloco). Nao nos foi possivel efetuar a
diagonalizagéo analitica de todos estes blocos, de modo que as re
lacoes de renormalizagao K' = K' (K,A) e A' =A"'(K,2) foram obti -
das numericamente. A fronteira critica & apresentada na Fig.2.3.2,
e possui 3 pontos fixos criticos, associados .as simetrias planar
(XY), esferica (H) e uniaxial (I).

Da Fig. 2.3.2, podemos notar queé O sistema possui 3clas

ses de universalidade, associadas aos pontos fixos XY (-1sA < 0),
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~ =
T : R : "E;’ﬁ"'** T
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P

FIGURA 2.3.2 - Fronteira critica e linhas de fluxo, com os respectivos pontos

fixos (O, @ , M indicam respectivamente pontos fixos -instaveis, semi-esta -

veis e estaveis).

H(A=0)ell (0<aAz< 1), e que correspondem as diferentes sime

trias das interacoes.

0 ponto fixo de simetrias planar (XY) possul uma intera
cao residual uniaxial (A # -1), refletindo o fato de que o mode-
lo XY (A = -1) nao se renormaliza nele propric, ja que os ter -

Z

X - - Z . - -~ .
mos (o?g. + o{o?) geram interacoes Oioj devido a nao comutati-

vidade dos operadeores. A Temperatura critica do modelo XY, peode,
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no entanto, ser obtida pela intersecdao da fronteira critica com
a reta A = -1.

Um comportamento espurio aparece na fase ordenada (F)
do modelo com simetria planar, que tem como atrator o ponto de
T = 0 do modelo de Heisenberg isotroOpico. Este aspecto aparece
também em renormalizacdes do tipo Migdal-Kadanoff, e € atribul
do(gl) a nao preservacao da simetria do estado fundamental dos gra
fos na renormalizacao.

Neste caso (A < O% razoes de simetria indicam que o com
portamento esperado seria uma invariancia da linha A = -1 ( sime-
tria planar) com 2 pontos fixos triviais (atratores dos pontos da
regiao A < 0) localizados em T = 0 (fase ordenada) e T = « (fase
desordenada) além de um ponto fixo critico (atrator da linha cri-
tica (A < 0)) correspondendo a transicao do modelo XY.

Calculamos também os expoentes criticos v do comprimen-
to de correlacao, associados aos pontos fixos XY (vT), H[vT,vA) e
I(vT). A existéncia de 2 expoentes no ponto fixo H, nos permite de

finir o expoente de 'crossover":
¢ = v/vp (2.3.2)

Este expoente determina a forma assintotica da frontei-
ra critica proxima a A = 0, que € dada por

kT (A)  k,T_(0)
Bg - 2L + A, |8l (2.3.3)

onde A, sao constantes numericas correspondentes aos limites A + 0.
Apresentamos na Tabela 2.3.1 os valores obtidos para os
pontos fixos e expoentes criticos. Uma compara¢ao com resultados
de Migdal-Kadanoff, mostra que para a temperatura critica os dois
métodos tém o mesmo grau de aproximag¢ao (comparados com 0Ss resul-

tados de series) enquanto o presente GR, melhora consideravelmen-
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te os valores dos expoentes criticos. Resultados mais precisos po

)(lél), embora

dem ser obtidos com o uso de grafos maiores (b > 2
a dificuldade operacional associada a renormalizacao destes gra-
fos seja enorme.

Para finalizar este capitulo, gostariamos de mencionar
que outros sistemas tridimensionais foram estudados pelo método
de renormalizagao aqul apresentado, entre os quais o problema de

diluicao de anisotropia(léé) (onde aplicamos também a aproxima-

gao de Migdal-Kadanoff) e sistemas semi—infinitos(léﬁ)

nos quais
a simetria das interacoes volumétricas difere da simetria das in-

teracces de superficie.

TABELA 2.3.1 - Pontos fixos e expoentes, obtidos pelo presente método , pela

aproximagdo de Migdal-Kadanoff (MK) e resultados de séries. A temperatura cri
tica do modelo XY (A = -1) € indicada entre colchetes.

VALORES (87)
MODELO VALORES < M.k 87) | PRESENTE GR SERLES
(8, gL /9) (1,7.66) (1,10.91) (1,9.09) 20
C
vy 1.06 - 0.87 0.63 20
(8, 5T_/9) (0,2.91) (0,4.18) 0,3.33) 43
HEISENBERG Vg 1.39 1.17 0.7243)
ISOTROPICO 1 (152)
¢ = vV 1.56 1.27 1.25—=
/Y
(8, k5T _/9) (-0.88,6-80)  (-0.65,7.68) (_; g g9 (48)
[-1,7.26] [-1,9.44]
XY
vy 1.16 1.09 0.6748)




CAPITULO 3

GENERALIZACAO DO METODO DE CORTE-COLAPSO
PARA O MODELO Z(i)

Desenvolvemos um algoritmo para o modelo Z(4), que faci
lita enormemente a realizacdo de tracos parciais em grafos de 2
terminais, comumente usados em procedimentos .de renormali;agéo.Cg
mo aplicagéo; estudamos a criticalidade do modelo (ferromagnéti -

co) na rede quadrada.

3.1 - 0 MopeELO Z(N)

0 modelo Z(N) - & um dos mais gerals da Mecanica Estatis

tica, contendo como casos particulares, os modelos de Potts de N

(37,38) (y » 1

estados & o problema de percolacao de ligacoes e

modelo de Ising), XY C13551co(ig A7) e o modelo de Vil-

€ o
n 155).

Nos tltimos anos, varios trabalhos foram dedicados ao

estudo deste modelo (40,156~ 163), e alguns resultados exatos foram

obtidos, principalmente em duas dimensoes, usando argumentos de
dualidade.
A construcio matematica deste modelo & feita associando -

ian
se a cada sitio da rede uma variavel Sj = exp(—_mym) (nj =0,
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1;2,...;N—1) que pode ser interpretada como um vetor que assume N
orientacdes no plano; separadas por angulos iguais.

Considerando somente interacoes de primeiros vizinhos ,
o Hamiltoniano do sistema (onde incluimos o fator térmico —1/kBT)

¢ dado por:

E = }  h(n;-n.) (3.1.1)
<i,i> J
com
N 2R

In. -I11. = /,. ) .- - P . .
h (R -,) 821 { 2Kgeos[Fg= (ny-n;377 - K S (3.1.2)
Sendo N a parte inteira de N/2Z se.N >2 eN=1 se N< 2. 0

modelo de Potts corresponde ao caso particular em que K1 = K2 =

K L - 4
T N-1 T2

o modelo Z(N) torna-se mals geral que o de Potts.

(3+(-1}N)KN , de mode que somente para N 2 4 & que

Uma variavel apropriada para o estudo deste modelo, € o
vetor transmissividade(lég) de N componentes () (que @generaliza
o escalar de mesmo nome (t) usado no modelo de Potts(léi)) e cujas

componentes (t , o = 0,1,2,...N-1) sao dadas por:

N-1 . IN-1
t _ Z e—h(B) elZﬁGB/N E e—h(B) (3.1.3)
° B=0 B=0

Da equacao acima, podemos facilmente verificar que t; = 1 e t, =

*

a
- . .- - =D
E conveniente definirmos tambem o dual deste vetor (L ),

D ) . - - -
cujas componentes (tu’ @ = 0,1,2...N-1) satisfazem a seguinte ex-

pressao:
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N-1 N-1

tD _ E t e—lZﬂaB/N

t
o lpip P B8=0

8 (3.1.4)

A principal vantagem do uso destas variaveis € que para
combinacdes de ligacOes em séries e paralelo, elas possuem algo -
ritmos semelhantes ao de cembinacoes de probabilidades.
> (D)

Assim se 2 ligacoes (caracterizadas pelos vetores t

> ~ . - .
e t(z)) estao dispostas em serie ou paralelo, as respectivas trans

missividades equivalentes (%(S) ou %(p)) tém componentes determi-
nados pelos produtos:
(s) () , (2)
t,7 o=ty oty (3.1.5)
e
D D 1)
(p) _ (1) (2)
t, =t t, (3.1.6)

Estas relacdes permitem calcular trivialmente a transmissividade
equivalente de um grafo, redutivel a ligagdes em série e/ou para-
lelo. Quando o grafo nao € completamente redutivel a estas combi-
nacoes, este calculo torna-se mais complicado. Ele envolve o pro-
cesso usual de contagem direta de configuracées, que € um procedi
mento tedioso e que se torna impraticavel quando o tamanho do gra
‘fo e/ou o numero de configuracdes associadas a cada sitio aumen -
tam.

Em alguns modelos (Potts(lgi), rede de resistores

percolacao direcionadaclﬁgjj esta dificuldade foi contornada com

(165

o desenvolvimento do método de corte-colapso. Este algoritmo esta
belece procedimentos sistematicos, que fazendo uso de operacoes
topoldgicas locais, permitem realizar tracos parcials sobre os si

tios internos de um grafo, sem necessidade de efetuar a soma dire
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ta sobre as configuracdes destes sitios. Na proxima secadao, genera-

lizamos este metodo para o modelo Z(4)(191).

3.2 - 0 METODO DE CORTE-COLAPSO PARA O MODELO Z(4)

O Hamiltoniano deste modelo (obtido das eqs. (3.1.1) e

(3.1.2) com N = 4) pode ser reescrito(léz) da seguinte forma:

H = <_2_ {K1(Gicj+TiTj—1) + ZKZ(cichiTj)] (3.2.1)
1,3>

onde c¢.,t. = =1 (¥1) sao variaveis de Ising.
As componentes do vetor transmissividade e seu dual, va-

lem respectivamente:

to = 1 a)
—4K1
1T - e b)
t = t., =
1 3 -2 (K,+2K.,) -4K
142 e 1 2 + e 1 (3.2.2)
-2 (K, +2K.,) -4K
I B L )
27 -2(K,+2K,) -4K
1 2 1
1+2 e + e
[5]
D
t0 = 1 a)
1 - t -2 (K,+2K,)
D D 2 1 2
Yty =t = T aes = © by  (3.2.3)
1 Z
D 1-2t 4ty e—4K1 0
2 " 1+2t1+t2 =

Como t, e tq sao trivialmente conhecidos, vamos nos referir a par
tir de agora, somente as componentes t, e ty.

Consideremos agora um grafo qualquer de 2 terminais (re-
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dutivel ou n@o a combinacdes série-paralelo), cuja transmissivida
de equivalente (t") possui componentes t ({t(lj}) = Na({%(i)}) /
/Da({t(l)}) (@ = 1,2), onde {t(l)} indica o conjunto das transmis
sividades associadas a todas as ligacdes do grafo. 0 numerador
(Na({%(i)})) e denominador (D ({t(l)})) sao funcoes multilinea -
res da forma A+Bt§3) + Ctéj), sendo t(J) a transmissividade de uma

j-eésima ligac@o arbitrdaria e A,B e C funcdes das transmissivida -

des restantes (denotadas por {%ﬁi)}).A,forma‘multilinear tfj)t§j)
niao € apropriada pois no caso particular tgjj = téj) (Potts) per-
de sua linearidade.

Efetuamos agora na j-€sima ligagdo, 3 diferentes opera

coes topolﬁgicas: (i) O corte da ligacao (t(J) = t(J) = 0); (1i)
O colapso da ligacao (t(J) = t(J) = 1); (iii) O semi- colapso(to)=
= 0, tgj) = 1). A outra maneira de semi-colapsar a ligacao, que
(i) (3)
1 t2

consiste em fazer t, = = 0, & descartada por corres

e
ponder a exponenciais negativas (valores de K1 e K, sem significa
do fisico).

Com estas 3 operacoes, os coeficientes A, B e C ficam

determinados, e consequentemente verificamos que:
(1) ~ (3) bb (1) (3)_; (GG yybe (1)
N,UE 1) = (- 107 WOPHE D) w () e I DN AR

(tfjJJ NZC({t(l)}J , (@ = 1,2) (a)

+

D, @ty - a - téj)) ng({%ii)}) ' (tng_tng) Dgc({;ii)}) .

+

)y pSetVy (o = 1,2) (b)
(3.2.4)

Os indices (bb), (bc) e (cc) referem-se aos numeradores
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e denominadores dos grafos resultantes do original, quando a j-ési
ma ligacao foi respectivamente cortada; semi-colapsada e colapsa -
da).

Aplicamos estas operacoes aos grafos (bb,bc e cc), geran
do nove outros grafos, aos quails sao repetidos novamente estes pro
cedimentos, e assim sucessivamente. Quando os grafos resultantes fo
rem completamente redutiveis a combinacdes série-paralelo (e entao
resolvidos pelas eqs. (3.1.5) e (3.1.6)) ou tiverem todas as liga
coes semi-colapsadas (e neste caso a transmissividade equivalente
sera também semi-colapsada), revertemos o procedimento recursivo e
obtemos a transmissividade equivalente (t') do grafo original.

Vamos ilustrar o mé

todo para o grafo da Figura

—

3.2.1(b), no qual distingul -
mos a transmissividade da 1i-

- > -
gacao 3-4 (t) das demais (t).

Ty
g

FIGURA 3.2.1 - Grafos usados para
ilustrar o método de corte-colapsc

e para a renormalizacao na rede

quadrada.;%' na Fig. (a) € a trans (a) ; 2 (b)

missividade equivalente do grafo
da Fig. (b).

Efetuando as operacoes de corte, semi-colapso e colapso

> .
na ligacao 3-4 (caracterizada por t) obtemos os grafos da Figura

3.2.2.

{a} {h) fc}

FIGURA 3.2.2 - Grafos gerados a partir da Fig. 3.2.1(b) pelas operacOes de cor-
te (a), colapso (b) e semi-colapso (c}, na ligagao 3-4,
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As transmissividades equivalentes destes grafos tém os

seguintes numeradores e denominadores:

2
N1 = 2(T+t2) t1 a)
bb - 2.4
ND® =2 (tgety) b) (3.2.5)
bb .bb
DPP = DbP -1 s tg . 2t14 c)
cc 2 2
N1 = 4(1+t2) t1 a)
cc 2 2 4
N2 = 4(t2+2t2t1 +t1 ) h) (3.2.6)
D{¢ - p° - (1+t5)° + 4[(1+t§)tf+t$] )
be : 2 2
N1 = 2(T+t2) t1 a)
bc 2 4
NZ = 4(t2+t1 ) b) (3.2.7)
bc bc 2.2 4
D1 = D2 = (T+t2) + 4t1 c)

As equacdes (3.2.5) e (3.2.6) fizeram uso dos algorit -
mos da série-paralelo e as eqs. (3.2.7) foram obtidas pela aplica-
cio sucessiva do método, até a etapa em que os grafos resultantes
fossem combinacoes de série-paralelo, ou possuissem todas as liga-
coes semi-colapsadas.

Com estas equacoes e com o uso do algoritmo da equacao
(3.2.4), obtemos finalmente a expressao para a transmissividade

equivalente do grafo da Fig. 3.2.1(b):
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[201+t2)6. 2] + [201+t0% . 21T, + [4t t 21T
' 2° 1 2 1 71 281 4%
ST ethael) » Ot thIT, « (20l DT (3.2.8)
+2+.|+ +211+[ 2+1 9
Ztlee. M7 v [8t,t 21T, + [2(t2+t, DT
! 27 271 1 2771 2
T2 e T M) . a1etlt 21, + [2(tet, )T (3.2.9)
vty +2ty vt )ty Ity 4 2ty )1ty

Deve-se notar a enorme simplificacdao que este método pro
porciona quando comparado com o procedimento usual de contagem di-
reta das configuracbes (também feito por nos).

No Apéndice B apresentamos a expressaoc da transmissivi-
dade equivalente do grafo da Fig. 3.2.1(b), no caso geral en que
todas as ligacoes possuen transmissividades diferentes ( sistema
completamente anisotropicol.

Generalizamos o metodo de corte-colapso tambem para o
modelo Z(6) (que sera objeto de publicacao posterior) e estamos
atualmente trabalhando na gemeralizacdo do algoritmo para o modelo

Z{N) (N qualquer).

3,3 - CRITICALIDADE DO MODELO Z(4) FERROMAGNETICO NA REDE QUADRADA

As propriedades criticas do modelo Z(4) ferromagnético
(K1 z 0 e K1+2K2 2 0) na rede quadrada, foram estudadas por inu
neros autoreétléﬁ_léé), sabendo-se que existem 3 diferentes fases:
a) a fase paramagnética (P) onde <g.,> = <1;> = <0;7;> = 0; b} a2
fase intermediaria (I) com <o;> = <t;> =0 € <0;375> £ 0; c) a fase

ferromagnética (F) caracterizada por <o;> # 0, <1;> # 0 e <0;1;>#0.

A linha F-P & auto-dual,possui expoentes criticos que variam conti
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tinuamente(léﬁ) (iinha de pontos fixos) e se une as linhas I-P e
F-1 no ponto correspondente ao modelo de Potts de 4 estados. As
linhas I-P e F-1 s3o relacionadas por transformagoes de dualida-
de, terminam em pontos fixos de Ising e pertencem a classe de uni
versalidade destes pontos, mas sua expressao analitica & ainda des
conhecida.

Neste trabalho, vamos usar o grafo da Fig. 3.2.1(b) (com

re -
= t) para construir um G.R. para a rede quadrada. Este grafo

ey

que foi utilizado no capitulo anterior para a renormalizacao de
sistemas quﬁnticos;_fambém mostrou ser convehiente para outros sis
temas, coOmo percdlagao de ligagﬁes(lél), rede de resistores rando
micos(léﬁ), modelo de Potts(léi) e modelo Z(N)(lég}. Em particu-
lar, nesta ultima refercncia, a fronteira critica do modelo Z(4)
-foi obtida, mas nao fol feito um estudo detalhado dos expoentes
criticos ¢ comportamentos assintoticos aqui exibidos.

A interacio das eqs. (3.2.8) e (3.2.9) (com T = 1) for-
nece a fronteira critica da Figura 3.3.1.

0 presente G.R. (assim como © método de renormalizacao
de Migdal—Kadanoff(lél—lééJ) reproduz todos os resultados exatos
conhecidos para a temperatura critica: (1) a linha auto-dual (tzz
= 1H2t1), parte da qual constitui a fronteira F-P; (ii) os pontos

fixos criticos que estdo localizados em t, = t, = 1/3 (), t, =

1
:/tzzf’Z—I(I1),t1=O,t2=\/7-1(12)et1=/Z-‘l,t2=1
(IS); (11i)} as linhas F-I e I-P estao relacionadas pela transfor
macao de dualidade.

Obtemos também os seguintes comportamentos assintoticos

nas vizinhancas dos pontos 1,, IS e P respectivamente:



!
!
N 1,
kT
n
8- f
f
el ® @
Iy
ol ;
11
il ®
0 i 1 N 1 1
0 i 2 3 .y
(b) 4

FIGURA 3.3.1 - (a) Diagrama de fases nas variaveis (t,t,), mostrando as fases

ferromagnética (I}, intermedidria (I) e paramagnetica (P). I, 1,e1g sdo pon
tos fixos de Ising e P € o ponto fixo de Potts. As curvas tracejadas t=t, e
t, = t12 sao respectivamente os subespacos invariantes de Potts e Ising. A re
giao tracejada corresponde a valores nde fisicos de (t1,t2); (b) Diagrama de
fases nas variaveis (kﬁT/J1, 1+2J2/J1) com J; = (K;)kgT (i =1,2). As 1linhas

tracejadas sao assintotas.

tzm(/f-i)—@t13 . (c = 2(3vZ-2)/7 = 0.64) (3.3.1)

t,01-d[VZ-1-t,1-e [V2-1-t,1° ; (d=2/(/Z-1) = 4.83;

A (3.3.2)
e=C/vyZ2(¥2-1)

2

15.4)

£, 1-2t,2£(1/3-t,0% 5 (£ = 9825 ¢ = £a(27/13)/En(17/13) = 2.7245)

(3.3.3)
Com relacao aos expoentes criticos Vs '0s resultados
sao os seguintes: (i) os pontos I,, I, e I, sao semi-estaveis e

possuem o mesmo valor de vT; dado por Vp = Ln2/en(2V2 - 1)=
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= 1.15 (vp(exato) = T(léé)); (ii) O ponto P & totalmente instavel

com v, = ELn2/8n(27/13) = 0.85 (vT(exato) = Z/S(léi)), possuindo ,

também, o expoente de "'crossover' ¢ Ln(27/13)/&n(17/13)=22.7245,

i

(iii) As linhas F-I e I-P pertencem a classe de universalidade de
Ising (resultado exato); (iv) A linha F-P ¢ da classe de universa

lidade de Ising (esta previsao do G.R. € incorreta, ja que esta

€ uma linha de pontos fixos(léﬁ)J.

Para finalizar, gostariamos de mencionar que o meétodo

de corte-colapso aqui apresentado, foi também aplicado para o mo-

delo Z(4) na rede quadrada, anisotr6pica(lzg) e com diluicgao de

ligag6es(111)



- CAPITULO 4

0 MODELO DE ISING COM INTERACGES COMPETITIVAS
EM UMA ARVORE DE CAYLEY

Empregando técnicas iterativas semelhantes as do GR, ob
temos o diagrama de fases do modelo de Ising com interagdes compe

titivas J, (195 vizinhos) e J, eJ3 (205 yizinhos) em uma arvore

1
de Cayley cujo nimero de ramificacdo & 2. Todos os sinais de J,,

Jys I3

cutida.

sio considerados, e a influéncia do campo magnético € dis

44,1 - MODELO E FORMALISMO

Apesar de arvores de Cayley ndo reproduzirem as estru-
turas geométricas de substancias reais, elas tém sido extensiva -
mente estudadas em Mecadnica Estatistica. Varios fatores contribu-
em para isso: (a) A correspondéncia entre estas arvores € a apro-
ximacao de }eﬂw—ﬂﬂﬁrlsng)paraxede(kaBramds; (b) A presencga nes
tas arvores de efeitos semelhantes aos fenomenos observados emsis-
temas mais realisticos, como o modelo ANNNIClZé), que € usado pa-
ra descrever algumas substancias; tais como CeSb e NaNO,; (c) 0

fato de que a topologia especial das arvores de Cayley, torna mais

factivel (na maioria das vezes) o calculo de certas grandezas fi-
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sicas.

Vamos considerar a arvore de Cayley da Fig. 4.1.1(a) ,
cujo numero de ramificacdo € 2, e onde enumeramos as camadas  em
ordem crescente a partir da superficie (que corresponde a N=1).Va
mos associar a cada sitio, uma variavel de Ising (ci =*1) e con-
siderar interacoes J1 (de 195 vizinhos); J, (de 295 vizinhos no mes

mo ramo da arvore) e J., (de 295 vizinhos em ramos anexos).

3
0 caso particular J3 = 0 foi estudado por Vannimenus@ZiJ

que obteve o diagrama de fases, o qual apresenta as fases paramag
nética (P), ferromagnética (F), antiferromagnetica (AF), uma fase
de periodo 4 (<2>), além de um conjunto de fases com modulacao
mais geral (que denotaremos M), apresentando estruturas comensura

veis e incomensuraveilis. 0 estudo deste sistema para o caso J3=.J?

foi feito por Inawashiro e colaboradores(lZE’lZE), que encontra -

ram um diagrama de fases semelhante ao de Vannimenus, e investiga

ram a estrutura das fases do conjunto M, detectando a existéncia

de uma escada do diabo(lzz), que € associada a estruturas modula-

das encontradas em fases do tipo vidro de spin(lzg).

Neste capitulo(lzg), vamos generalizar os trabalhos an-

teriores, considerando a situacdo em que as interacoes J1, J2 e

JS podem assumir quaisquer valores (positivos ou negativos).

Para este estudo vamos aplicar um formalismo que empre
(175,176,179)

ga relacoes iterativas obtidas por um procedimento de
decimacao, que a cada passo elimina oS sitios da camada mais ex -
terna, de modo a preservar a funcdo de particdo (Fig. 4.1.1(b)).

0 efeito das camadas externas ja eliminadas, € incorpo-

rado no campo efetivo X, e sob a decimacao aparecem 0S novos cam-

pos U e V da Fig. 4.1.1(b).
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(a)

FIGURA 4.1.1: (a) Trés sucessivas geracoes de uma arvore de Cayley de numero
de ramificacao 2. J1 —, J2 (———-) e J3 (————- ) sao inte-
raghes entre variaveis de Ising; (b) Diagrama usado para ilustrar o procedimen

to de decimagdo. que elimina os sitios externos (qA e UB). X, Ue V sao campos

efetivos.

A realizagﬁo da operacao indicada nesta figura ¢ feita

igualando-se:

E » exp{K1(o1oA+o1cB) + K2(026A+UZGB) + KSUAUB + X(OA+UB)}=
OpsIp=*

= C exp(Wo o, + Ug, + Vo) (4.1.1)

onde K = Ji/kBT (i = 1,2,3). 0 traco.parcial da eq. (4.1.1) per-

mite obter:

U= (1/8)enlw(1,1w(l,-1)/w(-1,1)w(=1,-1)1 (4.1.2)
V = (1/4)£n[w(1,1)w(—1,1)/w(1,-1)w(—1,—1)] (4.1.3)
W= (1/8)enlw(1,1w(=1,-1)/w(l,-1)w(=1,1)] (4.1.4)
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174
C= wO,Dw(,-Dw(-1,1)w(-1,-1)1] (4.1.5)

sendo

wio,o') = 2exp(K3)cosh(zx+ZK o+2K,0') + Z exp(-Kg) (4.1.6)

2

A medida que eliminamos as camadas, as variaveis x (r)

T - o - . -
e Ki( ) (r € o indice que enumera a ordem de iteracgao) se trans -

formam (para r = 2,3,4) segundo as relagoes abaixo

X(r) — B(r)+2U(X(r—2),K (I'—Z)) + V(X(I‘P])’K1 (I‘_‘E)) (4.1.7)

1

K(r) K + W(X(T“T)’K“ (I'—‘E)) . (4.1.8)

1 1

onde BT - H(r)/kBT : HT) 5o campo magnético aplicado na
r-ésima camada.

As condicoes iniciais das relacgoes iterativas (4.1.7) e

(4.1.8) sio:

x( 2 : K{13 - K (4.1.10)

sendo BS associado ao campo aplicado na superficie da arvore (HS),
cuja presenca é necessiaria para quebrar a simetria da superficie.
Recordemos que em uma arvore de Cayley os efeitos de superficie
sio extremamente importantes, ja que o numero de sitios na cama-

da externa é sempre da mesma ordem de grandeza do numero de sitios
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do volume. Neste trabalho escolhemos para B_, o valor B_ = 0.01,
embora para quase todo o diagrama de fases possa ser feita uma
escolha arbitraria para BS (BS # 0). Entretanto,para valores de
B_ suficientemente grandes, modificacoces no diagrama de fases (in
duzidas por campos muito altos) podem,em principio,ocorrer (as re
ferencias (180) e (1 1) contém uma discussao deste efeito para

o caso particular J2 = J3 = 0).

4,2 - 0 DIAGRAMA DE FASES

As relacbes de recorréncia (eqs. (4.1.7) e (4.1.8)) per
mitem obter o diagrama de fases do sistema, que apresentamos no
espaco das varidveis (kgI/J,, p, q, H/Jy), sendo p = -J,/34, q =
= JS/JZ (q =0 e 1, correspondem respectivamente aos casos estu-

(174) (175 ,

dados por Vannimenus e por Inawashiro e colaboradores

176)

Cada fase € caracterizada por um atrator especifico no
plano (X(TJ,K1(I)), onde o campo efetivo X(r) determina a magneti
;agéo da r-é€sima camada. O diagrama de fases ¢ obtido, pela obser
vacao das mudancas qualitativas destes atratores, mudancas estas
gque podem ser continuas ou abruptas, caracterizando respectivamen
te transicdes de 22 ou 12 ordem. Alguns atratores tipicos sdo apre
sentados na Figura 4.2.1.

Nas Figuras 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 apresentamos alguns di
agramas de fases para H = 0 e diversos valores de p e qg. E impor-
tante notar que existe um isomorfismo entre as regioes (J1,J2,J3)
e (—J1,J2;J3). Neste isomorfismo; a fase ferromagneética correspon

de a fase antiferromagnética e a fase modulada <2> tem a ordem al
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27 . 5
LI X
% o
- E X 1 5 . ; X 5
-2l -]
(@) ¢=0.5; p= 0.2 ; kgT/J =06 (bIg=0.5; p=0.2; kyT/J, 203
5T 34
3 1+ K
K el
+ T L 1 1 1 bl
-5 X 5 ~-10 X 10
. : . 1
5] 37
{C)qxo-s; p=-02; kBT/‘Jl =-0Q.3 (d)q=05, p=0.7; kBT/‘Ji = (0.5
& Iy
£T 2.5 17

-8 J X B -3 T X 3

1

21 25 ]
{elg=05; p= 07, kg TJ, =08 {(flg=15 ; prl_3; kp T/, = 0.42

Qs:{x 3{:

e —————t— e —F et

A1 -E-_ X | I -10 T X 10
|

08 3]

toda=-105 P04 5 kgT/d; = L2 (hiq=15; p=03; k T/, =048

FIGURA 4.2.1 - Exemplos de atratores mo plano (X,K,) (determinados pelas equa-
coes (4.1.7) e (4.1.8)) para H = 0 e valores tipicos de p € g,
caracterizando as seguintes fases: (a) paramagnetica; (b) ferro
magné'tica;. (c) antiferromagnetica; (d) modulacao <2>; (e)-(h)fa

ses moduladas (M).
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FIGURA 4.2.2 ~ Diagrama de ﬁg‘ —
sesparaH=0¢ q = JS/J2= -1, : -

apresentando as fases ferromag
nética (F), paramagnética (P), ®
antiferromagnética (AF}, modu |

®

lagao <2> e modulacoes mais ge

rais M).

terada de T++l para T++l,
A >
onde as setas indicam a

magnetizacao de 4 camadas
sucessivas. As fases modu
ladas (M) apresentam uma T
inversao de ordem seme - y 7

lhante a fase <2>. Devido / \

a este isomorfismo, vamos
nos limitar a analisar a regiao kBT/J1 2 0, ja que o semiplano

0 & obtido trivialmente a partir daquele.

A

kBT/J1

Um aspecto interessante do diagrama de fases, € que pa-
ra q > 1, as temperaturas criticas das linhas P-M e M-<2> atin -
gem um miximo e depois diminuem (quando p cresce), ao contrario
do que ocorre se g £ 1 onde estas temperaturas criticas crescem
monotonicamente com p.

Para q = 3/2 a regido M divide-se em duas partes distin
tas.M1 e M2 (Figura 4.2.4) que sao caracterizadas pelos atrato-

res das Figs. 4.2.1(h) e 4.2.1(f), respectivamente. A fronteira

de M,-<2> & de 22 ordem, o que possivelmente nio ¢ o caso da 1i-

1
nha M,-<2> ; onde o atrator muda abruptamente daquele representa-
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FIGURA 4.2.3 - Diagrama de fa
ses para H=0e q = 0.5.

do na Fig. 4.2.1(d)(<2>)

para o da Fig. 4.2.1 (f)

(Mz), caracterizando uma

transicao de 12 ordem
Se q 2 3/2 ouq s 3/2 o

ponto multicritico P-M, -

-M,-<2> desaparece, e as

2

partes M1 e M2 tornam-se

conectadas por meio de

uma regiao bastante es - //

treita (Fig. 4.2.5).

Nesta regiao
divisdria ocorre um interessante fendmeno de metaestabilidade, ja
que durante um longo transiente (muitas interacoes) o atrator e
do tipo daquele da Fig. 4.2.1(f) (fases M,J, até que  flutuacoes
numéricas levam o sistema para um atrator do tipo da Fig. 4.2.1(h)
(fases MT)' Este fenomeno indica que um numero enorme de camadas
externas possul uma fase modulada (Mz) diferente da modulacao das
camadas internas (M1).

A baixas temperaturas (e com H= 0), se q < 1, a regido
M apresenta uma pequena reentrancia na fase paramagnética ( Fig.
4.2.6) que & mais pronunciada em q = 0 e diminui quando g se afas

ta deste valor (por valores positivos ou negativos).
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20y

FIGURA 4.2.4 - Diagrama de
fases para H= 0 e q = 3/2.

A regiao M se bifurca em du

as partes M1 e M2 .

2.0

pma,

et

FIGURA 4.2.5 -

Parte do diagrama
de fases, para H=0e q = 1.6. A
regiao tracejada divide as

M1 e MZ‘

fases
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FIGURA 4.2.6 - Reentrancias da regido
M na fase P.

FIGURA 4.2.7 - Diagrama de
fases, para H= 0 ¢ kBT/J1 =
= 0 (o diagrama para p<p &

|1 ® obtide usando o isomorfismo
l@ sob a transformacio (J] I P
Jz) > (-J1,d5505) ).
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Ainda para campos nulos, obtivemos o diagrama de fases

em kBT/J1 = 0, o que sao segmentos de reta (Fig. 4.2.7),dados por:

a) Linha F-<2> % -3 5 g=0 4.2.1)

b) Linha F-M % = 3+q ; qz 0 (4.2.2)
: 1 3-q ;s pE(2+Y2)/4

¢) Linha M-<2> - = (4.2.3)
Pl VZ(q-1) 5 p 2z (2+/2)/4

d) Linha P-M % - g1 ; qz1 (4.2.4)

A presenca de um campo magnético externo (H # 0) mudara
o diagrama de fases. Em particular a linha F-P desaparecera, ja
que o parametro de ordem da fase F que € a magnetizacdo, € termo-
dinamicamente conjugado a H. Ilustramos na Fig. 4.2.8 a mudanca
do diagrama de fases provocada pelo campo, e uma analise mais de-

talhada dos efeitos provocados por H (no caso particular J2=J3=0)

pode ser encontrada nas referencias (182), (183) e (184).

Finalmente, gostariamos de mencionar como possiveis ex-
tensoes deste trabalho, um exame mais acurade da estrutura inter-
na das fases moduladas M, o estudo de arvores de numero de ramifi

- . (185) U .
cacoes diferentes —=° (e eventualmente infinitos) e o diagrama
de fases de outros modelos estatisticos em arvores de Cayley, co-

(186) (187)

e o0 modelo "Chiral

me ¢ modelo de Potts ja estuda

dos em situacbes especiais.
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T
4.0,
®
®
®
201
)
a5
-;o -60 -40 20 20 KT 0
(a)
B
14,1
®
1',0 ) 2fo BT /7140
(b)
FIGURA 4.2.8 - Diagrama de fases na presenca de um campo externo H # 0 :

(@ p=q=1;
M) p=-q9=-1.



CAPITULO . 5

NfVEIS DE ENERGIA E CALOR ESPECIFICO DE
OSCILADORES ANARMONICOS DESACOPLADOS

Neste capitulo nos afastames do tema central desta tese
(magnetismo de sistemas de spins localizades), para estudar os ni
veis de energia e calor especifico de osciladores anarmonicos de-
sacoplados, utilizando diferentes aproximacoes analiticas e compa

rando seus resultados com calculos numéricos de alta precisao.

5.1 - 0 ESPECTRO DE ENERGIA

Vamos considerar um sistema cujo Hamiltoniano &:

oo @? s a2 5y s a,v 0 (5.1.1)

1
Zm

Este sistema engloba como casos particulares ( diferen-
tes valores de v ) varios casos de interesse fisico. Assim o 1i-
mite v » 0 Trepresenta um poco de potencial de altura a/2m e lar-
gura infinitesimal (Ax - 0); para v = 2 temos o oscilador harmoni
co simples de constante K = az/m; no limite v » « o sistema re-
produz um poco quadrado infinito de largura Ax=2/va, e finalmen-

te, para os demais valores de v , temos um oscilador anarmonico.
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A solucao exata dos niveis de energia do Hamiltoniano

acima (para v qualquer) ainda ndo & conhecida, com excecao dos ca

w(188)  A1ém destes resultados, somente

por meio de calculos numéricos de alta preciséo(lﬁg"lgé)

(188)

sos particulares v = 0,2,
e aproxi

macoes analiticas (W.K.B. e Turschner(lgi)) tem sido possl -

vel fazer estimativas(lgij sobre os valores dos niveis de ener -
gia B (v) (0 = 0,1,2,... € o niimero quantico que caracteriza o
estado).

Turschner interpretou sua formula como exata, até que

trabalhos posteriores(l§é5lgz)

mostraram gque o resultado por ele
obtido constituia, na realidade, uma aproximacdo. Sua formula es-

tabelece a seguinte expressdo para os niveis de energia:

-n* 1a" (2+45)™ % , )
En(v) = B(v) o1 {dsn[:s(3v+2)/(v+2) J ;0 (no=0,1,2...)

onde

o1 3.2/ (us2)
_ 3u+? \)F(—Z—)F(G + 7)7
B(\)) = Ew(\))r( \)+2J (: F(1/\)) (5-1.3)
cCOm
wv) = (aymhv-227/(vs2) (5.1.4)

t - h/2n € a constante de Planck e T (x) € a funcao Gamma(lgﬁ),

que generaliza o fatorial e cuja propriedade fundamental e
I(x+1) = xT'(x).
A expressao original para En(v) (eq. (5.1.2)) nao €

apropriada para fins operacionais, ja que a obtencao do enesimo
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nivel de energia exige o calculo de uma derivada de ordem n, o que
pode ser um processo tedioso se o estado correspondente ¢ um dos
estados de alta energia.

A expressao paTa En(v) pode ser colocada em forma mais
conveniente, desenvolvendo em binomio de Newton o termo (2+s)” e
efetuando posteriormente a derivada na variavel s, o que resulta

CIt:

B(A) ¢ I (Aed+1)
By () = S T+2 ﬁEO I (2+T)T (M 1~20T7 (X+2+1-n) (5.1.5)

onde A = 2v/(v+2) € (0,2) & uma varidvel apropriada que faz um ma
peamento biunivoco do intervalo 0 < v < ® em 0 < A < 2,

Da equacdo (5.71.5) temos:

B, (A) = By /2 (140D (5.1.6)
E1(A) = EO(A)(2A+1) (5.1.7)
E, () = EO(AJ(2k2+2A+1) (5.1.8)

Pode-se mostrar que, em geral, E (X)/E;(A) & um polind-
mio de grau n mna variavel A.

E possivel também derivar relacoes recursivas a  partir
da eq. (5.1.2). Usando a igualdade ZEO(A+1)/EOCKJ = B(A+1)/B(A) ,

mostra-se que:

B (A+1) E_ . (A) E_ (\)
n n+1 n+l n-i n
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(5.1.10)

n+1(k n+1 En()\+1J En+'l()\+U
E, G0 T (A+1) [( EyO+T1) 7 Ej(a+T) :

Destas relacoes, vemos que para os niveis de energia na aproxima-
cao de Turschner, os intervalos 0 < x £ 1 e 1 £ XA < 2 sao rela-
cionados, de modo gue apenas uma destas regioes precisa ser estu-
dada, ja gue a outra € trivialmente obtida a partir da primeira.

Combinando as egs. (5.1.9) e (5.1.10), obtemos:

E 100 = Gop) [}2A+1JEH(A) + EH_T(Ai} C(5.1.11)

n+1

Esta relagdo de recorréncia, permite obter iterativamen
te a energia de um estado qualquer, a partir das energias do esta
do fundamental‘EO(A) (eq. (5.1.6)) e do 19 estado excitado ET(A)
(eq. (5.1.7)), o que facilita enormemente a realizaciao de medias
termicas, as quais envolvem a totalidade do espectro.

Derivamos também expressoes assintoticas (n - ) para

-« - - 0 -—
os niveis dos estados de mais alta energia, que sao dados por:

E_(0) = E.()) 20t G, A, A1) O(1/nsj (5.1.12)
n 0 il+1i Zn 12n2

ou

22 (me1/2)0 T, A=D1 0[1/n3{}

E_(A)=E.(X)
1 0 1—'[}\+1) [_ 24(1’1+1/2)

(5.1.13)

Em particular, o termo dominante da equacao (5.7.13) constitul a
(193)

formula obtida pela aproximacao W.K.B. para os niveis E_(}).
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No limite v = 0 (A + 0) as aproximacoes de Turschner e
W.K.B., coincidem e todos os niveis convergem para 0 valor
En(A +~ 0) = a/2m que & a altura do pogo de potencial. Este ¢ um

(188) © §3 que neste caso nio existem estados liga-

resultado exato
dos e o espectro de energia do sistema € continuo, com limite in-
ferior E0 = a/Zm.

Para v = 2 (*» = 1) novamente as duas aproximacoes coin
cidem e reproduzem o valor exato do espectro de um oscilador har-
ménico simples E_(h=1) = Rw(r=1) (m + 1/2).

No limite v - « (A = 2) as aproximacoes mencionadas for

necem as seguintes expressdes para os niveis de energia:

24 2
En(k) = E%%TE (n2+n+1/2) (Turschner) (5.1.14)
2% 2
E () = ”;‘ma (m2+ns1/4) (W.K.B.) (5.1.15)
(188)

Estas aproximacoes falham na reproduc¢ao do valor exato dado por—

ﬂzﬁza 2
En(l) =~ (n"+2n+1) (exato) ‘ (5.1.16)

Os resultados obtidos para outros valores de v ( Tabela
5.1.1) mostram ser a aproximacdo de Turschner superior a aproxima
cdo W.K.B. para quaisquer v ¢ n. Em ambas as aproximagoes oS €r -
ros cometidos diminuem para grandes valores de n, tornando-se des
pre;iveis no limite n - «, quando ambas reproduzem o resultado
exdato.

Na Fig. 5.1.1 apresentamos um griafico dos primeiros ni-

veis de energia previstos pela aproximacdo de Turschner.
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{a)
Ep v =4)/Fw(v=4)
n Banerjee (1978) WKB Turschner
0 0.530 181 0433573 0.516229
i 1.899 837 1.875961 1.892 838
10 25128127 25.120092 25,127 242
50 203.937182 203.934 483 203.936 825
100 510494996 510.493 531 510.494 769
1000 10932.631059 10932.637 589 10932.631 010
10 00¢ 235395.147214 235395296055 235395.147 202
(b}
E,(v==0}/Fiw(+v=6)
Hice (1976} WKB Turschner
0 0.572404 0.400415 0.532288
1 2.169303 2.080618 2.129 151
pi 4536544 4.476777 4.524447
3 7.467 589 7.413792 7452030
4 1G.857 066 10.811 208 10.845 365
5 14.649 761 14,608 294 14637916
(c}
E (v B/ fml{yv==8)
Hioe (1976) WKB Turschner
0 0612911 (.380 968 0.544 641
i 2377909 2209441 2.287492
2 5122454 5.003 113 5076054
3 2671641 8571270 8.631471
4 12905042 12.813753 12.870083
5 17.605151 17.716048

17.749 655

TABEIA 5.1.1 - Resultados numéricos dos niveis de energia para valores tipicos

de v ((a) v=4; (b)v=6; (c)v=8),obtidos (195a) pelas aproximacoes de Turschner e
W.K.B., comparados com calculos mméricos {29-192)

Eﬂ()‘) n=5%
hwin)

&

FIGURA 5.1.1 - Variacao dos seis pri-
meiros niveis de energia (usando a for

mula de Turschner) em relacao ao para-
metro i = Zv/(v+2).
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5.2 - 0 CALOR ESPECIFICO

Efeitos anarmonicos tém particular importancia no estu-
do de propriedades vibracionais de um sﬁlido(lggj, COMO POT exem-
plo, na explicacdo da dilatagdo térmica e no calculo da condutivi
dade térmica de isolantes. Em geral, considera-se os atomos como
um conjunto de osciladores acoplados, e se estudam os modos nor -
mais de vibracdo, e os efeitos provenientes de perturbacoes anar-
monicas. Este fato justifica o interesse em calcular proprieda -
des termodinamicas de osciladores anarmonicos.

Assim, nesta secao, vamos investigar o . comportamento
térmico de um conjunto de osciladores anarmonicos (eq.(5.1.1)} de
sacoplados, calculando o seu calor especifico, cuja expressao exa

2 (3) o cujo limite classico de

altas temperaturas para v = 2N (N = 1,2,3...) vale C z-%+é%)kBG@91

ta € conhecida somente no caso v =

]

Usaremos a aproximacdo de Turschner para o espectro de energia ,

que € superior a W.K.B., conforme vimos na secao anterior.

0 calor especifico €& dado pela expressaoc geral(é):
_ 3 [+2 34&nZ
C = kB 5T LT 3T (5.2.1)
sendo Z = ) exp(-En(A)/kBT) a funcdo de particao do sistema.

n=0
Nao nos foi possivel obter as expressOes analiticas de

Z e C para valores arbitrarios de A e T. Devido a isso, efetuamos
um calculo numérico cujos resultados sdo exibidos na Fig. 5.2.1 e
na Tabela 5.2.1; e métodos analiticos forém empregados somente nos
limites T - 0 e T » e,

No limite de baixas temperaturas (T - 0} somente transi

coes entre oS primeiros niveis de energia ocorrem {a menos de even
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v - /2

kBT/ﬁwDJ

FIGURA 5.2.1 - Variacdo térmica do calor especifico para valores selecionados

de v . '
hd
kpT /Hiwlv} T 1 2 4 v—r oo
0.2 1.150 874 £.505 332 0370742 0.048 489 0.000 668
0.4 2.309 754 1.133296 0.608 §90 0.376 005 0.079 362
0.6 2.451 448 1.345 011 0.797 443 0.558937 0.268 633
0.8 2483854 1.423335 0.879 366 0.633 495 0.405 654
1.0 2493504 1.457285 0.920674 0.669 246 0.467 745
1.2 2.4970%0 1474010 0.944.085 0.689473 0.49C 114
1.4 2,498 465 1423099 0.958 546 0.702 307 0.497182
1.6 2489150 1458428 0.968074 0.711103 0.499237
1.8 2.49% 499 1.491 746 0.974 672 0.717 465 0.499 801
2.0 2.496689 . 1493914 0.979425 0.722 251 0.499 950

* o= So T - —= e oot s e e e P e i

A expressio analitica para v=2 é dada por (3):

c _45"_3(:_):}1{9)

kg [expl@)—1]*

_ Fol=2)

ks T

TABELA 5.2.1 - Calor especifico (em unidades de kB) para valores tipicos de v
e T.
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tuais flutuacoes). Considerando apenas transicdes entre o estado

fundamental e o primeiro estado excitado, obtemos:

; (T - 0) (5.2.2)

kg kgT kT

c [ZAEO(A)]Z [ 2XE (1)

exp |- ]

A funcao de Cauchy exp (-2AE; (A) /kgT) garante que C - 0

em T + 0 (32 lei da termodinamica), sendo uma funcao tipica do com

portamentos de baixas temperaturas de sistemas cujos espectros de
energia sao descontinuos no estado fundamental.

No limite de altas temperaturas, obtemos:

(61
kC_B - % {1 ROV [%%L] } (T > o) (5.2.3)

Esta expressdo (com diferentes R(x) e a) foi obtida também pela
aproximacao W.K.B. e pela expansdo Semi-classica de Wigner-Kirk -
wood(é’zgl’zgz), que consiste em expandir a funcdo de particgido em

poténcias de h.

0 valor classico (T » ») predito pelas 3 aproximacdes

acima mencionadas C = % kB = (% + %)kB generaliza o teorema da
equiparticao (v = 2) e o caso v = 2N (N = 1,2,3) obtido anteri-
ormente(zgg).

No tocante ao expoente (a) da correcdo quantica ao va-

lor classico, a aproximacdo de Turschner e a expansdo de Wigner-

-Kirkwood prevéem um valor o 2/x = 1+2/v, enquanto a aproxima-

(3v+2)/2v. No caso particular v =4,

c¢ao W.K.B. fornece o = 1+1/)

efetuamos um calculo computacional, usando o espectro numérico

(190)

disponivel e observamos que 0 expoente da aproximacao de

Turschner € o correto. Na Tabela 5.2.2 apresentamos estes resulta
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dos e efetuamos uma comparacao entre as aproximacoes de Turschner

e W.K.B.
Crky

kpT/Aolv=4)  exato {(numerico) Turschner ~ ___WKB _
0.2 0.049697 - - - 0048489 (—2.43) 0.038335 (-22.88)
0.4 0.378727 - - - 0.376005 (-~0.72) 0.352683 (—6.88)
0.6 {0.560176 - - - (0.558937 (—-0.22) 0.55427t (—1.05)

0.8 0.633516 - - - 0.633495 (—0.003) 0.641220 (1.22)

1.0 0668456 - - - 0669246 1(0.12) 0.682084 (2.04)

1.2 0.688183 - - - 0.689473 (0.19) 0.703790 (2.27)

1.4 0.700741 - - - 0,702 307 10.22) 0.716535 (2.25}

1.6 0.709408 - - - 0.711103 (0.24} 0.724616 {2.14)

1.8 0.715732 - - - 0.717465 (0.24) 0.730054 {2.00)

2.0 0.720536 - - - 0.722251 (0.24) 0.733886 (1.85}

3.0 0.733549 - - - 0.734921 (0.19) 0.742773 {1.26)

4.0 0.739 164 - - - 0.740211 (0.14) 0.745 840 (0.90)

0.747268 (D.69)

50 0.742 18 - - - 0.742997 {0.11)

(195a)

TABELA 5.2.2 - Calores especificos para v = 4 obtidos pelas formulas de

Turschner ¢ W.K.B., comparados com o resultado numérico. 0s erros percentuais

sdo indicados entre parénteses.

Uma expansdo da funcdo de particao (usando o espectro de

Turschner) em altas temperaturas(lgé] permite estimar um valor

para R(2) ¢ compara-lo com o valor obtido pela expansao de Wigner
_Kirkwood. Para v = 2 (A = 1) ambas as aproximacoes reproduzem O

0.0833 enquanto para v = 4 (A =4/3)

n

resultado exato R(1) = 1/12
as aproximacdes mencionadas formecem os valores 0.104 (Turschner)
e 0.119 (Wigner-Kirkwood). O calculo numérico feito para este va-

lor de v, confirma o valor obtido pela expansdo semi-classica de

Wigner-Kirkwood, cuja expressdo para (A2 1) & dada por:

5 1 2/A 1 1
R(M) = 2AT Gy - ) /3)\2 (2-MT (5 - 7 (5.2.4)
Para A < 1 ndo nos fol possivel obter uma expressdo analitica pa-
ra R(A). BEntretanto, um calculo numérico usando a formula de Turs

chner(lgéi) mostra que R(A) cresce monotonicamente de R(A=0) = 0

para R(a=1) = 1/12 = 0.0833.



CONCLUSOES

O principal objetivo deste trabalho, foi o estudo de
propriedades criticas estaticas de sistemas magnéticos de spins lo
calizados.

Inicialmente desenvolvemos um método para a renormali-
zacao (no espaco real) do modelo quantico de Heisenberg anisotro-
pico de spin S = 1/2, que permite o calculo exato de médias térmi
cas em grafos de 2 terminais comumente usados em renormalizacao .
Examinamos alguns efeitos de origem quantica, que evidenciam o}
fato de que procedimentos Zoecais (que tratam separadamente regi -
oes finitas do sistema), quando aplicados a sistemas quanticos sdo
necessariamente de natureza aproximativa.

Estudamos o modelo (ferromagnético) acima mencionado na

A

A..) e na rede cubi-

rede quadrada (com anisotropia uniaxial, 0 j

[N

ca (com anilsotropia uniaxial e planar -1 = A-1j

fronteiras criticas e expoentes criticos do comprimento de corre-

1), e obtivemos

lacao (v) e de "crossover" (¢), alem de determinar as classes de
universalidade existentes.

No caso bidimensional, foram analisadas as desordens tem
peradas de diluicao de ligacoes e de anisotropias. As fronteiras
criticas encontradas reproduzem todos os resultados exatos conhe-
cidos (temperaturas criticas dos modelos puros de Ising e de Hei-
senberg isotropico, e ponto de percolacdo do modelo de Ising), o
que nos permitem acreditar que as mesmas constituem excelentes pro

postas numéricas das superficies reais, para quaisquer temperatu-
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ras. 0s expoentes criticos obtidos, possuem um erro maximo de 15%
em relacao aos valores exatos; e a classe de universalidade predo
minante em ambos os casos, € a do modelo de Ising puro, que englo
ba todos os pontos criticos do sistema com temperatura nao-nula.

No caso tridimensional, onde nao existem solugoes exa -
tas conhecidas, obtemos uma fronteira critica, que comparada aos
resultados de séries, possuem um erro da ordem de 20%. Os expoen-
tes criticos, quando comparados aos resultados de séries, sdo Su-
periores aos valores obtidos pela aproximacao de Migdal-Kadanoff.

Na regiao de simetria planar (Aij < 0) nao € tao boa a
performance do presente método (bem como do método de Migdal-Kada
noff). Assim em duas dimensoes nao reproduzimos a transicao de
Kosterlitz-Thouless, e em 3 dimensbes nao obtemos wuma descrigao
adequada da fase ordenada, pois o ponto fixo atrator desta regiao
que possui simetria planar, nao & obtido neste trabalho. Em prin-
cipio estas dificuldades podem ser contornadas com o uso de gra-
fos adequados.

Qutro sistema estudado foi o modelo Z(4), para o qual
desenvolvemos um método de realizacdo de tracos parcials em gra -
fos de 2 terminais, que dispensa a operacao de contagens de confil
guracoes. Fizemos uma aplicacao, para o modelo ferromagnético na
rede quadrada, e a fronteira critica que encontramos, reproduz to
dos os resultados exatos conhecidos: a existencia das fases para-
magnética (P), ferromagnética (F) e intermedidria (I); a linha au
to-dual F-P; os pontos fixos de Potts (P) e de Ising (11,12 e IS)'
No tocante as classes de universalidade, obtemos corretamente que
as linhas F-I e I-P possuem a classe de universalidade do mode-
1o de Ising, e incorretamente que a linha F-P também possui  uma

classe de universalidade de TIsing (sabe-se que esta € uma 1inha
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de pontos fixos). Todos estes resultados indicam que o diagrama
de fases que exibimos (com os comportamentos assintoticos das cur
vas F-1 e I-P) € uma excelente aproximacdo numérica das linhas cri
ticas reais.

0 modelo de Ising em uma arvore de Cayley, com intera -
¢gOoes competitivas J1 (de primeiros vizinhos) e Jo, Jg (de segun -
dos vizinhos) foi estudado por meio de relacoes iterativas que per
mitem obter o diagrama de fases (numericamente exato). Este traba
1ho generalizou resultados obtidos anteriormente para Jg = J, e
Jg = 0.0 diagrama apresenta as seguintes fases: (1) paramagnéti-
ca (P); (ii) ferromagnética (F); (iii) antiferromagnética (AF) ;
(iv) duas fases de periodo 4 (denotada por <2>); (v) um conjunto de
fases moduladas (comensuraveis e incomensuraveis) que
indicamos por M. Alguns fenomenos interessantes foram encontra -
dos, a saber: (a) o desaparecimento das fases <2> e M para q =
= J5/J; > 1 e valores de lp| = I"JZ/J1| suficientemente gran -
des, provocando o aparecimento da fase P a temperaturas arbitra -
riamente baixas; (b) em g = 3/2 as fases M, bifurcam-se em duas
regices M; e M,, que se conectam por meio de um ponto multicriti-

co, e para valores de q proximos de 3/2, a conexao entre estas re

;
gides se di por meio de uma estreita faixa onde ocorrem fenomenos
de metaestabilidade. A tramsigao <2> - M, &, ao que tudo indica,
de 12 ordem, ao contrario das demais que sdo transicdes continuas.
Finalmente estudamos os niveis de energia e o calor es-
pecifico, de um sistema de osciladores anarmonicos desacoplados ,
onde cada oscilador € caracterizado por um potencial proporcional
a ixlv (v > 0). Realizamos um estudo comparativo entre as aproxi-

macoes analiticas de Turschner e¢ W.K.B., que evidenciou os seguin

tes fatos: (a) ambas as aproximacdes sao exatas para oS Casos par
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ticulares v » 0 e v = 2; (b) para os demais valores de v, a apro
ximacdo de Turschner & superior a WKB, tanto para os niveis de ener
gia como para o calculo do calor especifico. Em particular, o va-
lor classico do calor especifico C ~ kB (% + %) previsto pelas du-
as aproximacdes & exato, mas somente a formula de Turschner prevé
a forma apropriada da 12 correcao quantica a este limite cldssico.

Como possiveis extensdes do presente trabalho (algumas
das quais ja estdo sendo feitas) gostariamos de mencionar: (a) o}
estudo de sistemas antiferromagnéticos e de anisotropias no espago
cristalino; (b) a generalizagdao do método de renormalizacao de sis
temas quanticos, para incluir campo magnético, spins S > 1/2 e sis
temas de férmions; (c¢) o estudo de desordens associadas a  sitios
que sao as mals encontradas experimentalmente; (d) a generalizacao
do método de corte-colapso para o modelo Z(N) (N um inteiro qual-
quer); (e) um exame detalhado das fases moduladas (Capituleo 4) pa-
ra a deteccao de escadas do diabo, atratores estranhos e outros as

pectos interessantes.

... pois cada qual considera claras as ideias que estdo no mesmo grau

de confusao que as suas.
’ M. Proust




'APENDICE A

RENORMALIZACAO DE LIGACOES EM SERIE E PARALELO

A.1 - LIGACOES EM PARALELO

Consideremos inicialmente um grafo de 2 ligacoes em pa-
ralelo (Fig. A.1(a)). Cada ligacdo € do tipo Heisenberg anisotro-
pica (eq. (1.3.1)); e caracterizada pelos parametros Ki’ Ay (i =

= 1,2). A renormalizacac deste grafo & obtida trivialmente, e 0S

parametros resultantes (KP;AP) sao dados por:

Kp = K1 + K2 (A.1.1)
e
K A, +K,A
1791 7272
A = et & (A.1.2)
P K1+K2
A generalizacdo para N ligacoes em paralelo, de parame -
tros K;, 4 (i = 1,2,...,N) tambem é facilmente realizada e resul-
1 ! ) ! 1
7 _ (Koo
MKy D) = k8l G, 80| (K, A) = 3
2 ' 2 (o) 2 | 2 - W)

FIGURA A.1 - Grafos de 2 terminais representando a renormalizacao de 2 liga -
coes em paralelo (a) e em serie (b).
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ta em:

N
K = _Z K. (A.1.3)

N N
AP = _21 Kid, iz K; (A.1.4)

Duas observacdes merecem ser feitas, acerca da renormalizacao do
parametro de anisotropia (A): (i) Se todas as ligacgOes possuem ©
mesmo valor de A (Ai =A, 1=1,2,...,N) a ligacao renormalizada
possuira a mesma simetria, ou seja, A_ = A; (i1) Se combinamos al

P
gumas ligacBes isotropicas (Ai =0; i=1,2,...,p) com outras ani

liA

sotropicas (b = & #0; 1 =p+l,...,N; 1 p < N), a simetria re-

sultante sera anisotropica (planar (A < 0) ou uniaxial (A > 0)).

A.2 - LIGACOES EM SERIE

Vamos agora renormalizar 2 ligacdes em série (Fig.A.1(b))
de parametros Kjsay ¢ Ky,h, utilizando o método da segao 1.3
Os parametros renormalizados K' e A' daquela secao, sao denota -

dos aqui por K, e A respectivamente.

S,
Os Hamiltonianos dos grafos de 2 ligagoes e do grafo re

normalizado sao dados respectivamente por:

o X X YV Y~ 2 Zq X X Y.Y v Z
H = k1[(1~A1)(0103+0103)+0103} + KZ[(]-AZ)[0203+0203) + 0203}

(A.2.1)
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¥t X X Y. ¥y . -L.L
H! = KG + KS[(1-AS)(0102+0102) + 0102] (A.2.2)

T
A expansao de el foi realizada na Secao 1.3 (eq. (1.3.4)) enquan

to a expansio de e & a seguinte:
g . X X V.Y X X Y ¥y o XX Y.y
e’ = a+b13(o103+0103) + b23(0203+0203) + b12(0102+0102) +

z
0y (A.2.3)

Como existe invariancia pela permutacio dos sitios 1 e 2, as se -
guintes igualdades sdo satisfeitas: b13 = b23 € Ciz = Cyz-

0s parametros renormalizados Ké, KS e AS Sa0 funcgoes
dos coeficientes a, b12 € Cqps determinadas pelas eqs. (1.3.14) ,
(1.3.15) e (1.3.16), fazendo-se N = 3.

Para determinar a dependéncia funcional de a, b12 e ¢y,
com K%, A1; Koy Bo, necessitamos diagonalizar o Hamiltoniano. Va-
mos inicialmente representé—io na base:

Z Z_Z i )
016203> = {]+++>, ++—>,|+—+>, —++>,]——+>, —-t=2, +——>,|—~—>}

Temos entao

[ A, 0 0 0
0 Ay 0 0

H = (A.2.4)
0 0 Aq 0

L0 0 0 A

Definindo W; = K, (1-24;), (1 = 1,2) as matrizes A e Ag
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tem a seguinte forma:

A1 = K1 + KZ (A.2.5)
e
—(K1+K2) ZW2 ZW1
A3 = ZWZ (K1—K2) 0 (A.2.06)

0 Hamiltoniano ¥ , possui um autovalor trivial associa-

do com A1 (eg = K1+K2) enquanto os autovalores associados a ma -

triz A, (Ej, j = 1,2,3) sdo as raizes da equacdo cubica:
e3 1 ae? - phaaiale - BlosraWs-wH] = 0 (A.2.7)
(o = K1 + K2 ;B o= K1 - Kz).

A matriz U que diagonaliza # , possul a mesma estrutura de blocos
que # , com U1 = 1 e U3 sendo uma matriz 3x3, cujos elementos sao

dados por:

= AT (i,j = 1,2,3) (A.2.8)

(UB)i,j i 2

onde:

7 ;

e.+p 4w

A= Al i-s) ) (1-8, ) +\/// —E o (-8 Y6, (1-63)
J 19 1 2 AW+ (e ) 20 M J

- b 1 5.1 20 1 11
. (1-6' 36! (1-6%) + 8! &) s, (A.2.9)
4W?+(Ej+a)2 By TAy j AyhyTd
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2 2 7 1
) ej+ej8—4w1 - W, 3 1 : 4w 1
= —o | A (1=, I (1-6, ) 4 . 5 (1-6) )
u(B—Ej)+4W 1 i 2 4W2+(Ej—5) 2

2
1 3 1 1 .2 1 <1 2
6A (1—6j) + (1—6A )6A Gj + 6A ﬁA Gj (A.2.10)
1 1 2 1 2
aH? -1 - ah? - oh? (A.2.11)

Conhecendo os elementos da matriz U e os autovalores de

H, determinamos explicitamente a matriz F (K1,A1;K2,A2) da equa-

cao (1.3.19).

A representacao matricial (na mesma base usada para re-

presentar H) do lado direito da eq. (A.2.3), é&:

onde

[ B, 0 0 0
0 B 0 0
el . 3 (A.2.12)
0 0 B 0
L0 0 0 B,
B1 =8 4 Cqy t 2c]3 (A.2.13)
(a+c12—2c13) 2b13 2b13
B3 = 2b13 (a—clz) Zb12 (A.2.14)
2by3 2by, (a-cq5) J

Assim fica também determinada analiticamente a matriz G(a,by7,47
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b CTS) da equacao (1.3.20).

13°
Igualando as matrizes F e G, obtemos:

(K, +K,) 3 3 £. .
a=q [e L eJ(H)zj (A.2.15)
i=1 j=1 /
b oo 1 % o (;\?;\?)] (A.2.16)
12 2 L—j=1 373 T
(K. +K.) 3 el
iy = % [:e 2 Z1 e J(l;)z] - a (A.2.17)

j

Finalmente, substituindo as 3 equacoes anteriores nas
eqs. (1.3.14), (1.3.15) e (1.3.16) podemos obter explicitamente
- . ~ ' . .
as relacoes de renormalizagao K, (K1,A1, KZ,AZ), KS(K1,A1,K2,A2 )

e AS(KT,A1;K2,A2).

No caso homogéneo(ﬁz) K1 =K, = K e A1 = A, = A, te -
mos
4K {(1-A_) 6 -8, -K
e S s’ _ [(B+K)e ™ + (géK)e le (A.2.18)
4K 2K A -0, —K,°
s  {Zoe + [(-K)e"+(0+K)e  "le '}
= 5 S J— (A.2.19)
88[(0+K)e +(06-K)e e
e

0 K1(3—2A)

e = Ze ; 8 = K VO9-16A+8A (A.2.20)

Estas relacoes reproduzem expressoes ja obtidas anteriormente pa-

(164-2) _ , _ ¢(94)

ra os casos particulares A = 1
Para finalizar,gostariamos de mencionar que tambem para

ligacbes em série, a combinacao de interacdes isotropicas (A = 0)
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com anisotrépicas (A # 0) resulta em wuma ligacgdao com simetria

anisotropica (AS £ 0).



" APENDICE . B

0 MoDELO Z(4) TOTALMENTE ANISOTROPICO
NA PONTE DE WHEATSTONE

Consideremos o modelo Z(4) no grafo da ponte de Wheat -
stone (Fig. 3.2.1), no caso geral em que as ligacoecs entre os si-
tios <i,j> primeiros vizinhos sao caracterizados por transmissivl
dades %(i’j) distintas. Este caso permite estudar o modelo Z(4)
com ligacdes anisotropicas ¢ mistas, situagoes mais gerais que O
caso puro apresentado no Capitulo 3.

A renormalizacao deste grafo, realizada pelo método de
corte-colapso ou atraves da contagem direta de configuracoes, re-

- - . - . ~
sulta em uma transmissividade t' cujas componentes sao:

t! = 1 (B.1)

= tg = N1/D1 (B.2)

—_ -
|

: (B.3)

‘_‘.
[
|
=
b o=
~
jus]
S8

onde N;, N, e D;

1
!

sio dados pelas expressoes:

' 13,23 14,245 13,34,.24 14 _34_ 23 14 .34 2313
Ny = [t1 t1 +t1 t1 ] + [t1 t] t1 +t, 1] ty ] [t1 t1 ] t,
13.34,24.23 13,34 24 14 14,34 23 24 13,23 14,24
+ t1 t1 1:1 tz +1‘,1 tl' t1 t2 +1:1 1:1 1‘,1 t2 1 + [t1 1:1 tz tZ +
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14,24 13,23 13 23,24 34 13 23 _14_34 _14_24_23_ 34
+t1.t1 tZ t, +t1 t1 t2 tz +t1 t1 t2 t2 +t1 t1 t2 t2 +

ot }4t$4 15, 24] [t}3t$4t$4t;4t§3 :4t?4t$3t;3 24) (B.4)
- P | R+ e
2[t}3t}4t?4t§3+t}4t}St?4t§4+t$3t$4t?4t;3+t$4t$3 ?4 £14]
[2t13t%3t}4t%4 24] (B.5)
D} = D, = 1+[2(t; ¢ ?4t}4+tf3t?4tf4)+(t;3tg4t;4+t§3t24t§4)]
. [2t13 $3t%4t}4+t;3t§3 24 el [2t13t14t24t$3t%4

13t14t34t23t24+t23t24t34t13t14)]

A e R A R T

(B.6)

Estas expressoes apresentam uma interessante proprieda-

de topologica (presente também no modelo de Potts anisotropi-
(164-¢c). . . . - . .

0 —— ): se considerarmos as ligagoes como caminhos ligando os
sitios, entdo nos numeradores (N; e Né) sempre aparecem combina -
coes (de gjlj)) associadas a ligagoes que formam pelo menos um ca
minho continuo ligando os terminais (por exemplo, as combinacgdes
(1,3)(3,4)(2,4)), enquanto no denominador estas combinacgoes for -

mam pelo menos um caminho fechado ((1,3)(3,4)(1,4)) que pode ou

nao conectar os terminais do grafo.
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