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RESTUMO

Estudou-se, neste trabalho, alguns aspectos da influ-
encia da topologia em teoria de campos de gauge. Para isso, a-
dotaram-se os métodos da geometria e da topologia diferenciais.
Uma revisao dos conceitos de formas diferenciais, espacos fibra
dos, conexao e curvatura - ¢ apresentada e mostra-se como se in-
terpreta uma teoria de gauge por este enfoque.

Em seguida; estuda-se a questao dos fermions neste
contexto: €& analisada detalhadamente a equacgado de Dirac-KHhler,
na qual a particula fermionica €& comnsiderada uma forma diferen-
cial geral. Mostra-se, aqui; como as expressoes explicitas des
tas, em funcao das componentes do espinor de Dirac, variam com
a representacao das matrizes de Dirac. A equacao de Dirac-KHh-
ler contém 4 vezes (em quatro dimensoes) a equacao de Dirac, ca
da particula estando associada a um ideal a esquerda da algebra
das formas diferenciais gerais. Estes ideais e a simetria SU(4)
entre eles sao tambem estudados do ponto de vista dos espinores
e o grupo de reducao a um dos ideais é identificado como a su-
balgebra de Cartan deste SU(4).

Finalmente, calcula-se a anomalia axial atraves do de
terminante funcional dado pelo operador de Dirac-KHhler. 0 mé-
todo de regularizacao € o dos coeficientes de Seeley. Dai re-
sulta uma comparacao dos teoremas do indice para os complexos
"torcidos" de assinatura e de spin; cuja proporcionalidade e da
da pelo nimero de ideais da algebra contida ma equacdo de Dirac
KHhler e que também se manifesta nas respectivas equacgoes da a-

nomalia axial.
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INTRODUGAO

Recentemente, muita enfase tem sido dada aos aspectos

geometricos e topologicos das teorias de gauge no contexto das

(1,2)
teorias quanticas de campo relativisticas . A linguagem
natural para se tratar estas questaes e a da geometria
' ) (3)
diferencial moderna. Apcs o trabalho piocneiro de Lubkin ,
(4,5,8)
desde o inicio da deécada de 1970, variocs autores tem

reassaltade que uma teoria de gauge possul sua descrigao

matematica precisa em termos de geometria diferencial, atraves
do conceitc de espago fibrado. Da geometria de espago fibrado
principal correspondente a uma dada teoria de gauge, infere-se

que os campos de gauge estac relacionados a forma de conexao do
fibrado, com a qual se constroem as derivadas covariantes de
gauge (que aparecem na lagrangiana invariante de gauge e geram a
interagao entre cs campos de gauge e cutros campos dinamicos da
tecria). Também se constata que as intensidades de campo de
gauge estac asscciadas a curvatura do fibrado principal (com a
qual e construida a parte da lagrangiana de gauge puro).

A descrigao de uma teoria de gauge para particulas
elementares nao estaria completa sem a inclusao dos chamados
"campos de materia', tanto bosonicos como fermionicos. Estes

sao descritos como segoes de fibrades vetoriais associados ac



fibrado principal, surgindo, entao, geometricamente, a
interacao entre os campos de matéria e os campos de gauge. Um
exemplo de campc de materia bosonico & o campo de Higgs,
escalar e complexo, importante no modelo eletrofraco de

Glashow-Weinberg—-Salam pelo efeito de geracao de massa para 08

(7}

outros campos do modelo {(ver, por exemplo, Abers e Lee ou
(8)
Giambiagi }; mais importantes sao os campos fermionicos,
quarks e leptons, na cromodinamica guantica, principal
(9,10)
candidata a teoria das interagoes Tfortes , e emoutros
(11,12}

esquemas de unificacgao .
Fermions, em particular, podem ter uma descrigao mais

adequada a geometria diferencial que a formulagao usual atraves

de espinores. O=s chamados "fermions geometricos" foram

introduzidos, no inicio dos anos 60 pelo matematico Erich
(13,14,15)

Kadhler , em trabalhos sem grande repercussao na época,

que mostram como as equagaes de Dirac poderiam ser obtidas a

partir da scma coerente de formas diferenciais {tensores

covariantes totalmente anti-simetricos), istec e, a soma de
formas diferenciais dos varios graus, desde zero ate 0 grau
maximo, igual a dimensao do espago-tempo. 0 correspondente ao

operador de Dirac seria, para Kahler, o operador d+§8, sendo d a
derivada exterior e & a coderivada. Um amplo desenvolvimento
do formalismo de Kahler foi apresentado nc trabalho de Becher e

(16}
Joos , o0s gueais deram a esta versao geometrica da eguagao



de movimento para fermions o nome de "equagaoc de Dirac-Kahler",

Atraves de uma delicada analise da élgebra do espago

das formas diferenciais, que, alem da usual élgebra de

Grassmann, passa a incluir *também uma algebra de Clifford

(denominada algebra de Kiahler-Atiyah), foi possivel demonstrar
(17)

a relagdo entre as equagoes de Dirac-K3hler e Dirac ]
Resulta dai que Dirac-Kahler contem uma multiplicidade de
. . . n/2 - - . ~
fermions de Dirac igual a 2 , onhde n e o numero de dimensoes

do espago—tempo.
Um dos pontos de interesse do formalismo de Kahler (o

qual nao desenveolveremos neste trabalho) é que esta

multiplicidade se mantem inalterada quando se toma um espago-

tempo discretizado. E bastante conhecido, em teorias de gauge

na rede, o] problema da multiplicidade do espectro
(18)

fermionico . Na formulacao de Kogut-Susskind para fermions
(19,20)

na rede . em gque esta multiplicidade é reduzida (embora

nso eliminada), o numero de espeécies fermionicas ("sabores')

restantes e igual ao dos fermions de Dirac-Kahler. Na verdade,

(16)
foi demonstrado por Becher e Joos que a equagéo de Dirac-

Kahler na rede e equivalente ao esguema de Kogut-Susskind.
Embora a aplicacao da formulacao geometrica das

teorias de gauge seja realizada em seu nivel cléssico, ela se

terna adequada ao estudo de propriedades topolégicas gue

sobrevivem a quantizagao e fornecem vinculos ao comportamento



da teoria, de natureza nao perturbativa. Um bom exemplc e o do
(21-27)

fenomeno da anomalia axial de Adler-Bell-Jackiw ' : a nivel

guantico, a corrente definida a partir da simetria U(1) da

transformacao quiral dos campos fermionicos (sem massa) numa
teoria de gauge nao ¢ conservada. Este resultado constitui, na
verdade, um vinculo nao perturbativo a teoria quantica
fornecido pela topoclogia do espago Tibrado de definigao da
tecria. Isto ocorre porque o termo que destroi a conservagao
da corrente quiral vem a ser um invariante topolégico (e,
tambem, um invariante de gauge), cujo estudec geral pode ser
feito atravées das chamadas "classes caracteristicas" do fibrado
em questao. De fato, a prépria equacac da anomalia quiral,

devidamente integrada em tocdo o espago-tempo, se identifica com

(28)
o importante tecrema do indice de Atiyah-Singer , que mostra
como o} egpectro de solugaes de um operador diferencial {no
caso, o operador de Dirac covariante) e regtringido pela

topologia do espago fibrado no qual ele atua.

0 cbjetivo deste trabalho de tese e duplo:
primeiramente, fazer um estudo detalhado da equagao de Dirac-
Kahler, sobretudo quanto a origem dos multiplos fermions da

teoria, problema de interesse para os desenvolvimentos na rede.

(16)
Becher e Joos mostraram a existencia de uma simetria s5U(4)

entre os diferentes "sabores". Uma analise analoga e realizada

para a formulagéo espinorial da equagéo de Dirac.



0 outro objetivo & obter a equagao da anomalia gquiral

atraves do teorema do indice para o operador da equagac de

Dirac-Kahler covariante. Ocorre que este e conhecidc como e

ocperador de assinatura de Hirzebruch na literatura
(28)

matematica e seu teorema do indice em espagoc—-tempo plano

resulta ser proporcional ao teorema do indice correspondente ao
operadcer de Dirac. Pretende-se, aqui, estabelecer que esta
relagao de proporcionalidade esta ligada aoc numero de fermions
de Dirac contido na equacao de Dirac-Kahler.

0 trabalho esta dividido em tres partes. No
Capitulo I sao explicados, de maneira sucinta {sem o devido
rigor matematico), 08 conceitos de gecometria diferencial
necessarios ac desenvolvimento de uma teoria de gauge.,
Mostramos, no Capitulo II, a construgao dos fermions de Dirac-
Kahler e a discussao a respeito dos sabores e suas simetrias,
tantc no formalismo de formas diferenciais quanto no
espinorial. Finalmente, o Capitulo 111 é dedicado ao estudo do
teorema do indice e da anomalia quiral para os férmions
geométricos e sua comparacao com os calculos analogos com a

equagao de Dirac.



CAPITULO I

FATOS BASICOS DA INTERPRETAGAC GEOMETRICA DAS TEORIAS DE GAUGE

Desenvolveremos, negte capitulo, os principais

elementos da descrigao em termos de conceitos da geometria
. ] - - . ~ ”~ -

diferencial das teorias de gauge classicas (nao gquanticas).*

Detalhes da matematica envolvida podem ser encontrados nos
(29) (30} (31)
livros de Kobayashi-Nomizu , Steenrod , Spivak , ou
(32)
Bishop-Crittenden . A interpretagac geometrica das teorias

de gauge classicas e descrita com todo o detalhe nos artigos de
(33) (34)
revisao de Mayer s Eguchi, Gilkey e Hanson e Daniel e
(35) (36-46,5)
Viallet . Ver, também, as referencias

IR

A principal caracteristica de uma teocria de gauge

o fato de que, nela, os campos fisicos assumem valores em
certos espacgos "internos", 08 quais induzem graus de liberdade
restritos a uma condigac de simetria: no caso dos campos de

gauge, este espago interno seria o proprio grupo de gimetria de
gauge, G, um grupo de Lie; em se tratando de campos de materia,

serla um espag¢o vetltorial, v, no qual supoe-se a atuacgao dos

* 0 estudo da formulagao geometrica das teorias de gauge se
restringe a seu nivel classico, pois e neste nivel que as

propriedades geometricas se tornam evidentes. Ver, contudo,

(v7) (us)

Doebner e Pasemann e Pasemann



elementos de grupo G. Na teoria de Yang-Mills, a simetria de
gauge & implementada localmente, gsignificando que o valor
assumidce pelos campos no espago interno varia (suavemente) de
ponto a ponto ne espago-tempo. Deste ponto de vista, 0 espago
natural de definigaoc dos campos seria o produto cartesiano do
espaco-tempo (ou, pelo menos, de uma regiaoc do espago-tempo)
com ¢ espaco de simetria interna da teoria.

Na verdade, os campos estao definidos num espago que

& uma generalizacao do conceito de produto cartesiano, os

espagos fibrados: principal, se o espago interno for o grupo de

gauge; ou assgociado, se o espago interno for V. A geometria
diferencial destes espagos fibrados, sendo nao trivial
(curvatura nao nula, mesmo para espago-tempo planc) nos leva a
associlar, devido a suas propriedades de transformacao, o

potencial de gauge com a forma de conexao do fibrado e sua
intensidade de campo com a forma de curvatura. Uma das
equagoes de movimento de Yang-Mills para o campo de gauge (sem
interagaoc com campos de materia) surge como a identidade de
Bianchi da geometria e a outra provém do principio de acao
aplicado a norma da forma de curvatura. Desta maneira, sao
obtidas as equagoes da teoria de gauge de Yang-Mills a partir
de objetos geométricos definidos num espago fibrado, composto

pelo espago-~tempo e pelo espago de simetria interna.

Faremos, a seguir, um resumoc dos conceitos



matematicos necessarios para a descrigao da geometria dos
espagos fibrados e que serao uteis nos capitulos posteriliores.
Nogoes basicas de topologia e da teoria de variedades
diferenciaveis podem ser encontradas na bibliografia ja citada
e nao seraoc desenvolvidas aqui. Em principio, 0 espago—tempo
deve ser considerado como uma variedade diferenciavel real, de
quatro dimensoes, com metrica pseudo-riemanniana. Entretanto,
as discussoes relacionadas as particulas fermionicas {no
Capitulo I1) e & anomalia axial (no Capitulo ITII) serao
realizadas no espacgo-tempo plano, ja que nao nos interessaremos

pela influencia da gravitagéo nestas questaes. Tomamos, ainda,

a continuacao analitica wusual ao espago euclidiano, em gque se

a P

substitui a coordenada temporal x por —ix . Ruando
necessério, suporemos também uma compactagao do espago
euclidiano a uma esfera.

Na secgao introdutoria 1.0, apresentamos o0s fatos
principais de uma teoria de gauge. Na secao 1.1, iniciamos a

descrigao da geometria diferencial, com as nogoes de vetor
tangente e de 1l-forma; na secao 1.2, desenvolvemos a élgebra
exterior das formas diferenciais e as principais conseqﬁéncias
da atuacao de operadores diferenciais sobre elas. Em seguida,
damos as definigges dos elementos dos fibrados principal e
associado, na segao 1.3, A introducao de conexao e curvatura

nos espagos fibrados constitui a secao 1.4 e encerramos o



capitulo reconstruindo uma teoria de campo de gauge a partir

dos concelitos geometricos definidos, na segao 1.5.

1.0. Introdugao as teorias de gauge.

0 conceito de invariancia de gauge e antigo: em 1929,
(49}
Weyl analisou-o no contextoc do eletromagnetismo classico

As equacgoes de Maxwell para os campos elétrico e magnético

(¢=1),
V- g = Hnp
VxB — %i— = h<d (0.1)
ng + . O
ot
V-8 = 0,

de acordo com a tecoria da relatividade restrita, podem ser
expressas de forma invariante sob o grupo de Lorentz em termos
de um tensor de segunda cordem, anti-simetrico, de componentes

F , p,v=0,...,3 (tensor de intensidade de campo eletromagheti-

uv
co), em que FOiz_Ei e ij:%EijkBk’ i,j,k=1,2,3:

y Fow = 4nJy (0.2a)

étAF.\))—\‘a\)F)\Pi-a)‘FtM) =0, (0.2b)

onde J sao as componentes do 4-vetor corrente J=(p ,3). E

muitas vezes conveniente utilizar a descrigao da teoria atraves

-
dos potenciais escalar e vetor, ® e A, definidos por
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- 7E _ 2~ (0.3a)

il

@, ™

- VXK, (0.3b)

~

gue vem a constituir um 4-vetor potencilal eletromagnético

-
A=(® ,A), ou seja,

th) = QPA\,—-QN,AM- (0.4)

Observe-se, da equacgao acima, gue o tensor de intensidade de
campo permanece inalterado (e, consequentemente, tambem as
equagaes de Maxwell) se, ao potencial A for acrescentado o
gradiente de uma fungao escalar real (continua e diferenciavel)
arbitraria, g:

AT" “—;A;,L :’-Ar+4€9‘ho<, (0.5)
A essa liberdade na definigao do potencial da-se o nome de
"invariancia de gauge" da teoria eletromagnetica. No
formalismo lagrangiano, as equacoes de Maxwell (0.2a) sao

deduzidas do principio de minima acao aplicado a densidade

lagrangiana (invariante de gauge)

ﬁew SE:‘; J\NFW) (0.6)
{a eq. (0.2b) constitui, na verdade, uma Iidentidade, a
"identidade de Bianchi't, que pode sger mostrada usando (0.4)).
Segundo o teorema de Noether, a invariancia de gauge de
Z implica a conservacao do 4-vetor corrente,

em

Q“JP - O, (0.7)

que inclui a conservagao da carga eletrica.

Numa teoria que considere a interagao de A com
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outros campos fisicos, por exemplo, um campo escalar complexo,
¢, as equacgoes de movimento sao deduzidas a partir da
lagrangiana

Z ;_i—FW,FM‘)#L—/](Q,AJfCeAP);b]Z. (0.8)
A parte cinetica de ¢ em £ e invariante sob uma transformacao
de fase arbitréria, ou seja, por um elemento do grupo unitario

abeliano U(1l):

7 N
Q) — B = exp (fex) @), (0.9)
com o constante ("transformacac de gauge global"™ ou "de
primeira especie"), No entanto, se tomarmos uma funcgao o de-

pendente da posigao:
I .
PR — @1 = exp («Leoéu)) B, (0.10)
podemos compensar o Ttermo de nao invariancia da parte cinética
de ¢ se, simultaneamente, realizarmos nos termos de interacao

de (0.8), a transformagao (0.5) no potencial eletromagnetico,

com a mesma fungao . A este conjunto de transformagoes damos
o nome de "transformagoes de gauge locais" ou "de segunda
especie'. A lagrangiana (0.8) e, portanto, tambem invariante

de gauge. A combinagao

Dt" SP + At”
& chamada derivada covariante de gauge. Podemos utilizar o
seguinte principio para construir lagrangianas invariantes de

gauge: substituir todas as derivadas Bu da lagrangiana original

por um acoplamento minimo com o campo eletromagnetico dado pela
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derivada covariante DU ("principio de gauge"). Observemos a

propriedade seguinte:

[DWDJ = &eFW. (0.12)
0 proximo passo importante no desenvolvimento das
(50)
teorias de gauge foil dado por Yang e Mills em 1854 , ac

generalizar a jdéia de invariancia de gauge para transformagoes
dog campos por elementos de grupos de Lie nao abelianos.
Suponhamos que o© campo escalar ¢ tome valores no espago de
representagao de algum grupo de Lie, G, nao abeliano, em geral.
Escrevendo, neste caso, a derivada covariante de ¢ como

Du® =2 « A, (0.13)

0o potencial de campo de gauge, AU’ tomara valores na élgebra de

Lie, ﬁ, do grupo considerado. g’possui a estrutura de espago
vetorial de dimensao finita, do qual os geradores
infinitesimais do grupo, Ta, a=1l,..., dim ?, formam uma base.

Assim, o potencial tera a expanséo
7N A
- (0.14)
Ap) = AL GO T

a . -~
em gque T satisfaz a relagao

Q. [P abec —¢
(T2,7°] = 2771 (.015)
abc ~
onde ¢ sao as constantes de estrutura do grupo. Desta
maneira, sob uma transformagao de gauge, para g € G

(identificando o elemento do grupo com sua imagem no espago de

representacgao),

POV — P = %(1);25(1), (0.16)
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para que a eq. (0.13) possua covariancia de gauge, isto e,

,Drl gbfo) = 6(1)DV€5(1), (0.17)

& necessario gue o potencial AU(X) se transforme como
i A —q
x) = 400AL0G (1) + 2 x) -
Apt) = 9e0AL0G 0 + Bug 4700 (0.18)
0 campo de gauge de Yang-Mills, dado em termos de seu
tensor de 1intensidade de campo, Fuv’ e definido pela nao
comutatividade do operador de derivada covariante, (0.13):

[Dp,Dql = Fw; (0.19)

ou seja,

Fm = OBy =2, AL+ [A!"‘)A“’]' (0.20)
0 tensor Fuv tambem toma valores na élgebra de Lie % de G e,

portanto, possui uma expansao na base {T@}, Suas componentes

se escrevem, poils,

T & o Iy beon b e
Fao = Owhy = AL « TTALA (0.21)
Sob uma transformagao de gauge por um elemento g(x)&G, Fuv &

covariante:

/ -A
FV“) _ 61:1“”03 . (0.22)

Uma das equacgoes de movimento para o campo de Yang-

Mills e a versao covariante da identidade de Bianchi (0.2b):

Dv Fw\ Al D\) P-MA + D) FW) = O, (0.23)
ou, definindo o tensor dual #*F .
Uy
o
*Fw = é EwﬁTFﬁ) (0.24)

a eq. (0.23) se escreve como

DV*FN = 0. (0.25)
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A outra equacao de movimento de Yang-Mills decorre de principio
variacional. A generalizagao natural da densidade lagrangiana

(0.8) €

il

L

{ p
T te FMF (0.26)

—-_._‘_-F-a thcL
- 4&\’1: ‘

Com wum 4-vetor corrente J =684/8AF, as equagoes de Euler-
Lagrange para (0.26) fornecem
o Y
D.EY - - T (0.27)
r/\ .
Maiores detalhes podem ser obtidos em varios artigos

(7,51,52)
de revisao

1.1. Espagos tangente e cotangente.

Consgideremos, inicialmente, uma variedade
diferenciavel n-dimensional riemanniana, M, a qual pcde ser
recoberta por conjuntos abertos (vizinhangas) que sejam

n
homecomorfos a subconjuntos abertos do espago euclidiano R,

definindo, =ssim, um conjunto de coordenadas {x"}, u=i,..,n, em

cada vizinhanga, bem como a regra de <transformagac entre
coordenadas de vizinhangas nao disjuntas. Em cada ponto da
variedade M, serao definidos os varios "objetos geometricos":

vetores, formas, tensores, etc.
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Seja F(li) o conjunto de todas as fungoes reais (%
sobre M, Para cada curva C sobre M que passa por um ponta peH,
definimos como vetor em p o operador de derivada direcional ac
longo de C. Assim, para uma fungao qualquer fe F(Ii), o vetor
u{p), tangente a curva C em p, & dado por

U\(P)% = QWD)E‘ (1.1)
0 espago vetorial n-dimensional gerado pelo conjunto de todos
os operadores de derivag&o direcional em p denomina-se o espago

tangente a variedade I no ponto p e e denotado por T_ (M).

P
Introduzindeo, numa vizinhancga de p, um sistema de coordenadas
(<*y p=1,...,n, o conjunto de n vetores linearmente
, , s 9 A
independentes {3u}:{—“ﬂ}, p=1,...,n, forma uma base para este
9K

espaco e um vetor tangente u(p) obtem uma realizagao enm
coordenadas:
[ ‘
LA = 1A
(¢) (p) o (1.2)
Um campo vetorial sobre H ¢ gefinido como uma escolha de um

vetor tangente para cada ponto de I,

0 espago do covetores em peld constitui um espago

vetorial n-dimensional, ¢ espago cotangente T;(M), dual a
TP(M). Isto €, um elemento ¢ de TS{H), tambem dencominado uma
l1-forma, & um cperador linear o gque, atuando sobre um vetor

ueT (¥), produz um numero real:

O‘(LL) = <O, U = A e K. (1.3)

}

Em particular, se {eu} constituir uma base para TP(M) e a base
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{wu} de T;(M), dual ; {eu}, elag smatisfarao a condigao
(', e,y =81, (1.4)
Denotaremos a base dual a {BH} pelos elementos diferenciais
{ax"} e, portanto, temos
oA (9,) = <A o,y = Y. (1.4%)

Nesta base, uma l-forma generica ¢ se escreve

0 = o du.

" (1.5)

1.2. Formas diferenciais.

Muitos tensores em fisica exibem a propriedade de
anti-simetria por uma permutagac impar de seus indices. Dai a
utilidade de objetos tais como as formas diferenciais e do
calculo (diferencial e integral), denominado "exterior" scbre
eles, introduzido por Elie Cartan.¥*

Definimos, primeiramente, o produto exterior de duas
l1-formas o e B como o produto tengorial anti-simetrizado:

XA = X & [ - et (2.1a)
= - f;/\o(. . (2.1b)
Em termos de componentes relacionadas a wuma Dbase {dxu} s

* Referencias classicas mostrando a conexao entre formas e
grandezas fisicas incluem Flanders(sa) Misner, Therne e

Wheeler (5%), Arnolva(ss),
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u=1,...,n:

AR = ey py) PULaINP s (2.2)

Vemos que se t?ata de um objeto cujas componentes na base
{deAdxv}, w,v=1l,...,n, constituem um tensor anti-simetrico de
segunda ordem. Este objeto se denomina, pois, uma 2-forma. A
construcao pode ser generalizada, tomando o produto exterior de
varias 1-formas, criando, assim, objetos sempre totalmente

anti-simetricos. Em geral, uma k-forma sera escrita

. ~ : N
A = I::‘-D(Ldiz'”’;k OL/XM/\ A-/x&z/\ RN O¥: k', (2.3a)

ou
‘ M&"‘A A«:Cli\ e (2.3Db)
le.
L1< £L<:“‘<~Lk
Observemos gque, numa variedade n-dimensional, o grau maximo de
uma forma e k=n, jé que ¢ produto exterior de k 1-formas, para
k>n, é sempre nulo, devido a anti-simetria total do tensor
obtido a cada produto.
0 produto exterior de uma p-forma o e uma qg-~forma
8 resulta, portanto, numa {p+q)-forma e possui a seguinte
propriedade:
o(,/\‘};;(—»d\)mﬂ;/\&'_ (2.4)
0 diferencial de uma funcgao feF(M), num ponto p da
variedade M, denotado por df o’ e dado por um mapa linear do

espago tangente em p na reta real,
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d%h:ﬂm(M)—e R,
tal que, para qualquer vetor uE%}(M), obtenhamos a derivada
direcional de f na diregao de u:
o\’k\k){u) = <d%,u> = 2,1 (2.5)
Assim, numa base coordenada {dx"} em torno de p, temos, usande
(1.47):

oug(y): ?—%; M= Qtﬂqg s (2.6)
prs . b

0 resultado e uma l-~forma, que da o gradiente de f.
Considerando & unidc de todos os espacgos btangentes a M para
cada ponto p de M,

TM) = U T,(n)

4
o diferencial df de f sobre M e um mapa linear
af: T(M) — R,

diferenciavel e linear em cada espaco tangente Tp(M).

Ezte ¢ um exemplo de uma 1-forma diferencial: uma 1-
forma (algebrica) em Tp(M), diferenciavel em p, no sentido
acima. Formas diferenciais de graus superiores sao construidas
z partir de produtos exteriores de l-fermas diferencials, tal
como em (2.3).

Denotando por Ak(p), k=0,...,n, o conjunto de todas
as Kk-formas diferenciais em p, este & um espacc vetorial de
dimensao n!/k!{n-k)1!. 0 espago Ao(p), das O-formas em p, € O

espago das fungoes suaves de M em p. Logo, A (p)=F(M). 0
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espago
N NeNeN o..oA (2.7)
constitui wuma algebra graduada e ¢ denominado a algebra
exterior das formas diferenciais.
Nos capitulos concernentes a equacao de Dirac-Kahler,

lidaremos com formas diferenciais gerais ¢, elementos gerais da
(16,56,13-15)

algebra AT
¢ - ¢(D) 4 QSU)--{— ¢(2) ‘o w QS(M)
: v
- W+ fu e L padadaer (2.8)

L P A A AP ad™

~ k k
onde se ve gue cada ¢( )eA( )(P)-

Como ja vimos, o diferencial total de uma O-forma

(fungao escalar) & uma l-forma. Obtemos, em geral, uma (k+1)-—

forma a partir de uma k-forma, k>0, atraves de um operador
. k k+1 . . , ~ .

linear d4: A -~ A . denominado diferenciagao exterior. Numa

base coordenada, sua atuacao sobre uma k-forma arbitraria
i1 ik .
o = o. ,odx AL, .AdX e a seguinte:
igeaeiy

Ao = OC,;&._.:\ka%cv/\ O\A(M/\.-.I\M&“L, (2.9)

—_— 2
CSIV I

Esta operacgao satisfaz as propriedades:

i) se o for uma k-forma e B uma forma de qualguer grau,

ke
AManp) = Axap + ) X AdAp, (2.10)
ii) (Lema de Poincare) para qualquer k-forma o, k=0,...,n,
Adx) = X x = 0. (2.11)

~ -
Numa variedade riemanniana, a existencia de um tensor
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meétrico g nos permite definir a operagao de dualidade de

formas, denotada por %, a estrela de Hodge. Observando a
. . ~ n—k . .
igualdade de dimensoes de A e A 7, a#* de Hodge constitui um

mapa linear entre estes dols espagos:
k -l
N /\ "“b/\ ; k-: O;"'J%i
com as seguintes propriedades:

i) atuando numa k-base coordenada:

. . A o M
Ly 5 Wy 4)1_“ kﬂk& J\u,\ J“ 9 12
- (M Ao O ) - (.'nel&)‘.% 9 W h,]\w\ J d .« )
onde € é o objeto totalmente anti-simétrico de Levi-Civita, de

modo que, para uma k-forma o, dada por (2.3),

4 Ly e

* X = o £ o Ak adah (2.13)
k(e UM el AT
ii) A inversa de #, **1, quande atua sobre uma k-forma o, &
- -1 k{n-k
(—l)k(n k)*; portanto, #% o= o = (-=-1) ( )**u, donde
fe(n-k)
%o = (—4) X, . (2.14)
iii) Sejam duas k-formas® e B. Construimes a n-forma
~ -
oA K ! A
b = k! x K. £ (2.15)

47T Ve
onde € & o elemento de volume n-dimensional:

'L . ’L __‘.Q:VL J’\\.,‘-""‘-‘“
PUSTSNIUNY VAL D VOLVNRR N DAL 3 . (2.16)

De (2.15), temos gue

oA *p = pAx (2.17)
2
A *x = lal” g, (2.18)
onde ||all = ﬁgui iuil"'ik e a norma da k-formaa .
Py

Tsto nos permite definir o produto interno entre duas
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k-formas ¢« e B {(supondo M compacta) como

(«,p) = J‘x’\*?s (2:19)
M

com as propriedades:

i) (X, ) = (p,x) (2.20)

ii)  (#*x, * ) = (s, ) (2.21)

iii) (o, ) > 0, (X, )= O => x=0. (2.22)
Introduzimos, agora, um outro operador linear,

k k-1 . . .

S:A > A s que seja o adjunto do operador d com respeito ao

produto interno (2.19). Para uma k-forma a e uma (k-1)-forma

By

(&, Ap) = (e, p). (2.23)

Como d{(Baxa) = dRaxn + (—l)k_IBAd*(X , temos que
k- - ) k-4
0 =J&(?’A*“J = (df:)ot)+(-f\) *(-l)( ke )J&Aeﬁ-xahw(
= (O{F’,N)ﬂ%{?), (—*)khm*o\xo() (2.24)

e deduzimos que o operador adjunto (ou codiferencial) se

escreve

Como nos interessaremos sempre por variedades de dimensao par,
{2.25) se reduz a

L (2.26)
As propriedades do codiferencial 840
i) §5 = 8"=0 (2.27)

i1) ¢ = O 1e (2.28)
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11i) * 8 = Adx,  xdS = Sd* (2.29)

iv) AxS Sxd = 0. (2.30)

i

Defirnimos, ainda, o coperador de Laplace-Beltrami {ou

laplacianc) sobre formas da variedade M como um mapa linear

A= (2+8)* = ds<sd: AV = A po0,00m, (2.31)
com as propriedades
i) aD = A4 = dsd (2.32)
i1) SA = AS = §4§ (2.33)
1i1) « AN = A=, (2.34)
Solucdes do laplacianeo, Aa =0, sdao ditas harmonicas.

Considerande uma k-forma o, temos que

(o, Ax) = (K,d6o<+é&a<) = (o, Mo )« (¢, §Aox)

(2.35)

= S, d) + (A, dex) = O

Portanto, o sera uma forma harmonica se, tante da quanto

g forem nulos.

Ha dois subespagos especiais de Ak. 0 primeiro e o

das k-formas que satisfazem

Ao = O . (2.36)
Estas formas sao ditas fechadas. 0 segundo subespago e o de
formas que se escrevem, globalmente, como a derivada exterior

de formas de um grau inferior, i.e., para uma k-~forma o e uma
{(k-1)-forma R,

ol = A;&, (2.37)
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Neste caso, o e dita uma forma exata. Naturalmente, dada a
propriedade a? =0, toda forma exata &, também, fechada.
(Analogamente, definem-se formas cofechadas e co-exatas, em

relagao ao operador$ ),

Um importante tecrema devido a Hodge estabelece que
dualquer Lk-forma o pode ser unicamente decomposta como soma de
uma forma exata, uma co-—-exata e uma harmanica, ou seja, para
uma (k—-1)-forma B e uma (k+l)-forma Y,

K = Ap + 34 +w, (2.38)
onde a k~forma w satisfaz Aw =0.

Introduzimos, enfim, os grupos de co-homologia de de

k
Rham da variedade M. Sejam Z (M) o espago das k-formas
k
fechadas e B (M) o espago das k-formas exatas sobre M. Como
toda forma exata & necessariamente fechada, Bk(Mk:Z k(M), e

definimos o k-ésimo grupo de co-homologia de de Rham de M,
K
@-(M), como
(M) = L (M) /B (M), (2.39)
k ~ . ~ .

Cs elementos de &.(M) sao classes de equivalencia, denotadas
por ~4  de Lk-formas fechadas gue diferem apenas por formas
exatas, i.e., para g e R k-formas sobre M,

o~ P <=> X = gt AT (2.40)
Y sendo uma (k-1)-forma. Esta classe de equivaléncia, chamada

. . . . k

k-ésima classe de co-homologia, induz sobre ¥ (M) as estruturas

de grupo e espago vetorial. Portanto, a dimensac de &k(M) e o
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numero de classes de co-homologia nao triviais de formas
fechadas linearmente independentes, que & um numero finito se a
variedade M for compacta, denominado k-esimo numero de Betti de
M, bk:

b, = dim % (M), (2.41)

A quantidade
A
MG D INE (2.42)
k=0

e conhecida como o caracteristico de Euler de M.

1.3. Grupos de Lie e algebras de Lie.

0 grupo de gauge, G, € sempre suposto ser um grupo de

Lie, que, alem das propriedades algébricas de grupo, também
possuil as propriedades topologicas de uma variedade
diferenciavel riemanniana. Nele, as operagces de grupo atuam

diferencialmente, i.e., mapas

G x G — &
. (3.1)
(g4, ) v gh
sao de classe C
Uma algebra de Lie & um espago vetorial L, no qual e
definido um mapa bilinear, dito comutador,

[ ] bxbL —= L

que satisfaz as propriedades
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1 X ¥] = =Ly x] (3.2)

ii) (identidade de Jacocbi}:

[, 0,213+ DY, [2.x0] +[2, (¢ 31 = O, (3.3)

para X,Y¥,Z € L.

Uma translacao a esquerda no grupo de Lie & por um de

seus elementos, a, ¢ definida como um mapa La:G > G tal que
La(g):ag. Portanto, dado um vetor X(g), tangente a variedade G
ro ponto g, i.e., X(g)eTg(G), construimos outro vetor tangente,

agora no ponto transladado ag, utilizando o mapa diferencial de
L. :
a

AL, Tgle) — 1, ()

de mocdo que

AL, X(g) = X LLa%) = Xlag). (3.4)

(0 XY

Dizemos, entao, gue um campo vetorial X sobre G
invariante a esquerda se, para todo asG e todo geG, valer a

eq. {(3.4). Em particular, se g=e=identidade do grupo,

AL, X(e) = )(Lo;), Vae G, (3.4")

[N

(DefinigSes anélogas podem ser feitas para translagaes
direita R, em G).

Define-se a algebra de Lie ?ido grupo de Lie G como a
dlgebra de Lie de todos os campos vetoriais invariantes a
esquerda sobre G. Sendo G um grupo k-dimensional, 451 sera um
espago vetorial k-dimensional isomorfo ao espago tangente a G

no elemento identidade, Te(G). A definigao & consistente com
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(3.2) e (3.3) pois o comutador de dois campos vetoriais

invariantes a esquerda e, tambem, um campo vetorial invariante
a esquerda: se u=dL, u, v=dL v, entao

dL&[‘U‘-,'\Y] = [dLoJM &Lo\,""]"" [u,«r]_ (3.5)

Seja {X;}, i=1,...,k:dim1% uma base para a algebra de

~ . - k
Lie %, Entao existem numeros Cij tais que

. le
[Xc,XJ] = 5 X (3.6)
Kstes numeros sao denominados constantes de estrutura da
algebra de Lie com relagao a base {Xi}. As propriedades (3.2)

e (3.3) do comutador se refletem nas constantes de estrutura:

1) XX T X Xl =0 =~ X+ e§iX =0

(3.7)
ii) identidade de Jacobi ==

Uma algebra de Lie e dita abeliana se todas as suas

constantes de estrutura forem nulas, ou seja,

(x41-0,  Yxye# (3.9)
Consideremos, agora, o automorfismo interno de G dado

g - G
l‘a. o G A (3.10)
%wa%a

por

-1

Seu diferencial d(LaRa ) e, portanto, um mapeamento de Te(G) em

si proprio. A menos de um isomorfismo, temos Te(G)Eﬁ. Assim,

i

definimos

A
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como tal que
Ad, = AU, ) le). (3.11)

Sendo GLC%) o espago vetorial das transformagoes lineares de g,

o mapa AA_ G — GL(%) (3.1%)
4 M,

& denominado a representagaoc adjunta de G em Q. Seu diferencial

constituira a representagao adjunta de % emn f}:

ad = A(AR): %L_—? %(k,ﬁlm C)
;X — GJRX

(3.13)

e e tal que
ad Y = [x Y] (3.14)

¢ centro de um grupo {gualquer) e definide como o
conjunto dos elementos do grupo que comutam com todos os
elementos do grupo. No caso de um grupo de Lie @, seu centro
sera dado pelo nuclec do homomorfismo g —+ aga—l.

De uma maneira anéloga ao caso de campos vetoriais,
definimos formas diferenciais invariantes a esquerda. Para uma
1-forma u(e)éTz(G), construimos a l-forma invariante a esquerda
a(g)eT*(@), denominada forma de Maurer-Cartan, atraves do mapa

g

transposto (ou "pullback"):

Lf% x(q) = oc(e) (3.15)

ou L:yﬂfx(ej - 0{(%)_ (3.15")

0 conjuntoe de todas as l-formas invariantes a esqguerda sobre G

forma o espa¢o vetorial g*, ditce espacgo dual de 3. Entéo, para



28

Xe%, aeg*, a{X)=cte. Se G for o grupo linear GL(n,R), ou um
gubgrupo seu, o5 elementos de sua algebra de Lie serao as
matrizes nxn nao singulares e a forma de Maurer-Cartan se torna

o = 8"3\8, 3ee—. (3.16)

Seja Aq(p) o espac¢o das g-formas no ponto p da

variedade M. Consideremos, também, um espago vetorial k-
dimensional V., Una g-forma diferencial com valores em V no
ponta p sera um elemento de Aq(p)gnv, que tambeéem & um espaco
vetorial. Sendo {ei}, i=1,...,k, uma base para V, uma g-forma

@,com valores em V, sera escrita como
' < < 3
K =« ®e, x* e AN(p), (3.17)
ou
_ £ 4 b4 .
o = X VA oAbt e (3.177)
J1 Jq e
Se o espag¢o vetorial V em questao for a élgebra de
Lie ﬁ_ de um grupo de Lie G, teremos definido uma g-forma com
valores em §° 0 comutador de duas formas, o e B, com valores
em‘g se escreve, portanto:
- T \ I PR VI DV I
[D(;[?’]’:[m X;){b?(;‘] = & f\% LX»,XJ]~ & f\{-)? C’LJXk»_, (3.18)

onde {Xi} constitui uma base de g.

1.4. Espagos fibrados.

Ja mencionamos gue a caracteristica de uma teoria de
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gauge e a existencia de um espago de simetria "interno".
Podemos imaginar uma cépia deste espac¢o para cada ponto do
espage—-tempo, de modo que os campos fisicos, alem de variarenm
de ponto a ponto, tambem possam assumir diferentes valores no
espago interno. Geometricamente, istec nes levaria a pensar num
produto cartesiano topolégico entre o espago-tempo e o espago
interno. No entanto, para descrevermos corretamente uma teoria
de gauge com base na geometria diferencial, necessitamos de uma
nogaoc que generaliza o produto cartesiano, que & a de um espaco
fibrado.

Um espago fibrado e dado por uma tripla X =(E,B, 7 ),
que consiste de duas variedades regulares, E e B, e de um mapa

continuo sobrejetor w:E -+ B. A figura basica que Tepresenta

este fibrado e a seguinte (Fig. 1.1):
-4
T [(xXy=F

_C x*
E L{> F

| l
5 i
}

=

93]
Ke a_
l

Fig. 1.1. Diagrama basico de espac¢o fibrado.

[t
Y]

B e denominado espa¢o-base e E espago total do fibrado. T

projecao do espago total E sobre o espaco-base B.
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A imagem inversa T (x), xeB, forma uma subvariedade

fechada de E, denominada a fibra sobre x. Os espagos definidos

L ~
por T {x), para todo xeB, serao considerados todos difeomorfos

a uma variedade F, dita fibra tipica. A fibra sobre x sera,
entéo, denotada por Fx. No casoc em que F for dotado de uma
estrutura de espago vetorial, diremos gue se trata de um

fibrado vetorial.

0 classico exemplo gque ilustra um caso de espago
fiprado cujo espago total nao & um simples produto topolégico
entre o espago-base e a fibra tipica € o da faixa de Mobius,
comparada com o cilindro. Um cilindro pode ser obtido por
colagem de uma fita de papel consige mesma, unindo as pontas,

leum

ou seja, o produto cartesianc de uma l-esfera (circulo) 8
segmento de reta I; a tripla A &, pois, representada neste

exemplo por (slx1z,sl, 7}, com a projecao atuando sobre st A

faixa de M3bius tambem pode ser construida pela colagem das

pontas da fita, mas em posigac invertida. 0 espago total,
neste caso, nao pode mais ser um produte de dois espagos, jé
que a projegao leva ao mesmo egpago-base: ha que se levar em

conta a inversao da fita. Entretanto, localmente, isto &, para
um subconjunto aberto yes! 4o espago-base, o produto UxI
descreve um trecho da faixa de Mobius. Desde que o espago-base
possa ‘ser dado como & uniso de varios abertos (o que e o caso

de st , os varios produtos UxI correspondentes descrevem a
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faixa de Mobius integralmente.

Fibrados cujos espagos totais podem ser globalmente
dados como um produto saoc denominados triviais. Para os
demais, exige-se a condigao de trivialidade local, ou seja, que
o espago-base pode ser inteiramente recoberto por abertos; 0
produte de cada um destes com a fibra tipica dara uma parte do
espago total.

Usualmente, os Fibrados que aparecem nas teorias de
gauge sao triviais; no entanto, em casos de campos com
singularidades, tais como os monopolos magneticos, ou os
instantons, devemos utilizar fibrados nao triviais, pois,
subdividindo a variedade-base em diversas regioes, podemos, por
transformacoes de gauge, descrever oS campos Sem que surjam as

(6,34)
singularidades em qualquer das regioes .

Para descrevermos um campo de gauge (classico),
necessitamos de fibrados com uma estrutura mais sofisticada.
Assim, definimos:

Um espacgo fibrado principal consiste de uma quadrupla
(P,M,G,m), que satisfaz os seguintes requisitos:

(a) P e M sao variedades diferenciaveis (espago total e espago-
base);

(b) G e um grupo de Lie, denominado grupo de estrutura, que
atua livremente (i.e., tal que se Ra(p)=p, entao a e o elemento

jdentidade de G) sobre P a direita: para peP, a&G, temos
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o) = | .
FHR&‘F)_ {90‘\)
- o0 ~
(cyr :P > M e um mapa C sobrejetor de projecao;
(d) e valida a seguinte condigao de trivialidade 1local, ou
seja, para cada xeM, existe uma vizinhan¢ga aberta U de x e

existe um difeomorfismo

( (4.1)
R? (/)K(-‘f — Tf- (L})
tal que, para cada ponto uelU e elementos g,g'eG, temos
W(k{u.%)) - (4.2)

k—(\U\‘ %%f) r:i{,,Lu\ifa\) %F’ (4.3)

esta ultima equagao mostrando como g' atua no elemento k(u,g)

-1 -
de P. A variedade B = 7 (x), a fibra sobre x, e, por esta

construgao, isomorfa ao grupo de estrutura G. Assim, o espacgo

tangente a qualquer fibra & isomorfo a élgebra de Lie %—de G.

v

-

E preciso, ainda, que o fibrado P possa ser composto

pela '"colagem" dos subfibrados triviais definidos localmente

o

Fig. 1.2. Diagrama de espag¢o fibrado principal.

sobre vizinhangas de M. Suponhamos, entao, que a variedade-
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base M seja recoberta {(i.e., consiste da uniao de} por
conjuntos abertos {U;} , para os quais existem os mapas de

trivializag&o ki:UixG - w_l(Ui). Se considerarmos um ponto

. 1
fixo u€U;, ki torna-se um mapa de G em 7™ " (u), que denotaremos

por k. . Desta maneira, para cada ponto u fixo, na

~

superposicao de duas vizinhancgas U; e Uj, de intersegao nao

nula, definimos as fungoes de transicao

; oA
i = e, : ; 4.4
L = Rl & -6 (e
Em todo o conjunto U;NU;, a fungao ¢ij:UixG > U;xG relaciona,

pois, a estrutura local de produto cartesiano sobre Uj a sobre

Uj' Por (4.4), vemos que wij toma valores em G. Alem disso,
satisfaz as chamadas condigoes de cociclo:
1*@@ = AdWV‘(U;) (4.5a)
- t
I - . : . .5b
ﬂl/&:jq/\k,m(/% , YueU QUOU,- (4.5D)
Nas teorias de gauge, fazemos, portanto, as seguin-

tes identificagoes:

espago-base = espago-tempo

grupo de estrutura (fibra tipica) = grupo de simetria de gauge.

- [ee]
Uma segao de um Tibrado principal e um mapa C

StM =V (4.6)
tal que

T™e s = (4.7)
em gque 1d, significa o mapa identidade sobre M. Em termos

M

locais, a segao e dada por
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GO = (%, 5060) (4.8)
onde g e uma fungao de x C00 com valores em G, definida numa
vizinhanga de x. Se considerarmos duas vizinhangas abertas

g,u'c M, com intersecao nao nula e duas segoes locais s,s'
definidas em U e U', respectivamente, na regiéo de interse950
UNU' existe uma fungao g que, para cada xeUnNU', & atribuido um

elemento do grupo G que transforma s em s'.

F I i i
| : i

i
P : ‘
! :\s'(x)-{ 500 |g(x)
i
i

s.I'

b
&
2\

Fig. 1.3. Segoes de um fibrado principal.

Fisicamente, a escolha de uma segao local de um
fibrado principal equivale a uma escolha de gauge e
transformagoes de gauge locais sao entendidas segundo o

mecanismo de troca de vizinhanca descrito acima.

Como ja mencionamos, os fibrados vetoriais sao
aqueles nos quais a fibra tipica & um espago vetorial. Cu
seja, o espago total E sobre M e formado pela uniac disjunta

~

das fibras ﬁ_l(x) sobre cada ponto x de M, que sao espagos
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vetorials. Segoes neste tipo de fibrado sao definidas de
maneira analoga a (4.6) e (4.7) e satisfazen
(5,4 S,)(X) = S, () 4+ 5,060 (4.9a)
(re) ) = A0, (4.9Db)
Neste caso, © grupo de estrutura sera um subgrupo do grupo
linear geral, GL(n,R), ou GL(n,C}.

Introduzimos na segao 1.1 os espagos tangente e
cotangente num determinado ponto x da variedade M, T (M) e
T;(M). 0s fibrados tangente e cotangente sobre M, T(M) e
T*(M), serao definidos como a uniao disjunta dos espagos
tangente e cotangente, respectivamente, de todos os pontos de
M. Estes sao fibrados vetoriais reais cujas fibras, num dado
ponto x de M, sa0 0s seus respectivos espagos tangente, TX(M),
e cotangente, T;(M). Bases canonicas para estes fibrados podem
ser determinadas localmente pelas coordenadas {xu} de M:
{Bu} para T{(M) e {ax"} para T*(M), n=1,...,n=dim M, Tambem
utilizamos os fibrados tangente e cotangente complexificados,
T(M)®C e T*{M)®C, onde se supoe que os coeficientes das bases
acima podem assumir valores complexos.

As segoes do fibrado tangente formam, portanto,
campos vetoriais diferenciaveis sobre a variedade M, enquanto
que as do fibrado cotangente formam um campo de 1-formas
diferenciais sobre M. Fibrados tensoriais sao construidos

atraves da uniao de produtos tensoriais (de varias ordens) em
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cada ponto de M. Assim, um fibrado Lensorial de ordem (r,s)
sobre M sera
r r
TsM) = U T,
zeM

em que

TstO=T, M@ eT, (MaTl(Me- - el (M.
~ T -~ —

r wezes s wezed
As secgoes de T (M) definirao campos tensoriais de ordem (r,s).

Geralmente +trabalhamos com um grupo de gauge G
atraves de uma representagao de seus elementos em algum espago
vetorial (de dimensao finita) V. Desse ponto de vista, sendo G
o grupo de estrutura de um fibrado prineipal P, com projecgao
mP + M, seria interessante construirmos um ocutro tipo de
fibrado sobre M, cujas fibras fossem todas isomorfas a V, e que
mantivesse as propriedades (pelo menos, as topoldgicas) do
fibrado P, Introduzimos, assim, os fibrados vetoriais
associados.

Seja, entao, r:G * GL(V) o mapa de representacao,
atraves do qual o grupoe G atua sobre V a esquerda.
Consideremos o© produto PxV e definamos sobre ele a agao de G a
direita: para (p,v)ePxV, geG, tal que w(p)=x, temos

(podg = by, Ag*)v), (4.10)
que e outro ponto de PxV. Esta agao determina uma relagao de
equivalgncia entre os pontos de PxV:

(o) w (piat) A% = AS AL (g o) = (p0)g.

Assim, podemos formar o espago quociente de PxV sob esta
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equivalencia (espago das orbitas):
E = (PxV)/G.
Se associarmos a cada ponto de PxV a sua Grbita, obtemos um
fibrado principal PxV com base E, grupo de estrutura G e
projecao
T PxV — (PxV)/G =E
(p.o) = (po) 6, (4.11)

-

que e uma variedade localmente isomorfa ao produto de uma

vizinhanga UCM com V, Logo, E=(PxV)/G pode ser considerado
um espago fibrado sobre M, com fibra tipica V e com mapa de
AJv (?.*)gva
513
o 0
BED
: pe Wb £ /V
1 id 1 _‘—‘
L
) /N e 6
M (e
» - ]
U

Fig. 1.4. Diagrama de fibrado vetorial associado.

projecao ﬂE:E - M, tal gue

T_(Tlp, v)) = T(p) = .

Temos, para E, a propriedade de trivialidade local: para cada
ponto xeM, existe uma vizinhanga UcC M, para a qual ﬁ_l(U)C.P e
di feomorfo a UxG. Portanto, devido a (4.11), q;l(U) c E e
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difeomorfo ac produto UxV. Ou seja, a trivialidade local de P
implica a trivialidade local de E.

0 fibrado E e, pois, denominado o fibrado vetorial
associado ao principal P.

As secoes de E sao analogamente definidas como mapas

diferenciaveis de valor vetorial SE:M + E, dados pelo par

(x,sE (x)), tais que WE(SE(X))=X. 0 espaco das segoes de um
fibrado associado E constitui, ﬁortanto, um espago vetorial,
que denotaremos por T(E).

Com o formalismo desenvolvido ate aqui, podemos jé
fazer a definigao do que seja um campo classico: € uma secao de
um fibrado vetorial E associado a um fibrado principal cujo
grupo de estrutura G eé o grupo de simetria da teoria
considerada. No caso geral, este grup6é de estrutura poderé
incluir o grupo de Lorentz ou o S0(4), que levaria em conta os
efeitos gravitacionais. Nos problemas estudados nesta tese,
contudo, serao desprezados estes efeitos, salvo mengao

explicita.

1.5. Conexao e curvatura.

0 ponto central de interesse do formalismo da

geometria diferencial, no gque concerne as teorias de gauge,
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esta nas nogoes de conexao e curvatura em espagos fibrados.
Elas representam geometricamente os conceitos fisicos de
potencial e intensidade de campo de gauge, respectivamente. Do
ponto de vista matematico, necessitamos da introdugao da
nogao de conexac num espago fibrado para que se possa definir o

transporte paralelo de um vetor, entre pontos do fibrado, ao

longo de uma curva dada na variedade-base, ou seja, comparar
vetores de fibras diferentes. Ha varias definigoes
equivalentes de conexao; primeiramente, trataremos do caso de

fibrados vetoriais.

Seja E um fibrado vetorial sobre M, com projecao e
fibra tipica V. Uma conexao, ou operador de derivada
covariante, sobre E e um operador diferencial Vv , o qual,
atuando sobre uma dada secgao suave de E, resulta numa 1-forma
diferencial com valor em E:

Ve TE) —T{EaT (W), (5.1)
de modo que, para gqualquer fungao f sobre M e quaisquer secgoes
s,s' de E, satisfaga as propriedades de linearidade,

Vias+bs') - aVs + bVs/ (5.2a)

a,b reais, e da regra de Leibnigz,
V(%S)= Al @s + {Vs. (5.2b)

Estendendo esta definicao a uma p-forma o, segao suave de E,

Viees) = daew@s «+ (—0?41(\75, (5.2¢)
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obtemos, assim, uma segao de P(EQOAP+1(M)).

Em cada vizinhanga UC M podemos escolher um
referencial local {e,(x)}, a=1,...,m=dim V, xe U, como um
conjunto de m segoes locais de E linearmente independentes,

1 ~ -
restritas =a g (ul. Uma se¢ao local generica s, mapa de U a

-1 -
il {U), e, portanto, decomposta em componentes segundo {ea(x)}:

- a
S) = 87 (W) e, ). (5.3)
Fazendo o operador V atuar sobre as segoes do referencial local
{eg (x)}, temos como resultado uma nova segac de L {U), que,
portanto, tambem podemos expandir no mesmo referencial local.

Pela definicao (5.1), os coeficientes desta expansao assumirao

valores em T*(M). Seja, pois:

b b ) (5.4)
onde se define a matriz de 1-formas T sobre U. A ela se da o
nome de 1-forma de conexao do fibrado E. Definindo um sistema

de coordenadas'{xu}, p=1,...,n=dim M, para U, temos ainda que
1 o
‘4\
a ~ - .
Os objetos Fub sao, neste contexto, os analogos dos simbolos
de Christoffel da geometria diferencial classica, gque ocorrem
na teoria da relatividade geral.
A lei de diferenciagao covariante de um campo
vetorial (segao) s de E e, usando (5.2), (5.3) e (5.4):
o _ a b
Vs = VQS e,) = As"“we, + S Veb

— L&Sa—(— Sjorlal,) ® €,. {(5.6)
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Num sistema de coordenadas local na base, introduzimos
derivadas direcionais covariantes, V = dxuVu, onde VLl significa
a derivada covariante na diregao xu. Por (5.6), vem
N b O s

Vs = (9{*5 + sl Hl,)d/x & e, - (5.7)
Estabelecemos, agora, as regras de transformagao da

1-forma de conexao quando se faz uma mudanga de referencial:
e = 3 "e (5.8)

[/ S o b

onde %(x)eGL{(m,R). Diferenciande (5.8), vem que

Ve - dial"u)®8b + ﬁabLK)Veb

o
{(5.9)
PRCT RS T Pl Lk W P
e, pondo
Ve, =T ®¢, (5.10)
temos que
T = dB, "8,  « Zﬁablﬂ‘gbfddc‘ (5.11)
Neste esquema, define-se a matriz 2-forma de
curvatura pela diferenciagao de (5.4), usando (5.2c):
vleb - OU—"\b & e, — rcb % Vec (5.12)
LA ¢ T s e,
Podemos escrever
V'Zeb - VF“LJ@% = ,Q_“b & €4, (5.13)

assim definida, a matriz de curvatura £, cujos elementos sao 2-
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formas sobre M, e dada por
- O
Q®, = VT, = a7, « ™. aT9. (5.14)

. a -~ . ~
O0s coeficientes da 2-forma Qb numa base canonica sao

o
_S)_ab = ;‘;’XZ_ L’F’" MP\I\ M-J, {(5.15)

As eqs. (5.14) e (5.5) nos fornecem, entao,

Q% = (0.1, - 2,1 L) A a
2 v pb

(5.16)
_L s 7 C [£8 C tl\ W
+L(\f”'t Ub_r‘vgrt«b)d”‘ N A
e, portanto,
a o o a c 1O c
Q th; ‘=9(J«.r ‘)10“91)[_' r.Ala-‘_l—l Cr \?b—-‘ vcr {U\Ja (5.17)
¢ o tensor de curvatura do fibrado E, anélogo ao tensor de

Riemann-Christoffel da geometria diferencial classica.
Numa mudanca de referencial local, (5.8), ao tomarmos
a diferenciacgao de (5.9) e pondo
Ve, - Q1 @€, (5.18)

obtemos, em notacao matricial, a regra de transformagao da 2-

forma de curvatura:

f .
(0 = (AT « TAT)E (5.19)
—i
- 32 0%
Finalmente, podemos observar que a diferenciacaoc da

. a
2-forma de curvatura e nula: introduzindo um conjuntoe {e } de

segoes "duais" a {e_}, para as quais

o S
Vet = = U7 e’ (5.20)
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temos que

b

Q - e @_g)_“bge (5.21)

o

e, portanto,
% a
VO = e o VO, & e,

~ Veb & (2% ee,) « e’ & v(Q*, 2e,)

e’ o (A0, + [*.40%, — D% aT%) e ea

(5.22)

Substituindo (5.14) em (5.22), resulta

il

VO = AU AT, =7 Al + T4 adl +
. PQCA["CAArdb _ dratf\rcb _FQAA(\ACA rC{o

O

\

donde
70 - 0. (5.23)
A esta propriedade da-se o nome de identidade de Bianchi e sua
importancia esta no fato de constituir a egquagao sem fontes do
eletromagnetismo ou da teoria de Yang-Mills, dependendo do
grupoc de gauge considerado.
Passamos, agora, a considerar as nogoes de conexao e
curvatura sobre fibrados principais . Seja P um fibrado

principal sobre M, com grupo de estrutura G e projegao T

Para gualgquer ponto peP, pode-se definir um
subespago, ver (P), chamado subespago vertical, de seu espago
tangente, T (p), que satisfaca a condigao de vetores

P
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verticais, isto e, tangentes a fibra na qual se situa p, neste
ponto. Entao,
VA (P) < {we Ty\P) | b (o) =0 §, (5.24)
onde dmT e o mapa entre os espagos tangentes TP(P) e T“(p) {M)
induzido pela projecao w, também chamado mapa diferencial, gque
foi intreoduzido na eq,. (3.4). {Neste caso, podemos dizer que,
sende o ponto p do fibrado P projetado sobre M em n(p), o vetor
v do espago tangente de P tem anulada sua projecao no espago
tangente de 7 {p), dada por dT{v).)
Uma conexaoc sobre o fibrado principal P e definida
como uma familia suave de subespacos horp (P} de Tp (P},
denominados horizontais, tais que
(i) para todo peP, horp(P) @ o complemento linear de verp(P) em
T {(P), ou seja, o espago tangente TP(P) possui uma unica

p

decomposigao em subespa¢os horizontal e vertical:

TP (P = l/wr\,(?) @ weor, (), (5.25a)
de modo gque um vetor ueTP(P) admite a decomposicaoc

W = lov v+ aer AL (5.25b)

(ii) horp(P) e invariante sob a agao de G: para qualquer geG,
R AT =
onde Rg é a acgao a direita de g sobre pontos de P;
[es]
{iii) se o campo vetorial u de {5.25b) for C , suas componentes

horizontal e vertical tambem © serao.

Observe-se que, dada a condigao de trivijalidade local
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do fibrado, e lembrando que a élgebra de Lie %_do grupo G e

isomorfa a seu espago tangente e, pertanto, aos subespagos

verticais ver, (P), dim horp{P):dlm Tﬂ(p) (M}; na verdade,
horp{P) se projeta sobre ¢ espago tangente a base M em {p):

T (e, (0)) = T (M), (5.27)

Do pente de vista do espago cotangente de peP, T;(P),

dizemos gque uma l1-ferma de T;(P) & vertical se seu valor sobre

um vetor horizontal de horp{P) for nulo. Assim, dado o

isomorfismo entre verP (P) e “ﬁ, podemos definir formas

diferenciais verticais (i.e., com valores na algebra de Lie)

através de mapas entre T (P) e ﬁ, Desta maneira,
P

w, : T?W) ._4,? (5.28)
sera a l1-forma de conexaoc dada pela familia hor (P), desde que:
(a) w seja vertical: para ueT (P),

LWy, u> = <w¥,,l/wr WD o+ KWy, v >
(5.29)

de modo que <uw_,u>=0 se e sC se uehorp(P).

p

(b)) w seja equivariante, i.e., a agac de G a direita sobre

seja dada pelec elemento da algebra de Lie

<w‘,8, ARgm> = Aa{%_q LWy, w>, (5.30)
onde Ad & a representagao adjunta de G em g, eg. (3.11).
Portanto, para u horizontal, a forma uw e invariante sob G:

<qu% ,

{c) ao atuar scbre um vetor vertical ve%, w tem a propriedade

AR, u>S =
K% > 0. (5.31)
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Wy (2) = <Wp, Y = o (5.32)

Assim, wp € uma l-forma invariante a esquerda, ou forma de

Maurer-Cartan, eq. (3.15) e, portanto,
u){, = %"‘okfa_ (5.33)
Observe-se que poderiamos ter adotado as propriedades
acima da 1-forma ® para defini-la como a conexao do fibrado
principal P e, em seguida, introduzir o subespacgo horp(P) como
seu nucleo:
- huweTp®) | ww) = 0). (5.34)
Definamos, agora, a (k+l)-forma D& , a derivada
exterior covariante de uma k-forma déﬂk(P), por
D = lier Aux, (5.35a)
ou

< Do, A, > <o, ot waonhor w5, (5.350)

ko4 A

onde o0s uj GTP(P), que € a projecao horizontal da derivada
exterior de o sobre o fibrado P. Se o for uma forma vertical,
a expressao acima se anula.
Consideremos, em particular, a agao de D sobre a 1-
forma de conexao W. Isto define a 2-forma de curvatural :
Ll = Dw. (5.36)
Ela satisfaz a equagao de estrutura de Maurer-Cartan,

- duw f\;_wbnw*d";STh) (5.37b)
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por (3.18), onde {Ty}, k=1,...,dim G, constitui uma base para a
élgebra de Lieg e C?j sao suas constantes de estrutura. Neste
contexto, a identidade de Bianchi é trivialmente demonstrada:
<DL ad A d> = <DAdw, A, AU, +
+ i,& <Dlw,w], wauw, Aug>
= {4&w, hor Wy A ot U, A e Wy >+
« _i2;<d[w|w], o wya busr U, A e n,
= 0O
pois d?=0 e [@,m] e uma 2-forma vertical. Portanto,
D2 - 0. (5.38)
Uma conexac W e dita plana se sua 2-forma de
curvatura for identicamente nula: =0,
Enfim, introduzimos uma l-forma c¢om valores em
% sobre a variedade M, associada a forma de conexao . Tomemos
uma secgao local s de P, definida sobre uma vizinhanga UC M,
Seja, pois, a l-forma s*w sobre U, com valores em %J dada pelo
retrocesso ("pullback") de w por s, isto e, sendo u um vetor de
T (M), xeU,
LW, u> = <wst), df-u> (5.39)
Dada uma familia de vizinhangas {Uj;} que recobrem a
base M, para cada uma podem-se definir mapas de trivializagao
local k; do fibrado P, k; :UxG n ! (U, ). Se, ainda,
considerarmos um mapa
ka)L'H% L)&x(g

(5.40)
xoves (xe),



48

onde e ¢ o elemento identidade do grupo @, a trivializagao

local kj; induz uma segao s;:U: > 7 (U, atraves da definigao

S, ) = ‘&;(E(’U)' (5.41)

Podemos, entao, associar a cada trivializagao ki de P uma 1-

forma wieT*(Ui), chamada forma de conexao local, dada por:

3
W, = s, w. (5.42)

Analogamente, obtemos uma representacao sobre U; da 2-forma de

curvatura §:

G - st (5.43)
A
~ | ~ (5.44)
Na regiao de superposigao de duas vizinhangas U; e
Uj , as trivializagoes ki e kj definem conexoes sobre a base

w; e mj, respectivamente. Temos, assim, conexoes locais em

diferentes "gauges". A relagao entre elas e

5. = Ad, ®, T Ay
w A §! " q/q ¥

N j (5.45a)
)

—A —1
= Y 0.4 +4d A 5.45b
k& J‘q}‘-\s ll/ma q/t\)) ( )

onde wij sao as funcgoes de transigao (elementos de G) entre

U; e Uj . Esta relagao ¢ conhecida em fisica como uma

transformagao de gauge. A 2-forma de curvatura e claramente

equivariante:

—~
KON A"A«k‘. L

(5.46a)

= Y. 0 4. (5.46b)



49

1.6. Teorias de gauge - visao geométrica.

Resumimos, aqui, as caracteristicas geométricas das
teorias de gauge classicas, exibidas nos parégrafos anteriores.

Em primeiro lugar, estabelecemos que o grupo de
simetria de gauge, G, & adotado como a fibra tipica de um
fibrado principal, P, do qual o espago-tempo, M, constitui a
variedade-base,. Podemos recobrir totalmente esta base com um
conjunto arbitrario de vizinhangas que se superpoem e, em cada
vizinhanga, requeremos que o fibrado P seja trivial. Isto e,
a cada vizinhanga Uj; ¢ associado um mapa de +trivializagao
ki s gue vai definir o sistema de coordenadas na Tfibra, na
porgao de P sobre U;. Define~se, assim, um gauge local.
Portanto, uma segao local s; sobre U; tera seus valores
determinados pela escolha de coordenadas induzida por ki. Se Sj
for uma secac sobre uma outra vizinhanga, Uj, de intersecgao
nao vazia com Uj, relacionada a outra trivializacgao, kj, as
fungges de transicgao gij’ que sao elementos do grupo G, fazem a
transformagao de s§i para sj na regido de intersegao U;n Uj .
Isto constitui uma transformagao de gauge. Logo, se G for um
grupo de Lie, denotado por sua representagao exponencial, uma
fungao de transigaoc de U.N Uj e dada por

- A — O
Ca&,a(ﬁ,) = Q/V-’\F apd (AT , (6.1)

sendo o uma funggo real, com valores na élgebra de Lie g de G,
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cuja base e {T2}.

0 potencial e a intensidade de campo de gauge podem
ser facilmente +tratados com o calculo exterior de formas
diferenciais, mais adequade ac ponto de vista geométrico.
Introduzimos a l1l-forma potencial que assume valores em 9:

A=pdp bl aT? (6.2)
para um dado conjunto de cocordenadas (x"} do espaco~tempo.
Formamos com esta 1-forma o diferencial exterior covariante de

gauge ("acoplamento minimo"}:

D= 4+ Ax. (6.3)
A 2-forma
F - DA (6.4)
possui, como componentes, o tensor (anti-simeétrico)} de
intensidade de campo:
F-1% O\J)C}A/\ 0\«4 (6.5a)
2w

= AA + AAA (6.5b)

Substituindo (6.2) em (6.5b) e comparando com (6.5a), reobtemos
(0.21).
As formas A e F sao o retrocesso por intermedio de

uma segﬁo local s das formas de conexéo, w , € de curvatura, Q,

do fibrado P:
A = s¥w (6.6a)

/s

= 0 (6.6b)
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A mudanga de sec¢ao local realiza uma transformagao na conexao
w dada por (5.45), implicando uma transformagac de gauge (0.18)
nas componentes do potencial. Analogamente, as equagoes (5.46)
implicam, por sua vez, a covariancia do tensor de intensidade
de campo, eg. (0.22).

Um campec de materia (Higgs), ¢i , e considerado como
uma secao de um fibrado vetorial E, complexo, associadoe ao
fibrado P atraves de um mapa de representagao r do grupo G
sobre o espago vetorial V, fibra tipica de E. Utilizando uma
segaoc local s, temos que o(x)=¢(s(x)) possui como diferencial

exterior covariante, na representagao adjunta,

DE = sTDg

"~ L k J) P i
= (9pp"+ ¢ Al g))adaT, (6.7)
onde c;k sac as constantes de estrutura de ﬁ.
A integral de acaoc para o campo de gauge e dada pela
norma da curvatura de P; sua 4-forma densidade lagrangiana €,

pois, escrita

i Jcr FA-’GE (6.8)

“Ir/\:—‘z)
onde * €& a estrela de Hodge, e as componentes de *F sao as do
tensor dual a Fuv- Pelo principio variacional, de {6.8)
resulta, como equagaoc de campo de Yang-Mills,

D#F = A*F « Ara>*xF — %xFa A = O. (6.9)

A identidade de Bianchi se escreve, pois,
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DE = dF « AsF - FaA =0 (6.10)

Podemos, enfim, construir uma 4~-forma densidade lagrangiana

covariante de gauge para o campo ¢

L = —Dg* A xDgb. (6.11)

mat
Tlustramos os conceitos geometricos apresentados
neste capitulo atraves dos exemplos dos fibradaes do monopolo de
(34)
Dirac e da solugao de instanton as equacgoes de Yang-Mills .
0 caso do monopolo magnético na teoria de gauge abeliana

consiste deo seguinte potencial para uma carga magnetica, g,

situada na origem:

q 1-eps© a

RGE Py e B 2, (6.12)

expressa nas coordenadas polares (r,B , ¢) do espago euclidiano
tridimensional. ) potencial acima possul uma obvia
singularidade para ©O=m, isto e, em todo o eixo z negativo.
Isto pode ser remediado, considerando duas regiSes do R -{01},

V.« =z >-¢€

-+

(6.13)
U z<~re

em gque a regiao de intersegao UyNU_ corresponde a uma estreita

faixa de largura £+0 em torno do plano Xy, do qual se exclui a
origem. Podemos, entao, escrever duas expressoes do potencial
P ~
(6.12), A+ ’ cada uma regular nas respectivas regioes. Em

linguagem de formas diferenciais ($=r sing d4¢):

Ar =34(+ 4 —cs )b (6.14)
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Vemos que A, possul singularidade em ¢=m e, portanto, e regular
em U,, enquanto que A_ seria singular em 9=0, regular, desta
maneira em U_-. Na regiao de superposicaoc das regioces, onde
ambos os potenciais sao regulares, A, e A_ sao relacionados por

uma transformagao de gauge:
A~ A_ = i%(4~m9+4-+m9)d¢
;: %_qu‘ (6.15)

0 campo correspondente e dado por

F:dAj-_
(6.16)
= 0 A
= 1q & de A dg
ou — .
B o= ;ﬁ_ - (6.17)
Q{5

Em termos de fibrados, o potencial do monopolo e uma
conexao de um fibrado principal com grupo de estrutura U(1)
sobre a esfera s2, A variedade-base & tomada como a esfera SZ,
pois consiste da uniao de duas vizinhancas {que a recobrem

completamente), H,, seus hemisférios, tais que H,NH_ & uma faixa

muito estreita em torno de seu equador. H, sao as projegoes

estereogréficas de U,. Definimos, em 82 . as coordenadas

polares 6 e ¢, com O g6<me Ogp<lm. A fibra tipica sera, aqui,
o grupo U(1), ja que o campo & abeliano. Este grupo de Lie
possul apenas um parﬁmetro e, topologicamente, equivale ao

1y

circulo (1-esfera) Si. E, pois, descrito pela coordenada e .
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Assim, construimos um fibrado principal, o qual, localmente, e
dado pelos produtos topolégicos
1 (6.18a)
H, xS

H x 81_ (6.18b)

As coordenadas na fibra serao designadas diferentemente, de
~ i iy iy

acordo com a porgac do fibrade: e '+ para (6.18a) e e - para

(6.18b). Estas sao relacionadas, no equador de s? {circulo

parametrizado pelo angulo b), por fungoes de transigao dadas

por elementos do U(1)}:

b ng At . ‘
e = e e n inlimn. (6.19)
A 1-forma de conexao, ® =iA, para cada porgao do

fibrado, ¢ dada por (éﬂ dg = idy):

A, + 2, sobre  H, (6.20a)

A_ o+ A sobre  H_ (6.20b)
e, por diferenciacao de (6.19), temos a transformacao de gauge

A+==A_*“Mdﬁ, (6.21)
gque, comparande com (6.15), identificamos n com a carga do
monopolo, g. 0 fato de n ser um numero inteiro implica a
condigao de quantizagao do monopolo.

A 2-forma de curvatura €, neste caso, & =iF, com F

dada por (6.16). Este € um exemplo de forma fechada, mas exata
apenas localmente.

A caracterizagao de topologia nao trivial do fibrado

do monopolo esta contida na equagao
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< =
g = g B.AS.
SJ_
Ela e consequeéencia apenas das regras de transformacao de gauge
e nao da expressao explicita do potencial (ou seja, se o

potencial & ou nao solugao local das equagoes de Maxwell).

Consideremos a integral em toda a variedade-base da quantidade

‘C’*':;!;;’: (6.22)
(primeira classe de Chern do fibrado em questao; ver Cap. III),
Dai resulta, usando o teorema de Stokes:
oo Ly F;LHAA“JAA_]=LH)A +3£, A—l
4 o R Yo Tl ) . o
1 o o
3_[#\(&,,@_)] - \_%J L6 - a, (6.24)
x| 1 JIN D
relacao equivalente a (6.22).

0 exemplo da solugao de instanton @s equacgdes de
Yang-Mills para o grupo de gauge nao abeliano SU(2) tem uma
interpretagao geométrica semelhante a do monopolo magnético.
Tomemos uma compactacao do espago-tempo euclidiano
quadridimensional, por projecao estereografica, a esfera S7t .
Esta sera a variedade-base. A fibra tipica e o grupo de
estrutura serao o grupo de Lie 8SU(2), que equivale,
topologicamente,é esfera 8°%. Novamente recobrimos S" com seus
dois "hemisferios", Hi' 08 guals se intersecionam numa pequena

regiao em torno do "equador™" de Sq, uma esfera 83; Esta pode

ser parametrizada por seus angulos de Euler ( 6, ¢, V). Um
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elemento do SU(2) pode ser escrito como

b (GO __r—f# ) (6.25)

il

= x>

_)- ~
onde 9 sao as matrizes de Pauli. As coordenadas na fibra, g,
sao dadas em fungao dos angulos de Euler, o, , B, , v, , da
variedade de grupo, 83, de acordo com o hemisferio H, . Assim,

formamos um fibrado principal, o gqual, localmente, compoe-se
dos produtos
; 3
He xS
3
H_ox S,

(6.26)

Na regiao de intersegao H,(\H_, temos as fungoes de transigao
a_(u,p ,3.) = hk9+(o<+, B, %), (6.27)
com k inteiro,
A solugao de instanton e obtida nas expressoes para a

l1-forma de conexao em ambos os hemisferios,
— 4 —1
W, =9+ Ag, + 4, &9+ (6.28a)
A At -4
= +
W %-A?— 13- M, (6.28b)
logo, por {6.27}), A e A estac relacionadas por uma
transformagao de gauge
-k k , -k
Af:lm‘{Al/\, + Al (6.29)
A solugao procurada, para k=1, deve tender a um gauge puro no

infinito, para que a agao de Yang-Mills, integral em toda a

variedade-base da 4-forma (6.8), seja finita:
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2}k —=bo (6.30a)
F Il 00 O (6.30b)
(62)
0 resultado e
Pz S
A = o A, (6.31)
2 N

analitico em H_, e, por (6.29),

-1
g Al
=T T T (6-32)
44+ 2/5
analitico em H_. A 2-forma de curvatura F e obtida em cada

hemisfério usando (6.5) e se relacionam por
F_ _ M,F;L;ﬁ‘ (6.33)
Este campo possul a propriedade de autodualidade:
F = = F (6.34)
Tal como a carga do monopolo, o fibrado do instanton

e caracterizado topologicamente pelo numero inteiroc k (“"carga

topolégica"). Este e obtido através da forma de curvatura da
quantidade
i
-c, = - -— ke FaF (6.35)
2.
¥

({segunda classe de Chern do fibrado 8SU(2), ver Cap. III).

Temos que

Le(EAF) = ke [FaldA~ AnA))

= L (A(F,\A)_AFAA—F;AAAA) (6.36)

= ke (A[PADY+ AndAn A AnBnBAA)

e como
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be AlhabnA) = —3 be (Aa dBaA) (6.37)
‘:r (AAA{\A/\A) = D, {(6.38)
a eq. {6.38) torna-se
be (FafF) = dbr(Fah-TANARA) (6.39)
Entao,
A — N
0o -t fu N iUer(F ,\apjmmm]
gn? B, N
0 i, 1y
- L Lbe (Fond, - LA A AAL)
Qe AT A By 3 AR

SB

“‘CT(FW"\A_"%A__/\A_/\AH)]‘ (6.40)

Pela transformagao de gauge {6.29),

b (F A A) = be (WL A (WA I o W)

{

C ke [FAAL AR A AT A tondlcELk]
(6.41)

be (AL A_A A = ko (AL A A AAL +3A A A A dIKT LR «
e BALA ML A AT LR .
AL A A A AR
{6.42)

de modo que

U g;ﬂ[% I R T U R L (A}

(6.43)

3

Sendo S uma variedade fechada, a integral do segundo termo e
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nula e, portanto,
- A Yy —k b, ke
G, = — | & (WA A WA A ™)
cQ@ﬂi‘ 55
Realizando a integral nos angulos de Euler do grupo, obtemos,

finalmente,

Co- k.

ol
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CAPTTULO TT

EQUACAO DE DIRAC-XAHLER

No espirito do formalismo de espagos fibrados,
descrito no capitulo anteriocr, deveriamos igualmente considerar
campos fermionicos come segoes (locais) de algum fibrado
vetorial asscciado. Férmions sao usualmente representados por
espinores, de modo que, neste caso, a fibra tipica do fibrado
seria o espacgo dos espinores e o grupo de estrutura o grupo de
spin SU(2).

A  transposicaoc do formalismo espinorial para a rede,
no entanto, nao se mostrou satisfatoria. Wilson, a0 fazer a
discretizacgac usual (transfeormacao de derivadas em diferengas

(57)
finitas) a equagéo e a lagrangiana de Dirac verificou a
existencia de polios espﬁrios noe propagador fermignico, todos
com @& mesma energila. Esta "duplicagac do espectro” fol
(18)
eliminada pelo préprio Wilson posteriormente . adicicnando
novos termos a agac (os quais nzo comprometiam o’ limite ao
continuo nem a invariancia de gauge da teoria). Estes termos,

entretanto, quebram a invariancia quiral da agao guandoc a massa

do férmion & nula, implicando a impossibilidade de a teoria
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tratar particulas como neutrinos, gque possuem gquiralidade bem

definida. Teoremas foram demonstrades sob condicoes bastante
(B8,59,60C)

gerais por Nielsen e Ninomiya , segundo os quais €

totalmente impossivel conciliar, na rede, a simetria guiral e a
simetria de gauge, sem haver duplicacao do espectro.

Novas formulagoes de fermions na rede se seguiram a
de Wilson, todas apresentando algumas vantagens, mas sempre com
alguma desvantagem; por exemplo, ha a propesta deo grupo do

(61)

SLAC de uma agao, invariante de gauge, com simetria quiral

e sem duplicacao do espectro que, no entanto, e nao local.
Outra formulacao e a de (Casher-Banks)-Kogut-

(19,20)

Susskind , ague coloca cada componente do espinor de Dirac

num sitio distinto da rede, alternadamente, gerando subredes

para cada compcnente, desacopladas entre si, ¢ problema &

parcialmente resclvido: a degenerescéncia espectral e reduzida

(em 4 dimensoes) de 16 para 4 e ha uma simetria gquiral

discreta, mas nao a continua, como desejado.

Neste capitulo, estudaremos a equacgao introduzida
{13,14,15)

pelo matematicc Erich Kahler ' , que descreve os fer-

mions em termos de formas diferenciais, utilizando, assim, o

calculo exterior apresentado no capitulo precedente, aléem de

ter-se que introduzir uma algebra mais geral no fibrado co-
tangente,de modo a incluir produtos de Clifford (algebra de

Kahler—Atiyah). ﬁ, portanto, uma descrigao naokespinorial de
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fermions, baseada apenas em objetos geometricos ja conheci~
dos; dai o nome, eventualmente utilizado, de férmions geome-
tricos. UEsta formulagao reproduz a eqguacgaoc de Dirac com o

mesmo grau de degenerescencia espectral gue os fermions de

Kogut-Susskind, constiuindo, pois, uma versao destes no conti-
(17)

nuo . Mostraremos a argumentagao dada peor Graf para a

relagao entre o operador de Kahler e o de Dirac; em seguida,

descreveremos a maneira "heuristica”" de se chegar sos fermions
(56)
gecometricos e sua equagao, formulada por Rabin e exibire-
mos como as formas de Dirac-Xahler variam com a representagao
. H . . . . .
das matrizes Y de Dirac. 0 formalismo mais precisc, devido a
(16)
Becher e Joos . Mmostrando como se reduz a degenerescencia
dos fermions para 4 (em quatro dimensoes), e apresentada a se-
guir, A degenerescencia residual das formas de Dirac-Xahler
e, entao, colocada sob a forma de uma simetria SU(4), e mostra-

mos como tal simetria pode ser extraida da propria equagac de

Dirac, em sua formulagao original.

Suponhamos que o espago-tempo seja dade por uma

variedade M, de dimensao n par (tipicamente n=2 cu 47, com
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meétrica plana. Censideremos c¢ fibrado cotangente sobre esta
variedade, T*(M); comc ja vimos, podemos construir o fibradoe de
- . _n k
algebra exterior A*(M)ZE® A T ¥(M), gerado pelas sucessivas
k=0
aplicagoes do produto exterior de formas diferenciais. Uma
base para M(M) pode ser escolhida num sistema de coordenadas
{xM, w=0,1,...,n-1} como
fr Y 4 -4

& 4, &Mﬁ, A A A ) 5_.)AMON4A& A A A j, (1.1)

Ou seja, em duas dimensdes, isto € simplesmente

o L
ﬁ 4, i#r, Auxd, abKOA A#AJ (1.1")

e, em guatroc dimensoes,

& 4, Aﬂy‘, &4£NA &4& (9<*J)) ‘&Mr‘AJUKvA A#e (M<V<IQ)J

A/;(OAMJ\/\MZ'/\M:S\S, Mo, ¢ = O,...,3. .am

0 primeire passc para a descrigao de fermions en

termos de formas diferenciais vem da observagao de que, em
guatro dimensaes, podemocs definir um igsomerfismo entre ¢!
conjunto das 16 formas diferenciais que compoem a base de A¥(M)

com o conjunto das 16 matrizes 4x4 independentes de Dirac

T b Y A N
iia Né 3 o :5:['6“\7{ ]) '{5‘5’“)7{;}_ (1.2)
Ou seja,
© tr
T o—= dx (1.3)
& um isomorfismo. Ne entanto, este isomorfismo s¢ estara bem

definidc se os diferenciais dxu obedecerem a mesma algebra gque

H . . -
os Y . Como se sabe, estas matrizes satisfazem a algebra de
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Clifford,
J VoM N
ﬁPHK 4 —$ ‘6 — ;L?}M (1.4}
?
v~ - . -
cnde g sac as componentes da metrica de M. E necessario,
portanto, que tal élgebra gseja implementada no espago dos
diferenciais. (Em duas dimensoes a correspondencia é realizada

com as matrizes de Pauli {l,0!,0%2,0%=i0l02}.

(13)
Assim, definimos, segundo Kahler s, © produto de

Clifford entre diferenciais:
CL\(PA v M\) A+ Mv‘ v oxU o= 200},“,~’] (1.5a)
Av 1 = 4 (1.5b)
A v a2 v A - M‘H) p=0,...,n-1(1.5¢)
0 produto Vv se relaciona trivialmente com o produto exterior

A atraveés da relaciao

MM v M‘a = MV\/\ 0\,\4\) + a:jtd\) (1.6)

)

de modo gue, para l-formas o, B,
Xvp = b’ v I’ - w Lt dox” o
= - o = hpox A p +53 fx#r,v

= 0(}/\?; + oo b

{(1.7)
Portanto, temos o espago A%{(M), que, junto com as operagoes A,
v e o produto escalar entre formas -+, forma um espago fibrado

sobre M cujas segoes satisfazem as algebras de Grassmann e
Clifford, relacionadas por {(1.7). Esta algebra se denomina

élgebra de Kzhler-Atiyah e ¢ espago fibrado passa a se chamar

fibrado de KEhler—Atiyah.
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Como wvimos no capitulo anterior, os elementos de

A*(M} sao formas diferenciais gerais, i.e.,

SZS = Y001 + LPP(%)J-K‘M«L ﬁt@wu)MMAMU+---+“Pw_,_‘nu\é, (1.8)

n .
onde € significa o elemento de volume de M, dxia. .. adx . Ha
dois automorfismos de A*(M) gue e interessante introduzir: o

automorfismo principal A,

Ag - ) g
_ ¢{o) - ¢(4) + ¢{1)F - ¢(‘n) (1.9)

e o anti-automerfisme principal B,

B - )Py

_ ¢(°)I+ 9?5(4)—# @’(1)--4 ¢(5)+¢(4‘)‘_4”_ (1.10)

cem as propriedades

A* - BE - (1.11a)
ij = f’ﬂl (1.11b)

A(KAB): (Asx) A (J‘ftg) (1.11c)
A (‘X’\ p) = (ﬁcx) A (/3!6)} X, p € A (M) (1.11d)

E conveniente definirmos uma operagaoc de contragao
entre um vetor do fibrado tangente a M, X:xue , W =0,..,n-1, e

(p)

uma p~forma diferencial ¢

L)(w) = X gt - (xverp(-\iﬂ-ﬂﬂ_”v oo n AT )

v -
- A }Lt‘qv ey @PL.JM "alopadx T

e f
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= o TPy, <A ey da A T

Lp-1)!
A ke Vv v
= A A UACDNNUINY Ve (1.12)
(p-)! Wiy Vp dx
onde ¢ , > e a contracgac definida em (1.1.4). Podemos estender

esta notacac a um "produtc interno”™ entre formas, que nada mais

seria que uma "diferenciacao" de formas (ja que satisfaz as

H Hv

regras de Leibniz): tomemos e = g e, e seja
SN UVA %'““’ (1.13a)
e 14 = 0. (1.13b)
Vemos gue, de acocrdo com (1.12),
6“4((;54—00) — e,H__;g) © G/H;\b\) (1.14a)
e (Brw) = (e,%_jqb)r\qu—(%{gé)/\ el Jw (1.14b)
(efae¥a + e¥aela) @ =0, (1.14¢)
B, e AT(MY.
Podemos, pertanto, usandce (1.13a), reescrever a
formula (1.6) do produte de Clifford como
done ™y M\} = ™ A A + el ci«J, (1.15)

gue pode ser generalizada, usando (1.14a), para
# "
dx"v g = dxng o+ LB (1.16)
t v v
P v = @ Adx — e JAg. (1.17)
Enfim, o produto de Clifford entre duas formas diferenciais

gerais ¢, weA*(M) se escreve:

) 1.18

consistentemente com os casos particulares acima. Com isto,

resultam ainda as propriedades
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e L(gvw)=z (e ad)vw + (HAg)v el sw,  (1.19a)

Algvw) = Ag v Aw, (1.19b)
BLlgvw) = bw v B (1.19¢)

0 calculo exterior sobre formas & naturalmente
estendido a A¥(M). O diferencial exteriocr, atuando em ¢de A* (M)

-

e, simplesmente,
Ag = A A du
Wy (1.20)
0O operador codiferencial §, adjunto de d em relagac ao produto

escalar (1.2.19), atuando em ¢6AP(M), resulta em

A b Y Vv
= ——— C)\A( z ‘e L4
°f (p-0) R S

AP oo n o A
—_ [N ﬂ .. j\/\
ot &P

vy \
= (_4—”.\ (e"\—-'- dux ) at'\k(' \)4\;1___\)\’ le Ao A Jv;(vr
P-Ad

e vy f%)
— S &4
= [ -1 BV\(\P\)\"_\)Y M N
A .
- e’ 3 a\wgé (1.21)
Pela relagao (1.16), definimos entao um operador

diferencial sobre A¥{M) que respeite a élgebra de Kahler-
Atiyah, usando (1.20) e (1.21):
dor" v 9\* = kd/xh/\ + ﬁrA—J)Q‘“
= d+$. (1.22)
Levando em conta o isomorfismo yu »odx P , poderiamos dizer que
o operador de Kahler d+8 atuando sobre formas diferenciais

gerals corresponde aco operador de Dirac YUBU. Entretanto, esta
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correspondencia nao € tao direta, pois, como mostraremos a
seguir, varias copias das equacoes de Dirac surgem em

decorrencia da aplicagaoc de d+d8 sobre formas gerais.

(56)
Rabin mostrou a relagao explicita entre a eqguagao

de Kahler-Dirac e a formulagéo egspinorial de Dirac, gque, embora
nao estritamente correta, fornece uma visao intuitiva de como
esta relagao se processa.
Consideremos a equagao de Dirac, em gquatro dimensaes,
num espago-tempo planoc de metrica euclidiana:*®
(40797 —aw)d = O, W= 4,2,3,4, (2.1)
onde as matrizes Yu de Dirac satisfazem a algebra
T AN A G 285%™ (2.2)

e ¥ e um espinor de guatro componentes,

3 (2.3)

* Utilizamos, agui, notacao e convengoes do livro de Itzykson

e Zuber(62) A métrica de Minkowski, diag(+---), & levada a
métrica euclidiana, diag(--——) pela rotacgao de Wick xUw-—ix"
Escrevemos a matriz = ivy04142+3 Eucl = byl 1y3

vy = iv7vl¥?y? como vy Yry Py ty? .
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jubl

Escolhendo, por exemplo, representagao gquiral de Kramers para

" .
" 0 -AL p o o . o o2
“\ax o/, Pl o) T= et o )
0 03 T 0
3 Y =
3 = (_0—3 O ) 5 0 -T ) (2.4)
: p .

pote

onde I e a unidade 2x2 e 03, i=1,2,3, sao as matrizes de Pauli,
a equacao (2.1) constitui uma notagao compacta para o conjunto
de equagoes

’811‘-1,/3 + ;ngll-é + &94 4’4 B 911"4 = W’t‘lﬂ

Ity — ARy —idt - Y, T why

ok, + 9, Y, St A0, = amd, (2.5)
A equagao de Dirac pode ser equivalentemente
reescrita se, em vez do espinor coluna ¢ utilizarmos a

seguinte matriz 4x4:

/ Yy, © 0 0
~ % o o 0
I R |
E 1% 0 O o f
Y% 0 o oy (2.6)

a qual pode ser expandida na base (1.2):

I = kL hyv, o vyt )
V=4I + {7 +&[%w7f TV o B YEY + £ 7, (2.7)
ondée 0S5 coeficientes sao determinados pelos elementos ¢i do
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espinor.
Dado o isomorfismo Yu s dxu s podemos passar da

expansao (2.7) da matriz ¥ 2 uma forma diferencial geral

P = Nt 21 £ At o 57 frog b dnn i

(2.8)
“+ %531.
(0} (1) .
= ¢ . gt) " ¢(7—) “ ¢L3)+ (_;5(4). (2.8")
- u
Explicitamente, na representacaoc de Kramers das matrizes ¥,
determinamos as formas
¢l0) _ —i‘d/ (2.9a)
4 1
() .
o - L [kd‘ Aot 4y, A i, Ao A, Mg) (2.9b)
" ) 4 ot 3

PP = L (Lt daa o= 4y D do o g, i

2, FDVATNY DRI SYLDYY PV NIRRT S Ax3) (2.90)
77 ;t (- dydnndutndn® o id, dxPadp'ndn? +

*'4’4 An n AZn ioc?’ﬂéd?g dox "4 Ay ® A Av®)  (2.94)

(%) A
SD - I.‘Lha' (2.9¢)

Como visto no paragrafo anterior, foi demonsirado por

(17)
Graf que a agac do operador y“au sobre Y e egquivalente a do
operador d+8 sobre a forma ¢, e, assim, obtemos a egquagao de
Dirac na linguagem de formas diferenciails, a equagao de Dirac-

Kahler:

AA+8) @ = g, (2.10)
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que compreende, na verdade, o conjunto de equacgoes
- -4) +4)
qubt\v )4 g¢(‘t’“) _ mgé(’?), p= 0, b, (2.11)

ou seja,

Lc&sﬁﬁ(n - Wféw" (2.12a)

g 4 ) - wgt) | (2.12b)
LdgD e SPP) = wg @ (2.12¢)
< (ow,-m + 5¢L4)) = wp® (2.124d)

. 4
Ao\qje’) _ m¢ )‘ (2.12a)

Por exemplo, da eq. (2.12a) resulta uma das guatro egs. (2.5):

941{”5 * Lad%f* P byt AUy = wm

Entretanto, & 13 o numero de formas independentes em
(2.9), fazendo com que (2.10) contenha 16 equacoes ao todo. Ou
seja, cada uma das egs. (2.5) ocorre gquatro vezes em (2.10).
Surge, entao, uma degenerescéncia de ordem guatro no espectro
fermionico.

Além disso, as formas (2.9) nao sao as unicas a2

fornecer o mesmo conjunto de egquagoes de Dirac, pols a matriz ¥
foi escolhida arbitrariamente, Ja que as componentes do espinor

poderiam compor guaisquer das quatro coclunas de uma matriz 4x4

com zeros nas outrasg componentes. Cada uma destas maltrizes
teria sua propria expansaoc (2.7) e, conseguentemente, cada uma
definiria uma forma geral (2.8) diferente, Na tabela 1
mostramos, na representacao de Kramers, as formas diferenciais

(b)

para as guatro matrizes V¥ b=1,...4:
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TABELA 1 ~ Formas de KHhler na Representacao de Kramers. (Espago euclidiano

4~dimensional)

¢ (1) g (2) y(3) y ()
(0) 1 1 L 1
¢ g A A 2y
o | Lap axt E(iv, dx L(ip, dxt 1 (1g,dx"
4 1 3 X 4 1 L X 4 1 1 x 4 9 X
- wqul - wgdxl + wzdxl + I!)ldx1
+ip, dx? it jdx? ~ij,dx? +igdx®
- wadx3) + ¢qu3) + ¢1dX3) - wzdxa)
(2) 1, . by g1 1. by a1 1. b1 1. b1
¢ Z(—lwzdx Adx z{—lwldx Adx Z{lwhdx Adx Z(1¢3dx Adx
- ¥,dx"ndx? + Pydxtadx? + Pdxtadx? - 1 pdxadx?
—iwldX“Adx3 +iw2dx“Adx3 +i¢3dqudx3 -iw“dx“Adx3
+ip,dxladx? -ig, dxladx? +ipgdxladx? ~iyp, dxladx?
- wzdxll\dxs + wldxlAdx3 -y, dxladx’ + 1p3dx1f\dx3
+ilp2dx2/\dx3) +i¢1dx2/\dx3) +i1b“dx2/\dx3) +ilp3dx2Adx3)
3) |1 1, 1 1
- 4 1 21 L 4 1 2 | Lr_ L 1 2 — by 1 2
¢ Z{ ¢3dx Adx Adx q(wqu adx - Adx 4( wldx Adxiadx 4(wzdx Adxtadx
-1y “dx“l\ dxladx3 | +iy 3dx‘+Adx1Adx3 —iy de"‘A dxladx3 +ilp1dx‘+/\ dxladx3
- w“dxl“f\dle\dx3 - 3dx‘+Adx2Adx3 - ¥ zdx"”!\dx2i\dx3 - ¢1dx“Adx2Adx3
—itpgdxlf\dle\dx3) —ilquxlf\dxzf\dxg) +ilI)1dx1Adx2Adx3) +itp2dxll\dx2f\dx3)
(4} 1 1 1 1
’ Ay 3t 7 st 7 e
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TABELA 2 - Formas de KHhler na Representagao de Pauli-Dirac. (Espago  eucli
diano 4-dimensional)
e O (® 5 )
1 1 1 1
¢(0) AR AL Vs A
(1) 1, . Yy 1, .. t 1.. y 1., 4
] 4( ﬂhdx z( U%ﬂx Z(l¢3dx chw“dx
- ¥, dx! - ¥, dx! + oy dx! + pdx!
+ip, dx? iy, dx? ~i, dx? +i) do
- ¥, dx?) + 9, dx?) + ¥ dx ) - b,dx?)
- 4
(2) 1 . [ 1 1 s t 1 1 A [ 1 1 . 1 1
B Z{—lwqu adx ‘Z( 1P dxadx z{ iY,dx'adx Z{.lwldx A dx
-, dx" dx? + pydxs dx? =~ P, dxta dx? + P dxadx?
—ii})adxuf\dx3 +iwudX%\dx3 —iillldxl*!\dx3 +iw2dxkhdx3
+i¢1dxlndx2 —iwzdxlAdxz +il})3dxli\dx2 -iwudxlhdxz
- P, dxladx? + Py dxladx® - P dxla dx3 + Pydxladx?
+it,dx% dx3) +idx?adx?) +iy,dx?adx®) +14dx?Adx?)
8 11y axrdxladx? Ly, dxndxlnds? | L(=y_dxndxInds? Ly dxtndxlndx?
471 4 2 4 3 477y
+iw2quAdX1AdX3 "iwldqudxlAdx3 niwquqndxlndx3 +iw3dthdxlAdx3
+ wdeuAdszdXS + wldx”:\dxz;\dx3 - wudxl“/\dxzr\dx3 - wgdx”!\dle\dx3
—iwadxlndszdx3) -iwqulndxzndx3) +iw1dxlndx2Adx3) +iw2dxlndx2Adx%
T
(& 1 1 i 1
¢ ) nge que Zwls Z‘pZE
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i o o o v ¥, o O
?_m: b, o o ,%(z): 0\, o o
| u% ¢ O o / G \l’a o O !
W o o o O Y o o /
o C q% O " o O o ¢“ (2.13)
R Vosfo o o |
o © Vv, © o o O iy
O O iy © 0 o © Wy
Obviamente, ao mudar a representacas das matrizes vy, muda-se a

base da expansao (2.7} e novo conjunto de formas diferenciais ¢
obtido. Apresentamos, na tabela 2, as formas relativas a
(62}

representagao de Pauli-Dirac

A equacgac de Dirac adjunta,

< -

- = P\

(PO = - wy (2.14)
tambem tera seu correspondente em termos de formas

diferenciais. Lembremos que o espinor adjunto ¥ e definido como

¥ o= ¢+ﬁ°) (2.15)

e como, no espago euclidiano,YL+ =iYO reescrevemocs cComo

T o=~

Dado ¥ como o espinor coluna (2.3), temos, na representagao de

Kramers, que ¥ e representado como um espinor linha:

il e * ) * ¥
q/ =7 (-%é 44 qﬁ qﬁ-). (2.16)
A eq. {2.14) constitui, portanto, o seguinte conjunto

de equagoes:
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q ¥ . * . * * R
9;4_ ‘q/'l - &934’4 — La,(l!’z + 92’42 i Wq’a (2.17a)
N * s * - ¥ *

e by — iy + 94%_%&35\{«2 = — Yy (2.17b)
b ok Lot %" ¢z (2.17
P L 313 oA P T 9-2_ 4 = — A 4 . C)

. * * * . P ¥ *
(56)

0 procedimento de Rabin , aplicado a determinagao
das formas diferenciais correspondentes a (2.16), segue as
mesmas linhas gerais que para . Constroi-se uma matriz
4x4 @, com uma de svag linhas preenchida pelas compo-

nentes de ¥, p.ex.,

R S

;E’ O O (&) O
= (2.18)
0 o O (@)
< © Q O
Em seguida, desenvolve-se ¥ numa base definida por alguma

representacgao das matrizes v" de Dirac,

—

- T TR LN N N ob SV L TR Tos o b A G
= 3T + §ut"+ 1 (%) ﬁ*ﬁgwtﬁ“&ﬁﬂu%gﬁg. (2.19)
E, finalmente, utilizando os coeficientes E de (2.19), monta-se

a forma adjunta ¢, de maneira quase analoga a definigao (2.8)

de o:

pny T 7 7 4 - —
¢ = %{+ %VMP 'i\ %WJM‘A"M*g’;iﬁvﬂﬁMﬁAM‘)A&«€+%5E, (2.20)

ou seja,

?5 = 75(957(‘”+ FO B+ F 4 5(4))
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- @(0)+ 5(1)___ BE _ F3) 5(4)‘ (2.20")

Aplicando sobre a forma diferencial geral o]

operador d+ 6, temos a equacao adjunta de Dirac-Kahler:

{,L&—\—&)a:——m@—) (2.21)

que gera quatro vezes cada uma das equagaes adjuntas de Dirac

{2.17). A tabela 3 a seguir mostra o conjunto de formas que

=(b)
pode ser obtido ao escolher as regpectivasg linhas de ¥ ,

b=1,...,4, como as gue contem os componentes do espinor adjunto

¥, na representacao de Kramers das Y

Todo o formalismo acima descrito e igualmente valido

no espago de Minkowski. Para se obter as formas ¢ e ¢ na
metrica diag(+-—--), basta fazer a substituicgao dx "t gl nas
tabelas 1,2,3. As equaqSes de Dirac-Kihler fornecerao as eqs.

(2.5) ou (2.17) com a troca deaI+ por -idg.
Na situacao de férmions em interagaoc com um campo de
gauge, temos a equagéo de Dirac para campos definidos como

segoes de um fibrado vetorial associado ao fibrado principal de

gauge {Cap. I), em que as derivadas parciais sao0 substituidas
por derivadas covariantes de gauge. 0 potencial de gauge e

. ~ 1! a H a
descrito pela 1-forma de conexac A=A dx" =A T dx em que T
forma uma base na algebra de Lie do grupo de gauge, e a egua-

gao de Dirac covariante se escreve
_—tle
A.«Fb Lgl_A_Q— AY[.A)_Ll/:WU(- (2.22)

Na descricac de fermions por formas diferenciais,
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TABELA 3 - Formas Adjuntas de KHhler na Representacao de Kramers. (Espaco eu
clidiano 4-dimensional)
_(1} _(2) _(3 _(W)
v ¥ b4 ¥
=(0) 1% 1 * I % I *
L 7 V3 7 ¥y 7V Z ¥
5(1) Lip*dxy Ligpraxs Lig*axy Lip*axy
% ¢1 7 ¢2 x 5 1¢3 x 7 (ip, dx
* o 1 * 4.1 a1 ka1
+ wzdx + wldx wqu wsdx
+ip)dx? ~ipTdx? ~ipydx? +iyidx?
+ Prdx?) - p5dx3) - p3dx?) + Ydx®)
__&;(2) 1(. ‘kd qu 1 1( :‘cd qu 1 1(_. *d L”\d 1 1(_. *d qﬂdl
7 1y ,dx X A 1) 5dx p:4 % 1p,dx X A 1,dx b4
- Prdxadx? |+ padxadx? |+ p,dx*Adx? - pTdx"Adx?
+i¢§dx“ndx3 —iw:dx“AdXS "indx”Adx3 +iw§dxqﬂdx3
TAE I 2 LT | 2 s X1 2 s Fal 2
—1¢3dx adx +1wqu Adx —ipdx-Adx tip,dx - Adx
- w:dxlndxs + wgdxlAdx3 - wzdxlAdx3 + wﬁdxladx3
~iptdx?adx3) | -iyhdx2adx3) | -iyjdxZadx?) ~iytdx2ndx?)
3 % * * *
—6( ) l{w dx"*adxladx? l{*w dx"*adxladx? }(w dx"*adxladx? l(_w dx*adxladx?
4°71 4 2 4°73 4 N
s Xt A 13 s g b g1, 503 ¥ st a dxe LA dxe 3 PERATPE TR PR
—1w2dx adx-adx +1¢1dx Aadx*adx -1¢qu andxAadx +1¢3dx Adx-Adx
X A dx? A dxd ¥ YA A2 Adac3 P TTOR JA * A dwe2A dx 3
+ w2dx Adxcadx + wldx AdxcAadx + wqu AdxeAdx + ¢3dx Adx4hdx
% * L% L%
—iwldxlAdxﬂadx3) -indxlAdxzhdx3) +1¢3dxlndx2Adx3) +1¢qu1ﬂdxzﬂdx3)
(%) 1 % 1 % 1 % 1 %
b 7 ¥4e Z—wqe -7 ¥ -z b,E
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temos o acoplamento minimo
& = A+ A (2.23)

e a equacgao de Dirac-K#hler passa a

.LUwAJré-—%AA%)gé = W (2.24)

ou
LL()\¢(?—‘)+ Ar’\}éw-”"‘r cgsékpu)d % An % ;Zsuru)): mgém_ (2.247)
As cinco equacgoes de Dirac-Kahler saoc, portanto:
CEET - w A g ) = g
L(ouéto)_‘_ An % SO x Anr D) = g
(A r AN & S - wAn % $) = wn g (2.25)
AP A gD & SO xhax g ®) - g

LLO\QSG)q— A ¢(3)) mgﬁm‘

il

Surgem dai as quatro copias das eqgs. (2.5) com Bu +8u+Au.

Para a completa equivalencia entre o¢s formalismes

espinorial e de formas diferenciais, ¢ necessario que sge

eliminem as multiplicidades de equagoes de Dirac, inevitaveis
(56)

na construgao de Rabin. No artigo de Rabin , que estuda

apecnas as formas de matriz ﬁ(l), & mostrado que a

degenerescéncia de ordem 4 e mantida na discretizagéo da
equacac de Dirac-Kahler, e o autor propoe que esta
discretizagao seja equivalente a formulacao de Kogut-Susskind
de fermions na rede. No entanto, a analise do problema da

degenerescencia deve levar em conta as formas provenientes das
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. =(2 =(3 = (4 - .

cutras matrizes W( ), W( ) ?( ). Isto e realizado, juntamente

com uma redugao do grau de degenerescencia, na formulagido de
(16)

Becher e Joos ) gque sera desenvolvida no parégrafo

seguinte.

2.3. Formulacac de Becher-Joos.

Becher e Joos atacaram o’ problema da
multiplicagao de equagoes de Dirac provenientes do esquema de
Kahler, considerando, primeiramente, que o0 espago das formas
diferenciais A*, no espacgo euclidiano de quatro dimensoces, pode
ser considerado como decomponivel em quatro subespacgos

invariantes:

i
* %«(b)

A A (3.1)

b=A
Isto pode ser sugerido pela abordagem de Rabin, jé gue as
formas deduzidas para cada matriz W(b), b=1,...,4, eram
independentes entre si. Assim, desilgnemos cada conjunto de
formas obtido no esquema de Rabin por um indice b=1,...,4,

relacionado com a coluna da matriz 4x4 na qual foram dispostas
as componentes do espincr, i.e.,
b
@ — %,
Labain
Em seguida, faz-se uma mudanga de base em A*: no

lugar da base canonica, introduz-se uma base matricial Z:(Zab),
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a,b=1,...,4, definida em termos das transpostas das matrizes de
Dirac:

AR U WL iiﬂ;ﬂ SOV VA

.
+-3:—1 ﬂ;ﬂjjg BV VNP GG 3 €. (3.2)

Se escrevermos
(b)
b .
D = %4’& L (b 4ixo), (3.3)

(onde agora distinguimos as componentes de ¥ de acordo com sua

posigac na matriz Y), ¢ resultado obtido e gue, em cada b,
i.e., em cada coluna da tabela 1 (ou 2), sao resumidas as
formas com ¢ mesmo coeficiente. Por exemplo: pela definigao

- ~ H
(3.2), o elemento Zy11 e, na representagao quiral das Y ,
N & 3 .
Z:M = 4o LA adx 4 icL¢4A1i42+ £ (3.4)
e, como se verifica na tabela 1, constitul a soma das formas da
primeira coluna cujos coeficientes séo wl. Analogamente, nesta
mesma coluna, Zp1, £37 € Zi1 sao a soma das formas com O mMeSmo
coeficiente ¥,,¥, e ¥,, respectivamente.
Ao escrever (3.3), portanto, Becher e Joos eliminaram
a fonte da multiplicidade de equacgoes '"por coluna" na tabela:
ao aplicar o operador [i(d+6)—m] a forma (3.3), obtemos
exatamente um conjunto de equagoes de Dirac, para cada b.
Defininde a forma diferencial geral
p - L g
b
>z
= 28 0\.{9) (3.5)
a,b

cbserva-se que a nova base (Zab) realiza a decomposigao do

it
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espago das formas diferenciais em quatro subespagos
invariantes, também chamados ideais a esquerda.

A equacgac de Dirac-Kahler, aplicada a ¢, definida por
(3.5),

[((a8) - w]@ = O, (3.6)
vem, portanto, a ser equivalente a equagéo de Dirac apenas em
cada subespacgo invariante: por (1.22), (3.6) se escreve

;{‘&M‘Av()k —w g = O (3.7)
e, pela relacao, provada por Becher e Joos,

v (L) = 151, (3.8)

temos gue

X S:; Lgkqéf))dw;Av Z)ab = &'5;4(3V3+S))§;‘(ﬁFT)aLZ:CL
o,k -

a, b

)
= MLLI/C Z’Clp (3-9)
c,b

Dai, (L)
(W)
. .
L §;>L$ )ca,ayj+a- = Lut¥c
[~
ou
T (L) (&)
onde ()
+4
(L) (L)
4 = dflug) b =4, .4, (3.11)
i
b
qﬁ
Assim, pols, associando um férmion a cada ideal a
esquerda, esta reduzida a degenerescéncia espectral de 16 (na

formulagac de Rabin}) para 4 f{(na de Becher e Joos). A
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degenerescencia residual de 4 e inevitavel, ja gque este €& o
numero de ideals a esqguerda minimocs (i.e., gque nao podem, por

sua vez, ser reduzidos a subideais a esquerda.

Os varios ideais a esquerda ax (P podem ser
caracterizados por um conjunte de projetores {P(b)} ,
idempotentes sob multiplicagac de Clifford, que se projetem

« (D) . .
sobre s A . DOu seja, tais gue

(b b (L)
P ) y ?L ) - ébu ? (3.12a)
— )
), ¥ = 4 (3.12b)
b

com a propriedade de que

7 v -z, 8., (3.13)

e

(b)

Desta maneira, P projetam, de fato, as formas sobre o

respectivo ideal:

) &) (b) (b'
By P 0& Y Law v P - [L?d"’“ Loa St
i a,

A b
= %,‘Ek L., = &°. (3.14)

Podemos também observar gque ©s preojetores podem ser dadocs pelos

elementos diagonais de Z:

() {
P L, (3.15)
o ~ {b)
0 que pode ser verificado pela expressao em formas de P .
0s fermions definidos pelos ideais a esquerda, além
de serem independentes entre si, séo, também, identicos e,

. - (b)
portanto, a escolha de um deles, atraves de uma projegao P ,
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e arbitraria. Desta maneira, fica caracterizada uma simetria

da formulagao de Becher-Joos.

2.4. Simetria SU(4) para formas e espinores.

Becher e Joos observaram que, aoc se tomar a
multiplicagao de Clifford a direita de uma forma geral por
uma outra forma geral, constante, c, com representacao

matricial (Cab)’
)
o = b, (4.1)
realiza uma transformagao entre subespacgos invariantes:

s (b} 7 (@)

DANEEP IR UL A (4.2)
2l

As matrizes @, unitarias, formam um grupo de

transformagoes SU(4). Este grupo fol identificado por Becher e

Joos como o grupo de simetria de "sabores"(i.e., das especies

- . . ] ) b
de fermions associados a cada subespago iInvariante A*( )),
(19,20,63)
proposto por Susskind para sua formulagao de fermions
na rede.
Como vimos no paragrafo anterior, uma forma

pertenceré a um dos subespacos se satisfizer a eq. (3.14).

Isto e equivalente a impor que a forma seja um autovetor de
A . 1 2 . .

dois operadores,T=1dx A dx € £, os quais, junto com a

identidade f{(de formas) e seu produtec de (Clifford formam um
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grupo abeliano, denominado ‘'"grupo de redugao" por Becher e

Joos, Explicitamente: desdobrando (3.15), temos que

P "ZU R UV, N UVL IS UL N V)

A % L’i PN DV UN USSR TUL I DV 6)
{(4.3a)
Pd) = {—; ()\ “* &M4AM3+ &A«‘AMZ—-E)
( .
qu) = —iaf Q’l - A‘-MIU\ M3~— fCM«AMZ—-{,),
Estas expressoes podem ser escritas da seguinte maneira:
P _ ‘:; (A idun du?) v (44g)
{
P _ {-‘Ue Lt a ) v (Aeg)
{4.3b)
?(5) = L (A4 A ML) v ('{—5)
&
P9 b (A-idtadd) v (d-€)
4
ou, compactamente, como o fazem Becher e Joos:
o) _ 2 e Lsdoad (z) ' nda?) v (A & Sinal W123) €) (4.4)

onde (sinal(12),sinal(4123))=(++),(-+),(+=),(-=),
para b= 1, 2, 3, 4,

. (b) . -
ou seja, os F sao gerados pelo grupo de reducgao, R:

K‘:{/\,‘C]E)tva} (4.5)

0 proposito deste paragrafo e mostrar que o anel



formado pelas matrizes de Dirac constitui uma representagao

algebra de
propriedades
seus produtos formam

Denotenos

conjunto

4x4 e o das 16 matrizes de Dirac dadas em (1.2). Todas as
matrizes do anel de Clifford teém traco nulo e determinante
(62)
unitario lo paragrafo 2.2 usamos o fato de que qualquer
B
matriz 4x4 pode ser unicamente expressa em termos das Y e da
identidade. As matrizes do anel também formam uma algebra:
B oK _ KK L
[gh ¥Rl =07, (4.6)
Em qualquer representacac das matrizes de Dirac, trés
H ~ + 0
das matrizes ¥ do anel sao Zdiagonais e roporcionais a
/
/1 A \ 4 \
-1 -~/ 1 \
"y ) 4 ) ey ) (4.7)
A _
4, -4

Nas representagces utilizadas neste trabalho, estas sao,
respectivamente,
—quYa,inY2,Y5 na representacao quiral de Kramers
Y”ylyz,inYz,—qu na representagao de Pauli-Dirac.
0 conjunto acima & escolhido como o subconjunto diagonal das

Lie dos geradores do grupo SU(4).

de anticomutatividade

H
por Y

H
de todos os ¥
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da

Devido a suas

i

{1.4), matrizes vy e

&s

um anel ("anel de Clifforgd";}.

¢ elemento generico do anel. 0

independentes mais a matriz identidade

matrizes gue satisfazem as regras de comutagac seguintes:
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(74, 3v"] =0  (kswm)

[#% g4y ym] 0 (kfw)
(% 7w -0 (esw)
(7%, 9] =0 (ksw#n)
[, g -0 (lsw)
(7« %] -0

[:?f"a"‘, \‘{‘w\aﬁu]: 0

[ #2449 ]= 0 (k)
(749« 4] = ©

[ 4o iy (=0 (kyrwm)
Dby 39292720 (ksw)
Yﬁkfungl = 0 (k¢uﬂ
IR AR S S P e

(4.8)

De acordo com o tecorema scbre classificacac de

(64,65)
algebras de grupos simples , a algebra das quinze
e i : 2 1 . H - B -
matrizes hermitianas e de trage nulo vy, {4£.6), e iscmorfa a

algebra de Lie do grupc SU(4).

0 subconjunto (4.7) de matrizes diagonais comutativas

(4.8) constituem uma subalgebra abeliana conhecida como
{64,65) {66)

subalgebra dJde Cartan cu tronco ¢ correspondem as

tres raizes nulas; seus indices indicam a representagao usada

das matrizes de Dirac.

A equacao de Dirac (2.1) e invariante sob

ju
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multiplicagao a esquerda por gqualgquer mairiz YH do anel:
H H
7 ,‘L*A"\atﬂl/ = Y (4.9)

Pondo
;

¥ pHg g he (4.10a)

; "
LR A (4.10b)

temos
. ' } ]
il Ot = el (4.11)
Como gqualquer elemento do S5U{(4) pode ser escrito como uma
. - . H . . L
combinagao linear das Y , esta propriedade de invariancia pode
ser tomada como uma invariancia sob o grupo SU(4). Estas
transformagoes também se aplicam ac¢ hamiltoniano de Dirac.
Para ‘tornar clara a relaczo desta invariancia SU(4)
com a da equacgao de Dirac-Kahler, relembremos ¢ conceito de
(67,64)
ideais: um ideal a esquerda & um subconjunto L do anel

®R  tal que, sob multiplicacao a esquerda por qualguer matriz do

anel, obtemos um membro do subconjunto L:

RL — L. (4.12a)

Um ideal wminimeo a esguerda e agquele que nao possui um

subconjunto com esta propriedade. Analcogamente, para ideals a
direita, temos

RE — R (4.12b)

Um ideal minimo a esquerda para o anel de Dirac pode

ser dado, por exemplo, pelas combinagoes lincares (com

coeficientes complexos) das matrizes



88

)
L=

]
- <o O X
<&

0
)t Lf” = 8 () (4.13)
4

isto e,
Oy
)
R e D (4.14)
o i
3
Gy
com aj, i=1,...,4, numercs complexos. Outros ideais sao dados

por matrizes com uma das cutras colunas nao nula:

0 by ¢y © 4,
2 ‘ J t3) 0 \4)
L:Oblopl‘: U@ L' O 4 ). (4.15)
0 by ¢ O A4
A  gualguer subélgebra de Cartan, diagonal numa dada
representagéo, corresponde um <conjunto de ideails minimos a

esquerda. Uma mudancga de representacao faz com que estes sejam
transformados em ideais nao minimos.
Qualguer matriz de Dirac do anel pode ser

(67)
representada em termos de ideais a esquerda

4
mo T ot &)
A U T 1 (4.16)
k=4
onde 0s L(k){h} sac membros dos ideais minimos a esguerda de
uma dada subélgebra de Cartan h.
Un espinor pode ser posto en correspondéncia com um

unico dos guatro possiveis ideais minimes a esquerda. As

transformagges {(4.10) (que equivalem a uma mudancga de
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~ H . . .
representagcac das v ) permitem que um espinor associado a um

dado ideal na "representacac original" seja representado pelo

ideal minimec correspondente na ‘"representacac nova'. A
arbitrariedade na escolha de um ideal minimo, correspoendente a
urr dado espinor, e uma manifestacac da simetria SU{4) da

equacaoc de Dirac.

Os ideais a esquerda podem ser caracterizados por
operadores idempctentes ("projegoes") construidos a partir das
matrizes de una subélgebra de Cartan. Os idempotentes agem

atraves de multiplicacao a direita:

) " ke (™)
Lo g™ S L, C4.17)

MA

Outras de suas propriedades sao:

() le.
el e w) o glem (4.18)
5; i(uﬂ _ I (4.19)
VAA
Ay | k) ™
el = Ry, (4.20)
ou seja, ideais a direita sao operadores que transformam um

ideal a esquerda em ocutro.

Na representacgao guiral, os idempotentes sao:

()

e o L (Lo R8P it 4 dg)

1
U

a(?—) ZLP (L + o o PO Al LS 715)



90

—

AR € S 18 S T A L P
4 (4.21)

e L (L - i oA )

L4

e, na representagao de Dirac-Fauli,

&Y

S i(:r_ - A% e AN A E2)

€= L (T - o - A - )

(4.22)
s LTt A )
£ - R A e )
Estas relagoes sao as mesmas dos projetores p(b) do grupo de

reducaoc aos ideais minimos a esquerda do formalismo de formas
diferenciais, egs. {4.3), 1levando em conta o iscmorfismo
yua+ dxuv. Ou seja, podemos identificar o grupo de redugao
como & subélgebra de Cartan da simetria SU(4) da egquagao de

Dirac-Kahler.
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CAPITULO III

TEOREMAS DE INDICE E A ANOMALIA AXIAL

Um dos problemas centrais atualmente em teoria
quantica de campos é a quest§0 da anomalia axial de Adler, Bell
(21,22)

e Jackiw , que ocorre nas teorias com idinvariancia sob

transformagoes quirais dos campos fermionices, que e o caso,

por exemplo, das teorias de gauge para férmions sem
(26,27) (68}
massa e do modelo de Gell-Mann e Lévy .

A anomalia refere-se ao fato de que, embora a

densidade lagrangiana da teoria seja invariante sob

transformagoes quirais, o que, pelo teorema de Noether, levaria
a uma corrente axial (classica) conservada, as corregoes
quanticas de 1 loop destroem esta lei de conservagao, gerando
um termo, dito "anomalo!, relacionado com o campo de gauge. No
caso do modelo 0O, ne entanto, a equagao anomala controla
corretamente © decaimento do pion neutro em dois Ffotons,
enquantc que, no contexto da cromodinamica quantica, influencia
(69)

o decaimento da particula eta em tres pions ’ repreduzindo

os resultados da fisica hadronica em baixas energias descritos
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{70-73)
pela algebra de correntes . 0 calculo €, no entanto,

exato, nao havendo corregoes radiativas de ordens superiores
(74)
{teorema de Adler-Bardeen ).*
{(76,77)

Mais recentemente, Fujikawa mostrou, sem
utilizar a teoria de perturbacgao, como a anomalia de Adler-
Bell-Jackiw pode ser obtida a partir da medida da integral
funcional euclidiana para a funcao de partigao de uma teoria de
gauge com fermions. Sendo a medida nao invariante sob
transformagoes quirais dos campos fermianicos, o jacobiano dai
resultante pode ser relacionado ao termo anomalo na divergeéncia
da corrente axial.

A anomalia axial e, pols, um resultado nao
perturbativo. Reflete, na verdade, uma propriedade mais
profunda das tecorias de gauge, relativa a sua estrutura
topologica (i.e., a dos espagos fibrados onde sac definidas):

a equacgao anomala da divergéncia da corrente axial seria a
{78-80)
"versao local" do teorema do indice de Atiyah-
(81-88)
Singer . 0 teorema relaciona propriedades analiticas de
operadores elipticos (o indice analitico) sobre fibrados
vetoriais com os invariantes topolégicos destes fibrados
(34)
determinados pelas suas classes caracteristicas ; no caso da

ancmalia quiral, o operador em gquestao é o operador de Dirac

euclidiano YUBM.

—————————— (75)

*Ver, no entanto, Huang" , §11.3.
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Artigos de revisao recentes sobre as anomalias sao os
(1) (2)

cursos de Les Houches de Jackiw e Zumino .

A proposta deste cap{tulo ¢ estudar a anomalia quiral

do ponto de vista da equagao de Dirac-Kiahler, Adotamos a
(76,77)
estratégia de Fujikawa de buscar o termo anomalo no
jacobiano da integral funcional fermianica, embora o
procedimento de regularizagﬁo de determinantes seja (o}
(89)
desenvolvido por Gamboa-Saravi, Muschietti e Solomin . 0
(90)
jacobiano e obtido segundo o0s metodos de Seeley ’ seguindo
os <calculos da anomalia realizados para diversos modelos por
(91)
Gamboa-Saravi, Muschietti, Schaposnik e Solomin e Rego
(92)
Monteiro . A anomalia quiral na rede para o operador de
Dirac-Kahler, usando os metodos habituais, foi estudada por
(93)
Gockeler .
3.1. Classes caracteristicas.
Antes de entrarmos na discussao do teorema do indice

propriamente dite,

e necessario considerar alguns aspectos de

invariantes topolégicos de um espago fibrado (este parégrafo),
bem como algumas definigoes da teoria dos operadores
diferenciais que agem sobre fibrados vetoriais (paragrafo

seguinte).
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Vimos, no Capitulo I, nos exemplos do monopolo de
Dirac e do instanton, que sua interpretacao em termos de
conexoes de espagos fibrados requerem que estes sejam nao
triviais: o fato de que estas solugoes das equagoes de campo de
gauge das respectivas teorias possuam singularidades em certas
regioes do espaco-tempo exige a introdugao de mais de uma
vizinhanga no espag¢o-base para que as solugges possam ser
descritas de maneira suave (embora apenas localmente) em todo o
espago~-tempo. A relagao entre as conexoces em cada vizinhanga e
dada, na regiao de superposigao, pelas funcoes de transigao do
fibrado, i.e., por transformacgoes de gauge. Os espagos
fibrados nos quais estas conexoes sao definidas tgm, portanto,
uma topologia nao trivial: ha uma atribuicao de ordem global, a
"carga do monopolo” ou a '‘carga topologica do instanton", que e
um numero que caracteriza a construgao do fibrado em questao.

Estas quantidades podem ser determinadas “por
integrais sobre invariantes topolégicos construidos a partir da
forma de curvatura Q do fibrado, chamados classes
caracteristicas. Por invariantes tOpolégicos de um espago
fibrado, entendemos gquantidades que:
(1) nao dependem da escolha da forma de conexao w {ou seja, da
escolha de gauge);
(2) sejam conservadas sob difeomorfismos entre fibrados.

As classes caracteristicas virao a ser classes de co~homologia
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de formas fechadas do fibrado cotangente (complexificado) da
variedade-base,.
Faremos, agul, resumidamente, a construgao das

principals <c¢lasses caracteristicas, de interesse para este

trabalho. Maiores detalhes podem ser obtidos nos livros de
(94) (95) (96)
Milnor e Stasheff , Chern s Kobayashi~Nomizu .
(97) (34,37)
Hirzebruch e, tambem, nas referencias .

Dado um fibrado vetorial E sobre a variedade M, dim M
= n, as quatro principais classes caracteristicas de E sao:
a.) Classes de Chern: Cyy+--s C,, para E complexo, cj ¢ iﬁzl(M);

b.)} Classes de Pontrjagin: p;,..., p..s» bpara E real,piéﬂﬁl(M);

2
c.) Classe de Euler: e, para E real e orientavel, e eiQn(M);

d.) Classes de Stiefel-Whitney: w,,..., w_, para E real, wie¥é
(M;Zz).

Todas estas classes, com excegao das de Stiefel-Whit-
ney, podem ser expressas em termos da 2-forma de curvatura O do
fibrade E {(na verdade, de seu retrocesso sobre a base, F = dmi,
sendo a projecao E + M). Elas szao construidas a partir do
conceito de polinsmios invariantes pela ag¢ac adjunta do grupo
linear, que desenvolveremos em seguida, para o qual sao0
exibidas suas propriedades co~hom016gicas e topologicas.

Seja, pois, wuma fungao multilinear (de ordem r)
P(al,...,ar), cujos argumentos sao matrizes kxk complexas Oy

~ - * ~ I3 3 1]
i=1l,..,r. Esta fungao sera dita um polinomio invariante se,
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para qualquer matriz kxk g € GL{k,C),
?kAd%cx,‘,u-.,Aeﬁl%o{\_) = P(%&(\%-q)_,_,%(xr%ﬂ) (1.1)
= PL“«y“')“r)‘
Se P se mantiver inalterado por qualquer permutagao de seus
argumentos, P sera um polin3mio invariante simetrico.
Sendo P um polinamio invariante homogéneo de grau r,
usemos a propriedade (1.1) no casc em que g e uma transformaggo

infinitesimal:

é - I;*'%' (1.2a})

A ;

% = 1. - % U (1.2b)
onde I & a matriz identidade kxk. Desprezando termos de ordem

quadratica e superiores em g', temos que:

% (u’_—f&d’)p{q (I—%'),.“} (T« %') (T - %"))

i

PQX\f“)Xr)

=¥ (’xl\*%,’o{’\fp{a%r)-“)‘Xr"faf‘xr"“r%’). (1.3)

Dada a multilinearidade de P, desdobramos (1.3) da seguinte
maneira:

PLM'\)“‘)M,; Yyt ‘}‘11’)= P(D{’U'"’O(fL*'%’“i"“«;é??“"‘Xf* 6’“1"" ‘xr%])"”

+ P (%&'\_9(4%’) ) c’(,\'_* 6"’<;—“{%fjv-,o{r—l—%i)(r-p(‘,%’)
N 4 U U~ SO P

/ . :
+ P(“M“"“h“‘v%“"“féf)+"‘* Plota, oo, g4 —o ) o Y

T e YONE  E P



~f 7 f i i
+?&%‘X4"‘X4(6 yrey &Ly >‘/6,‘xr""’<r(3')+“‘*‘ P(ﬁ’Nr%4§;~-wé&r°€:gr‘u r)
to s Pk%’“q“‘%%!;“"%’“f;“‘“,cé}jﬂ“wﬁf"‘r—“ré')

r

= P o)+ L P (e R sy, ), ()
r=A

onde foram mantidos apenas os polinomios lineares em g'.

Portanto, de (1.4):
N
! .
5:: PLO{/\"“)%’X&—D{;%J;“")Mr) = 0. (1.5}
Az A
A  eq. (1.5) e igualmente valida se os elementos das matrizes
forem formas diferenciais.

Supondo, entao, que cada o seja uma matriz kxk de

formas de grau d; e introduzindo uma matriz kxk de 1l-formas
1

6=g'a, onde o e uma l-forma escalar, deduzimos de (1.5) a

relacgao

r T —
0 = [ 5Pty o et )5, Pty )
1= 1=1

r Ayt d
- 0 PP, gt ) 4
L= A

— i (- 1)
i=4

e, assim, provamos que

A+ -+ Ay
T (o tengos )

e

At b O A-ady
2_‘(\_” pE l-J\P(D(’\';"")QAO(LJ-_-)CKV‘)-LL"k) gro-- PLD((,_,_,MiA@,---,oCr>

=4 =
AN A v d A
=5,60" B VS - N CED PN 2 ) =0 (1.6)
v=A4
De (1.6), wvemos que, se B8 for a l-forma de conexao w, O

diferencial exterior do polinomio invariante e:
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& (Mr‘w‘xr) = L (- )A e B Py dee .-.,ozr)

f A ~d L-% A
LL ‘\) P(D(n\'--, 4:9\0((4-00.'\0(&-(-?\) inl\m,... Jo{r)

d —f\-“"‘\'d\/c_{
ZJL"{) ! P(D(h"wp‘xia"‘)o(f). (1.7)

onde Da; e a derivada exterior covariante de a;. No caso em que
a;={, a 2-forma de curvatura, a derivada exterior da 2r-forma

P(Q)=P(Q,...,0) & nula, devido a identidade de Bianchi,Dq=0:

AP(LQ) - LL_md“‘*w*a{‘“P(Q_,--‘).Ml,..- ,2)=0. (1.8

L= 1

Assim, P( R ) e uma forma fechada sobre M e, por conseguinte,
define uma classe de co-homolopgia, ou seja, P(Q)egﬂz(M).
Devemos mostrar, ainda, que a integral de P(Q) nao
depende da forma de conexao definida no fibrado vetorial E.
Sejam, portanto, duas formas de conexao W, W' sobre E e {0, '
as respectivas formas de curvatura. Tomemos uma familia de

formas de conexao fazendo uma interpolacac entre w e w',

introduzindo um parametro te[b,]]:
W, = Wk, n=w-w, (1.9)
cujas formas de curvatura sao dadas por
Oy = dw + w AWy
Aw.fumuy+f(%4+whﬂ4”ﬂAw)+*}ﬂkﬂ
:_Q_+th*“€ﬂAﬂ. (1.10)

Seja, agora, P(al,..., ar) um polinomio simetrico e definamos

V() = Pl oy ) (1.11)
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%L@”K55 rP(p,fz_!;,_%)_

-4

{(1.12)
Observemos que

%8}_: Dn +£knAn
at

e, portanto,

0O O AL :
—~d\ 2, ) = —‘J\ Pl 17T {:): r P ____J:}_Q,{:)___)_QZJC>

il

cPOn, Qp -y o)+ "?“J”P(Y\AW’Q“"UQE)

:%L_D-q)..o,k> + (Q:‘ZG.ELVIA’Y\,Q)C) (1.13)

Tomemos
DO, = kD + £(Dnan = A D)
Dzw/l = ((RW—tu\)Aw)»Ylm 9’] A [\ch,u +a)r\w)
:-SlJ\n - VVNKL,
entao

Do, = k[(L+EDNIAn — 1A (@ +tdn)]
— L[(2+ kDA« €7an ) =7 (@ % ED7p )]

_—_-}:(_O_V\Y\—’?’]'AQ%)_ (1.14)

De acordo com a eq. (1,7), fazendo @ =n,0,,...,0 ={,, temos

AR, Q) Q)= ‘PCD”\,QH“‘)‘Q&)—U”‘)P(“/I)DQ%.QH“)Q{:)
&f{(“’])Qt) = AP (7, Qe, ) S2)

- q0m,2,)- LD EP (7, (2yan-ma Q), 2020,
(1.16)

(1.15)
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Usando (1.6), com 8=0,=n, d2=...=ar=ﬂt, obtemos

. w \

2PN, Dy Q) (O ], @ A-mn Qe ) L) L) = O
ou

l@gm/""\ 19fc)+ftf-’\)?m, (-SLEW\_qAth), Q- Q)=D. (11D

Substituinde (1.17) em (1.16}, vem gque

J@% (1, £0,)

it

QB(DV]rilt)-+ Q&Fxtqﬂﬁq,ilt)

A
0&‘ ?(Q’C); (1.18)

por (1.13). Integrando em t,

il

P - (@)= PQ)-7(0)- | dgin, 20)ar

A
_ AJ dagl(tﬂ"—lﬂj—(z__t) A_JC) (1.19)

o que mostra que P(Q') e P() diferem apenas por uma forma

exata. Pertencem, pois, a mesma classe de co-homologia. Se
tomarmos a integral de (1.19) sobre M, para M compacta, sem
bordos,

: ]
[ P = S P(L) . (1.20)
J
M M
Portanto, as integrais de polinamios invariantes simetricos na
forma de curvatura de um fibrado vetorial nao dependem da

escolha da forma de conexag para este fibrado (o que equivale a

uma escolha de gauge).

0 elemento do anel de co-homoclogia £Q*(M):€Bﬂf(m)
representado por P( 2) & chamado <classe caracteristica do

fibrado e constitui um invariante topolégico deste fibrado: ele
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E possivel,

depende apenas do préprio fibrade e da fungao P
entao, definir um homomorfismo entre o anel dos polinamios
invariantes simetricos e o anel de co-homologia de fibradoe. Na
literatura matematica, este e conhecido como o homomoeorfismo de
Weil.
Passamos, agora, a construgao das classes de Chern
Um exemplo de polinomio invariante e dado pelo determinante
det{I+a), onde @ & uma matriz kxk e I e a identidade kxk, e que
pode ser escrito como
e
Auj’(’_['_ﬂa—-o( ) P () (1.21)
Ay
1=0
., 0 e um polingmio de grau J
o qual

)

. =p.{(a,..

, j) j (e

(que podem ser formas diferencials),
a condigao

(

K

onde Pj
nos elementos de
devido as propriedades do determinante
sao calculados em termos da diagonalizacaoc da
podemos

satisfaz,
(1.1). Os Pj(a)
matrix o: sendo {Ki} =1, . k, os autovalores de o
escrever
(0 £ L
e E R0 (SY 0 LY
v P () B (55) RO (1.22)
onde "
Py= Lo Moo= B (1.23a)
v=4
- [ (et )]
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""%‘/[@TD{)Z" be x?], (1.23b)

etc. Desta maneira, ao considerar um fibrado vetorial complexo
E sobre M, com 2-forma de curvatura 2 (gque vem a ser uma matriz
da algebra de Lie de GL{(k,€)), definimos a forma de Chern total

de E, c(E), fazendo a substituicac de @ por £ em (1.21):

cE) = Jdut U: “+ liﬁ-Q—> (1.24a)

= Ae (D) ¥ o, (D), (1.24b)
onde identificamos cj(Q)EPj(R). Os cj(ﬂ), as formas de Chern,
gao sempre formas de grau par, pois § & 2-forma, e sao dadas
gpor (1.22) e (1.23):
Cp- 2 b, (1.25a)
ok

¢, = 1. [Jcr (,O_,\&l)— L’rQ_M:T.Q]) (1.25b)

gk

A soma (1.24b) & certamente finita: como os cj(Q)QIGJ(M),

temos gue OS cj=0 para 2jsn=dim M. Cada c.{f) constitui uma
]

forma fechada e, portanto, define uma c¢lasse de co-

homologia, Cj(E}, do fibradoe vetorial E que, c¢ocmo vimos,

independe da conexao escolhida sobre E.

Podemos associar as classes caracteristicas certos

numeros inteiros, gqgue caracterizam o fibrado em questao, por
serem tambem invarliantes topologicos: a integral de um
representante de uma c¢lasse de Chern 4 sobre um 2j-ciclo

(superficie fechada de dimensac 2j) de M & um inteiro. Da-se ©
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nome de numero de Chern de um fibrado guando esta integral
varrer toda a variedade M, de dimensao n; o integrando e,
pertanto, um representante de classe caracteristica dado por
uma n-forma. Como vimos no Capitulo I, estes numeros ocorrem em
fisica, por exemplo, como a carga do monopolo {(fibrado
eletromagnético, G=U(1)), ou o numero do instanton (fibrado de
Yang-Mills, G=SU(N)).

Voltando a eq. (1.24), a classe total de Chern pode
ser escrita em termos de variaveis x-E—LQ. onde Qj sao as

3 2n]°?

formas autovalores de &, como

"

y=A
e possui a propriedade

clE@F) = cle)ac(F), (1.27)

quando se toma a "soma de Whitney" dos fibrados vetoriais E e F
(isto e, a soma direta das fibras de E e F sobre cada ponto de
M; sua curvatura € a soma direta das respectivas curvaturas de
=T (1+x )M (1+xT)

] J 3 ]

A expressao (1.26) e a mesma Jue sSe obtem se

E e F)}), pois det{(I+Q

E®F

admitirmos gque o fibrado E venha a ser "desdobrado" em uma soma

direta de fTibrados-linha {(fibrados com fibras unidimensionais},

E=L,®—-®L_, (1.28)
ja que a classe total de Chern de um fibrado-linha L é

c(l) = 4+ (L)
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- (1.29)
e, entao, por (1.27),
c(e)= T ell) =TT (exy). (1.30)
] !
Mesmo que o fibrado considerado nao seja "desdobravel, no

sentido acima, podemos manipular suas classes de Chern como se

(97,98)

o fosse .
De acordo c¢com esse "principio de desdobramento",
podem ser definidas outras classes de co-homologia

caracteristicas associadas a de Chern. As principais sao:

a.) o carater de Chern:

‘71 -
e (E) = Z;,ef‘ (1.31a)
|=

- m,kc“5)+”ikgf_2£1)(6)+a- (1.31b)
b.) a classe de Todd:
il Xj
La(e) = 1T — T (1.32a)

I
2

CAQE)+—£;(Cf*-CL)(E)+--‘ (1.32b)
Dado que, para o produto tensorial de fibrados-linha L, e L,,
crlly@ L, )=, (L) + e, (L), (1.33)
temos que, se E e F forem somas de fibrados-linha,
MM(EBF) = d(E) « dulF) (1.34)
de LE@F) = dhle). M(F) (1.35)
Hleer) - Hie) ®(F). (1.36)
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Pelo principio de desdobramento, estas relagoes sao validas
para qualquer fibradc complexo.

Seja E, agora, um fibrado vetoerial real. Suas classes
de Pontrjagin sao definidas de maneira anéloga zs de Chern, ou

em termos destas, tomando a complexificagao de E:

)
b lE) = (1) ¢y lE T, (1.37)
~ 4
j:O,...,[g}. Per (1.37), ve-se que pi(E)€£Q1 (M).
Para K real e corientavel, de dimensao par n=2r, a

classe de Euler de E e dada por

-
eLE)=T1 i (1.38)
Aﬁ
e satisfaz
e(E®F) = e(€)e(F) (1.39)
elE) = e;%'gr;*@a:), (1.40)

(E ¢ F reais e orientaveis), de mode que
2
€E) - -1 elent)
Y
=(-4) ¢, (Ere)=p (E) (1.41)

Em dimensoes impares, definimos e(E)=0.

Il
u

Enfim, as classes de Stiefel-Whitney W i N

gue assumem valores em # , nac sac expressas, como as outras
2
classes de co-homplogia apresentadas, em termecs da forma de
curvatura. Seu estudo requer a teoria geral das classes de CO-
(94)
homologia . A importancia destas classes se¢ resume em dois

aspectos, relativos ao fibrade tangente de M.

(1) wl(TM):O<:$ M ¢ orientavel; (1.42)
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(2) wz(TM)=O => ¢ transporte paralelo de espinores de Dirac em
tornc de algum caminho em M esta bem definido globalmente.

0 espago que satisfizer as duas cendigoes acima
costuma ser denominado uma variedade de spin. No <caso em que
wz(TM)%O ha ambigiiidades no transporte paralelc de espincres e,

assim, a variedade M nao admite uma estrutura espinorial.

3.2. Operadores diferenciais elipticos.

Sejam E e F dois fibrados vetoriais complexos scbre a

mesma variedade-base riemanniana M (espago-tempo), suposta
~ (o)

compacta. Consideremos os conjuntos de segces globais C de E e
F, T(E) e T(F), respectivamente; supeonhamos, tambeéem, que os
elementos de T(E) e suas primeiras § derivadas, bem como os de
' {({F) e suas primeiras &' derivadas, sejam funcoes de quadrado
integravel (na norma definida pelo produto interno de fungces

calculado em cada fibra de E ou F). 1Isto confere a T(E) e T(F)

T

a estrutura de espagos de Sobolev HE, HE , que sao espagos de
(99,37)
Hilbert

13

"E) = WLE) (2.1a)
L

"(e) = H-(F) (2.1b)

Definimos um operador diferencial, de ordem m, D

entre cs fibrados E e F como um mapa linear entre os espages de
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segSes globals acima; como operadores diferenciais nao mantém
necessariamente a estrutura de espagos Lz, escrevemos
D 1HE) = HEUF). (2.2)
(Em situagoes fisicas, usualmente wutilizamos operadores
diferenciais de primeira ou segunda orden, de modo que basta
222).
Em termos de ceoordenadas numa vizinhanga local U da

base M, Ix 1}, a:(al,...,an), n=dim M, o operador diferencial D

se escreve, de maneira geral,

D=, A.D™ (2.3)

loc| < we
onde definimos
T
| = o
) = ), (2.4)
1=A4
" N
ol - 2 s
D = W ('k '——>
. AL
A=A
o =
o< p A 2 "
= [-4) . - (2.5)
DA an
e Aa sao coeficientes matriciails Cm. Ou seja, para ueH (E),
L-m - ~
Du € H (F) e entao dado por
— Joc d
N et 9
Dut], = 30 AL DT S W, (2.6
- 3 P J
IEAEQUN
com i=1,...,dim F, j=1,...,dim E, onde dim E e dim F sao as
dimensoces das respectivas fibras de E e F. (Usualmente, E e F
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~ . . s a -
terac o mesmo espago vetorial como fibra tipica e A sera,

entao, uma matriz gquadrada).

Tomando a transformada de Fourier de u(x)e HQ(E) na
vizinhanga U:
XY,
w() = | & w(z) 4z, (2.7)
definimos o simbolo do operador D, o(D), por
AAE
Do) - Je 7(D) i (%) A3 (2.8)
Aplicando (2.6) em (2.7), vem
fac .
- ol Al 7 aX-T A~
Do) - j 5, A" S TG 4
e

Lo

= KQM‘%L ): AM‘{XJ G(z) dx (2.9)

[och €A

donde, comparando com {2.8), temos a expressao para o simbolo

o(D)
_ ot
(D) (ng)= ) Mg (2.10)
loc <o
gue constitui uma matriz (dim F)x(dim E). E, portanto, um
polinamio em £ de ordem m que, em geral, sera fungao de X.
Observe gue
‘%0{ _ "Co{" __E'D(“
s Tt (2.11)

e cada £ deve ser interpretado como elemento do fibrado

cotangente sobre M, i.e., & uma l-forma.
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A eq. (2.8) serve, igualmente, dadas expressaes
arbitrarias C para ¢{D), para definir uma classe de operadores
mais geral que a dos operadores diferencilais (para os quails a
eq. {(2.10) é obrigatoria). Estes operadores sao conhecidos na
literatura matematica como operadores pseudodiferenciais ou

{28,99)
operadores de Calderon-Zygmund . Os resultadoes
subseglientes podem ser determinados em geral para os cperadores
pseudodiferenciais; no entanto, como estes nao serao utilizados
neste trabalho, aplicaremos livremente as expressoes restritas
acs operadores diferenciais.

Um operador e dito eliptico se o termo de ordem mais
alta, m, de seu simbolo {("simbolo principal" ou “polinamio
caracteristico!" do operador),

0':[]))(1,%) = AM()L)%“ (2.12)

fot] = wA
for uma matriz inversivel, para &§#0. Figicamente, isto
significa que o operador no espago de Minkowskl que corresponde
a D pcssul fung¢oes de Green livres bem definidas, permitinde a
introducac de propagadores dos campcs nos quais 0 operador
atua. Tambem implica que a camada de massa do operador & unica.

Assim, vemos que o laplaciano (euclidiano), -3.9, =
(-i2 e eliptico, ja que seu simbolo & E£2.

J(-13

A A)

0 fato de os <conjuntes das secoces globais dos

fibrados E e F serem espagos de Hilbert confere a eles uma
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estrutura hermitiana em suas fibras. Dado, portanto, o preduto

internsc no fibrado E, para f,ge HQ(E),

<u{i'%>6 B J%'%)E - [ (gﬂ’ﬁu))e (2.13)

M M

pcdemos considerar o operador D¥*, adjunto formal a D: se D:E-F,

entac D*:F+»E & tal que

LPEg> = <4, 079 > (2.14)
(99)
0 simbolo do operador adjunto, o(D*), & dado por

CT(D*) ::ELJ.A— ad‘DM{Er(p)(xq%)]* (2.15)
o(cx‘_%

onde al= a;t... o !, De acorde com (2.15), o polinomic

caracteristico de D* e, entao,
-~ % —~ )
o(D*) = 0(D)" . (2.16)

A estrela em (2.15) e (2.16) significa adjuncaoc com respeito ao

produto escalar ¢ , ). Para =zero-formas, isto e simples
conjugacao complexa. No caso de formas de grau superior, w =
En ... AE, alem da conjugagac complexa, ha gque se tomar a
(28)
contragao i, eq. (2.1.12)
Sejam, agora, o nucleo do operador D como seu espago
nule (i.e., espago das solugaes, ou dos modos zZero):

hU-D;ﬁueH%@le:D} (2.17)
e a imagem de D:
A D:{vek\Q’m(F))«rs Duw ueHQ(E)ﬁ_ (2.18)

Definimos, ainda, o co-nuclec de D como © esgpago quociente de
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£-m
H (F) por im D:

J-wma .
toker D o= H T (F)/im D (2.19a)
— kot DF. (2.19b)

Ambos ker D e coker D sac espagos de dimensao finita para M
compacta.
Consideremos, pois, uma seqﬂéncia finita de fibrados

vetorliais ccmplexos {Ei} sobre M, e um operadocr diferencial Di’
indexado de acordo com o fibrado em que atuz: Di:Ei+Ei+1:

0 =€ g, 2ug B b o (2.20)
Esta seqleéncia constitui um complexo eliptico se
i) Di+1Di:O; (2.21)

ii) o laplaciano associado a D,

%
AL = D;D& + Do Y, (2.22)

onde D_J?.‘:Ei+1 +Ei e ¢ adjunto formal de D, for um operador
eliptico; ou seja, a seqieéncia de simbolos relativa a (2.20) e
exata:

ks &(D) = o 6 (D) Vi (2.23)

Os principails complexos elipticos, ditos "classicos",

para o©os guals costuma-se discutir o teorema do indice de

Atiyah-Singer, sao:
a. 0 complexo de de Rham.
A algebra exterior das formas diferenciais complexas,

A*(M):E@‘Ak(T*(M)Qﬁ ¢), ed. (2.2.7), pode ser decomposta na
k
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algebra exterior das formas de grau par e de grau impar:

[&* _ f\kmf @ /\(Lqﬁxr) (2.24)

/\M’r = Ne Ne (2.25a)
an A 3
N\ L N &N @ - (2.25b)

Podemos gerar um complexo eliptico a partir do operador
(eliptico) d+4d, onde d € a derivacao exterior e § seu adjunto
formal, e dos fibrados sobre M definidos por (2.25):

Args AT s TASe (2.26)
onde TAPA ¢ Tﬂﬁmmr sao os espagos das secgoes dos fibrados
(2.25).

b. O complexo de Hirzebruch.
E possivel obter uma outra decomposicgao da élgebra
exterior A¥(M) em variedades de dimensao par (n=24): seja o

mapa ¢: M >A % tal que, sobre cada A ,

x = et (2.27)
onde % e a estrela de Hodge (1.2.13), gque possui as
propriedades:

i) =4 - (2.28a)
ii) M(A+£)=A—(A+£)x. (2.28b)

Este operador o define dois subfibrados de A*:

/\ﬁf - N @ A (2.29)

para os quais

X{w) = +u we /N (2.30a)

t »
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K(W) = - 4L, we A . (2.30b)

Pela propriedade de anticomutatividade (2.28b), o operador d+§

define dois mapas entre fibrados

des: TAY —=TA (2.31a)

AS: [N — TA (2.31b)

e como d+§ : TA* >T7A® ¢ auto-adjunto, os mapas (2.31) sao
adjuntos entre si.
c. O complexo de Dolbeault.

Embora nao o utilizemos neste trabalho, mencionamos,
por uma guestao de completeza, o complexo de Dolbeault. No caso
em que a variedade-base M for uma variedade complexa de
dimensao (real) n, teremos coordenadas complexas z =xa+iya e
Ea =x7 niya . Elementos das bases dos espagos tangente e

cotangente de M poderac ser definidos em termos das coordenadas

%Z,Z COMO

G 7 .2 2 2 .

—_— £ S s A = e 4 A — (2.32)

924 & 2gn 7 2T axt T oyt
dz> - dx% o _&dvj"‘) Az> - Ax® — ,;abjf’g (2.33)

respectivamente, e a derivacao exterior neste caso ¢ dada por
@ o —
(L% = 2% Az" 4 21 Az
2™ 2z*
= 94 « 9% (2.34)

. . . .. P
Assim, introduzem-se formas diferenciais complexas, wel ,q’
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onde, na expansao de W nas bases {(2.33), ha p fTatores do tipo
a ) -a =
dz~ e q fatores do tipo dz . E os operadores ¢,9 definidos em

(1.34) sao interpretados como
3o AP L AP (2.35a)
5 N P ﬁq.q+‘ . (2.35b)
Com a propriedade
dow =
20w = O ,

vemos gue estes cperadores podem formar um complexo. O complexo

. - o,
de Dolbeault e aquele definido por 9 atuando em espagos A ?
(34,99,28)
Para maiocres detalhesgs sobre este complexo ver
d. 0 complexo de spin.
Em variedades riemannianas M Qque permiten a

construcao de uma estrutura de élgebra de Clifford podemos ter
espagos fibrados vetoriais cujas secoes sejam espinores de
Dirac wa. Em espacgos de dimensao 4, a=1,...,4. Estes cobjetos
sofrem a agao do operador de Dirac euclidiano covariante em M,
i.e., dada uma base de referenciais ortoncormais {Eau} em cada

ponto de M

b =378, "0,
_:ﬁ“éiﬂxﬂjy+~%[jb¢;]u%wbg>_ (2.36)

As matrizes {Ya}séo elementos de élgebra de Clifford euclidiana

(2.2.2) e & combinacgao YaEZEYU sa0 as matrizes de Dirac no

be ~
espaco euclidiano, p.ex., as dadas em (2.2.4). mu sao0 0S8
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coeficientes de conexao de Ricci de M.
Na representacgac quiral de Kramers, a matriz YS &
usada para definir a quiralidade de um espinor ¢, de accrde com

o seu autovalor *1:

by =
Hé, poertanto, uma decomposigao do espago dos espinores {¢}em
espinores de quiralidade positiva {¢ )} e negativa {v_}, o que

induz a decomposigao anéloga do fibrado vetorial de que os
sao segoes C , 4 , em dois subfibrados A e 4_,

0 operador D, (2.36), & eliptico e define o chamado

complexo de spin

I>+: £5+ — ZS__ (2.38a)
DAL — A, (2.38b)

Como jé foi dito, o teorema do indice de Atiyah-
Singer relaciona propriedades analiticas de um operador
eliptico com as propriedades topolégicas do fibrado onde ele
atua.

Consideremos, pois, uma variedade riemanniana,

compacta, orientével, M, sobre a qual definem-se doils fibrados
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vetoriais complexeos, E e F, de mesma dimensao, cujas segoes
sejam infinitamente diferenciaveis. Admitimos a existencia de
um operador diferencial eliptico D entre E e F, tal como no
parégrafo anterior, gue pode ser descrito em termos de
coordenadas determinadas numa vizinhanga U< M, D possui unm
adjunto formal D* emnm relacgcao ao produte interno hermitiano
definido nos dois fibrados.

Entendemos como o indice analitico de D, i, (D), a
diferenga entre o numero de solugSes de D e o de D*, i.e., a
diferenga entre as dimensoes dos nucleos de D e D*:

’LaLU>)iOUMM ker D — Aun kor DT (3.1a)
Como ker D=kerD*D e kerD*=kerDD?*, estes nucleos sao 0S esSpagos
das secgoes harmonicas de E e F, unicas representantes das
respectivas classes de co-homologia de E e F, R(E) e £(F).
Podemos escrever, entao, alternativamente,

L (D) = dum R(E) — L {R(F), (3.1b)
Obviamente, se o operador for auto-adjunto, D=D%, seu indice
analitico & nulo.

0 indice topologico de D, i.(D), sera definido em
termos de classes de co-homologia caracteristicas do fibrado
cotangente sobre M. Seja td{M) a classe de Todd do fibrado
cotangente complexificado de M, ¥(M)=T*(M}®C, ou seja, de

acordo com (1.32) e (1.386),

14 (M) ;T\_qjj:g

- e 1 — &

L:‘) ' (3.2)
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Podemosg construir um fibrado-simbolo I (D) com relagao ao

operador D {i.e., um fibrado cuja fungao de transicaoc é o

98
simbolo principal de D), sobre W(M)( ). Seja ch(D} o carater
de Chern do fibrado-simbolo. 0 indice topologico i (D) e
definido, entao, como
¢ (D) = ch(D)atdM) [T (3.3)

0 lado direito de (3.3) significa que se deve extrair a
componente de grau n (a n-forma) da classe caracteristica
ch(D) A td(M) e toma-se seu valor sobre o ciclo fundamental de

¥(m) (i.e., u[XJ:Ju, para u uma classe de co-homologia de um
X
fibrado sobre a variedade X). Pode-se mostrar que, gquando a

classe de FEuler e(TM) & nao nula, a expressao (3.3) e

equivalente a

AL (M)
(che(e) - c(FY) -H -
e {TH)

nney2

M

Assim, o indice t0p016g1c0 & calculado a partir de uma integral
de um polinamio definido pela curvatura dos fibrados
envolvidos.
(100)

Gel'fand havia langado a conjectura de dque o

indice analitico poderia ter uma interpretagao topolégica.
(83-87)

Isto veipo a ser comprovado por Atiyah e Singer . 0
teorema do indice de Atiyah-Singer estabelece que, sendo D um

operador eliptico sobre uma variedade compacta M, o8 indices

analitice e topologico sao iguais:
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Lo (D) = 4A(D) (3.5)

A demonstracao do teorema de Atiyah-Singer, eq.

(3.5), bem como a motivacao para a definicao do indice
topologico, eqg. (3.3), baseia~se em conceitos discutidos por

(101)

Atiyah s constituindo o© que vem a ser conhecido em
matematica como a "teoria K", sobre o que nao pretendemos
discorrer neste trabalho. Estes € outros desenvolvimentos

pertinentes podem ser encontrados nos artigos de revisao do
(28,98)
assunto .

Algumas observagoes:

-

a.) Ha uma possivel generalizacao do teorema do indice de
Atiyah-Singer quando se considera um complexo eliptico

{E, ,D,} como em (2.20). Neste caso, o indice analitico do

complexo se define como

M—A

(f()(;ck,{/w\ e A (3.6)

o

ﬁL(E;,D&) =

=0

>

e o indice topologico*

“le po)- (’A)m(qnﬂ);.z.j' che (?PJ\YE&) R (3.74)

e (TN
: (W
s )/2 — " \’A(M)
= (=4) (24 (-4) dk(@)) (3.7b)
A *
Y ’ Q_&T M\\
M
* Na teoria K, define-se a "diferenca formal" de dois fibrados

EO©F em termos de complementaridade em relagao a somas de
Whitney: se F & G=E, entao G=E © F; para estes fibrados-
diferenca, vale a relaciao ch{ESF)=ch{E)-ch{F).
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-

b.) o indice, devido a sua relagao com as classes
caracteristicas, e uma quantidade que depende apenas dos
fibrados que surgem no problema tratado e da existéncia de um
operador eliptico entre os fibrados vetoriais E e F (e nao da
expressao exata do operador).
c.) 0 indice de um operador eliptico de uma variedade compacta
de dimensao impar € sempre Zero.
d.) 0 teorema de indice tambem se generaliza para uma variedade
{102,34)
M com bordo BM . Neste caso, ha tres tipos de
contribuiggo ao indice topolégico: uma, proveniente de uma
integragao em OM de classes caracteristicas ditas secundarias,
ou de Chern-Simons, definidas nao apenas pela curvatura, mas
tambem pela conexao e a segunda forma fundamental normal a 3M;
e, finalmente, o termo do chamado invariante n, ligado a parte
tangente do operador D no bordo 3M.
e.) Um teorema de indice para variedades abertas de dimensao
(103) (104)
{mpar foi desenvolvido por Callias e Bott e Seeley

com promissoras aplicagoes em fisica. 0 problemas da

fracionizagao de fermions em interagao com solitons, efeito

(105)
previsto em teoria de campos por Jackiw e Rebbi e en
(1086)
materia condensada por Su, Schrieffer e Heeger (ver
(107)
tambem, Jackiw e Schrieffer ) tem sido interpretado como
(108)
uma manifestagéo do teorema de Callias -

0 teorema do indice pode ser entendido como uma
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generalizagao dos conhecidos teoremas de geometria algebrica de
Hopf-Poincaré e Gauss-Bonnet. Seja M uma variedade compacta e
orientada. Tinhamos definido, em (1.2.42), o caracteristico de

Euler{-Poincare) de M como
n .
() = L (-1) l?,;; (3.8)
A=0

onde os b sao os numercs de Betti de M. O teorema de Gauss-
(109)
Bonnet diz que, se M for uma superficie (compacta,

orientada, riemanniana) bidimensional, e K=2& sua curvatura

gaussiana (R e o escalar de curvatura), entao

?iﬁM) = A—-b44~bz (3.9)
= j‘ £}< do Au®
o .
M
Ora, a classe de Euler e=e{T{M)) do fibrado tangente da

superficie M ¢

A 4
e=%, = —R, = — Kdx"dn?, (3.10)
1 e F In

de modo que e[ﬂ]:j e(TM), o valor de e na classe de orientacao
M

de M, satisfaz a relagao

M) = e [M] (3.11)

A eq.(3.11) ¢ valida, na verdade, para variedades de gqualquer
dimensao par {teorema de Gauss-Bonnet-Chern-Avez-Allendoerfer-
Weil). Dai podemos extrair como caso particular o teorema de

(110)
Hopf—Poincaré ’ segundo o qual, o numero de zeros de um
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campo vetorial {(suave) sobre M ¢ igual aoc caracteristico de

Euler, ou, por outra, M admite campos de vetores nao nulos se e
{(94)

so se ¥X{M)=0, pois, nesse caso, e{TM)=0 .

Ocorre que (3.11) e, por sua vez, um caso particular
do teorema de indice de Atiyah-Singer, quando este e aplicado
ao complexo de de Rham (2.26). Como definido no paragrafo 3.2,
este complexo é gerado pelo operador D=d+6:FAPa%3¢+-FAfmpaﬁgﬂ:;
ker D & dado por da=8a=0, de modo que a é uma forma harmonica e
jé que, peloc teorema da decomposigéo de Hodge, toda classe de
co-homologia de de Rham possui apenas um representante, bs e
igual ao nimero formas harmonicas independentes de grau i.
Assim, o indice analitico do complexo de de Rham e o
caracterisitico de Euler X{M). Para calcularmos o indice
topologico, usemos a formula do principio de desdobramento

{1.31):

e (TAPT) = b (PAS) LL o el (PAY)

N S B

l O Ly -y b "'I
pois

LJB&U“A") QLQTM®--\®T M) = To&(T M) =
e L g “-+1{5_ (3.13)
A Py

12

='TT

A

o
1

A eq. (3.12) ainda se escreve como

che (AF) - e (ATF) 2 ﬁu_ ) (3.14)



e, levando em conta que os fibrados sa0 complexificados:
{ LAy x. —x
e (WRC - (A €)= TTU-)(4-e). (3.15)
A=A

Substituindo, enfim, (3.15), (3.2} e (1.38) em (3.4), vem que

L (D) = (- YT Ly T;F x, [M]

— elTr) [M]. (3.16)

Portante, ¢ teorema de Atiyah-5Singer nos da que X(M):e[M],
reproduzindo, entac, o teorema de Gauss-Bonnet.

Qutros teoremas podem ser obtidos, se aplicarmos o
teorema de Ativah-Singer aos oultros complexos definidos no
paragrafo anterior. Agsim, para o complexo de Dolbeault,

{(97,986)

extraimos o tecrema de Riemann-Roch

No caso d¢ complexo de Hirzebruch, o teorema de
Atiyah-Singer fornece uma férmula topologica para a assinatura
da variedade M. Para um espag¢go vetorial V, de dimensao finita,
no qual se pode introduzir uma forma bilinear simetrica < ,> ,
entao, se © conjunto {el,...,e ’fl""’fn} formar uma basgse para
V, tal que

<€,;,63> = 5,:,6 (3.17a)
T £i>'¢_‘gi6 (3.17b)

<€(L)%3> e O, (3.17(‘.)

define-se como a assinatura de bilinear <, > o inteiro

T = W -n (3.18)
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que nao depende da escolha da base. Tomemos uma variedade de

dimensao par n=2¢ e definamos sobre ¥ a forma bilinear

(36)

conhecida por produto interno de Poincare para elementos ¢,0
: 2
do grupo de co-homologia , L (M,R), ("produto copa"),
¢V9EM]=S¢"9 (3.19)
M

= KQS)—’(VQ))
que ¢ simetrica para % par e anti-simetrica para 2 impar. A
assinatura de M, <T(M), sera a assinatura da forma bilinear

definida em (3.19).
Lembremo-ncos de que © complexo de Hirzebruch é gerado
< + +
pelos operadores elipticos Dt=d+8:TA” > TA” , onde A¥(T*(M)@ <€ )=
+ - ~ ~
FiE < - S (N egta decomposigao dada pelo autevalores da invelucgao

- . + .
o, eq. (2.27). Comec ker d+d=kerhA, o 1ndice analitico de D e

S

+- . + . —
L (DF) = H — A HT | (3.20)
i - ~ i
em que E e ¢ subespagc das feormas harmenicas de AT, i.e.,

+ ~
H=ker D+. Denotande por Hy o subespago das k-~Tormas harmonicas,

~ + -
que se decompee éem szﬁk&) Hy, consideremos que
L-A
+ + +
HY = H D (W @ l—\ﬂ,k)_ (3.21)
k=0
Ocorre que

o{(H\Q &) H&Q-k): Hﬂ_;ﬂ_@uh , Dglk< (3.22)

de modo qgque
Lin (B @ )= dios (Hy @ Higey ) (3.2%)

e, pertanto, apenas as f£~-formas harmonicas contribuem para
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(3.20}):
.{,&W).ﬁmug_ﬁm%, (3.24)

. + - .

Se & for impar, d=*ti%, #%%=-1, dim szdim Hg'e 0o indice se anula
5 2k

neste caso. Se § for par (i.e., n=4k), oa=%. Entao, se ¢€H+ .

Jgngé:jig/\*@ = (g,%) >0 (3.254)
[ A
e se ¢€HEk

J 5’\¢-’:—K‘EA*¢:—~(®,¢)<O. (3.25b)
M M

* ~ %
Portante, H sao oS subespagos de {Q ®Cnos quais a forma

- [ -
bilinear { 970 (sobre A"®T) é positiva ou negativa definida,
M
p . + .
respectivamente. Assim, o indice analitico de D =d+6 e a

assinatura de M (dim M=4k):

L, (D7) = Tt(Mm). (3.26)
(28)
0 indice topologico de D+ e calculade em ou
(98) (85)
ou, ainda, s e e dado, usando o principio de

desdobramento, pelo chamado género L, de Hirzebruch:

Qo) < L) =TT 5 (] 3279

! famlh %

J
=«+L'\°4+’L(7]" *\"l>+--- (3.27b)
) 45 z !
onde 0s p: sao as classes de Pontrjagin de T¥(M). 0 tecrema de
Atiyah-Singer resulta, entao, no tecrema de Hirzebruch, o gual
estabelece que, para uma variedade compacta e crientavel M, de

dimensac 4k,
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M) = LM, (3.28)

Assim, denotando por R a 2-forma de curvatura de M, temos;

{i) para n=2:

A
=
—~—

i\

O (3.29)

{ii) para n=4:

T (M) = %?4[”‘]
- -4_—1_ J e RaR. (3.30)
24n” 4,

Finalmente, chegamos a aplicagac do teorema do indice

do operador de Dirac Yuau. Sende M agora uma variedade

riemanniana de dimengao n schre a gual se define o cemplexo de

+ -
gspin dado pelos operadores D‘:yuDu:Ai > A,, onde A  sao os

subespagos dos espinores de quiralidade positiva e negativa,

. e . T + -
respectivamente. 0 indice analitico de D e, segundo

consideracoes analogas as do complexo de Hirzebruch,
. + - + ) -
L, (D7) = A HUT — dw H (3.31)
— —_ = -
= M, — W = (M)’

iw ~
em gque Hl s3c os espagos dos espinores de Dirac harmonicos de

guiralidade *1, ou, por outra, n, Sa0 OS NuUmeros de sclugoes da

equagao de Dirac sem massa ("modos zero'" do operador de Dirac)

sobre um espago-tempo curvo, de quiralidade positiva €

negativa, respectivamente. A eg. (3.31) define uma guantidade

denominada indice espinorial de M, Spin(M)zZ vw{M). O indice

topolégico de D+, calculadc pelo principio de desdcbramento
{98,85)

e Ggado pele género A de M:
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n niz
. " . ]
= alab X /2
A / by + / ( 4 Ty
A R - .32
24 M 5700 po ¥ Tp )= (3.32b)
em termos das classes de Pontrjagin de T*(M), para n par;
+ -
it(D Y)=0 em variedades de dimensao impar. O teorema de Atiyah-
Singer da, entao,
P
Spiw (M) = A[m], (3.33)
Em termecs da 2-forma de curvatura R de M, para n=2,
V= S\,m (M) =0 (3.34)

e, para n=4,

A
24.8%*

V= Spim (M) = te RAR . (3.35)

Os teoremas de indice exibidos ate agui mostram

restricoes a certas quantidades analiticas como conseqgliencia da

topologia do fibrado cotangente da variedade M. No caso das
teorias de gauge, contudo, em que ©S Ccampos de materia
transformam-se sob um grupo de gauge G, dito "grupo de cor', de

acordo com uma representagac de G sobre um espago vetorial

(complexo) V, o teorema de Atiyah-Singer passa a receber,

também, contribuigoes provenientes da curvatura do fibrado

vetorial associado V sobre M (com fibra tipica V), do qual os
(88)

campos de matéria sa0 segoes diferenciaveis - Se

tinhamos um complexo eliptico dado por um operador A:E -+ F,

passamos, agora, a um complexo eliptico "torcido" ("twisted
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complex") gerado per um operador correspondente, covariante de
gauge, AV:E® v +F®\7.
0 teorema de Atiyvah-Singer para o complexo de
Hirzebruch torcideo, dado por
+ -.._jf — —
(dJrzS)vr FL/\ oV ) — A ®V), (3.36)

(88,34)
torna-se, pois

T(Mv) = LM)Ya (V) [m], (3.37)
onde k
~ ANE 2 ok
(V) = % (E) o e ( )J (3.38)

sendo ! a 2-forma de curvatura de V. Assim, para n=2,

A
T = 7; j LT jQﬁ (3.39)
M
e n=4,
t:_o'““VgHRAﬁ_L[hQAQ_ (3.40)
2. >
L >y
Para o operador de Dirac, o complexo de spin torcido
(88,34)

& D;: A+®ﬁ + A ®7 . ¢ tecrema do indice passa a

VM V) = AM) A che (V) [M], (3.41)
de modo que, para n=Z, temos
Vo= f— g ke QL (3.42)
o= A
e, em n=4
V= b V S%r&a@-ﬂ—?_ghﬂ_,\ﬂ. (3.43)
248 Iy It )y
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A partir deste ponto, passaremos a trabalhar
exclusivamente com uma variedade riemanniana plana M {(i.e.,
R=0). Isto significa que nao nos interessaremos, neste
trabalho, pelos aspectos gravitacionals do teorema do indice,
pols nos concentraremos no problema da anomalia axial das
teorias de gauge, cuja discussao ccupara o restante deste
cap{tulo.

A relacao explicita entre a anomalia axial de Adler-

Bell-Jackiw e o tecorema de Atiyah-Singer para o complexo de
(79,80,111)

spin (torcido) foi mostrada por . As férmulas aqui

exibidas tiveram sua aplicagéo no estudc de "anomalias

gravitacionais™, comc uma nova abordagem ao problema da
(112-114)

"correcao gravitacional ac PCAC" . Alem ' da corrente

axial relacionada com o operador de Dirac covariante, correntes
anomalas numa variedade riemanniana curva foram relacionadas a

assinatura de Hirzebruch e ao caracteristico de Euler, de
(78,115,1186)

acordo com o teorema de Atiyah-Singer . Teoremas de

indice para correntes de campos de spin inteiro e semi-inteiro,
{117}
gualguer, foram desenvolvidos por Dowker , Nielsen,
. (118)
Grisaru, ROmer e van Nieuwenhuizen , respectivamente; para

spin arbitrario, atraves de argumentos de supersimetria, por
(119)
Christensen e Duff . A importancia destes teoremas em
(12)
supergravidade fol ressaltada por van Nieuwenhuizen .
(120,121)
Um importante resultado, obtido por Witten e
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que, em teorias de campogs supersimetricas, a quebra espontanea
da supersimetria esta ligada a um vinculo segundo o qgual a

] F . . o~ - -
quantidade Tr{(-1) , onde F e o numerc fermionico, e igual a

diferenca entre os numercs de modos zero bosonico e fermicnico.

F . - . -
Tr(-1) constitui um indice topologico e e possivel deduzir, a
partir deste vinculo, o teorema de Atiyah-Singer para todos os
{122-126)

complexos classices e suas generalizagaes

3.4. A anomzlia axial de Adler—-Bell-Jackiw.

Em +teorias de gauge, comec a eletrodinamica ou a
cromodinamica, que podem ser descritas por densidades

lagrangianas da forma

L) = - —i; ke FY 00 B+
LT [0 — g Ay (0) —wa ¥ (1), (4.1)
onde Au(x):Ai(x)Ta, FuvzauAu_avAu+i[hu’Av]’ g e a constante de
accoplamento fermion-campc de gauge e o trago tr e tomado no
espaco das cores (i.e., no espag¢o interno da algebra de Lie de
gauge; inocuo no casoc abeliano), existe a possibilidade de que
estas teorias sejam invariantes sob transformagoes quirais dos

campos espinorais,

Lo,
1# - 1P’ = £ SVL {4.2a)
i — "T/,= '1‘_564390/5 (4.2b)
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8 sendc um  numero real, quandc a massa m destes campos for
nula. Esta simetria glcbal U(1) implicaria, de acordo com o©

teorema de Noether gue a corrente axial, invariante de gauge,

.G —_— .

33(1) = %(K)ﬂkﬁs¢{i) (4.3)
seria conservada: anS:O. Se a massa for diferente de =zero,
teriamos

) 1
P Ja ) = Lawmnin), (4.4)

onde j5 e a corrente pseudoescalar
1500 = FoO T Y (1), (4.5)
A anomalia axial surge, no contexte da tecria de
perturbagéo, quando somos levados a incluir corregaes quanticas
dadas por gréficos de Feynman do tipe triéngulo, com um véertice

de vetor axial e os outros dois veértices vetoriais (fig. 3.1).

RN
iy ¢ , (
\ /

/ /

- —— ¥
»

Fig. 3.1. Graficos de triangule anomalos.

A existencia destes graficos na eletrodinamica faz com que a

divergencia da corrente axial Jj% possua um termo "anoma
u 2
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(21,127}
10”
: ' V-
Br'gtx) = L (d) — X *EEE (4.6)
JP 3 2 )
paa
onde o & a constante de estrutura fina e =%F = l-E ch 0
Uv 2 u%g%) )

resultado em teorias de gauge nao abelianas e analogo

Has

SN

() = Zew)" 00 — 2 *FWF‘AQ. (4.7)

gm?*

0 fenomeno da anomalia axial de Adler-Bell-Jackiw

ocorre, na teoria de perturbagao, apenas ao nivel de 1 loop
fermionice; suas corregoes radiativas sac nulas {teoremas de
(74)
Adler~Bardeen ). A expressaoc (4.7) e, pcis, exata e pode ser
(76,77)
obtida nao perturbativamente. Fujikawa netou gue a

anomalia poderia ser extraida da medida do funcional gerador
das funcoes de Green euclidianas dos campos fermionicos, nao
invariante sob transformagoes guirais. E este método de calculo
gue passaremos a descrever.

Supomos gue o comportamentoc dos campos no infinito
seja tal gue nos permita compactar o espacgo euclidiano W* a uma
esfera Sq, atraves de uma projegao estereogréfica. Tomando, na
lagrangiana (4.1), uma rotacgaoc de Wick xowﬂix”; AO »iAu, temos
que o funcional gerador para os campos fermionicos acoplados ao
campo de gauge (ignoramcs cos termos de gauge puro, jé que nada

{128)

contribuem a anomalia) é dade pela integral funcional

Z[E] = Olph exp [—Jc{4x LE(@——W\.)LleJ (4.8)
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onde
¥ - $u s
-
e DU & a derivada covariante de gauge e as matrizes Yu $3a0

hermitianos; duy & a medida fermianica,
A = B o (4.10)
que sera definida da seguinte maneira: seja um conjunto

completo de autofuncgoes de ﬁ:

Do GO = X B, 00 (4.11a)

Jolz*x ST P (1) = S (4.11b)

L D U>¢;(~3) = émbt—'fa). (4.11¢)
r

Os campos y e  sao, entao, expandidos neste conjunto:

) = L . B0 (4.12a)

Thy =2, BT ¢(+(>L), (4.12D)
.

-

ar, br pertencentes a uma élgebra de Grassmann. A medida du e,

entao, definida como
Ap = Tdbr da . (4.13)

Tomemos, agora, uma transformacac guiral local dos

campos fermionicos

B0 — PO - e Py (4.142)

T =€) = T M (4.14b)
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o'l

Os coeficientes a,s se transformam como

/ tec ()7,
&p o= ) S Ax Qst Lo e 59—’55 OO &g
s

s ULS

ESCSr

=

=)
)IN
s
Assim,

M da, = (aer e V' T da,
T 5

e, para a{x) infinitesimal,

Qrs = SM"" férfu) (20O ) B ()
= cgm + &j dty & (%) @t(x) ’35 @, (1),

Usando que det C=exp tr 1lnC, temos

(det ) = aok C7' 2

- oy [ ke (e fbccogt 0% g 0))]

= extp [, < Lf( jcil*x o () fo(ﬂ‘a’sszﬁs (x)]

= Qulp [*a, ; jA‘*x o (L) ngff(x)Tlg ¢r(1)jl .

Definindo a gquantidade
AL = L. BTood 8.0,
r
(M (‘,)4 = Rxp L—,‘L jaﬂx 2 () A(x_\]

Como a contribuigao de b para o jacobiano J,
in

dp = T 4y,

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

(4.

15a)

15b)

16)

17)

.18)

19)

.20)

21)
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Incluindo este fator no funcional gerador (invariante sob
~ . . - 87
transformagoes gquirais), obtem-se, usando que EETET =0,

a=0

identidades de Ward-Takahashi{-Slavnov-Taylor) quirais anoma-—
las, as gquails fornecem o mesmo resultado para a divergéncia da
corrente axial jj= wYuY5¢ que a teoria de perturbacgao, cf. eq.

(4.7) (g=1}:

] . -5 4
B[*Dl“‘ = DZ\M/\’) - ;T—z- Jfr kﬁw FY\‘J (4.27)

0 termo anomalo provém justamente do jacobiano (4.26), ou seja,
a anomalia de Adler-Bell-Jackiw & conseqﬁéncia da nao
invariancia da medida funcional fermionica do funcional gerador
da teoria.

A conexao da anomalia com o teorema do indice de

Atiyah-Singer & agora imediata: tomando a integral em tedo o

espaco (lembrando que estamos numa variedade compacta) de

(4.19),
M A = ) Jc)f*x BI00 B B, )
= ZJ S‘é&* ¢t(”755¢o(*) + (4.28)
Wasds)
+ L jx’x féjbt)‘ﬁg 2B CO
A0

e separando os campos de acordo com sua guiralidade, isto e,

Y PO = £ DG, (4.29)

observames gue contribuem a (4.28) apenas cs modos zero. Usando
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a relagao de ortogonalidade (4.11b) e (4.24), chegamos a

onde n,. sao os numeros de modo zero do operador ﬁ de

quiralidade positiva e negativa, respectivamente, e

\) - ! Cl & X JCP * th,\ y F\,x\'.'
A !

i

A 4 -
— 3_2;[; J;k ' E[M“()j e rt”‘ Fmg,

N 4
- _. é%_,?- {Zr _;__ [:t_a\") CL/}‘-\ i~ 0’“’% ~ _;dFD(& MD(A d*g
4 \ —
= — — S Ty F/\ -
g (4.31)

€ o negativo do segundo numero de Chern do fibrado de gauge do
qual F é sua 2-forma de curvatura.

Uma maneira mais rigorosa de se calcular a anomalia
axial em teorias de gauge atraves de métodos nao perturbativos
esta contida no tratamento do indice topologico baseado na
assintotia da equagao do calor, utilizada por Atiyah, Bott e
(e8)

Patodi para redescobrir o teorema do indice seguindo um

caminho alternative. Uma longa exposigao do assunto, visto por

(99)
este ﬁngulo, esta em Gilkey . O calculo da anomalia axial
por este método, para varios modelos em teoria de campos
{sobretudo bidimensionais) e revisto por Gamboa-Saravi,
(91)
Muschietti, Schaposnik e Solomin . Estes autores tambeém

mostram que este calculo e essencialmente equivalente ao de

Fujikawa.
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0 calculo se baseia na regularizacao da integral
funcional Z[AJ atraves da fungao zeta, § , generalizagao, para
{129,130)
um coperador A, da fungao zeta de Riemann . Esta fungao
& bastante wutilizada na regularizacao de determinantes
fermionicos para corregoes quénticas de 1 loop ao potencial
(131,42)
efetivo em teorias de campos .

Consideremos a integral funcional {n=dimensao do

espago-tempo euclidiano)

7, (0] = [SFOE axp |4 FAL), (4.32)

onde A e um operador linear de ordem m, com autofungoes ¢r, que
formam um conjunto completo, € autovalores reais lr:

Ag. =2, o, (4.33)

Usando as expressoes (4.12), temos que

J Lx FAL = E.deL SZJ-Er§ﬁj_war,¢ﬂ,

(o
= )b A (4.34)
T

e, pelas regras de integragao funcional de variaveis de
(132)
Grassmann ,

Z[A] = !’5 A, (4.35)
= dat A.

Contudo, os autovalores Ar podem crescer sem limitagoes e o
determinante assim obtido e divergente.

Introduz-se, entao, a fungao zeta associada ao

operador A, CA(sh
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\7,3((5) . ;A: , (4.36)

onde s € um numero complexo, Esta e uma serie que converge para
Re s >n/m, mas pode ser estendida analiticamente a todo o plano

(99)
complexo . Como

&Zﬁ_@) - — LQM A, o= = b TN (4.37)

AS> <-0 r s

temos que

A7 0)
Aok A :va:w?(— jﬁ

$=0
Como a fungao Ca é regular, em particular, em s=0, o

determinante definido pela equacac acima esta regularizado.

Podemos escrever, entao,
J\W\%w o (- [ 4™ FAY) - dot A

:;.&M? (_ %A(O))~ (4.39)

Seja A um operador eliptico n&éo negativo sobre uma
variedade n-dimensional compacta, sem bordos, M, i.e.,
construimos um fibrado vetorial complexo E sobre M e A & uma
aplicacao no espago das segSes suaves de E, T{(E). A fungao CA
sera obtida a partir de sua relagao com a equacgao do calor.

Consideremos, primeiramente, a construgao do nucleo

de operadores sobre variedades compactas, Tomemos a Tformula

integral de Cauchy, da teoria de variaveis complexas,

Flz) = 4 _%19_).1 AN (4.40)
LA - A— Z
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onde f(z) e analitica em vizinhangas do caminho fechado T.

Definimes, por analogia, para o operador A,

4 )
ST - AL~ A

T = Ax, (4.41)

em que a integragao e sobre um "raio de crescimento minimo":
uma curva no planoc complexo gque percorre, desde o infinito ate
a origem ao longo de um eixo, ¢ qual nao contem autovalores de

A, faz um circulo em torno da origem e volta ao infinito pelo

mesmo eiXo:

f(A) e analitica nas vizinhancas dos autovalores de A e temos
que, para autofungoes ¢r de A,

g, - 008, (4.42)

Tomemos (Re t > 0):

—-tA
1= ‘ (4.43)
Entao, por (4.41),
—tA 1 —xt -1
e = ——- | e (NL-a) AX. (4.44)
AT A
r
Queremos definir para e_tA uma fungao nucleo K(t,x,y); para

isso, devemos ter uma exXxpressao

ke_tp\g?b)(l) :J Kkk,x,ﬁ) ¢iﬁ) J\?'H?r, (4.45)

M
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onde ¢ € uma seg¢ao suave de E e duy é uma medida sobre M na

variavel y. Decompondo ¢ na base completa de autofungoes de A,
P = };a(;br, (4.46)
obtemos, por (4.42),
-+ — kX
(6 A;é)(?(,) = A, € Qﬁr(x). (4.47)
s

2
Supondo uma estrutura L~ em T(E),

a = (B p) = ) BBl dp, (4.48)
M

e, assim,

,Art x
(€%%p) bo- L \ Z(J e T B 8L, <g)>¢tq>4r3<4-49)

- - -tA -
esta na forma da eq. (4.46). Portanto, © nucleo de e t e

- At
K(k,x,ua): ; Pl ¢r(x)¢:‘%). (4.50)
Ocorre que X(t,x,y) € solugao da chamada "equagao do calor"
associada ao operador A:

(% +-A)K(Jc.x.u(})r— O, (4.51)

onde A atua no argumento x de K, com as condigoes iniciais
K(0,x9) = $(x-). (4.52)
A eq. (4.51) é uma equacao de difusao sobre o espago-tempo M de

acordo com o parametro t.

Tomande a transformada de Mellin de étA s passamos a
(99)
um operador “poténcia complexa de A"
o
—1—_ J T (4.53)
v Jp (90)
Este tipo de operador foi estudadeo por Seeley . De (4.33),

temos

AJ ¢( = )\i D (4.54)
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e, por (4.41),
4
i

5 =

Seu nucleo se escreve

K, (s A) 2 Ksxg)= ) N b0 () (4.56)

e, tomando x=y e integrando sobre toda a variedade M, obtemos o

J NOI-A)"4). (4.55)
r

tragoe funcional

<
j { ¢ Kﬁ(x,X}A)AﬂK = El.Ar, (4.57)
M r
pela relacao de ortogonalidade das autofungoes ¢r(x). Logo,

L@(S) =5,
- |

S

Ao
Te K_S(x,x-)A)Apl. (4.58)
A relagao com o teorema do indice provém das
seguintes consideragoes. Tomando A: T(E) - T(F) como um
operador diferencial eliptico de ordem m nao negativo, onde E e
F sao fibrados vetoriais sobre o espacgo-tempo compactade M,
sobre o©s quais podem ser definidas estruturas hermitianas que
permitam a introdugao de um produto interno e, conseqlientemen-—
te, a definicao de um operador adjunto formal A*: T(F) - T(E)
com respeitoe a este produto interno, como vimos no paragrafo

3.2, podemos definir dois laplacianos

A, : T(E) = T(F) sobre E,
A :T{(F) - T(E) sobre F,

com

Ay = ATA (4.59a)
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A = AAS (4.59b)

=

ambos elipticos, auto-adjunteos e positivos. Introduzimos o

subespacgo de T(E),

F)\(g) = LLSG:F(E> \ A, s =>\s}) (4.60)

espago das auto-secoes do laplaciano AE associadas ao autovalor

A. T,(F) &€ definido analogamente.

A

Para A=0,

HE) = ker A (4.61a)
o F) = ker AY, (4.61b)

enquanto que, para A#0,

Aegfr = ATA ¢r = >‘¢r (4.62a)

"

AF(N@») = (AA*)A@Y:A(MA),@ MAE) (4.62b)

{aqui ¢r e uma das autofungoes ortonormais de A_ ou AF}, 0 gue

E
mostra que tanto AE como AF possuem os mesmos autovalores, com

as mesmas multiplicidades. Logo, A: FA(E) > FA(F),R #0, & um

isomorfismo e dim FA(E}=dim FX(F)' 0 indice analitico de A se

escreve, portanto,

L WA = R FO (E) = diwm [L(F) (4.63)

?

ou, para qualquer fungao f()) com f£f(0)=1,
. u . I N il
&QLA\ = 2~A€LN)(&AM.1A(E)-£AQK lA(F)>_ (4.64)
A

Definindo a fungao & associada a A como

S
@AU:) = >__J e ‘ (4.65)

relacionada a fungao zeta por uma transformada de Mellin, Q
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indice ftorna-se

C (A= 6 k) - B (k) t70. (466
kL A, A ' ( )
Alem disso, como o indice nao deve depender de t, somente

contribuem a (4.66) os termos em que t=0,
Ora, sendo dado o nucleo do (operador da equacgao de)
calor por (4.45) e (4.50), +temos, ao fazer calculo analogo a

(4.56)-(4.58),

. ,_xr{ .
@L\(_Jc) = LrJe, = J Te KU ) dpy (46.67)

M

A determinacao do indice fica, portanto, dependente do calculo
do tracgo do nucleo do calor K(t,x,x) ou, equivalentemente, do
nucleo do operador poténcia Ks(x,x). Isto se consegue atraves
(133,99,90,88,134)
da expansao assin%totica que possui a fungao 6
+ 3 3
guando t*0 . Por (4.45) e, usando (2.88), numa vizinhanga U de
M,

Léhhé)il) _ .j k\UHX’%)Sb(W)a“%

U

= Jew% o () sz?(‘fa) Rz .
(4.68)

Pela inversa de (2.7},

4
é%(% );: (E;jn i

a qual, substituida em (4.68), fornece

e_ 4 u’}. %

gm-ﬁ\ AHB' (4.69)

y | Voo Aeewmyy
gM)C‘K’Vp 5;5%)0\_% - (;)“& ge_ W o (e tA) Vﬂ\,a) AM& dg . (4.70)
U ' U

Tomando X=y na equag¢ac acima,



jKL’C X L)feﬁ&)d\r\x U 9‘5(1)&{**&5) (4.71)
donde
vEA

. 4.72
Kb o) = @m J ) dg 4.72)

0 simbolo de e_tA, por (4.44), é
0_(6,_%) = = 5 e 0'[(/3« N2 ] AN (4.73)

2T I

Precisamos, portanto, inverter o simbolo de A-AI.

Seja, pois, o operador A5 definido na vizinhang¢a U, onde sao

introduzidas coordenadas {xu}, u=1, .y, por

7 g /e AN-5/E

A

J\L amL{) '*’éﬂjﬂ_—} au.t—fl (Et)""f”;_: , (%)"7" A, (‘%)

UL R
(4.74)

No limite €+1, obtemos dai o simbolo de A:
[

A% = g’;‘;‘\* Az - Lam';{ (=) = o°(A) (4.75)

i=o
e vemos que a (£) € o simbolo principal de A. Sendo este

eliptico, aj & inversivel, para £#0. Assim,

o€ - EJ (AR -ALY A

\

R J "\k(A e YA (4.76)
IR
e L % .
Kl ko) = oo ;;L_,ﬁ* J”L% j U\ —2e7 ) . 4.77)
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Definimos, entao, a quantidade B (x,%Z,3), tal que

B, (15,A) (AL - 2e™)

Be sera considerada wuma boa aproximagao para a inversa do

1. (4.78)

i

simbolo de A-AI, no limite €+1, quando t+0%:

Kb x ) ~ L SA?S ér")\JcP:‘E AN, (4.79)

Mt g 5y
(27) .

A solugao de (4.78) & dada por uma seérie de pot%ncias de €

— rw\-(—:}.
Bolxen =200 € b (0%0)
o (g, N) < -y

e b, e Tl e (4.80)

Substituindo (4.80) e (4.74) em (4.78), obtemos

L (og-3) =1 (4.81a)
o )
lqwgq (o“m— >‘) -+ Lﬂ~mo‘mfﬁ =0 {(4.81L)
&
0Os coeficientes b—m-j' ditos coeficientes de Seeley, podem,

pois, ser calculados recursivamente atraves das relagoes

b_uk(auxfk) = 4 (4.82a)

b—m—g (o~ 2 +L(§%>ng’wf;a [{ i)aam_m $ 4

(4.82b)

onde a soma e tomada para j<&, com a restrigao j+k+|a1=z.

- - -~ ~
As formulas analogas para o operador potencia sao
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SA B, (x,%,3) dA

oK)= 5 T
r
A o 3
=) j)\ b (X(?,%)A% (4.83a)
Zﬂ' i

A%J Asb*m,i)(x,?,h)df\, (4.83b)

o I

J
minimo

\<,L% AY=E K _(n x)—
com oS b_m_J calculados por (4.82)
caminho T passa por um raio de crescimento

a uma variavel X'

0

caracterizado por arg A=8; passamos, entao,
A integragao em { e realizada em coordenadas

dada por i=2A ele.
polares; o resultado, apos eliminagao da parte radial e calculo
(90)
de residuos , @
' Y 6
S / / /
K., (o A)= 1) -r—«MJAg 3 b (g Ne ) AN (h.84)
‘ A S — i
wa(217)
gl=4 0O
Substituindo s por -s, e por integracgao do tracgo de (4.84),
obtemos a fungao zeta relativa aoc operador A, eq. (4.58).
Tomando 6=7/2 e suprimindo as linhas das variaveis, chegamos,
para s=0, a expressao
A v0
L ,Y
K, (A) = - A% | b, L Olg, ) dx (4.85)
W (27) l51=14 7O
(133,88)
i de Gilkey ,
termos

um teorema (generalizado)

De acordo com
coeficientes de Seeley b_, ., podem ser eXxpressos em
calculo do

oS i
das classes caracteristicas dos fibrados envolvidos.
formula gue sera util no

Uma outra
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determinante fermionico, deduzida por Gamboa—Saravi, Muschietti

(89)
e Solomin ’ diz respeito ao nucleo de poténcia de um
operador eliptico A, de ordem m, ac qual se adicicna um
operador diferencial Al’ de ordem menor ou igual a m-1, ambos

atuando no espaco das secoes {(globais) de um fibrado vetorial

sobre o espago-tempo compacto M. 0 resultado e
K 0ty Afam),__ K OGA) + £ F ,8) + O (%),
voA
RQ S € [’JA) Ml’

onde Flix,s) & a extensao analitica em s da quantidade

(4.86)

Al

K%, o L*SLXLA\“A«(;LA)"m) (5.87)

e os termos 0(32) tem normas limitadas para € pequeno. Por
integracgao de (4.86) em M:
) =3, e O (e
&) = sy + €L (s) + &3
%A+2Af') 7atS) A ), (4.88)

em gue

3, = J T K% % SFXS(,\I-A)"‘Aq (VI-AYD) dp,
g

T (87

0 formalismo acima exposto foi aplicado no calculo do
determinante fermionico, em varios modelos (sobretudo,
bidimensionais), nos gquais o operador em questao e, naturalmen-
te, (o} operador de Dirac covariante corresponden-

(89,91,92,135)
te . Pode ser tragada uma correspon-—
dencia entre este formalismo e certos desenvolvimentos devidos

(136,137)
a De Witt .
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Retomando a teoria definida pela fungao de particgao
(4.8), com massa nula e em n dimensoces (n par), temos, por
(4.39),
Z(B] = | OF O oxy [~ jd"x ) - At P
/
= Ll (— 7y (o)), (4.90)
com a funcgao zeta dada por (4.58). Uma transformacgao gquiral

infinitesimal sobre os campos fermionicos,

U s ED/S“(X)z’L (4.91a)

-2

induz, sobre Z[ﬁ], um jacobiano J:

Lt P o= T[OT DU ax (- [T Ty

= T ejjfubojé e,ﬁ“'“m)/ (4.92)

pelas regras de Berezin de integragao funcional de variaveis de
Grassmann. J &€ finito, pois e a razao de dois determinantes

regularizados. Sendo a{x) infinitesimal, podemos escrever

B ) ey
e” Y @:ﬁ“’u( ’ = U+‘5J-o<b\)):¢ L4+7/¢.0<(1))

(1

.}é + ¥ o o) ¢+;¢‘5J0<(3k) + Ofa?)

it

Jﬁ + A,\, (4.93)

onde
A,g = j&@((?‘k)‘w—f‘ y“fqt)((i) (4.94)

e os termos 0{(a?) sao desprezados. Assim, o determinante do
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lado direito de (4.92) & o de um operador da forma A+EA1 , com
€=1, e se encaixa nas condigoes para que sua funcgac zeta seja

dada por (4.88). Por conseguinte,

QMJ:Q/MM,@ML\AM(P*tAO
/ r
= Tpea, O 7y

= %/4 (o), (4.95)

usando (4.88). Logo, pelo resultado (4.89),

g A T
- . fji&_ )\5 I [ﬁ"sia(zﬁsm(x\% +1D'?5$o<(_7kﬂ l.(s= o

= - Tr (J}—Sjg‘){(l))s*to - (4.96)

Devido aos desenvolvimentos mostrados nas egs. (4.55)-(4.58),
T8 ] i .
Tr(lﬁ 7SD<U\)>=J"W7<.“(’“) &r(K_S(’,\L))})D’g> (4.97)
e, consequentemente,
Sy )
J= Mqlp)rpiﬁlr&x“u) ke (KD(X,E)3/5> , (4.98)
onde o nucleo KO pode ser cobtido atraves dos coeficientes de

Seeley (4.81), tomando s=0 e m=1 em (4.85):

N
7+ b
— & _ .
KDbL‘) AY = .(h.)_.. g A% g ba %u,;,max (4.99)
" gy
G Tgles o
Os calculos de b e b : fornecem, respectivamente, para duas e
-3 -

guatro dimensaes, as mesmas eXpressoes para J obtidas peor

Fujikawa, eqs. (4.24)-(4.26), e, portanto, as equagoes corretas
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da divergencia anomala da corrente axial.
0 objetivo da segao seguinte e mostrar o estudo, por
intermedio destes metodos, da ancmalia axial e do teorema do

indice, do ponto de vista da equagao de Dirac-Kihler.

3.5, Teorema do indice e anomalia axial para fermions de Dirac-

Kéhler.

A questao da anomalia axial para part{culas
fermionicas descritas pelo formalismo geométrico apresentado
inicialmente por Kahler e desenvolvido posteriormente por
Becher e Joos, exposto no Capitulo II deste trabalho, deve ser
encarada com cuidado, devido a seus poss{veis desdobramentos na
rede. E importante considerar que, COmO jé foi aqui dito, a
discretizagao dos férmions de Dirac-K&hler & equivalente a
formulagao de Kogut e Susskind para féermions na rede e esta
formulagaoc tem sido preferida as demais para simuiagaes de
Monte Carlo de teorias de gauge nos estudos da quebra de

(138)
simetria quiral {ver, p.ex., y. Trataremos, neste
parégrafo final, esta questao, utilizando a tecnieca dos
coeficientes de Seeley.

Adotando, entao, como equacac de movimento para um

fermion, dado por uma forma diferencial geral ¢, a equagao de
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Dirac-Kahler,

HA+8) ¢ = wgp, (5.1)
passamos a considerar, do ponto de vista do teorema do indice,
nao mais o complexo de spin gerado pelo operador'Yuau , e sim o
complexo da assinatura de Hirzebruch, gerado por d+ ¢ , ambos
descritos no parégrafo 3.2, Observe-se gue ambos os complexos
sao, de fato, semelhantes. Nao SO existe uma profunda ligacgao
da equacao de Dirac-Kihler, (5.1), com a equagao de Dirac,
amplamente detalhada no Capitulo II, como também os espagos de
definigao dos fermions (segoes dos fibrados vetoriais corres-
pondentes) sao decompostos analogamente, de acordoe com o0s
autovalores de um mapa de involugao: © mapa o, no caso do
complexo de Hirzebruch, e o operador de quiralidade, a matriz

Y ne caso do complexo de spin, Devemos notar que Yz possui

5
as mesmas propriedades que ©, dadas pelas eqs. (2.28):
anticomuta com o operador da equagao de movimento e seu
gquadrado & unitario. Na verdade, o operador G esta realmente
relacionade ao operador de gquiralidade no espago das formas
diferenciais gerais.

Este pode ser definido no formalismo de Becher e

(16)

Joos . Consideremos as formas como segoes do fibrado
cotangente (com algebra de KEhler—Atiyah) do espago-tempo plano
{(139)

n-dimensional, n=2 . Partimos da expressao do operador

quiral y (ZYg, em n=4):
X
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L+ O~ n-4 .
)’QC:—&L”“({?I.--X ) (5.2a)
se a métrica for minkowskiana, ou, tomando a rotagao de Wick,
Oy gy 0
Y YE’

N BNV -4
ﬁ% - _ -~ 161( - | (5.2Db)

no espago euclidiano. Segundo ¢ isomorfismo Yuﬁdxuv, vemos,
entao, que, a opera950 wa, corresponde tomar o© produto de
Clifford da forma geral ¢ com o elemento de n-volume:
N4
g{kgb b—> A EV (5.3)
-3 0 1 n-1 0= .. & . ~ -
onde €=dx "aAadx " A...nAdx (degdx », para 4 dimensoes, na notagao
E

e com as convengoes das tabelas do Capitulo II). De acordo com
Becher e Joos, a operagao {6.3) pode ser expressa, também, em
termos do operador de dualidade de Hodge: a forma ¢x,

transformada quiral de ¢, se escreve

¢x - X
= _-/L%/Z*Bfé, (5.4)

em que ¢§P)=*@(n“?) e B & o antiautomorfismo principal da
élgebra de Kahler-Atiyah.* Podemos, agora, relacionar o comj&.
Por exemplo, em duas e guatro dimensoces, usando a definigao de

a4, eq. (2.28):

N 9(5?5:&(*¢(°)-+*;25“}—%(25(2’)= ,wejs/aj:_«kg (5.5a)
:__Egzgg_Eérmulas podem ser verificadas diretamente, em guatro
dimensoes, para as formas da tabela 1 do Capitulo II. Em duas
dimensoes, devemos nos lembrar gue a representagao quiral das
matrizes vy ¢ dada por yoa—icl, vl =105, donde YX=G3’ onde 0y,
i=1,2,3 sao as matrizes de Pauli. Podemos, ainda, constatar
que ¢(Pj = r1¢@”, com o sinal positivo para as duas primeiras

colunas da tabela 1 e negativo para as duas ultimas.
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n=4: 0((;5 - (%¢(0)+ 736@“)”4 x @(2—)_*¢(5)_{_ *_¢(4))
= %BF = - xd&. (5.5b)
Assim, vemos que as formas de quiralidade positiva correspondem
as de autovalor negativo de o, e vice-versa.
Comparemos, no entanto, os tecremas de indice para os
respectivos complexos torcidos no espago euclidiano compactado.

Pelas egs. (3.39) e (3.42); (3.40) e (3.43),

=2 \
n T = —"“7\: jlcr Q. (5.6a)
9 = A Sjcrfl 5.6b
o5 ( )
n=4
-r,_—.ijHSLAQ (5.6¢)
Q_JTZ
1
Ve - — SJCTSL«\Q (5.6d)
¥
Verifica-se, pois, que ha uma relagao entre os indices:
nje
T =2 4, (5.8)

proveniente da redefinigao do carater de Chern para o indice
topolégico do complexo de Hirzebruch torcido, eq. (3.38). 0]
n/z .
fator 2 pode ser explicado, levando-se em conta gue este e o
numero de ideais minimos a esquerda nos guais se decompOCe a
élgebra de Clifford das formas diferenciais gerais (ou, ainda,
a ordem da degenerescéncia residual dos férmions no esguema de
Kogut-Susskind na rede), segoes dos fibrados do complexo de

Hirzebruch. A conexao fica clara quando se escreve, de acordo

com {(2.3.5),
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2

& = ¢b (5.9)

e que, por (3.10),

(A+8)F = 2:; 5%,;4’;\,19)2)&;9, (5.10)

iz
=4

b

ou, se tomarmos a derivada covariante de gauge dA =d+A, eqs.

(2.2.22), (2.2.23), que é o caso do complexo torcido,

LAA*‘EA)?ﬁ = L "‘S‘A(EF*AP\)‘%)Z)@, (5.11)
A, b

— . v . T . (5 -
onde GA_ *d,%. 0 indice a;?i:tlco de d,+ 9, e, portanto,

LA+ 6 = % )
n /2

= 2

donde obtemos novamente (5.8).

1. (), (5.12)

Antes de aplicarmos o© metodo de Seeley ac operador de
Dirac-Kahler covariante, e necessario tecer algumas
consideragoes ainda sobre operadores elipticos que atuam em
fibrados vetoriais. Precigamos, primeiramente, calcular os
simbolos dos operadores relevantes ao problema. Lembremo-nos

_ k
de que d e § atuam sobre formas complexas ¢EA*=PA (T*(M)KC),
I
sendo M o espago-tempo euclidianc compactado. No caso da

derivagao exterior, devemos considerar, por conformidade a

definigao de operador eliptico. {2.5), o simbolo de-Ld:
1

A 4 tr
O‘(f—d) = ‘(fd A V= da = % A
—4)(En) = o - MONYN= Ao g A =B (5.13)
usando diretamente {2.10). Definimos, agora, uma operacgao de
contracac entre formas, semelhante & introduzida em (2.1.13)
(28)

(ver Palais , Cap. Iv): para um conjunto de vetores

ortonormals {ei}, i=1,...,p, seja



155

. — J+1 ~

z_J(e,\A r\e\,) i(*‘) (g)ej)eﬂ\m/\eJr\---/\-R;Y, (5.14)
i =1

onde ej signifca que este fator foi omitido. Esta operacgao e

adjunta a multiplicagao exterior por £, em relagao ao produto

interno <, > do fibrado de definigao das formas,

T4 = (3005, (5.1

no sentido de gue

{epne,e>=<e, gae >, (5.16)

+1 -

para duas formas eeAP, e'eAp . Lembremo-nos, tambem, de gue
§e d*, o adjunto formal de d em relagao a < ,> ; logo,
1

§=c ld * e, devido a (2.16), e usando {(5.16),
(1 )

o (E8)EA = - ((F)7)= - o (3
= (gAY = -% . (5.17)

0 simbolo de %(d+6) e, portanto,

i

fl

4
— : = —_ | 5.18
o(Tled)) = A —F (5.18)
Considerando, agora, gue os operadores elipticos do
problema atuam sobre segges de fibrados associados V, cuja

fibra tipica € um espago vetorial V (de representagaoc do grupo

de gauge), no gual e definida uma estrutura hermitiana, vamos

ter as formas diferenciais gerais como segoes de

n EEBAk(T*(M))QV. A conexao sobre o fibrade principal induz,
k

sobre o associado n, a 1-forma de conexac A (identificamos com

seu retrocesso sobre o fibrado cotangente a base):
. A 0 _ .
A =iy hy AT paAme2ladim M (5L19)
0\: 4’-.., Ci/l-/lM V/
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com a qual se constroi a derivada covariante de gauge scbre as

segoes de n:

dﬁ- = 6{ + A (5.20)

Neste caso, o produto interno de k-formas o, BEl (n) e definido

como

“
em que af significa tomar o conjugado hermitiano dos
coeficientes (matriciais) da forma o. Calculemos o adjunto
formal de d, com respeito a < ,>n : para o, {(k-1)-~forma e, k-

forma de T(n),

<AA0<,(2>>V] = <Ao<,(2;>71 + < A, [6?77

_—:<o<,(5£6>,7 + < X, “A4ﬁ>>77 (5.22)
= <O<)0\:fb>‘)/l)

ou seja,

* - - A~
Al = &
= —xdx — xArx (5.23)
Denotemos 4,* por §,. Com isto, o operador de Dirac-Kahler {ou

de assinatura) covariante se escreve:

Aty = Ad+d + Aa— A (5.24)
Este e o operador que define o complexo de Hirzebruch torcido,
(3.36), ja que o mapa o decompoe, como antes, o fibrado n em

+
dois subfibrades n  , auto-espages de o com autovalores 1.
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Ainda aqui,
X (Ap+3,) == (dgtdy)ex (5.25)
e, portanto, temos os isomorfismos (adjuntos formais entre si):
D;—AA’{'&A;V(WV)‘*B r(')’]')
* - ; ‘
Tz datdy TN = T . (5.26)
0 operador dp+6p e eliptico e temos o simbolo, aplicado a uma
forma geral ¢€T(n):
1 U 1 A
idoe ) zg(f(dﬁ?)) + X A0 - EALB. (5.27)
O—(L( . c&q) ¢ . /@ : ¢ N 95
As fibras de n dispoen, agora, da élgebra de Kahler-
Atiyah. Podemos introduzir, peois, o produto de Clifford, v,
H_ H

nas formulas acima. Identificando e =-dx em (2.1.16) e

(2.1.17), temos, para g=gudxu,
TEVS = EAP P (5.28a)
BV = Dax + A AF. (5.28b)

Assim, o simbolo de i(d+5)se escreve

&(—E—(m&))gs

fl

R B4
= gvy (5.29)

d l(c;i §.):
e o eiA+A.

o (et g -svglang-Laig

1
= %_V¢+-]:—-AV¢ (5.30)
Seja, entao,¢ € I' (n) um campo de Dirac-Kahler, com
forma adjunta 5. Introduzimos, agora, sua quantizagao

(16)
formal . 0 funcional de agac da matéria, Sm, se escreve
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Sul?, 2] = z:”f(ig, [’i(dw&ﬁ)—w]qs)o, (5.31)

onde, na notacgao de Kihler,

(CX, \&)O = j_J 0(“9)/\ ﬁ(P)
}p

=), o GGH) Bl MY € (5.32)
(p) !
em gque o P significa a parte de p-forma da forma geral «® e & e

a forma de n-~volume. Como vimos,

S L&, 9] - {; j(a)uva},\_mdgzs%

= Ljd”x_ E(b)(x)(zﬁ”bpﬁ_m)%m(n)_ (5.33)
b

Construimos, entac, o funcional gerador das fungoes de Green do

operador de Dirac-Kdhler:

Z[datdn) = |PF 08 onp 40, [Z, 07}
S@B\DQS w{_f—fﬂ(a, [{hpcda)-w])@)o ky, (5.34)

que e, formalmente, igual ao determinante
. 4 .
Mi}‘[[ [“Ldﬁ*éﬁ3““*]}~ (5.35)

Simetrias da agdo S_[¢,¢] se traduzem em leis de

Il

{

conservagao de correntes. Estas sao definidas no formalismo de
(13-16)
K&hler atraves dos produtos internos de formas gerais,

(¢,p¥, que sao (n-p)-formas:
(g, p), =e, —...ae J(d«“Pv.\vAmF“¢¢ )
1%"05 Ay T V’P ’ i )E D (5.36)
Observemos que, para uma forma geral ¢ e sua adjunta $#(quatro

dimensoes),

_(b)
(8, ) = 4%1#09 B e) (5.37)

e que, se ¢ satisfizer a equagao de Dirac-Kdhler e ¢ a equagao
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adjunta, usando a relacac abaixo, verificada por Kahler,

A(p.e), = (1,4 (d+d)e, +( (A« 8), ¢), , (5.38)

U
a 1-forma corrente j:judx , definida por

3:"3( X8, 9), (5.39)

(ja que «(e"Je)=dx") & conservada:

§j=-xar] = - AdX])

= -4 ‘*&t(éw¢)4 =T

” [(Q {dtd)g) (£ d+D)G, B), |

d %
G

=L x [w(Bd)o -wmiF8)o )= 0, (5.40)
ou seja,
o5, = D. (5.41)
Consideremos, entao, uma transformagao guiral, como
em (5.4). A ela, analogamente, corresponde a corrente axial
(16)

jA,dada por

;)A= %ﬁ(_é’,zvgﬁ),‘) (5.42)

ice., jP=j%ax",

Zjhkw Fﬁo,gﬂ(ug). (5.43)

Para campos fermionicos $ sem massa, usando (5.38), temos que

&JP‘ = D. (5.45)
Esta e a lei de conservacgao classica que deixara de ter
validade no contexto quantico, por restrigoes topologicas, de
acordo c¢om o teorema de Atiyah-Singer aplicado ao complexo de
Hirzebruch torcido.

Para comprovarmos isto, determinemos a eguagao da
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anomalia axial atraves do formalismo de formas diferenciais, ao

inves de utilizarmos espinores. Calculemos, entao, tal como

Fujikawa, o Jjacobiano J da fungao de particao (5.34) quando

¢ realizada uma transformagao quiral infinitesimal local sobre
oS campos ¢ e 5 (n=2% dimensoes):

@ — 4@/: @D + i) KRG

_ ¢ & A (A) (—LEE)\/¢ (5.45a)

6 —_— 5/= 5-&0((1)*5-

= & - focin) v (5.45b)
Seja y
D= ety (5.46)
o
Como vimos,
105 98 exp [- (B 0x),]] = 4t D (5.47)
e, também, para os campos transformados,
8595’@(25’ 2 [-J(‘@_!,Dﬂ)o}: dad D. (5.48)

Logo, para D¢D¢ =JD¢D¢, temos que

Lt D = 3{&5\995%)1_](@_@(—L)stgi)b[;zﬁ-\um(diﬁa)v;?.ﬂ)og- (5.49)

Pela bilinearidade de { , )O’O integrando se escreve

(F, D), - < e v @, D), +(#, Dl (- ey )y + Ole®). (5.50)

Temos que

,LLo((-&)lava,D,oj)o = - &L—OH(BM ~lwBrvDd) ae
= :L{—/\)Q((B{i)vo(@ie)(ﬁi)\-f.bgi)f\?.
= 2 (N (BFve(-8) (~) € Dedng
:,c,(és‘,a(-/;%)vb;zs)o- (5.51)
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Portanto, levando (5.51) e (5.50) em (5.49),

dst D= T [958 oy 4- (7, (Dt ax(-te)uD+i D i) g), |

= C)’M(D+&D<L_L‘ls)\/b+ADNL—&QE)V)- (5.52)

Assim, o determinante do lado direitc da eq. (5.52) fica sob a

. LR R
forma D+A com A;=-ia(-i"g)vD+i Do (-i7e)v, Podemos wutilizar,
(89,91)

peis, a argumentagao de Gamboa-Saravi et al. , €Xposta na

1

secao anterior. Por (4.95},

B 7 = ¢ 10)

A [T (A0 T, =T (5 A e

= - e (D"&)iog (J&QS) v D+ D_S-qbrx (”iez ) v )s:o

=24 Tr(DwSo((ﬂlei)")s:o (5.53)

Como na eq. (4.97), queremos calcular o trago do

operador acima, de acordo com Seeley, em termos do nucleo do
operador poténcia, dado por (4.84). No caso do operador de
Dirac, K—§Y5 constituia uma matriz e, portanto, para se

encontrar um valor escalar, havia a necessidade de se tomar seu

trago matricial. Conforme as observacdes da secgao 2.5, este

trago corresponde a uma soma das contribuigoes (iguais) de cada

ijdeal a esquerda da algebra de Clifford determinada pelas
U

matrizes v de Dirac. Precisamos, por conseguinte, da

definicao de uma operacao analoga quando o nucleo e uma forma
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diferencial, tal como ocorre para o operador de Diraé—KEhler.
Introduzimos, assim, o valor escalar de uma forma
diferencial dada por um operador §, o qual, atuandoc sobre o
produto de Clifford de duas formas, realiza sua contracao, egs.
(2.1.12~14}, levando em conta que cada ideal a esquerda tem a
mesma contribuigao. 0 numero de ideais a esquerda, d(n)=2£, e

igual a dimensao da representagao espinorial no espago-tempo de

n=2% dimensoes. Assim,
4 = Ao (5.54a)
) = V) = a0 (550
$ (A an) = da? §U) = dong sshe)
Portanto,
Lty bt dnly ) = (e sy iy AT
= 4 (37l ARy st g¥anc’y b )
- A (9737 gt T gtogre ). (5.59)
No caso particular em que p#v#g¥ o, em 4 dimensoes,
$(e) = Ly dnty dnty dn?)
_ q_<%443;5"14L%13*_945341> - 0. (5.56)
A aplicagao de §$ sobre um numeroc impar m de produtos de
Clifford de diferenciais recai sempre na atuacac de $ em um
numero m-2 de produtos de Clifford, tambem impar, e assim por
diante, até chegar a aplicacao de $ a um unico diferencial que,
por (5.54b), e nula. Logo, a atuagao de $ sobre um numero

{mpar qualquer de produtos de Clifford de diferenciais e sempre
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zero. Em particular,

Lt ve) = 0. (5.57)

0 valor escalar

$LMM d’ve)=0 (5.58)

em gquatro dimensaes, mas em duas dimensoes (801=+l):
"y o’y e) = $ef 5 oVvdn®y dx')
= $( W Hocb\avv don ¢ %}M A’y 8x°)

(LLU ])4 Hft
-2 (=979 9"9")
v
=-27 (5.58")
A propriedade analoga em n=4 e
$(thu£«de¢QVdmcv€):

5 5 R
= «$(0awri4cgvfi4<0—v g - %NM‘)VM v+ %JPMP\/M vi——ipp a{{v;tx;/

_ gpwwcm ) = - %Ff"f?ff R

_ L’;gwer (5.59)
>

onde foi usada a relacao
J Y v VP
tr v ey P IS K £
MVMVM:%MV% M+%M+£ﬁ AnPyvs. (5.60)
Observemos que a operagao de valor escalar do produto
de Clifford de formas diferenciais possui as mesmas

propriedades formais que o trago de produtos de matrizes Qe

Dirac.
Escrevemos, entao, em analogia a (4.97),
Tr (D_Sa (H&ES,)V): JDé(’U ‘“("CES)V Kq_s(’f)D))" ¢ (5.61)
e, portanto, "
JQ,(AJ:“{Q‘joa(m$((~&{z)v Ky (D)) s (5.62)

M
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com K, {x;D) dado por {4.99) em termos dos coeficientes de
Seeley, b , calculados atraves das formulas de recorrencia

-1-n

(4.82). Assim,

£ o
O T =— z_k,h E & (2 Sdg S AA:M(;(%)\;k_»d’M(xf“g,c,\))A&
(2r )" M g |=1 (5.63)
Sejam A os autovalores de i(dA+5A). A equagao de
autovalores para D (em n dimensoes) e, portanto,

D = — m(am A - B (5.64)

Assim, o simbolo de D é, por (5.30),

o (D) =~ [—2— (a{,,rfé,*ﬂ

dh’t)
LI O LAV (5.65)
donde A6
Oyq = - L%V (5.66a)
A(n)
a, - 1 A (5.66b)
d )

-~

sao o8 objetos com os quails construiremos os coeficientes de

Seeley. Os primeiros destes sao:

PN _ -4
lﬂ_q(%’%,ﬂ = (0\4*;@;)) = A (-5 v =)

— A ) -2 v (5.67)
X-g*

\szkl,*’z | >a> = "'\9."4 Qo lo__q

- A ER v A |
et 4o A5t

_ -&d(v\\ [(Az L)A T‘Zf({ A)E /_\} (5.68)
(H2rY
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b g2 = =k gl v 2ba Pao

2%, ol

_ K hn) LU‘ SVA L 2(5- >>% P\j oA

()2’ %2)2 A (n) >\2 %
~ Jl(\f\) 1 M X ;)(“\A “;2 DY
* =Y dox +01L N ER ANV YN N
(2 %2)7_[( -5 ) 5-N)% ] " )‘Z’E,_
A(n) 2wy |
= [(A{ YAVA + Z(2-2)5-A v A v (5-2) +
(AZ-%L)Q,
Ay [D\?_’%l) (Avh) e 2(5-2)v (5 )AaT (5-2). (5.69)
=27

Ja estamos prontos para o calculo do jacobiano em

duas dimensoes {(d(2)=2):

w =

N i jawjl 0\*%SDoD\SL((—\'E)vb_gu,g,q))/\2. (5.70)
Fi=4

Obtemos, para campo de gauge abeliano,

fb((,ta)v b NERY LA))Ag - de) X $(-fcav(dm))/\a

Uzé:)
= —dA2) %—>l— ) A A
(N=")
= - d(2) . (5.71)
(A%3)
onde usamos, de acordo com (5.58), que
{(5.72)

$(avbv‘f_>t\i = — zﬁtf\b
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Com as integrais
Coa N d )
J ds\ - . — —_ = T
(3+54)* 25 (5.73)
lgj=4 ©

chegamos a
L
bn T =~ | xF. (5.74)
M

Dai, deduzimes gque o© indice do complexo de Hirzebruch

torcido, a assinatura, v, em n=2, vale

T = — ll. = (5.75)
™
que € equivalente ao resultado do teorema do indice, eq.
(5.6a), para a curvatura do fibrado de gauge abeliano (=iF. Os
(89)
mesmos metodos, aplicados ao complexo de spin , fornecem
Dn :r.,_aJ xe F, A%
21 s
’ i
<
=—ﬁ*‘& x & (5.76)
]
e o indice e
Y ,_.’LSF (5.77)
20
Esta confirmado, portanto, o resultado v =2v , previsto na
analise dos teoremas do indice, eq. (5.8). 0 fator 2,
lembremos, ¢ o numero de ideais minimos a esquerda da élgebra
que, no formalismo de Kahler, sao todos sempre levados em
conta.
A conseguencia fisica destes calculos &, como vimos,
a anomalia na lei de conservagao da corrente axial, jA . Em

duas dimensSes, no caso do operador de Dirac, temos que
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A L
ar/\ J ‘\A = — 2}— ir_,u) Pf*‘)/ (5.78)
enguanto que, para o operador de Dirac-Kahler,
L A «
DV D’,. = = :.’\__ gp\) FP\'\) (5.79)

A proporcionalidade entre os termos do lado direito de (5.78) e
(5.79) e justificada, considerando que a cada ideal a esquerda
¢ associada uma part{cula fermianica; em (5.79) haveria a
contribuicdo a divergencia da corrente j-A dessas particulas,

cada uma igual ao lado esquerdo de (5.78).

Para obtermos o resultade analogo em quatro
dimensoes, necessitames de prosseguir com o calcule dos
coeficientes de Seeley. Temos:

_ ' . 2b.2 Oay i 91’0—4 ’azﬁo
lo""+ (xg, 2 =-b_ a b, +i == — b+ t R
2% O 0%y oaloxn

. o [2(5-3)v (EOVATORER) ATy (b - AR) ¥ (5-3)+

\-%

LS (oA rEnA- 285 VAVA(EE )T
(,\E‘ELZ)A"

_ A sy -EEA S2A MG SEMICIOVE
L\’Ag?*)*

. [0 acAly Wy A e (A)dur ]y (5-2)+
(Al zl)’

b B AT (5 (A Y (EN) ¢
(Y

v e (B AA g d) A (5N VA v (%)
(A% 54)°
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+l/\’* %W(% MV (E A (5ddvAav (5-2) (5.80)

b LXZZA)“"OL}&D[Q,] A?LEE_ .g_aglo L 2?_’:’: X2, b+
D%, oxp | Z %%, ax.0uy

27k, 2°a, L

o - . -4
a%rék%__\, i(.-: axr\axﬁ?ale

- AmY
Lveog2)®

[z(g MIV{g AW A+ (Ore :&)d\,A] (59 A = XA ) v (5-)-

v Ay (in—)\) +
PG [ZNAE - D25 )A=2A% § TuA v A(EE M) v Av (5-3)+
(352

RAAE = OR5D)A - 2855 v (5 AV AV (5 2)v A (5-0)

s %?')"”

+ (22 (A d WA+ AGANA+(AT)AA T (5-x) A L (5-2) ¢

CAQ 2‘)

& AT GG AIVAVIT AIVAVE) ¢

. (A dv+ (5:d) dvh + (50 AN (B2 AV (E-3) «
(Aﬁ_\ztzyr

A (5-\)v (F-d) (5-d)vAv (F-n)vAv (§-A) +
(e-%7)?

< - EVAVA + At v (5 d)A +Q{->\)9'AA} (5-2)vouhAv(5-2)+
L/\%i")“

+

.\_

[(F-52) (v 2 52 (T AT (A A) v (5 -3) +

w— =)
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N (N 57 (A (5-0) 12 (52w (5 ) A |V (dvA) v (F-3)+

A

ae

[P OREIA AT AV A (50) ¢
(x g)

H__é’y_ .5 L;Z)\ A‘f—‘i - ()\2—%‘?’)4‘— 2!—\*%%]\/ ()«A - Av’%)v (_‘%A)Av(%—)\)-i—
(33"

1 ; (AM(,Q.«\)»FA-'}GLK(\A*'%M‘)A)V D}AQUAV‘(%FA)‘_
W=-=5)

._ﬁ ;,) 5N (A7 e b Al gaf“’) LEPEYA L AT
e A T AT [V 2L, AV (5-4)+

(2‘ C(*~A)A f‘“’vara\)Av(g-/\)ﬁu
23

KT - (%MMZ L, 6r‘ohe)\,;xﬁa\)aep, v{g-n)+
5 (hl_%?_-)s

L4 L {M\) < *fotx'u\ wxz—\JMQ (‘5..>\)( car"_.,

+ %v‘%w +%H?v€)]‘f Q‘ru% e Av (5-N) +

- (21_,)\)‘%“%{9 %E’ v 90, 00 Av (5-2) E , (5.81)
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Poucos termos sobrevivem gquando se toma o valor escalar da

expressao acima. Obtemos, entao,

Plevi(xg))ae =
= Mﬁ(ﬂ $[E\IU\\/MU(&\IA> i-(&ivf\)vAvA-r AvAv (d‘;A)J\‘AUAv‘A\/AYJAE

(>%+%uf
— ;E_}\_AB\ JC\A.Ir [LQPAI))LBtAO')‘('(;PAU)A"QAU* Aﬂ’&v(aﬁ Acr) + AMA‘W) ACAS—]X

(DY

X $(E‘\)Mr\\f b’ v aubvda®Ins (5.82)

Por (5.59) e usandoe" P%¢ =dxyAdvadprde,

g (&v lo_eu,z:“m) AT =

dwy .
= (’:;2-*.3?)3 lfr (SMAU geAa'TAHAuaer-"t ar.AA\)AEAE“fAPAUACAG\)x
VSN SAPNE SRS Uy

szﬂjd%;kTL&AAAA1_AAAAdA"tdAAAAA\* AAAAAAA)
(N

o Hd - [((AA T AaA)a (AA +AAM}
(e 5?)?

= LHM&M. ke Fab (5.83)
2 3 ’
(N+%5)

0 jacobiano e, portanto,

P/I/\ J= FLJWUUJ X% [‘d%\#(’EVé#S(x)‘%IL,\))AL (5.84)

W¢
7 (5]=1 “0
Com as integrais
S & MAM' -~ = (5.85)
1= o (f%) 2 '

e, com d(4)=4, chegamos a

Qﬂ/\j: _'E-_LJ x e Faf (5.86)
T
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A assinatura e, pois,

l

T = - T bo Fnt
2Rt

coincidente com o resultado obtido pelo teorema do indice, eq.

(5.7), para curvatura p=F. Como 71=4v, novamente confirmamos a

relagao {(5.8).
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CONCLUSOES

Este trabalho de tese procurou mostrar alguns
aspectos da influencia da topologia em teorias de campoes de
particulas elementares. Para tanto, foram adotados os métodos
da geometria e da topologia diferenciais, aplicados as teorias
de campos de gauge. Estes metodos tornam-se inevitaveis gquando
se considera gue a topologia dos espagos fibrados de definigao
das teorias de gauge tem sido bastante relevante, por exemplo,
no entendimento da fisica hadronica de baixas ener-—

(72,73,140-142)
gias . 0 estudo das propriedades topolégicas
destas teorias faz parte do esforgo em se obter informagoes
sobre teorias de campos sem gue se proceda a costumeira
expansao perturbativa na constante de acoplamento.

Coerentemente com este formalismo geometrico,
adotamos, como equagao de movimento para particulas
fermianicas, a equagao de Dirac-Kahler, em termos de formas
diferenciais. Ao longo dos Capitulos II e III, foi tracado em
detalhe o paralelismo entre este formalismo e o espinorial.

0 principal fenomeno a diferenciar os dois pontos de
vista € que o espago das formas diferenciais gerais, solucoes
da equagao de Dirac-Kiahler, é decomponivel em setores

relacionades aos chamados "jdeais a esquerda" do anel de
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Clifford (para diferenciais). Ou seja, a cada ideal a esquerda
temos uma particula fermionica associada, esta sim, sendo uma
solugao da equagao de Dirac. Como jé haviam discutido Becher e

Joos, ai esta a origem da multiplicidade que ocorre no espectro

fermionico na rede, no esquema de Kogut-Susskind. Esta
conclusao pode ser obtida, entretanto, a partir do proprio
formalismo espinorial, Mostramos, entao, que, do anel de
Clifford (para matrizes de Dirac), podemos igualmente extrair

seus ideais a esquerda, bem comc a simetria SU{(4) entre eles,
em guatro dimensoces {tambeéem existente para formas).
Identificamos, alem disto, os elementos do grupo de reducgao,
R com o0s quails se constroem os projetores sobre cada ideal,
com a subalgebra de Cartan deste grupo de simetria SU(4).
Interpretamos, assim, a equacgao de Dirac usual como ja tendo
sido projetada sobre algum dos ildeais (e, em principio, sa0
todos equivalentes entre si). Resultados analogos para duas
dimensOes podem ser obtidos para o anel formado pelas matrizes
de Pauli, havendo, neste caso, uma simetria SU{2) entre os
ideais.

4 realidade fisica de alguma qualidade que diferencie
fermions de ideais distintos, a que chamamos de '"sabores", por
falta de melhor denominagao, e ainda algo a ser estudado.
Pode-se notar, no entanto, uma semelhan¢a entre o grupo de

reducao, R, eq. (2.4.5), e grupos de simetrias discretas, do
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(143)
tipo PT . Uma possivel solugao para se ter apenas um

fermion descrito pela eguagac de Dirac-Kzhler e a restrigao a

(144)
um dos ideais realizada por Aratyn e Zimerman , com a
escolha de um ansatz na expressac da forma diferencial geral ¢,
em gue somente alguns de seus coeficientes sejam nao nulos, de
modo a formar um unico ideal. Simulagoes numericas de
particulas fermionicas pelo metodo de Monte Carlo poderiam
levar este esquema.em consideracao.

OQutro estudo comparativo realizado neste trabalho diz
respeito a anomalia axial em teorias de gauge. Esta importante
peculiaridade da teoria quantica de campos foi agui calculada,
rela primeira vez, no espago-tempo continuo, atraves do
formalismo de férmions geometricos. No decorrer da execugao

deste calculo, tornou-se imprescindivel desenvolver um pouco

mais o formalismo, introduzindo, para produtos de Clifford de
formas diferenciais, a operagao de valor escalar, que
corresponde a tomada de trago de matrizes. Regularizando o

determinante funcional fermionico atraves dos métodos de Seeley
e Gamboa-Saravi et al., cbtivemos a eguagao da divergencia

anomala da corrente axial, em duas e quatro dimensoes, que ven

(93)
a ser o limite ao continuo do resultado de Gdckeler para a
equagao de Dirac~Kahler na rede.
0 1limite ao continuo da anomalia deduzida por

G8ckeler contem um fator {(dependente da dimensao do espago-
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tempo) em relagao as expressoes analogas obtidas para a equagao
de Dirac. 0 calculo apresentado nesta tese mostira claramente a
origem deste fator como sendo o numero de ideais a esquerda da
algebra de Clifford entre diferenciais, d(n)=2n/2 . Isto
significa que o©os ideais tem uma contribuicac identica e
coerente, cada uma ilIgual a unica contribuigao a equagao da
anomalia no formalismo usual de Dirac. Ou seja, no esquema de
Kahler, tudo se passa como se houvesse um numerc de particulas
(igual ao numero de ideais) contribuindo coerentemente a
anomalia.

Explicitamos este resultado, do ponto de vista
matematico, como a relacao de proporcionalidade entre os
teoremas do indice de Atiyah-Singer para os complexos elipticos
{(torcidos) de assinatura (definido pelo operador da equagao de
Dirac-K&hler) e de spin (definido pelo operador da equagao de
Dirac), em espago-tempo plano, a gual pode ser observada na
literatura matematica. (A generalizaggo para espagos-tempos

(34)
curvos nao parece trivial , jé que as contribuicgoes aos

respectivos teoremas do indice provenientes da curvatura do

espacgo-tempo tem uma proporcionalidade diferente da do termo de

curvatura de gauge. Sabe-se, no entanto, que a generalizagao

para espagos curvos da equagéo de Dirac~-Kahler nao e
(145,146)

equivalente a da equagéo de Dirac . A identificacao de

gue esta constante de proporcionalidade e d(n) foi aqui
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mestrada, comparando, tanto o indice analitico, quanto o
indice topolégico dos dois complexos.

A sequéncia natural dos topicos aqui abordados seria
sua extensao para a rede. Ha, entretanto, multiplas
dificuldades matematicas a serem enfrentadas, que decorrem de
nao existir, ainda, desde uma formulacao adequada de espagos
fibrados associados sobre variedades discretizadas, ate
expressoes de classes caracteristicas na rede com um bom limite
ao continuo. Acreditamos, porém, que esta tese constitua um
guia util para a adaptagﬁo das entidades geométricas as
necessidades de uma teoria de gauge na rede, bem como um avango

na compreensac do que sejam os fermions e de seus problemas

relativos a discretizacao do espaco-tempo.
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