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RESUMO

Determinamos as geodésicas do tipo temporal e do tipo
nulo de uma certa familia de universos do tipo de Gbdel, realizan
do primeiramente uma analise gualitativa via metodo do potencial
efetivo e, a seguir, integrando exatamente as equagoes de movimen

to.

SUMMARY

We find out the timelike and null geodesics of a certain
family of Gbdel-like universes, carrying out, at first, a qualita-
tive analysis through the method of the effective potential and,
subsequently, proceeding to the exact integration of the equations

of motion.
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INTRODUCAOC

Uma das motivacgdes heuristicas de Einstein para a cria-
cio da relatividade geral (RG) foi, como se sabe, a tentativa de
implementacdo do principio de Mach através de uma teoria de gravi

tagéo(l—z), tema intimamente relacionado com a guestao do campo

gravitacional gerado por matéria em rotagéo(é’g_ll). Dessa forma,

nido & de se estranhar gue, ja em 1918, Lense ¢ ThirringQLEﬂL%ﬂé)
tenham tentado comprovar o surgimento de forgas de Coriolis e 0
arraste da bussola de inércia (arraste do referencial inercial 1o
cal) nas proximidades de corpos macigos em rotagao. Tais efeitos
foram, de fato, encontrados pelos seus calculos em RG, consideran
do uma casca esférica macica girante; no entanto, seus resultados
sofriam do inconveniente de sé se aplicarem na aproximac¢ac linear
de campo fraco e pequena rotacéo. Foi somente em 1924 que Lanc
zos(lé) conseguiu encontrar a primeira solugao exata das equa -
gées de Einstein, cujo conteldo material se apresentava em rota -
¢do: era um modelo de poeira, inomogéneo, estacionario e cilin -
dricamente simétrico. Tal modelo, no entanto, passou desapercebi-
(17,18)

do e veio sendo redescoberto até que, por fim, foi relem-

brado por Maitﬁa(lg), em 1966.

A segunda solugéo exata das equagées de Einstein com con
teudo material girante foi descoberta por deel(zg), em 1949, e
é, sem davida, a mais famosa de tais solugdes com possivel inter-
pretacdo cosmologica. Desde entao, devido as suas patologias, es-

sa solucgio vem suscitando controvérsias profundas, de natureza

fisica e filosdfica, nos proprios fundamentos das teorias de espa



¢o-tempo e gravitagéo(z’g'lg'gl_géj. Particularmente, esta solu-

gdo costuma ser apresentada como um exemplo de violagdao do princi
pio de Mach(é_g’zz'gé'gﬁ).
0 esclarecimento dessa uUltima questao € algo delicado ,

devido as varias versOes existentes do principio de Mach (37,11

26-28) (11)

. Podemos distinguir, junto com Pirani , pelo menos tres

dessas versoes:

{1) - Na auséncia de matéria, as equacgoes do campo gravitacional,

nio deveriam admitir nenhuma sclucao;

(2) - 0 campo gravitacional (tensor metrico) deveria ser determi-
nado univocamente pelo conteudo material do espaco-tempo

(tensor de energia-momento);

(3) - 0s referenciais inerciais locais sao aqueles que aproximada

mente ndc giram com relacao as estrelas distantes.

0 enunciado (1) corresponde a uma viséo supermachiana
e puramente relacional do espaco-tempo e, obviamente, ndo & vali
da em RG.

"A dificuldade com relagéo ao enunciado (2) & que as
equagaes de campo séo equagées diferenciais, de forma que o pro -
blema da escolha de condigées de contorno aparece.... 5e, no en -
tanto, se quiser evita-las completamente, parece que se deve subs
tituir as equagées de campo por equagées integrais, que dificil -~
mente & uma proposigéo pratica, ou entéo introduzir algum tipo de
postulado estatistico de natureza césmolégica"(ll). Nesta passa -
gem, Pirani e, de fato, profético, antecipando as interpretacdes

e trabalhos de Wheelef‘é’gzj e Rainé(zg).

(11)

Advogamos, novamente junto com Pirani -—°, que a idéia

realmente relevante & a apresentada no enunciado (3). Ou seja ,



construimos um referencial inercial local baseado num certo obser
vador fundamental (co-movel com a matéria) através da propagagao
de Fermi-Walker de uma base espacial, ¢ que justamente simula o
movimento de giroscopios e proporciona; assim; diregées invari-
antes(é’ll'ég_ég); a seguir, comparamos este movimento com o do
vetor conexéo de uma particula fundamental vizinha: se houver va-
riacdo relativa dessas diregées dizemos que o© principio de Mach
& violado ou, de outra maneira, o movimento médio da matéria gera
dora da gravitacao néo coincilde com o movimento da bussola de inér-
cia. Todo modelo gerado por um fluido cujo pardmetro cinematico
de rotagéo for néo nulo violara, entao, o principio de Mach. Isso
ocorre com © modelo de G&del (ver Segéo 1.2).

Retornemos a4 nossa narrativa do desenvolvimento histori
co do problema dos modelos com matéria geradora de gravitagao do-
tada de rotagao. Muitas outras solugées com fontes girantes foram
descobertas posteriormente a solugéo de G&del, e se assemelharam
a esta em determinados aspectos; isto suscitou nova polémica, des
ta feita, com relagéo a equivaléncia (isometria) dos espagos—-tem-
pos e a ambigliidade das fontes 37-42)

Era essa a ianmoda situagéo dos assim chamados modelos
do tipo de G8del até inicio da presente década, guando Rebougas e
'Tionun;téé), estendendo um trabalho de Raychaudhuri e Thakurta(éé),publicaram,
em 1983,um relevante artigo de depuracgdo e limpeza da area, estu-
dando a homogeneidade desses espa¢os-tempos e as possiveis fontes
desses modelos em RG. Nesse mesmo ano, Tiomno, em colaboragac com
Teixeira e Duarte(éé), estenderam essas fontes para a teoria de
Einstein-Cartan (TEC).

De posse duma solucfo t3o patoldgica quanto 4 de Gbddel,

& natural se estudar as trajetorias de particulas de teste livres

e pontuais. Esse estudc pode levar, no caso geral, a determina -



-

cao de horizontes, singularidades, etc. No caso particular da so-

lugao de Gbdel, esse estudo foi realizado primeiramente por
Kundt(éé), em 1956; no entanto, & mais conhecido o trabalho de
Chandrasekhar e Wright(él), de 1961 (o primeiro esta escrito em

alemio, o segundo em inglés !). Nenhum desses dois artigos empre-
gou o sistema de coordenadas usualmente conhecidas como cilindri-
cas. Em 1983, Novello, Scares e Tiomno(éﬁ-),r retomaram o estudo
dessas geodésicas, utilizando o sistema cilindrico. Eles mostra-
ram, entéo, gue & possivel reduzir-se a integragao da equagao de
movimento radial a um problema uni-dimensional, com a introdugéo
de uma energia potencial efetiva apropriada. Ora, & bem conheci-
da a vantagem desse artificio no problema analogo de forga central

(52159), com a possibilidade de uma analise

em mecénica classica
grafica qualitativa bastante clara e informativa, antes de inte-
grar propriamente o sistema de equagées de movimento. Eis aqui
mais uma vez demonstrada a virtude da retomada de um problema an-
tigo segundo uma nova perSpectiva(*).

Essa tese surgiu justamente como um estuario natural des
sas duas vertentes de pesquisa: a generalizagéo da solucgao de
cbdel e o estudo de suas geodésicas.

No Capitulo 1, caracterizamos os modelos do tipo de Gb-
del, considerando sua topologia, simetrias e conteldo material.Di
gressionamos também sobre algumas de suas propriedades patologi -
cas.

No Capitulo 2, estabelecemos um conjunto de quatro inte

grais primeiras das equacgdes das geodésicas, suficientes para exau-

* - . . -
( )Esse método do potencial efetivo € empregado elegantemente por Wheeler et

(3)

al. = para o estudo das geodesicas no modelo de Schwarzschild.



rirmos o estudo de todas essas curvas nos modelos do tipo de Gb-
del. Reduzimos o problema do movimento radial a um problema uni-
-dimensional, com a introducdo da energia potencial efetiva; in -
vestigamos, entao, gqualitativamente esse movimento radial.

No Capitulo 3, integramos exatamente as equagﬁes "hora-
rias" de movimento e verificamos a forma das projecoes das geodé-
sicas no 2-plano {(r,¢).

No Apéndice A, coligimos algumas informagées sobre geo-
désicas em espagos-tempos genéricos.

No Apéndice B, apresentamos alguns calculos especificos
referentes a determinadas passagens do Capitulo 3.

O principal resultado novo desse trabalho &€ a demonstra
géo da existéncia de geodésicas com projegao no 2-plano (r,¢) aber
to, para modelos do tipo de Gbdel transversalmente causalils (m2 2

402y .

3%



CAPITULO 1

MODELOS DO TIPO DE GODEL

Neste capitulo, daremos as principais caracteristicas
dos modelos do tipo de Gbdel, tecendo consideragées sobre suas to
pologias compativeis com as métricas, apresentando seus campos de
isometria, seus conteudos materiais, tanto em RG como em TEC, e
concluindo com as propriedades mais exoticas. SO trataremos dos

modelos do tipo de GBdel espaco-temporalmente homogéneos.

1.1 - MoDELOS DO T1PO DE GUDEL

Para caracterizarmos um dadeo modelo relativistico, deve
mos examinar seu espaco-tempo (M,%), onde M & sua variedade de
base e 3 um tensor métrico de assinatura-2, definido em M, e tam
bém seu conteddo material gerados de gravitagéo, em particular seu
tensor de energia-momento _'f, propriedades fenomenoldgicas ( equa
gées de estado, viscosidade wvolumar e de cisalhamento, condutivi
dade termica e elétrica, etc), equag@es dos varios campos (esca -
lar, eletromagnetico, etc)(zi'éé).

Como & usual em teorias métricas de gravitagéo, resolve
mos as equagées de campo para o tensor métrico g numa carta 1o -

cal e, entdo, passamos a considerar as topologias compativeis com



esta métrica(gé'él):

as equagOes de campo naco determinam a topolo
gia ou a estrutura diferencial de M !
Assim, as métricas do tipo de GWdel sao obtidas a par-

tir da forma genérica:

as? - [dtsH(r)del? - p2(r)de? - dr? - daz® (1.1)

impondo-se a homogeneidade espaco-temporal da variedade de hase
[ou, pelo menos, da vizinhang¢a coordenada na qual vale (1.1)], is
to &, impondo-se a existéncia de um grupo de isometrias atuando

(8,43 ,52-54)

transitivamente sobre M . Prova-se, entao, gue tais es

pacos-tempos admitem, localmente, um dos trés elementos de 1linha

seguintes:

ds2 o [dt+ (40/m2) senh? (mr/2)d612 - (1/m?)senh? (mr)dé2-dri-dz? )
(1.2a)

as? = (dt + ards)? - r2d¢? - ar? - dz? , (1.2b)

as? = [dt+(40/u2)sen? (ur/2)de1% - (1/u?)sen? (ur)d¢-dri-dz?®
(1.2c)

com £, m e p constantes, que, doravante, tomaremos Como néo—negg

tivos.

Esses elementos de linha podem ser apresentados numa Uni

ca expressao:

as? = [dts (40/2%)senh? (3r/2)d012 - (1/2%)senn?(sr)de? - dr®-dz?,
(1.3)



com 22 = m2 > 0 correspondendo a (1.2a), 22 = 0 a (1.2b) e £2 =
= _u2 <0 a (1.2c).
Usualmente, costuma—-se considerar que as coordenadas

acima variam nos seguintes intervalos: -« < t,$,2 < +2, 0 £ r < 4%,
- 3 L] * L] *
identificando-se os pontos (t,r,¢+2nm,z), com n 1nte1ro( ).

Como sugerem os elementos de linha (1.2a) e (1.2¢) refe
rir-nos—emos a essas métricas como familia hiperbolica e circu ~
lar, respectivamente. A métrica (1.2b) €& a métrica de Som-Raychau

. (38) . - .
dhuri '— e podemos considera-la como limite de cada uma dessas

- 1 2 ’ 2 ]
familias, conforme m™ - 0+ ou yu~ - 0+, respectivamente.

0O sistema de coordenadas no qual se apresentam (1.2) ou

(1.3) & conhecido como sistema de coordenadas "cilindricas", ja
que:
lim ds? - —dr’-rag®-az? (1.4)
r>0+ t=const

a expressao do elemento de linha do espac¢o euclidiano tri-dimen -
sional usual, em coordenadas cilindricas. Desta forma, chamamos
t de coordenada temporal, r de coordenada radial, ¢ de coordena-—
da azimutal e z de coordenada axial.

Outra carta local bastante comum para a familia hiperbo
lica de métricas do tipo de Gbdel é.a constituida pelo sistema de

. (43)

coordenadas "cartesianas ;, no qual o elemento de linha (1.2a)

assume a forma:

. 2
as? = [ax%+ (vZ a/m)exp (mx')dx?]1 - (1/2)emp (2me!) (@x) mdx - @2,
(1.5)

(%)

Esta identificaclo tem, obviamente, consequencia sobre a topologia de M.



com —% < xa < 4o,
A relagéo entre esges sistemas de coordenadas & dada
por(éé):
exp (mx') = exp(mr)cos®($/2) + exp(-mr)sen (6/2)  (1.6a)
xzexp(qu) = (2/2/m)senh (mr)sen(¢9/2)cos (¢/2) (1.6b)
tan[d>/2+m2(t—x0)/493 = exp (-mr) tan (¢/2) (1.6c)
X3 = Z . (1.60)

Podemos considerar essas coordenadas "cilindricas" como

coordenadas co-moveis para o referencial:

VAR L (1.7)
ja que a coordenada t & sempre do tipo temporal.
A métrica de GBdel corresponde a m2 = 292 em (1.2a):
as? = [ats+(2/Q)senh?(vZar/2)ds1% - (1/20%) senh? (vZar)dg-ar®-az’.
(1.8)
Um campo de tetradas natural para (1.1) &:
0% = at + H(r)d¢ (1.9a)
6! = dr (1.9b)
, .
6 = D(r)d¢ (1.9¢c)



-10=

03 = az . (1.9d)

Nessa base de tetradas, as componentes independentes

nao nulas do tensor de Riemann séo(éé);
0 0 B . 2
R g1 = Riggp = +(1/4) (H'/D) , (1.10a)
R . = -(1/2) m'/D)" (1.10b)
112 ’ :
1 . 2 "
R = —(3/4) (#*/D)” + D"/D , (1.10c)
212
onde representa derivada com relagac a r.

Dal podemos calcular © tensor de Ricci e o escalar de

curvatura, também na base de tetradas (1.9):

~(1/2) (1* /D) 2 , (1.11a)

s ]
Il

00

+ D"/D , (1.11b)

o]
!

11 = Ry = Ry

02 -(1/2) (H' /D) ' (1.11e)

R = +(1/2) (8'/D)% + 20"/D . (1.12)

Considerando que as ditas coordenadas "cartesianas", com
— < x% < +2, constituem uma carta suficiente para cobrir toda a
variedade, fica facil ver que todas as métricas da familia hiper-
bolica (1.2a) ou (1.5) sao compativeis com uma variedade de topo-
4(24,55) '

logia R Uma maneira muito elegante de se construir va -

riedades que admitem cartas locais nas quais a métrica toma uma
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das formas (1.2a) ou (1.2c¢) & utilizar-se de campos invariantes

obtidos como translacoes definidas sobre os grupos de Lie H3 : =

= {(qo,q1,q2,q3) E'_[R4: (g 0 2, (q ) -(qz)z—(q:'})2 = 1} e S = {(g ,q1,

qz,qB) EIR4: (q0)2+(q1)2+(q3)2 =1}, respectivamente(22 EE 26- EQL
chegamos aos varios espacgos-tempos do tipo de Gbdel realizando-seg,
entao, o produto dessas variedades com a reta R. O espacgo-tempo
gerado a partir de H3 por esse método colncide com o de Gbdel a
menos de identificagées de determinados pontos(zg’éé).

Discutiremos agora as simetrias dos espacos-tenpos do

tipo de Gbdel. As geometrias com m2 # 492 admitem exatamente cin

co campos vetoriais de Killing linearmente independentes, que Sao,

na carta "cilindrica", por exemplo(éé):
K - i (1 13a)
(0) ot ! :
K = 2 (1.13b)
(1) 22 ’ .
R, = = (1.13¢)
(2) od ! :
- 2 _ 9
K(3) = (20/m) tanh{mr/2)sen ¢ 5T cos¢ 57 cotgh (mr)sen¢ 8¢ ,
(1.13d)
_ 9, 2 3
K(4) = (2Q/m)tanh(mr/2)cosd st Sen 3y +m cotgh (mx)cos¢ T

(1.13e)

O caso m2 = 492 admite dois outros campos vetoriais de Killing

()

lienarmente independentes, perfazendo assim o total de sete

* fad - . r .
( )Informagao particular de A.¥.¥. Teixeira, J. Tiomno, I.D. Soares e F. Sasse.
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A algebra de Lie do grupo de isometrias & determinada

por(ég):

[K 0 (r=0,1,2,3,4) (1.14a)

0) "Xy = Ky Kl

[K(z);K(3)] = K(4) {1.14b)
[K 5y Kyl = —K(3 (1.14¢)
2
[K(3),K(4)] = —2m<(0) - m K(z) . (1.144Q)

Temos agora todas as informagées para a enunciacgao das
simetrias dos espagos-tempos do tipo de Gbdel. |

Os espagos—-tempos do tipo de Gldel admitem um grupo G
de isometrias que atua multiplamente transitivamente sobre a va -
riedade, que &, portanto, espago-temporalmente homoqénea, mas nao
.ha sub-grupos desse Gy que atuem transitivamente sobre hipersuper
ficies espacialis (embora ©s haja atuando sobre hipersuperficies
de carater misto), de forma que tais espacos-tempos nao sao espa-
cialmente homogéneos. Além disso, como X(0) € um campo  vetorial
de Killing do tipo temporal e nao ha campos vetoriais de Killing
do tipo temporal ortogonais a hipersuperficies, os espacos-tempos
do tipo de Gbdel séo estacionarios mas nao sao estaticos. Outros-
sim, como eles admitem um campo vetorial de Killing, K(2)' cujas
curvas integrais sao fechadas, ha simetria axial (ou rotacional )
com eixo de rotacao infinito z = wvar , e como K(1) = 3/3z também
& um campo vetorial de Killing, o espaco-tempo &, de fato, cilin-
dricamente simétrico.

Passemos agora ao estudo da geragao desses. espagos-tem
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pPOS como solugées de teorias de gravitagéo adequadas para fontes
fisicamente admissiveis.

Todas as métricas do tipo de Gbdel podem ser obtidas co
mo solugéo na TEC com um fluido perfeito de Weyssenhoff como con

tetudo material(éé).

Dentro da RG, Rebougas e Tiomno(éé) apresentaram expli-
citamente as métricas do tipo de Gbdel (1.3), com m2 £ 4R°, como
solugaes das equagées acopladas de Einstein com termo cosmologico,
de Maxwell e de campo escalar sem massa (de longo alcance), na
presenga de um fluido perfeito de densidade de energia p, pressao

termostatica (= termodinamica) p, quadri-velocidade uu = VU = 6”

Ol'
mais um campo escalar sem massa S, funcdo sO de z, um campo ele -

el . - . > - . g ~
tromaghético com partes elétrica, E, e magnéetica, B, paralelas a

diregdo Z. Com essa escolha das fontes, eles mostraram que:

S = ez+a (1.15a)
E = E, sen[ZQ(z—zO)] ' (1.15b)
B = BO cos{2Q(Z—zo}] ’ {1.15c)
com e, &, Ey, By, z constantes, séo solugées das equagées de

campo escalar sem massa (e sem fontes) e das equagbes de Maxwell

(sem fontes). As equagoOes de Einstein fornecem:

H'/D = 20 = const , (1.16a)

(2-1) / + (E02 ~3e2)/2 (1.16b)

e}
1

(A +02) Je - (E02 _e?) /2 , (1.16c)

o]
t
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D'/D = m® = 20° - K(E;Z—ez) ) (1.16d)

Como vemos de (1.16), sao possiveis varias combinagOes para gerar

. 2 2 - - -
a mesma geometria, exceto no caso m- = 407, que sO e solucgao

para um campo escalar purc: 9 = p = Fuv = 0, mas com termo cOsSmoO-—
logico (A # 01).
0 caso m2 = 0, ou a métrica (1.2b), corresponde ac mode

lo de SomFRaychaudhuri(ég), que foi obtido originalmente supondo-

-se uma poeira eletricamente carregada como fonte.
0O caso m2 = 292, ou a métrica (1.8), corresponde ac mo-
delo de GBdel, cujo conteGdo material € uma poeira de densidade

u 6“0

de energia p e gquadri-velocidade u” = . Das equagoes (1.16),

vemnm:

cp/2 = 9% = =A = R/2 . (1.17)

A métrica de GbBdel também pode ser encarada como uma solugao das
equacdes de Einstein sem termo cosmologico (A = 0), mas com um flu
ido perfeito coerente (p # 0) como conteGdo material.

0 referencial que tem as coordenadas "cilindricas" como

co-moveis, vt = 6“0, e gque coincide com o referencial proprio do
fluido perfeito quando este esta presente, uH = Vu, possui os se-
guintes parametros cineméticos(é'éi’éi):

a¥ = vH vV = 0 (1.18a)

6 := V' =0 (1.18b)
ot

MV Lo M V) B 1 gy g (1.18¢)
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wU 1= il nUaBYV h }\h pV
2 o Y

_ v
3 = Q8 3 = const (1.184)

Aip

u LV

onde a” € a aceleracdo, 9 a expansao, V o tensor de cisalha -

u

mento (distorcdo), w" o vetor de rotacao e h*v o projetor no es

paco complementar (de repouso) de vHe
h*v .= gHv - vy . (1.19)

vemos, entéo, que as particulas referenciais executam um movimen-
to geodésico (au = 0), com rotagao (wU # 0) rigida (0 = a"v = 0 )
constante (" = const), isto &, particulas vizinhas permanecem
equidistantes e estao todas em "queda livre". No caso particular
do modelo de Gbdel a densidade de energia p coincide com uma me

dida da rotacdao local da matéria com relagao a bussocla de inér-—

cia (ver Secao 1.2).

1.2 - PROPRIEDADES PATOLOGICAS

Referindo-nos a discussao,-na Introducao,sobre o prin
cipio de Mach e ao resultado (1.18d), observamos que oOs modelos
do tipo de Gbdel com fluido perfeitd como fonte violam esse prin-
cipio, no sentido de que os referenciais inerciais locais nao séo
aqueles nao acelerados com relagao ao fluido. Como bem ilustra
Lord(gé): "Se a experiéncia do balde girante de Newton fosse re-
alizada em um universo de Gbdel, a superficie da agua ficaria cég
cava quando a agua estivesse em repouso relativamente as "estre-

las fixas", e quando a superficie da agua estivesse plana haveria
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uma velocidade angular relativa da agua com respeito as estrelas".
Analogamente um péndulo de Foucault pareceria girar com relacgao
as galaxias distantes.

A seguir, investigaremos a existéncia de curvas do tipo
temporal ou nulo fechadas nos diversos espacos-tempos do tipo de
Gbdel. As curvas candidatas naturais para essa investigagao sao
as curvas coordenadas ¢ = var, por serem ja fechadas. Conforme a

familia de métricas em questao, temos:
(1) Familia Hiperbolica: 22 =m > 0

as? = (4/1%) [ (A%-1) senh® (mr/2) —1]senh® (mr/2)d¢%  ,  {(1.20)

¢p=var

onde:

A2 o= 4?m® , (>0 . (1.21)

Esse intervalo se torna positive ou nulo se:

V’Z
mr/2 = mrc/2 := Arcsenh (1/VA"=1) , (1.22)

que sO pode ocorrer quando A2 < 1.

(2) Espacgo-tempo de Som-Raychaudhuri: Qz = 0.

d52 = (92r2-1)r2d¢2 . (1.23)

¢:var.

Esse intervaloc se torna positivo ou nulc para:
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r = rc t= 1/0 . {(1.24)
- 3 . 2 2
(3) Familia Circular: & = -p < 0 .
as® = (4/u2)[(§2+1)Sen2(pr/2)—1]sen2(ur/2)d¢2 , (1.25)
p=var ’
2 2, 2
£ = 4T /n . (¢ > 0) . (1.26)

Esse intervalo se torna positivo ou nulo para:

nw+arcsen(1/V;:+1) < pr/2 < (n+1)ﬂ—arcsen(1/Vc2%f-), {(1.27)

comn = 0,1,2...

Vemos, assim, gue para as métricas do tipo de Gddel

(1.3) com - < 22 < 492, os espagos-tempos do tipo de GHdel admi-~

tem curvas do tipo nulo e temporal fechadas e, segundo Hawking e

Ellis(gi), diremos gque eles violam a causalidade e a condigao

cronologica. Se 0 = n? < 492, s0 ha uma regiao na qual se desen -
volvem essas patologias; justamente além do raio eritico Yeor da-
do por (1.22) e (1.24), para a familia hiperbdlica e o espago-tem
po de Som-Raychaudhuri, respectivamente. Se RZ = —pz < 0, ha um
rodizio de regi@es causais e acausais, essas ultimas sendo dadas
por (1.27). Ja para n? 2 492, como se vé de (1.22), as curvas co-
ordenadas fechadas ¢ = var permanecem sempre do tipo espacial.Re

. 2 2
ferir-nos-—emos aos espagos tempos com —» < £ < 49 como acau -

. ~ 2 2 . . . =
sais e aguelas com £° 2z 447, como seccionalmente causais, Ja gue
mostramos que na segao t = const ndo ha curvas acausais, mas na-

da afirmamos sobre outras. secbes mais genericas do espago-tempo.
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Para consideragoes adicionais sobre a praticabilidade de

"viagem no tempo" ao longo dessas curvas acausais, & interessante

(60) (61)

consultar os trabalhos de Chakrabarti et al. e Malament'— .

A existencia de curvas acausais para os espagos — tempos

2 ¢ 402 (24,55,62)

com —-% < £ < 4§ tem uma série de consequéncias com

a topologia de ZR4, esses espagos-tempos sao simplesmente conexos

e nao admitem a introdugao de fatias (22/62) ; como  consequéncia

nao existem hipersuperficies de Cauchy {globais) e nao ha tempo

cosmico.



- CAPITULO 2

GEODESICAS NOS EspAcos-TEMp0OS DO Tipo DE GODEL: I.
ANALISE QUALITATIVA VIA POTENCIAL EFETIVO

No presente capitulo, efetuamos uma analise qualitativa
do movimento geodésico radial através do grafico do potencial efe
tivo.

Devido a exigliidade do tempo de pesquisa, restringimo -
-nos, ao longo de todo o trabalho, a analise dos movimentos geode
sicos somente em espacgos-tempos da familia hiperbolica e de Som-
-Raychaudhuri; esta escolha se justifica pelo fato desse conjun-
to incluir o espago-tempo de Gbdel comoc um caso particular, e ter
mos, assim, um padrao de comparagéo para nossos resultados. Res-
tringimo-nos, também, somente ao estudo das geodésicas do  tipo

temporal e nulo.

2.1 - EqQuacOES DAS GEODESICAS

Numa teoria metrica do espago-tempo, as equagoes das
geodésicas podem ser obtidas a partir do principio variacional

(ver Apendice A):

§ J-Lds -0 , (2.1)
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com

Lix",x%) := (1/2)guv(x“}§”§“ , (2.2)

onde -+ indica derivada com relacéo a um parametro afim s da geo
desica. No caso do tipo temporal, consideraremos s sempre COmo O
tempo proprio. |

Vamos entdo aplicar esse formalismo para o calculo das
equagées das geodésicas da familia hiperbolica de espagos - tempos
do tipo de Gbdel. O elemento de linha correspondente (1.2a) forne

ce a segqguinte lagrangiana:

2

(t°+ (Ssz/mz)senh2 (mr/2) £¢ +

_ 1
Lo=73

s (4/12) [ (1221) senh? (mr/r)—1] senh? (mr/2) §2+52-22} .

(2.3)

Como t, ¢ e =z séo coordenadas ignoraveis em (2.3), seus
momentos can@nicos conjugados Sao conservados ao longo das geode-
sicas e temos trés integrais primeiras das equagées geodésicas,re
lacionadas com a estacicnariedade e simetria cilindrica dos mode-

los:

ar
=

i+ (40/m%) senh® (mr/2)$ = const (2.4a)

Lo}

-
'J
|
1]

P, i- L _ (40/m?) senh? (mr/2) £+ (4/m%) [ (A%~1)senh? (mr/2)-1].

36
. senhz(mr/2}$ = ¢onst (2.4Db)
P == B? = -z = const (2.4c)
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As grandezas Py p¢ e p, podem ser interpretadas como
a energia, o momento angular azimutal e o momento linear axial,no
referencial V! = duo, respectivamente.

Consideradas juntas com a integral primeira sempre exis
tente:

2L = EZ + (SQ/mz)senhz(mr/Z)Eé + (4/m2).

[ %2-1)senh? (mr/2)—11senh® (nr/2) 42 - #-22 = ¢ , (2.5)
com £ = 1,0, conforme a geocdésica seja do tipo temporal ou nulo,
as equacdoes (2.4) fornecem um sistema de quatro integrais primei

ras suficientes para determinar o movimento geodésico.

Podemos facilmente resolvé-las para obter x" em termos

80 de r:

. 2 senh’T Q (2.6a)

t=ptl:(1—)\ —2_]+—Y2_] ’ ‘

: cosh™r cosh™r
2
. £ m”y
b= p [ _ - _J , (2.6b)
t coshzr 4senh2rcosh2r

z = P, , (2.6¢)

.2 2 2 senhr m 2

r:ptE—B—[l - - l _]:I,(z.Gd)

coshr 2senhrcoshr

onde:

r := mr/2 p (2.7a)

R SRV T (2.7b)
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y := P¢/pt . (2.7c)

Designaremos:
E. := p + € (2.8)

por energia longitudinal {(ou axial); ela € a contribuigdo para a
energia total devida a massa de repouso e ao momento linear axial.

E facil ver, de (2.6d), que, para os movimentos fisica-

mente admissiveis, devemos ter:

2 (2.9)

]
1A
™
IA
—
’

0 sistema correspondente no espaco-tempo de Som-Raychau
dhuri pode ser obtido diretamente de (2.10) tomando-se o limite

quando m2 tende a zero, ficando:

£ = p. 11-2°thH +om1 (2.10a)
b = plo—v/r’] , (2.10b)
z = -p, , (2.10c)
£ - p, 11-8°-(ar—y/r )27 . (2.104)

E interessante notar a dimensado de algumas grandezas re

levantes:

’ [¢]1 = 1 (2.11a)

]
L |
H
—_
n
—
™
[
i
-

[s] [t]

i

ml] = [2] ="V, (2.11b)

i}
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[Pt] = [PZI =1 r [Pd)] = L ! (2-110)
[8] = [EL] =1 r [yl = L . (2.11d)
2.2 - 0 POTENCIAL EFETIVO
2.2.17 - pefinicao
Vemos, de (2.6d), gue, pelas simetrias do problema, o}

movimento radial & reduzido a um problema uni-dimensional.

A expressao para o movimento radial, (2.6d), pode ser

reescrito como

£2 = pt2 - V(f) r (2.12)

onde V(r), a energia potencial efetiva (ao guadrado), &€ definida

por:

—= 2
V(T) := pt2 |, senhr _ mb 7. pt282 >0 . (2.13)
L_ coshr 2senhrcosth

De (2.12), vemos gque, para os movimentos fisicamente ad

missiveis, € necessario que o valor minimo absoluto, V. . de v(r),

correspondente a T = Eﬁin’ seja menor gue ou igual a pt2:
v . <p/? (2.14)
min -~ “t '

E imediato verificar que VI(r) & derivavel em todo o
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intervalo (0,4@).

2.2.2 - Comportamento na Origem e no Infinito

Calcularemos agora os limites de V(r) quando r tende a

Zero e ao infinito:

+00 ; para Yy # 0 , (2.15a)
lim v(r) =
r+0+ 2 2
B Pt 7 para Y = 0 ’ (2.15b)
e
lim v(®) = (1 %+8%)p2 i (2.16)
— t
T 400

2.2.3 = 0s Pontos de Minimo Absoluto (rmin min

A derivada de V(r) é:

av(r) _ 2p 2[:Asenh2f—my/27 (A+my)senh2f+my/%l (2.17)
t senhrcoshr senh®Tcosh’F

e esta definida no intervalo (0, +w).

Teremos trés casos:

1%
o

(1) Y
Entdo, existe sempre um ponto de minimo absoluto dado

por:
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2
m-y /40 . Vmin = B Py . (2.18)

2
senh™r .
min

(2) —252/1’[12 <y < 0O:

Entao, existe sempre um ponto de minimo absoluto dado

por:
2 Y/2 ) 2 2 2 22
senh'r_ . = - ——> . Vioin = ~P¢ ® Y({y+42/m”) + B8 b,
Y+202/m
(2.19)
2
(3) Yy £ =28/m":

Ent3o, existe sempre um "ponto de minimo absoluto” coin

cidente com o limite (2.16):

o 2 .20 2
win = * ;o Vo= (A% T)p S (2.20)

Podemos agora tracar os esbogos dos graficos do potenci

al efetivo nos diversos casos (ver Fig. 2.1}.

2.2.4 — A Condicdo de Movimento

Devemos, agora, impor a condicao de movimento (2.14):
Voin S Pt ' (2.21)
encontrando, entdo, os movimentos fisicamente compativeis com uma

dada métrica e uma dada energia p,.

Teremos oS seguintes casos:
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[
o

(1) Y

De (2.18) e (2.21), vem:

L2 2 . 2
Vain = 8°PT S Py . (2.22)

e a condic¢do (2.21) & automaticamente satisfeita para gqualquer 82,

devido a (2.9), independentemente do valor de A2,

(2) —252/m2 <y < 0:

De (2.19) e (2.21), wvem:

2.2 - 2. - 2
Viin = ~Pg M Y(y+48/m™) + 8%p," £ py ' (2.23a)

cu

n?y? 4 a0y + (1-8%) 2z 0 . (2.23b)

A solucao dessa inequacao dependera do sinal do discri-

minante do trindmioc quadratico, coincidente com o sinal de:

o := A%+t (2.24)
Ficamos com dois sub-casos:

(2.a) a > 0: o trinomio admite duas raizes reais e o conjunto so

lugao de (2.23}) & dado por:

—20-mva (2.25a)

-
A
<
-—t
L]
il
R
y

ou
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2 v, = z2hm/a (2.25b)

Temos que lembrar ainda de verificar que, no caso presen

te, vale -2Q/m2 < v < 0; levando isto em conta, ficamos com:

—20+mve .
— 7 TPy =X
m

[[FaN

< 0 . (2.26)

(2.b) o £ 0: o trindmio & sempre nio negativo, de modo que (2.23)

€& sempre satisfeita no intervalo para Yy do caso presente:
2
=20/m” < y < 0 . (2.27)

0 sub-caso (2.a) pode ocorrer para qualguer espago-ten
po do tipo de Gbdel da familia hiperbélica, isto €, para todo
12(>0). Ja o sub-caso (2.b) 86 pode ocorrer para os espagos-tem

pos do tipo de GBdel ditos secciocnalmente causais, isto €, s6 pa-

(3} y £ —ZQ/mzz

De (2.20) e (2.21), vem:

2 2 2 2
Vmin = (A7+B }pt < Py . (2.28a)
ou

a < 0 . (2.28b)

Esse caso sO pode ocorrer, entdo, para os espagos—-tem -
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pos do tipo de Gbdel seccionalmente causais exceto aguele com m2:

= 492, isto &, s0O para 22 < 1.

2.2.5 - 0Os Pontos de Retorno

Os pontos de retorno sao agueles nos quais:

=0 |, (2.29)

que, usando (2.12) e (2.13), fornece:

asenh4f - (1—B2+29y) senh2f + m2y2/4 =0 . {2.30)

Dos resultados anteriores e da Figura 2.1, esperamos Jgue

quando ¢ > 0, haja dois pontos de retorno (em geral), e quando
o £ 0, haja um Gnico ponto de retorno.

Teremos, entdo, os seguintes casos:
(1) o £ 0:

A solucao formal de (2.30) fica:

2 2 2 2 2 1
senh2f+ - 1-8"+20y i\/k1—B +20y) T m Ty o , (2.31a)
- 20
ou, equivalentemente
2 ‘/ 2
s;enhszr - 1= +2QY2§ 1-B VA (2.31b)

onde:
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2
A = m2(Y+2Q/m2) - . (2.32)

Ficamos com dois sub-casos:

(1.a) o > 0: as expressoes formais (2.31) fornecem entao, de fa-

to, duas raizes positivas, o que €& facil de verificar levando-se

em conta que vy 2 Yo (ver sub-secao 2.2.4). Temos, polg, dois pon-

tos de retorno:

2~ 1-g%+20y + Vi-g% /R (2.33)

senh™ r = o .

(1.b) o < 0: as expressdes formais (2.31) fornecem entdo, de fa

to, uma Unica raiz positiva. Temos, pois, um uUnico ponto de retor

no:

1-B2+2Qy - Vi-3% V& (2.34)
5 . .

senhzf_ =

(2) a = 0 :
A equagao (2.30) fica:

(12+20v)senh® F - m°y2/4 = 0 (2.35)
cuja solugde Unica é:

2 2
my /4 (2.36)

senh? r_ = 5
AT+20y
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contanto que:

v > -20/m%> . (2.37)
2.2.6 — 0 Caso do Espacgo-Tempo de Som-Raychaudhuri
No caso do espago-tempo de Som-Raychaudhuri, (1.2b), o
potencial efetivo fica, conforme advém de (2.10d4), dado por:
Vir) = pt2(ﬂr—y/r)2 " pt282 > 0 (2.38)
Seus valores limites sao:
{ 4o , para vy # 0 , (2.39a)
lim V(r) =
r+0+ 2 2
B Py ’ para Yy =0 , (2.3%)
e
lim V{r) = + =, {(2.40)
400
Este ultimo limite ndo corresponde a uma assintota, ija

que lim V(r)/r = +=83)

Y= +cc
A derivada de V(r) é:

() = 2p, % (ar—y/x) @=v/r°) . (2.

F facil determinarmos os pontos de minimo absoluto:

v

(1) v 0:

41)
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Y a2 2
Tmin ~ Vy/Q ! Vmin = B Py ! (2.42)
(2) v < O:
' 2.2
roag = Y-/ . Viin = (-4Qv+87)p,." . (2.43)

Para satisfazermos a condigao de movimento (2.14), deve

mos ter, entao:

v 2 —(1-8%) /40 . (2.44)

Os dois pontos de retornc sao dados por:

. {(2.45)

I+

2 } T
2 _ 1-B +2Qy * VQ—Bz Vﬁ97+1—82
) 292

E facil verificar que, se y satisfaz (2.44), entdo (2.45) forne-

ce, de fato, duas ralzes positivas.

2.3 - MOVIMENTO RADIAL

2.3.1 - Parametros Relevantes na Classificacdo do Movimento Geodé

sico

Da Segdo 2.2 fica patente a relevancia dos parametros

xz, de natureza geométrica; e 82 e y, de natureza cinematica (di-

namica), para a caracterizagao do movimento geodésico (radial, em
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particular) nos diversos espacos-tempos do tipo de Gbdel da fami-
lia hiperbdlica {22 2 0 em (1.3)]. Na verdade, ha um parametro
mais fundamental que &€ o := k2482-1, conforme se depreende da ana
lise do comportamento do potencial efetivo na origem e no infini-
to, da condigéo de movimento e dos pontos de retorno; no entanto,
esse parametro o apresenta a inconveniéncia de misturar uma gran
deza geométrica com outra cinematica (dinamica).

Veremos que © parametro geométrico Az influencia 05 mo-
vimentos das particulas de teste determinando guails os modelos
que podem apresentar (algumas) geodésicas com projegao no 2-plano
(r,¢) aberta ou néo, conforme 0 < 22 g 1 ou Az > 1, respectiva
mente. A segulr, numa classificagao mais fina dos movimentos geo-
désicos num dado espaco-tempo, veremos que ha trés grandes clas -
ses de movimentos, segqundo o sinal de o (isto €, o valor de 82
conm relagéo a Az): se o > 0, o movimento sera dito eliptico, se
o = 0, parabGlico e, se o < 0, hiperbolico. A raz&do para essa no-
menclatura € a analogia com o movimento no problema classico de
Kepler, como esclareceremos mais adiante. Finalmente, o sinal de
v determinara uma estrutura hiperfina dos movimentos geodésicos ,
relacionada com a posigao (configuragao) dessas trajetorias com
respeito a origem r = 0 do 2-plano (r,¢) (ver Tabela 2.1).

0 caso do espago-tempo de SomfRaychaudhuri sera, COomo
antes, investigado a parte.

F interessante considerar o significado dos valores li~

mites de 82:

(1) 82 = 0:

Neste caso, vemos, de (2.7b), que:
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A o 1= AP+R%1 ¥

>0 vy =20

o
A
-

A

=0 (=$ 82=0) Y = 0

|
[
=)
Ey
[\]
A
-
A

—29/m2

A
~

A

o

p2-c=-0 ; (2.46)

logo, estamos tratando de luxons transversais, isto &, particulas
de massa nula cujo movimento ocorre transversalmente ao eixo z
podemos esperar, entdo, gue essa seja a situagdo mais proplcia pa

Lo s . AP . 2
ra atingirmos as maiores distd@ncias a partir de r = 0, dados A" e

Y.
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(2 B8~ = 1:

Neste caso, vemos, de (2.7b), gque estamos tratando de
particulas em que toda a energia resulta da translacdo ao longo

do eixo z e da energia de repouso, de modo que podemos esperar que

o movimento se realize com r e ¢ constantes.

2.3.2 - 0O Caso Az > 1

(A) 1—A2 < 0 £ 82 < 1: Movimento Eliptico

(a.1) v > 0,

Reportando-se aos dados da Secao 2.2 e a Figura 2.1, po

demos tracar o grafico de V(r):

tﬁ+§Jﬁ' \ —
Y

R

& Fy

r ro
- ™o +

31
]l

- FIGURA 2.2 — Grafico V(@): 3% > 1 ; 8% > 1=2% ; v > 0.
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Nesse caso, o0 movimento radial é limitado, restrito a
camada cilindrica E_ < T % §+; de eixo z. Essas geodésicas jamais
cruzam © eixo 2z.

Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme

(2.18) e (2.33), sao dados por:

2 — 2
senh roip =M v/ 4Q ’ V.. =8 Py (2.47)

1=
1282420y + V1= /& (2. 48)

2 _
senh ri = o

Podemos verificar, de (2.48), qgue os .pontos de retorno

s3aop crescentes com y, dados m2, 92 e 82, de forma que:

2 2
lim senh’ r, = 1-8 éa(1_8 ) (2.49a)
¥>0 -
+
2. 22
lim senn® ¥, - 2[1xYQ=87)/A" 1 . (2.49Db)
hs o
'Y'—)-+00

ou seja, tomando Yy suficientemente grande, podemos encontrar uma

particula de teste e uma distancia radial tao grande quanto gui-

sermos.
I facil verificar, a partir de (2.48) e (2.32), que, pa
ra A% e v dados, a distdncia radial maxima € obtida, como era de
2
se esperar, para B° = 0:
2 2,2 2 t
senh? T - 1420y + V m (\2f+2§2/m ) C=(27=1) (2.50)
2(0° - 1)

- 2
Vale notar também gue, novamente como esperado, para A
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Y dados, o caso 82 = 1 implica em r e ¢ constantes, como decorre de

(2.48) e (2.6b}:

2— 2 e 2— 2
senh“r = senh ri._ senh Yoin - 0 v/ 44, (2.51a)
b = 0 {2.51b)
No caso genérico de 82 Z# 1, continua havendo um valor
de r, entre r_ e ?+, no qual ¢ = 0, que & justamente r = Emin‘
(Aa.2) v =0

ﬁéportaﬁdo—se aos dados da Secao 2.2 ¢ a Figura 2.1, po-

demos tragar o grafico de V(r):

v ¢
2 Ty 2
‘_’Z /—_“
A3
2 &
By ]
r..'-Fm.',n—_'D V‘+ ¥

FIGURA 2.3 — Grafico de V(©): A%>1, 8%1-12, y=0.
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0 movimento radial novamente & limitado, executando-se,
desta feita, dentro do cilindro r £ f;, de eixo z. Essas geodési-
cas sempre cruzam tal eixo.

Os pontos de minimo absoluto e de retorno,. conforme

(2.18) e (2.33), sao dados por:

— 22
min ~ 0 ' Vmin =B Py (2.52)
e
2 2
2 - _ 1 =87 (1-87)
senh” r, = 55 , (2.53)
que coincide com o limite (2.49a).
Se 82 = 0, entao f; & maximo:
senh® T = -~ ; (2.54)
LD
2
e ge B = 1, temos:
r = I'i = rmin = 0 . (2.55)
Comparando (2.54) com (1.22), vemos que os luxons com

momento angular nulo atingem, no maximo, justamente o raio criti-
co; ou seja, na familia hiperbolica de métricas do tipo de Gbdel

acausais na secao t = const., todas as particulas livres comy =0

estao confinadas

senh? ¥ = —— ) (2.56)
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{a.3) (—29+m/§)/m2 =: Y, sy <0

Reportando-se aos dados da Secao 2.2 e a Figura 2.1, po

demos tracar o grafico de V(r):

{N “\—?_‘ )Fé"

z
P
= Fimtltr++nlmz)+F’ZPi \

£y

 J

a1l

v < 0.

288

FIGURA 2.4 — Grafico de V(r); 32> 1; 82 > T—AZ, Y,

0 movimento radial continua limitado a uma camada cilig

drica fp < T £ f+, de eixo z. Essas geodésicas nunca cruzam tal
eixo.

Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme
(2.19) e (2.33), sao dados por:

senh2 r = _=y/2 v

2 2 2, .22
min 2 min = “Pg m v(y+42/m7) «B7p ] (2.57)
' v+20/m
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. 2 . ’ V 2t
senh2 E+ - 1=8B 22; t V-1-g7 VA . (2.58)

Verificamos, de (2.58) e (2.32), que, conforme Y cres—

ce desde Yo até 0, r decresce, r, Cresce; a espessura da camada

cilindrica acessivel as particulas de teste também cresce:

1im senh2 r = A= Vo (2.59a)
Yy, 2V
e
2 2
1im senh? ¥ - L= 8 _* (1-B") (2.59b)
+ 20

Y+0_

Esse segundo limite coincide com (2.4%) e (2.53), como esperado.

0 primeiro limite indica que, quando y = Yol

Senh2 r = senh2 T, = senh? T, = 2= Yo , (2.60a)

+ min z/a

b = mp, Yo o . (2.60b)

Isso corresponde a uma projecao circular no 2-planc (r,¢).

Verifica-se, novamente, que o valor maximo de f+, dados

kz e y , corresponde a 82 = 0z

2 2,2 2 I
senh2 T - 1420y +\/ﬁ (y+§ﬂ/m )" - (A7-1) . (2.61)
* 2(x°=1)

essa grandeza € sempre menor que fc dado por (2.56), isto e, as

particulas livres com y < 0 continuam confinadas dentro do cilin

dro critico também.
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2 ~
se B » 1, vemos da expressao (2.25b) para Yor ques

lim Yy = 0 ; (2.62)

B21

ou seja, ndao ha particula de teste com movimento puramente longi-
tudinal e momento angular azimutal negativo !
Vé—se também facilmente, de (2.6b), gue nesse caso (y<0),

sempre temos ¢ > 0,

2.3.3 = 0 Caso 0 < A = 1.

(aA) O

(74N
—_—
|
e
FaN
™
A
—
*e

Movimento Eliptico

Neste caso, repetem-se os resultados e conclusdes apre-
sentados na sub-seg¢ao precedente.

(B) 0 = 62 = 1—A2 < 1: Movimento Parabolico

(B.1) vy > 0.

Reportando-se aos dados da Segao 2.2 e a Figura 2.1, po
demos tracar o grafico de V(r) (Figura 2.5).

0 movimento radial & semi-limitado, com a particula
"atingindo" o infinito com velocidade radial ? = 0. Essas geode-
sicas nunca cruzam o eixo z.

Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme

(2.18) e (2.36), sao dados por:

2 = 2 22 2, .2
senh™ r . = m y/4Q Viin = P Py =(1=-A7)p, (2.63)
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vy

F)z ﬁ:: (-8 T’{- /

]
¥4
LT 4

.
A TN

IA

FIGURA 2.5 - Grafico de V(r): 0 < A2 1; 82 1—K2, Y > 0.

_ m2Y2/4

25
12+2QY

senh . (2.64)

E facil ver que T é crescente com Y

Continuamos, obviamente, tendo um ponto onde ¢ = 0, que

& o proprio rp;., como se v& de (2.6b).

(B.2) vy = 0.

Reportando-se aos dados da Secao 2.2 e & Figura 2.1

T

podemos tracar o grafico de v(r) (Figura 2.6).

Esse & 0 caso limite em que a particula de teste passa
a ter acesso a todos os valores da coordenada radial, "atingindo"

o infinito com velocidade radial ¥ = 0,
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(kz-}-’ﬁ ?::: Y’-:

P-z?i: (1- xz)?: /

)

FIGURA 2.6 — Grafico de V(E): 0 < 22 < 1; g2 =122, y=0 .

Os pontos de minimo e de retorno, conforme (2.18) e

(2.36), sao dados por:

I
o
el
<
|
w
"

(1--?\2)pt2 (2.65)
r = 0 ) (2.66)

(B.3) —29/m2 < v < 0.

Reportando-se aos dados da Seg¢do 2.2 e a Figura 2.1,
podemos tragar o grafico de V(r) (Figura 2.7).
O movimento radial & semi-limitado, com a  particula

"atingindd’ o infinito com velocidade radial r = 0. Essas geodési
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w2
T 2 {>\2+F, )F-\-: ?‘\:
“Pam gy + 4R ) gy AZ)P:

e -t

=i

2 2 2

FIGURA 2.7 - Grafico de V(r): 0 < X 1: B =117, —2Q/m2 <y < 0.

A

cas nunca cruzam © eixo 2.
Os pontos de minimo absoluto, conforme (2.19) e (2.36),

sdo dados por:

2 — ~v/2 2 2 2 2, 2
senh“ r_ . = —M=s |, vV . = —p “my(y+4Q/m7)+ (1-27)p (2.67)
min Y+2Q/m2 min t t
e 2 2
senh® E_ - DY /4 (2.68)
ACr20y

Vemos que r & decrescente com y  e:

lim senh2 r = +® (2.69)
Y+=20 /m2

Ve-se novamente, de (2.6b); gque, nesse caso (y < 0),sem
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pre temos ¢ > 0.

(C) 0 £ 82 < 1—A2 < 1: Movimento Hiperbolico

Esse caso sO pode ocorrer se A2 < (cf. Tabela 2.1).

{(C.1) vy > 0.

Reportando-se aos dados da Segao 2.2 e a Figura 2.1,

podemos tragar o grafico de V(r) (Figqura 2.8):

V I 3
Z
Py
S g?);:-z
22
Py
F

il

- rh’lr\n

FIGURA 2.8 - Grafico de v({r): 0 < }\2 < 1; 82 < 1-A2, y > 0.

O movimento radial & semi-limitado, com a  particula
"atingindo" o infinito com velocidade radial ¥ = /5 p,. Essas ge
odésicas nunca cruzam o eixo z.

Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme

(2.18) e (2.34), sao dados por:

2 2 : :
senh fin - M v/ 40 ’ Voin = B py (2.70)
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— 1-g%i20y - V1% A _ (2.71)

senh2 r = T

E facil ver que r <cresce com Y .

Continuamos tendo ¢ = 0 guando T =‘Eﬁin'

(C.2) v =0

Reportando-se aos dados da Segdo 2.2 e a Figura 2.1, po

demos tracar o grafico de V(r) (Figura 2.9):

v 4
]
P+
2 2
N ged S —
.. /
By
?_=7‘m;h:o F'
2 < 1-%2,“Y= 0.

FIGURA 2.9 — Grafico de V(@): 0 < 1% < 1; g

As particulas de teste tém acesso a todos os valores

da coordenada radial e "atingem" o infinito com velocidade radial

- /T o,

Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme

(2.18) e (2.34), séo dados por:



.

-0, v = 8 (2.72)

r =0 . (2.73)

(C.3) vy <0 .

Reportando-se aos dados da Sec¢do 2.2 e a Figura 2.1 ,

podemos tragar o grafico de V(r) (Figura 2.10):

Y 4

k3

Pi "

(N4 g )p?

~pirr(xt 40/, 2 an
LMy -ﬁ-/m')-;.Pi,f

: ya y< 12/ mt
e B P i K:-—Z.O_fmz

\.—. -—Zﬂlmz‘,(‘co

b P

W\‘\n
FIGURA 2.10 — Grafico de V(@): 0 < 2% < 1; g2 < 122, y < 0.
O movimento radial continuo semi-limitado, com particu-
la "atingindo" o infinito com velocidade radial r = vV—a Py- Es -
sas geodésicas nunca cruzam o eixo z.

0 ponto de retorno, conforme (2.34), e dado por:

2 v/ 2
senh2 T =1 B ¥ ggy - V1-8" /A . (2.74)

Se —ZQ/m2 < vy < 0, o ponto de minimo absoluto (de deri-

vada nula, tambéem), conforme (2.19), & dado por:
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2 - _ = /2 ' - 2 2 2, .2 2
senh Yoin = — 3 R Voin = - p, m v{y+48Q/m”) +8 pL - {2.75)
v+28/m
Se y = —ZQ/mz, o "ponto de minimo absoluto”, conforme

(2.20), & dado por:

. 22,2, 2
=+ P Vo= (TeB%pS (2.76)

Conforme vy decresce, desde 0 até +», r cresce, desde

0 até +«, assumindo, em vy = —ZQ/mz, o valor dado por:
— ‘/ L
senh? r_ == —a_+ Y1-8 . (2.77)
2v =0

-

Vé-se, como sempre para y < 0, que ¢ > 0.

2.3.4 - O Caso do Espago-Tempo de Som~Raychaudhuri (A2=+m)

(a) 1—A2 < 0 £ 62 £ 1: Movimento Eliptico

a.1) v > 0.

Reportando-se aos dados da Sub-Segao 2.2.6, podemos
tracar o grafico de V(r) (Figura 2.11).
0 movimento radial é limitado a camada cilindrica r £

de eixo z. Essas geodésicas nunca ¢ruzam o eixo z.

A

H

1A

K
-

Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme (2.42)

©
—
o
.
e
w
-

sao dados por:

r . = /~NTa ., V.. =.'52p§ (2.78)

min min
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2 2! 2
— + - : s
2§81
"

2
P
2 2
B P

. 2

r. rmﬁn "Jr r

FIGURA 2.11 — Grafico de VI(r): kz = 400; 82 > 1—K2; v > 0.

Podemos verificar, de (2.79), que os pontos de retorno

sao crescentes com v , dados Az e 62, de forma que

2 1-62i(1—62)

lim r? = (2.80a)
>0 207
+
e
lim r? = s Va-s9/av) . (2.80b)
Yrpw
se 8% = 1, temos, de (2.79) e (2.10b):

r=1r, =Y. .. = v /8 ' (2.81a)
b= 0 (2.81b)

Se 62.# 1, continua havendo um ponto onde ¢ = 0, que
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corresponde, segundo (2.10b), a roin

(A.2) Y =0

Reportando~se aos dados da Sub-Secao 2.2.6, podemos tra

gar o grafico de V(r) (Figura 2.12).
v 1

22

Py

Y
£

rfr . =0 " r

FIGURA 2.12 — Grafico de V(r): A% = +; B2 > 1-A2, y =

I
o

As

A
H

0O movimento radial é& limitado ao c¢ilindro r
particulas de teste sempre cruzam o eixo z.
Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme (2.42)

e (2.45), sao dados por:

22
Tmin = © r Viin = PPy (2.82)
e 2 2
p 218+ (=) (2.83)
B 20
2
Se B% = 0 [cf. (1.24)]:
r -t - 1/a . (2.84)

+ C
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(A.3) —(1—62)/49 2 vy <0,

Reportando-se aos dados da Sub-Segao 2.2.6, podemos tra

car o grafico de V(r) (Figura 2.13).

A

Py
(42, ¥ ok
1%
Py
T”__ an'\ r+ ;

FIGURA 2.13 ~ Grafico de V(r): 22 - $ooy 82 > 1—2\2, —(1-82)/49§Y<0-

O movimento radial € limitado a camada cilindrica r 2rs

< T . Essas geodésicas nunca cruzam o eixo z.
Os pontos de minimo absoluto e de retorno, conforme
(2.43) e (2.45), sdo dados por:
r . = /T V. = (~40vy+8%)p,? (2.85)
min Y ! min ~ ¥ Pe :
e
2 1—82+29Y + V1-8 VAQy+1-38
r+ = 2 (2.86)
- 20

Verificamos de (2.86); que, conforme ¥ cresce desde

—(1—82)/49 até 0, r decresce e r,  cresce:
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Lim rs o= 12 (2.87a)
r+—(1-p7) /42 28

lim r2 = (2.87b)

r+0 B 20

+
[y
*

Esse sequndo limite coincide com (2.83) e (2.80a), como esperado.

0 primeiro limite indica que, quando Yy = —(1~82)/4Q:

Vi-82 /20 , (2.88a)

H
1l
K
1
]
l

b = 20p, . (2.88b)

Isso corresponde a uma proje¢do circular no 2-plano (r,¢).
0 valor maximo de r, &€ atingido gquando 82 = 0:
1+28v + vV1-4Qvy

r =
+ 292

(2.89)

-~

essa grandeza é sempre menor que (2.87), ou seja, as particulas

livres com v € 0 sao confinadas ao cilindro r £ T,

Pode-se ver também, de (2.10b), que, nesse caso (y < 0),

temos sempre ¢ > 0.

2.4 - RESUMO DE PROPRIEDADES

Estamos estudando as geodésicas fisicamente admissiveis

(¢ = 0,+1) da familia hiperbdlica de espacos-tempos do tipo de Gb-

del (222 0).
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Vimos que, para qualquer espaco-tempo desse tipo, © pro
blema do movimento geodésico radial se reduz a um problema pura -
mente uni-dimensional, possibilitando a introdugao de uma funcao

energia potencial efetiva, dada por (2.13).

kA

Particularmente, se Az > 1 ou; eguivalentemente, 0

2 2 - , - ' .
m~ < 407 (métricas acausals na Seg¢ao t = const.), todos os movi

i~

1A
A

mentos geodésicos radiais sdo limitados (0 s r_ =T f+ < 4w)
justamente porgue, nesse caso; temos sempre 82 > 1—%2 ou, equiva-
lentemente, o > 0 (cf. Tabela 2.1 e Sub-Secao 2.3.2). A condicao

de movimento (2.21) restringe os valores admissiveis de Yy aque -

les para os quais y 2 y, = (—2Q+m/a)/m2 (cf. Sub-Secgdo 2.2.4).

se 0 < A% < 1 ou, equivalentemente, n’ 2 492 { métricas
causais na segao t = consgt.), h3 duas classes de movimentos geodé
sicos radiais (cf. Tabela 2.1 e Sub-Segéo 2.3.3): (a) trajetorias
limitadas, gquando 82 > 1—%2, e (b) trajetorias semi-limitadas ,
quando 82 < 1222, a condigdo de movimento impde que, se: (a) 82 <
g T—Az ou, equivalentemente, o > 0, entéo Y Y o (b) 82 = 1—%20u,
equivalentemente, o = 0, entao Y > —Zﬁ/mz, e (c) 82 < 1—A2 ou ,

equivalentemente, o < 0, entéo v pode ser qualquer (cf. Sub-Segao
2.2.4). |

Em outras palavras, 0S espacos-tempos do tipo de Gbdel
com lz > 1, apresentam movimento radial somente do tipo eliptico:
o espaco-tempo do tipo de Gbdel com Az = 1 apresenta movimentos
radiais do tipo eliptico e parabdlico (esse Gltimo somente para
lixons transversais), e, finalmente, o0s espag¢os-tempos do tipo de
Gbdel com 0 < k2 < 1 apresentam movimentos radiais do tipo elip-
tico, parabolico e hiperbdlico.

A Figura 2.14 mostra a variacao do grafico do potencial

efetivo com y para as trés classes de movimento: eliptico, parabé
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lico e hiperbdlico.

02 ey " : : & g0
AN T 120
=Py (g + 40 o g2 i "
F Ty
oy

(@) o> 0

O In=

- piry FH /e (1) ?i

£ (-0

b) o= 0
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1
169
(\?+f)?§

2 ‘
- ey (y+40/nfy F‘ZP,:

22
Fr*

|
=\

() a<0O

"FIGURA 2.14 - (a), (b), (o).
Graficos de V(r) em fungdo de v.

Nesses graficos as setas indicam o sentido de movimento:

do ponto minimo do grafico de V(r), para m2, Qz e 82 dados, con -

forme y varia desde +* até o valor limite inferior.



CAPITULO 3 .

GEODESICAS NOS EsPACOS-TEMPOS Do TIPO DE GODEL: 'II,
INTEGRACAO ANALITICA DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

Neste capitulo executaremos a integragac analitica (exa-
ta) do sistema de equacoes de movimento (2.6), que descreve o movi

mento geodésico:

. 2— )
t = py (1 St Eenh L B ] (3.1a)
cosh'r cosh r
2
- Q m .Y
¢' =P ( = _ _l r (3.1b)
t coshzr 4senh2rcosh2r
é: —pz r (3.10)
.2 2 2 senhr m 2
r° = p, E-B -(A nar _ Y _} ] . (3.14)
coshr 2senhrcoshr
3.1 - MOVIMENTO AXIAL
A equacdo (3.1¢) & integrada imediatamente:
(3.2)

Z=—'PZS+ZO- ¥
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escolhendo-~se z(s=0) = Zg-
A equagao (3.2) nos diz, obviamente; que 0 movimento

axial (longitudinal) de qualquer particula livre € sempre unifor-

me, relativamente ao parametro afim da geodesica correspondente.

3.2 - MOVIMENTO RADIAL

Para integrarmos a equacao (3.1d) do movimento radial e

itil introduzir a nova variavel:
2.
p := senh’r . (3.3)
A equacdoc para o movimento radial fica, entao:
. 2 - 2 2
52 n’p,2 [-ap?+ (1-8%420y)0 - m°y?/4] . (3. 4)

Teremos as seguintes situacgoOes:

(1) se a = 0, a equacao (3.4) fica:
52 = m?pl 10 %+20v)p - mPyP/a1 . (3.5)

Esta equacao ¢ facilmente integrada:

| 22,2,
N m2Y2 . mp, (AT+20v)

4 (3%+20v)

2
7} (s—so) . {(3.0)
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Dai vemos que o movimento & semi-limitado, com o unico

ponto de retorno coincidindo com (2.36).
(2) Se a # 0, podemos reescrever (3.4) como:

2 2 2
5 1 220 ®™ps (1-87)

ol —
o[-
+

onde A, relembramos, € definido por (2.32) e:

2
- . 1 - B~ + 2Ry
P 2= P - 55 . {(3.8)
A equacdo (3.7) & analoga a equacao de energia para o

movimento harménico simples classico.

Devemos distingulr dois casos:

(2.a) o > 0:

A solucao de (3.7), para p , €:

2 ]/ Z
1_62;29Y - 155 VA cos mpt/a(s—so) _ ) (3.9)

Exigindo-se que p seja ndo negativo, recuperamos (2.26).
Também, vemos gue o movimento € limitado, com pontos de retorno

coincidindo com (2.33).
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(2.b) a < O:

A solucgao de (3.7); para p ; é:

1-p2420y -V1-8% /A
20

0 = 5a coshn@tv-u(s-so) . (3.10)

Dal vemos gue o movimento é semi-limitado, com o Unico
ponto de retorne coincidindo com (2.34).

Em todos ds'trés casos, observemos gue Sg é o} valor
do parametro afim da geodésica correspondente ao primeiro ponto de
retorno: p = p_ = senhzf_.

Notemos também que a expressao (3.9) e suficiente para
cobrir todos os casos, contanto que,-para obter (3.6), retenhamos
termos até segunda ordem em §-S5 a0 tomarmos o limite quando o

tende a zero, e, para obter (3.10), permitamos gue o assuma valo~

res negativos.

2.3 - MOVIMENTO AZIMUTAL

A equacdc (3.1b) pode ser reescrita, utilizando-se (3.3),

como:

2 2
t m-y/4 m /448

Determinaremos agora ¢ como funcao de p, ou seja, en -—

contraremos a equacdo da projecdo das orbitas geodésicos no Z2-pla
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no {(p,¢). Para tanto, precisamos da expressac de o  como funcao
de , ; das duas raizes fornecidas por (3.4), escolheremos a nega-

tiva:

. ] : | :
p = —mpt\/—ap +(1—82+Zﬂy)o—m2Y2/4 ’ (3.12)

correspondente & fase de aproximagdo do eixo z.

Dividindo (3.11) por {3.12), membro a membro, obtemos:

@ _ .
do - I1 + 12 ; (3.13)
com:
I, = my/4 , (3.14a)
2 |
oV =ap +(1—82+ZQy)o—m2y2/4
e
I, i - my/4 + 2/m ) (3.14b)

(o+1)\/;apz¥(1f82+2QY)D—m2Y2/4

A integral dessa equacdo, {(3.13), sempre pode ser celo—

cada na forma {(ver Apéndice B):

m(y+22/m)p + my/2|
cos(¢—¢0) = : . (3.15)
VB Volp+1) '

Notemos que essa expressao nao se aplica para as geodé-

sicas com p constante.
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3.4 - MOVIMENTO TEMPORAL

Podemos reescrever (3.1a); usando (3.3), como:

' 20 o

= Py po+ 1

Integraremos t como fun¢do de s, utilizando os resulta-
dos da Secdo 3.2; dessa forma, devemos distinguir trés casos '

conforme o sinal de o :

(1) se a = 0, (3.16) fica, usando (3.6):

.. 2, 222 (v+20/m%) (y+49/m°)
- Py B 102, 2 2, 2 2 2.2 | *
0 Py {(y+2Q/m") (s—so) + (y+48/m™)
(3.17)
gue fornece:
2 2
tan{(m /49)[t—t0+pt(l —1)(8—50)]} =
: 2
Zth(Y+29/m )
= ; 3 (S—SO) . (3.18)
Y+42/m

(2) Se o > 0, (3.16) fica, usando (3.9):

. [(1_A2)(1-32+2Qy)+2a(gy+1)-(1-x2)V1-32/E cos mpt/a(s-so)]
t = p - — ’
t ) . .
_1—B2+2ﬂy+2u - V1—621ﬂ§cos mpt/a(s—so)

(3.19)
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que fornece:

tan {(m2/4ﬂ)[t—t0+pt(kz-1){s—so)]} =

' 2y
_ _myo (y+48/m7) tan [mp, /a (s-54) /2] . {3.20)

a+k2+29Y—V1—B VA

(3) Se a < 0, (3.16) fica, usando (3.10):

[(1=22) (1-8%+207) 20 (Ry+1)- (1-22)V1-” Vd cosh mp _/~d (s-5)]

'E = P
T .
1-82—29y+2a - V1—82 V& cosh mp, V=d (s-s4)
(3.21)
gue fornece:
tan 4 (m2/4Q) [t—t +p, (12=1) ( -
an m [ - 0+pt - ) S_So)] =
m/:a(y+4ﬂ/m2)
= tanh[mpt/:a(s-so)/z] . (3.22)
a+>\2+2m-V1—82 Vi

Notemos gque a expressao {3.20) & suficilente para cobrir
todos os casos, contanto gue, para obter {3.18), retenhamos somen-
te o0 termo de primeira ordem em S-S5, a0 tomarmos o limite do mem—
bro direito gquando o tende a zero, e; para obter (3.22), permita-

mos que G assuma valores negativos.
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3.5 - PROJECAO DAS GEODESICAS NO 2-PLANC (p,¢)

Estamos agora capacitados a esclarecer uma terminologia
introduzida mais acima. Das equagées (3.9) e (3.15); podemos veri
ficar que, no caso a > 0, as projegées das geodésicas no 2 -plano
(e,9) séo curvas simples fechadas, justificando-se assim o fato
de classificarmos tais movimentos como elipticos.

Analogamente, as equagées (3.6), (3.10) e (3.15), permi
tem-nos concluir que, nos casos o = 0, as projecées das geodési -
cas no 2-plano (p, ) séo curvas simples abertas, percorridas por

particulas livres exatamente com a "velocidade de escape" (limr =0)
f++oo
ou com uma velocidade maior (lim r # 0), conforme a = 0 ou o < G
r > .i. o0
respectivamente; isso justifica a cglassificacdo desses movimen -

tos como parabolicos ou hiperbolicos, respectivamente.

Da expressao {3.15), segue que(*):

(1) Se o > 0:

© ¥y >0 : ¢ = 9, , sSe p =90, 3 (3.24a)
s vy =10 : $ = ¢0 . se P =P, i (3.24b)
- v < 0 : ¢ = ¢0 ’ se P =0, (3.24c)
o = 9g+m ., s P = 0_ - (3.244)
(2) Se a £ 0:
vy > 0 o = ¢0 , se 0= p_ : (3.25a)
y < 0 s ¢ = ¢0+ﬂ ' se p = p_ . (3.25b)

(*)E comveniente utilizar a identidade:
2
- Lo=P. 2
In(y+20/mD)0 + wy/217 = £ lapoe)) - 15 5_ + 1@5 (DQP) ]

P o:= (1—82 + 20v)/ 20, ; =V 1- B Vi 20,

. onde:
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No caso o > 0, em gque temos projegoes fechadas, o perio
do T do movimento na projecao sobre o 2-plano (p,¢), recorrendo

-se a (3.9), vem dado por:

T = 2T i (3.26)

mpt/a

A expressac (3.1b), ou (3.11), define o valor

- mly/a0 (3.27)

na qual é = 0.

Como vemos, comparande (3.27) com (2.18), quando vy > 0,
sempre temos um ponto da Orbita onde ¢ muda de sinal.

Podemos estudar também o comportamento da expressao

{3.15) quando p + +%, nos casos o = 0:

|m(y+29/m2)l
lim cos(¢—¢0) = ’ (2.28)
co 1
P>+ Vn? (y+20/m%) *-a
de modo gque no case o = 0:
lim ¢ = ¢O . (2.29)

p-—>+00

Podemos, agora, apresentar os graficos das diversas pro
jegdes das geodésicas (Figura 3.1). Essas projegoes sempre apre-
sentam um eixo de simetria ¢ = ¢0, que pode, cbviamente, ser toma

do em qualquer direcdo, devido & simetria rotacional em torno do

eixo z.
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Genericamente, para um dado o , ou melhor, para um dado

modelo (m2 e 92 fixos) e um dado 82, essas projecoes dividem-se,

qualitativamente, em trés classes, conforme o sinal de v :

(1)

(2)

(3)

(1)

(2)

(3)

se Yy > 0, as projec¢des nunca "encerram" nem cruzam a orilgen ,
o que & indicado pelo fato de entdo existir sempre um ponto

onde é = 0, gque é justamente dado por (3.27).
se y = 0, a projecao cruza a origem.

se Y < 0, as projegdes "encerram" a origem, o que & indicado

pelo fato de, entao, ¢ ser sempre positivo, como se vé de

(3.1b).
Egspecificamente:

se o > 0, as projeg¢bes sao curvas simples fechadas.

se o = 0, as projegdbes sao curvas simples abertas cuja coorde
nada azimutal tende assintoticamente a ¢O’ conforme p tende

ao infinito, como se ve de (3.29).

se o < 0, as projegées sao curvas simples abertas cuja coorde
nada azimutal assintotica cresce desde ¢O ate ¢0+W/2, confor
me Yy varia des de +o atd —Zﬂ/m2 e, entéo, comeca a decrescer
de novo ate ¢0, conforme Yy decresce até -=, como se vEé de

(3.28).
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CoNCLUSAO

Como ja mencionamos nha Introdugéo.deste trabalho, nossa
tese resultou da confluéncia de duas linhas de pesquisa, que visa-
vam a generalizag%o do modelo de Gbdel e o estudo de geodésicas em
universos com matéria girante.

Nessge sentido, estudamos as trajetorias de particulas
livres para uma classe particular dos assim chamados espacgos—-tem -
pos do tipo de Gbdel (homogéneos): a familia hiperbolica. Para tan
to, escolhemos trabalhar com o sistema de coordenadas ditas cilin-
dricas, aproveitando-nos da facil interpretagéo dessas coordenadas
via os campos de isometria do espago-tempo relacionados com a sua
estacionariedade e simetria cilindrica. Outrossim, nesse sistema
de coordenadas, poderiamos sempre tomar o limite de comparacac do
modelo de Gbdel.

Dessa forma, determinamos as equagées horarias do movi
mento geodésico e tambéem a equagéo da orbita no 2-plano (p,¢). En-
contramos gue o movimento ao longo do eixo z era sempre uniforme ,
conforme o esperado, ja que a coordenada z é ignordvel na expres-
sao da métrica, entrando somente para a obtengéo das gquatro dimen-
sées do espago-tempo via produto direto com © elementce de linha de
uma sub-variedade tridimensional adequada.

Vimos, exatamente, a relevancia dos parametros o e Y pa-
ra a caracterizagéo qualitativa do movimento geodésico. Especifica
mente, nossas geodésicas. se dividiam em trés classes conforme o si
nal de o e outras trés conforme o sinal de vy .

Se o > 0, tinhamos os chamados movimentos elipticos, ca-
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racterizados por uma projegéo no 2-plano (p,¢) simples e fechada.
Se a = 0, encontramos as primeiras geodésicas com projegées sim -
ples abertas, "fechando-se" no infinito radial; esses eram os mo-
vimentos parabolicos. Se a < 0, nossas projegées continuavam cur-
vas simples abertas, mas agora sem "se fecharem" no infinito radial.

Se y > 0, aS-projegées néo "encerravam" nem cruzavam a
origem. Se y = 0, essas projeg@es cruzavam a origem. Se y < 0, es
sas projegées "encerravam” a origem.

Vimos, também, que os movimentos elipticos podiam ocor-
rer em todos os modelos do tipo de GWdel da familia hiperbolica,
gue os movimentos parabdlicos podiam ocorrer somente para os mode

2 2 . .o
los com m“~ 2 407 e os hiperbolicos, somente para os modelos com

m2 > 492.

Nossa analise se viu facilitada pela introdugéo e estu-
do prévio do comportamento do potencial efetivo, associado ao mo-
vimento radial. Particularmente, € interessante a determinacao dos
pontos de retorno e a imposigéo de uma condigéo de movimento apro
priada, com a conseqgliente restrigéo sobre os valores de certos pa
rémetros.

No futuro, pretendemos estender essa analise para a fa-
milia circular de espacgos-tempos do tipo de Gbdel, trabalho esse
que deve ser relativamente rapido. A aplicag%o desse método do po
tencial efetivo'para o estudo de geodésicas em outros espacos-tem
pos também & uma possibilidade que deve ser bem considerada, vis-—
to sua grande capacidade esclarecedora. Pode-se estudar também as
trajetorias de particulas com carga eletrica e escalar nos espa-
cos—tempos do tipo de Gbdel, assim como a existéncia de curvas
acausais nos modelos com m2 2 492 e as topologias compativeis com

a forma local das métricas do tipo de Gbdel.



APENDICE A

GEODESICAS

As gecdesicas do tipo temporal e do tipo nulo séo consi-
deradas como representantes da histdria espago-temporal de particu
las de teste livres e pontuais. Com essa ultima expresséo, quere -
mos nos referir a particulas: (i) cuja contribuigéo para © campo
gravitacional seja desprezivel, de forma que possamos estudar o seu
mevimentc com relagao a uma métrica de fundo (externa) dada; (1ii)
gue sO interagem gravitacionalmente, ou seja, néo possuem cargas
elétrica ou escalar (nem, obviamente, multipolos correspondentes),
e (iii) cujas dimensées espaciais sao peguenas com relacac a uma
distancia caracteristica do campo gravitacliconal de fundo, de forma
que possamos considera-las, numa terminclogia mais exata, como mo-
nopolos gravitacionais (desprezando, assim, termos devido ao spin
e multipolos superiores). Essa ultima condicdo & necessaria ja que,
conforme mostrado por Papapetrou e outros(ég’éédgé), o centro de
massa de corpos extensos {ou "pontuais" estruturados) desvia-se de
uma geodésica justamente pelo acoplamento de multipolos gravitacio
nais superiores com o tensor de curvatura de Riemann. A esse res -
peito, vale notar, entretanto, que particulas de massa nula (luxoms)

(66)

mesmo com spin continuam seguindo gecdesicas . Essa questaoc es-

t3 relacionada, obviamente, com o principic de equivaléncia fraco
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ou principio de unicidade da queda livre.
Pode-se, na verdade, provar que particulas de massa
nao nula seguem, como consSequéncia das equacgbes de Einstein, geodé

(36,67)

sicas do tipo temporal e fotons, como consequencia das equa

gaes de Maxwell em espago-tempo curvo na aproximacao de otica geo-
métrica, segquem geodeésicas do tipo nulo(ég). Aquli simplesmente con
sideraremos tails resultados como verdadeiros.

Essencialmente, as geodésicas em variedades genéricas po
dem ser definidas a partir da generalizagao de duas propriedades
basicas das quais gozam as retas num espago euclidiano usual, a
saber, o fato de serem curvas autoparalelas e também curvas extre-
mais da distancia entre dois pontos dados.

Adotando a primeira caracteristica como fundamental, so-
mos obrigados a introduzir uma conexao sobre nossa variedade, para
dar sentido a nogao de paralelismo, mesmo gque puramente local, e ,
entao, somos levados a definigao de geodésicas afins (ou curvas au
to-paralelas, segundo outra terminologia bastante difundida).

Por outro lado, se adotarmos a segunda caracteristica co
mo fundamental, somos obrigados a introduzir um tensor métrico,naoc
necessariamente positivo definido, sobre nossa variedade, para dar
sentido, desta feita, a nogao de distdncia entre dois eventos, e,
entao, somos levados a definigao de geodésicas métricas (ou sim -
plesmente geodésicas, segundo outra terminclogia bastante difundi-
da).

E obvio do exposto acima que, em principio, essas curvas
néo precisam necessariamente coincidir, como nao coincidem, de fa-
to, nas variedades de Einstein-Cartan, por exemplo. Veremos agora

a definigio detalhada desses dois tipos de geodésicas e, particu -
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larmente, a condigao para que possam coincidir.
De agora em diante consideraremos uma variedade dotada
de uma geometria afim e de uma geometria métrica, ou seja, dota-

da de uma conexaoc Fz e de um tensor méetrico Iup? sendo gque a

B
conexao nao & necessariamente a conexao métrica de Christoffel
{ Yy (*)
opB B

As geodésicas afins sao curvas caracterizadas da seguin
te maneira: dado um ponto P sobre a curva, tome um vetor gqual -
guer proporcional ao vetor tangente a curva em P e transporte-o
paralelamente ao longo da curva até um outro ponto P' da curva.
Entao, se o vetor transportado paralelamente for proporcional ao
vetor tangente a curva em P' para todo ponto P' e todo ponto
inicial P, a curva & uma geodésica afim.

Para estabelecermos as equagées dessas geodésicas afins,

suponhamos que a curva seja dada na forma paramétrica como:
<" = g¥(ry (A.1}

onde T é gualquer pardmetro continuc definido ao longo da curva ,
que cresga monotonicamente ao movermo-nos ao longo da curva num
sentido fixo. A caracterizacgao acima de geodésica afim pode, en -

tao, ser transcrita como:

) B (1M H
de” _ pw dEdET (4 4 (1)dr) (%%‘““d% )

at g dt drt a

(*)
Nosso desenvolvimento posterior se basela amplamente no texto de  Ander-

(5)

son — .
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ou

2. T3
j g’ + FEB = 5— = alT1) %%; . (A.2)
T _

Consideremos agora a modificacdo nessa expressdo devi-
da a uma reparametrizacao da curva, ¢ =0(T). A equagao (A.2) fi-

ca:

eV u oag® at® | aotoom ag?
2 do do G,2 do '

{A.3)
do B

onde ¢' e a" sao as derivadas primeira e segunda de ¢ com rela-
¢ao a 1, respectivamente. Vemos gque & sempre possivel  encontrar
um parametro o(1) tal que o membro direito de (A.3) se anule, 3Ja
gue a equagéo ac'-0" = 0 sempre tem solugao, para gqualguer o ().
Assim, ha um parametro ¢, para o gual a equagao de uma geodésica

afim fica:

a“g!

d02

woag® ag®

*Tup G0 @0

o . {A.4)

Vemos que, com a escolha acima do parémetro ¢ ao longo
da geodésica afim, o vetor tangente é transportado paralelamente
em si mesmo ao longo da curva e néo & meramente transportado pro-
porcionalmente, como no caso de um parametro arbitrario. Em conse
quéncia, o parametro v desempenha um papel privilegiado dentre to
dos os possiveis parémetros e & denominado um parametro afim. Na
verdade, um pegueno conjunto de parametros gozam dessa proprieda

de: se ¢ - & um parametro afim, entdo ac+b também o &.
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Da definicdo acima,. vemos que através de um ponto dado
numa determinada diregao; s0 passa uma Unica geodésica afim. Além
disso, para pontos situados na vizinhanca desse ponto, so0 passa
uma Unica geodésica afim, atraves desse ponto e de um dos pontos
da vizinhanca. No entanto, essa afirmacgao néo-é valida em larga
escala, onde um certo numero de geodésicas afins pode passar atra
veés de dois pontos dados.

B interessante observar, de (A.3) ou (A.4), gue sO a par
te simetrica da afinidade contribui para o estabelecimento das
geodésicas afins.

As geodésicas métricas sdo curvas caracterizadas da se
guinte maneira: dados dois pontos P e P', a geodésica métrica
entre eles & aquela curva unindo esses dois pontos de modo gque sua
distancia & estacionaria com relagéo a peguenas variagSes, que se
anulam nas extremidades, obviamente. Note-se gue néo exigimos que
o comprimento da curva seja um minimo, ja que, no caso de métri -
cas néo positivas definidas, existe uma classe muito importante
dessas curvas cuja disténcia & um maximo.

Sejam g”(k) as coordenadas dos pontos de uma curva 1i -
gando P e P', dados como fungﬁes de algum parametro X ao longo da

curva. A distincia da curva &, entiao, dada por:

P P!
[c] := ds - ds 42, (A.5)
o ar
P P
C [0

Spp?

onde

di

ds _ \/  eHpV]

e onde usamos a abreviacio £'M:=az"/dx. A variacdo no valor de
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SPP,[C] devida a uma pequena variagao 55“ - & dada por:

Pl
. - [1 dx My _ 4 o d ol G
lc . -
PI
ax 1 He O
* g gugg SE . _ (A.7)
P

Como a variacdo se anula nos pontos extremos, a Ultima parcela do

membro direito de (A.7) nao contribul para GSPP,[C]. Entao, como

3% é arbitrario, segue que, se 6SPP.[C] = 0 para todas essas
variacoes:
2
a%ed oy, ae® acf  g%ysas® ag?
+ {OLB} ET H‘ = - ) d}\ - (A.8)
di (dx/ds)

Essa equacdo das geodésicas métricas pode ser simplificada se res-

tringirmo-nos a parametros i tails gque X = as+b; nesse caso, (A.8)
fica:
a%ed ag® agh
5+ { N) FE =0 . (A.9)
ds apf” ds ds

Para chegar nos resultados acima fizemos a suposigao ta-
cita de que ds # 0. Para tratarmos do caso ds = 0, & conveniente

utilizarmos o principio variacional:

grHgrV (A.10a)

Pl
SSPP.[C] = Ldx . (A.10b)
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cujas equacgdes de Euler-Lagrange sao:

2
AP TIN: T L
; - r
dkz aB” da  dAi
e desta vez sao validas mesmo que ds = 0.

A lagrangiana (A.10a) & uma funcgao homogénea de

grau nas "velocidades" E'P; portanto:

dL

E‘U = 2L .
Yl

Gragas a (A.12) e as eqguagoes de Euler-Lagrange, temos:

d [ S 8 "

dA 5gM gpr M
d 3L 1 AL suM
= (&3 et e 22k
= & et
9L
_ 5 du
= 2 I ,
e portanto:
dan att ag¥  ds,2 _
@ =0 s Y@ oot @) T ocomst

(A.11)

segundo

(A.12)

(A.13)

(A.14)

Analogamente ao desenvolvimento em mecinica analitica ,

definimos os momentos candnicos pu como:
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H

— 1

= gu\)g . . (A.15)
Se a lagrangiana & independente de uma determinada coordenada, xA
por exemplo (A fixo), o correspondente momento candnico sera con -

servado ao longo das geodésicas métricas.

o
@

a_ _oL _ 0 —> pA=const. (A.16)

Em uma variedade dotada de geometrias afim e métrica

costumamos relacionar a afinidade e a metrica exigindo que:

g = 0 ' (A.17)

o que equivale a tomar a afinidade como uma afinidade metrica, ou

seja:

&4 O
rpv = {pv} , (n.18)

e, dessa forma, as geodésicas afins e métricas, definidas por (A.4 )

e (A.11), respectivamente, coincidem.



APERDICE B

INTEGRACAO DAS EQUACBES (3.13) E (3.14)

Faremos aqui a passagem de (3.13) e (3.14) a (3.15) no
caso particular de o > 0. Todos o0s outros podem ser reduzidos a es

se com uma escolha adeguada da constante de integracgao.

As integrais de (3.14) se encontram imediatamente(ég) P
de modo que, para o > 0 =>7y 2 Yo > -29/m2, temos:
2(¢-44) = A+ B ' (B.1)

Ccom

2 2.2
- 9] -
A := sgn(Y) arcsen (1-87+20y) o m Y /2 ' (B.2a)

o V1-82 V&

2 2.2 2
- 9]
B := arcsen m_ (Y+42/m )" /2 (0427 +280Y) (P+1) . (B.2b)

(0+1) Vi_g? V&

Tomamos o cosseno de ambos os membros de (B.1):

2cosz(¢—¢0) = 1 + COSACOSB ~ senAsenB . (B. 3)

Definindo:



—78—

201465 := V1-82 /3, (B.4)

a equacao (B.3) fornece:

8cos? (b=oy) (1487)% M% 5 (p+1) =

= 401482 2% (o) + VYRR, - 4(1+82)°M%p (p+1) senhsenB,
(B.5)
com
R1 := 4(1+82)2M292 - [(1—82+297)p—m2y2/2]2 ’ (B.6a)
R, := 4(1+82)2M2(p+1)2 - [m2(y+4Q/m2)2/2—(u%A2+29Y)(D+T)]2 .
(B.6b)
Desenvolvendo R1 e R2, obtemos:
Ry = mzyz[—up(p+1) + (A2+2QY)D - m2Y2/4] p (B.7a)
e
Ry = m2(y+4Q/m2)2[—ap(p+1)+(A2+2ﬂy)p - m2y2/4] . (B.7b)

Entdo, substituindo isso em (B.5), vem:

8cos? (6-04) (1482)% Mo (p+1). = (1=%)Bp (p+1) 4

+ m2|Y|(Y+4Q/m2)[—&D(D+1) + (X2+29Y)p - m272/4} +



- (1—82)Ap(p41) senA senB . {B.8)

Supondo agora Yy > 0; temos:

8cos? (9=4,) (148507 M0 (p+1) = (187180 (p+1) 4

n2y (v+49/m2) [=op (0+1) + (20y+1%)p — m2y2/4] +

+ -

(1-82) [ (1=82) 0 (p+1) ~ 2 (hp=my/2) 2] + v (y+42/m%) (20p-n>y/2f

_ 201-8%) [my+r)p + my/21% . (B.9)

Lembrando a definic¢dao (B.4), tiramos, finalmente, que:

2
Im(y+20/m%)p + my/2] . (B.10)

cos(¢—¢0) =
VAT Vo (p+T)

Supondo, agora, y < 0 , temos:

gcos? (p-¢ ) (1-820M%0 (p+1) = (1-8%)ap (p+1) 4

- mzy(Y%4ﬂ/m2)[—ap(p+1%H29y+A2)p - m2y2/4]-+

= (=82 [ (1=82) plp+1) =2 (ho-my /2) 21 4y (y+40/m2) (22p-n2y/2)

s 201-8Y) [ 1= p (p+1) = Op-my/2021 (B.11)
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que fornece:;

PPy .' . , 2
cos (p-d,) = (1= )p (p+r1)=(Ap-my/2) ) (B.12)

AT Vo (p+1)

Essa expressao pode ser colocada na forma (B.10) redefi-

nindo-se ¢0 de modo que '¢—¢0 passe a ser ¢—¢O + /2 .
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