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laram-se o0s expoentes criticos.

Passando para outro sistema fisico estudou-se o com
portamento de uma rede cubica simples semi-infinita ferromagne-
tica de Ising, cuja superficie livre contem interacgoes ferromag
neticas Heisenberg anisotropicas. Apresenta-se o diagrama de fa
sesem funcao da anisotropia e mostram-se as varias classes de

universalidades,

Finalmente investigam-se o comportamento critico do
modelo ferromagnetico de Potts com g estados em um tipo particu
lar de fractais, o tapete de Sierpinski, cuja dimensionalidade
fractal esta compreendida entre 3 e 2. Obtemos, entre outros,os
dois grafos que se originam do metodo de deslocamento de liga-
coes de Migdal-Kadenoff e mostramos que eles correspondem ao 1i
mite assintotico de alta e baixa temperaturas da resposta exa-

ta da rede hierarquica.
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SUMMARY

In the present work we have studied the critical pro
perties of the g- state Potts ferromagnet and the. aniso-
tropic Heisenberg model on hypercubic lattices {(d =2,3);
emphasis has been given to the free surface and the inter-
face effects. We have used as mathematical tool the Real

Space Renormalization Group approach.

We have first discussed the criticality of the
guenched bond-mixed gq-state Potts ferromagnet on square lat-
tice. On qualitative grounds we exhibit that the "crossover"
from the pure fixed point to the random one occurs, while q
increases, through a pitchfork bifurcation; the vrelation-
ship with the Harris criterion is analyzed. On quantitative
grounds we present high precision numerical values for the
critical temperatures corresponding to arbitrary concentra-

tions of the coupling constants J1 and J and arbitrary ra-

29
tios J1/J2. The pure, random and "crossover" critical expo-

nents are discussed as well.

We have calculated also the conductivity of a square
lattice quenched bond-random resistor network, the conduct-
ance of each bond being g, and g, with probabilities (1 -p)
and p respectively. The group recovers several already known
exact results (including stopes), and is consequently be-
lTieved to be numerically quite reliable for almostall values

and p-and all ratios 91/92 (in particular, 9, =0 and g, =
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with finite 9, respectively correspond to the insulator-resis

tor and superconductor-resistor mixtures).

We have then discussed the Potts ferromagnet diagram
and the universality classes of a semi-infinite simple cubic
Tattice constituted by two different semi-infinite bulks (res
pectively characterized by the coupling constants J1 and J2)
separated by a (1,0,0) interface (characterized by JS) through
two coupling constants (JJ_1 and le) that join the interface

to the semi-infinite bulks 1 and 2 respectively.

We have also studied the critical behaviour of a semi-
infinite simple cubic Ising ferromagnet whose (1,0,0) free sur
face contains anisotropic (in spin space) Heisenberg ferromag-
netic interactions. The location of the multicrital point s
calculated as a function of the anisotropy. The various univer

sality classes of the problem are exhibited.

Finally, we have studied the critical frontiers and
asymptotic behaviours of the g- state Potts model on several
Sierpinski Carpets whose fractal dimensions 1ie between 1 and 2.
Using hierarchical lattices as approximations for the Sierpinski
Carpets we obtain, in particular, the two types of graphs
which arise from the anisotropic square Tlattice bond-moving
(Migdal-Kadanoff) schemes. They correspond to the exact asymp-
totic high and Tow temperature limits for the hierarchical lat

tices.
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INTRODUGKO

Muito provavelmente foram os gregos os primeiros a re
fletir sobre as propriedades da magnetita (o minerio magnetico
de ferro Fe0 - Fe203). Este mineral, que mesmo no estado natu-
ral, exerce uma poderosa atragao pelo ferro e aco, foi descober
to na provincia de Magnesia. Alguns autores (veja por exemplo a

Ref. 1) acham que o nome magnetismo se deve a provincia grega

onde a magnetita foi descoberta; entretanto, existe uma contro-
versia, pois de acordo com o relato de Plinio, o pastor Magnes

denominou a magnetita de pedra magnetica quando a descobriu: "Os

pregos de suas sandalias e a ponta de sua bengala ficaram presos

- . 2
em um campo magnetico quando ele pastoreava o rebanho"".

0 estudo do magnetismo despertou o interesse de inume
ros pesquisadores no decorrer dos anos. Nao pretendemos aqui con
tar a historia do magnetismo, mas simplesmente enfocar os prin-
cipais elementos historicos, de acordo com a nossa visao, .que

tornaram possivel este trabalho.

Curi'e3 em 1895 deu um dos principais passos para um
inicial entendimento do comportamento das substancias magneticas
em fungao da temperatura. O seu trabalho mostrava, atraves de
medidas de susceptibilidade, que as substancias ferromagneticas
e paramagnéticas tinham susceptibilidade proporcional a (FJC)-H
TC ficou conhecida como a temperatura de Curie. Em 1905, Lange-
vin4 conjecturou que somente uma teoria de fenomeno cooperativo

entre os momentos magnéticos das moleculas seria capaz de expli



car a existencia de uma magnetizacdo espontanea abaixo da tempe
ratura de Curie. Finalmente, com a teoria de "campo molecular "
ou de "campo médio" devida a we1555 pode-se comegar a grande ca
minhada em busca do entendimento das transi¢oes de fase magneti
cas.

6’7, em 1920, utilizando a antiga teoria quantica,

Lenz
sugeriu que os momentos magnéticos dos atomos em um cristal pa
ramagnético eram livres para ter movimentos de rotagao em torno
de uma posicao fixa de repouso numa rede e que estes momentos
se orientavam quase que exclusivamente em duas diregoes opostas,
tendo estas, em média,igual probabilidade. A partir disto, com
a aplicacao de um campo magnetico que quebrasse a simetria en-
1
).

Com estas ideias Lenz conjecturou que se a energia potencial de

tre estas duas direcoes, ele pode deduzir a lei de CurkE(XéwT—

um atomo com respeito a seus vizinhos fosse diferente em uma di
recao ou na direcao oposta, poderia surgir uma diregao natural
do dipolo e terTamos a magnetizacdo espontanea. Lenz propos ao
seu estudante de doutorado Ising8 que calculasse a funcgao de
particao deste modelo de dois niveis (posteriormente conhecido

como modelo de Ising) com interacoes entre primeiros vizinhos a

uma dimensdo. Ising ficou desapontado ao constatar que nao ha-
via magnetizacdao espontanea a‘temperaturé finita. Anos mais tar
de9 mostrou-se que para sistemas ferromagneticos com interacoes
invariantes por rotacao com d >2 existia magnetizacdo esponta-
nea para temperdturas diferentes de zero. Em 1944, Dnsager10
resolveu exatamente o modelo de Ising a duas dimensoes; podemos

dizer que comegou assim a era moderna no estudo de transigoes

de fase.



Um outro modelo que tem despertado um engrme interes-
se tanto do ponto de vista teorico como experimental foi propos
to, em 1952, por Domb a PottsTT (que 0 estudou em sua tese de
doutoramento).. Este modelo conhecido como modelo de Potts com g
estados consiste em supor que cada variavel aleatoria, associa-
da a cada sitio de uma rede qualquer, pode assumir q estados.Ele
e uma generalizacao do modelo de Ising pois a energia associada
3 interacdo entre as variaveis localizadas em sitios primeiros
vizinhos da rede assume um valor se as variaveis estao em um mes
mo estado e um outro valor, se estao em estados diferentes. Sen

do, portanto, um modelo a dois niveis, e se fazemos g=2, obtemos o

modelo de Ising.

Nos Gltimos 15 anos o modelo de Potts tem sido objeto
de estudo tanto devido a sua riqueza comc a sua relagao com um
grande numero de problemas notaveis em estatistica de rede, seu
comportamento cf?tico tambem tem provadoc ser mais rico que o do
modelo de Ising. Finalmente, podemos dizer que o modelo de Potts
tem sido um importante teste fundamental para os diferentes me
todos e aproximacoes (campo medio, grupo de renormalizagao, se
ries, Monte Carlo, etc.) no estudo da teoria de fenomenos criti
cos. Do ponto de vista experimental nos Ultimos anos tem sido
identificadas varias substancias e sistemas experimentais que po
dem ser considerados como realizagOes do modelo de Potts. Por e
xemplo, para q:2; podemos citar entre outros (veja o artigo de

12

revisao de Jongh e Miedina =, 1974): CoCsSBr5 para duas dimen-

13

soes (d=2}, CoCs,Cg_(Wielinga e Col ~, 1967) e DyPO, (Wright e

Co114, 1971) para d=3. Mukamel e Co116 (1976) sugeriram que uma



substancia ferromagnética clbica com trés eixos faceis colocada
em um campo magnetico, que atua ao longo da diagonal do cubo,
pode ser considerada como o modelo de Potts com tres estados,for
necendo, assim, uma realizacao experimental em tres dimensdes.
Para sistemas com g=4 a discussao geral sobre o esquema de clas

sificacio de sistemas adsorvidos (Domany e col'' (1978) Domany

18 (1978) e Domany e Schick19(1979)) tem levado a uma

e Riedel
grande quantidade de possiveis realizagoes do modelo em duas di
mensoes. Em trés dimensdes a realizacao do modelo com g=4 (e com
q=3) em redes antiferromagneticas cubicas de face centradas ti

po I (tais como CeAs) foi sugerida por Domany e co]20

(1981) Fi
nalmente Lubensky e Isaacson21(1978) mostraram que certas transi
coes nos processos de solidificacao e vulcanizacao em polimeros
ramificados sao da mesma classe de universalidade que a do mode

22

lo de Potts com Dgqgl. Sugerimos o artigo de revisao do Wu™ = {1982)

para um estudo didatico do modelo de Potts.

Em resumo, vimos a importancia do modelo de Potts com
q estados, o qual esta intimamente relacionado com outros mode-
los, tais como:

(a) o modelo de Ising, o qual e um caso particular do mode
lo de Potts para q=2;

(b) o modelo de percolacdao de ligacoes em redes (regulares
ou ndo) & isomorfo ao modelo de Potts puro no Timite
q+177;

(¢) uma rede de resistores (reqular ou nao) ¢ isomorfa ao

modelo de Potts com g > 024,



Normalmente os tratamentos teoricos de transicoes de
fase, sobre estes modelos, consideram redes homogeneas de tama-
nho infinito. Entretanto, as experiéncias sao realizadas com
amostras de tamanho finito, logo, pode ser necessario conside-

rar os efeitos devidos a este tamanho finito atraves da analise

de sua superficie. 0 comportamento teorico de sistemas magneti-
cos com uma superficie Tivre tem sido objeto de incessantes es-
tudos por parte de varios pesquisadores, ndo s0 por Sua rique-
za intrinseca, como também por sua contribuicdo no entendimento

das transicoes de fase volumetricas.

Como um dos primeiros trabalhos nesta area vale a pe

25 (1971), o qual tem co

na ressaltar as investigacoes de Mills
mo modelo um volume semi-infinito ferromagnetico de Ising no
qual os spins da superficie livre interagem uns com oS outros com
constante acopiamento JS que e diferente da do volume JV. Para -
este modelo simples ele utilizou uma teoria de campo medio e pre
viu uma fase de superficie para Js maior que um valor critico

J ou seja, para Jsad o sistema estd ordenado na superficie

sc’ sC

¢ desordenado no volume. Posteriormente, utilizando tecnicas mais

26’28,nm15 ainda semelhantes a aproximacao de campo

sofisticadas
medio, mostrou-se que esta previsao era qualitativamente corre
ta, sendo que os resultados quantitativos poderiam ser melhora
dos. Para uma revisao dos trabalhos nesta area ate 1976 deve-se
ter o0 artigo de Binder e Landau29 (1976). A partir desta data
varios pesquisadores tem utilizado a tecnica de Grupo de Renor-

malizacao (GR) na investigacao dos efeitos de superficie e in-

terface. Entre os trabalhos que consideram um volume ferromagne



tico de Ising semi-infinito temos os de Svrakic e WOrtis30(1977h

31,32 (1977),(1978): Bray e MooreSS

35

Burkhardt e Eisenriegler (1977);

34

(1980); Dunfield e Noolandi {1980); Lipowsky

38

Svrakic e col

e Wagner36

(1981); Nagai e Toyonaga“’ (1981); Wortis e Svrakic
{1982). Neste modelo, em dimensao d>2, o diagrama de fases con-
siste de tres fases, nominalmente;volume ferromagnéetico (VF),
superficie ferromagnética (SF) e paramagnetica {P); no Capitulo

4 apresentamos uma discussao mais detalhada.

Com relagao ao estudo de transicoes de fase em inter
faces e superficies livres para o modelo de Potts ferromagneti-

co com q estados o comportamento qualitativo do diagrama de fa

ses, para um valor de g fixo, € o mesmo do modelo de Ising. Den-
tre os varios trabalhos que utilizam a tecnica de Grupo de Re-
normalizacao para estudar os problemas de interface e superfi

cie livre no modelo ferromagnetico de Potts, vale a pena mencio

nar: Lipowsky32:40 (1982)(a)(b); Burkhardt e Eisenriegler(®!)

42,43 (198341984); e mais recentemente Tsallis

e Sarmento?? (1985); Costa e col®® (1985); da Silva e col™®

(1981): Law e Zhang

(1985); como uma excelente revisao ver o artigo do Binde#w(1983).

0 estudo do comportamento critico em superficies e
complicado pelo fato de que, alem do efeito geometrico da perda

de vizinhos, as interagdes microscOpicas perto da superficie po

dem assumir valores bem diferentes daquelas no interior do volu
me. Como consequencia a superficie pode -ordenar a uma temperafg
ra mais alta do que a do volume, ou ainda, exibir um fenomeno de ordenamen-
to de natureza diferente daquela no interior do volume, tal como uma transi

¢cdo anti-ferromagnética na superficie de um material ferromagnético. Ape



sar das dificuldades de se detectar experimentalmente tais tran
sicoes, com.o aprimoramento na preparagao de amostras, o surgi
mento de novas técnicas e a melhoria na precisao das medidas ja
comecam a aparecer os primeiros resultados experimentais e es-

tes, até o momento, parecem confirmar as teorias. Raut8

(1982),
utilizando técnica de espectroscopia de captura de eletrons, su
geriu que a superficie de Gd ferromagnetico permanece ordenada
a uma temperatura TCS = 306K superior a do volume ch= 292X {on

de T, e a temperatura critica). Rau e Eichner™” (1981) tambem u

tilizaram esta tecnica para estudar ordens locais em superfi-

50 (1982), atraves de um estudo da superficie

cies. Gidley e col
Ni{1,1,0), utilizando positrons polarizados de baixa energia, for
neceu uma nova prova do magnetismo de superficie, obtendo para
o expoente critico g, da magnetizagao na superficie m, o valor
0,7 £ 0.1; o qual e consistente com os resultades obtides por

51,52 (1982)(a){(b), utilizando a tecnica de mi-

Alvarado e col
croscopia eletronica. Esta tecnica consiste em estudar a assime
tria na intensidade de espalhamento de um feixe de eldétrons com
spins polarizados paralelos ou antiparalelos a magnetizacdo do
alvo. Sua utilizacao no estudo do magnetisme de superficie tor-
nou-se possivel pela descoberta de que a fotoemissao produzida
pelo GdAs pode provocar uma intensa fonte de eletrons polariza-

53 (1981), atraves de um processo ho qual neutrons

dos;Fe1cher
polarizados sao refletidos em uma superficie de uma substancia
ferromagnetica, mostrou que esses neutrons sdo sensiveis a mag
netizacao perto da superficie bem como @ magnetizagao no inte-
rior do volume, podendo atraves de medidas do neutron, determi-

nar a dependencia da magnetiza¢ao na superficie com a temperatura.



Nosso objetivo & utilizar a técnica de Grupo de Renor
malizagao no Espago Real (ver, para maiores detalhes, o Capitu
To 1) no estudo dos problemas de superficie livre e interface
no modelo ferromagnetico de Potts com q estados. Uma das motiva-
¢coes de nosso trabalho deveu-se em parte a descoberta do meto
do do “corte-co1apso“54 (BCM} para a obtencao dos tragos par-
ciais para os sitios "internos" de uma celula de dois terminais
(ver Capitulo 1 e Apendice A  para uma descrigao do metodo BCM).
Este método nos permite, atraves de :sua operacionalizagao, tra-
balharmos com celulas relativamente grandes evoluindo, deste mo
do, em direcao ao sistema fisico que se esta modelando. Com a u
tilizacao dessas células poderiamos melhorar os resultados obti
dos através- de outros metodos, tais como o do "deslocamento de
ligagoes" de Migda]—Kadanoff55. Bem como verificar a "conjectu
ra" de que ao aumentarmos o tamanho da celula os resultados obti
dos com a tecnica de Grupo de Renormalizacao no Espago Real
(GRER)} deveriam melhorar. Por outro lado, muito pouco 8 conheci
do no estudo de transicoes de fase em superficies e sendo o GRER
uma té@cnica relativamente simples, apesar de poderosa, Podemos nao so
dirimir as duvidas ja existentes, como tambem fazermos novas pro
postas, principalmente no que se refere a pontos fixos, frontei

ras e expoentes criticos.

Esta dissertacao & organizada como se segue. No Capi
tulo 1 fazemos uma revisao do estudo de fenomenos criticos e do meto-
do do Grupo de Renormalizacao no Espaco Real; no Capitulo 2,com a in
tencdo de melhor compreendermos as transicoes de fase magneti-
cas a duas dimensoes, estudamos o comportamento critico do mode

1o de Potts com ligacoes mistas na rede quadrada. Continuando a

trabalhar em duas dimensoes, no Capitulo 3 calculamos o compor-



tamento critico de sistemas resistivos {Potts, g~ 0) com Tigacoes mistas
na rede quadrada. No capitulo 4 consideramos um volume semi-infini
to ferromagnético de Potts com q estados, tendo na superficie uma
constante de acoplamento J . e no restante do volume uma constan
te de acoplamento Jv' Calculamos a fronteira critica e os expo
entes criticos para 0<g<3. No capitulo 5 consideramos dois volumes
semi-infinitos com constantes de acoplamento J, e J, separados por uma inter
face de constante de acoplamento JS acoplada aos volumes respectivamente por

J e J

L1 Lz~
pectivamente J, = J,,d ) ,:=J ;e J,=J),=0 correspondentes a um pro

Estudamos dois casos particulares deste modelo, res

blema de interface e outro de superficie livre. Para melhor si
mular um sistema fisico real estudamos no Capitulo 6 o comporta
mento de um sistema, no qual um volume semi-infinito ferromagne
tico de Ising @ limitado por uma superficie ferromagnetica Hei-
senberg anisotropica. Finalmente, no Capitulo 7, investigamos o
comportamento critico de um tipo particular de fractal, o tape-
te de Sierpinski com ligacoes ferromagneticas de Potts,o qual,
como veremos no Capitulo, devido ao fato de ter Tigacoes na bor
da de buracos, permite o estudo de defeitos. No Capitulo 8 sao
apresentadas as conclusoes. Detalhes operacionais sao dados nos

Apendices A, B e C.



CAPTTULO 1 - FENBMENOS CRITICOS E O GRUPG DE RENORMALIZACAG NO
ESPACO REAL

A teoria de Grupo de Renorma1izag50 teve uma importan
cia fundamental no estudo quantitativo dos fenomenos criticos
As teorias-anteriores, por exemplo a teoria de campo medio de
Landau, algumas vezes eram capazes de reproduzir qualitativamen
te os diagramas de fases, mas elas falhavam do ponto de  vista
quantitativo perto dos pontos criticos, onde o comportamento
critico era interessante, devido ao seu carater universal e nao
trivial. Antes de falarmos sobre Grupo de Renormalizacao, gosta
riamos de fazer uma ligeira introducaoc ao estudo das transicoes
de fase magneticas.

1.1 - Transigoes de Fase Magnéticas

Existem varias substancias na natureza capazes de
passarem, com a variacao de sua temperatura, de um estado para outro.
Por exemplo, suponha que fornecemos calor a aqua, se formos capazes de me-
dir a sua densidade veremos que ela ira variar rapidamente e drasticamen
te quando sua temperatura & aumentada de 99°C a 1019C (sob pres
sao normal); ela decresce por um fator de 1600 quando a agua pas
sa do estado 1iquido para o gasoso. Este fenomeno @ conhecido

como uma transicao de fase.

Consideremos, agqora, uma barra de ferro inicialmente
desmagnetizada. Apliquemos ao longo do seu eixo um forte campo
magneético H. Se formos capazes de medir a magnetizacao da barra

veremos que, depois de um certo tempo, ela atingira um valor de



equilibrio M. Retirando agora o campo, M irad decrescer .atée um

valor nao nulo, ou seja para H=0 teremos uma magnetizacdao espon-

tanea M_. Na FIGURA 1.1.1a representamos a magnetizacao (M) co
mo funcdao do campo magnetico apHcado56 (H). E importante obser
varmos que para H tendendo a zero, quando o campo magnetico es-
td aplicado no sentido contrario, obtemos para a magnetizacao
o valor ~M0. Logo, para H =0 teremos dois valores distintos pa-
ra a magnetizacao (+Moe -MO) de acordo com o sentido do campo
magnetico aplicado. Este fato pode ser comparado ac gue aconte-

ce com a densidade de um gas na transicao de fase 17quido-gas.

Isto acontece 3 temperatura ambiente; suponha agora que comeca-
mos a variar a temperatura. 0 grafico de M em funcao de H sera
semelhante, mas M0 comeca a decrescer. Quando T atinge um va-
Tor critico TC (temperatura de Curie) MO anula-se e M torna-se
uma fungao continua de H, com inclinagao infinita (susceptibili
dade) em H=0, como na FIGURA 1.1.1b. Se continuarmos a aumentar
a temperatura, M permanece uma funcao continua de H,tornando-se

analitica no ponto H=0, FIGURA 1.7.c.

Podemos expressar a vanriacao da magnetizacao com a
temperatura no plano T-H, FIGURA 1.7.2. Atravessando a regiao
(H=0, O<T<TC), a magnetizacao sofre uma descontinuidade, a qual
decresce ao 1ongo do eixo da temperatura, sendo nuia no ponto

T=TC, o qual & chamado de ponto critico. Grandezas tais como a

magnetizag¢ao para transicoes de fase magneticas e a variacao de

densidade para transicfes de fase liquido-gas sao chamadas de
parametro de ordem.
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FIGURA 1.1.1 - Graficos da Magnetizacao em fungao do campo mag-
netico  (a) T<T_ s (b) T=T_; (c) T>T,
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FIGURA 1.1.2 - Diagramade fase tipico de uma substancia

ferromagnetica



Quando, durante uma transicao de fase, existe uma des
continuidade no parametro de ordem, dizemos que a transicao -de

57 (1958); Stanley®S

fase & de 12 ordem (Landau e Lifshitz
quando nio existe a descontinuidade, a transigdo & dita de 22

ordem. Tendo em vista o exposto acima, qualquer estudo de uma

transicao de fase deve especificar o parametro de ordem, predi
zer a ordem da transicao e descrever as propriedades do sistema
nas vizinhangas da transicao. Nas proximidades de um ponto de
transicao de fase um sistema possue duas diferentes fases, res-
pectivamente estaveis em duas regioes vizinhas, o que pode acar
retar a existencia de flutuacoes. Consideremos, por exemplo, um
material ferromagnetico cujo diagrama de fases seja o da FIGURA
1.1.2. Para T>TC, a fase estavel e a desordenada; entretanto,se
T @ muito proxima de T_, a fase ordenada e somente um pouco me
nos estavel, logo irao aparecér regioes ordenadas localmente,as
quais persistem durante um certo tempo. Podemos portanto, defi-

nir, para tais flutuacoes, o comprimento de correlagao &, medin -

do a sua extensao média, e o tempo de correlagao z, Mmedindo 0

seu tempo de vida medio. Estes (£ e ) aumentam quando nos aproxi
mamos do ponto critico. De uma maneira aproximada, 0 comprimen
to de correlacdao & governa a estdtica do fenomeno critico, en-
quanto que o tempo de correlacao r governa a sua dinamica. Li-
mitar-nos-emos aqui a falar do comprimento de correlagao,o qual
& uma funcdo da temperatura se os outros parametros sao fixos.
0 que acontece com £ para T+TC? Se £ diverge para T+TC entao as
flutuacGes sao completamente dominantes, a transigao e dita de

22 ordem, em caso contrario, sua influencia & apenas parcial e

a transicio & dita de 12 ordem (veja a Ref.59).



Perto de um ponto critico (isto e, de uma transicdo de

a . o~ . - . . - -
2- ordem) as fungoes termodinamicas obedecem a leis de poténcia,
com expoentes que podem nao ser inteiros. E conveniente definir

mos aqui a temperatura reduzida t como:

t = c
T (1.1)

de T

Mo (T) v (-t)F 0" (1.2)
M(H,T,) » y o H0 (1.3)
X(0,T) ~t ' 0" (1.4)
X(0,T) ~ (-t)77 t~0" (1.5)
£(T) ot £-+0 (1.6)
C(T) o (1) >0 (1.7)
C,(t) Nt t-0" (1.8)

Os expoentes B, &, v,y', v,a', € o $ao numeros inde

pendentes de H e T e sao conhecidos com ¢ nome de expoentes cri

ticos. Notavel & que, apesar das singularidades no comportamen
to das quantidades termodinamicas, os expoentes criticos nao as
sumem valores quaisquer ; diferentes sistemas, sofrendo as mais

diversas c¢lasses de transicoes, podem pertencer a um pequeno



nimero de classes, cada uma delas especificada por uma serie de
valores dos expoentes. Alem disso, observamos entre os expoen-
tes, algumas relacoes simples tais como: a + 28 + y = 2, chama-

das leis de escala, cujo grau de universalidade e muito maior.

As leis de escala sao automaticamente satisfeitas se

supomos que a parte singular da energia Tivre e da fungao de
correlacdao sao funcdes homogeneas de seus argumentos. Entende -
mos que uma funcao f(x,y) & homogenea se ela pode ser escrita na

forma:

Floy) = xt g (1.9)

X
Alem da hipotese de homogeneidade, umoutro fator im-
portante e o conceito de universalidade pelo qual os expoen

tes criticos sao ditos universais, ou seja independentes dos pa

rametros do Hamiltoniano, dependendo somente da dimensionalidade

do sistema e de algumas simetrias relevantes no Hamiltoniano. Entretanto,
temos excecoes tais como a do: modelo de "oito-vertices" bidimen-
sional, cujos expoentes variam continuamente com 0S parametros
de Hamiltoniano. Apesar desta violagdao na hipotese de universa-
lidade, acredita-se que tais violagoes ocorrem somente para uma
classe muito especial de Hamiitonianos. Uma outra coisa gque de
vemos destacar e que, apesar da hipotese de escala e do concei-

to de universalidade serem agrupados juntos, eles sao indepen-

dentes.

Ate o momento nao foi dito como calcularmos as fun-

coes termodinamicas, tais como a magnetizacao M(H,T),conhecendo

. - . . . 60
as forcas microscopicas entre os componentes do sistema.Gibbs ™ ~,
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em 1902, resolveu este problema, o qual podemos resumir da se-
guinte forma. Considere um sistema com n configuragoes e seja

4{(n) o seu Hamiltoniano. A funcdao de particao sera:

Hin) rkgT
Z =1 e (1.10)
n

onde kB & a constante de Boltzmann e a soma e efetuada sobre to
dos os estados acessiveis do sistema. A energia livre sera dada

por:
F = - k,T £n Z : (1:17)

A probabilidade de se encontrar o sistema em um dado

estado s e igual a:
P =27"c¢e (1.12)

Seja A alguma propriedade observavel do sistema por

exemplo: a energia total ou a magnetizagaos; no estado s este ob

servavel tera o valor A(s). A sua média termodinamica e dada
por :
: His)/kgT
sh> = 270 5 A(s) e (1.13)
S

A energia interna e igual a:

- /k, T
TR YR eﬁ&(S) B (1:14A)
S



ou, utilizando as expressoes (1.10) e (1.11), temos:

2

)
U = -T 5=(F/T) (1.14B)

0 problema fundamental da Mecanica Estatistica & cal

cular a fungao de particao Z, ou seja, efetuar a soma sobre to
das os estados acessiveis do sistema (Eg. 1.10). As proprieda-
des termodinémfcas sao, entao, obtidas por-diferenciagﬁo desta
equagao. Infelizmente, para um sistema fisico de tamanho macros
copico com interacoes microscopicas o calculo exato de Z & ex-
tremamente dificil. Mesmo para modelos relativamente simples,tal
como o de Ising, muito pouca coisa se conhece exatamente (por
exemplo, nao se conhece o valor exato de Z para o mode]o de
Ising puro a trés dimensoes). Da7 a necessidade dos metodos a-
proximativos, dentre os quais o metodo de Grupo de Renormaliza-

cao (wi1son61,(]971)) ocupa um papel de fundamental importancia

no estudo dos fenomenos criticos.
1.2 - Grupo de Renormalizacao

0 Grupo de Renormalizacac e um metodo de aproximacao
que tem como objetivo tratar a classe de problemas em fisica que
envolve um numero muito grande de graus de lTiberdade. Ele vem
sendo utilizado em varias areas da fisica, entre elas, a Teoria

de Campo e a Mecinica Estatistica (veja para uma revisao sobre

63
a

Grupo de Renormalizacdo (GR): Fisher®? (1974); Ma®> (1973); Weg

04 65 (1974); o volume seis da

ne (1973),(1975); Wilson e Kogut

colecao Domb and Green66 (1976)).



As idéias do Grupo de Renormalizacao (GR) estao rela
cionadas com a fisica dos pontos criticos e tem como ponto  de
partida o fato de que as flutuacoes mais importantes ho -.ponto
critico sao aquelas que se estendem até distancias da ordem do
comprimento de correlacao, o qual e infinito para transicoes de
fase de 228 ordem. F esta a razao pela qual o Grupo de Renormali
zac&o fornece excelentes resultados, inclusive temperaturas cri

ticas exatas, para transicoes de fase de 2@ ordem.

0 termo apfoximagéo de GR esta sendo aqui utilizado
como sendo uma teoria das propriedades de transformacao dos Ha
miltonianos efetivos sobre dilatacao. Existem determinados Ha-
miltonianos,conhecidos como Hamiltonianos de pontos fixos que,
para determinados valores de seus parametros permanecem invari-
antes sobre esta operacao. Kadanoff67, em 1966, formulou um me
todo que utilizou tal transformagao, para derivaras propriedades
de homogeneidade e as relagoes entre os expoentes criticos,sem
entretanto justificar analiticamente o seu metodo. w1150n6], em
1971, mostrou como oé procedimentos de escala de Kadanoff pode
riam ser explicitamente obtidos, perto do ponto fixo, a partir
de um fluxo do espaco de parametro do Hamiltoniano. Ele fez o
primeiro calculo pratico de Grupo de Renormalizagac do fluxo in
duzido pela eliminagao das componentes de Fourier de pequeno com
primento de onda do parametro de ordem do campo. Esta descober
ta de um procedimento de expansao sistematico em £ para siste-
mas a d=4-¢ dimensoes deu origem a uma série de calculos de
quantidades criticas, como fungao da dimensao d e da dimensiona

65

1idade do parametro de ordem n (veja o artigo de Wilson e Kogut

(1974) para o Grupo de Renormalizacao no espago reciproco).



Uma outra classe de procedimento de Grupo de Renorma-
lizagao, que trabalha diretamente com os Hamiltonianos microscé
picos, @ o Grupo de Renormalizagao no Espaco Real {GRER)}, onde,
como o proprio nome diz, a renormalizagao e feita no Espaco Real.
Nao existe uma receita inica para o GRER e temos um considera-
vel numero de tecnicas desenvolvidas. Limitar-nos-emos aqui, a
introduzir o Grupo de Renormalizacao no Espaco Real e a seguir
descreveremos dois procedimentos muito utilizados, como o métgr
do do movimento de ligacoes de Migda1~Kadanoff68 (1976) e um me
todo desenvolvido pafa se calcular o trago parcial sobre as va
riaveis internas em grafos de dois terminais, conhecido com o
nome de Metodo do Corte-Colapso (BCM), devido a Tsallis eLevy54
(1981) para o modelo de Potts com q estados, extendido posterior

mente para rede de resistores (Tsallis e C0169 (19B3}) e para o

70

modelo Z{4) (Mariz e Col’C (1985); Tsallis e Souletie’C (1985)).

1.2.1 - 0 Grupo de Renormalizacao no Espaco Real

Exemplificaremos aqui o metodo utilizando spins intera
gentes de Ising. Esta simplificacdo tem o objetivo didatico de facilitar
o entendimento daqueles que nunca trabalharam com o Grupo de Re
normalizagao, podendb entretanto, ser estendida para outros tipos de
interacaes de spins. ConsideremoS uma rede com N sitios, cada um dos quais
sendo ocupado por um Sspin Sis tendo valores s; = 1. A energia de

interacao deste sistema com N graus de Tiberdade e dada por:

ﬁé(s)z_H LSy - J L s, Sj (1.15)
1 <1,J>

onde o primeiro termo representa a energiamaghetica, devido a
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um campo magnético aplicado e o segundo a energia de interagao
entre sitios vizinhos somando sobre todos os pares <i,j> de pri
meiros vizinhos na rede com condigoes de contorno periodicas. A

energia livre F e dada por:

1 : - :
EET F="-log Tr exp[ &ﬁ(S)/kBT] (1.16)

onde o trago e efetuado sobre todas as N configuracgoes dos N

spins e 1/k,T € o fator de Boltzmann.
P B

Por uma transformacdao de renormalizag¢ao nos entende-
mos mapear o Hamiltoniano ﬁé(s) em um Hamiltoniano ﬁ@ks') para
um sistema que possua um menor numero N' de graus de liberdade.
Este mapeamento € feito de modo que a energia livre de ambos os
sistemas esteja simplesmente relacionada. [sto pode ser feito
introduzindo um Hamiltoniano de acoplamento j%%(s’,s) com a pro
priedade {supomos que ?@(s) e ﬁ@’(sf) comutam) :

Tr'exp[-—%l(s‘,s)/kBT] =1 (1.17)

de modo que a energia livre do sistema ﬁ@(s) .com acoplamento

jﬂl(s',s) seja iqgual a F:

Ei{f F=-Tog TrTr'exp {- Eif[jygl(s',s)+jki(s)}_= logTr EXD[}j%ksyﬁBTJ

(1.18)

Definimos agora ¥ '(s'), tal que:

1 _ 1
- G+p€ (s )J =log Trexp E;T[ I

%(S',SH%(S)}} (1.19)
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onde G & determinado pela restrigao

1
o

Tr [-36 (5)/kgT] (1.20)
supos-se inicialmente que &@(s) tem traco nulo, logo, de acordo
com (1.17), a energia livre F' de ?ﬁks')
[} H
El? F' =-1og Tr exp| aj{,(s')/kBT] (1.21)
B

esta relacionada a F por:
F=6G+F' (1.22)

Em lugar de considerarmos o Hamiltoniano no espaco re
ciproco, consideramos a transformagao (1.22) no espaco de para-
metros das constantes de interacoes. Denominemos ¢ conjunto de pa
rametros de interacao (por exemplo -H/kBT e —J/kBT, onde H e
J aparecem nareq. (1.15)) por K. A eq.(1.19) nos mostra que os

K' de }@(s) sao funcoes de K, e definindo g = G/N, temos:

K' = K'(K)

As energias livres F e F' sdo funcoes de (N,K) e (N',K'),
respectivamente. No Timite termodinamico temos para a energia 1i-

vre por sitio:

f(K) = g(K) + b = f(K'(K)) (1.24)

onde introduzimos o fator de escala linear



bd - N/N (1.25)

Embora a eq. {(1.24) estabeleca somente uma relacao en
tre as energias livres em diferentes pontos K e K' do espacgo de
parametros, ela contem através de " iteragoes, a solugao para a
energia livre. Se denominarmos a -seqtlencia de pontos que sao ob
tidos para K, por meio de sucessivas interacoes das egqs. (1.23)

por K, K',..... ,K(J),...., podemos resolver a eqg. (1.24) atra-

ves de
Fiky = 3 bdi g3y (1.26)
com a condigcao de contorno:

rim o b 45 s3Ity g (1.27)

j+oo

A equagao (1.26) nos da a expfessﬁo da energia livre
em termos da transformacao de renormalizagdao (1.23). Esta ulti-
ma @ a mais utilizada no estudo dos fenomenos criticos e tem
duas propriedades muito importantes (se o sistema exibe transi-

cao de fase a T finito)
i) existe um ponto fixo nao trivial tal que

K¥* = K'(K*) | (1.28)

ii) nas proximidades de K* as fungoes K'(K) e g(K) sao re

gulares.



Dentro deste contexto vale a pena destacar a essencia
do metodo de Grupo de Renormalizacao: explicar as singularida-
des em f(K) em termos das funcoes regulares g(K) e K'(K)atraves
do uso da eq. {1.24). Mesmo sem calculo, com o uso:da SUuposicao
de regularidade, podemos deduzir certas propriedades. Por exemplo, ée
olharmos para a eq. (1.24), vemos que se f(K) & singular para um da
do valor de K, tambem o sera para o valor correspondente de K'. Logo,
pontos de singularidades semelhantes (transicao de fase, pontos criticos)
formam sub=espacos invariantes da transformagao de renormaliza -
cao. Estamos aqui interessados em tais sub-espagos. No nosso tra-
balho preocupamo-nos apenas com as eqs.(1.23) que nos fornecem

as fronteiras criticas e os expoentes criticos.
1.2.2 - Metodo do Movimento de Ligacoes

Iremos aqui, novamente, limitar-nos ao modelo de Ising,
ressaltando entretanto, que este metodo pode ser aplicado a ou
tros sistemas de spins. A transformacao de renormalizacao foi
feita pela primeira vez por Migdal (1976) sendo reinterpretada,
utilizando as idéias de movimento de ligacgoes por Kadanoff (1976)
(veja a Ref. {68)). Na derivacdo de Kadanoff, ligacOes sao movi
das de modo que os spins possam ser eliminados atraves de uma

decimacao a uma dimensao. Explicaremos inicialmente a decimacgao

unidimensional.

Suponha uma cadeia Tinear com N sitios, e em cada um
deles cologuemos um spin de Ising S5 Admitimos que existem ape
nas interacoes entre primeiros vizinhos e que nao existe campo

externo FIGURA 1.2.1a. O Hamiltonianoc & dado por:
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X—0—*—0—X X

>
X

(a) (b)
FIGURA 1.2.1 -

Sistema unidimensional de spins:
{(a) antes da decimacao;
(b) depois da decimacgdo

¥ - x : 545 (1.29)

onde K = J/kgT. A funcao de particao € igual a:

2(3) = ] o <1s3> (1.30)

Vamos agora ndecimar" a cadeia somando sobre os spins marcados
por pontos. A nova cadeia consiste dos spins restantes (indica
dos por cruzes, FIGURA 1.2.1b que estao agora separados de duas
unidades. 0 fator de escala b, neste exemplo & igual a 2. Im-
poe-se que a funcao de partigao permaneca invariante sobre a de

cimacgao.

Para uma cadeia linear com um fator de escala b qual
quer inteiro (e para o modelo de Ising com interagoes entre pri

meiros vizinhos), a constante de acoplamento rencrmalizada

K'(K' = J'/kgT) & dada por:

exp(K!+K's s\ )= I . exp[K(s S 5 S, 4.... 45, Sy . ¥Sy_, Sy ] (1.31)
S s +Sp_, _

na qual os spins s ,....,S, , que separam os dois spins sobrevi

ventes sao decimados, e Ké & um fator de correcao para levar em
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consideracao a contribuicao dos graus de liberdade de curto al

cance na energia livre,

Para acharmos K'=K'(K), utilizamos a igualdade:

exp({K Sisj) = (cosh K)(]+s1.sj tanh K) (1.32)

e substituindo esta expressao em ambos os Tlados da equacao

(1.3.1), ao efetuarmos o somatorio teremos a relacdo de re-
correncia:

b

K' = arc tanh (tanh K) (1.33)

au K' = R(b)(K) (1.34)

A relacao de recorrencia de Migda]68 para o modelo de
Ising em uma rede hiperciubica a d dimensdes & uma generalizacao

simples do resultado a uma dimensao, ou seja:
K' = bd-1 arc tanh {tanh K)b {1.35)

ou ke = rEB) (41 (1.36)
a equacao acima & exata para d=1. Kadanoff68 propos uma Vversao
modificada da transformacao de renormalizacao de Migdal para
sistemas anisotropicos. Para exemplificagao, consideremos uma
rede quadrada, d=2 e b=3, com constantes de acoplamento Kle K2
(FIGURA 1.2.2a, os spins a serem dizimados sao representados por
pontos, 0s restantes por cruzes). Deslocam-se para as bordas

dos quadrados as ligacgoes verticais K, (FIGURA 1.2.2b); efetua-se



a decimagao sobre os spins ac longo das cadeias horizontais, de
modo a obterem-se ligacoes equivalentes El em cada fila horizon
tal (FIGURA 1.2.2c¢c). Movem-se as Tligacoes equiva]ente:;'iz1 ao lon
do da horizontal para as bordas dos quadrados (FIGURA 1.2.2d).

Dizimam-se os spins verticais.

FIGURA 1.2.2 - Movimento de ligagoes e decimagao correspon
dentes a equacao (1.39)

As equacoes de renormalizagao sao:

k! o= 3 RO () (1.37)
<= RO (3k,) (1.38)
Para uma rede hipercubica d-dimensional estas equacoes sao
iguais a
S RO (6" k) (1.39)
onde n = 1,2,....,d. A equacao (1.35) sera igual a eq.(1.39)
n-d n-d

se substituirmos K e K' respectivamente por b Kn e b K'n

Logo, a equagao (1.39) tem um ponto fixo K; = bd_nK*, n=1,2,..,d,

para cada ponto fixo K* da equagao (1.35). Devemos observar



ainda que o ponto fixo de (1.39) e anisotropico, exceto no 1i
mite b+1 de uma transformacao infinitesimal. Este & um lTimite
conveniente se o Hamiltoniano inicial e anisotropico, ja que a
transformacao (1.39) gera uma anisotropia nao natural. O que
se faz normalmente para modelos isotropicos em redes hipercubi
cas & formular o problema considerando a anisotropia e depois

tomar o limite b+1, restaurando assim a isotropia.
1.2.3 - Metodo do Corte-Colapso

Dentro do campo de procedimento do Grupo de Renormali
zacao no Espaco Real, existe um estagio operacional central que
consiste em realizar contagem sobre todas as configuragoes pos

siveis do que podemos chamar graus de liberdade internos de uma

celula {(normalmente infinita), enquanto que, o que podemos cha

mar graus de liberdade externos, ou terminais {da mesma celula)

sao mantidos fixos em configuragoes particulares convenientes
{(isto corresponde ao processo de decimagao). 0 metodo do corte-
colapso (BCM para "break-collapse method") permite a obtengao das ~relacoes
de recorréncia sem efetuar tal contagem de configuracoes. Em resumo, dada
uma rede qualquer, escolhido o grafo de dois terminais para repre-
senta-la, o metodo BCM faz o trago parcial sobre as configura-
coes internas do sistema, obtendo-se assim, as equacoes de re-
corréncia. Para apresentarmos as propriedades basicas do BCM,
consideremos a i-esima ligagao de um modelo ferromagnetico de
Potts de q estados de uma certa celula, seu Hamiltoniano e dado

por:

o= -a 9y 8 o (1.40)



onde J, e a constante de acoplamento e o e o' sao as variaveis
associadas respectivamente a dois sitios da ligacao.
Se um sitio esta em uma dada configuracdao, a probabilidade pa
ra um outro sitio estar na mesma configuracao (s7tio conectado)
sera p? , enquanto que p? sera a probabilidade para o sitio
estar em configuracao diferente (sitio desconectado), podemos

. . .. -~ . K4
definir a transmissividade termica™ ', ti’ como:

y : —qu/kBT _

R _ 1-e

t_-I = p'i 131- , —qu/kBT (1.41)
T+{qg-1)e

para gq=1 existe um isomorfismo entre t e a probabilidade .- de

percolacao de ligacoes (veja a Ref. 71.e outras referencias ai

contidas para maiores detalhes).

Se temos duas Tigacgoes (com transmissividades tet)

em série a trarnsmissividade equivalente & dada por:

(1.42)

Para um arranjo de duas ligacoes em paralelo temos:

D _.D ,D
ty = ot (1.43)
onde:
D 1-t,
t, = — 1 (i=1,2,p) (1.44)

T 14(g-1)t,

(D significa dual). A generalizacgao destas equacoes para N 11

gacoes e facilmente obtida.



- 29 -

0 BCM torna possivel o calculo da transmissividade e
quivalente G({ti}) para qualquer grafo de dois terminais reduti
veis ou nao a segllencia serie-paralelo. Consideremos um grafo
de dois terminais, cada ligacao tem transmissividade {ti}’ logo,
a transmissividade equivalente sera dada'por:

N({ts))

i

onde ambos numerador N({tﬁ) e o denominador D({ti}) sao. fungoes
multilineares de {ti}‘ Escolhemos agora uma ligacao interna j

e impomos tj=0 (corte) e logo apos tj:1 (colapso), temos agora

. .. . . b
duas novas transmissividades equivalentes denominadas por Gj e

c

Gj , tal que:
. .
NC({t. ")
b i i
G, ({t.}') = - (1.46)
S 02 ({t}")
e
MRS
Gg ({t;3") = J 1 (1.47)

C 1
Dj({ti})

onde o cmﬁunto{ti}'exc1ui agora tj. A multilinearidade de ambos

N e D leva a:

N(TEE) = (- N0(LE )+ £y NS(TE;D) (1.48)
e
D({t.}) = (1-tj)D?({ti}')+ £ DLt} (1.49)
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0 uso seqgiiencial destas equagoes & o que chamamos me
todo de corte-colapso (BCM), e que torna possivel o calculo das
equagoes de recorrencia para um grafo qualquer com dois termi-
nais. Nos Capitulos 2 e 3 serdo feitas duas aplicac¢tes do meto-

do do corte-colapso, respectivamente, para o modelo de Potts com

q estados e para um sistema de resistores.



CAPITULO 2 - MODELO RANDOMICO DE POTTS NA REDE QUADRADA:
CRITICALIDADE E BIFURCAGCAO

2.1 - Introducao

Nos ultimos anos varios pesquisadores tem-se dedicado
ao estudo dos sistemas magneticos desordenados. Em particular,
uma grande quantidade de trabalhos teoricos tem sido feitos com
modelos particulares tais como: Ising (veja Ref. 72 e referen -
cias ai contidas), Heisenberg (Ref. 73) e Potts (Ref. 74; para
uma excelente revisao sobre o modelo de Potts, ver Ref. 22). 0s
sistemas magneticos desordenados podem ser divididos, em ge
ral, em duas categorias: condutores (onde existe transporte ele
tronico) e isolantes {onde nao existe transporte). Preocupar-

nos-emos aqui apenas com a segunda categoria, ou seja, com Sis

temas magneticos desordenados isolantes. Tais sistemas podem
ser obtidos experimentalmente em compostos do tipo: Co(Sy Seb%)ZS,

Ko Mnx Fe F76 Fe_ Mg C£Z7

1oy o % . , etc, onde se faz variar a con

centracao dos Tons magnéticos. Existem duas maneiras basicas de
se preparar estes compostos:

(a) recozido: apos a preparacao da amostra a alta tempera-
tura o sistema e esfriado lentamente,dando tempo para
que oS ions da amostra se cologquem na posicao de mais
baixa energia.

(b) temperado: o esfriamento se faz de maneira brusca, fi
cando o sistema na configuragao em que se encontrava
na hora em que comegou o esfriamento (geralmente um es

tado metastavel).



Neste trabalho estudaremos o modelo de Potts com q es
tados, temperado, na rede quadrada com ligacées randomicas,
que devido a sua riqueza, tem recebido recentemente especial a

tencao. Em particular, o modelo de Potts randomico tem sido re

centemente estudado dentro da aproximagao de campo medio’8>7? ,

80-84

atraves de relagoes de dualidade , € Grupo de Renormaliza -

85’86. Um dos aspectos interessantes do

87-90

cao no Espaco Real (RG)
modelo de Potts est3a relacionado com o criterio de Harris
inicialmente estabelecido para o modelo de Ising (g=2) mas pro
vavelmente correto para qualquer valor de g (no minimo ate onde
existe transicao de 28 ordem). De acordo com este criterio, se o0
expoente crifico do calor especifico o (Co«|T -TC|'Q) do modelo puro € ne-
gativo (positivo), o conjunto de expoentes criticos do modelo diluido
ou, generalizando, do modelo randomico e (nao e) a do modelo pu
ro; na linguagem de grupo de renormalizacao, um novo ponto fi-
x0, hominalmente o randomico, e esperado aparecer para o > 0

Alem disso, se supomos a hipotese de hiperescala (isto e, 2-a=dv,
onde d @ a dimensionalidade do sistema e v o expoente critico do
comprimento de correlacao { £ |T JTC|_v)), a fronteira entre 0s regimes
criticos puro e randomico deve corresponder a v=2/d; para o modelo
ferromagnetico planar de Potts, isto implica em v=1 quando g=2.
Entretanto, este fato esta provavelmente associado como limite ter
modinamico {sistema macroscopico), e em principio, nao existe
razao para se manter invariante dentro da aproximagaoc de grupo
de renormalizacao com grafos finitos, a qual esta freqgdentemen-
te associjada a redes hierarquicas (e nao a redes de Bravais). A
nalisamos aqui este problema aproximando a rede quadrada por
grafos autoduais; procedimento este ja utilizado na Ref. 72 ao

tratar o modelo ferromagnético de Ising com ligacoes mistas.Cal
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culamos a temperatura critica TC bem como os expoentes criticos
v e ¢ (expoente de "crossover") para o sistema ferromagnetico de
Potts com ligacOes mistas. Este capitulo e organizado da seguin
te forma: nas secgoes 2.2 e 2.3 introduzimos o modelo e o formalis
mo de RG, respectivamente, e na secao 2.4 apresentamos o0s resul
tados (que sao sensivelmente precisos para as temperaturas cri-
ticas, mas somente aproximados para os expoentes criticos); fi-

nalmente concluimos na secgao 2.5.
2.2 - Modelo

Consideremos o Hamiltoniano

Ho--q . 9., (0.2 1:22,...,q," W) (2.1)

PR O . 1
<1,]> 1J 039

onde somamos sobre todos os pares i, j de sitios primeiros vizi

nhos na rede quadrada, e Jij & uma variavel randomica cuja lei

da probabilidade & dada por:

Yy = (1-p) S(Ji.—J1)+ p G(Ji'_dz) (2.2)

J J

com J., 0, J, >J1;e 0< p 1. Observemos que o modelo ferromag

nético'puro de Potts pode ser recuperado com p=0, ¥J,, ou p=1,

4 ou igualmente J =J , ¥p; o0 caso y = JI/J2 = 0 corresponde

13

ao modelo dilufdo.

A fronteira critica completa (no espaco p - kBT/JZ-Y,
por exemplo) deste modelo permanece ainda desconhecida; entre-

tanto sao disponiveis uns poucos resultados exatos, nominalmen-
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te (veja Ref. 81, e referencias ai contidas):
i) para o modelo puro de Potts (isto e: p = 1, 40 ):

qJZ/kBTC
e = /9 + 1 (2.3)

ii) para o modelo de percolacao de ligacoes (y=0 e T=0):

p. = 1/2 , X¥@ (2.4)
s . ~ _ 81-86
iii) para o modelo de igual concentracao ((p=1/2) ):
qi, /kgT, A0 /¥BTe | o1 2.5)
e = = .
qul/kBTC o

iv) para o limite g -~ 1 (isomorfo a percolacao de ]igag6e523):

-3, /K, T -3, /K, T

(1-p)(1-e B cyy p(1-e Bey = 12 (2.6)

v) para o modelo de ligacoes diluidas,quase no limite do modelo pu
ro de Potts (y=0 e p>1):
d T (p) 2/q

- = (2.7)
TG dp |, (@) (1+/a)

vi) para o modelo de ligacgoes diluidas, quase no limite de per

colacao de ligacoes (y=0 e T-0):



d e 2 £nq ‘(2 8)

Para valores arbitrarios de p, J, e J, , valores numericos de

T.» muito proximos dos exatos, podem ser obtidos atraves da pro
posta8]
. -qd. /k,T -qd, /k,T
nlr(g-1e "Bl mling-ne 2 B C o ) g
p =7 (2.9)
£n q in q

(1-p)

que satisfaz as eqgs. ((2.3)-(2.6)) e (2.8), mas falha 1ligeira-

mente com respeito a eq. (2.7) se g 1.

Em relac3o ao expoente critico v associado ao modelo

ferromagnetico de Potts com ligagdes randomicas e para g<d (tran

sicao de fase de 29 ordemzz’g], acredita-se que87"90;
i) para O<q<2 e T>0
% ndemico - %p = @(puro) = oy 3 (2.10)

logo, usando a expressao: 2-o = 2V

v(randomico) = v = v(puro) = v, (2.10")
ondegz:
-1
-2 4y m 1 2.11
Ve T3 )8t 1 (2.11)
arc cos(?/ﬁ)-w



ii) para Z<ggd4 e T>0 ,
(2.12)

dai

v, o> vy {(2.12")
- 92 -

onde v, e ainda dado pela expressao {2.11).

ii1) para T=0 ; #q

v, = v(percolagao) = vy = 473 (2.13)

como pode ser obtido da eq. (2.11) no limite q+123.

Finalmente o expoente critico de'trossover“¢p associa

do com o ponto de percolagao satisfa293:

s =1 , g (2.14)

Na proxima secao, introduziremos a transformacgao de re
normalizacao que nos permite calcular ambos TC e v, bem como da
remos uma descricdo intuitiva de como ocorre o "crossover" do com

portamento do sistema puro para o randomico.



2.3 - Grupo de Renormalizacao

Antes de construirmos as relacoes de GR, associaremos
a cada ligacao caracterizada por uma constante de acoplamento
arbitraria J), uma variavel conveniente (a transmissividade ter

mica: (veja Refs. 94, 81 e eq. {1.41) do Cap. 1}):

: -qu/kBT
¢ 1-e
-qu/kBT

(2.15)

k

1+(q-1)e

Uma sequnda variavel, muito conveniente, e a variavel s, defini

da como:

s(t) =£9—L{“W(q(']—1l£]— (2.16)

a qual satisfaz uma interessante propriedade, nominalmente:
s(D)(t) =s{t ) = 1-s(t) (2.17)

onde D significa dual {(veja as egs. {1.42)-(1.44) para as rela
coes serie, paralelo e dualidade na variavel t}. Devido a pro-
priedade de dualidade eq. (2.17), a variavel s tem provado ser
extremamente Gtil para o calculo de temperaturas criticas; ire
mos utiliza-la posteriormente na construcao do GR (veja Refs.

72, 80-82, 84 e 95 sobre a variavel s).

Na nossa transformacao de Grupo de Renormalizacao ire
mos renormalizar o grafico com fator Tinear de escala b=2 da FI
GURA 2.3.1b no grafico da FIGURA 2.3.1a (o fator de escala, b=2,

também caracteriza o tamanho do grafo, como ilustrado na FIGURA
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2.3.1). 0 GR de ordem maior que iremos considerar consiste em
renormalizar o grafo b=3 da FIGURA 2.3.1c no grafo da FIGURA
2.3.%7a. Esta familia de grafos preserva uma invarianca topologi
ca muito importante da rede quadrada, nominalmente a auto-dualil

dade, e tem provado ser muito poderosa no tratamento de proble

mas de resistores randBmicong_]OO, percolaciao de ]igaQSeQO]JOZ
Ising72’103_105, Heisenberg’0>100 ¢ Potts>¥:85,107
|
| 3
l 2 4
by b=l (o} b=2 (b) b=3 (¢}
Y

FIGURA 2.3.1 - Grafos auto-duais de dois terminais.
e (0) denota os nos internos (terminais)

Tal escolha de grafos fornece sistematicamente, entre
outras coisa, 0s pontos criticos exatos, correspondentes a to-
dos os modelos citados acima, para a rede quadrada; ela pode
ser alternativamente vista como referente a redes hierarquicas

(veja Ref. 106 e referéncias ail citadas).

Iremos agora determinar as relagoes de recorrencia pa
ra a renormalizacao com b=2. A lei de distribuigao (2.2) pode

ser reescrita como:



- 39 .

P(t) = (1-p) 8(t-t,) + p 8(t-t,) (2.18)

onde foi utilizada a definigao (2.15). Agora associamos esta dis
tribuicio com cada ligacdo do grafo da ponte de Wheatstone (b=2,
FIGURA 2.1b) e obtemos agora uma nova e mais complexa lei de

distribuicgao P dada por:

Pe(t)= 2 5 e o (-p) TN ot (. urs) |

(2.19)

onde n & o numero de ligagoes com transmissividade t que apa

. ~ . 5 - .
rece em uma configuracao particular (entre 2 possivels esco -

las) de {r, } que estamos considerando. t,(r ,r r,) e calcu-

AP I

lado através do método do corte colapso (veja Apendice A para

este calculo) e & dado por:

ta(P,sr, sl sr, sr)=[r rdr rodr rorodr,ror +(g-2) x

G

X (PiParsryt rirarsPstorirarals+ rirgrysd rofsryrs) +
+(g-2)(g-3) r1r2r3rur5] / [1+(q—])(r1r3r5+ PP Tt rr e )t
+(g-1)(9-2) rir,r,r,re | (2.20)

Podemos verificar que a soma dos coeficientes do nume
rador @ igual a soma dos coeficientes do denominador e ambos $ao
. . 54,1 _ - . s _ - .
iguais”™ ° o8 a q°, onde « = numero ciclomatico = (numero de Ti-.

gacoes) - (nlmero de sTtios) + 13 para este grafico k =2.
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A eq. {(2.19) pode ser escrita de uma forma mais expli
cita,
1

n
t) = %

. M, (1-p) Lo ok §(t-t,) . (2.21)

(
G 1

onde os fatores multiplicativos {MR}’ 0s expoentes {mg} e as

transmissividades {tg} estao apresentadas na TABELA 2.71.

Como foi mostrado acima, uma relacao de escala sim-
ples transforma a lei de distribuicao com duas deltas de Dirac
da eq. (2.18) na lei de distribuicao com 14 deltas de Dirac da
eq. (2.21). Sobre transformacoes de escala sucessivas, a lei de
distribuicio fica cada vez mais complexa, envolvendo um rapido
aumento no numero de deltas de Dirac. Podemos, em principio, se
guir a evolucao, sobre renormalizacdao, da lei de distribuicao ate
que ela atinja uma forma invariante (ponto fixo). Este procedi-

103 para problemas de resisto

mento tem, de fato, sido utilizado
res randomicos. Entretanto, um procedimento operacionalmente mais
simples e numericamente excelente pode ser seguido 2, nominal -
mente aproximar a funcao de distribuigao PG(t) {(eq. 2.21) por

uma distribuicao binaria, dada por:
Pr(t) = (1-p') 8(t-t!) .+ p's{t-t}) (2.22)

onde p', t; e t; sap completamente determinados, impondo-se a
conservacao de trés momentos apropriados. Uma possivel escolha
natural pode ser os tres primeiros momentos de t {esta escolha
ja foi testada72 para o modelo de Ising). Entretanto, faremos

aqui uma escolha mais sofisticada, ou seja: o0s tres primeiros
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momentos de s{t) (veja a definigao (2.16)); esta escolha §a foi

72,102 sendo extremamente efi-

testada em problemas semelhantes
ciente do ponto de vista numéerico. Para ser mais preciso, nos

impomos:

<S(t)>P’ = <s(t)>PG (2.23a)
2
<[s(£)] >pr = <[s(V)] >, (2.23b)
3 3
<[sCt)]opn L <Is(O]7> (2.23c)
G
logo, usando as equagoes (2.21) e (2.22) temos:
14 My s'l'ﬁgl :
(1-p')s| + p's), = Z] M, (1-p) = p Sg = F(p:5,55,) (2.24a)
9=
m s—m '
(1—p')s'2+ p's‘2 = 1§ M, (T-p) x p . 5. = G(p,S,.5,) (2.24b)
1 2 0=1 L 1*72
m 5=M
L L .3 _
(1-p-)5.3+ pls;B _ 2§1 MR(]—p) p Sy = H(p,sl,sz) (2.24c)
onde,
Sp = s(tk) (k = 1,2) , (2.25)
e
s, = s(ty) (2 = 1,2,...,14)  (2.26)

Devemos relembrar aqui que (veja TABELA 2.I) que 05
{tﬁ} sao fungoes de (t,,t,), e portanto (pela definicao (2.16))

funcdes de (s ,s ) = (s(t,), s(t,))

2



TABELA 2.1 - Elementos da distribuigﬁo PG(t) (FIGURA 2.21)

associada com o grafo da FIGURA 2.1b
fornece a eq. (4) da Ref. 72).

23+ 265+ 5(g -2+ (g - 2(g — I

10 1 1+{g— 128+ 1)+ (g — g — 2
. @04+ - 26 -3
14 (g~ (¢! + 2e2) + (g — 1)(g - 2)e,
Nl Ik Rl Ul L1 Sk A ) ) 2.2
1+ (g= 1)(t3e, + £+ 2t )+ (g— D)g — 2)in
2uh+ 2050+ (g - 2B+ 200) + (g - 2)(g — 3
4 2 2 1+ (g - e, + 22+ 1)+ (g - 1)g - 247,
s, o, ot (@- 2 26 (g -2 - 3y
4 (g~ 12k + 2 + (g~ g - D88
2 2 2 22 k! 32
s 2 o LTt -0EAT 20t (-2
L+ (g - )26, + 1260 + (g — 1)(g — P
; , . Lt Gt it nn+ (g DG66+ 200) + (g - 2Xg—3)68
T4(q - D2+ 2, + )+ (g — (g - 2)Er
c s Wt O+ By nfa+ (g — DBAR+ 200+ (g - Dig - s
1+ (g~ 1) 2+ 21,4 B1)+ (g~ (g - 24
o s , A+266+ 64 (g—-DBB6+266) + (- g~ 36
1+ (g— D28, + 29+ (g — )g - P38
o 3 3 (untnheAt(@-2)BnAG+2in)+( - 2)g - 3yt
1+ (g V)28, + 2+ (g — D)(g— 281
L 2+ 200+ (- DBLA+ 26 + (g 2)g - i
1+ (g - 1), 22+ 22+ )+ (g - (g — )22
4 g fetdtdetdt(@-dnt@-2g- s
1+ (g~ (e, + B+ 51+ (g - 1)(g — 2)r's,
5 . 1 25+ 266 + (g - U+ 468) + (g~ 2)(g — 3ot
1+ (g - D'+ 27,)+ (g~ 1)(g - 2)r't,
s . 2 +20+ 5(g - )11+ (g = 2g ~ I

1T+(g-DEE+ Y+ (g - (g-2n

(q=2
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A solucao do sistema de equacoes (2.24) e dada por:

L2
plo= —— (2.27a)
1+L
s! = F =+ L/Q (2.27b)
! o= F % Vil (2.27¢)
onde
Q=6 - F> >0 : (2.28)
e
| = V(H-3FQ-F)” + 40Q° - (H-3FQ-F’) (2.29)
N 203,7_

os sinais superiores {inferiores) nas eqs. (2.27b) e (2.27¢c) de

verao ser utilizados na regiao s;>s, (s,;<s,),portanto t >t (t <t ),

logo J,>J,(J,<J,).

A eq. (2.27) (Jjuntamente com as eqs. (2.28) e (2.29))
€ invariante pela transformacao (pss, »s,) £ (1-p, s,, s, ) e de
termina completamente o fluxo de RG no espago p-s,-s, (o qual
determina por sua vez, todas as propriedades importantes associ

adas com o espago p-kpT/J,-v). Em particular o calculo dos pon

tos fixos e do Jacobiano relevante.

op' ap' 9p’
op 95 3s,
J = 35, as 3s . (2.30)

Ip 9s, 9s,

1
3s, 3s, as,
ap 95 9s,
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e agora perfeitamente possivel.

Nos também obtivemos, atraves de implementagao anali
tica do BCM em um computador a serie total de equagoes associa
da a ponte de Wheatstome (FIGURA 1c) para b=3; os resultados sao,
entretanto, muito grandes para serem colocados aqui. Podemos 1

Tustrar isto dizendo que: (i) a equacao analoga a eq. (2.19) con

r ) e uma

r e e
> 2’ 3 13

tem 2°° termos (em Tugar de 25); (i) tG(r‘1
func3do racional cujos numerador e denominador contem respectiva
mente 765 e 397 termos distintos ao inves de 10 e 5, na eq.
(2121)); (iii) a equacao analoga a eq. (2.21) contem 2.204 ter

mos (inves de 14).

Nossos principais resultados para b=2 e b=3 sdo apre-

sentados na proxima secao.
2.4 - Resultados

Ambos os GR para b=2 e b=3 fornecem os seguintes re-
sultados (veja FIGURA 2.4.2 e 2.4.3) os.quais sao de fato co-

muns para todes os valores de b: ..

(i) os pontos (p,s; ,5,) = (0,0,0) e (1,1,1) sao pontos fixos
totalmente estéveis, correspondendo respectivamente aos Tlimi-
tes T»» (fase paramagnética) e T-0 (fase ferromagnética);

(ii) os pontos (0,0,1),(1.0,0),(1,1,0),(0,1,0),(1,0,1) e (0,1,1)
sao pontos fixos semi-estaveis (0s tres primeiros pertencentes
3 regiio paramagnética, os tres ultimos pertencentes a regiao
ferromagnetica);

(iii) na superficie critica (a regiao do hexagono no interior
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do cubo unitario da FIGURA 2.4.1a) os pontos (%,0,1) e (%,1,0)
sao pontos fixos totalmente instaveis correspondentes ao limite
de percolacao de ligagao, e localizados na posigao exata P. = Y
(veja eq. (2.4));

(iv) na superficie critica, a regiao tipo H torcido determinada
por (s,=s,=%, 4p), (s,=%,p =0.%s,) e (s,=% , p=1, ¥s) corres
ponde ao modelo puro de Potts, e sua lTocalizacao & exata (veja
eq. (2.3)): pertencem a esta regiao tres pontos fixos (nominal-
mente (p,s s )=(5.1%.%),(0.5%) e (1.4%). Se nos restringirmos a ana
lise do fluxo de GR na superficie critica, 0s pontos fixos
(pP»5.,5,) = (0,%.5) e (1,%,%) sdo semi-estaveis enquanto que o
ponto central (p=s,=s,=%) & totalmente estavel para q £ q*(b)
(q*(2) = 5,3 e q*(3) =~ 4,9) mas fica semi-estavel para q>q*(b)
(veja ponto (v) abaixo e FIGURAS 2.4.1b-e);

(v) na superficie critica, o fluxo da linha reta s, +s,=1 e
pz%acorresponde ao modelo de igual concentracdo e obtem o resul
tado exato (veja eq. (2.5)); esta linha contém o ponto central
p=s.,=S,= % que, como foi dito em (iv), @ um atrator, para g<q*(b),
em cima da linha (ele atrai de fato todos os pontos da superfi-
cie c¢ritica, exceto os pontos de percolagao de ligacoes e os pon
tos do modelo puro de Potts (p,si1.5.) = (0,%.%) e (1.,%,%)); es
te ponto central fica instavel para q:q*(b)le bifurca (em forma
de garfo, veja FIGURA 2.4.3) em dois novos pontos fixos (os quais,
para q>q*{b), sdo atratores na superficie critica) Tlocalizados
em(p,s,,S,) = {%,8,.,1-5,.} e (%»Fsr,sr).(r entende-se por rando-
mico; veja FIGURAS 2.4.2d-e e 2.4.3); 0 limite q»q*(b) apresen
ta um comportamento interessante, ou seja sr(q)-% ~ A[g/q*ﬂﬂ-1]%
onde A=0.29 para ambos b=2 e b=3, sugerindo, portanto, uma cur -

va independente de b, que no limite b ~ = pode ser
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L
s.(a) - % = A(q/2-1)7
(vi) A superficie critica para g=1 & dada por:

(1-p) s, +ps, =% (2.32)

a qual coincide com ambos os casos g-1 da eg. (2.9) e com o re

sultado exato (veja eq. (2.6)).

—
(P} P e
R (c)
5 (a)
I e
FIGURA 2.4.1 - Fluxo do GR no espa
co (p,s,,s,) (as se
tas indicam o sentido do fluxo).
(a) superficie critica (linhas R
mais grossas) separando as fase pa p 10

ra (P) e ferromaneticas (F); ela
e invariante sobre a transformacao
(PsS1:82)>(1-pss,,8,)+(psl-5,,1-5,),
e depende muite pouco de g (para
g > 1) e do fato linear de escala b do GR; a regiao em forma de H torto cor
responde a fase ferromagnética pura; a linha p = % constitui um sub-espaco

invariante correspondendo ao modelo de igual concentracao; o, & e & denotam
respectivamente os pontos fixos totalmente estavel, totalmente instavel e
semi-estavel; o ponto fixo central (% ,% ,%) bifurca-se ao longo da  Tinha
critica p = % para g>g*. (b) e (d) ((c) e (e)) sdo projecoes nos sub-espacos
(P>S,) ((P5S,)) da superficie critica do fluxo de GR; (b) e (c) ({d) e (e))cor
responde a g<gq* (g>g*); 3 denota o novo ponto fixo semi-estavel gerado pela
bifurcacao; as linhas tracejadas correspondem ac modelo de ligagOes diluidas.



kBTc

FIGURA 2.4.2 - Temperatura critica do GR (b=2)} como uma
funcao da concentragao p de J, para valo

res tipicos de q e J,/J, (nUmeros parame
trizando as curvas).

0.8

0.2

FIGURA 2.4.3 - Posigcao dos pontos fixos oS quais atraem
quase todos oS pontos da superficie cri-
tica (b denota o fator linear de escala).
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Focalizaremos nossa atencao sobre os Jacobianos (veja eq. (2.30))

associados aos pontos fixos do sistema.

(i) Para os pontos fixos (0,0,0) e (1,1,1) os respectivos Jaco-
bianos anulam-se para todos os valores de q, indicando en-
tao, que sua estabilidade e devida a termos de mais alta or

dem.

(i) Para os pontos fixos semi-estaveis (1,0,1), (1,1,0)e (1,0,0)

os Jacobianos sao dados respectivamente por.

0 0 g
H a e 0
0 0

onde g ~ 4 para todos os valores de g (os Jacobianos cor-
respondentes aos pontos fixos (0,0,1), (0,1,0) e (0,1,1) sac seme
lhantes). Como anteriormente verificamos que a estabilida-

de esta relacionada com termos de ordem mais alta.

(iii) 0 Jacobiano nos pontos fixos de percolagao nao depende de
q, e & proporcional a 1 (portanto o expoente de “crossover”

¢p e igual a 1, obtendo assim o resultado exato expresso

na eq. (2.14)); o auto valor tres vezes degenerado Ap e

igual a 1,62500, 2,21729, 2,76579 e 3,27894 respectivamen
te para b = 2,3,4 e 5 (os valores associados com b = 4,5
foram também calculados, veja tambem Ref. 54). Atraves da

expressao do RG v _(b) = ﬁnb/znkp(b) nos obtemos o0s resul-

p
tados indicados na TABELA 2.I1 (coluna q=1).
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TABELA 2.11 - Expoente critico (v) do GR,eexa.tog2 para o modelo
de Potts puro com q estados (b & o fator Tlinear
de escala). Esta tabela € consistente (atraves da
lei de escala 2-a = dv) com a TABELA 1 da Ref.'0%,

b q 1 2 3 4
2 1.4277 1.1486 1,0236 00,9484
3 1,3797 1,1094 0,9883 0.9156
4 1.3627 1.0950 0.9752 0.,9033
5 1,3553 1,0879 0,5684 0,8966
exato 4/3 1 5/6 2/3

(iv) 0 Jacobiano associado ao ponto fixo central do modelo puro

de Potts (p=s,=S,=%) apresenta a seguinte estrutura simples:

a(q) 0 0
0 b(a) ¢(q) (2.33)
0 c(g)  b(a)

onde a(q) = 0,5 para todos os valores de q na faixa [1,10].
0Os outros dois auto-valores {respectivamente associados aos
auto-vetores (0,1,-1) e (0,1,1) sdo A(g) = b(g) - c(q) e
At(q) = b(q) + c(q); r»'(q) depende fracamente de q, e e me
nor (maior) do que 1 para g<q*(b) (g>q*(b)) e, para o pon-
to de bifurcacao, ele satisfaz A'(gq*(b)) = 1. x;(Qq) e sem

pre maior que um e e dado por:

i

Ky (qy = B2 130 * o (b=2) (2.34a)
8 + 797+ q
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) - 576 + 2092q#2+ 3051q + 22729724 901q° + 177"

2 3
+ 13q (b=3)
576 + 13887 + 1323q + 63297+ 1579” + 19™

3
t g

(2.34b)

(q) = (161128382464 + 1697859502080q ° + 8483753136128q +

t
+ 26753044992000q7 + 59776725996784q + 100721482408584q°+

Tt 122475851169593q" +

+ 52807853404826q° + 266003815963129 1 +

+ 132981697848499q  + 141113527133368q

+ 88012263034920q "

+ 112282037714602q° + 4033410386968q" "+ 1213716439993q +

7

+ 3064274397329 °F + 64547996440q° + 11251035116  +1603874125q° +

19[2 12

+ 16564782q"° +1129660q° 1" +54907" " +1696q° * +259" %)/

1]2

+ 1839227329

(161128382464 + 1447535050752q 1 +6179539095552q + 16682662418944q " +
+ 31970143639184q° + 46299588621448q" + 526267725721219° +
72 f2

+ 48157988221974q ©  + 36100260892173q=+ + 22438276696524q9 +

+ 11660435998306q° + 5093660852058q ©° + 1876055420530q° +
P T 16206221408q° +

£ 119415951q° + 12142442q° % +975746q"" 5977891 +

32 12

£ 26299 + 789" +q°0) (b=4) (2.34c)

+ 583142336798q° 7+ 152826115979q  + 33671740016q"

7z

+ 949837808q"

Usando as equacoes (2.34), obtivemos os resultados pa
ra v, indicados na TABELA 2.11 (o caso b=b foi tratado numerica
mente). Alem disso, o expoente de 'trossover'"¢ = znk'/znkt (asso
ciado ao surgimento de uma nova classe de universalidade devida
ao aleatoreamento das ligacoes) foi tambem calculado os resulta

dos sao apresentados na FIGURA 2.4.4.
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3
0 0.5 o a/q-l

FIGURA 2.4.4 - Dependencia de q do expoente critico de'"crosso -
ver'¢ do modelo puro para o randomico; b e o fa
tor linear de escala; g* e o valor de g para 0
qual existe bifurcagao (veja FIGURA 2.4.3).

Lembramos aqui que para o modelo puro de Potts estao
associados dois outros pontos fixos (nominalmente (p,s,,s,)=(0.%5,%)

e (1,5,5)). 0s correspondentes Jacobianos sao respectivamente

d(a) 0 o
CAgle) 0 (2.35a)
Xela)-e(a)  elq)
e
d(q) 0 0
e(q) ri(a)-e(q) (2.35b)
0 Ae(a)

onde o autovalor d(q) > 1, ¥q (seu autovetor & (1,0,0)), o au
tovalor e(q) satisfaz O<e(q)<1, ¥g (seu autovetor e (0,0,1) pa

ra o ponto fixo p=0 e (0,1,0) para p=1), e o autovalor At(q) e



dado pelas eqgs. (2.34) (seu autovalor e (0,1,1)).

(v) 0 Jacobiano associado aos pontos fixos randomicos (nominal-

mente (p,sl,sz)ﬁ(g,sr,T-s e (g,1-sr,sr)) nao apresenta si

)
metria, seus nove'e1ementos sao diferentes de zero e dife - .
rente entre si, os auto vetores constituem uma base nao or
togonal completa, e seus auto valores sao x(q) (ele decres:
ce muito suavemente de cerca de 0,5 a cerca de 0,3 quando
q aumenta de gq*(b) a 10; seu auto vetor associado esta a-
proximadamente na direcao (1,0,0)),%,(q) (decresce suavemen
te de cerca de 1 a cerca de 0.8 gquando g aumenta de g*({(b) a
10), e 2. (q)= Ar(q) (ele decresce de cerca de 2,2 a cerca
de 2 quando g aumenta de gq*(b) a 10; seu auto vetor associa
do esta aproximadamente na direcao (0,1,1)). Atraves do va
Tor Ar(q), podemos calcular o expoente critico do comprimen
to de correlacao V= AN b/SLnJ\r correspondendo a nova classe
de universalidade (veja FIGURA (2.4.5)).

i
+{q)

v (q")

0 | 2 a/q

FIGURA 2.4.5 - Dependencia de q dos expoentes criticos do RG(b=2)

puro ( ) e randomico (—-—-—) Vi e v, comparados com 0
valor puro exato (----- )92. Para b=2, q*=5.3, para o caso
exato temos suposto gq*=2 (lembramos que para g>4 a transi-

cio de fase correspondente ao modelo puro & de 12 ordem).



Usando a relagao de escala 2-a(g)=dv(g) (d=2) podemos calcu-

lar a descrepancia a,-a, para g>q* (desde que nao atinjamos

r
0 regime de transicao de 18 ordem); veja FIGURA 2.4.6.Nossos

resultados sao sensivelmente diferentes daqueles obtidos por

Kinzel e Domany86. Enquanto nossa diferenca ap=0 aumenta mo

notonicamente com Gyps @ deles apresenta um maximo; alem dis-
so as escalas sao bem diferentes, nosso resultado sugere que
g (exato) - ar(exato) & (para q>2 e transicao de 22 ordem )
aproximadamente proporcional a at(exéto)rcom um coeficiente

de proporcionalidade perto de 1, enquanto eles obtem diferen

cas cerca de 10 vezes menores. Nossa sugestao (at-arﬁ ut) im

plica em o = 0 para 2<q<é4, que e perfeitamente consistente

r
com ambos os dados obtidos por Monte Car1088

89,90,110. (

(0 €0.0) e atra

It}

ves de resultados experimentais o i0.14)obtido da

ref. 89 atraves da lei de hiperescala).

dt{g)-r{q) —

0.5 -

o Ve  2/3 | otg)-ad)

FIGURA 2.4.6 - Discrepancia entre os expoentes c¢riticos puro e
randomico o, e a, como fungao da discrepancia
ap(9)-a{q*) resultado %S GR (--———) compara
do com aquele obtido na Ref. (----)(0 resulta-

doa.(q) exato & ainda desconhecido).
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FIGURA 2.4.7 - Variagoes do valor da bifurcagao q* e do valor A¢
cqrrespondente a o =0 como funcao do fator de escala 1i-
near b do GR. As linhas tracejadas sao especulativas assu
mindo que podemos obter o criterio de Harris (is
to e q*=q.=2) no limite b-w

Na FIGURA 2.4.7 apresentamos, como funcao do tamanho
b, os valores que obtemos para q*(b) (onde aparece a bifurcacao)
e para qc(b) (onde at(b) anula-se ou equivalentemente vt(b)-1).
Verificamos que o criterio de Harr1587 (q*(b)=qc(b) na presente
lJinguagem) nao @ satisfeito para celulas de tamanho finito. Co

mo este critério se refere a sistemas macroscopicos, podemos es

pecular que 1lim q*(b) = 1im qc(b) (=2, no presente caso).

b+ by —=ca

Com respeito as derivadas associadas ao caso diluido
(0. =0, isto e s, = 0) nos obtemos (de fato para qualquer b)

(ds,/dp) = -2, ¥q, a qual fornece o resultado exato expresso



na eq. (2.8). As derivadas obtidas no limite p>1 estio

das na

g # 1.

TABELA 2.I11: infelizmente aparecem pequenos

- hH _

indica-

erros para

TABELA 2.II1 - Resultados da RG(b=2) associados ao modelo dilui
do (ambos os pontos criticos de percolagao e pu

ro, bem como o comportamento assintotico - para
T>0 sao exatos para todo q).
B ds d T (p)
9 T 77]1'5 c’ (vejirgg (2.7))
s;=0 C dap _ A
s =1 ' P=
1 X 1,443 0 %
2 0,495 1,329 0,1 %
3 0,490 1.267 0,4 %
4 0,488 1,232 1,5 4

Resultados numericos tipicos obtidos atraves do GR(b=2)
sao apresentados nas TABELAS 2.1V e 2.V. 0 caso g=2
os resultados exatos obtidos atraves do GR-s da Ref.

recupera
72. Obser

ve na TABELA 2.1V que a superficie critica no espaco p-$;-5, @€

guase independente de g, e muito proxima daguela determinada pe

la eq. (2.9) (isto e: (1-p)s.,+ ps,=%)). A grande quantidade de

resultados exatos (de fato, todos aqueles conhecidos para a

superficie critica, menos wuma derivada analisada na TABE

re

LA 2.1I1) que e obtida pelo presente GR tende a suportar os
sultados numericos como Sendo altamente precisos. Nos estimamos
(veja tambem a Ref. 72) que o0s resultados apresentados na TABE
LA 2.1V (e consistentemente na TABELA 2.V) sao exatos em qual-

-3 ~ )
quer lugar com um erro S, menor do que 10 "(um erro que e obti-




do

somente

(pss,) =

(0,8, 0,25)).

TABELA 2.1V -

na pior

Valores de s, na superficie critica RG(b=2),
valores tipicos de (p,Si).

- 56

regiao, mais

provavelmente

déncia com respeito a q.

na

regiao

para

Observe a quase indepen

1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
q
0.5 1 1.0000 0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000
2 1.0000 0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000
3 1.0000 0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000
4 1.0000 0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000
0.6 1 0.8333 0.7667 0.7000 0.6333 0.5667 0.5000
2 0.8328 0.7662 0.65997 0.6332 0.5667 0.5000
3 0.832] 0.7657 0.6994 0.6331 0.5666 0.5000
4 0.8315 0.7652 0.6991 0.6330 0.5666 0.5000
0.7 1 0.7143 0.6714 0.6286 0.58567 0.5429 0.5000
2 0.7135 0.6709 0.6283 0.5856 0.5428 0.5000
3 0.7124 0.6702 0.6279 0.5855 0.5428 0.5000
4 0.7115 0.6695 0.6275 0.5853 0.5428 0.5000
0.8 ] 0.6250 ° 0.6000 0.5750 0.5500 0.5250 0.5000
a 0.6243 0.5995 0.5748 0.5499 0.5250 0.5000
3 0.6232 0.5959 0.5745 0.5498 0.5250 0.5000
4 0.6223 0.5984 0.5742 0.5498 0.5250 0.5000
0.9 1 0.5556 0.5444 0.5333 0.5222 0.5111 0.5000
a 0.5551 0.5442 0.5332 0.5222 0.5111 0.5000
3 0.5545 0.5438 0.5331 0.522] 0.5111 0.5000
4 0.5539 0.5435 0.5329 0.5221 0.5111 0.5000
1.0 1 0.5000 - 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
2 0.5002 0.5002 0.5002 0.5002 0.5002 0.5000
3 0.5004 0.5004 0.5004 0.5004 0.5004 0.5000
4 0.5005 0.5005 0.5005 0.5005 0.5005 0.5000



TABELA 2.V - Valores de p da mesma superficie critica que apare

Ja
0 {1
2
3
4
0,05 1
L2
3
4
0,5 |1
2
3
4
|
|
0
0,05
0,5

WO W N W N

ce na TABELA 2.1V, para valores tipicos de J./d, e

kBT/q J,

0,5034
0,5000
0,5000
0,5000
0,3611
0,2699
0,1764
0,0701

0,5447
0,5049
0,5005
0,5000
0,4779
0,4033
0,3666
0,3337

0,6164
0,5265
0,5061
0,5013
0,5745
0,4614
0,4217
0,3985

0,7008
0,5640
0,5217
0,5072
0,6730
0,5165
0,4601
0,4327
0,1418

0,7910

0,6116
0,5469
0,5199
0,7735
0,5752
0.4986
0,4614
0,4464

0,8843
0,6656
0,5796
0,5391
0,8753
0,6374
0,5403
0,4912
0,7089
0,0766

0,9795
0,7237
0,6176
0,5640
0,9780
0,7020
0,5852
0,5237
0,9502
0,2828

l
k,T/q9d
J\F\q? 0,2 0,4 0,6 08 1,0 12 14 16 1,8
1 |
q

0,7845 0,84/3
0,6594 0,7040
0,5932 0,6257
0,7686 10,8365
0,6326 0,6820
0,5588 0,5962
0,4646 0,6328
0,0942 0,2504

10,9771
0,7990

0,6977

- 0,9756

0,7853
0,6762
0,9473
0,5232
0,2519

0,7713
0,4764

2,8

05,9513
0,8173

0,9482
0.8055

0.8909
0,5813

0,8593 0,9022 0,9461 0,9907

0,6832

0,7841

0,8828 0,9802



2.5 - Conclusodes

Foram discutidos varios aspectos da criticalidade do
modelo ferromagnetico de Potts com q estados para a rede quadra
da com ligacoes mistas temperadas. A analise foi feita dentro do
contexto do Grupo de Renormalizagao no Espago Real {GR) wusando
dois grafos auto-duais de dois terminais, que ja provaram ser
extremamente bons para a.rede quadrada, embora precisamente fa
lando, eles estejam relacionados a uma rede hierarquica {auto
dual). Atraves das operagoes de renormalizagao, a lei de distri
buicao das constantes de acoplamento (inicialmente binaria) en
volve rapidamente uma distribuigao de varias deltas. Em lugar
de acompanharmos esta distribuigcao ate atingirmos uma forma fi
Xxa, nos re-estabelegcemos a forma binaria impondo a conservacdo
dos tres primeiros momentos (Tembramos que nosso modelo possui

trés parametros livres) de uma variavel bastante conveniente {a

variavel s).

0 nosso RG reproduz varios resultados exatos disponi-
veis na literatura, tais como 0s pontos criticos corresponden-
tes a percolacao de 1igagoes, modelos de Potts puro e de dgual
concentracao, bem como o comportamento assintotico da linha cri
tica associada ao caso de diluicao de ligacoes no limite T»>0, o
expoente critico de'tPOSSOVer“¢pe o ponto critico no limite g1

(isto e, ele satisfaz o teorema de Kasteleyn e Fortuin).

0 presente tratamento introduz um pequeno erro (o
qual, para grafos com b=2, cresce de 0% a 1,5%, enquanto q au-

menta de 1 para 4) da derivada da linha critica associada ao ca



so particular de diluicao de ligagao, bem como no expoente cri
ticos do comprimento de correlacao vy (o qual, para grafos com
b=5, cresce de 1,6% a 34,5%, enquanto q aumenta de 1 para 4). 0
crescimento do erro quando nos aproximamos de g=4 origina-se do
fato de que este GR nao reproduz o aparecimento do regime de
transicao de 12 ordem (esperado no minimo para o caso puro); pa
ra sobrepujar esta dificuldade deveremos considerar um espaco

de parametros maior.

Finalizaremos resumindo os principais aspectos que a

presentaram algum progresso em nossa discussao:

(i) a temperatura critica associada a valores arbitrarios da
concentracao p e da razao J,/J, foi estabelecida numerica -
mente com alta precisao (o erro na variavel s sendo menor do
que 10°° na peor regido). os resultados sao para 1gqgé4, con
sistentemente reproduzides pela simples aproximagao analiti

ca expressa na eq. (2.9)8];

(ii) o expoente critico randomico do calor especifico o e qua

se igual a zero para todos os valores acima de g*, o gue

& consistente com os resultados disponiveis de MonteCar]o8O

e experimenta11]0 para o caso q=4;

(iii) a dependencia de g (acima de gq*) do expoente critico by
de "crossover"do caso puro para o randomico & estabelecida

aproximadamente

Tratamentos do modelo de Potts ferromagnetico randomi

co, incorporando simultaneamente o "crossover"do case puro para

- . . a a =
o randomico e a mudanca do regime de 2= para 1- ordem, serao

muito benvindos.



CAPTTULO 3 - CONDUTIVIDADE DE UMA REDE QUADRADA DE RESISTORES
COM LIGAGCOES MISTAS

3.1 - Introducao

A condutividade eletrica em redes randomicas de resis
tores e a sua criticalidade tem sido tema de consideravel nime-
ro de estudos nos ultimos anos. Aproximagoes teoricas, tais co

mo simulacoes em computadores]]]’]Tz, Grupo de'MHmrdeZag§096J]3

]]4-]20, bem como resultados experimentais]21_123

{GR) e outros
ja estao disponiveis. Entretanto, o problema ainda nao foi resol-
vido totalmente mesmo para sistemas mais simples, tais como a
rede quadrada com uma distribuicdo temperada binaria de condu-
tancias {a condutancia da ligagdao, sendo g, ou g,, respectiva -

mente, com probabilidades {1-p) e p). A forma funcional da con

dutividade o= o(p, 91’92) permanece ate agora desconhecida.

Neste capitulo utilizamos o formalismo de Grupo de Re
normalizacao .visto no capitulo anterior para o modelo de Potts
e 0 adaptamos para tratar a condutividade na rede quadrada com
ligacoes mistas. No paragrafo 22 nos introduzimos o modelo e o
formalismo de RG, no paragrafo 39 apresentamos 0s resultados, e

finalmente, concluimos no paragrafo 49.

3.2 - Modelo e Grupo de Renormalizacgao

Consideremos a rede quadrada com a seguinte distribui:

cao de condutancias associada a cada ligacao:
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P(g) = (1-p) 8(g-9:)+p 8(g-g,) (9,,9,20) (3.1)
A condutancia de um arranjo em Serie ou em paralelo

de duas ligacoes (com condutancias g, e g, € respectivamente da

da por:

g. =9, + g, (paralelo) (3.3)

A primeira equacac pode ser escrita da mesma forma que a Segun

da, nominalmente:

D D —D
99 = 30 + 95 (3.4)
D _ 2

.COITI 91 = 90/91 (1 = ],2,3) (3 5)

onde D entende-se por dua1®? (veja também Refs. 74, 81, 122  pa
ra uma discussao relacionada sobre 0s modelos de Potts e Z(N)),
e g, e uma condutancia arbitraria de referencia.

. .- . 6
Introduziremos agora uma variavel conveniente g:

=4 _ - (3.6)

a qual satisfaz uma interessante propriedade (como se fosse uma

probabilidade, veja eq. (2.17) do capitulo anterior), ou seja:

sPigy = s(g?) = 1-5(9) - (3.7)



onde utilizamos a definig3ao (3.5). Baseando-nos na variavel S,
ser-nos-a possivel construir um GR, muito eficiente (semelhan

te ao que ocorre para o problema de diluigao de 1igag§es69).

Introduziremos agora o formalismo de GR, que leva
0(9,:9,5P)> atraves da renormalizacao do grafo auto-dual da.pog
te de Wheatstone (veja FIGURA 3.2.1b), a uma simples ligacao
(FIGURA 3.2Ja). A condutancia 9h de uma ponte de Wheatstone com

condutancia elementares g,,9,.....,d, (como esta indicado na FI

GURA 3.2.1b; veja o Apendice B para o calculo de g, atraves do

FIGURA 3.2.1 - Arranjo de condutancias auto duais com dois ter-
minais (o e e denotam respectivamente os termi -
e 0$ nos internos). Dentro do presente RG o gra
£o (b) & renormalizado no grafo (a).

Conseqilentemente a lei de distribuicao P, associada a

FIGURA 3.2.1b, se cada uma das ligacbes esta associada a distri

buicaoc P(y) (Eq. 3.1), & dada por:
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P (9) = [(1—p)5+(1-p)“p]6(9-91)+4(1-p)4p6(9-

2
3g,+59,9, s 2 [ 9.+59.9,+39,
——————|+ 2(1-p) p §{9- +
5g9,+39, 2g9,+69,

29 g

.3 ol
2(1-p) p’8flg- —+-2|+ 4(1-p)°p°8[g-
91+92

3 2 2
gl+59192+2g192

2q92+5 2
g1 g192+ 92

., g2+49%g,+39, 9 ) s
+ 2(1-p) p S§(9- — > 1+ 2(1-p) p 6(9 -
39,+49,9, + 9,

gi+4g2g +39 g2
L2 2 wa(1-p) e8| g

2 2
gg+59291+29291)

392+4gzgl+gf 29§+5gzgl+gj
2 3 29,9, ) g,+4g, 9 +3g°
+ 2(1-p) p §({9- +2(1-p) p & 9- -
9,+9; 29,769,
3g2+5g. 9
n
s+ 4(1-p)"p 8 [ g- ———22\ + [(1-p)p +p ]S (9-9,) - (3.9)
59,+39,

Podemos, em principio, acompanhar a evolugao sobre sucess{-
vas renormalizacoes, da lei de distribuigao ate que ela atinja
uma forma invariante. Este procedimento ja foi feito”3 para re
des randomicas de resistores. Vamos, entretanto, utilizar o mes
mo procedimento do capitulo anterior, gue consiste em aproximar

a funcao de distribuigao PH(g) por uma binaria dada por:
P'(g) = (1-p") &(g-9;)+p' 8(9-9,) (3.10).

onhde p', g' e g; serao completamente determinadas (como uma
1
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funcao de (p, gl,gz)) impondo-se a conservacao dos tres primei

ros momentos da fungdo f(g) a ser escolhida. Uma possivel e na
tural escolha & f(g) = g , e chamaremos este GR de GR-g. Entre-
tanto, uma escolha mais conveniente e sofisticada & possivel,no
minaimente f(g)= S{(g) (chamaremos o correspondente GR de GR-5).

Para sermos precisos, nos impomos:

<S(g)>P, = <S(g)>PH (3.11a)
<[S(9)]2>p: = <[S(9)12>PH (3.11b)
<[5(9)1 750 = <[] 7>, (s.11¢)
dai:
5 " 4 3g2+59 92
(1-p)Si+p'Sy = [(1-p) +(1-p) pIS,+4(1-p) P S(fw3~——5~—) +...=F(p,S5,S,)
, 5g1+3g2
(3.12a)

3gz+5g g

1 2 0 132

(1-p)Si74p's, "= [(1-p) +(1-p) 'p|S +4(1-p) p [% (———L~ﬂﬁ—*~) +...=6(p,5,,5,)
59,+3g,

(3.12b)
3
i 3 2
g,+59,9,
(1-p)S1%+p*sL®= [(1-p) *+(1-p) "p)Si+4(1-p) 'p S(-ﬂ—i——ﬂi—ﬂ) +...=H(p,S,,S,)
5gl+3g2

{3.12c)

onde S; = S{gi) e S;y = S(gj) (i=1,2). A solucao da serie de

eq. (3.12) nos da:

p' = —k (3.13a)



S' = F + LvK (3.13b)
1
Vo 1
s!=Fxp K (3.13¢)
onde
K=6-F >0 (3.14)
e
_ (H-3FK-F°) 2 +4KC - (H-3FK-F?)
L = . (3.15)

o sinal de cima (de baixo) nas egs. (3.13b)e (3.13c) sera usado na
regido S, >5,(S,;<S,), isto e g9,>9, (9,<9,). As equacoes {3.13)
fornecem p', g;_e g, como funcoes de p, g, €9, 5 a condutan-
cia de referénbia 9, g8 cancelada devido a estrutura homogenea
das eqs. {3.13), fechando, portanto, o problema operacional. Fi
nalmente, a condutividade ¢ do sistema, como uma funcao de p e
9,/9, para umé valor fixo de g,, renormaliza-se como 1/9, (veja

Refs. 69,113, 123-125)

3.3 - Resultados

As relacoes de recorréncia (3.13) fornecem a superfi
cie indicada na FIGURA 2.4.1a. A unica diferenca entre o grafo da
FIGURA 2.4.1a e o grafo para resistores, e que neste Ultimo ndo

existem as fases paramagnetica (P) e ferromagnética (F). Observemos que:

i) existem dois pontos fixos totalmente estaveis, ou seja

(P> S,55,) = {0,0,0) e (1,1,1), gue permitem (através da de
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terminagao da separatriz entre suas respectivas bases atra-
toras) o calculo numérico da superficie que estamos interes-

sados;

i1) o caso particular isolante-resistor (supercondutor-resistor)
corresponde as linhas sobre os planos S =0 e S, =0 (S =1

e 5S,= 1),
i11) o caso puro ou homogéneo (g, ,=g,) corresponde a regido tipo

um H torcidoformada pelos segmentos p=0, p=1 e 5,= 5,3

iv) a caso de igual concentragdo (p=%; g # g ) corresponde a

Tinha S + S,= 1.

Na FIGURA 3.3.1 nos representamos, no espago (0,p) pa
ra g, fixo e valores tipicos de «=g /9,>0, a superficie que a

parece na FIGURA 2.4.1a.

Este GR-S fornece os segquintes resultados exatos:

do(p) - 2o(l-o) (3.16)
o(l)dp b=0 1+a

e consistentemente
do(p) . 2(1-0) (3.17)
0(1)dp p:] T+a

bem como:

5(0)/o(1) = (3.18)



o(p) o(l-p) . o Ap (3.19)
o(1) of1)
logo:
1
g%%%- = Va (3.19")
A eq. {(3.16) reproduz para d=2 a eq. (9) da Ref. 96; a eq.

(3.19) reproduz a eq. (5) da Ref. 96. 0 Grupo de Renormaliza-
¢do g {GR-g) & numericamente menos performante: por exemplo, in

ves da eq. (3.16) exata, ela leva a:

_do(p)| . 8a(l-a) (3.20)
o(1)dp p=0 3a+5

que coincide com a eq. (8) da Ref. 96 para (d,n) = (2, 1).

0s expoehtes criticos t e s (definidos, no limite de
percolacaoc de ligacao p ~ Pe = Y , atraves de o(p;a= O)m(p-mﬁt e
g(p,a =<>o)°¢-(p—pc)_s) (:01'nc1'demn8 para a rede quadrada,mas seu
valor numerico exato e ainda desconhecido. Para determina-los
dentro do presente GR-S, nos calculamos o Jacobiano

J = 3(p'.a'sS,)/3(psa,S,) no ponto de percolagao (p,a,S,)=(%,0,1),

e obtemos:

13/8 0 0
J = 0 23/12 0 (3.21)
13/8 0 23/12
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FIGURA 3.3.1 - Dependéncia da concentragao da condutividade na

rede quadrada de resistores com ligacoes mistas

temperadas, para razoes tipicas g,/g, (numeros so
bre as curvas). ¢,/qg,=0 e g,/g,= = corresponde,
respectivamente; as misturas condutor-isolante e
condutor-supercondutor. A linha tracejada indica

a assintota .p=k.
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Cujos autovalores saoc A,=13/8 e A,=x,=23/12. 0 expoente critico
termico v=&n b/&n A, , bem como o expoente t=s=gni,/&nix, estao
indicados na TABELA 3.I.  Antes de concluirmos esta secao, po
demos dizer que os argumentos heuristicos propostos nas Refs.
72, 80, 81 e 84 sugerem a seguinte expressao analitica aproxi-

mada para o(p)/c(1); nosS propomos:

<S>p = L (3.22)
logo,
(1-p)S, + pS, = % (3.23)
portanto,
_Q-pla p 1 (3.24)
ato(p)/o(1) T+o(p)/a(1) °
e consequentemente:
a{p) - %{ V(1-a) (1-2p) +45- (T-a)(]—Zp)] (3.25)
o{1)

Podemos rapidamente verificar que esta expressao coin
cide com o caso particular Z=4 da eq. (5.7) da Ref. 115 obtida

por Kirkpatrick atraves de uma aproximacao de Mejo Efetivou



TABELA 3.1 - Valores dos expoentes criticos v e t=s forneci-
dos pelo presente GR e por outros metodos

GR-g GR-S 0UTROS
v | 1,428 | 1,428 - 4/3 (exato)'%°
t | 1,235 | 71,340 1,261¢7

1,28 + 0 0328

130129

1/3130

1,237%?

3.4 - Conclusoes

Dentro do contexto do Grupo de Renormalizacao no Es-
paco Real calculamos, para concentracoes arbitrarias e valores
das (duas) possiveis condutancias, a condutividade da rede qua
drada com ligacoes mistas temperadas com uma distribuicao bina-
ria de condutancias. 0 resultado, fornecido pelo nosso melhor
Grupo de Renormalizacao (RG-S}, & deveras encorajante, uma vez

que ele reproduz quase todos os resultados exatos disponiveis

na literatura (probabilidade critica de percolagao,inclinagoes,
relacoes de dualidade) e ainda fornece valores satisfatorios pa
ra os expoentes criticos das misturas condutor-isolante e con-
dutor-supercondutor t=s5=1,340 (a ser comparado com outros re-

sultados numericos recentes tais como 1,26]27. 1,28]28, 129

130

1,30
1,33.. ). Dé algum modo, esta alta precisao nao e normalmen-
te esperada para a aproximacao de Grupo de Renormalizacac, usan
do um grafo tao pequeno (b=2). Tres razoes contribuem para que

este fato ocorra:



(i) ambos os grafos da FIGURA 3.2.1 sao auto duais (grafos de 2 ter

96, 131, 132

minais, uma escolha que ja ha algum tempo sabe-

-se ser muito conveniente para a rede quadrada);

(ii) o espaco de renormalizagao & relativamente grande, no sen.

tido de que ele e tri-dimensional (p, S ,5,)3

(iii) finalmente, as medias sao feitas sobre uma variavel muito
conveniente (a variavel S) que se transforma, sobre duali

dade, simplesmente como uma probabilidade (veja eq. (3.7).

E importante ressaltarmos um fator técnico interessan
te: a probabilidade critica exata Pe= ¥ foi obtida sem 1impor,
"a priori", a relacgdo de recorrencia para a percolagao do GR,

como e usualmente feito (veja, por exemplo, a Ref. £9).



CAPTTULO 4 - CRITICALIDADE DO MODELO FERROMAGNETICO DE POTTS SE
MI-INFINITO: UMA APROXIMAGKO DO GRUPO DE RENORMALI
ZACRO

4.1 - Introdugao

0 comportamento critico do magnetismo de superficie e

muito rico e tem sido objeto de estudo, tanto do ponto de vista

dos fisicos teariC0529—32,34,38,42,43,133,134,139—143,149—153 .

como dos experimenta1551’52’148; veja a Ref. 47 para uma revi-

sao, como tambem a presente introducao.

Sabe-se agora muito bem que, se considerarmos um sis
tema magnetico tri-dimensional semi-infinito com .volume e super
ficie livre ferromagneticos com constantes de acoplamento (en
tre primeiros vizinhos}), respectivamente Jg € Jg (a interacao po
dendo ser Ising, Heisenberg anisotropico, Potts, ou ainda mais
complexa), varios tipos de transicao de fase estarao presentes

no diagrama de fase (veja FIGURA 4.1.1): Para temperaturas sufi

3D 3D

cientemente baixas, mais precisamente para T<TC n JB/kB’Oﬂ

n3D 30 . 4.511 para o modelo de Ising com

de & um numero puro (n
spin % na rede cibica simples), todas as camadas de spin (par -
tindo da superficie livre, correspondente a cota Z=0, ate a pro
fundeza do volume, correspondente a cota Z+~ ) estao magnetica-
mente ordenadas (fase volume - ferromagnetico, denominada BF) 3
o perfil Z da camada de magnetizacgao aumente ou ‘diminui res-

pectivamente com o aumento de / para JS/JB<<1 ou JS/JB>>1 , e g

achatada para valores intermediarios de Jg/Jd,.



- 73 -

3 .
Quando T cruza o valor TCD, ocorrem dois importantes casos, de

acordo com ambos A=Jc/Jp-1<A _ou A>A _, onde A _ & um numero pu

B
3D
ro satisfazendo O<A<ﬂ?ﬁ -1 {a temperatura critica estritamente
n
bidimensional e dada por TED = HZD JS/kB, onde n2D & um numero
buro, nZD: 2,269 para o modelo de Ising com spin % na rede qua

drada, portanto, para uma rede cubica simples semi-infinita,ele
4,511
2,269
te-Carlo sao da ordem de AC=0,5 - 0,6}). No primeiro caso(A<AC),

e 0<AC< -1 = 0,9B8; de fato, os valores de series e Mon-

todo o magnetismo das camadas m{Z) anulam-se simultaneamente (ve

- . - 3D
ja Ref. 153 e outras ai inseridas) paraTﬁD(mBsznﬂZ*wﬁﬂTiDJDS ,
BBD sendo o expoente c¢ritico do sistema tridimensional ;
B
mg = m(Z:O)w(TiD-T) ' onde B1 € o novo expoente critico e,em ge

ral, e diferente dos valores de ambos os sistemas bi e tridimen

30_., M1 .
c -T) se mantem para 0<Z<x , e a fase

sional; a mesma ltei (T
paramagnetica (denominada P) aparece. No. segundo caso (A>AC) R
3D

anula-se (mBoc(TiD-T)B ), enquanto m(0OgZ<=} (possivelmente)

Mg

apresenta somente uma pequena singularidade, mantendo um valor

finito (superficie ferromagnetica, denominada SF) acima de
T:Ti(A), quando ela, por sua vez, anula-se (mﬂkZ«nﬁﬂTiJUszn ,

an sendo o expoente critico bidimensional), logo restaurando
a fase P; & intuitivo que Ti satisfaz necessariamente Ti > TiD
(de onde obtemos Ac<n3D/n2D -1, como exposto anteriormente). O

caso marginal A=A corresponde a um ponto multicritico (que e

o ponto superficie-volume, denominado SB) e esta associado a uma

3D SB
classe de universalidade (mBoc(TiD—T)B , mas m(o$z<agm(TiD_U81

B & em geral diferente dos tres ante-

. . . 3D 2D
riormente mencionados, nominalmente B~ ", B e B3 observe que

S _ 23D
TC(AC) - Tc

(Ti(A)/TgD -1}~ A(A/AC-1)]/¢ (veja FIGURA 4.1.1). 0o que defi-

. S
onde o expoente critico B

Nas proximidades do ponto SB (A+AC+O),esperamos
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ne a amplitude critica A e o expoente de "crossover"s.

kg T/g 4

10

N |

—

FIGURA 4.1.1

N

2 3 ] 5 ) 10
h3D/ﬂ20

- Diagrama de fase do modelo de Ising (g=2) na rede

cubica simples no espaco kgT/dg-dg/dp. BF, SF e P
denotam respectivamente as fases volume-ferromagne
tico, superficie-ferromagnetica e paramaghética
Todas as tres fases se encontram no ponto multi -
critico SB (superficie-volume). As Tinhas com pon
tos e tracgos correspondem ao caso limite onde a
superficie (d=2) esta completamente desconectada do vo
lome (d=3).
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Se em lugar da magnetizagao nos enfocamos o compri-
mento de correlacao, esperamos, consistentemente com o que ja

foi dito, os seguintes expoentes criticos: enquanto o comprimen
3D -
3[)]'\)

to de correlagao do volume diverge em TiD como |T-T

pa
ra todos os valores de A, o comprimento de correlagac da super

ficie diverge sobre a linha P—BF(A<AC), como |T-T3D|_vl
2D
bre a linha P-SF(A>AC) como |T-Ti(a)| Y. Para a criticalidade

., €, SO

do volume o desvio do acoplamento da superficie determina um no

vo expoente critico {no ponto multicritico), denominado yiB e inicialmen-
1

te introduzido por Burkhardt e Eisenrieg'ler31 em 1977. De modo que pode apa-

recer uma suave singularidade no comprimento de correlacaoc da su

perficie sobre a linha BS-SF (A>AC).

0 quadro descrito acima ja foi demonstrado satisfato-
riamente (embora parcialmente) para o modelo de Ising com spin
% na rede cubica simples semi-infinita, em particular, os se-
guintes valores numericos {confiaveis) ja foram obtidos:
C:O,6i0,1 (series, Ref. 135) e 0,5:0.03 (Monte Carlo, Ref.153)
e $=0,68 (espansaoc e, Ref. 139) e 0,56x0,04 (Monte Carlo, Ref.
153). De acordo com o que sabemos, nao existem tais informagoes
para o modelo de Potts com q estados, que reproduz o modelo de
Ising para g=2 e a percolacao de lTigacoes para q=123. . Algumas
aproximacgoes de Grupo de Renormalizacao no Espago Real ja foram

feita‘s39’40’42’44 mas elas enfatizam os aspectos qualitativos do

problema mais do que os quantitativos.

Neste trabalho, desenvolvemos um calculode GR que segue

a linha da Ref. 44; entretanto, ndos utilizamos (em vez do grafo

tipo Migdal-Kadanoff ali introduzido) um recente grafo]36 que
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ja mostrou fornecer excelentes resultados para a rede cubica sim
ples. Como uma conseqliencia da qualidade deste grafo (cujo ta-
manho € tal que envolve um grande trabalho computacional) foi
possivel se obter resultados bons do ponto de vista quantitati
Vo para a dependencia com g maAC,¢,A, 1/yi? e TE(A) {0s resultados
para Ti(A), e conseqllentemente para AL e A, foram melhorados a

traves de uma conveniente extrapolacao do tratamento de GR).

Na secao 4.2 introduzimos o modelo e o formalismo; na
secao 4.3 apresentamos os resultados, comparamos com outros tra
balhos disponiveis e discutimos o problema de percolagao de 1i-.

gacoes; finalmente concluimos na secao 4.4.

4.2 - Modelo e Formalismo
Consideremos o sistema cujo Hamiltoniano e dado por:

3 = -q =T J. .8 (0.=1,2,...,0,%.) (4.1)
<i.j> 137040, i i

onde <i,j> representa a soma sobre todos os$ pares de sitios pri-

meirgs vizinhos de uma rede clbica simples semi-infinita; Jij e

igual a JS(.Jszo) se ambos os sitios pertencem a superficie Tivre, do tipo

(1,0,0), e iqual a JB(JB>O) de outro modo. Lembremos aqui a defini-

cao da variavel t (transmissividade termica, Ref. 54)

-qd [k, T
I T e [0,17 (r=B,S) (4.2)
r - %qu/EET
1+{q-1)e




dai:
[ 1+(g-1)t_]
JS Q’n_ 1-tS ]
A = T - 1 = - - - -] (4.3)
B ]+(q—1)tB
&n
I 1-tp |

Construimos um GR seguindo ao longo da linha Ref. 44
(onde sao utilizados grafos de dois terminais). A relacao de re

corréncia para a transmissividade do volume & dada por:
(4.4)

onde f(tg) e a transmissividade equivalente associada ao grafo
da FIGURA 4.2.1 (veja Ref.136); f(tB) € uma razao de polinomios
(com aproximadamente 1000 termos nos numerador e denominador)
na variavel tB’ com coeficientes dependentes de q, a qual foi
calculada atraves de implementacdo analitica (no computador) do
M4,

Analogamente a relacdo de recorrencia para a transmis

sividade da superficie e dada por:
t; = g(tgsty) (4.5)

onde g(tS’tB) e a transmissividade equivalente associada ao gra
fo da FIGURA 4.2.2; para calcular g(tS,tB) utilizamos o progra

ma mencionado acima.

0 fluxo, no espago tB-tS, associado com as eqgs. (4.4)

e (4.5), fornece para arbitrarios valores deq, o diagramade fase
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(e portante & _, ¢ e A ), bem como os expoentes criticos termicos

vED, v3D e 1/yiB
1

A
/G )i’ — t!
B
/2( tB
A
a) b)

FIGURA 4.2.1 - Célulasdo GR para o volume, cada ligagao esta as
sociada a constante de acoplamento ao volume Jg.
as setas indicam os nos terminais. a) para b=3

b) para b=1 {(renormalizamos a) em b)).

[

B T o]
wy

o. ..

b)

FIGURA 4.2.2 - Célula do GR para a superficie livre; as  liga-
cOes tracejadas (cheias) estao associadas a cons
tante de acoplamento JS(JB) da superficie (volu
me); as setas indicam os n0s terminais. (a) para

b=3; b) para b=1 (renormalizamos a) em b)).
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Diagrama de Fluxo

0 diagrama de fluxo e, para qualquer valor de g,do ti

po indicado na FIGURA 4.3.1

{qualitativamente semelhante ao que

aparece na Ref. 44}). 0 qual apresenta os seguintes aspectos:

L

— /—'_—_
N B> e e ,;5’
N\ -~ - 21
\ 4 - -~ /
\ \ s/ - -~ s 7y
Yo / - - /
08 \ Yo / .7 // // ;s
Rol o \ \ // // - , / l/ /l
\ \ P // / 7
\®\ * / d - O // /l
/
4\ * { / ,‘/ 7 s /7! /
oel N\ |4 - . s s/ /g
- r—\ I / Vd s I
\ b\ Vo ; ) b 4 Lo / // ,/ '
Ny S P A B
> \fro ; S A |
S ~ 1.4/ 4 - / s 7 /
04 S 7 / /
. F —— / -~ Vd y / /
I/ \‘\\ - 7 p // /
9 -~ SB / / /
waur 4 /
¥ o1 N 4 o« 4
8 Y . /
()2'_/ 17 \ 7 /s s /
/ / ~-— // Ve )
P / 1
¥ d B -~ / /
et el / :
0 0.2 04 06 08 1 15

FIGURA 4.3.1 - Diagrama de fluxo para g=2 no espago t(transmis-

sividade do volume) - tg(transmissividade da

Su-

perficie Tivre). ® , 0o e o denotam respectivamen
te os pontos fixos trivial (estavel), multicriti
co {instavel) e critico (semi-estavel).As linhas
tracejadas sao indicativas. As tres fases sao vo

lume ferromagnetico (BF), superficie

ferromagne

tica (SF) e paramagnetica (P).
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i) os pontos fixos triviais (estaveis) (tg-ts) = (0,0), (0,1) e

(1,1) correspondem respectivamente as fases P, SF e BF;

ii) o ponto fixo critico (semi-estavel (tp,tc) = (0,1/(¥q+1))

reproduz o .ponto critico bidimensional exato;

ii1) os pontos fixos criticos (semi-estaveis) Bl[(tB’ te) =
3D (1 3D

(tg > té ))] e Bz[(tB,tS) = (tg 1)] correspondem res-

pectivamente aos casos onde mg e m anulam-se e nao se

S
anulam simultaneamente; th e, para.q £ 4, cerca de 10% me

nor do que o melhor valor que se conhece. (Veja TABELA 4.1).

iv) o ponto fixo multicritico (totalmente 1'ﬂS’Ca#V!ﬂ)SB[(tB, ts)=
(th, th)] constitui por si mesmo uma classe de universa-

lidade.

v) as linhas criticas P-SF, P-BF e SF-BF pertencem respectiva-
mente as classes de universalidade associadas aos pontos fi

X0S S, Ble BZ.

4,3.2 - Extrapolagao

A linha critica P-SF no espago (tB,tS) pode ser melho
rada quantitativamente atraves de um procedimento muito simples

que consiste em um deslocamento do eixo ty (sem distorcao do ei
3D

xo t¢ tal que tB coincide, por construgao, com o melhor valor

disponivel (considerado como th (exato)). Em outras palavras
. ..+ 3D 3D ' P

(tB,tS) fica (tB -tB (exato)/tB ,ts).Esta extrapolacao melhora

consistentemente Ti(A), A. e A (veja FIGURAS 4.3.2 e 4.3.3).Por

¢
exemplo, A . e dado pela eq. (4.3), onde t, & substituido por
C B

t3D SB

B (exato), e tg e substituido por tS .
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q 1/2 1 2 3
25102 0.22604  }0.19492 0.17505
tg
2668%  |o0.2a7P 0.21811¢ 0.19669
te 58578 0.50000 |0.41421 0.36602
.035 1.651 1.369 1.244
\)2D e e e e
772 4/3 1 5/6
.361 1.198 1.041 0.960
3D . -
v - 0.88 0.6307 0.40 +0.13
1/yi8 531 2.008 1.623 1.452
1
.538 0.597 0.641 0.661
| h
" ; . 0.68 . -
- - 0.5620.04" -
.3 0.7 0.5 0.4
A
J1* 0.6% 0.4% 0.3%
668 1.103 0.762 0.630
A L473% 0.899*% 0.569% | 0.458%
c - - 0.6+0.1J -
- - 0.5+0.031 -

TABELA 4.1 - Resultados do GR e resultados exatos (ou de series)
para os pontos criticos ty e tg (o GR r;Broduz 0o re
sultado exato para todo gq)., expoentes v " (d=2),
v3D(d=3), 1/yiB (para o ponto multicritico (SB)) e
¢ (expoente deltrossovef"),a amplitude critica A e
o parametro adimensiocnal A, = JS/JB—1 o qual loca-

liza o ponto multicritico $SB. * representa a nossa

melhor proposta (extrapolada); (a) REf. 137; {(b)
Refs.138, 154; (d) Ref. 145; (e) Ref. 1263 (f) Ref.
1445 (g) Ref. 155; (h) Ref. 139; (i) Ref. 153: (J)
Ref. 134; (&) Ref. 179; «c) Ref. 154.
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kgT g

14—

€D

0 ! I 1 l I 1 1 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 A

FIGURA 4.3.2 - Evolugao de A com q do diagrama de fase A-T in
dicado na FIGURA 4.1.1.
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kgT g

14 |-
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€

oL, .+ 4oy
o 1+ 2 3 4 5 6 17T 8

FIGURA 4.3.2 - Evolugao de A com q do diagrama de fase A-T in
dicado na FIGURA 4.1.1.
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4.3.3 - Expoentes Criticos

A matriz jacobiana Mzza(té,té)/a(tB,tS) calculada pa
ra um ponto fixo particular da presente recorrencia, do GR & da

da por:

M

Ii
o
In
o
o

0.8|-

0.4t

0 | | "1

0 1 2 3

FIGURA 4.3.3 - Evolugao com g de A. e A (bem como de seus res-
pectivos valores extrapolados, Ag e A*) obtido pe
To presente GR e, ¢,0, e W denotam respectiva-
mente o0s resultados para AC e q=2 (Ising) forne-
cidos pelas referencias 135,153,152 e atraves da
aproximacao de campo medio.
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4,3.3 - Expoentes Criticos

A matriz jacobiana Mzza(té,té)/a(tB,ts) calculada pa

ra um ponto fixo particular da presente recorrencia, do GR & da

da por:
g 0
M = (4.6)
H )\S
T o I . L _
16
1.2 |-
AC
At
0.8 G
A
A+ .
04 -
[
0 | | .
0 | 2 3

FIGURA 4.3.3 - Evolucao com g de A. e A (bem como de seus res-
pectivos valores extrapolados, Ag e A*) obtido pe
lo presente GR ®, ¢,0, ¢ W denotam respectiva-
mente os resultados para AC e g=2 (Ising) forne-
cidos pelas referencias 135,153,152 e atraves da
aproximacao de campo medio.
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v o4

0 ‘ | | ' | L.
0 I 2 3 | 4 q

FIGURA 4.3.4 - Dependencia em g dos expoentes criticos do com-
primento de correlacao, y2D (d=2) e 30D (d=3) do
expoente critico 1/yt? (no ponto multicritico su
perficie-volume), bem como o expoente de 'crossover”
@. A linha com tracos e pontos indica o resulta-
do exato de den Nijs para v20‘ ¢ e § indicam os
resultados obtidos nas Refs. 10 e 153 para §, en
quanto que o e ® sao, respectivamente, os resul-
tados das Refs. 155 (q¥2) e 144 (g=1) para o va

lor de v3D.
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existe percolagao no volume, mas existe na superficie. Para
pS>O.417, a percolagdao na superficie & possivel, mesmo na ausen
cia de percoltacao no volume (i. e., pB<0.247): neste caso, 0 Vo

lume ajuda a superficie a percolar, embora ele mesmo nao percole.

.ps ¥

06

I

04—

0.2

0 0.2 04 06 08 ! Pa

FIGURA 4.3.5 - Diagrama de fase para percolacao de ligacoes no
espago pg {probabilidade da superficie) - Py (pro
babilidade do volume). Sao possiveis tres fases,
nominalmente a nao percolante (NP), a percolante
no volume (BP) e a percolante na superficie (SP).
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4.4 - Conclusoes

No contexto do Grupo de Renormalizacao no Espaco Real
utilizando grafos sofisticados, nos melhoramos substancialmente
e completamos os resultados obtidos reéentemente por Tsallis e
Sarmento44 para a criticalidade do modelo ferromagnetico de Potts
com q estados na rede cubica simples semi infinita. 0 ponto cri
tico exato € reproduzido no limite assintotico bidimensional

(AEJS/JB—1+m) para todos os valores de q.

Este GR fornece os pontos criticos tridimensional com
uma discrepancia da ordem de 10% em relacao aos melhores resul-
tados disponiveis (série, entre outros). Esta diferenca e elimi
nada atraves de uma.extrapolacao simples. Conseqlentemente, a-
creditamos que os diagramas de fase (kBT/'JB X A) sao do ponto

de vista quantitativo, bem fidedignos. Destes diagramas de fase

obtemos Ac(q) (valor de & acima do qual e possivel a fase de su
perficie mesmo na ausencia da fase de volume) e A(g) (amplitude
critica no ponto multicritico superficie-volume). Para o caso
particular de Ising obtivemos AC(Z):O,569, a ser comparado com

135 153

os resultados de serie 0,6 + 0,1, e com o de Monte Carlo

0,5 + 0,03 , também obtivemos A(?) =0.4 (tanto quanto sabemos, nao
existem resultados na literatura, tal que possamos comparar, O
mesmo acontece para Ac(q) e A(q) para q # 2). Este tratamento le

va, ho limite g»0, Ac(q) ~ 2/Yq.

No ponto multicritico superficie-volume, esta teoria
fornece tambem o expoente de 'trossover"$(q), e o expoente chti

co 1/yi?(q) (estas quantidades nao foram extrapoladas). Para o
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caso de Ising, obtivemos 1/yiB(2) = 1,623 e ¢(2) = 0,641; este
1

ultimo pode ser comparado com o resultado da expansao 9139 0,68,

e de Monte Car10]53 0,56 = 0,04.

Em contradicao com a teoria de Lipowsky39’40, noesso
tratamento nao apresenta indicacao de novas fases para valores
de g bastante altos. Isto pode ser uma evidencia real ou um ar
tefato matematico da aproximacao: nao temos argumentos suficien

tes para discriminar entre estas duas possibilidades.

Todos o0s resultados acima se referem a rede cubica
simples e mantém-se somente para transicoes de fase de 20 ordem.
Conseqgllentemente, q tem que ser menor do que um valor critico
q. (qC:4 para sistemas estritamente bidimensionais {ver Refs.9]
e 156, g, = 3 para sistemas tridimensionais (ver Refs.l4be 157).

>

Entretanto o calor latente e pequeno para g = G.» © conseqtente

mente a descricao total pode ser mantida ate q = 4.

Um ponto de vista alternativo (ver Ref. 158) e a rede
hierarquica associada dos grafos (de dois terminais; Ref. 136)
das FIGURAS 4.2.1 e 4.2.2 {veja tambem Ref. 44). Para esta rede,
todos os resultados anteriores {(nao extrapolados) neste traba -

Tho sao exatos e se mantem para q » 0.
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CAPTTULO 5 - INTERFACE E SUPERFICIE LIVRE NO MODELO FERROMAGNE
TICO DE PDTTS: DIAGRAMA DE FASES E EXPOENTES CRT-
TICOS

5.1 - Introducao

Fenomenos criticos associados com o magnetismo de in

terfaces (defeitos) tem sido recentemente objeto de estudo atra
veés da transformacao de Grupo de Renormalizacgao (GR). Em parti-

cular podemos destacar, entre outros, os trabalhos de Burkhardt

41 43 46

(1981), Lam e Zhang (1983), da Silva e Col

160

e Eisenriegler
(1985) e dos Santos e Col (1985). Neste trabalho utilizare -
mos um Grupo de Renormalizacao semelhante aos das Refs. 45 e 46
para tratar do problema de interface no modelo ferromagnético de

Potts com g estados, tendo como caso particular o problema de

superficie Tivre.

Supomas ser o sistema constituido por dois volumes cu
bicos simples ferromagneticos de Potts separados por uma inter
face (1,0,0) tambem ferromagnetica de Potts com q estados. Todos os P2
res de primeiros vizinhos em cada um dos volumes semi-infinitos
interagem respectivamente com constantes de acoplamentos J, e
J,, exceto pelas interacoes perpendiculares Jy, e J|, que conec

tam os volumes a interface (constante de acoplamento JS).

0 presente Capitulo e organizado como segue: na se-
cio 5.2 introduzimos o modelo e o formalismo do GR. A evolucao
do diagrama de fase com o numero de estados q e os expoentes cri

ticos para ambos os problemas de superficie livre e de interfa
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ce sao apresentados na sec¢dac 5.3. As conclusoes sao resumidas

na secao 5.4.
5.2 - Modelo e Formalismo do GR

0 Hamiltoniano do modelo ferromagnetico de Potts com

q estados e interagoes entre primeiros vizinhos e dado por:

&= - q Z J;. 6 (o.=1,2,..!,q, A1) (5.1)
<i,j> 1] 040 L
onde éﬁioj g a delta de Kronecker e Jij e igual a J, na inter

face, Jll (le) para 0s acoplamentos entre a interface e a pri
meira camada do volume semi-infinito e J,(J,) no restante do vo

lume. (ver FIGURA 5.2.7)

Desenvolvemos um calculo de GR baseado no grafo intro

136 (1984) que ja demonstrou ser apro-

45

duzido por da Silva & Col

priado a rede cubica simples semi-infinita Vamos lembrar a

e . .. - . 54 .
definicao da "transmissividade termica”™ ', ou seja:

]_e_qJY‘/kBT .
tr = . "qar/kBT {(5.2)
1+{g~-1)e

onde r pode assumir todos os cinco valores permitidos T e a tem

peratura e kp a constante de Boltzmann.
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FIGURA 5.2.1 - Corte do modelo discutido no texto. Ele consiste
de dois volumes semi-infinitos com constantes de
acoplamento J1 e J2 separados por uma interface

JS; ligando a interface aos volumes, temos respec
tivamente as constantes de acoplamento JlT e le.

A seguinte definicdo tambem sera util:

As relacobes de recorrencia para as FIGURAS 5.2.2a-c

>4 (gemy. A

podem ser obtidas atraves do metodo do corte colapso
recorréncia para ambos os volumes e obtida associando t (t,) a

cada ligacao da celula da FIGURA 5.2.2a sendo dada

tho= f(t)) e tlo= f(t,) (5.4)

estas equacgbes possuem a mesma forma funcional (f,=f,) e $ao0

muito extensas para serem reproduzidas aqui. Para a transmissi-
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FIGURA 5.3.2 - Diagrama de fluxo no espago t, - ’cJ_1 -t W,
¢ e o denotam, respectivamente: os pontos fixos
triviais (totalmente estaveis); os pontos multi-
criticos e criticos e o ponto multicritico de or
mais alta SB. As tres fase SB, BF e P .sao indi-
cadas. |

Verificamos no diagrama de fluxo as seguintes caracte
risticas:

(i) tres fases distintas, caracterizadas pelos pontos fixos tri
viais (t ,t;, ,tg) = (0,0,0) (fase paramagnetica(P)), (1,1,1)
(fase ferromagnetica de volume, (BF)) e (0,1,1) (fase ferro
magnetica de superficie; (SF); a superficie esta ordenada,

enquanto o volume esta desordenado).
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a linha de pontos multicriticos que separa as tres fases,

tSB

nominalmente: (tx’tl1’ts) = (t (aq)s tp s s (a))s possuin

do o ponto multicritico de ordem mais alta para Jll/dl=2,
para todos os valores de q.

seis pontos fixos semi-estaveis, ou seja (tyntp,sty) =

= (0,0,t?(q)) (caracterizando a transicido de fase ferro-
magnetica de superficie - paramagnetica); (O,],th(q))

((I), o qual e um defeito do "grafo" utilizado para renor
malizagao; sendo que, o que deveria ser obtido era uma 13
nha de pontos fixos para (O,tll,tg(q)); (t?(q),O,]) e
(t?(q),1,1) (caracterizando a transicao de fase ferromag-
netica do volume - paramagnetica); (1,t2(q),0), (1,0,0) e

(1,1,0) (caracterizando a transicao de fase da superficie

lTivre).

Na FIGURA 5.3.4 representamos rno espago t, - teoa va

riagao da fronteira critica com a razdo Ji,/d, ; podemos obser-

var a mudanca de comportamento quando esta razao tende a infini

to.

Enquanto que na FIGURA 5.3.5 mostramos a localizagao do pon

to multicritico ((JS/JI)C = AC+T) como fungao de J;,/J,.



—

FIGURA 5.3.3 - Diagrama de fluxo no plano tz—tS para J,/Jd,=1.
- _As setas sao indicativas

fSL

A

93

0z

DA

4] | I
0 ol 07 %

FIGURA 5.3.4 - Fronteira critica no plano t,-t, para varias ra

zoes J,/J, (numeros sobre as curvas).
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Na FIGURA 5.3.6 mostramos a variagao da temperatura

critica do volume em funcao de J./J, para varias razoes Jy /9.

(S
. AN

[ L ! !
¢ 5 [ i5 woy A
FIGURA 5.3.5 - Dependencia de (Jg/J ).  com a razao Jll/d1 para

varios q.

%
G
. e
o4 -
2 dg by

FIGURA 5.3.6 - Variacdo de A+1 com a temperatura reduzida /T,
para varias razoes Jy, /9 (numeros sobre as cur

vas) e gq=2. ® representa o valor de AC+1.
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A, = a(q) (5.10a)

\, :C(qbﬂ(qrwqcm)~ﬂqllaﬂfund(d) (5.10b)
2

\ = cta)ra(a)-/e(a)-9(a)]*-4f(a)d(q) (5 10¢)
: 2

Podemos rapidamente relembrar os varios tipos de pon
tos fixos que aparecem em nosso problema. Para o ponto(tlms,th)z
=(tB(qL1,1)temosb b=c=d=e=f=g=0 e 0 expoente critico para o sis
ta tridimensional e dado por:

v3D(q) = &n 3/&n a(q) (5.11)

onde 3 e o fator linear de escala do GR. Para o ponto fixo em

(t .t

. S,‘tll)=(0,t§,0) temos: a=e=Ff=g=0 e 0 expoente critico para

o sistema bidimensional e dado por:

vZD(q) = f&n 3/2n c(q) {(5.12)

B SB

Para o ponto fixo (t (q), tJ (q), tIl(q)), onde tIl(q) e tal

que Jll/J1 = 2, 0s expoentes critico e de "crossover" correspon
tes sao dados por:

1/yi? = gn 3/in 2, (5.13)

3°B(q) = en 2, /0n A, (5.14)

onde A, e X, sdo dados pelas equacoes (5.10a) e (5.10b).
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Todos estes resultados se mantem estritamente para
transicoes de 22 ordem, isto &, para 0<q<d4 em duas dimensoes e
0sqsq_ (com q_.=3) a tres dimensoes. Entretanto, sempre que a
transicao e de primeira ordem, o calor latente e muito pequeno
no intervalo qa[O,d]; e e devido a isto que apresentamos nossos
resultados ate q=4. Na TABELA 5.1 mostramos 0s nossos resul

tados comparados a varios outros resultados disponiveis.

TABELA 5.1 - Resultado: do GR (valores na parte superior) comparados com
resultados de outros GR, resultados exatos, de series e de
Monte Carlo. a) Ref. 82, b) 138, <c¢) 154, d) 145, e) 46,
) ca]cuTado a partir dos valores das Refs. 154 e 135 g)
calculado a partir dos valores das Refs. 154 e 153, h) 126,
i) 144, 3j) 155, K)139, £) 153, m) 45, n) 135

* pesyltado exato

q 1/2 1 2 3 4
¢ 0,2510 | 0,2260 0,1949 0,1750 0,1607
B 0,26682 0,247b 0,21811¢ 0,1966C -
tg 0,58578" 1/2% 0,41421* 0,36602% 1/3*
N 0,43615 0,36885 | 0,30319 | 0,26792 0,24319
5 0,5058€ 0,4166¢ | 0,3345¢ 0,2911e 0,2626€
(d1,/9,=1) - - 0,3405f - -
O:3208g - -
2D 2,0481 1,6510 1.3692 1,2440 1,1692
v 1,7823h 3/40 1h 5/6h 2/3h
3D 1,3622 1,1988 1,0410 0,9599 0,9092
v - 0,881 0,630J - -
1708 2, 3465 1,8843 11,4977 1,3406 1,2489
(J1,=2d;) 2,5320€ 2,0071 1.62368 1,4518e 1.3497€
SB 0,580 0,650 0,695 0,716 0,728
¢ 0,5380€ 0,59738 | 0,64128 0.6612€ 0.67368
- _ 0,68k ) - -
- - 0,56%0,4€ - -

A 1,1105 0,7961 0,5850 0,5045 0,4535
(J1,=J, 1.66788 1,10328 | 0,7620€ 0,6298¢ 0,5574€
J,=J] ,=0 1,473M 0,899m 0,569N 0,458M -

- - 0,60,1N - .
- - 0,56+0,03J - - ]
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5.3.2 - Interface

0 modelo particular que vamos estudar agora e obtido
do caso geral fazendo Jy, = J1, e J, = J, e corresponde a dois
volumes semi-infinitos com iguais constantes de acoplamento se
parados por uma interface com constante de acoplamento JS, Tiga

das aos volumes atraves de uma outra constante de acoplamento

J . Nossas equag¢oes de recorrencia sao:
1

tio= f(t)) (5.14a)
L= F(t .t t) (5.14b)
t1y = Fltat) atg) (5.14¢)

Novamente, atraves .do uso destas equacoes, obtemos o diagrama
de fases e as outras informacoes com re1ag50 a criticalidade do
sistema. Na FIGURA 5.3.8 mostramos o diagrama de fases no espa-
¢o t, - t, - t;, . Este diagrama apresenta tres fases, nominal
mente ferromagnetica de volume (BF), ferromagnetica de superfi
cie (SF, a interface esta ordenada embora o volume nao esteja)
e paramagnetica (P). O comportamento critico do sistema e muito
semelhante ao da superficie livre (caso particular anterior) e
tudo o que foi dito na secao 5.3.1 'com.reépeito aos pontos cri
ticos & valido aqui. Gostariamos, entretanto, de ressaltar que
a escolha dos grafos,prejudica muito mais os nossos resultados pa
ra o caso da interface, tanto que o0s comportamentos de
Jo/d,  vs. Ji, /9, » de (JS/Jl)C vs. g e de kBT/JB VS . JS/JB mos

trados respectivamente nas FIGURA 5.3.9, 5.3.10 e 5.3.11 nao

sao os que deveriamos esperar, veja FIGURAS 5.3.5, 5.3.6e5.3.7
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como tambem a Ref. 46. Apesar disto, os nossos resultados para
q = 2 sao meThores do que o0s apresentados pela teoria de campo

135,159 uma vez que 0S MEsSMOS encontram t: =0 para J, =0

medio
- S .
e J;; » @ quando nos encontramos tS = 0,24 embora, muito menor

do que o resultado exato tg = 0.41421.

NV NI e

11

FIGURA 5.3.8 - Diagrama de fase do GR, para q = 2, nas varia-

veis t, - t_ - ty, . SF , BF e P denotam, res

pectivamentz, as fases ferromagnetica de superfi
cie, ferromagnetica de velume e paramagnetica

,e ¢ o denotam respectivamente oS pontos fixos
triviais, os pontos criticos e multicriticos e o

ponto multicritico de ordem mais alta.
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.
53,

FIGURA 5.3.9 - Variacao de 0%/&1% com arwzao\hj/dl para varios

valores de q; y —e—a—a— y mm—m B e re

_presentam respectivamente g = 2,3,1 e 4.

18
ha
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LI,

2 L \‘\\\\%\h__“‘#/,,/_ 01
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|

FIGURA 5.3.10 - Variagéo de (JS/Jl)C com q para varias razoes

Ji,/J, (numeros sobre as curvas).
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FIGURA 5.3.11 - VYariacao da temperatura com JS/J1 para varias
r‘azaes J_I_l/"}l'

5.4 - COnclusaes

Utilizamos a aproximacao de Grupo de Renormalizacdo no
Espaco Real para tratar a criticalidade do modelo ferromagneti
co de Potts com q estados em uma rede nao homogenea constituida
por dois volumes cubicos simpies semi-infinitos (caracterizado
pefas constantes de acopiamento J, e J,) separados por uma in-
terface quadrada (1,0,0) (caracterizada pela constante de aco-
plamento JS) atraves de duas constantes de acoplamento Jia e
di, - A aproximacao estende os grafos utilizados nas Refs. 45 e

46 que usam o0s grafos introduzidos na Ref. 136 para o sistema
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homogeneo (J, ;= J,=J_= J; ;=9 ,)-No entanto a escolha nao foi mui

s
to adequada, pois contraria a equacdao 5.8b (K_ (K, ,0)=K_€(0,0)),
P 5 Ll 3
onde deveriamos obter o resultado para a rede quadrada indepen-
dente de Jil e le, apesar dos resultados obtidos serem melho-

res do que os de campo medio -°» 189

, que obtem para este caso

JS =0 quando J , tende a infinito. Entretanto, estamos ‘traba-
Ihando no sentido de resolvermos este :defeito em nosso GR.

0 diagrama de fases apresenta, péfa 0s dois casos particu]ares estudados,

(Jp = Jdp2 = 0, superficie livre e J, = J, , J;, = J;,» interfa
ce) tres fases fisicamente diferentes, nominalmente a paramagné
tica, a ferromagnetica de volume e a ferromagnetica de superfi-
cie. Estas tres fases se juntam em uma linha multicritica, cuja
localizagao e caracterizada pelo valor A = JS/J1-1 acima do
qual pode existir a fase ferromagnetica de superficie, embora o
volume seja paramagnetico. Nos apresentamos a evolucao de A
com q e com Jll/Jl..Para o modelo de Ising (q=2) nos obtemos,pa

0,5850 valor este que esta en

ra o caso da superficie Tivre A

tre os resultados de série]35 A =0,6 0,1 e de Monte Caﬂos]55;

para o caso de igual volume (J, =4J, Jj, =.Jd],) obtemo 4=0.022

a ser comparado com o valor de campo medio, A = 0.
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CAPTTULO 6 - MODELO FERROMAGNETICO DE ISING SEMI-INFINITO COM
UMA SUPERFICIE HEISENBERG ANISOTROPICA

6.1 - Introducao

Continuando o estudo dos efeitos de superficie, esta-
mos agora interessados em uma situacao particular bem realista
em que as 1nterag3es magnéticas da superficie diferem das do vo
lume. Uma implementacao experimental pode ser feita atraves de
adsorcao, no afto da camada do volume, de uma camada de atomos
diferentes. Entre as varias aproximacoes teoricas que podem ser
usadas para discutir este tipo de sistema, o Grupo de Renormali
zacao no Espaco Real (GR) & bem conveniente, e como vimos nos
Capitulos anteriores, fornece uma boa descricao de sua critica-

h.dade30,3],34,44,45 e 162-

Nesta trabalho discutimos o modelo ferromagnetico de
ITsing com spin % em uma rede cubica simples semi-infinita com
uma superficie livre (1,0,0) (rede guadrada) cujas interacoes sao
do tipo Heisenberg anisotropico. Nossa aproximagao € a de GR do
tipo Migdal-Kadanoff e segue ao longo das linhas das Refs. 44,
73 e 106. Na secao 6.2 introduzimos o modelo e o formalismo na
secao 6.3 apresentamos os resultados e finalmente,concluimos na

secao 6.4. Os detalhes operacionais estao no Apendice C.

6.2 - Modelo e Formalismo

Consideramos o seguinte Hamiltoniano:



W= - 1 [?1. (T-n. Holol+ado)) + U?o%} , (6.1)
<i,joL 1 J J it

onde <i,j> representa todas as interagoes entre pares de sitios
primeiros vizinhos na rede cubica simples semi-infita com uma
superficie (1,0,0) livre (veja FIGURA 6.2.1); os o sao as matri

zes de Pauli; (J;

J.) e igual a (Jg>1) no volume (Jg 3 0}, e

AR

FIGURA 6.2.1 - Rede cubica simples semi-infinita. As linhas tra
cejadas {(cheias) representam as ligacoes da su-
perficie (do volume) associadas com (Jg,n) (com

(Jgs1))-

igual a (Jg.n) na superficie livre (J¢ » 0, 0 < n < 1). Os Timi
tes n=1 e =0 correspondem respectivamente aos modelos de Ising

e Heisenberg isotropico. Introduzimos aqui as seguintes variaveis:

K, = J,./kgT (r=B,S) (6.2)
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ot
It

= tanh Kr {(r=8,S) {(6.3)

82 0g/0g - 1 = Kg/Kg - (6.4)
onde T & a temperatura e kg € a constante de Boltzman.

0 diagrama de fase para o caso puro de Ising (n=1) a

presenta tres fases (ver Cap. 4 e 5 e Refs. 32,39,44-46,135,136

e 153), nominalmente o volume ferromagnetico {BF, ambos o volu

me e a superficie estdao magnetizados), superficie ferromagneti-

ca {SF; magnetizacdo finita na superficie e nula no volume) e a

paramagnética (P; nao existe magnetizagdo expontanea). Pretende

mos estudar a evolucao do.diagrama de fase quando sac introduzi
dos na superficie os aspectos quanticos {(n#1). Para fazer esta
analise nos acompanhamos o desenvolvimento da Ref. 44 e constru

55,68 (yeja  FIGURA

imos um GR com grafos tipo Migdal-Kadanoff
6.2.2) tanto para as ligacoes da superficie como para as do vo
lume. A funciao de particdo de cada grafo & preservada sob renor
malizacao. 0s grafos da FIGURA 6.2.2 sdo reduziveis a operagoes
seqiienciais serie e paralelo. Este fato permite um calculo rapi
do e exato para o grafo da FIGURA 6.2.2a, onde todas as ligagoes
sao interacoes de Ising (isto &, classicas). Levamos este fato
em consideracao paba facilitar o calculo do grafo da FIGURA 6.2.72b
Neste caso, entretanto, os efeitos quanticos estao presentes e
portanto o resultado nao & exato; entretanto, ele & uma excelen

. -~ 73,106
te aproximagao .

Para o volume nos obtemos a seguinte relacao de recor

réncia: (ver Apéndice C para os detalhes de calcula).



FIGURA 6.2.2 - Celula de transformacao do GR;(a) para o volume
(KB = JB/kBT); (b) para a superficie livre
= JS/kBT). 0 ¢ o denotam respectivamente os

-
<
i

terminais e os nos internos (os quais sao deci-

mados ).



Ky =5 an 18 _ * e (6.5)

a qual @ eguivalente a eq.(7) da Ref. 44. Esta equagao admite
dois pontos fixos (estaveis) triviais (para KB:O e KB=m),bem co
mo um ponto critico (instavel) nao trivial (para um valor fini
to de KB).

0 cilculo da recorréncia para a superficie e mais com
plexo. Primeiro resolvemos um arranjo de trés ligagoes em serie
(veja o Apéndice C) estando cada wuma delas associada a
(KS,n), g obtemos os parametros equivalentes denominadosKg(ﬁrn)
e né(KS,n). Se as tres ligacoes sao as do volume (isto e interagoes de
Ising), os parametros equivalentes sao Ké(KB,1) e ng(KB’]) = 1.

Aproximamos agora o grafo da FIGURA 6.2.2b por seis ramos em pa

ralelo (sendo tres do tipo (Kg(KB,]),1) e-obtemos”’106 as se
guintes relacoes de recorrencia:
v S S
K = S[KS(KS,n) + K3(KB,1)] (6.6)
S S S
. 3[K3(ngn)n3(|<ssn) + K3(KB=1)] (6
n o = . .7)
Ks

As eqs. (6.5)-(6.7) completam formalmente a construcao da trans
formacao GR: o fluxo determinado por elas (por exemplo, no espa
co (KB,KS,n)) nos fornece o diagrama de fase e exibe as classes

de universalidade relevantes.
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6.3 - Resultados

Este GR fornece o diagrama de fluxo indicado nas FIGU
RAS 6.3.1a e 6.3.1b (no espaco (tB, tS,n), onde podemos observar
dois sub-espacos invariantes, nominalmente n=1 (problema de Ising
puro) e n:tB=O (superficie livre de Heisenberg isotropico to-

talmente desconectada). Observemos também os seguintes fatos:

(i) tres pontos fixos (totalmente estaveis) triviais, nominal -
mente para (tB,tS,n) = (0,0,1), (1,1, ) e (0.1,1), caracteri
zando as tres fases do sistema, respectivamente P, BF e SF;

(ii) existem cinco pontos fixos principais semi-estaveis, nomi
3D

nalmente para (tB,tS,n) = (tB .1,1) (caracterizando a clas
se de universalidade D=3; th corresponde a  temperatura

critica finita para o modelo de Ising D=3),(t§D,t;,1) (ca

racterizando a classe de universalidade nao trivial asso
ciada 3 transicao de fase da superficie que ocorre simul-

taneamente com a do volume; té e ‘uma constante finita),

(O,th,l) (caracterizando a classe de universalidade a

2D corresponde a temperatura critica finita para D=2

S
do modelo de Ising), (th,th,1) (caracterizando a classe

D=2; t

de universalidade da linha multicritica, onde todas as
tres fases P, BF e SF se unem) e (0,1,0) (caracterizando
a classe de universalidade do modelo de Heisenberg isotro
pico para D=2, cuja temperatura critica e nula);

(iii) um ponto %ﬁxo totalmente instavel para (tB,tS,n)=(thJ,O)
que e um ponto especial na Tinha multicritica acima men-

cionada, e determina, por Si mesmo, uma nova classe de. U

niversalidade. Em resumo, as classes de universalidade do
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problema sao dominadas pela classe do modelo puro de Ising,
e a natureza Heisenberg isotropica prevalece apenas quan

do nao existem fontes de simetria de Ising.

FIGURA 6.3.1a - Diagrama de fluxo e superficie critica no

espaco (tB,tS,n). (tr = tanh Kr (r=B,S)



-
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FIGURA 6.3.1b - Diagrama de fluxo e superficie critica no sub
espaco n=1 {problema de Ising puro).
M denota os pontos fixos triviais (totalmente
estaveis);

e denota os pontos fixos c¢riticos (semi-estaveis);

o denota o ponto fixo multicritico (totalmente
instavel).

P, SF e BF denotam respectivamente as fases
paramagnetica, superficie ferromagnetica

e volume ferromagnetico.

As linhas tracejadas sao indicativas.
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Na FIGURA 6.3.2 apresentamos cortes da superficie cri

tica (no espagco (A,T)) para valores tipicos da anisotropia n.

Tc{A) 4
.0y

16 |-

12—

| R R | |

|
|
|
1
t
|
!
!
|
0 0736 1 2 2489 3 4
2

FIGURA 6.3.2 - Cortes, para n fixo, da superficie critica no

espago A-T (A = JS/JB—1)

A localizacao do ponto multicritico como funcio de n
g indicada na FIGURA 6.3.3; AC e 0 valor de A acima do qual existe
ordem magnetica na superficie, mesmo que o volume esteja desor-
denado. Para n=1 nos reobtemos o resultado.da Ref. 44, isto e

AC = 0,74, que pode ser comparado razoavelmente com o resultado de
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135,136 153

series 0,6 £ 0,1, o de Monte Carlo

45

0,50 x 0,03 e outro
GR

0,569.

FIGURA 6.3.3 - A em funcao de n.
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6.4 - Conclusoes

Utilizamos uma aproximacao simples de GR, com grafos
tipo Migdal-Kadanoff, para estudar os efeitos de superficie cri
tica em redes de spins % semi-infinitas as quais interagem atra
vés de acoplamentos padroes de Ising ferromagnetico no volume ,
e através de acoplamentos Heisenberg anisotropico ferromagneti
co na superficie livre. A anisotropia n e suposta variar entre
0 {(superficie livre Heisenberg isotropica) e 1 (problema puro
de Ising, relativamente bem discutido na Titeratura). Estes re
sultados podem ser alternativamente aplicados as redes hierar -
quicas determinada, pelas relagoes de recorrencia das FIGURAS
6.2.2, sendo que para tais sistemas elas sao estritamente exa-

158 73,106

tas para n=1 e aproximadas para os outros valores de n

ou ser aplicada a redes de Bravais cubicas simples semi-infini-
tas com uma superficie livre (1,0,0), e para tais sistemas sao,
para todos os valores den, aproximadas {embora qualitativamente
corretas). 0 diagrama de fase apresenta tres fases,nominalmente
a paramagnética, a volume ferromagnético e a superficie ferro-
magnetica. Todas as tres fase possuem um ponto em comum,para um
dado valor de n, ou seja o ponto multicritico, cuja localizagao
pode ser caracterizada por &, (definido como o valor particular

de A = JS/JB—1 acima do qual pode existir ordenamento na super

ficie, mesmo sem gque o volume esteja ordenado) . AC decresce
monotonamente e continuamente enquanto n aumenta de 0 a 1. Ele
atinge o seu valor minimo para n=1, onde obtemos AC = 0,74 0

qual pode ser comparado de modo satisfatorio com os resultados
disponiveis na literatura. Por outro lado, ele alcanga o seu va

lor maximo para n=0, onde apresenta um valor finito (a_ = 2,5).
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Em outras palavras, para JS/JB bastante grande, & possivel ter
uma transicao de fase de superficie ocorrendo para temperaturas

superiores a temperatura critica do volume, mesmo para o modelo

Heisenberg isotropico, cuja versao estritamente bi-dimensional
e acreditada possuir uma temperatura critica nula. Entretanto,o

paradoxo @ somente aparente porque nosso sistema nao e bidimen-

sional, um volume (longe da superficie) paramagnetico & diferen

te de um volume disconectado da superficie; de fato, os spins

da superficie estdo conectados atraveés das interacoes, tanto da

superficie como das primeiras camadas do volume. 0 volume foi

suposto neste trabalho como sendo Ising, o que claramente cons

titui uma situacao favoravel para ter um ordenamento na superfi
cie ajudado pelo volume. E intuitivo que modelos com o volume

cada vez mais proximos do modelo de Heisenberg isotropico irao

requerer valores da razao JS/JB cada vez mais altos, para

que exista wuma fase superficie ferromagnética. E possivel que

para n 0 o valor critico AC ira divergir quando 0

superficie
modelo do volume for estritamente o modelo Heisenberg isotropico

(nvolume = 0). Estamos presentemente trabalhando neste interes

sante problema, de modo a ver, em particular, se a aproximagao
- 161 .

de GR concorda ou nao com um resultado recente de aproxima-

cao de fase randomica obtido para a rede FCC que sugere a exis

tencia de um valor critico finito Ne abaixo do qual nao existe

a fase superficie ferromagnetica.

Como era intuitivamente esperado, muitas regioes da
superficie critica pertencem a classe de universalidade de mais
baixa simetria do problema, o modelo de Ising em nosso caso. Em

particular, todos os pontos, menos um (correspondente a n = 0)
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da linha multicritica (sobre a qual coexistem as tres fases)per
tencem a classe de universalidade do volume-superficie Ising; o
ponto n = 0 constitui por si proprio uma classe de universalida

de nao trivial.
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CAPTTULO 7 - MODELO DE POTTS NO TAPETE DE SIERPINSKI

7.1 - Introdugao

0 problema de fenomenos criticos em redes fractais e
por si proprio interessante e, nos ultimos anos, tem surgido va
rios trabalhos a respeito deste assunto (ver as Refs. 163-166).
Além disso, um outro problema, que tem sido objeto de estudo, e
167

0. de estruturas de defeitos (interfaces) em redes hierarquicas

para sistemas de spins.

163 em 1980, o mode-

Como foi mostrado por Gefen e Col
lo de Ising em redes fractais, com dimensionalidade fractal en
tre 1 e 2, apresenta uma temperatura critica finita (nao nula)
se a ordem de ramificag§o168 e infinita. Esta € a razao pela
qual os Tapetes de Sierpinski (SC, cuja ordem de ramificagao e
infinita) sao apropriados para estudar os fenomenos criticos em
sistemas com dimensoes menores que 2. No mesmo trabalho, eles
mostram que os expoentes criticos do SC dependem, nao somente da
dimensionalidade fractal e da dimensdo do spin, mas tambem de
alguns parametros topologicos como a conectividade Q, a lacuma-
ridade L, etc. (veja Ref. 168). Uma outra caracteristica inte-

ressante dos fractais e gque eles sao invariantes sob transforma

c3o de escala mas nao sao invariantes sob translacao.

Neste Capitulo pretendemos analisar o modelo de Potts
com q estados no SC, estudando qualitativamente, como as fron-
teiras criticas de alguns SC variam com o numero de estados q.

Para simular o SC, utilizamos redes hierarquicas (HL) adequa-
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da5169-171,147

que, como tem sido mostrado, fornecem resultados
bem precisos com respeito as fronteiras criticas (ver Refs. 72,
74,101,136,137,172,175) e tambem levam a limites de alta e bai
xa temperatura, que concordam, muito bem, com oS 11mi£es corres

pondentes das redes hipercibicas (ver Refs. 104, 174 e 176).

Nos usamos a transformacao de Grupo de Renormalizagao
no Espaco Real, que, como e muito bem conhecido, e exata nestas
redes hierarquicas (modelo de Potts) sendo, portanto, uma tecni

ca apropriada para o que desejamos estudar.

Fste Capitulo & organizado como se segue: na secao
6.2 construimos o modelo de Potts em redes hierarquicas adequa
das de modo a simular o SC. De cada uma dessas redes hierarqui-
cas nos obtemos os dois grafos (que também geram redes hierar -
quicas) que contribuem para o seu limite de alta e baixa tempe-
raturas. VYerificamos que estes grafos sio 0S mesmos que
poderTamos obter se fizéssemos o0s esquemas de movimento de liga
coes (Migda]68 e KadanoffSS) no tapete de Sierpinski. Na secao
6.3 calculamos as fronteiras criticas de tres SC, atraves do
uso do HL e de dos outros dois grafos .que denominaremos grafos
tipo M e K. Verificamos quantitativamente o quanto estas fron -
teiras variam com q e comparamos as fronteiras obtidas atraves
dos trés diferentes grafos (HL, M e K). As conclusoes sao apre-

sentadas na secao 6.4.
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7.2 - Esquema de Grupo de Renormalizacao para o Tapete de
Sierpinski

De modo a entendermos melhor o SC, definiremos um dos
mais simples. Comecamos com um quadrado unitario; entao, em 18
ordem, o dividimos em b® pequenos quadrados e "eliminamos" sime
tricamente 2° quadrados centrais. Logo, em 28 ordem, tomamos o0s
b?- ¢?quadrados restantes e dividimos cada um deles em b? qua-
drados menores, "eliminamos " g2 quadrados e o processo e repeti

do para todas as ordens (veja FIGURA 7.2.1).

a) b) C)

FIGURA 7.2.1 - (a) 12 interagdo do SC para b=3, 2=1; (b) 2% in

n
teracio para b=3, £=1; (c) 12 interacgao do SC pa
ra b=5, 2=3.

A dimensionalidade fractal deste objeto geometrico € dada por
(ver Refs. 163, 166 e 168):
Ln{b?*-27%)

p = ~AA\D =% /. (7.7a)
an b
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Antes de construirmos o grupo de renormalizacao, iremos defi
nir alguns parametros topologicos importantes em sistemas

fractais.

A Ordem de ramificagcao (R), em um ponto P, e igual

ao nimero de ligagdes significativas que devemos cortar, de
modo a isolarmos um conjunto limitado, arbitrariamente gran-
de, de pontos conetados a P. Para o tapete de Sierpinski, es
te numero cresce Como uma poténcia, de expoente maior que um,
do numero de pontos do conjunto limitado, de modo que R =<.

Neste caso, para caracterizarmos fractais com R =, definimos
um outro parametro que esta relacionado com a dimensionalida-
de fractal do conjunto de pontos isolado {D'}. A conectivida-
de (Q) & definida como o menor valor de D', Q =min{D'}. Para
0s SC bidimensionais (no espaco Euclidiano) a "superficie" de
um conjunto isolado tem a dimens$0 Euclidiana de wuma Tlinha,
d=1. Neste caso a superficie de menor dimensionalidade frac-
tal corresponde a £2 quadrados, cujos lados sao linhas retas
horizontais e verticais que passam atraves de £ pequenos qua-

drados, de modo que

Q = £Lu (b -£)/ &n b (7.1b)
Na FIGURA 7.2.1a temos Q =4£n2/&n3 =20.631.

Podemos construir dois tapetes de Sierpinski com
mesma ordem de ramificacdo e mesma conectividade. Precisamos
portanto, de um outro parametro capaz de distinguir entre es-
tes SC, este parametro ¢ a lacunaridade (L) e determina a ma-

heira pela qual as areas eliminadas estao espalhadas. L mede
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0 grau de nao homogeneidade da rede no espac¢o Euclidiano, ou
as flutuacoes em torno da lei .de distribuicao de "massa"
M’brd, onde M & a "massa" (numero de sitios) de uma parte do
sistema cujo comprimento e r. Nao existe uma definicdao rigo-

166 cizaram um calculo

rosa para L, entretanto, Gefen e col
aproximado para o valor de L no tapete de Sierpinski. Dada a
primeira interacao no processo de construgao do SC e conside
rando as n possiveis celulas guadradas formadas por £2 gqua-
drados do conjunto dos b2 quadrados formados, conta-se o nume

ro de quadrados nao eliminados. A Tacunaridade e aproximada

pelo desvio quadratico medio de n. em relacdo ao seu valor

an.
medio [ﬁ = L }
n

2

L=—7% (”i -i) (7.1c)

1
n
A definicao (7.1¢c) fornece valores que dependem do tamanho
da célula escolhida, como também do numero de interacoes no
processo de construcao da rede, logo, so se pode comparar la
cunaridade de redes calculadas para um mesmo tamanho da celu

la e mesma etapa de construcao.

Podemos construir o modelo de Potts no tapete de

Sierpinski, colocando a variavel de Potts com g estados o so

bre cada sitio "microscopico" da rede. 0 Hamiltoniano e

igual a:
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o= a0 £ s N (7.2)
<i,35%19; Wen,m' %¢%

onde <f,m>' significa a interacao entre os sTtios primeiros vi

zinhos, cujas ligacoes estao nas margens de uma area eliminada

e <ij> significa os sitios 125 vizinhos restantes.

Como ja foi mostrado em varios trabalhos, redes hie-
rarquicas (HL) adequadas, fornecem bons resultados para a rede
quadrada (veja Refs. 74, 104, 172 e 175) e outras redes hipercg
bicas (Refs. 136 e 174). Deste modo acreditamos que redes hie -
rarquicas (HL) adequadas serdo boas aproximantes para redes com
dimensoes nao inteiras, tais como o Tapete de Sierpinski (SC).
Temos dois procedimentos de agregacao correspondentes as cons-
tantes de acoplamento KEJ/kBT e KWEJw/kBT (veja Ref. 169) para
comentarios a respeito de procedimento de agfegagﬁo). Estes sao
mostrados na FIGURA 7.2.2 para o SC correspondendo a b=3, 2=1
De modo que temos duas redes hierarquicas: uma delas simula a
vizinhanga da interface entre dois quadrados com os da FIGURA
/.2.2a e o outro simula a vizinhanca da interface‘entre, um qua
drado e um guadrado eliminado como € mostrado na FIGURA 7.2.2d.
Observe que estas redes sao uma classe de HL chamadas de nao

169

uniforme por Griffiths e Kaufman (1982); (veja FIGURA 4 do

trabalho deles; e FIGURA 7.2.3 deste trabalho).
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FIGURA 7.2.2 - Construcao da rede hierarquica (HL) para simular
o tapete de Sierpinski com b=3, 2=1. (a), (b) e
(c) mostram como K' & obtido em funcao de K e wa
(d), (e) e (f) mostram como obtemos Ky = f(K .K).

As linhas cheias denotam K e as tracejadas KW'
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(b)
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FIGURA 7.2.3
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Redes hierarquicas nao uniformes correspondentes
a (a) linhas cheias {constante de acoplamento K)
e (b) linhas tracejadas (Kw). A "estrutura inter
na" das linhas cheias e do tipo (a), sendo para
as linhas tracejadas do tipo (b).




Podemos tambem dizer que a rede do "diamante", mostra
da no mesmo trabalho]69, com ligacoes que ndo interagem & um ti
po de rede hierarquica nao uniforme se o esquema da FIGURA 7.2.4
& adotado. Esta classe de redes hierarquicas mistura dois (ou
mais) tipos de ligagoes, cada uma delas com o seu propric esque
ma de agregacao. Em outras palavras,a estrutura interna de uma
ligacao contém, além da mesma ligagao, outras ligagOes com estru
turas internas diferentes. A dimensionalidade e o numero de agre

gacao desta classe de redes hierarquicas sao questoes interessan

tes que, sem duvida merecem atengao.

Q N
(a) . —

O o

9 9 Q
(b) . i . |

| 1 1

& b 8

FIGURA 7.2.4 - Rede hierarquica do diamante com ligagoes que
naoc interagem, considerada como uma rede nao
uniforme.Claramente 0S esquemas de dgregacgao
(ou estruturas internas) para as linhas cheias
e quebradas sao diferentes. 0 esquema em (a)

mistura ambas as linhas.
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0 procedimento e semelhante para outros valores de b
e & (outros SC). Introduziremos agora uma variavel mais conveni
ente, ou seja t e tw (estas variaveis sao mais adequadas para

tratar com o modelo de Potts):

-qd/k,T
g = 1-¢8 y | 7.3
- =gI7k,T (7.3a)
T+{g-1)e
_e—qdw/kBT _ _
= - SqI TR T (7.3b)
T+(g=-1)e

Com estas variaveis, as equagoes de renormalizacao (por simpli

cidade para q=2) correspondentes as FIGURAS 7.2.2e e 7.2.2f

obtidas pelo método do corte colapsoSq, sao:

ro 2 3 3 4 4 5 5 5472
t'o= (287t o+ £ o+ Attt 4 Atr+bt L +4t 48t L ATt

4615t +8t°t +2t7+4t7t

74+2 8 8
W " w+4t tw+4t +2t tw

11 3 3 4 4 yy? 5
+tO )/ (14727t 428 +Hitht, +4t tw+6t ty

+8t5t;+4t5+8t5tw+4t5t;+4t7tw+t8+4t8tW (7.4a)
+2t9tw).
Vo 2 y 2 34243 2
tN = (t tw+t tw+4t tw+tw+t tw)/(1+2t tw+
t2eletrtle2tle +t2t,) (7.4b)
W W W W )

Fstas equacoes nos dao as fronteiras criticas (e expo
entes criticos) correspondentes ao caso b=3, £=1. E importante

observar que a aplicacao do metodo do corte-colapso - a
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um grafo G sempre Teva a funcoes X' = fg(x), onde fe(x) . pode

ser escrito como:

fo = - (7.5)

onde No{x) (e DG(x)) sdo polinomios de X (veja equacgoes (7.4a)
e (7.4b) e o Capitulo 1) de modo que as equacOes (7.4a) e (7.4b)

podem tambem ser escritas com:

t' o= LE*N[6,]+4t3(1-t)N [6,] +2t2(1-t) N[6, 1+

$2 t2(1-t)°N[6,] +2t2(T-t)*N[G 1+4t(1-t) N[G,]+
(1-t)"N[6,]}/{t"D[G,]+4t3(1-t)D[G,]+2t>(1-t)"
D[G,]+2t2(1-t) D[6,]+2t2(1-t)*D[6,]+4t(1-t)°D[G,]

2y -

+{1-t) D[6G,]} | (7.6a)

ty = [t2N[G, J+2t(1-t)N[Go ] +(1-t) *N614]}/
(£2D[6,]+2t(1-t)D[6,]+(1-t)2D[G, 4]} ~ (7.6b)
onde N[6,] (D[6;]) sdo es polindmios dos numeradores (denomina-

dores) de t e t, correspondentes aos grafos[G;] da FIGURA 7.2.5.

Quando t=0 (kyT/J»=) as equacoes (7.6a) e ( 7.6b) levam a:

t'aN 1+4t -
D|G7 | N[G;] D[G7]

N|G, | HCRELICH I } o
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. NG, ;] NG, ] D[G,]
tw ~n L 1+2t ? - [ ’ +....

D[Glgj( N[Gio] D[Gio]

(7.7b)

~ -

mostrando que os grafos G, (G, ) (grafos do tipo My dao os termos

dominantes de t'{t') para alta temperatura

W

2 a
\J

EAH—P
=

] ,'9\ 4
¢ ¢ .
! / ' i\ | : ! .
! | 1 Vo \ ,' \ !
¢ .
\D v Q Q \\/
f}GG g)67 h)Gs I)Gg ])Glo
FIGURA 7.2.5 - Grafos que obtemos quando fazemos o metodo do

corte-colapso. (a)-{g) sobre a rede hierarquica
dada pela FIGLRA 772.2c;(h)—(j)sobrea rede hierar -
quica dada pelaFIGURA 7.2.2f.
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No caso de t-] (kBT/J+0) uma analise semelhante mostra que 0s
termos dominantes de t'(ty) sao dados pelos grafos G,{(Gg) (gra
fos do tipo K). Observemos que os grafos do tipo K correspon -

1661954

dentes a t'(tﬁ) sao os mesmos usados por Gefen e Col
{(veja suas FIGURAS 2 e 3), obtidos atraves do esquema de deslo-
camento de ligacoes. Para outros valores de b nossa construcgao
"sempre" obtem, no limite t+1, seus grafos correspondentes. No
temos também que os grafos do tipo M correspondem a aproximagao
de Migda168 respectivamente para as FIGURAS 7.2.5a e7.2.5d. 0 es-
quema anisotropico de movimento de ligagGes {ver Capitulo 1) (de

55 (1976)) sobre os grafos das FIGURAS . 7.2.2a e

cimacao-x, Kadanoff
7.2.2¢ fornecem os grafos do tipo K correspondentes a renormaliza
¢ao da constante de acoplamento na direcao y; atraves de uma ro
tac3ao de TM/2 nestas FIGURAS a decimagao-x fornece agora 0s gra

fos tipo M correspondentes as constantes de acoplamento na dire

cao y.

Portanto, @ importante observar que nossa aproximacgao,
atraves de redes hierarquicas, da grafos tipo Migdal (esquema
de movimento de 1igagoes adotado por Gefen e C01]66, (1984)) pa

ra 0s principais termos do Timite de alta (baixa) temperatura.

7.3 - Fronteiras Criticas do Modelo de Potts no Tapete de
Sierpinski

Existem tres situacoes basicas para as fronteiras cri
ticas do tapete de Sierpinski definido no inicio da segao 7.2
Fstas situactes sao ({os mesmos resultados sao obtidos por

Gefen e col'®® para q =2):
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i) b=3, £=1; ii) b=£+2, £>2; iii) b > +2. Vamos aqui
analisar as fronteiras criticas para estes trés casos e veri

ficar a sua variacao com q.

As FIGURAS 7.3.1a, b, ¢ e d correspondem ao caso
b=3, £ =1, enquanto as FIGURAS 7.3.2a,b,c e d correspondem
ao caso b =5, £=3 (b=£+2; £ >2), nestes dois casos o ponto
D & um ponto fixo e o eixo t (tw =0) e um sub-espaco invarian
te com relacao a renormalizacdao, sendo o ponto A um ponto to-
talmente estavel. 0 caso b =3, £=1 & um caso especial, uma
vez que tw =0 para t =1; enquanto que, para b =£+2 (£ >2)
existe transicao de fase a temperatura finita (t =1, tw# 0).Finalmente,

parab>¢ +2 (FIGURA 7.3.4; b =7, £=3), o ponto D nao & um pon

to fixo e o eixo t(t, =0) nao & sub-espaco invariante.

De modo a compararmos nossos resultados com oS obti-
dos por Gefen e C0]166 em 1984, estudamos as fronteiras corres-
pondentes aos grafds da HL, tipo K (limite da HL para t-1) e ti
po M (limite da HL para t=0). As fronteiras criticas correspon-

dentes ao caso b=3, £=1 sao mostradas nas FIGURAS 7.3.1. Na FI

GURA 7.3.1a e utilizada a HL (esquemas representados pelas FIGU
RAS 7.2.2c e 7.2.21).
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(a)

FIGURA 7.3.%a- Fronteiras criticas do tapete de Sierpinski
{b=3, 2=1) no espago t-t,. Rede hierarquica ‘da

FIGURA 7.2.2. Os sub-Tndices das letras E e F
correspondem aos valores de g.
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FIGURA 7.3.1b - Fronteira critica do SC obtida atraves do grafo

tipo K.

Na FIGURA 7.3.1b sao usadas as redes hierarquicas cor
respondentes aos grafos tipo K (grafos G, e G, ; que sao os mes
mos utilizados por Gefen e 001166 (1984)}; na FIGURA 7.3.1¢c sao
usados os grafos tipo M (grafos G, e G,,; tipo Migdal). G,(G,)
corresponde a t' e G,(G,,) corresponde a t*. Como era esperado,
a fase ordenada em todos eTes aumenta com o aumento de q. Acre-
ditamos que nossa aproximacao de HL para os tapetes de Sierpinski
forneca resultados qualitativamente melhores do que os forneci-
dos pelos grafos tipos K e M. Como um exemplo quantitativo, po
demos ver o problema de percolacgao de ligagoes (q=1) no SC. A di

mensionalidade fractal deste SC (b=3, ¢=1) e D, ~ 1,893, Entao

1

e razoavel esperar-Se que Sseu ponto critico seja um pouco maior

do que o ponto critico de percolagao de Tigagdes da rede quadra
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da (pc=0,5), porque neste caso (SC) existem buracos na rede. Na
FIGURA 7.3.1a vemos que a intersecao da fronteira critica q=1
com a linha tztw leva a Pe. = 0,53 (que e certamente uma boa a
proximacao para o valor exato Pe da percolacao de ligacgoes para

o tapete de Sierpinski). Enquanto que os grafos utilizados por

Gefen e c01166 fornecem Pe =0,41.

(c)

FIGURA 7.3.1c - Fronteira critica para o SC obtido atraves dos

grafos tipo M.



FIGURA 7.3.1d - Fronteira critica do SC para g=2 obtida atraves
das tres aproximac¢des HL, grafo tipo K e grafo
tipo M. O0s pontos A,B.C,D,E e F sao pontos fi-
xos cuja estabilidade e dada pelas setas.

0s valores de Pe das FIGURAS 7.3.1b e 7.3.1c sao, res
pectivamente p_ ¥ 0,33 e p_ = 0,75. Pontos criticos para outros

valores de g (obtidos de maneira similar) sao mostrados na TABE
LA 7.1. As condicoes de estabilidade dos pontos fixos sao as
mesmas obtidas por Gefen e Co]]66 (atraves do esquema do movi -
mento de ligacoes para gq=2) para todos os valores de q e para
as duas outras aproximagoes (veja FIGURAS 7.3.%1a e 7.3.1c). Pa

ra a localizacgao dos pontos fixos E e F (que dependem de g} ve

a TABELA 7.1.
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Na FIGURA 7.3.1d fazemos uma comparacao entre os tres
esquemas de aproximacao. Observemos que no limite de baixa tem-
peratura (t-1) nosso tratamento de HL tem o mesmo comportamento

que os grafos tipo K, como foi dito na secao 7.2.

()’ﬁi | iﬂa »
0 Q.5 I

(g)

FIGURA 7.3.2a - Fronteiras criticas do SC com b=5, 2=3 no espa
co t—tw obtido com a HL da FIGURA 7.3.3 (Eﬁq=4,
E,» g=2. E »q=1 e E ,>g=0,5)

Apresentamos na FIGURA 7.3.2 o diagrama de fase para
o SC com b=5, 2=3, para alguns valores de q correspondentes as

aproximacoes de HL (veja FIGURA 7.3.3) e aos grafos tipos K e M.
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FIGURA 7.3.2 - Fronteiras criticas do SC para b=5, £=3 no espa
co t-t,; (b) para grafos tipo K; (c) para grafos tipo M.
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(d)

FIGURA 7.3.2d - Fronteiras criticas para b=5, #=3 e ¢=2 no espago t-i,; EK

aproximagao com grafo tipo K, Ey, tipo HL e Ey tipo M;

N ¢ S
ol i iﬂi—
f' — f : f : f'i —— ! 1
I’* s ? ': R t'l 1
] : 1
g ! v
o) é

(a) (b)

FIGURA 7.3.3 - A primeira interagao (esquema de renormatizacao) da rede hi
erarquica (HL) nao uniforme correspondente ao caso b=5, 2=3.
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Na FIGURA 7.3.4 & apresentado o caso b=7, £=3. Devido
a dificuldade de calculo nao mostramos o diagrama de fase cor-
respondente a HL. Alguns resultados quantitativos das FIGURAS

7.3.3 e 7.3.4 estao na TABELA 7.1.

T

B Bos

14

FIGURA 7.3.4 - Fronteira critica do $SC (b=7, 2£=3) no espaco
t-t, obtida atraves dos grafos do tipo K (la

do esquerdo)} e do tipo M (lado direito)
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7.4 - Conclusoes

Neste trabalho estudamos o comportamento critico do
modelo de Potts com q estados no tapete de Sierpinski (SC).
Construimos uma rede hierarquica que mostrou ser conveniente,
do ponto de vista quantitativo, para simular o tapete de Sier-
pinski. Analisamos as tres classes especiais de tapete de
Sierpinski (nominalmente (i) b =3, £=1; (ii) b=£+2, £32 ¢
(ii9) b >£ +2) que fornecem fronteiras criticas fisicamente di
ferentes; sendo que as nossas conclusoes estao em perfeito

acordo com as de Gefen e co1166

. Se observarmos as FIGURAS 7.3.1,
7.3.2 e 7.3.4, verificaremos que em todos os trés casos o pon-
to A corresponde a t =tw =0, Togo, sua temperatura e infinita
e A & o ponto fixo paramagnético. 0 ponto B corresponde a t =0
e t, =1, e descreve uma situacao anisotropica, onde os sitios
na borda dos buracos tem acoplamento infinito. 0 terceiro pon-
to C e o ponto isotropico ferromagnético (T =0). 0 ponto D &
tambem um ponto de temperatura nula com interacaes nulas nas
bordas dos buracos. Para o caso b=£+2, D e um ponto fixo e o
eixo t(tw =0) forma um sub-espaco invariante. Neste caso, fa-
zendo t,, =0 a ordem de ramificacao cai de R=w=a um valor fi
nito, isto e, R=2, 3 ou 4, sem variar a dimensionalidade frac
tal. Portanto, nao existe transicdo de fase a temperatura fini
ta. Entretanto, se b >£ +2, R e infinito e a situacao & comple
tamente diferente. Obtemos as fronteiras criticas para varios
valores de g e observamos que seu comportamento gqualitativo

nao se modifica ao variarmos o numero de estados gq. Nossos re-

sultados sao comparados (para q =2) com aqueles resultantes da
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aproximacao de movimento de ligac¢oes, obtidos por Gefen e

co]166

, verificando que os da nossa HL devem ser muito melho
res, no sentido de que a fronteira critica exata deve estar
muito proxima da nossa. Atualmente estamos estudando estas
redes hierarquicas (HL) nos 1imites de baixa e alta tempera-
turas, com o objetivo de compararmos estes limites com oS

cpomportamentos assintoticos correspondentes a extensdo ana-

1itica de redes hipercubicas de dimensao ndo inteira D.
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CAPITULO 8 - CONCLUSOES

Ao Tongo desta dissertacéo utilizamos a tranforma-
cao de Grupo de Renormalizacao no Espaco Real, para -estudar
algumas conseqﬁéncias de defeitos da rede na criticalidade do
modelo de Potts com q estados em redes hiperciubicas (d =2,3).
Nos capitulos 2 e 3 analisaram-se defeitos distribuidos uni-
formemente (invariantes sob translacdo) na rede; nos capitu-
los 4, 5 e 6 foram estudados defeitos concentrados em um pla-
no. Finalmente, no capitulo 7, investigaram-se defeitos dis-
tribuidos de modo semelhante (invariantes por dilatacao, mas

nao por translacao).

A duas dimensﬁes, na rede guadrada, conhece-se a
temperatura critica exata deste modelo, em funcao do numero
de estados q, sendo a "transmissividade termica™ critica tc,
dada por 1/(1 +Vq } . 0 nosso grupo de renormaiizacio reproduz
para o modelo de Potts puro com q estados, na rede quadrada,
este resultado exato para a "transmissividade termica". Con-

siderando este modelo com ligacoes mistas temperadas na rede

quadrada, conseguimos reproduzir varios resultados exatos co-
nhecidos na literatura, tais como os pontos criticos .corres-
pondentes a perco]acgo de 1iga¢5es aos modelos de Potts puro
e de igual concentracao, bem como o comportamento assintotico
da linha critica associada ao caso de diTuicao de Tigacaes no
lTimite T+0, o expoente critico de "crossover" ¢p e o ponto
critico no limite g +1 (isto €, satisfazendo ao teorema de

Kastelein e Fortuin). Quando tomamos no limite p =1, a deriva
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da da linha <c¢ritica associada com o caso particular. de dilui

cao de ligacdoes, o0 presente tratamento .de GR (com redes cujo

fatdr iineér de esed}argrb=2) 1é;a giQm erro que crésée de 0 a
1,5% quando q varia de 1 a 4. Entretanto, tal erro ja era de se
esperar, uma vez que este GR nao reproduz o aparecimento da tran
sicao de fase de 12 ordem (para o modelo de Potts puro, a duas
dimensces, isto deve acontecer para g>4). Em resumo, no que se
refere ao estudo do modelo ferromagnetico de Potts com q esta-
dos e ligacoes mistas na rede quadrada vale a pena destacar as

seguintes melhorias apresentadas por este GR:

(i) alta precisao na obtencao da temperatura critica associada
a valores arbitrarios da concentracao de 1igac5es e da ra-
zZao entre as mesmas.

(ii) quando q ultrapassa um valor critico g* (para sistemas ma-
croscopicos espera-se q* =2), aparecé um novo tipo de pon-
to fixo (nominalmente o ponto fixo randamico) atraves de
uma bifurcacao em forma de garfo, e conseqlientemente, o mo
delo randamico entra em uma nova classe de universalidade
(desde que néo se tenha atingido uma transicdao de 12 or-
dem), a bifurcacao ocorre para um valor de q diferente da-
quele para o qual o expoente critico do calor especifico
a e nulo, e portanto, o criterio de Harris parece estar

intimamente relacionado com o limite termodinamico, e so

poderia ser obtido no limite b »e;

(ii1) consistencia com a teoria de Monte Carlo e resultados expe
rimentais para o valor nulo do expoente critico randomico

quando g>q*.



- 148 -

(iv) para g>q* estabelecemos aproximadamente a dependencia do

expoente critico de "crossover"” ¢t com o valor de q.

Continuando o trabalho sobre sistemas randomicos, es
tudamos a criticalidade do resistor (1Timite g»0 do modelo de
Potts) com ligacoes mistas (g, e g,) na rede quadrada. Este tra
balho foi muito estimulante, pois conseguimos reproduzir todos
os resultados exatos conhecidos, com excecao das duas deriva -
das com respeito a g, no limite g, = g,, as quais, nao dependenm
do tipo de rede (devido a complexidade das equagOes, nao conse-
guimos obter estas derivadas). Com re]égéo a condutividade para

concentracoes e razoes 9,/9, arbitrarias, acreditamos ser nossa

proposta numerica uma excelente aproximacgao.

No que se refere ao tratamento de superficie livre e
interface, melhoramos e completamos os resultados anteriormente
obtidos com a técnica de GR. Inicialmente trabathando com ape
nas dois parametros JS (constante de acoplamento na superficie)
e Jg (constante de acoplamento no restante do volume) e com 0
volume semi-infinito ferromagnetico de Potts com q estados na
rede cubica smm1es,reproduzimosparaAEJS/Jé'] (valor acima do

qual existe ordem na superficie, mesmo que o volume esteja desor

denado) um valor comparavel com o0s resultados obtidos, para q=2,
pelos metodos de Monte Carlo e de series. Entretanto, este resulta-

do foi consideravelmente meThorado quando introduzimos um terceiro pa

rametro Jl (constante de acoplamento entre a superf?cie e a pri

meira camada de volume). Obtemos (q=2) um resultado para 4. que esta
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entre os valores de Serie e de Monte Cario, o que e excelente le

vando-se em consideracao a simplicidade do nosso GR. E importan

te ressaltar que em ambos os casos 0S pontos criticos exatos,no

limite bidimensional, sao reproduzidos, enquanto que no Timite
tridimensional eles sao obtidos com um erro da ordem de 10% em
relacao aos melhores resultados disponiveis; alem disso propo-
mos valores para a fronteira critica, que, acreditamos ser mui
to proximos dos valores reais. Apresentamos também a evolucao de
A com q: resultados que acreditamos serem melhores do que 0S

C
obtidos por Tsallis e Sarmento44.

No tratamento do prob]eﬁa dé %ntérface, gu sejé,q;aﬂ
do temos dois volumes semi-infinitos separados por uma superficie, ob-
mos para q =2 AC=007 no caso em que o0s dois volumes tenham iguais
constantes de acoplamento; este valor e muito proximo do obtido pela a
proximagao de campo medio. Neste prob}ema (para constantes - de
acoplamentos diferentes nos vo]umesfﬁo diagrama de fases apre
senta, para todos os valores de g, quatro fases fisicamente di
ferentes, ou seja, a ferromagnetica em um dos volumes, a ferro
magnética em ambos os volumes, a ferromagnetica apenas na inter
face e a paramagnetica. As fases paramagnetica, volume simples
ferromagnetico e superficie ferromagnetica Jjuntam-se em .uma
lTinha multicritica, cuja classe de universalidade € a correépog
dente a superficie livre (se as constantes de acoplamento sao
diferentes nos volumes). Todos os resultados se mantem estrita-

mente para transicoes de segunda ordem (ou no minimo continuas,

isto e, para 0 <q <4 para duas dimensdes, e 0 <q <q, (com qczB)
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para tres dimensoes. Entretanto, sempre gque a transicdo e de
primeira ordem, o calor latente &€ bem pequeno no intervalo
g e [0,4], por isso, vale a pena estendermos nossa discussao
ate g =4. Para q #2, pelo que sabemos, € a primeira vez que o
diagrama de fases & apresentado com trés diferentes constan-
tes de acoplamento, nao temos portanto, como comparar nossos

resultados. No caso J =J, =J, =d nossos resultadoa apre-

11 1 2 12°
sentam uma diferenca de ordem de 0,1% em relacao aos valores

obtidos por da Silva e c0146.

Estudamos ainda uma situacao particularmente fntereg
sante, onde temos um volume semi-infinito cibico simples ferro-
magnético de Ising, limitado por uma superficie quadrada Heisen
berg anisotropica. 0 diagrama de fase e semelhante ao obtido
quando, tanto a superficie livre quanto o volume semi-infinito
sao ferromagnetos de Ising. Mas agora, o ponto critico AC, co-
mum as tres fases, decresce lenta e gradualmente com a variacao
‘da constante de anisotropia n no intervalo de 0 a 1, sendo que
o seu minimo corresponde ao caso de Ising (n=1). Por -outro lado,
apresenta um valor maximo quando a superficie & totalmente iso
tropica (n=0). Isto significa que, apesar do volume estar desor-
denado, existe uma temperatura critica finita nao nula: abaixo
da qual a superficie Heisenberg isotropica esta ordenada e o VO
Tume esta desordenado. Isto aparentamente parece contrariar 0
178

teorema de Mermin e Wagner ; gostariamos, entretanto,de ressal-

tar que o mesmo e valido somente se a superficie nao estivese
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conéétdﬁémdomv;fume,-tdja simetria mégnéticé cor;ésponde a um.
grupo discreto de simetria (interacao de Ising), no nosso caso,
os spins da superficie podem interagir entre si através das pri
meiras camadas do volume. Um problema por si proprio interessan
te e a investigacao do que acontence, no caso do volume ser tam

bem Heisenberg anisotropico; particularmente quando ambos forem

isotropicos {n =0}; existe fase de superficie? Atualmente esta-

mos estudando este problema e seus resultados serao publicados

oportunamente.

Finalmente estudamos ¢ modelo de Potts em redes frac
tais que possuem ordens de ramificacao, R, infinita. A rede frac

tal escolhida foi o tapete de Sierpinski. Construimos, a partir

dﬁ fgﬁeté de Sierpfgski, ﬁma rede hierarquica (HL) que foi .rg
normalizada, de modo a obtermos as fronteiras criticas e os pon
tos criticos. Alem desta HL foram utilizado duas outras redes
hierarquicas que resultam do emprego do movimento de ligagoes

55

de Migdal Kadanoff™", estas foram denominadas tipo M e K (sendo

esta ultima utilizada para o modelo de Ising no tapete de Sierpinski (SC)

nor Gefen e 001166

. Mostramos que os limites de alta e baixa temperaturas
de nossa HL fornecem exatamente os grafos tipo M e K. Analisa-
mos e comparamos as fronteiras criticas obtidas com os tres ti
pos de rede e fazemos a previsao de que o resultado real para a
fronteira critica do SC deva estar muito proximo do obtido pela

HL. Deste trabalho inicial, sobressaem-se duas interessantes ques

toes, ou sejam: a analise dos limites de alta e baixa temperatu
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ras da HL quando o . tamanho dela vai para 6‘1nf1nito, verificando
se eles coincidem com o0s comportamentos de alta e baixa tempera
turas obtidos por extensao analitica para d<? da rede hipercubi
ca; Tinalmente verificarmos o que acontece com a fronteira cr?ti

ca do SC quando fazemos diluicao das ]igagﬁes.

Com relacao ao estudo do Modelo de Potts em superfi-
cie e interfaces gostariamos de ressaltar que como extensoes na

turais deste trabalho estariam:

i) Estudar o caso em que dois volumes semi-infinitos com cons

tantes de acoplamentos J, e J, estao separados por uma in-

terface com constante de acoplamento Jg (ver Ref. 46).
i1) Estudar o problema de diluigac na superficie livre, enquan
to que o volume nao esta diluido; como tambem com o volume
diTuido.
i11) Estudar o caso (i) onde as ligacOes na interface estiao di

luidas.

Alguns destes estudos ja estao sendo feitos em nosso
grupo.

Finalmente, calculos semelhantes podem ser feitos Pa
ra outros tipos de Hamiltoniano ou ainda, estudar os efeitos de

um campo externo aplicado.
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APENDICE A

Calculo da transmissividade equivalente da ponte de

Wheatstone com cinco ligac¢oes diferentes.

Seja o grafo da FIGURA Al , nos desejamos aqui, cal
cular a transmissividade equivalente t' utilizando o metodo do

corte-colapso (BCM)

a) 2 b) 2

FIGURA A1 - Grafos com dois terminais:
{a) ponte de Wheatstone, b=2;
(b) b=1

0 metodo BCM consiste em se reduzir o grafo dado a3
grafos onde aparecem apenas ligacoes em serie e paralelo. Para
fazermos isto, vamos eliminar e colapsar a ligacao ts, ©0S (gra-

fos resultantes sao os da FIGURA A2.

1
th T2 t, t,
tq ta tu ta
2
b)

FIGURA A2 - Grafos com dois terminais resultante do colapso
da ligacao ts(b) e de sua eliminagao (c), no grafo da
Ponte de Wheatstone (a).
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Para resolvermos o grafo da FIGURA A 2 b somamos ini
cialmente as ligagdes (t, e t, , t; e t,) em paralelo; isto nos

da (FIGURA A 3) (Empregamos para isto as eq. (1.2.27)e (1.2.28)):

tf Vb, ty

t fts t

P r—0
+

a) b) c)

FIGURA A 3 - Passos sucessivos na resolugao do
grafo (a)

t o+t + (g-2) t t

12

i
tl

|
—
I=
.
—_
—

1+(g-1) t;t,

g t.+t,+ (g-2) t,t
e 3T by 37 (A.2)
-|+(q*‘]) t3t'+

E agora, resolvemos as ligagoes (t: e t") em serie:

eq. (1.2.26).

by o= t) e = [ttt b bttt s (g-2) (L Lt 4

Eit,tet tybat, +Eotaty + (9-2) t t,t,t, ]/ [1+(a-1)(E, t,

£ byt + (g-1) 7t t,t,t,] (A.3)

Vamos resolver agora o grafo da FIGURA A 2 ¢, para isto somamos

inicialmente as ligacoes em serie: (FIGURA A 4).
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tltq t2t3

12) b) <)

FIGURA A4 - Passos sucessivos na resolu¢ao do grafo (a)

e depois resolvemos as ligagoes em paralelo FIGURA A4b, o que
nos da:
tit,+ b+ (9-2) t t,t,t,

‘t; = (A'4)
T+(g-1) t t, t. t,

O numerador da transmissividade equivalente de acordo com a egq.

(1.2.32) sera dado por:
Nt} = (1-t,) [ttt +(g-2) b b, b8, ]+t [t t,
+ t2t3+t1tq+t2tk+(q-2)(t1t2t4+t1t2t3+t1t3tq+t2t3tq)+

(a-2) "t t,t,t,] (A.5)

operando convenientemente nesta equacao, podemos coloca-la na

forma mais simplificada:

1

NE t) = £ttt +t bt +t, T, tet(a-2) (£, tyt,t,

1%3%5

+t ot ot +t ot ottt tt

1727375 127 475 17374

tett, ot ts)+(9-2)(9-3)

t,t,tst,ts (A.6)

>
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e de acordo com a eq. (1.2.33) o denominador da transmissividade

equivalente sera:

2
D{ t}=(1—t5)[1+(q-1)t1t2t3tq]+t5[1+(q-1)(t1t2+t3th+(q-2) tlt2t3t4]

(A.7)

Reduzindo os termos semelhantes, obtemos
DLt} :]+(q'1)(t1t3t5+t2t4t5+t1t2t3tu)+(q'1)(q'z)tltztatqts (A.8)

Logo, a transmissividade equivalente do grafo da Fig. A.1 sera:

Fq.(1.2.29)

ou seja:

t' = [tlt2+tStu+tlt3tq+t2tqt5+(q-2)(t t t.t

1723 &

bt bttt bt bttt tot, Rt ot )4(q-2) (g-3) E ttt T, ]/

[T+(a=T) (trt trt, b, tort tyt,t, ) +(q-1)(g-2)t T, Tt ]

(A.9)
que € a eq. (2.20) substituindo t por r.
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APENDICE B

Calculo da condutancia equivalente da ponte de

Wheatstone totalmente anisotropica.

Consideremos a ponte de Wheatstone (FIGURA B1), nosso
objetivo & calcular a condutancia eguivalente deste grafo utili-

zando o método BCM.

™
Mo

FIGURA B1 - Grafos de dois terminais
{a) Ponte de Wheatstone (b=2)
(b) Condutancia equivalente (b-1)

Inicialmente nos cortamos e colapsamos a condutancia
g, (equivalente a fazer g, = 0 e g, = =), e obtemos os grafos da
FIGURA B2. Ficamos, portanto, reduzidos @ soma de condutancias
em serie e paralelo. A condutancia equivalente do grafo da FIGU-

RA B2a e dada por:
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1 1
g, g, 9, 92
9y 93 Qy gs
2 2
a) b}
FIGURA B2 - (a) Ponte de Wheatstone colapsada

(b) Cortada

g = 9,9,+ 9,9,* 9,9,+ 9,9, (B.1)
c
g9,v g,+ 9.+ 9,

enquanto a condutancia equivalente do grafo da FIGURA B2b & dada
por:
2g * g19294-'- g1g39'++ g2939‘+

g, = 2 (B.2)
9,9,* 9,9,* 9,9, 9,9,

0 numerador da condutancia equivalente sera dado por:
b, | o
N{gl}t=N{g}+ g, N'{g} (B.3)
logo temos:

N{9} =9.909+09909+0909.09+,9,9"*9,(99+99+9,9+5,49)  (B.4)
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0 denominador da condutividade equivalente sera dado por:
- b ] C [}
D{g }=0D1{g'} + g, D°{g} (B.5)
logo, usando as equacoes (B.1) e {B.3), temos:

D {9} =9,9,+ 9,9,+ 9,9+ 9,9,+9,(9,+ 9,+ 9.+ 9.)

(B.6)
Finalmente a condutancia equivalente sera:
N{ g} \
g = (B.7
9 p{gy
Usando as equacoes (B.6) e (B.4) temos:
9,9,9,+ 9,9,9,+ 9,9,9,+ 9,9,9,+ 9.(9,9,+ 9.9+ 9,9.+ 9,9,)
9eq ~
q
9,9,+ 9,9,+ 9,9+ 9.9+ 9.(9,+ g,+ 9.+ g )
(B.8)
Observemos que a eq. (B.8) & igual a que obterTamos
se resolvissemos a ponte de Wheatstone utilizando as leis de

Kirchhoff e a eq. (3.8) do Cap. 3.

Esta equacdo e a eq. (3.8) do Capitulo 3.
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APENDICE ¢

Consideremos um arranjo em serie de tres ligacoes (K,n)
e quatro sitios (veja FIGURA C1) , que e caracterizado pelo Ha

miltoniano (sem dimensao):

g%f = K[(]—n)(o 0X+o +0 0 +oycy+o +cy0y (o UZ+U oZ+oo Z)] (C.1)

37 n N
123y
Este arranjo sera renormalizado em uma ligacao simples, cujo Ha

miltoniano sem dimensao e dado por:

S

Moo=k [0

12

= X

of +a¥0d) + oZol] (C.2)

onde Kz , K° e n® sio as funcbes de (K,n) que nds queremos deter
minar, impondo a condicao de que

. S
mlz }.@1234

e = Tr e (C.3)

3L

o Tr & o traco sobre 0s sTtios internos do arranjo em serie.

1 ol
(K,n)
3
s s
(K35n3)
4
2 02

FIGURA €1 - Transformacao de drupo de renormalizagao para um ar-

ranjo de treés ligacces em serie.
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Mostraremos o0s passos intermediarios para o calculo que Segue ao
Tongo da linha das Refs. 73 e 106. Primeiro expandimos ambos o0s

lados da eq. (C.3), e obtemos:

_ .S,hS X X Yy s
e = +b12(0102 +o7 0% )+ ¢;, 070, (C.4)
e
% 1234
e =a + 3 [ . +0yoy )tc, 0508 J + I {d..(o¥o¥+o¥q¥)ozoz}
i<] ij 17173 i< ijvyvtio] Cinil vk
k<g

+ e(gfciﬂr{o{) (0§0i+o{o + f ozogogof (C.5)

Substituindo estas expressoes na eq.(C.3), obtemos

a® = 4a (C.6)
S

blzﬂ 4y, (C.7)
Ci,= 4Cy, (C.8)

S . ; .
Expressando }& na base que o diagonaliza., podemos facilmente

12
s S,.S .S S . S ,S,.5 .S s S _$,.8,5 S
encontrar K = K (a”,by,,cy;), Ki=K;(a b7, .c7,) e naqu(a b7, .CT, ).
Diagonalizando ;6 - podemos, de modo similar, achar a=a(K,n) .,
1234

b,,=b,,(Ksn) e ¢ ,=c,,(K,n). Todas estas relagbes e mais as eqs.

(C.6)-(C.8) fornecem as relagoes KZ=K2(K,n), KizK?(K,n) e

nizni(K,n) gue estamos procurando. As expressoes assim obtidas

540:



F
S 1 3
K™ == 2n
i - (C.9)
12
s o SLn(Fl/Fz)
no o= . (C.10)
en(Fy,/F F,)
onde:
2
1 wtd w=r, (A -K-w)  -K+2x
F, = 5 [(Al—m+K)e 1+(}\l+w—K)e 1}+ e “ 4
' [Rz (lz‘K)
2
(X, +K+tw)  -K-2%, 3 b_|+"! 2 E'I
44— e + £ (——=——) e C.11
8, (A,+K) i=1 (c.11)
2
| W w-him o (A, -K4w) K422
F, = T [(l1+w+K)e +(A ~w-K)e 1J+-——i«ﬂ“——— e 4
4a, (A,-K}
(h,+K-w) -K-22, 5 b.-1, E.
+ ————- & + I (=) e c.12
4, (X, +K) i=1 ( )
- Aymw-K oty Atk sw-Ag o Agtw-K wHA
e - + e + e
2?\3 A 2x1
Aymw-K w-dn -K 3 a. E.
, e +8 4 1 (hHled (C.13)
2, 2 =1 N
onde:
w = K(1-n) (C.14)

A = [(K-w)2+Km2T§ (C.15)



re =[K*+ w2]% (C.16)

Ay o= [(K + w)'+ 40713 (C.17)
£ -K |

35 = 2 (g (i=1,2,3) (C.18)
Ej-K .

b = 5o (i=1,2,3) (C.19)
1 .

x; = [2(1+a+p3)]? (i=1,2,3) (C.20)

onde os E; sao as rajzes de uma equacao cubica, e sao dadas por:

E, = o cos - K (c.21)
E, = -a cOS igﬁ - K (C.22)
E, = -u coS 951 - K (C.23)
onde
Y
o« = 4 [(K2—5m2)/3] (C.24)
) /
3f2 2
-2x3 Kuw
¢ = arc cos {M_Z__“EHQE' (C.25)
(K> +5w2)
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