LUIZ CARLOS LOBATO BOTELHO

FORMULACAO DE INTEGRAIS FUNCIONAIS INVARIANTE E APLICAGOES A
QUANTIZAGAO DAS TEORIAS DE CALIBRE

Tese Apresentada ao
Centro Brasileiro de Pesquisas
Fisicas como parte dos reguesi
tos para a obtengdo do Titulo

de Doutor em Fisica.

Orientador: Prof. Juan J. Giambiagi

Co-Orientador: C€.G. Bollini

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FTSICAS

Rio de Janeiro, Abril de 1985



RESUMO

Pela introducao de uma Estrutura Riemmaniana no Espa-
co de Configuracoes de uma Teoria de Campo com Simetria Asso-
ciada a um Grupo de Dimensao Infinita; obtemos uma formulagao
de Integral Funcional Invariante. Aplicamos esta formulagao
ao estudo da Quantizacao das Teorias de Calibre de Yang-Mills
e dos Strings Bosonicos de Polyakov, obtendo alguns fatos no

vos, bem como reproduzindo resultados conhecidos.

Continuando com a ideia geral de integragdo funcional
invariante; implementamos uma mudanca (chiral) na medida fun-
cional fermionica da Cromodinamica Quantica Nao-Massiva Bidi-
mensional, obtendo pela primeira vez uma agao efetiva puramen
te gluonica para o modelo. Obtemos, tambéem, a completa seolu-
bilidade do Modelo Bidimensional de Rothe-Stamatescuno forma

Tismo da integral funcional.



ABSTRACT

Introducting a metrical structure into the Configuration
Space of Quantum Field Theories with Infinite-Dimensional
symetry group, we obtain a formulation of Invariant Functional
Integrals suitable for their quantization. We apply it for
Gauge Theories of Yang-MiT1s and Polyakov's Bosonic String;
obtaining several new facts about them, as well as reproducing

some well known results.

By following the general idea of invariant functional
measures; we implement a fermionic (chiral) change of
variables in the fermionic sector of two-dimensional massless
Quantum-Chromodynamics; obtaining by the first time, a pure
gluonic effective action for the model. In adittion, we

obtain the complete solution for the Rothe-Stamatesu Model.
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INTRODUCAO

IL LIBRO PELLA NATURA IS SCRITO IN LINGUA MATEMATICA

Galileo Galilei

Integrais funcionais tem se mostrado de extensa apli-
cacoes na Fisica TeoOrica. Solugdes de equagoes diferenciais
funcionais tendo suas origens na Teoria Quantica dos Campos,
Mecanica Quantica Estatistica e Teoria da Difusao sao sempre

representadas como integrais funcionais.

Claramente, a importancia fundamental do estudo deste
"Calculo integral" para a Fisica Moderna e inquestionavel. Co
mo por exemplo: A moderna Teoria dos Fenomenos Criticos & in
teiramente baseada na representacao de integral funcional pa
ra o Funcional de Particao do modelo analisado; A quantizagao
das Teorias de Calibre de Yang-Mills (as quais aparecem como
as teorias em potencial para a descrigao das interacoes funda
mentais entre as particulas elementares & sempre realizada
via o uso das Integrais Funcionais. E recentemente; o estudo
da quantizagao de objetos extendidos (excitacgdes tipo vorti-
ces, instantons, strings, solitons, etc...) & feito exclusi

vamente via a integral funcional.

E apesar de uma formulagdo matematica rigorosa ser
inexistente para as Integrais Funcionais (assim como uma teo

ria matematica rigorosa para o formalismo de operadores.), a

sya utilidade nao e diminuida.



A presente tese e devotada ao estudo e algumas aplica

coes deste "Calculo integral” na Teoria Quantica dos Campos.

Na primeira parte dos estudos apresentados nesta Te-
se, {(cap.2 - cap.3), apresentamos uma formulacao de integral
funcional invariante adaptavel a quantizacdo de sistemas fisi

cos possuindo um Grupo de Simetria de Dimensao Infinita.

Afora o interesse intrinseco de saber como formular
diretamente uma integracaoc funcional invariante; uma simplifi
cacio no formalismo de quantizagdo das Teorias de Calibre &
obtida. Exemplificamos a utilidade do formalismo proposto,
estudando a quantizacgao das Teorias de Calibre de Yang-Mills

e da Teoria do String Bosonicos de Polyakov.

Na segunda parte.cap.4), obtemos uma agao gluonica
efetiva para a Cronodinamica Quantica, fazendo uso de uma
transformacio de variaveis na medida funcional fermionica in-
variante do modelo e obtemos alguns resultados relacionados
a estrutura das suas funcoes de correlagao fermionicas e a
existéncia de um Mecanismo de Higgs intrinseco. Aplicamos,
tambem, esta técnica ao modelo bidimensional de Rothe- Stamatescu

e obtemos sua completa solubilidade no formalismo das integrais

funcionais.

Quanto a notacao a ser seguida, exemplificamos abaixo !
eq. (3.42) - significa a equagdo 42 do capitulo 3
§ 4.2 - significa o pardgrado 2 do capitulo 4

apendice 3 - significa o apendice 3.



Todas as demonstragoes paralelas ao fluxo principal
do texto (material tao importante guanto aqueles apresenta
do no texto!) sao agrupados em apendices para a maior faci

lidade de leitura dos capitulos.

Finalmente sempre trabalharemos no sistema natural

de unidades no qual R - C-=1.



CAPITULO I
INTEGRAIS DE TRAJETORIAS
1.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo, apresentaremos as ideias gerais do For-
malismo das Integrais de Trajetoria para a quantizagao de siste
mas ndao-relativisticos e relativisticos (os chamados Campos
Quanticos) a serem utilizadas nas pesquisas apresentadas nesta

tese,

A organizagao do presente capitulo e feita do  seguin-
te modo: No paragrafo 1.2, apresentamos a Formulagao de Inte-
grais de Trajetoria para os Sistemas Quanticos nao-relativisti-
cos. No paragrafo 1.3, apresentamos a Formulagao acima as Teo

rias Quanticas de Campo. E, finalmente, no 1.4 apresentamos o

calculo explicito das integrais funcionais do tipo Gaussiano.
1.2 - INTEGRAIS DE TRAJETORIAS NA MECANICA QUANTICA

A idéia basica do Formalismo das Integrais de Trajeto-
rias, devido a R.P. Feynaman ([1] , [2]) reside no postulado
que a evolugcdo de um sistema quantico (nao-relativistico) de um
estado inicial A para um estado final B, ambos caracteriza-
dos por suas posicoes no espago RY  de configuragoes X e ¥

il 5 -
respectivamente & realizada por uma trajetoria X (3\)<Y~CS)‘><
€ ‘x(J%3“7> com uma dada amplitude de probabilidade proporcional
ao fator er‘g[‘.&(ﬂ] onde S(L[XCSYJ denota a integral de

acio classica do sistema calculada ao longo desta  trajetoria.



Postula-se que a amplitude total de probabilidade para a propa-
gagao acima (denotada por GS(A;B) e denominada de propagador
quantico) e dada pela soma de todas as amplitudes de probabili
dade definidas pelas trajetorias do sistema conectando estes 2

estados A e B:

Glam=p ., e (1.1)

1R
= >
X (T)=x; X (3=
3.43<H

Um significado preciso para a expressao (1.1} foi da-

do por Feynman e consiste em introduzir "Trajetorias Poligonais"

—» (&, N — < ( .
(Y) aque aproximam as dadas trajetorias X{3Y no Timite

N—sw € €-» O

FEM gy s Xy X0 o5y ¢+ X)) (L.a)
&

onde sub-dividimos o intervalo [3233£] em N partes iguais de

comprimento €. ( Ne - ‘S,()JS e A‘S = € )

X5 -
?(3’1'} X (Sm\

\-—b
R v
X j ' F\D(K)‘l: ‘ ‘

6 i |
0 propagador G(AB):G((?JL_\;C?J(\) e, entao, defini

do pelo limite: N-1 : (s,m[

(:,m_umN Mddoy et
6((xazem ) um N ) 3y

*bCE,N) ~ - .
onde S [ 5-1 denota a acao classica convenientemente

%M )]



discretizada e N um fator de normalizac3ao da expressao. Por
exemplo, para uma particula movendo-se sob a presenga de um po

=
tencial \/(V>, a acio classica discretizada toma a forma: ([1],

20 N

Bl
s )zp(jk)" ;(D(Tu-;)> v
IIEREEE SV PN

2 e
=1

onde Ngor Ti € \jN:‘S{:

—tr b =
Observamos que em (1.3) os pontos X.(Xb)= >((ng: X

— —p
e X(}'NB:X(X):? nio sdo integrados.

Uma pergunta importante, cuja resposta sera utilizada
no apéndice 6 da presente tese, & sobre a natureza de tais tra
jetorias. Da maneira como elas foram introduzidas (como Timi
te de trajetorias poligonais), as trajetOrias nao sdo totalmen
te arbitrarias. Um primeiro resultado, e que estas trajeto-
rias s3o continuas. A relacao (1.3) permite fazer-mos mais
inferéncias sobre a natureza dgeometrica de tais trajetorias.
Caso os pontos Sf(ju)‘g?[{#;)néo estiverem suficientemente
proximos, para que a contribuicao correspondente ao termo

ENY — 2(EN) ~
GS ['X (3) | seja menor ou igual a {f', o termo correspon-
dente em (1.3) sera rapidamente oscilante e a integragao SO
bre &%DUQ € A?(KK_Q levara ao cancelamento por interferen
cia destrutiva. E, portanto, as trajetorias que efetivamente
contribuem para {1.3) devem satisfazer a condigao de que (ve

ja a eq. (1.4): - 2 :
e m (X -R(3)) £ T (1.5}

2 e .

-» = NG :
55?(33\—_— \X(:YK%X(X‘_Q\Q CJ_’;—C(Y%) (1.6)

. Deste modo, teremos que a velocidade associada a esta

ou



trajetoria assume valores arbitrariamente grandes no limite ﬁU*ﬁ as

(ou €0 ) ]Sﬁ\ = \Sib' N(Dhrﬁ)j/l Vemos, entao, que as traje
Cw A= F = . R .
_ - AT € (mE -
torias X(3) que efetivamente contribuem para (1.3)g¢ poSsuem um

X - %(3)

comportamento muito irregular, pois sua derivada Jf—’F—

e formalmente infinita para qualquer valor de T no intervalo
de propagacao [I;) jﬁ] . Este comportamento irregular e ana

logo ao movimento Browniano (veja a fig. 2)

¥

Pode-se mostrar que & possivel recuperar a formulacgdo

usual da mecanica quantica a partir do Formalismo das Integra

is de Trajetoria ([1] ., [2]).

.Denotaremos o espaco de todas estas trajetorias por

djonv). Introduzindo a med113 infinita de Feynman em dj(?ﬂ?)

i
{DF[XC“] = L l ﬁix 3 (5.7

: LSRR
6((2‘}0)-}(?,3)): K(DFNCM e’ (1.8)

Y . -
OQutro conjunto de resultados uteis provendgentes do cal

9 re-escrevemos (1.3) na forma

culo funcional seraoc apresentados.



>
A derivada funcional de um funcional F-EV(S)] defini-

do, em Gj( +. e definida pela relagdo

> ?)Y) - -
im F[R)+e 3(3-6)¢ J-F[Xtp ) 5 FD&(U] C4.9)
6>0 ¢ O ¥, (5)
-
onde 6}Q denota o vetor {(0,...,1,...0) em i
K-esima

-
0 valor medio do funciopnal FIjX{S)] sera definido pe

la relacao:

LR D.Fm] e” ‘ ]FD'?U)] (1-10)

Uma relacao importante na teoria das integrais de tra

jetoria sera deduzida a seguir. Devido a invariancia transla

cional de (D [X(‘S\] ((D[XCI)] (D[‘x S\T% (33]) temos que:
Q = ) {?(SHW‘S\] FRGH+H 0] Eit Ly VQ(“‘J

G y (D[X(sﬂ]?[xm] en%[xm]

m(xwl
g assim, desprezando termos de ordem ()(hl , obtemos a rela-

an:< S F[X('S\_l B _ L <\—[§((S\’\ SSD{(SS] >
8%(6“’ T T s

Finalmente, obsServamos gque pode-se re-escrever o propa

SWEY

gador (1.8) <como a seguinte média quantica

(D((x o) (Y, 33) (5 (xcox—x) S (y(j)—\/ \>

Ci 129

a qual possui o significado fisico de dar a amplitude de proba
bilidade da particula "interceptar" o ponto ¥ no instante §=0

+ .
e o ponto Y no instante §-= 3



1.3 - A FORMULACAO DE INTEGRAIS DE TRAJETORIA PARA AS TEORIAS
QUANTICAS DE CAMPO

Neste paragrafo, estudaremos a formulagcao de Integrais
de Trajetorias para sistemas como um numero infinito de graus
de liberdade, os chamados campos quanticos e tratando as inte-
grais de trajetorias envolvidas na formulagao como um  tipo de

Transformada de Fourier Funcional ([3]).

Podemos descrever uma Teoria Quantica de Campos em um
espaco-tempo D-dimensional a partir de um principio variacional
generalizado devido a Schwinger ([3]). Neste formalismo, pos-
tula-se a existencia de um operador hermitiano, o chamado opera

dor acao e construido a partir da variaveis de campo éﬁa«§><\

e suas derivadas Q}A @((X‘\ e denotado por S[@ 1,
£y

(=
As equagoes de movimento sac obtidas a partir de um principio

variacional e produzindo as equagoes de Euler-Lagrange do siste

,S_S[@mm] = 0 (1.13)
5 &

onde Ji—- denota a variacao funcional total em relacao aos cam

g (ﬂx\

pos @LM(M do funcional acao SE@{K\Cx\

ma quantico:

As condicgbes de contarno impostas as equagoes de movi-
mento (1.13) devem ser tais que no limite T — T oo (XM:('?sy))
devem corresponder a solucoes de campos livres (esta e a hipote
se do completamento assintotico da teoria). A solucao de (1.13)
&, em geral, um problema muito complicado. Mas, para a determi

nacao dos elementos da Matriz S; cujo conhecimento permite cal

cular a probabilidade de ocorréencia de um possivel processo de
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interacao entre as excitagoes da Teoria Quantica de Campos as

sociada, somente & necessario determinar o produto ordenado de

campos ([67):

T ( é(ﬂ(?ﬁ '1]1) ©e §[M( )Z)NBTN>>

= Z Q(Tnm)“fwuﬂ Q(Tﬂ(w-ig— j‘ﬂ(N)) @m( X’ﬂu)*]nm)w é(m(ﬁ(m)\gm”
{1} (1-44)

com 25: denotado a soma sobre todas as possiveis permutacoes

do cogygnto {43--~3 N’}

Un funcional Uitil para a determinacao de (4.14) & o
chamado gerador funcional (por motivo de simplicidade na expo-

sicao consideramos um dnico campo @S(*\ escalar neutro)
_ J SRERIGELS }_Q S
7 [Jea)=¢a e VA
Vac U
(1.15)

com .ﬂigm denotado o vacuo quantico e J(X\ uma fonte externa
C
(c-nlUmero). Conhecendo (1.15), podemos calcular explicita-

mente o valor médio de (1.14) via a relagao

<R, T (B3 L d Gt >

L A C% 1.4 6
(LT §30x) .- 3J0%) L)oo \MMEO C )

Para obtermos uma representacao integral para o funcio

nal gerador ZD(X\], consideremos o operador acao g[qf)m’l

acrescido de um termo Correspondente a interacdo do campo ﬁgﬁx\

com uma fonte externa J(X)

Sd (don]= STPea] + EJLMY‘ Ay Joxy by (4T

As equacoes de movimento (1.13) tomam, agora, a for

ma :
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({% S[@])(X): J(x) (1.18)

Uma relacao importante para o funcional ;Z?[j)(x3_1pode

ser obtida a partir de (1 18), Notando que (veja eq. (1.16)):

< 1T ere (1[4 3101809) Gy, G} ) S >

tC f (“iQ 5)& 33 <z EJW)] (1.99)
se portantd,

dw Jwdw)
(5L YZ0e0=¢s,IT]e 7 IS ofls
3obteremos que * 69 (1-20)

[@5]) Jm\zmwﬂ Jooy Z0 e ]

(1.214)

onde fizemos uso da equagao de movimento (1.18) em (1.20) para

obtermos os 2 membros a direita de (1.21).

Deste modo, obtemos a seguinte equagao para o funcional

gerador

S t .9 Y | = X »
{(ﬂé)( ng(xyv}ZD ]' -)( )Z[J( ] (1.22)

Para darmos uma representacaoc integral para o funcional

;Z[)UfL consideremos a transformada de Fourier Funcional de
Z?EJCm] ;?F[{Q(m] , as quais sao relacionadas pela seguinte

integral funcional ([3]) o _ .
U d x JOo ey
ZARICY S §~ [imml € J Fruml o (1.23)

onde ’E)IJQOﬁ]denota a medida funcional de Feynman cuja expres
sdo simbolica € um produto infinito continuo de medidas de Le-

besgue qdek&ﬂ. Aqui, as variaveis de integracao (lLQ(X) 530
D

*eR
consideradas independentes em cada ponto do espacgo-tempo gg € fYY\
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denota o espage formado por estas variéveis. Notemos que o fun
cional LQ(X} em (1.23) € um C-numero e, portanto, nao possuin
do relacao com o Campo Quantico éﬁ (x) (a nao ser no nivel clas

sico, onde estas variaveis coincidem).

Como no paragrafo 1.2, podemos definir (1.23) a partir

o lTimite: © d K
do limit _Jﬂrk LZ J(chk@[x:)/_ﬁyc
Z)oo )= tim N TTIJJLQ(YC) e &

KD -
Ve a0
?[@[ﬁj)ﬂc..jw(yuﬁl [1'31'\3

onde consideramos o espaco-tempo com volume finito 1b7e discre
tizado em hipercubos de vo]umeiﬂXi=%% . Como uma observacao
de caracter matematico, a justificativa rigorosa da existencia
do limite (1.24) so foi, ate agora, obtida para alguns modelos

de teoria de campo em um espago-tempo bidimensional ([5])-

. Procedendo do modo usual para determinar solugoes de
equacoes diferenciais via a transformada de Fourier, substitui-

mos a expressao (1.23) na eqg. (1.22), obtendo a relacgao:

- | XS 1 4 e dx Sy uwix)
9 %@quﬂ((ﬁ)(&t )HJ(M) o f o]
(1.25)

38 gual pode ser escrita na forma
0 - g@FtkﬂLm'j < (;g_%_) (we) + 2 -g—- )e
(1.26)

m Lo o)
Integrando por partes (1.26), obtemos a seguinte equa-
¢ao funcional para ﬁ?[tﬂuﬁk

(%\w‘m* R [l =0 {27

0\ Joodoo
g J U]

@00

que possui como solugdao geral:
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LS Twea]
ol L oe (1.28)
o] =

Obtemos, entao, a seguinte representacao integral para

o funcional gerador Z?[)(M]
Py )0+ U Ldx (@]
ZD(”%J‘( fx ) g q) Tom)
L IYYZ P 29)

A determinagao da constante 2?', se faz usando o signi
ficado fisico de Q?EJ(Xf] como uma amplitude de  probabilidade
da transigao vacuo - vacuo da teoria na presenca da fonte exter

)(¥\ : e assim, sem fontes externas esta probabilidade & 1:

Z(ijmﬂ . Z[o]/; = 1 (1:30)

se dando-nosS como resu]tado
Z = ZLlo] (4 31)
Ao funcional Z, chamamos de funcional de particao da

teoria.

0 valor esperado de um observavel /’\:/’\[Cﬁ(?‘\] (um fun-
cional do campo quantizado @ﬂfﬂ) e expresso na formulagao de

1ntegra1 funcignal pela relagao:

ATCA D 1> =
:.=.,, J LSELQCM A W0 }] Q L (4.32)

[WIE representacgdes integrais (1.29), (1.31) e (1.32) sao
os pontos de partida para a formulagao de integrais de trajeto-

ria de Fpynman nas Teorias Quanticas de Campo.

Finalmente, observamos a utilidade de considerarmos as

- . . E) .
representagoes acima em um espago-tempo euclideano ‘XL: (XﬁLI)

e assim, g[\ﬂ(ﬂ] —> | % [ \0 (_X(E\)_X.
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,€ implicando na relagao euclideana:

7 - %@F[w(x@ﬂ C"XP{- gf‘i’“‘(g)ﬂ} (1:33)

utilizada extensivamente na presente tese.

A quantizagdo via integrais de trajetoria para sistemas
envolvendo campos quanticos fermionicos faz se de modo analogo
ao caso bosonico estudado neife paragrafo, notando apenas qué
as variaveis de campo “P(%).f%(x) sdao tratadas como graus dinami

cos independentes e anti-comutantes ['\l’ix)ﬂ[’(Y)l: %(XP/’C)‘)H}‘(?}%@:O

e com uma integral satisfazendo as relagoes de Berezin ([4])

go\\}’m WX) = 1= fﬂ’_m‘"};m (1.34)
S%bm = jol? (x) = O (1.35)

1.4 - CALCULO EXPLICITO DAS INTEGRAIS DE TRAJETORIA DO TIPO
GAUSSIANO

Neste paragrafo, apresentaremos os resultados explicitos
para o calculo das Integrais de Trajetoria do tipo Gaussiano a

serem utilizados na presente tese.

Seja A um operador hermitiano positivo definido e

BN funcdes escalares reais. Consideremos a seguinte integral

1 [P wix) (Aw) ) \
_Eﬁx wixy ( "eﬁ&ﬂx)wm

funcional (veja o§1.3)

TrJ;m= &@FWC“] €
(1.36)

Podemos re-escrever {1.36) na seguinte forma convenien-

te:
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é_fol"x J(x)(A‘U)m
10Jeo] = _;'l,ﬁ"x(\gﬂ Sk Y (A (-3
J (w7 e | (1.37)

21 -
onde LQ (A J)(X) Notemos que o operador inverso A~ exis

te, pois A @& positivo definido por hipotese.

Para o calculo da integral de trajetoria em (1.37); usa
mos a invariancia sob translagbes da medida funcional em (1.37)

para re-escreve~la da seguinte forma:
| 0 t@co] exe-2 PD“ Gy (AG)o ) (438)
onde 0 (¥)= R(X) — (¥ (X)

Para efetuarmos (1.38), faremos a sequinte mudanca de

variaveis

Cﬁ(X)~P {CQ3Cﬂ5C33--'%CN3-°- } (1.39)

onde os coeficientes (?K sao definidos a partir da expansao de
- D -
bQ()qem termo das auto-funcoes {,O ()0} de A (C :jcl)( Lﬁ(X)/Ci(()Q}

Observamos que, esta mudanca de variavel & unitaria desde que
gol X (d?m) Z Cm

tegral func10na1 (1.39) toma a forma:
2 P

LiM KW’JC e-%k A C, (1.40)

ﬂ_—‘ncﬂ

onde )\K sao 0s auto-valores de /A (_(ﬁ\ﬁ;)bJ=C£ARJ%\>

Neste novo sistema de coordenadas, a in

0 resu1tado de (1.40) e dado por

Lt ?Y >\ = ("DETF CA) X_Ls (1,H1)

{0 W= A
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sonde DETF denota o determinante funcional do operador A (ve

ja o apendice C)

Procedendo do mesmo modo, obtemos o resultado para a in
tegracao funcional do tipo gaussiano para LQ(X\ um campo esca-

lar complexo

T[Jm))’*m] - ng Ny @ [ tx\] €><P px(dz AU?\ m}
&xp { [Ax (J(M oo v Yoo W) }
= (DETF(/MY1 ex? { jijm (A‘ﬁﬂ*(xi} (142)

Estudemos, agora, a versao fermionica das integrais fun

cionais (1.36):

I[Wm s”Tl(Xﬂ = X‘D [\#’(x)]@[iﬁxq 6‘"—
. L% (R 4T M Yoy

(A X \}CM (/'\\}’ JxY

(1.43)

onde A denota um operador positivo hermitiano atuando nos cam

pos fermionicos “}(X) e possuindo um conjunto ortonormal de

auto-funcgoes {X (x} j-x'*oq } e auto-valores {)\w}
¥ K

Procedendo como nos casos anteriores, podemos re-escre-

ver (1.40) na seguinte forma

I[W(x))”ﬁﬁx‘;] = Exp {“rjolx n’[()‘)(/\i/n)(x)}
g 4
LiM (‘(ﬁJ&KJ&KG QMZ K )
Lo @ K= 4

(§.4H)
onde expandimos os campos 7LCX\ EJ (X)) em termos das auto fun-

goes de /‘\ ‘J((xy—ZC{ X CX); WLLX),Z?O, X (x 3 €

{,Qﬂ(s [’ } v =0
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possuem um caracter grassmaniano e, assim, fazendo uso das rela

coes (1.34) e (1.35) obtemos o resultado:

I [”I(M,’*—ztﬂj = DETF (A) exp{f(fx " (x )(A“inz )(x)}
{1.45)

Estas integrais funcionais serao usadas extensivamente

nas discussoes apresentadas nos proximos capitulos.
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CAPTTULO 2
QUANTIZACKO DAS TEORIAS DE CALIBRE
2.1 - INTRODUGAO

Unm dos problemas fundamentais das Teoria de Calibre e o
de sua quantizacao ([1], [2] ., [3] , [4]1, [5]). E neste pro
blema, o formalismo das Integrais de Trajetoria de Feynman (ve
ja capitulo 1) tem se mostrado de maior utilidade que o form§

Tismo canonico de quantizagaoc usual ([7]).

Nosso objetivo neste capitulo e propor um formalismo de quanti
zacao para as Teorias de Calibre no esquema das Integrais de
Trajetoria de Feynman que & adequado para a quantizagao de sis-
temas fisicos possuindo grupos de simetria de dimensao; infini-
ta ([6]). A idéia basica do formalismo, sera a introducao de
uma metrica invariante pela agao do grupo de calibre no espaco
funcional das configuracoes de campo e, entao, tratar o funcio-
nal de partigao do sistema como uma integral funcional invarian

te: neste espago de configuragoes riemanizado.

, 0 presente capitulo esta dividido em 2 paragrafos. No
primeiro parﬁgrafo, apresentaremos de um modo genera]izado 0
formalismo das medidas funcionais invariantes proposto pelo au-
tor da presente tese. No segundo paragrafo, o aplicaremos a
quantizacao dos Campos de Calibre e re-obteremos as regras de
Feynman da teoria. Finalmente, faremos algumas observagoes e
comentarios sobre a aplicabilidade em outras teorias de campo

do formalismo proposto.
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2.2 - 0 FORMALISMO DAS MEDIDAS FUNCIONAIS DE FEYNMAN INVARIANTES

Neste paragrafo exporemos de um modo geral o formalismo

das medidas funcionais de Feynman Invariantes.

Comegaremos apresentandoc os conceitos de geometria dife-
rencial ([10]) e da teoria de integracdo de fungoes invarian-
tes ([8] - apéndice II) a serem utilizados no decorrer da expg

sigao.

Dizemos que uma variedade fYdee classe Cﬁpe de dimensao

" possui uma estrutura riemmaniana se existe um campo tensorial
%hgﬂ nao-negativo em J}Yl (hérignojnn) , Para cada ponto 7(6?[YQ3
%héX) induz um produtc interno no espago tangente a .[YYI neste
pontogT(WQlc Deste modo, para cada deslocamento infinitesimal
JXQ en ponto>§€:ﬂ71associamos um elemento de linha d Sa‘ de

acordo com a relacac (veja a fig. 3)

2 N A Yo @ & (2.1)
dg” = %M(x) A% ,%h%x 5%, 0 5%,

Legendas @ ¢ 3

(qu % (F5) denota a varieda-
de riemanizada e(_ JWV)) o

plano tangente em x.

3 W
b($x ;$x )os deslgcamen-

tos infinitesimais no ponto X
e JS o comprimento deste ve-

A
tor deslocamento em CTEYFk}x

Fi63
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A mgtrica em (2.1) induzira uma forma (ou elemento) de

volume em (fyr[;%hfx)) cuja expressao € dada por

om
AV )= peT{%Mm] dx? o dx

(2.2)

onde }ET{fﬁh§X)§ dencta o determinante da matriz {(éhaCX)}

formada pelos coeficientes da métrica (2.1)

Consideremos agoraﬂRZZ uma sub-variedade de dimensao
WISJYn.deJ\ql e que seja representada parametricamente por um con
junto de eguagoes
(- 3( . (o= 4 m)
X — Lz U ) D(‘:' )'.$3
(2.3)
o . . -
onde {\) } pertence a um dominio conveniente de parametros. O
9, o
deslocamento infinitesimal em um ponto 3 (V) dewkr pode  ser
expresso como um deslocamento infinitesimal no espago dos para-
metros{lj“} :
Y RN ~
aols 92 wvt= B Uy
oU” ~

(2.4)

2,
onde introduzimos a matriz MX{m com os elementos ESM(KJﬁ) =
2

49" (UP) ,
JU _ B (UP)

Iremos supor que a matriz ot para qualquer valor

{}Jsk possui caracteristica maximal M e portanto assegurando
que os vetores {‘zrgg} (uﬂjuvwh $a0 ]inearmentg independen-
tes e consequentemente‘geram 0 espaco tangente de‘\]-no ponto

8 - ) _—

R% (U“}L A metrica {.%%QCX)k ; induz por sua vez uma metrica
em‘xr; cuja expressdo explicita no dominio dos parametros {\Im}

e dadz por
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%, 2°) dyun) dy v
3, 3 3 du® dy?
9,.,L B (V) ngv ) Bgﬁ(u ) AU dV

, 05:; (V*) dumdu’ (2.5)

onde IND LA 40y B b
d "amﬁ(u) 3, (Y )) Bkm(" ) BM(U )

A metrica tem 0 sequinte elemento de volume asso-

ciado em ( V %IND |
d\' VCUB) = DET{%.'ND(U?’)K Ut Ay (2.6)
*f

Uma observacao Util & que no caso de M=m evrm, e
portante (2.3) & um novo sistema de coordenadas emm; as for-
mas de volume (2.2) e (2.6) coincidem numericamente e (2.6) na-

da mais & que a forma de volume (2.2) expressa neste novo siste

ma de coordenadas de M

Consideremos agora um grupo de Lie compactoYatuando em
(Ms%hgx)), isto E:Jzox pertence aMpara gqualquer 266 0
espago quociente‘fwyea e denominado de espago de @rbitas de ]WW?
sobre a acao de G} . Facamos a suposicao que o 65 atue isome-
tricamente emqu) isto e: A distancia entre 2 pontos X e Y

em,pﬂl_é a mesma entre 0s pontos CQ°>< e CQ )’\ para qualquer
RE}Q) Consideremos agora uma funcao ‘é(x) definida emfyq e que
seja G-invariante: ‘8(9 X) = ‘6(7‘1) para qualquer )2 c G eX Em
Definamos a orbita de um efemento )(CJYQComo sendo a sub-varie-
dade de fYrLformada pelos pontos {R,'X} . com\Xéjyvlfixo em
{R} variando em G.
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Analisemos o problema de dar o significado para a inte-

grat da fungao '@(X) acima, em IIWW]

J:nfngmwm 27

5 com AKJ1*7 sendo dado por (2.2)

0 problema que surge em (2.7) &€ a redundancia do domi -
nio de integragﬁojyvl no sentido que o0s pontos {fX § e ij?=X}
(QGG) sao indistinguiveis, pois, g()‘):‘ ’E(Q‘X) e J\V(x\:O\V(J?,X')
Fazendo uso da teoria da integral das fungoes invariantes, po-
demos remover esta degenerescéncia de J considerando o espa
co de Brbitasfh}f; como o dominio efetivo para realizarmos  a
integral de F(x) , desde que neste conjunto a fungdo nao e
mais G-invariante. Passandoyentdosa este novo dominio por uma

mudancga de variaveis, obtemos o resultado (veja o apendice 1II

da ref. [%])

TORNOE 1(5) V() JMWD(RD
Jm JW}/G Nz (2.8)

iND

onde KE SY“/G e i\fé\)/m (X)) denota o volume da orbita

.}{(i)(que e uma sub-variedade dejwq) com o elemento de volu
me c}\/wm(i )induzido pela meétrica {(ﬁhaCX3} nesta orbita
(veja a eq. (2.6)). MNotamos ainda que o volume da orbita J\[(ﬁ)

¢ uma fungao G-invariante no sentido que @
J\V\ND(,QSE): &’ d\\/lND(i )
N (%) NCX)
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o(Q,g)em sua versao de integrais de trajetoria sera fundamental para
o formalismo das medidas funcionais de Feynman invariante a ser

examinado.

Por motivos pedagogicos, exporemos estes conceitos em

um exemplo simples.

g
Consideremos como a variedadedfyqo espacgo gP com a m§
trica euclideana usual JSQ: (ij)g'i'(fb(;)a (%W)(X):Sha 3 “‘:3 ﬁ432)>
e G o grupo das rotagoes 0(2). 0 grupo 0(2) atua no espa
¢o euclideano @g;ﬁe um modo isométrico, pois a distancia entre

2 pontps & inalterada por uma rotagdo. Notando que cada orbita

bl - . - . v R 2
\ﬁth)e uma circunferéncia de raio IXl= X;fog , podemos

2
identificar o espaco de orbitas (9/4](2) com a reta real posi
+
tiva ﬂé . Consideremos a fungao 0(2) - invariante -g(%ipg)=

g(sz+xf)' Desejamos calcular a integral

g Jg[xﬁ%xj )alxiolxg (2.3)
2

Para isto, usaremos a relagao (2.8). A métrica eucli-
+ . o S - G
deana induz na reta ﬂ? , a metrica usual A G (X4l )= b X ‘ﬁl
e assim J\/(?)rci\X] . Devemos, entao, calcular o volume de
- v + -
cada orbita determinada por um ponto X & G? que geometricamen
te coincide com os pontos de uma circunferencia de raio 1§\

Consideremos a sequinte parametrizacao de ,ﬁ%ﬁi') {veja a eq.

(2.3)):
N(i):{(xﬂgxgb \ Xﬁ: ],i\CDSQ 5 .X;—\;E\SENQ ; 0595‘2,\7\,
. (2.40)

o
A metrica euclideana de ﬂz induz a seguinte metrica em (VZ)

(veja a eq. (2.5))
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2 i
4= ( %] (-sengde) ) + (151 (cos 9d0) )
Iz eY (215)

e com o seguinte elemento de volume associado

IV ™) = 1% -de (242 )

Deste modo, a integral(2.9) toma a seguinte forma em

3
péui ﬂq-\— {veja a eq.(;z,8)):

21
j{(xﬁx;)nggxgz D1FP) IR ((OJ@ s
2 + 0
R :Rm lﬁ(\ﬁlg).h—(\o\lfl (2.13)

que coincide com a expressao da integral {(2.9) em <coordenadas
palares ( | X |3 C) )

Note que o volume de cada 6rb1taf}\f(§‘3(veja a eq.
(2.10)) @& dado por QTT\? l , 0 comprimento da circunferencia

de faio 1i‘ .

Tendo exposto e exemplificado, os conceitos geométri-

cos, passaremos a formulacdo do método proposto de quantizagao.

Seja uma teoria quantica de campo descrita por um fun
- - A X n — _ .
cional acgao QS{jkp{u)C 5] {veja o paragrafo §1.3 cap. 1);
onde kghxgxﬁ denota de um modo coletivo ¢os campos quanticos
da teoria. Suponhamos que a teoria possua como Simetria um

grupo de Lie G que atua no espacgo de configuragGesJyY1:{d?u&L

{0y

G devera ser uma simetria do funcional agao ;;Sjuﬁuffil ; is

to e: S[Lﬂmﬁmlzg [(,QA_Q)(M(X)} para ,Qe 6 . Note
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que SuUpomosS gue 0S campos {(J%“£X)} fornecem uma representa-

cao de G.

Para a deducao das regras de Feynman da teoria, devemos
considerar o funcional de partigao associado a agao S:[\J%kgxx

(veja a eq. (1.31)

05 Yy ™
Mm .6t T

Devemos dar um significado preciso para a integral de
trajetorias (2.14). 0 mesmo problema da redundancia do dominio
de integracao como em (2.7) se apresenta: as configuracgoes de
campo relacionadas entre si por uma transformagéo,Q do grupo
de simetria sdo fisicamente indistinguiveis e portanto contribu

em igualmente para o funcional de particao (2.14).

Para dar um significado preciso para (2.14), introduza

mos uma métrica no espago funcional

o g;z = %‘JZC LQ(J)’Q) gk,@u”(x). gb@g(x ) (2.45)

e que satisfagca a condigdao de que G atue isometricamente em
INYW: (Notemos, que como conseguencia de (2.15%9Vpossue uma es-

trutura riemmaniana)‘

( (f.0) md} -0 (2-16)
m iz

onde é%‘ denota a variagao funcional em relagao a fe[}; isto e

05s coeficientes(%;LQ§da métrica sao fungoes G-invariantes
2

Uma definicao natural para (2.14) e dada pela versao

funcional de (2.8}):



O[3, ]/
(e ND Y
Z :(@[LO (x’)] e 4{@0 [@Lm(m]
"G N(@ g (2.47)

(D)
onde 29 [\Q.$X)1 denota o volume (funcional}
N W)
da orbita determinada por uma dada configuragao de campo inequi

valente [K’Ejynfg Observamos que este Volume depende
funcionalmente do ponto base L/Q[MCX) de N( \QQ‘M(‘

0 problema do uso da relagao proposta (2.17), vreside
no calculo do volume da orbita (kﬂtm$x)) que por sua vez

ira exigir a determinacdo explicita de uma parametrizacdo para

o conjunto ’f\r(iﬁ(% R)) (compare com o exemplo (eq. (2.10}}
)

No proximo paragrafo, apresentaremos uma primeira apli
cacao deste formalismo a determinacao das regras de Feynman das

Teorias de Calibre de Yang-Mills SU(N)
2.3. QUANTIZACAO DA TEORIA DE CALIBRE DE YANG-MILLS SU({N)

Nosso objetivo neste paragrafo sera implementarmos o
formalismo de medidas funcionais invariantes exposto no 2.2 pa-

ra a Teoria de Calibre de Yang-Mills SU(N).

As variaveis de campo desta teoria sao campos vetori-

ajs tomando va1oresgfa Algebra de Lie de SU(N)
N2

X - o (2.18)
GMLM.. A %}Acx))\a

=4
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. _ .
onde "{)\a% (a=i3h-3N -1 ) denotam os geradores hermitianos

normalizados da representacao adjunta de SU(N) (isto @

Tr (A =40)

0 funcional acdo (euclidiano) da teoria (veja o0§4.3)

e dado por

S [65(5&)] - —ET ADX T.r('C)({:ﬂ_L(Ga') EW(GJ))(X)
(2:1%)

onde o tensor intensidade de campo & expresso por;
Ffw(GJ )(X)= (Qjﬂ@v*c}v Qf*“ﬁf@fﬂ@u]ﬁ)cx) (2.20)

(¢
com ¢ denotando a constante de acoplamento e dTY" » a ope

racao traco sobre os indices SU(N) da expressao

Segundo a analise do§2.2 (veja a eq. (2.14)), devemos

considerar o funcional de partigcao da teoria
; -Sf@ (Xi:]

i DG, e ’ -

= b ¥ (221)

onde.fwyl_denota o espaco-funcional das configuragoes de campor
de calibre SU(N) (veja a eq. (1.23)).

Devido ao fato de C;[(35LXJJ ser um funcional inva-
= . ~
riante sob a acao do grupo de calibre local G = lgf?b SU(N);( ;
XE
que nada mais & o espago de todas as fungEes_j?(x) do espago-
D
tempo B? no grupo de calibre global SU(N); estamos na pre-
senca do fenomeno da redundancia do dominio de integraga® fun

ciona]jhl, o que torna aplicavel o formalismo exposto no para

grafo§2.2 via a relagao fundamental (2.17),
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Notemos que o grupo de calibre local 65 atua nos campos

(;D(X) (veja a eq. (2.18)) wvia as transformagGes

6 (x)—» 6 CX)*QCX)G(%)Q CX)
(c? Q)mﬂ (xy  (2.22)

com QU‘)GG . Considerando .510‘) ﬂ'ﬂ%(‘ywc‘“) ,  uma

transformagao local de calibre infinitesimal na vizinhanca da
transformagao identidade ﬂ . a relacgao (2.22) toma a forma

conveniente
x L a, .
S%z = (9200) =9 0= ¢ %‘m(gwbm)
+%(c)5 (Fo™) 0O (2.23)

abe

abe .
onde denota as constantes de estrutura da Algebra de Lie

de SU(N) ( Che. Tr“)( f)\q3)\b]_,)\c> )

Como primeiro passo na aplicacao do formalismo das me-
didas funcionais invariantes do§ 2.2, riemmanizaremos o espa-

go—funciona1jyylvia a introdugdo de uma metrica funcional em

M(veja a fig. 4) '
o (oY \ M
457 [ (B )8 00) B 16,1000 (69,700
(2.244)

d
com (S %cx(X)) denotando os deslocamentos infinitésimais no

ponto (5 LX)CJWWfl e [‘6 ](x) os coeficientes da  metrica’

funcional.
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Fi6H
Legendas para a fig. (4)

Jle = Espaco-funcional dos campos de calibre SU(N)

/fyyl/t; - Espago-funcional dos campos nao-equivalentes de calibre

SU(N)
(—T-jwq/l)<3(}) = Espaco-tangente aJ}Tlno "ponto" (55 (X )
b N )
E%y ) E%ﬂ_) : = Componentes infinitesimais do deslocamento
em (-TJWY1> nas direcoes Cvmb ) e (M)
2 67})“"
‘A-g =  “"Comprimento" do vetor deslocamento infinitesimal acima.

MY
A forma funcional dos coeficientes ‘5 [C%U“]seré de -
O b
terminada a partir da condigcao de que o grupo de calibre Tlocal
atue isometricamente emeyl(veja a eq. (2.16)) e que induza uma
forma de volume funcional do espaco de configurag¢oes de campos
de calibre SU{(N) ndo-equivalentes (o chamado espaco de orbitas)

fyn/zb dada pela medida de Feynman usual (veja a eq. (1.23)). A
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MY
unica expressdao G-invariante para Bab[@(xﬂ que satisfaz
as condig¢Oes acima € dada pelo produto tensorial da métrica usu
al de Cartan em SU(N) e a métrica do espago-tempo atuando nos
indices de Lorentz (veja a ref. [5] - pag. 1201). A expressao
explicita dos coeficientes desta metrica funcional tem a seguin

te forma

\é(:: [GH(X)] = C,YM CSMO (2.25)

Devemos agora construir o espago das configuracoes de
campo nao-equivalentes ou o chamado espaco de orbitas (veja a
parte em negrito da fig. 4). Implementaremos esta construgao,
considerando um conjunto de NQ-/.\ funcionais ‘Ea <Gb (X> )
Gl:ia.u.)NQ‘ﬂ) emJTq, 0s quais satisfazem a condigao de que a
equacao %&(G;CM):O tenha uma Gnica solucdo ,SZCX) para
cada Cbb(X\ fixo emJyY\. Este procedimento & denominado de fi
xacao de calibre da teoria. No que segue, denotaremos coletiva

2 - .
mente os N -1 funcionais pelo unico- ~ -funcional

!
-E:C(BD )(x)::;iggq(Géfh)h’ tomando valores na Algebra de Lie

de SU(N).

0 espago de Erbitasfhgfg sera identificado com o sub -

conjunto derY\(sub-variedade) definido implicitamente pela vre

F(Ga)cxﬁ-.—.Q (2.26)

—

Denotaremos um elemento arbitrario defY%<§ por G%SUK3

lagao

0 elemento de volume funcional induzido pela métrica

(2.24) em [h}f; (veja as eqs. (2.5) e (2.6)), como ja observa-
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mos, € dado pela medida de Feynman usual:

D600 ”\F 14 5T 6, xﬂ}c)\gz

(%y5,0)

“ us‘r{&"}tDeTN }-olﬁ 5 )

T (45,0
= (D.N) (c M)A% CX)) (2:27

onde D e a dimensdao do espago tempo e N a ordem do grupo

SU(N).

0 calculo do elemento de volume de uma dada orbita de

terminada por uma dada configuracdo de campo inequivalente fi-

65()( Z% (DA e denotada porN(é;(x\)(isto g: o

az{
conjunto de todas as configuracoes de campo obtidas a partir

(5D(X)E:fn965por uma transformacdo de ca]ibre.jQC%§; cujo
conhecimento faz-se necessario para aplicar a relagdo (2.17);
sera realizado fazendo-se uso do fato que a métrica func1ona1
(2.24) induz, por sua vez, uma métrica na Orbita _/RJ‘( Lx))
(que & um sub-conjunto dej}ﬂ). Para calcularmos exp11c1tamen-
te os coeficientes da metr1ca induzida em bﬁ\rC(;(x» , assim,
obtermos a sua forma de volume, sera necessario termos uma pa-
rametrizacao explicita da mesma (como no exemplo do§2.2, eq.

(2.10)).

Para isto, restringiremos a nossa analise a classe dos

funcionais 6?((5 )LX) lineares:
(6, +Hy )= F )+ F (H, (2.28)

. . ) _{"(6 )
e assim, o funcional TTE% { S (B)Jb

campos de calibre G;(X)

e independentes dos
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Mostraremos que os funcionais abaixo; com dominio no

grupo de calibre local G;

Y2 (2;6,)- o {SI:F(G ) f@F[Gacn]%:f’ﬂ%:(&E(@“@))

d Gy

fornecem efetivamente uma parametrizacao da orbita para os fun

cionais lineares (2.28).

Note que esta classe de funcionais incluem os chamados
calibres lineares (lLorentz, Axial, I }400FT ETC) ([1]) e pos
suem a forma geral B:CG) i(Gb , Com i denotando um ope-
rador diferencial linear. Notemos que neste Ultimo caso, © de

terminante funcional em (2.22) e independente do campoe pode

absorvido na definicio da medida de Feynman

N A verificacao de que (2.28) & uma parametrizacdo de
j\(((5§xqseré feita pelo calculo da integracaoc funcional em
(2.29). Como primeiro passo, observamos que as unicas configu
racoes de campo que efetivamente contribuem para o integrando,
serdo aquelas que anulam o argumento da fungao delta em (2.29),

isto &: B'.CG{C?; )f-o em.Mse e somente se Gb:géﬁ , € as

sim, produzindo o resultado (veja apéndice A) ¢
: .
2%
006,007 9004 (F (6~ G5 )

~a 0
j;nq g (9.060) (2.30)

e KJL 56[]2(363) Gy = gy)

%ue depois de substituido em (2.29)ynos mostra que ‘v/ (hfz C: )

- 2{2~§7 (fz 6 );\ coincide com a configuracao {-(3 CK\} C~uﬁq1135

A=
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Notemos o fato importante que a expressao E%;_(jz3(37 )
contém explicitamente a informagdo sobre a "posicao" do espacgo
de orb1tasJWD/, emth via o aparecimento explicito do funcio
nal ET(Gv . Istoc e: para cada escolha de fixacao de calibre

B:<(5a), temos uma parametrizacao diferente.

Para calcularmos os coeficientes da metrica funcional
na orbita J\((Gﬁ)[mﬂa métrica funcional (2.25), faremos uso

das versoes funcionais das egs. (2 5) e (2.6).

O\S,ND Sa\x JX{LV (SLs 6 )}cx) (§ STy
[Py §8, { _9,5/ (9. G-)}(x) B (s

Notando que (veja a eq. 2.29):

Q . o~ S5
5 y/u(ﬂic j\@ [G,0] % (%), {-— (HF(GH >)("
~n
SF(FCGB)-HZCGZM} (2.32)
onde supomos que a escolha do calibre e tal que o determinante
funcional que aparece em (2.30) e independente dos campos (eq.

(2.28)); o que permite obter o resultado (2.32).

Observamos na eq. {(2.32), o uso da derivacao todal de

um funcional arbitrario (j‘[(35(x)'] em fYYlS isto &:
o 33
Clo,wl =y A C(I6w] (2:33)

(¥y) 3
0 calculo explicito da integral funcional em (2.32) @€

realizado usando a versao funcional do resultado estabelecido
no apend1ce A:
ST d o
g “”{il (d (0 )B} QANRT! (2:3u)
{XOk E&_€(x5
X

-~ X::XO
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onde { KB} denota o conjunto dos zeros simples de ‘g (><)

[ et G ) § (PG FCED
£W1 1 {2{: ry (%rx>§?(6 )cm}} jifw

| 5 (6 .
e { S} (G, 895 55% o7 O
Usando o fato de que o funcional (S B:(: nao depen
S ~

de funcionalmente da variavel de campo‘%z , desde que C;Z

esta fixo, obtemos:

4 (o M) - 5,4 S?gff)

S8 6 SFEGG) 4o (2.3¢)

Substituindo (2.36) em (2.35), e esta Ultima relagao em

(2.31), obtemos a_seguinte expressao para a metrica funcional

induzida em J\f((;

o,\S &ol % (,\ x (D\(X,X\ Y (g &_gi’f‘;) (x)) (Jﬂ(x))

VSRR TS

(33,00 ((EHZCGES )(x‘)) (Jﬂ(x‘))
y N

vy

(239
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Observando que Z égub J&C(A—NV{&E)JVJ 26 J N D

. CB)H‘)C}C\) {B b C‘C
temos o seguinte elemento de volume funcional induzido na orbi-

J\f(@vm)(veja a eq. (2.17)).

@(wl"[ @5—“] _ DETF S &8(6 )(X) Q(‘H)fﬂ]

(2.38)

(k)
Notemos que E). [:fl] denota a medida
F ~
de Feynman G-invariante do grupo de calibre (; :JJ S;U(N)x defi
nida pela relagao: XE@D

X(D [Roa]. C[flo0] = f@ [ﬂ[x)](lf_ﬂ(xjiﬂ\&)]
(2.39)

\
para qualquer transformacdo de calibre Tocal S22 fixa e

C[—_Q()Q:] um funcional em 6 (L_G])

E importante observar que o tnico ponto do calculo do
volume da orbita em que se faz necessario o conhecimento da for

- Ny —— -
ma explicita dos coeficientes ‘b [(;] da metrica funcional em

m e no calculo da expressao Z é- é‘ac(g'uv afo> 0 Sbc‘ @.m@.%"})

(3,9 CC\
Fazendo uso da relacao (2.17) no presente caso, obtemos

a expressao do funcional de particao da teoria no espaco de or-

MZMS: m/%f G,le o JD [Sw] DET {5 b Ga)m} N

Resaltamos que o Espac¢o de Configuragoes efetivo da teo
riaIWX{; constitui um conjunto nao-vetorial (nao linear) do es-

paco funcional j771(o qual por sua vez constitui um espaco-Tinear). Pode

fos: transferir esta caracteristica ndo-linear do dominio de intearagao em

(2.40) para a medida funcional
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de Feynman Q)ITC;D] por meio da introdugao da seguinte medida
naoc linear em JYYI: Z%[Gé]é%(ﬁ?a%ﬂ, o que permite vre-escrever

o funcional de particao do Seguinte modo:

J@ (6,18 (FGple W(f@,f”’fm
Qfﬂ . DET, (% ) 0 (2.43)

Analisemos a integracao sobre o grupo de calibre em
(2.41). Em uma analise perturbativa do funcional de partigao,
o grupo efetivo da teoria € 0o grupo das transformacoes Tocais
na vizinhanga da identidade {} . Mostremos, agora, que um cal

culo expiicito do volume da orbita pode ser realizado. Neste
()

[JQCX)] que & defi

(W, OO
nida sobre todos os e]ementos “§Z(X) € @ (5 devera ser

caso, a medida de integragao 29

substituida pela medida Fﬂv Z) [UJ (7] , a qual e definida so-
ez
bre todos os elementos de G da forma _gZC%) 'ﬂ +ie W [x\/\

(C<<1)‘, que por sua vez formam um grupo de calibre local e deno
ONF}
tado por (5

0 func1ona1 HTCKED em (2.41) sera substituido por
Ssua aproximacao 1inear, que e obtida a partir de sua expansao

Tayloriana (funcional) na vizinhanga do e]emento'ﬂ de<3

e} -L F ey +3F (60) 6y
i 59 55U ag

POl = FECEN | gpeeen
b

(2. 42)

=1 §we
W nz()
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e, portanto, nesta aproximacgao:

QF [s100) - VETg (g FCG;U >

y b

O 2
- DET, SH‘—(G )j )( l'iT—&DFEc,u“m]>

i)
@3 (21
Subst1tu1nd\\rémK/EB¥gmos 0o resultado para o funcio-

nal euclideano de particdo da (Teoria de Calibre SU(N):

7\ greni (Feap)e ™, nree

m e

Aqui, absorvemos em um fator de normalizagao da (2. 44) medida

40 volume do grupo de calibre Tocal infinitesimal (:(:T TT &LU (x)>
*24 xef”

)

N-4)
(2. Hu)

Podemos re-escrever o resultado em uma forma util pa-
ra a deducao das regras de Feynman. Para isto, consideremos

a seguinte parametrizacdo do espac¢o de orbitas 5M®45 (compare
com a eq. (3 26) )

F (6,0 €0 (k)

com {(xydenotando uma funcdao arbitraria tomando valores na

algebra de Lie de (3 . E, portanto{24)toma a
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farma

7. J 006,15 (F(GYo-Con ) e7>t® JDHFW(G;))

————— i —

(246}

.E desde que {2.46]) nao depende de Cx) » podemos integra-la

“ P o~ ) 2
com um peso QXP{-éi[ x Iv (CC”) ‘}, e resultando na seguinte

expressao util:

(96,1 ene]-2 Jrma(FLe ) - 5661
m  DET (M) >Q,'ﬂ (2-u47)

Torna-se, tambem, conveniente expressar o determinante
funcional em (2.47) (o chamado determinante de Faddev-Popov) co
L=N o 2
mo uma acao de campos escalares z? (x) ; C7 (x) (o=4¢. ey

obedecendo a estatistica de Fermi-Dirac ([1])

S g PF(Gf)' ? ﬂz“}x,f
RIS (248

exP A 7(’”

A partir de (2.48), podemos deduzir as regras de Feynman
([1]), onde nota-se o aparecimento de diagramas internos forma-

& a
dos pela propagagao virtual dos campos escalares Z? (K};(? (x)

A média quantica de umobservavel invariante de calibre
(no espaco-tempo euclideanizado {veja a eq. (1.32) do 1.3 - ca-

pitulo 1) sera, entao, dada por

Z o e
eXPi SC’\ X T () H:' C(? ) S[G 1 Ju\ x? (x)f (SHT(GD )} 02“(“{'

§5V qt (am)
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COMENTARIOS E OBSERVAGOES

0 Formalismo de Quantizacao proposto neste capTtulo,
alem de tratar adequadamente os aspectos geometricos das Teori
as de Calibre, possui a vantagem de nao utilizar a Teoria das
Integrais de TrajetOria para Sistemas Hamiltonianos com vincu-

Tos ([3]) para a sua justificacao e de nao ut111zar a decomposi

¢ao "Ad-Hoc" da indentidade ‘ﬂ JﬁEDCQ] 5‘(E.C6 )) introduzi-

da no funcional de particgao da teor1a para o calculo do volume

das orbitas ([2])

As idéias originais do Formalismo de quantizacao apre-
sentado, foram inicialmente propostas por B. de Witt na ref.
(6] e recentemente utilizadas em ([9]) para um estudo dos

aspectos geometricos das Teorias de Calibre.

Um problema fundamental da quantizagaoc, e nao examinado

no presente capitulo, & do calculo completo do volume de uma da

da orbita NCG (x) ) J-DD'ICM] UCTJI(S‘B:C(J )g, levando em

consideracao a topologia nao tr1v1a1 do grupo de calibre 10ca](f53n3n
_ . EFCEY . \

e a expressao completa do funcional §§i > {veja eq.{2.47)

e a discussao anterior a esta equacao . Deste modo, uma Tinha

de pesquisa a ser prosseguida e o estudo deste problema e sua

possivel relacao com o problema do confinamento das excitacoes

com carga de cor das Teorias de Calibre naoc-abelianas,
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CAPTTULO 3

A Teoria Quantica das Superficies de Polyakov no Forma

Tismo das Medidas Funcionais Invariantes

3.1 - INTRODUGHO

Ate o presente momento, as Teorias de Calibre de Yang-
Mills apresentam-se como os candidatos mais promissores para a
descricdo realistica das interagoes fortes. Nestas teorias a
imagem pictorica de um Méson € a de um objeto consistindo  de
um par guark-antiquark e um tubo de fluxo de campo de calibre

conectando-o0s.

Torna-se, entao, sugestivo considerar diretamente es-
tes tubos de fluxo nao-abelianos como variaveis independentes
e re-expressar a teoria em fungao destas novas variaveis ([1],
[2] . [3] . [4]). Uma varidvel dinamica associada a estes tu-
bos de fluxo foi proposta anteriormente por K. Wilson ([5]), o

denominado "“Loop de Wilson”" definido por uma curva fechada é?:

W LC)= T P{e“ﬁﬁ{ P X (3.2)

Procura-se, entao, deduzir as equacoes de movimento pa
ra o valor quﬁntico¢<XﬁJ[C]j>definido pela Teoria de Calibre
Pura (veja o apéndice 6}. Um significado preciso para tais
equacoes de movimento, ainda e objeto de estudo, e devido es-
sencialmente ao fato de que a curva Cf em (3.1) ser uma traje-
toria quantica associada ao par quark-antiquark e, assim, um
objetto geométrico extremamente complicado {veja a discussao

sequindo a eq. (1.4) no capitulo 1).
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Mas, apesar destas dificuldades, espera-se encontrar

uma solugao para estas equagoes de movimento com a forma simbo-

lica: A(S)

<WHCTY - gZ e T (2.3)

(@3)=L
onde Z , denota a soma continua sobre todas as superfi-
$4(09)=C 2 CA®S)

cies limitada por'(f e @ (com /%(S) denotando o fun

cional area associado a superchiesfS),o peso que cada super-

ficie contribui para a soma (3.2).

Sera uma consequéncia de (3.2) o fato que a Teoria de

Calibre & confinante (excitacdes com carga de cor n3ao aparecem

nos estados assintoticos da teoria e que ela nos leva a uma

dinamica de Strings ([1] , [5]). As superficies que aparecem

em (3.2) possuem o significado fisico de serem as superficies
geradas pelo String (tubo de fluxo + par quark-antiquark)

durante as suas possiveis evolugoes no espaco-tempo euclideano.

Nosso objetivo, neste capitulo, sera a apresentacdo do
trabalho de A.M. Polyakov ([6]) para uma solugao do significa-
do preciso para a soma (3.2), usando o formalismo de meétricas

funcionais desenvolvido no capitulo 2.

Organizaremos a apresentacao deste capitulo do seguin
te modo: no§3.2, apresentaremos alguns resultados da teoria

classica das superficies e no§3.3 procederemos a sua teoria

quantica.
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3.2 - TEORIA CLASSICA DAS SUPERFICIES

Uma superficie S , com fronteira sendo uma curva C) R
D
e imersa em um espagco-tempo euclideano [R e usualmente descri
ta por um vetor-posicao XM(E“ZQ) (M:jj’“j D) com %:(‘gdaga>
pertencendo a algum dominio conveniente D (por exemplo: D: DP
- L, s o disco unitario de raio ) e
tal que X/A(%“ia) quando restrita a fronteira de D seja uma

parametrizacao de C (veja a fig. (5))

N Ay \ C
\ \ \ \\
\
| f f | !
Vo ‘ ] I
/
XA L3,E,) C
y ‘\Q‘
P
X, FlG 5
A drea associada a tal superficie e dada pela rela

- .
A(SC,)-.- A%(Dm{%%mﬂa (3.3)
D

Q. -
g COM di:diidga , 05 indices a,b wvariando entre 1 e Qae

L\ag aa)(#-gb)(#denotando o tensor métrico induzido pela parametri-

zagao XM(?”J%;) na superficie SC’ .
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-

Uma propriedade importante do funcional (3.3), e que
ele possui ‘invariancia frente ao grupo das reparametrizacoes da
superficie S@ :
\ A At A\
(Eij% ): (U? (i.ﬂj}l)' L»O (Ei’%')) )
X, (£) = X, e ) (34)

onde \Q(f ) denota uma fungao com jacobiano nao-nulo de [)

en [

Esta propriedade nos permite, no caso em que a superfi
cie (;G ser uma superficie com topologia trivial, escolher
globalmente (isto e: em toda a superficie Siz) um sistema de
coordenadas especialqgno qual o tensor metrico induzido hub(33

possui a forma diagonal ({7])
| WQ(z)
h, ()= € s

o chamado sistema de coordenadas conforme enm g;f

(3.5)

Um outro fato da geometria diferencial importante, e
que se considerarmos o funcional (3.3) como um funcional acao
para uma Teoria de Campos em um espago-tempo bidimensional (ve
ja 0%1.3 do capitulo 1), as equacoes de Euler-Lagrange associa

das sao dadas por

, = (3.6)
A, X (D=0
3 =L 3.7)
RO (
com ZXPl denotando o operador diferencial de Laplace- Beltrami

associado a métrica { Vl (3)

= : ETih L‘\&ba (3-8)
Ah VDET {h ) m 2
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E, no sistema de coordenadas conformal (3.5), o problema de fron
teira (3.6) e (3.7) se reduz ao bem conhecido problema do po-

tencial satisfazendo a condigao de Dirichlet em [):

zﬁ‘&gazo

XL lgeaD G

As equacoes (3.6) e (3.7), tambem, podem ser obtidas a

(3.9)

partir do funcional

A(S, )-“ Uﬁfz(fg%“ba@xM»JBXﬂ)(%> (3.10)

onde {}% (Ej} pertence ao espago de todas as possiveis metri
cas que a superficie (S '{>< (%)iﬁ pode admitir (o chamado

espaco das metricas 1nternas em 0 ).

Este funcional @ invariante frente ao grupo de repara-
metrizagoes de [), denotado por H{]: e que na forma infinite

simal escreve-se:

b= €, (3.11)
SX/MLE'): €,(2) d AL (3.12)
B%Qg» (v QEJV\OEJ(“ (3.43)

onde as derivadas covariantes em (3.13) sao dadas por

NQG vy (3= (aaeko" Fi.oek, )(g) (3.4H)

com o simbolo de Christoffel:

¢ cd .
RJU‘ é{% (909,479,949, %ub)}(%) 3-18)
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Em adicao a simetria (3.11) - (3.13). Notemos

a invariancia de (3.10) sobre a simetria conformal de Weyl:

Do, (80— INEDENED (3.4¢)

Voltando as equacoes de movimento provinientes de (3.10),

vemos que elas sao dadas por:

A%‘Xﬂuw 0 (3-17)

| - . d
T%m-(aqx}&.abxﬂ_é_%%%c JCXN.QAXM)(;):Q (318)
Da relacao (3.18), vemos que
%ab(ﬁ)'-' AG) (%}&gjbxﬂ (%) (3.13)

para alguma fungao )\CE). Fazendo uso da invariancia de Weyl
(3.16) para fazermos N(Z)c 4 e substituindo (3.19) em (3.17)

re-obtemos a equacao (3.6) associada ao funcional (3.3).

3.3 - A TEORIA QUANTICA DAS SUPERFICIES DE POLYAKOYV

Tendo exposto alguns conceitos basicos da Teoria C1as
sica das Superficies no paragrafo anterior (veja as eq. (3.3)
e eq. (3.10), passaremos ao problema da quantizagao no forma-
lismo das Integrais de Trajetdria de Feynman (veja o cap. 1 da

presente tese).

Procedendo em analogia com as integrais de trajetoria
na mecanica quantica (veja o 1.2), pode-se propor para a soma

continua simbolica (3.2), as seguintes integrais funcionais
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NI /\( )
Gc(g g\ DD( (] € £ (3.20)

(%)
% |ECDD

| ~ -AGS)
CHOE Sm o)- € ”“kﬁ D Dxuisyye ™

3.24
com /\(Sé) e (:Sé) dados por (3.3) e (3. ]O), as superficies

¥}$E) satisfazendo as condic¢oes de fronteira >§M(§) 1§€9D: 67
e as medidas funcionais em (3.20) e (3.21) devem ser definidas
de tal modo que sejam invariante frente aos grupos de simetria
(3.4) e (3.11) - (3.15) respectivamente, Notemos o surgimento
em (3.20) de uma constante com dimensao de inverso de quadra
do da massa (e que na teoria dos Strings Duais e, indentificada
com o valor da inclinagao das trajetorias de Regge das excita-
¢oes ([8]) e o termo eﬂlAide[M1em (3.21), para assegurar que
a integracao funcional sobre as {jghéijkseja convergente. {Nova
mente, o parametro "NU" /byf possue dimensao de massa ao qua

drado).

Estudos para o calculo explicito de (3.20) sao apresen-

tados na ref. ([8])

Nosso objetivo, agora, sera o calculo explicito de (3.21)
no caso de que a fronteira ég € vazia (o chamado String fechado

de PolyaKov).

Procedendo no formalismo do§3.2, cap. 23 asseguraremcs
automaticamente a invariancia das medidas funcionais em (3.21)
frente ao grupo de simetria (3.11) - (3.13); introduzindo-as co
mo o elemento de volume associado as seguintes metricas funcio-

nais invariantes definidas no espaco funcional dos {‘ﬁlbfi)k e

{x .o} (r61)



50

1\&></ul\a= jaﬁ% Voo 0%, L2 0K L) (3.22)

159" J%@ 15099 c 5°9") 79, ) [
D (3.23)

onde C4:_§_3 denota uma constante arbitraria (veja o apéndice

da ref. [9] para a demonstracdo da invariancia sobre repara
metrizagoes da Métrica Funcional (3.23) e onde A constante

C deva ser diferente de - ga_para assequrar a inversibilida-

de de (3.23).

A integragao funcional em rela¢do as variaveis { >;A(§)}
e do tipo Gaussiano em relacdo a medida funcional definida por
(3.22) e produzindo o resultado; (veja a eq. (1.38) do §1.4 -

cap. 1).

L1 0% (5 970 90,0 %) ()
Dix e JD k S

SDEX (‘EB] e ;JDO\FF <>< Aoa X/u)(s)
- DETF— %(ZLQ (3.21)

com Zx%; —i-Ql(V§1ab 3 0 operador de Laplace-Beltrami asso-
YD -
ciado a metrica -{%QBCQ)} . Notemos que este resultado e au
tomaticamente invariante frente ao grupo de reparametrizacgoes
(3.12) atuando no espacgo-funcienal dos -{X}A(E)% , devido a

metrica funcional (3.22) possuir, esta propriedade.

. Reduzimos, entao, o funcional (3.21) a seguinte inte-

gracgao funcional sobre o espago funcional dos {}%ahﬁﬁﬁk



51

qual sera denotado no estudo que segue por‘j}Yl):

GCP) ngp [9 CE)] s ffd% - (A%) (3.2@

Para o calculo de (3.25); devido a invariancia frente
ao grupo de reparametrizacgoes (3.13) H—H ; devemos fazer uma
escolha de calibre (veja o §2.3) e assim determinarmos o espa
co de orbitas fYnﬁ%”. Uma escolha natural e o calibre confor-
mal (3.5}, no qual as metricas {:%uifi)k sao conformalmente

euyclideanas

W)
)

Y. (0= € “b (3.26)

acom 50%(%) € M/H

Deste modo, qualquer metrica %Lé;)éfyflé obtida apar

tir de uma dada metrica conformal (3.26) a partir de uma trans

formacao de coordenadas (3.11). Infinitesimalmente; temos que:
59, (0= 800§ (0 + (Ve +V, 6. )3 ) (3.27)
(a)brﬁﬁg)

E, assim, a metrica funcional (3.23) toma a forma (ve

ja o apéndice 2y ([6]):

2 L
’[g%mﬂ (4 +2c¢) fﬁ@?(&vm)
f&%@(ﬂm Cm)i{ ! (Es‘“) {3.28)

6,05

onde ‘\?Cﬁ): SKQU{H'(VC E‘JC%) e i{%} denota o seguinte ope

rador diferencial atuando nos campos vetoriais {CT(E)% (veja
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a eq. (8) do apendice 2):

(;ﬁ{%}e ) (¥)= ~ (V&VDL(SE-%[V%\_]&]_ )6 o (3.29)

onde '{éaﬁi)} denota os geradores da transformacao de coorde

nadas (veja a eq. (3.11) e eq. (3.27).

0 elemento de volume funcional associado a (3.28) sera

entao, dado por:

Q (9. Czﬂ p['l?(%ﬂ 9[6 (3] Dfé ). pET J(i )

(330)

Substituindo {3.30) em (3.25) e notando que DEVCES] =

Zﬂjdﬁi)l devido a sua invariancia translacionalsobtemos que:
(P @ ( J' LQLE) 43 Y
< g Law] e - DET (Ag;—ew&\
;
(i{%: ed?gaij (3.31)

onde absorvemos o volume do grupo H das reparametrizacgoes

(]’Z%E¥3f]2%@43ﬂ\) em uma normalizagao da medida Z>[lﬂﬂi)]
il

A forma explicita dos operadores em (3.31) no calibre

conformal & dada por ([6] , [10])

o) -
A%:ewd‘ab - e 9? 97 (3.32)
= W) Q%)
onde introduzimos as derivadas complexas.
d=d - .- 4id (3.34)

270y, Jyn, 7 gy, J3
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No apendice 3, calculamos explicitamente os determinan
tes funcionais de operadores diferenciais atuando em campos bi

dimensionais e da forma geral

jg _ e"(j-fi)wg)&i CA 5.) (?_35)

onde'g denota um numero inteiro positivo.

Obtem-se o resultado ([6]) e ([10]):

o1, (€)= exe - MJ& L)
127 .

_ UZ()
- Lim h et } (3.36)

€ -0t ;2‘1(-:

Note que a parte infinita dos determinantes funcionais

em (3.36) e da forma:

L) 2
_LiM —LSQ A%

e ewvot M€ (%37)

Notando a validade das relagoes:

% !
DETF a (A%:Q&JM) = DETFH( igro) | (3.38)

1 L
DET, 7 (i{%:exﬂgm}) = DET, ° (iazq\ (3:39)

onde o fator = lQ = %%.'g' na relacdo (3.38) e devido ao fa
- 3
to de que [ET e , desde que o
D (A%H)DT@ )
primeiro operador atua em fungoes escalares e 0 Segundo em

campos vetoriais bidimensionais; obteremos o seguinte resulta
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do para (3.31) ([6]):

2
Gcm [pmcm € (”BW&
(s) 2

2 8
Ly w) Iy

e

Notamos que em (3.40), absorvemos a parte infinita (3.37) dos

determinantes funcionais em uma renormalizacgao do termo
’_’fQLQ&)‘f-%
e D : isto e:
2 2. . (2-D)
= Lim
M R - /\A ) + —_—

ot Qe

Analisemos o que acontece no nivel quantico a invarian

cia conformal de Weyl (3.16) do funcional (3.10).

Como resultado do funcional (3.10) possuir esta sime-

tria, por uma aplicagao do Teorema de Noether, vemos que 0

traco do Tensor "Interno" energia-Momentum _TEEE‘)E nulo (veja
o3

a eq. (6.100) da ref. ([11]))

(5 T)m=Tim=0 G

Estudemos se a lei de conservacdo (3.41), ainda e pre

servada no nivel quantico. Para isso, introduzamos o funcio-

F[%ab] ([C])
_Fls »,] ;fdsf(%“bax DX ) (1)

[X(.) e
) V] (3.42)

Observando qua a versdo quantica de (3.41) e dada por.
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205 Vg (3K 9% ()
Sﬁ[xﬂuﬂe "’£ o (4 T,

%QBLE) é—F{%agl SFI%aJ 2.43)
O Punl¥ (

concluiremos, entdo que a simetria conformal de Weyl sera quantica-

mente quebrada se tivermos a validade da relagao:

9" AFL3e] o (3.14)
§ Pol®
Fazendo uso do resultado (3.24), temos que
Flo.1=2 by T A, (3:15)

Deste modo, no calibre conformal, temos que:

TGy |
b 9. g {0% DET, (A%:euzmg ) }

T93) oo

-_—

5 p-2vt § {U DET, (A ewm(yb)
Suiy “2 (3.H6)

0 cilculo da variacao funcional em (3.46) € realizado

fazendo uso dos resultados (3.36) e (3.38).

o LO% DET . (/j%: euzm(y%) _ 40 "% DET, (Jf )

§Q(3) 2 ddu

= -4 fcf%‘ A O A)E). 9 0T
4 D bk *

yum A€ _— S("E)AE}

cwot 2TE D
4 A (%) | q
53% V UNE)HQ$O* Ome (3.47)
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Notando que a curvatura escalar R associada a metri-

W03 _ .
ca conformal (% éi}rre &'J;b e dada explicitamente por
G

Ry~ e vruns (3.48)

g obtemos que:

1%

. . @) -
oy 0FLa] D V(R G)  (3u
39,y M ( boG

onde Co & uma constante divergente (veja a-eq. (3.47)).

Concluimos, entao, que a simetria conformal de Weyl
(3.16) & quanticamente quebrada e o traco do tensor interno
energia-momentum (veja a eq. (3.18) eq. (3.41)) e proporcional

a curvatura F2(33 induzida na superficie S; pela métrica ?aéiﬁ

Outro objeto fundamental na teoria & a chamada amplitu
de de espalhamento de N-pontos do string CQ e que possui o sig
nificado fisico de ser um tipo de amplitude de probabilidade
para que o string intercepte um conjunto fixo de N-pontos

A }*} no espaco-tempo durante a sua evolugao. A defini
gao analitica para tal amplitude de N-pontos e a generalizacao

invariante por reparametrizacoes do propagador de uma particu

la {veja a eq. (1.12) do §1.2 do cap. ([6])

A G ) = (Drg o R Dixm

-NS) (e
e (XL~ %1y
V%Cs)
87 (XL =Xy (3-50)

W
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Observamos o uso da fungao delta em um espago-tempo cur
vo em (3.50) para assegurar-nos automaticamente sua invarian-
cia frente ao grupo de reparametrizacoes ﬁﬂ {veja as eq. (3.11)
(3.13)) e as medidas funcionais em (3.50) estao normalizadas

a unidade.

Re-escrevendo (3.50) no espaco dos momenta, temos que:

,K(P:D.-.BP;): Vs, ] e’“"fr 3 ﬁ[mﬂ
e";&(g()

N ' . A 4 /
Wycf;a 33 e’ O™ > (3.51)
41

As integracoes funcionais em relagdo ao vetor-posicao
Xﬁ}%) de EL,, sendo do tipo Gaussiano, sao facilmente realiza

das (veja o §1.4, cap. 1)

APL,... P 3~§D[% wle”™
’Tﬂs V9sy LDET, DA

WP{ Z p L. /A e m\g .

(\/,_0{7

(Fyh):4
onde Zx (E‘ %b denota a funcao de Green do operador de La-
place- Be]tram1 associado a metrica ‘{% L})k (vela a eq.
(3.24)).

0 cilculo da integral funcional (3.52) & realizado co

mo no calculo da integral funcional (3.25), escolhendo o cali
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bre conformal (3.26). Resultando, ent3aoc, a expressao (veja oS

calculos (3.25) - (3.40)):

(; | é—Dﬁ_’x_@a&@)a
Jolza Dusn e ush & 2

D N
(& Pl ﬂuugﬂ)

exp{ Z Pip? K(%‘ﬁp} (3.53)

(i) 9)=1
onde VQ(E % \) denota a funcao de Green do operador de Lapla

A(P L) =

; => ,_?

Wi
ce-Beltrami assoc1ad0 a metrica conformal € 5\3

A expressao para esta funcgdo de Green regularizada €
dada por ([6]):
4 YA

..).
K e-<3 ) A% € 3-€%, >
g 13-, 1" |
— H E _:Eb %(:fga
1 A
Elyd e LT (354)
onde
K (isy)= < Gy ) (3.55)

Substituindo (3.55) em (3.53), obtemos a seguinte ex-
pressao para a amplitude de espalhamento de N-pontos regulari

zada::



2=1 0=4
2. PP (A vy, 1)
<y L ! }> (35¢6)

onde a média quantica em (3.56) é definida pela Teoria Quanti

_ (;ze-pﬁofi INeR
/@(tﬂtm§f Q[L@m]e new 5 2
Z? e”ﬁAR'£4§€»mE)

ca de Liouville.

(3.57)

Deste modo, a amplitude de espalhamento (3.50) € rela

ekg_(’:i)

cionada a fungbes de correlagao das exponenciais de campo

da Teoria de Liouville.

- ) 2
Na aproximagao livre (AARE O‘\ , podemos calcular ex

piicitamente (3.56): N

~ (e Z(P? pipa
A C (P/iw-waP,«Tj:C@ yos 7 J,/T J? Ze ~1,| 2%
Déa '»53

{g@[wm] e 3,[) (“Q( (M D) A @)
e%P(ZZ(1~ PQP“)QC%)\}

Nala N /N -21 (4-T R k
iu&JﬁJ%CWss £T>UT“‘ e “JCPPD
321 ()
D (3-58)
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Analisando (3.58), vemos que para um espaco-tempo de di
mensao igual a 26 da amplitude regularizada (3.58) anula-se, pro
duzindo-nos a indicacdo que a Teoria dos Strings de Polyanov e
mal-definida para espago-tempos com diménsionalidade maior Ou

igual a 26.

Para um espago-tempo IJ:L* , a amplitude (3.58) toma uma
forma similar as amplitudes de koba-Nielsen da Teoria dos Mode
los Duais ([8]): ﬁ%

o (ed Pj'b-Pg N N :
Al e [ i,
[)6=a L
(3:59)

onde

NSNS YR N SN (AR
27 11 Gy i (3.¢0)



COMENTARIOS E OBSERVAGOES

Concluimos, entao, que o formalismo das medidas funcio
nais invariantes exposto no capitulo 2 da presente tese, for-
maliza e produz o esquema geometrico adequado para a exposicac

da Teoria Quantica das Superficies de PolyaKov.

A generalizacdao ao caso de superficies possuindo graus
dinimicos fermionicos internos (a versdao super-simétrica do
funcional (3.10)) foi apresentada na ref [12] e uma amplitude

de espalhamento livre de excitagdes tachionicas na ref [13] .

0 problema mais importante para o desenvolvimento da
Teoria, consiste na elaboragao de um esquema de quantizagao pa
ra o Modelo Liouville (3.40) e a sua versao supersimetrica
([12]), o que permitira o cdlculo exato das amplitudes de es-
palhamento {eg. (3.50) e eq. (3.56)) permitindo-nos, entao, a
determinagao completa do espectro associado. Como resultado ,
podemos verificar a conjeétura de que em um espacgo-tempo com .
dimensionalidade maior ou igual a 26 a Teoria & mal-definida
no sentido que as amplitudes de espalhamento (eq. (3.50) e eq.

(3.53) sao nulas.
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CAPITULO 4

Uma Agdo Gluonica Efetiva Para a Cromodinimica Quantica
Nao-Massiva Bidimensional no Formalismo das Integrais de

Trajetoria Fermionicas Invariante
4.1 - INTRODUGAO

No presente capitulo analisaremos a Cromodinamica Quag
tica :)LKJV) Nao-Massiva em um espaco-tempo euclideano bidimen-
sional usando a formulagao das integrais de trajetoria Fermioni

cas (veja o §1.3 - cap. 1).

A ideia a ser explorada serd a implementacio  de uma
transformagdo de varidveis na medida funcional fermionica do mo
delo de tal modo que permita o desacoplamento dos campos fermio
nicos com os campos de calibre (campo Gludnico) e, entio, Tevan
do a uma agao efetiva para o modelo expressa Unicamente em ter
mos dos campos de calibre. Tendo obtido esta acao efetiva, ana
Tisaremos a estrutura das fungdes de correlacao fermionicas e
mostraremos, a indicacao clara da existéncia de um mecanismo de
Higgs intrinseco no modelo. £ finalmente, estudaremos o modelo

abeliano (o modelo de Schwinger) e o modelo de Rothe - Stamatescu

usando a téchica acima.
4,2 - A TRANSFORMACAO DE VARIAVEIS FERMIONICAS

A Cromodinamica Quantica SS\}(N) nao-massiva Bidimensio-

hal Euclideana & um modelo de Teoria Quantica de Campos Relati-
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visticos formulado em um espaco-tempo bidimensional euclidea-
no descrevendo o acoplamento de campos fermionicos niao-massivos
com Campos de Calibre ES(J(“D e e caracterizada pelo Funcional

Gerador Eucltideano.
70 7] 44| Dea| 10T
" Z

M 'y B
Al — Am. Qﬂ+ﬂfM;:Jﬂ?7UL
expd_ | dxn T (47, eﬂH? )G,
=4
(4. 1)

com a densidade lagrangeana do modelo sendo expressa por

i(* 7’/ 6 3-(,7&5 (c)a—{, )f/ T(u(

Aqui,-%“)=(.f/{")))}(m) )\} denota o campo fermionico per
tencente a representagao fundamental do grupo de calibre f;L)(h’)

3 @,\(M ZG (M)\ € m denota o campo de calibre SU(N)
her_m1t1an0 (0 chamado campo gludnico) I' (M‘(ﬂ\@ D 6 “r[ )GY’J_\(’")

o tensor intensidade de campo associado e T}' o trago sobre

(4.2)

0s indices de cor (veja o capitulo 2, para a quantizacio das

Teorias de Calibre).

As matrizes euclideanas de Dirac (hermitianas) satisfa

zem as relagoes

[yr)xv]ﬁ-:lgfﬂv 3 ES:LXO Xi

3.5, -l ) e ==&, (4.3)

Exp]{citamente

AEORENCRRICR)
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—

0 modelo descrito pela densidade lagrangeana (4.2) e in
variante sob a acao do Grupo de Calibre SU(Nyvetoriﬂ e do Gru
po SU(N) - Axial atuando no setor fermionico

¢TI - = _ oA 4
')!/-oﬁ LV\}L )%»Nbeqm“ TER

J e 5“(&)155)\‘&% T '? ef}‘?x))]s/\a (1.5)

e levando respectivamente a conservacao da corrente vetorial

{oy — R, 7 o
@,\:‘/bé,)\aﬂ}’ e da pseudo-corrente 3/“ = 1/ J 55)\«7&

. ~ - LE .
Devido a relacao D//"‘Y‘S' Y Xy 3 Entre as matrizes
de Dirac bidimensionais, notamos a seguinte conexdo entre as

correntes acima

b a,

S | 6
). : (46

As equagoes de movimento provenientes da acao (4.2) sdo

dadas por

(V,E Y A= FyAY (4.7)

SV

L% (c)ﬁ—LCQGM)‘//:O (H. )

onde ‘Zm: %“+[6M , ;]_ denota a derivada convariante.

Nosso objetivo sera implementar uma mudanga de varia.-
veis no espago-funcional fermionico )d do modelio de tal modo

que os fermiofps se desacoplem dos campos de calibre em (4.2)

({11 . [2]). Para fazermos esta analise, usaremos uma nova pa

rametrizacao do espaco-funcional dos campos de calibre devida
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a Roskies (apendice 4), que nos assegura a existencia e unici

dade da solucao da equacao diferencial.

L CRIIERS (_ﬂ,’u\m/bv wtam (4e9)

para uma dada configuracido de campo <%N\(x).1IG)eS100 sao ele

mentos respectivamente do grupo SU(N) axal e do grupo SU(N)

vetorial o
e ¢ B0 (5101
TN EIVAN |
Nxy= € NGEIR

A densidade lagrangeana fermionica toma a Sseguinte for

ma nesta hova parametrizacao de_rh?'

;f 7&"/’ ‘/’(L)jr -L(*ﬁ (_YHS (K)D(U _,Q,"l)(x))% (4.12)

va qual pode ser re-escrita na forma ¢
o’f\__()(’.');): (f QU%)(*)(LE\A%«)(U*{)\L’W)M) (L. £3)

onde usamos a relacao '6 U | = O para.obter (4.13)
M + s

Analisando a densidade lagrangeana fermionica (4.13),
vemos que para efetuarmos o desacoplamento do campo fermionico
do campo de calibre bastara fazermos uso das simetrias (4.4) e

(4.5) performando a mudanca de variaveis.

'/—/—w): (%U X)i(x) (H. k)
Y= (XWSUT )

com ]L(n\ denotando o campo fermionico transformado e nos 1le

vando a uma lagrangeana fermionica livre em termos dos mnovos

campos
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iF(x,i)-:(i(fl?L%u)x)m (4.15)

Um ponto fundamental da analise se apresenta: como es
tamos tratando uma teoria quantica, devemos estudar a mudancga
de variaveis no nivel das medidas funcionais levando em consi

deracao o jacobiano associado. Denotando este jacobiano por

.JCC.] teremos a relacao:
DV PP = JeG 1 Dl i (416 )

Mostraremos agora que este jacobiano & um funcional que so de-
pende do campo de calibre GL como a notacao utilizada sugere e

e dado explicitamente pela seguinte relacgao:

J[G,,]: DETF“DEG”“])/UETF([D(O)) (4-17)

com
X - (Y-L8)
DC6.7= L4 (d-t6)
denotando o operador de Dirac {auto-adjunto) na presenca de um

campo de calibre externo G;A-

Para provarmos a relagao (4.17), consideremos o <chama
do funcional de particdo associado ao setor fermionico do mode

1o (veja a eq. (1.31) do cap.

Py o)
7 - JDL%]DE‘HE{ o

E desde que a medida funcional Z)PW]Zth] g definida em termos
das auto-funcgoes de [)[(a;] {veja o §1.4 - cap. 1), a inte-

gral funcional {4.19) nos produz como resultado o determinante

funcional deste operador ]_DEG,,‘]
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/- DETF(lD[G/J> (4.20)

Considerando agora o operador de Dirac escrito na para
metrizacao de RosKies (veja eq. (4.13)) e efetuando a trnsfor-

magao (4.14) - (4.16) em (4.19), obtemos a seguinte expressao

"H‘f" ( JZZI,MJPM
7 = |puagrnliele
N _ 6.1 vere Ldd) (4.21)

%

Comparando as equacoes (4.20) e (4.21), obtemos a eq.

para o funcional de particao ;2?:

(4.17).

Performando entdo, a mudanca de variaveis (4.14)-(4.16)

no funcional gerador (4.1), obtemos a seguinte expressao:

a0 A - 2 O 2 Ha® ).
VARSI E %{LQLG)“]-QXF[“L‘%;SJW e (e oot 3%G,£*J

JEG,JSD(J]D[-X] exp{-fo (T (g X U T U 2000
N (H22)

a gqual sera o ponto de partida para os resultados apresentados

neste capitulo.

E importante ressaltar que o jacobiano funcional \)[Tcﬁi)
provem Unicamente da nao-invariancia da medida funcional fer-
mionica frente a acao do grupo SNJ(RH - axial, desde gue por
construcdo esta medida e automaticamente invariante de calibre.
Outro fato importante a se ter em mente & que os campos fermio
nicos aparecem acopiados aos campos de calibre unicamente via

o acoplamento com as fontes externas
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As equacoes de movimento provenientes da acao  efetiva

em (4.22) sao, agora, dada por:

(V, By Y A= A & (g d[6T) (123)

66(\
LBad X =0 (H4-24)

Comparando com a eq. (4.7), obtemos a relacgao entre a

corrente vetorial SKJUV)do modeio e o jacobianag funciona]L)EG;j

G oE )
jm -C},({/ 4,\th)_856 (E)%J[G]) (H4.25

a qual via a relacdo (4.6) nos fornece um criterio para a que-

bra da simetria chiral (4.5) no modelo (_37)

SN (3
(9/"‘ by\ ) ()= v iﬁ(&ﬁ:(ﬂlo) ‘)EGr-])#O (. 26)

Passemos agora ao calculo de uma expressao explicita pa
ra o determinante funcional (4.20). Por motivos de simplicida-
de nos restringiremos ao setor topologico trivial do espacgo fun
cional dos campos de ca11bre5}Q restricao que implicara na

nao existencia de modos zeros para o operador “) [KS ‘]

Para este calculo, nos usaremos o teorema de Alvarez-Romanov -
Schwartz (veja o apendice 5 e ref. [14})

Usando a parametrizacao de Roskies (4.13), podemos escrever o

operador \D[-G,.] na forma
R " “ 4
DL6.T- Doy e 55N iy 9y e 5N 07y (.

Notamos que o determinante funcional do operador (4.27)

coincide com o determinante do operador
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(A % U0
[D[G 1o e s (15.9.) € Ao (4.28)

desse que estes operadores sao relacionados entre si por uma
transformac¢ao de similaridade definida pela matriz unitaria

EQIX). Este fato € diretamente relacionado com a finvaridancia

de calibre do operador ﬁ)‘jca,l .

) (1)
Introduzamos uma familia de campos de calibre G%A }

paremetrizada por um parametro TE[Q;il ¢ definida pela rela-

cao (veja eq. (4.9))

LB Gmu -1}4 ( e"} K-.; ¢a-(’“)‘a \J/“ (e S Xs‘bdnf\q )

Ly a (H4-23)

) £\
A familia {-CéA B interpola a configuracao de campo G;#=E) e

=)
(5 qu . Deste modo, a familia de operadores de Dirac

U)[G “3 interpola o operador de Dirac livre ID[G "0] € o ope
rador LD[G ] A expressao explicita para a fam111a{[DLG/:“]¥

e dada por:
Q
)6“555?&‘“)\

)D[GR\] e\g65¢&(¥))\qu‘x ()
ME O (4:30)
Tendo esta expressao, e facil deduzir uma relacdo ex-
plicita entre (SL{E) e (; . Para 1sto consideremos a se-
guinte forma bilinear em 7b(n‘) € 7&(1 )

P DI61Y <P (i (2100 =AM (i) 3)e SW)

Facamos a seguinte mudanca de variavel em (4.31)

%('X):(ie”“‘)sba(xl )(X)i (;(3:(6 Uy%d)“m X)(x)

9 e assim:

(H 3

(4.32)
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(¥ Breap)m=(xe™ W"‘"\“DEGJ RN Yoy

= (Y— EIB qj “))\ ) e bSd}(_(A))\ K) ()‘}
(4.33)

onde usamos a eq. (4.27).

Notamos que a terceira expressao em (4.33) & dada por

(veja a eq. (4.30)).
T (04, -6 ) )1 (H.34)

e que a segunda expressao em (4.33) pode ser escrita na forma,

e efetuando as derivacoes:

MW Vi +x(e“”‘6¢““’\ g (Q € BRIy
e (=134 ROON QS (06 \ e(fuj\?f ¢ (A
gobtemos a relagao desejada entre 65(1) (5(3 13_65

M (- M@ X § p
5/\,\6/“: ¢ i ¢()<6(J_LG]) - 3¢lni\ (436

Desejamos aplicar o teorema de Alvarez - Romanov -

(4.35)

%)
Schwartz (veja o teorema do apendice 4) a familia n)le; ]

Como primeiro passo verificamos a relagao 1 deste teorema (ve

ja a eq. (4.30)):

N X Lot x6 >
i DIEM= Phen DLEITr DG B 4mA ¢, 5)

E por uma aplicacao direta da eq. (1) do teorema de

Alvarez - Romanov - Schwartz, obtemos o resultado:
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3 (15 o (BLGPD) = um 1 Lty T mx

¢ 0T

X "4 2
<X\ E“G(D[G’i ])

. (Y-38>
< -¢(Dr¢! N
onde notamos a relagdo <X\D’BQ' A 8 l%> =
H q() A)/\ (x\e (I-D [G ]) | x> devido ao fato de que )54) A"
ser diagonal no espago das configuragoes X> Tir <P denota

a operacdo trago sobre os indices de cor e de Dirac.

A o 2
0 operador ( E)[(; ]) e dado pela expressao

X -y ) als) { F )
(Dre™)=- (-6 =Lyl B, 670
e devido a relacao ]5: LXG \64 e assim Di/ﬁ,‘dy_j; "Qi(—l}_yﬁs

9 podemos re-escrever (4.39} na forma mais transparente para a

analise a ser feita:
A - 2 , e 2. AL
(D[Cf' ]) = "'(%_,"L6j' ) +"‘;"€/v\: 2;5 “}“Y( LG,M ) (L\L{O)

As assintotas do operador (4.40) sao tabeladas (veja o

apendice 3 para uma discussao deste conceito e refs ([17] 118])

A 2
LiM éx\ e 9(\DIG_L”]3 Vx> = Lim A ﬁwué?(iﬁ_g_‘fs
¢

e 0" @>0t LW 2
F (6D S

Substituindo a expansao assintotica (4.41} na relacgao

(4.38) e integrando em relagao ao parametro Y, temos que
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~

Loy DET (\DE(;”’})_ Ly DT (DL )
- LM \d ‘WWF(CD) 5 P o
HSK {3¢m)\jqw

€xot

(1 = e ) ; F, ( 6(” ))(")} (4.42)

Como consequénciaﬁga eq. (4.42), o determinante funcio

nal do operador de Dirac [)[G ] e dado pelo funcional:
DET, UDLG])w PET_ (4. 9. ). exef '(Jlx T\rh,(
()
dulx) A (Jo\ﬁ €y Ew( L6, )))f (4.43)

g
onde efetuamos a operagao traco sobre os indices de Dirac  em

(4.43)
Recordando a relacao (4.17) para o jacobiano JEG}:X,
vemos que
A
J[G] exr u-gc,\xTr(c‘((\J(x)X‘Kc’kWQ F\L G(V (x\}

(444

Podemos ver agora que uma lagrangeana efetiva puramen-
te gluonica para o modelo e dada explicitamente por (veja eq.

(4.22) com as fontes externas nulas e eq. (4. 44}))

f(EF)(@):'&“X i m( (

.__1__3 TY”((P KA J )i LCm)rx\}
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A expressao efetiva para o Funcional Gerador do Modelo

tem a seguinte expressao ([aj]) .

— | . )
RN E g e, 6%?{—‘(5‘ ] (6,)}
. |

Z

<
S@EX}D[)—(] €xpy - Sdl)( (Y('ﬁﬁaﬂ)li’%e Isd)a/\?(“i'
N MY e s CR(X))\Q‘) (%) } (‘q‘%)
Tendo obtido o funcional gerador efetivo (4.46), pode-
mos mostrar que as funcoes de correlacdo fermionica possuem uma
estrutura fatorizada de um produto de funcgbes de correlacdo de
Férmions livres multiplicado por um fator puramente gluonico.

Por exemplo, a fungdao de correlagao de Z-pontos possue a estru-

tura abaixo: ([52 13)

<f’(x)'¢(a\> =1 .é_iz—[f) 7, ]

Z § My L dMTW \Jﬂ&:O;PZ?D,ﬁc;o

— 4y _ 2! (eF)
L) ey e Vo (6,,)( (oe0cis
™M

N
o" ja‘zx X (CK,A%,')X o 5 &0 X(x;ﬁta)eﬂé(hm)\j
. | 2 p(EF)
= A P 'i"X e 7 _G“ydl"f “(6.)
AR P g
m R ¢&mz\_ ol émm)\“f

23l

—

(4.47)

onde o calculo da integracido funcional em relagao aos campos fer
mionicos produz o propagador livre, desde que os fermions em

(4.46) estio desacoplados dos campos de calibre
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’ RS A
S@ﬂ@['ﬂ.e p T X Xy - ERREA
N 2T ""3f;(q14g)

A

e o fator normalizagao ;Z & dado pela integral funcional

~ A ', CEF)
Z = Dl-gﬂ L Enp - X‘A o (6/“\ (14.49)
M

VYemos ent3o que a ndo-trivialidade das fungoes de cor-

relacdo fermionicas do modelo e devida essencialmente a presen

e 55 (PQ‘( AN

fontes externas fermionicas { ”1, “2}

¢a dos termos provinientes da interagao com as

No proximo paragrafo analisaremos um mecanismo de Higgs
intrinseco no modelo mostrando o aparecimento de um termo de

massa para a componente axial do campo gluonico éa“(x)

4.3 - 0 MECANISMO DE HIGGS INTRTNSECO E FUNCIONAL DE WESS -
ZUMINO NA CROMODINAMICA SU(N) - NAO MASSIVA BIDIMENSIO-

NAL

A geracdo de um termo de massa para os campos de cali-

bre (%}ﬂ na C.D.Q. - SU(N) bidimensional n3o-massiva pode ser
. . o . (1)

vista considerando as componentes axial fl e vetorial \4~

(1 _
dos campos de calibre interpolantes (; ) e definidas pela rela
}nl\

cao ([4)} 5¢ | (
213 g A SO (YN (1
€ 3 “ (b& = V(I‘-f 5§A

M P T (4.50)

(1)
0s campos (5 podem expressar-se em termos dos campos

7 _
componentes \iﬂx)}%f, fazendo uso da relacac (4.29)
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A7) =) N
Lﬁ/‘*(?ﬂ :5}’"‘(‘_\/ reE A ) (4.51)

e portanto :

%9 I b 4 Xy |

(9)\, = L\/r + C/“YP\V (4_52)

Devemos agora expressar o jacobiano &}[k;h] (eq.(4.44)

{ 2y Amx _

em termos das componentes \4v ) A . Para isto devemos

calcular o tensor de intensidade de campo em termos destas com

ponentes:

F ) {00 e A0 (e A7)
) (v) ()}
v [V -t€,, Ay j\/ =6, Ay _§ (453)

ye portantos

wa( (0-1) {r (V (0’)) ___['A/(:?) )A:/ﬂ} )
e (LD AT ELT (4.54)

5 onde introduzimos a notagao

D(s—'\ A(«ﬂ: N oy |7, i0) () |
« P "‘AP *L\/“ ? AF‘ ]- (4.55)

V(r) =y
Notemos agora que as componentes nao sao in-

Mo
dependentes entre si devido a identidade:
D/M %y(w&—)y%ﬁw W[%ﬁ\o‘)j%ytﬂl_ =0 (H. 5é)
s Oonde K
S @&(x))\q -5 ¢ N
('ad\(t‘r) - e ° C)a e $ (L,57)

A relacao (4.53) expressa-se em termos dos campos com-
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- (r
ponentes -{\/\'\ Al )} na forma:
P Y

th(\/m)ﬁ-[A(”}A:ﬂ]#zo (4. 5%)
D;r) B )Mﬁ ey _ (4.59)

Substituindo a eq. (4.54) na expressao (4.44), obtemos

0o seqguinte resultado para o jacobiano

\H:G ]; e,xp{ SC)KTY(C’ (/\q(f) (x) fJO’ ().L D‘T)A
o (F (v -—L’A/f‘_., A )}

a qual simplifica-se, fazendo uso da condigﬁo (4.58), a expres-

Xo{)x Tr (A dﬂ"”ﬁv (2c DM A (H) )(
l'o\x\\r (A, ¢“’J”‘ -2[A (V\SA\:%}]_))}

Mostremos agora que o termo

exp{ S”‘x “ﬁq(/\ ¢(K)SJQ(Q,LD(0)A(U\) )} o c2)

- Oe§
e um termo de massa para a parte ax1a1_jl :‘/\ ) do campo  de
H

,I-
calibre (; )
M

(H-60)

530:

ex{
P15

')

¢ xp | &
12 (4.61)

Para isto, consideremos a relagao:

‘;*1—; Oé)/»(l) = \66(1)6\)\& (exxsq)&)\“ a e‘jxgtbc.)\a)
1 -
¢ HA (T g

)
__ vb
_ LY® bA) D] — ¥ (dA) (63
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e de um modo geral por inducaec

™ (™) - N
L dm= A (9 m-y9 @A) (4 e\
CA‘IM ZS%NA Vs .
onde introduzimes o operadorl/\ definido pela redacgao ([5])

X

A Y o= L, ] (4.65)

com >< >/ matr1zes e {ﬁx denota sua k-esima poténcia.

Consideremos agora, fazendo uso de (4.63), a expressao:

TT (¢.0y ( Xﬁ /\/(f)j"é, C‘}v((‘f)) :TY((EID) ((:,A\ﬂ [55 CL)\Q, % (U\J_ﬂ'

Usando a propriedade de ciclicidade do traco para mos-
trar a relacgao ]V(OKUD,(_]_):TY(KO[-Q,CJ_\, podemos re-escre

ver (4.66) na forma

T‘f (C‘D)(XBAL“ % (0'\ ' X )<J d’ >\ (
-CKBA,‘,“,%,W}; 5. Aﬁf‘ﬁt’-)) - 2T
N U B
= 27T,© { 4)/\ D/Ev)_ Aml (Y.67)

Observemos agora que

Ty 0} ( XBAQMSL (3/\,\(0')) = TT(L'O)(]SAM
- L d&
AV, X 4 Al Qe
WV A7) =24 T AT

\H.68)
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Comparando as eqs. (4.67) e (4.68), vemos que 0 termo

(4.62) possue a forma func1ona1
() (w& )K

e*%:{fdﬁ(T “‘ilm 4 (A

- e EL*JAXT()(A ﬂ/»)(xi (“163)
0 resultado (4.69) nos mostra entao, a geracao dinamica,
via correcoes radiativas a parte axial do propagador gluonico
4fﬁxﬁﬁx§;qéai>, de um termo massivo para a componente axial do
campo Civ ([4]) e portanto, indicando claramente a existéncia
de um mecanismo de Higgs intrinseco na C.D.Q. SU(N) nao-massiva

bidimensional.

Analisemos agora o termo restante em (4.61)

4
- L 2 (e) ; (o} (o)
QNX«JX Ty (SZ\O’CFV(QJ)\JL[A/U ,ﬂy 1)(%3) (L{_‘;O)
(v

{o=1)
Podemos expressar em termos de /A - /\ consideran
~ /M ~ -

do a expansﬁo tayloriana de ‘% (") na vizinhanga de @= 4

(2“*7'\/ T Am Z 3 Ao | (1)
meg Ml A

De. (»)
= 4 (o= =1 =4 N

M=o . .
Tomando os coeficientes correspondentes as matrizes B%

e a identidade, obtemos uma relagdo explicita entre as componen

NS (T4 .
tes (fi” ’\CV )com as componentes do campo de calibre (aﬂ:(ﬂxvf%;)

‘y ‘
Am (V- i)’ A (A ()(/\ dm)}
~ A (2am)!
" 201 2m¥ A .
[ 5 e A avﬂ,}-% A (472)
AL o oA 2

=Y
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(A= 3 (A4 (4.73)
As expressdes {4.72) e (4.73) permitem em principio,rea
lizar a integracao explicita em relagdo ao parametro ¢ neo fun
cional (4.70) e lavando-nos a um funcional efetivo em termos de
4)&“) Va4 L)
Por motivos de compietamento, observamos a validade das

relacoes que exprimem as componentes /\ V. _Ydo campo de cali
¢ Mo VM Ll

bre 6/“‘ em termos de ¢o—(g)>\t" ({5}

-1 )
Aﬂ AUS d)g)\@SeNh (Ab);‘?mhg) %\4 (}{5(}&)\&)

e sy 1420 (419

(4. 74)

\i

<.

Finalmente, mostraremos que a partir do termo (4.70) po

demos extrair o funcional multiforme bidimensional de Wess-

Zumine associado ao grupo SU(N) - axial (6] , [7] . [8].[9]

Para este objetivo, introduzamos a familia de matrizes E;(d‘,x)
5] {

€ 55¢° A< com GECo,i] tomando valores no grupo

axial SU(N). Fazendo uso da eq. (4.50), podemos escrever o in

tegrando em {4.70) da forma
- -1 . (]
L T (% QA E,, [ Yo 9 (rr1d o) - VT,
" -1 Al A *-\/MXJ] )
Xé 9 (U}X)JV A0 A v ! _
(H-76)
Considerando o fator em (4.76) contendo unicamente a ma

triz %(Wlx) e notando a validade da relagdo
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e L aemy =g hon. (4.77)

vemos que este termo pode ser escrito na forma

.T‘(‘ (C,P) (;,2 . gN, ( X5 %‘1((;,;4) a_% %(0‘;)‘))'
(5 4 omrdo o) (1, 9719, 950)) (4 7¢)

Este termo contribue para a a¢ao gluonica efetiva do

modelo por um termo da forma

A
exp{ QWL &ch X \Y'( iO)(jdw (7}“ ( YS Cb"'\(c‘,)x)d%_ 'j(u‘,x))

6

(55‘5"‘(“‘a>‘)<),“3(‘r'“) ( A %‘lw,x)a\, Blox)) )} (4.79)

Para a analise do significado topologico do funcional
(4.79) sera conveniente considerar o espago-tempo euclideano
compactificado a esfera S e entao, considerar o funcional
=3 .2 :
(4.79) definido em uma semi-esfera S :5 9{[0, ] 1 (veja a fig L-A)
-2

com a fronteira sendo o espacgo-tempo S

CKP{ - AL Sf;{”l" ‘“”(e (fg (719 §(X))

Ty (Y ‘cchm(‘& “?\Jv’j”‘”?
,\, . (480)
onde X:(U‘)X)é S

{emi-ESFERA SUPERIOR S

Espaco - TEmMmPO COMPACTIFICAD )

. 2
G ORIENTACAY e QSQ_ S
Fig 6-A
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Um ponto crucial agora se apresenta: em vez de conside

rarmos a semi-esfera § S qui] , poderiamos considerar a

outra semi- esfera‘S =§ lef Otl , que & associada ao fato de

S
jé;C‘l,O] (veja a eq. (4.29)). Notamos que neste caso, o funcio

termos escolhido uma famTlia de campos de calibre f é)(j)} com

nat (4. 80) toma a forma
i [Zi J C).J,?E T, (va%ﬂw)‘)& Q(A) (a*l( X )é)u 4(x)
Rl g-‘l} S’:
(.44

onde o sinal oposto no expoente (4.81) em relagao ao expoente
de (4.77) & devido ao sentido de or1entagao oposto de SS em re

\.13 [

lacdao a S (fig.6-B)e X = \-o 1) € g

CsPAfo - TEMPO  (CompACTIFICADD §

vy SEmi-ESFERA [NFERIOR S
) ~S
ORIENTAGAY DE

052

Fio (-1

E deste que as duas maneiras de escrever acima sao in-

distinguiveis, temos a relagio de igualdade
ekp{“mainﬁﬁagWngm(éan%n%%)D“g(i)ijii)ag(iﬂ
s (47'(¥).2, 4¢3)) )
) “Pﬁ 2 MT O, (5003,90) (s
Y (%'(A)OY%C&)))_ | (H 92)

Introduzindo a esfera tridimensional S '”—'b U,S s d

relacdo (4,78) nos leva a seguinte equagao:
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oxp Q_L{fg'n“s“(e (37¢x)a, 9%)) (97 ()9, 3(%))
3N Sy
53
(%*ﬂ(sz)ay%uz))} = 1 (4-83)
(e S*)
onde para obtermos (4. 83) multiplicamos o primeiro membro de
(4.82) pelo seu segundo membro. E portanto, temos a validade

da seguinte expressao:
2 3 - (¢,p) -4 o - 4 -
W LA X 7 (Gowg‘b (%)9,9G)). (9 () 9
> (37 Cxra, (%)) = 2WN (H.34)

comﬂweéf arbritario.

A relacao (4.84) nos indica portanto que existem va-
rias possibilidades de extender a aplicacgac %O@G\ continuada a
um espacgo-tempo compactificadoggna uma aplicagao %(i} defini
da a uma esfera tridimensional e cada uma destas possibilida-

des @ caracterizada por um inteiro N , indicando-nos a classe

topologica a qual pertence ([6]).
4,4 - 0 MODELO DE SCHWINGER

Neste paragrafo analisaremos o funcional gerador efeti
vo (4.46) no caso simples do grupo de calibre ser o grupo abe

Tiano (J(i), 0 chamado modelo de Schwinger.,

Para este caso, a relacao de Roskies (4.9) toma a for-
ma simples
: _ LWy Y b 3. 000 canix)
L3+ 0,00 = %(e e Us% )Q(E STTE )
- (4-85)
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9 ou equivalentemente

6#(&):(éﬂva),dﬂ(xw@kw)m (4.86)

Devido a simetria de calibre \J(1) do modelo abeliano

em estudc, podemos sempre anular o termo (WX em (4.85) por
uma transformacaoc de calibre QLXK)4>€L(*)‘(QL“JX%3. Observa

mos que as configuragoes de campo E;}X) =(€;uy Dy@)(x\ satisfa
‘zem a condicao de Lorentz (;L G;‘)[xs:() e reciprocamente, qual
quer configuracaoc de campo satisfazendo a condigdo de Lorentz
(no setor topologico trivial) possue a forma acima. E, portan-
to, a condigdo de Lorentz pode ser pensada como uma caracteriza
cao diferencial da escolha de calibre associada a parametriza-

cao de RosKies  no caso abeliano (veja o apéndice B)

As componentes axiais e vetoriais dos campos de calibre
(Y
interpolantes C;A (veja eq. 4.52)) sao dadas por

Ajfl Y0 5 -0 (.87

0 jacobiano da transformacao desacoplante (eq. (4.17)

e eq. (4.61)) toma a forma simples {(veja a eq. (4.69))
-——*-Hﬁ (6,..6. 00
TAORES S ECHNCIRIES
J[Gfﬂl’ C g (- 83)

-Tendo obtido o jacobiano\JEG;j no gauge de Lorentz, ve

rificamos facilmente que a corrente vetorial '&M(%3 (veja  eq.

(4.25)) associada a simetria de calibre se conserva:
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= - 1 (G =0 (H.5%)

.Mas quando analisamos a conservagao da pseudo-corrente
(veja eq. (4.26)), verificamos a sua mao-conservacao
. [ . . .
- ()= (6. G Yx)e =2 (Euy Fo)0#0 (H:30)
(aﬂélﬁ) ) ﬁ(ﬁV/« )’\ ) Q_ﬂ(/‘*\’ MV
sindicando a quebra expontanea da simetria \)(53— axial do mo

delo ([107])

Continuando a analise para o caso abeliano, devemos ex

pressar a fungao ¢(x) em termos do campo de calibre G@VCX)

Existem 2 modos de realizar esta analise e ambas nos
levando a expressoes nao-locais. O primeiro modo consiste em

considerar a relacao:

(—i— 6}/\)} Fﬁ\;)(x) = (Ef‘\)’ QV 6/‘& )LK)- 6}1\\) E./Mp()c){x(b()‘]: (C)Qq).)(/}”

= (4.58)
e deste modo, obtemos a relacdo de inversao de (b(K) em termo
do tensor intensidade de campo EMVCX) '
2 -\
Yixy - L€ ) C42)
d - _;.l.ew(:@} Fy )0 (H
2
yonde a funcao de green do operador a e dada por :
, =4
SRR . | .
(%Y oy =+ lglx=%) +¢ (4:93)
2N
com C uma constante de integracao a Ser ajustada de acordo

com as condicoes de fronteira do problema.
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Outra maneira de realizar a inversao de (4.82) sera pro
xy

posta. Consideremos um contorno arbitrario é?t—w)

(mais fixo) conectanto o ponto-® ao ponto X e orientado no sen

tido de -w para X . E facil verificar que a funcao (bLK3 pode
ser relacionado com G;J}] pela integral de 1inha

(3 7

(-

spois substituindo a expressao (H»gé)com W=0 (& importante
relembrar que neste paragrafo estamos trabalhando no calibre

de Lorentz WW=0) en (4.94), obtemos o resultado

; _ — Q-0 = PO
-[ SRR OM IENED N Gx) — d(-) ¢ (4.%5)
C(x\,
(~o)
Note que (4.92) nos assegura que a integral (Lhﬁqjin—
(x) '
depende do caminho Cif@, e so depende do ponto terminal X do

contorno (observamos que no setor topologico trivial ao qual

estamos restringindo a analise, temos que (b(‘cnj‘:O )

Torna-se conveniente escrever (4,%4)na forma de inte
. (x)
gracao de uma corrente é UU;X) circulando ao Tlongo de [?(_w\

com o campo de calibre ftéﬁ[MJ?
2 -46)
bix = gcicu @(m;x) G/A(wﬁ (43

com é/mlex) - - \J” 6#\} 6 [Xﬁxx(ﬁ)vckxv(-{) CH«:%?)

| & X
i X () denot ametrizacio d (?
Aqui A enota uma parametrizacdo de (~

Deste modo, o funcional gerador do modelo de Schwinger

no calibre de Lorentz toma a forma
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Z[)m“’ia‘;ﬂ"% {pf@ j exvi e ﬁ«‘ Gﬂ(—cf‘rff;;)(?ﬁ%l@}
m

j@[x]ﬂ[ﬂ QXP{ ‘(M(X ) X J{X exp Xﬁ gmygfw,)

N 7 exe —ww /.,\(“"3”6/»““") X]U“} ) (498 )

. A fungio de corretagdo de 2-pontos fermionica do modelo

tem a seguinte expressao (veja eq (4. H'7))

(%(X))Zﬁ‘ﬂ> = ;,]'T 5 Lf _?;“‘ Jﬂ[(g ] pr -4 Jf)\?‘
G (-ahg)@“% _ €XP<5 P UU;K)G/M“’U) )
€XP( H jgw 3 (w;4 ) 6} 3 (4.9%)

A integracao funcional em relagao ao campo q;ﬁx) e do

tipo gaussiano e produzindo o resultado:

/ \//L)\)Y/(‘a§> - 1 j (?ﬁp Bu) @xP{g,fw (é*[w)x)-éﬁtwj‘m\

o lx 417

%('—91*3» ) (Wu‘“ () 1 5) = (w59 \\ |
i . / " (4.400)
2= |
onde o propagador C"’a + 3 (W, WY & dado pela seguinte fun

o

]

¢cao de Bessel modificada de ordem zero: j: k(D(EL [u)ibl) Es-
it

te propagador possue o comportamento a curta e 10nga distancias

dado pelas relagoes:
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2~ 3 .
LM (-2)11“1 ) (w,0) = —Pca S 1wl (Y.401)
w->0 il /i

-4
LM (-c)l+ _‘g? ) (w,0) =0 (4.¢02)
W 3o T
2(%)
Escolhendo o caminho (x) associado a corrente

(ﬁ Uu)xﬁ“éjuq%)) como segmento de reta conectando o ponto X
/I‘

ao ponto ¥

C

(veja fig. (7))

m:{(«a-x)r T X }ogxg&§ (4. $03)

9]

Y, &
' €3
x
(X -~
&_@ 7‘3
—®
Ko
(Y
" {-@)
~0R
Fi16 7
1p0demos calcular o expoente em (Q‘ {00 )
Introduzindo o fator geometrico
. \
(-

XYY = | e Lo X - . |
%( $%5Y) S,)\ dw (éﬂ(w,x @Jw}g)\@

Chteh -@(W\JW\) (4. 404}
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qspodemos escrever o expoente em (Y.%00) no espaco dos momentos

do seguinte modo:

(97y° b+

~

e

d

l
0 cdlculo do fator geométrico (H~JOH\ e imediato e pro
duz o seguinte resultado:
, 2
Loxsg)y = 217K (4= o5 009, ) (106}
(1 (=)

e portanto, o fator exponencial em (Qioo)toma a forma:

4 ilk ! ( i ~ (os [’(,»"u#‘?f‘\- -, .l\ﬂ“?\\g
——— . L2
d { )Gy’ Wi CRES L

(4.107)

Esya integral € caracteristica de teorias que apresen
tam um comportamento na regiao do infravermelho nao-trivial

([127) - Lecture 7)

Observamos que a funcgao de correlacao do campo de cali
bre nos mostra que existe uma excitagao vetorial neutra massi-

va com massa dada por 2 no espectro do modelo de Schwinger
)

<6ﬁ[x)6y("3)>: 0 ZD»«JPZ'(%] S Ko(i_lw%)i)gm
Flo 8l o -

D'L:P(‘?,ED
Tendo encontrado o problema usual das divergencias do

(H. 103

infravermelho para a funcao de Green fermionica CHESSX, torna-
se natural questionar sobre a existéncia de uma formulagao pa-
ra o modelo que nos leve automaticamente a expressoes onde es

tas divergéncias se cancelem e permitam a determinagdo das fun

coes de Green fermionica de um modo simples. A possibilidade
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desta formulagao sera apresentada a seguir ([1]). A idéia a
ser implementada sera a reformulagao do funcional gerador do
modelo em termos das novas variaveis de campo (dMX);QﬂA)\ (ve

ja eq.(M~3Q3 Como primeiro passo, vemos que o Jjacobiano da

transformacao CXSD(K)3Gﬂﬁm)‘ﬁ(dmx))uxx)) e facilmente calcu

lado e produzindo o resultado

16 56 - D
DETE b ¢ § w -~ DeT, (JO ai): DeT. (-97)
6o 8 6o C (4.109)

§¢  §w

Este resultado implica na sSeguinte relagao entre as

medidas funcionais

D67 Prol Jrwl very (=97 CRID

. Fixando o calibre, escolhendo o calibre de Lorentz
é) G%; O, ou equivalentemente WX =0, obtemos a nova ex-

pressao para o funcional gerador do modelo:

710 ,mm )= L3 Dre ver (=97)
exp- L, [ 4B e a0

\
N +0 e %59 X‘]U“H> (H.11L)

Nesta nova parametrizagao, as funcgoes de correlacao
fermionicas sao livres de divergencias do infravermelho. Por

exemplo, a funcao de 2-pontos fermidonica & dada pela equagao
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Y - (Rm) A DDH ew{-i Jck?x
LVmpw>= L 2.0, (Z g i

(Q])(~DL{‘?;3;92)¢} | jd)(x))e?fs d)(‘a) (L4013)
7 - [0t enpd-g Jisle-9" 8 50 )

Para o calculo da integracao funcional acima, & conve-

niente re-escreve-la na foarma

L [ty exel-BJiulb (ST 531 §
(e 1 (P - T Y4 ) (g

A integral funcional (L1 LiS)sendo do tipo Gaussiano,

produz o resultado: (veja o § 1.4, eq. (1.37))

exe |y 2| d [, (- B} (55 e
(?f (§ (w- ;))-5 Lot - x\)\} s

- . ) SN 7?2
. A funcao de Green para o operador diferencial (—O +f§ o ):
I

\ 2 -
9, (‘6)771 ) & facilmente determinada. Para isto, considere
o e

mos a fungao

(% ‘63*; (( ) L"“ﬂ“( 3*% mﬂ} (4.115)

yonde
(- a?*)‘km\a»: ~3‘/N Lylx -1 +C (1 16
h
. .\
(-0 V- L) (4 ix .44
L) - L (ﬁ\ -1 ) (4.447)
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.Devido a validade da relagao:

I o e y
D (-0 +f§\m(§l((—é> ~C-&2+_§n)am)

1

P

( Lﬂtxm: §ix-9))

verificamos que (h-115) & realmente a fungao de Green do operador

(-o0+9 o))
T

= ()j (T4+ (—az)“?m -T%lﬁ,‘) 870y (4. 513)

Esta funcdao de Green & livre de divergencias do infra-
vermelho devido a nao-existencia de singularidade Mo Timite a

distancias pequenas:

m Gxgy)y=LimM %1(-)}% Qﬁj [x-9)+C Htj‘/f%[w‘al\

Ix—=3] —»0 Ix~%]—>0
-0 (ctldyomy) L @ (Y. 119)
2 iy

A integral funcional Cqujq) sendo do tipo gaussiano,

produz © resultado
_a® G Ox,9) 42 (GCXJKHG[%“&)} (L (20)
€ €
62 60+ Cla)
Ajustando os termos de "Auto—Interagao” ‘
a unidade, usando por exemplo, o processo de regularizacao di-
mensional ou equivalentemente fazendo a ordenacao normal da fun
cao de 2-pontos 43#{ﬁ\95(by>, obtemos o analogo euclideano pa
ra o resultado bem conhecido para o propagador fermionico do mo

delo de Schminger ({107) ([11]) {
l

J ol (8w ) + A g Ixei-C
é)LLXJ )L(‘zn>-_ Yo W= eﬂf 3 Ko(ﬁly‘ \3” o 3 }
al [ x-9)2 (H.424)

Analisando o comportamento da expressao (q—I&i)no Timi

te IX-2 (=0 , obtemos que
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%1((21‘9531{33
, — . 4 - i
Lim £V P in>: i iﬁé“;(ff,i"% ¢ a
(x~%] =0 %~ | (4.122)

IX~%1

egportantoyindicando-nos que 0s férmions do modelo comportam-
se como férmions livres nesta regiao. Este & o fenomeno da 1i

berdade assintotica do modelo ([107]).

Analisemos agora, a funcao de 2-pontos dos campos de

calibre (veja(q~idﬂ) .
. _- 2 2
46/*“ YO, 0> = 2&— {QEM peT, (=0 )@xP{*;—ngx

TR
(4 (=350 (6

D Y 0) (6,5 9)1x)

& (. 523)

3cujo resultado @

£ 606, > Ean €y (), ()] (o'oY aym)

(t-$2m)
«& que no espago dos momentos re-escreve-se Como:
' 2 v UR-9)
OG> =\dk € €k, k. & (H.125)
/" ¢ ——a Tmx o yp T =T g
(1) K ()
T

A analise da excitacao massiva correspondente ao propa

gador dos campos de ca]ibre torna-se agora ambigua; (compare

com a mesma analise implementada com o funcional gerador do mo
delo parametrizado diretamente pelos campos de calibre eq.(qqog)

e eq. (4.%8) )desde que a andlise dos polos simples em

(}$115\ e obscurecida pela presenca do termo k:wl<ﬁ

Temos, entdo, apresentado duas parametrizacgoes do fun
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cional gerador do modelo de Schwhinger (veja eq. (H‘&X) e eq.
(4. {48}, Aquela dada pela equacdo (Wﬁg)parece ser a natural
quando estudamos o setor dos observaveis associados ao campo
de calibre do modelo. Ja a outra dada por eq. (4.111) parece
ser bem adaptada a analise do setor dos observaveis associa-

dos aos campos fermionicos

Finalmente observamos que estes funcionais efetivos

foram todos deduzidos no calibre de Lorentz (%l~cat)(X)EC)(vg

ja a ref. [10] para um tratamento do modelo de Schwinger no

Gauce axial).
4,5 - 0 MODELO DE ROTHE - STAMATESCU

Neste paragrafo, aplicaremos a tecnica de mudanca de
variaveis do § 4.2 para estudar um modelo bidimensional nao-
confinante, o chamado modelo de Rothe - Stamatescu, descreven
do uma interagao entre um campo massivo neutro ¢h)e um campo

fermionico nao massivo'yﬂxw([19] , [20] )

A Lagrangeana euclideana do modelo € dada pela expres
sao _ | -
ii(ﬁL,}bjd)): (—L X/"‘%"‘%‘F%J/ﬁd)f;”q)fé'%d)
£ 4 R Y00 (h-425)

A Lagrangeana (M.iQB)é invariante frente a agao do

grupo abeliano UMY e do grupo chiral abeliano VIEREE:

AP S RNV RS A [ L42¢)
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onde'aieﬁ denotam parametros reais.

Associados as simetrias (4-124), temos as correntes ve

toriais e axial conservadas respectivamente :

2. (V4. ¥)=0 'Jﬂ(?ﬁ”“as%):o (4. 497)

Procedendo como nos paragrafos anteriores, considere-

mos o funcional gerador associado ao modelo (H‘LQS)

T, - | Pee1 0P D0

? T o yed ) 7 PrY o)
| “%ﬁjﬂ(iiwﬁb)m . T(Mus)

Para implementarmos a transformacao de variaveis desa-
coplante no setor fermionico do modelo, torna-se conveniente
escrever o termo de interacdo em (4.12§) de um modo analogo ao

acoplamento usual de campos de calibre com fermions como nos

modelos bidimensionais do §4.2 e § 4.3.

Para isto, faremos uso da seguinte identidade:

AL {*“é fcfx (¥ 555/«‘%)%&(1)')(7«\} =
D EG/M] SFCG;«“:@AMC)M@) ew%{dzx‘z(;&@‘ \/)(mk (4129

com (5(%\ denotando um campo vetorial abeliano auxiliar.

Fazendo uso da relacao (4.129), podemos re-escrever o

funcional gerador {4128) da seguinte forma:
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Z[Jﬁﬁ]t Deo1 v Jov1 V6.
Se (Gt 6w, 9)

| pr%—ﬁ\lx (L (4,7 ,0,A0)+¢ R

gonde a densidade lagrangeana em CLngo) possue a seguinte for-

(4-530)

jg()bﬁ}zjd)jgﬂ): -—6}05 (9 -Lg )}D_}_

Procederemos, agora, como nas Teorias de Fermions in-

teragindo com campos de calibre, performando a transformacao de

Yixy = € M)m X (%) (L.132)
J )= Koo e M” (4 133)

GﬁLK)T (—é =y p@))(x (1 134)

A densidade lagrangeana (q‘135§ expressa em termos dos

variaveis:

novos Campos )(Lx ) X (x) possue a seguinte forma
LG50 (X LK+ L (0N

L lwid? (L4138)
)

onde observamos que nos fermions estao desacoplados do campo

vetorial auxiliarC;ﬁKL

A medida funcional fermionica 27[?(]2%4&] em (H-qSD]
nao e invariante frente as transformacoes (H.£33) j(LLIS%) ,
devido ao fato de ela estar definida em termos dos auto-veto-
res do operador de Dirac H)[gi;]:—téuCéL*L% G%) e levando-nos

a um jacobiano da forma (veja a eq. CH3&$))
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Deste modo, obtemos a seguinte expressao efetiva para

o funcional gerador do modelo

7 T~ (9ra1 ) Dox1 Dis o Jo

R S I PICK DRI IN
11¢ + @ QWS({JWr Y «Q”‘P ]m
(4 136)

Iremos, agora, usar o funcional para o calculo exato

das fungoes de Green nao-renormalizadas do modelo

A funcao de correlacao de 2-pontos do campo massivo

neutro (LLR\ é dada pela funcgdo de Green do operador diferen

cial ( (1 32 (J 9 + Nq )

T

é;(xlﬁﬁr j§ijzjigljzlf?] )
S\Mﬂ\ RICE AIEATR

P][K\zdi(ﬂ}fo
-4
| _
= (@AJM*(L) ) O
) s
- _#éﬂh P( Hﬁh—ﬂ lY"b\ \) (Lﬂ_igy)

S
it
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A fungao de correlagao de 2 pontos do campo fermionico
e computada de um modo analogo ao calculo das fungoes de corre-
lTagdo do modelo de Schwinger na parametrizagao escalar ( Hu iii)

do funcional gerador associado e produzindo o resultado {veja

as eq.(ﬁdﬂl) - eq. (H‘45H'))f

. " —L(ng) J 3
L W (91> = 4L Yo [Ke8) f;‘&ﬂe“ﬁdw(@ e
S [ Y- nlg

N (23
‘M’ fwfﬁs@(?‘*"m‘g (%0

A . A
1 + %& (G O _caa (6(x,x)+6{‘a,bﬂ

- = JLJLXE—WA - e{

2 e’ (1138

2 A
_ _ . 33" Com)
A contribuicao de auto-interagao em (H~133) % 3

pode ser ajustada a unidade como na discussao feita aci-

ma da eq. (l4.420) no modelo de Schwinger,

A Usando o comportamento assintotico da funcao de Green

(DCx)g) (veja as eq. (h {of)- eq. L (fo2), obtemos os  seguintes
comportamentos da funcao de correlagao de 2-pontos  fermionica

do modelo na regiao do ultra-violeta e do infravermelho respecti

vamente

Lim M&L > 2 L ()G9 (L35)
lx ‘al_-p+[30 Dl\ /W F 1)(—“@\}

2 .
Lim <¢’(x)fl%ﬁ>f'(3 )ﬁ}X”B\h(&-:ﬁ%QE)) CHJHO\
lx—4) '

Podemos concluivr, ent3ao, que a partir do comportamento

na regiao do infravermelho CH.;BS)que o campo fermionico com-
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porta-se como um campo livre e, assim, suas excitacoes, sao ob-
servadas nos estados assintdticos do modelo

muons nao estao confinados como no modelo Schwinger

X

Isto e: os fer-
Pode-se, tambem, calcular as funcdes de correlacdio en-
volvendo os campos fermionicos %(X ), W(x)e 0 campo (b(X). Por
exemplo, a funcao de correlacao de 3-pontos
470@))2[*3)@?))5 dada pela expressao
x
r/‘ (X)La)3>"

[Tlﬁ (x,9,3)=
AR LR

333 g%%{mgﬁ '9)

J =0

P’z:f":z:D

- Z)rx \am) L(E'i
9 f l>« AL

ﬁ$l
@xpi ko(_‘L

Estudemos o aparecimento da anomalia axial

CREEY
i i do modelo
Usando o critério (M.2L) do §4.2, para o estudo da quebra de si
metria Chiral (M.Lzb\, vemos que: {veja a eq. (4.120())
NN - A
%ﬂ?’ﬁb)”): e, 2 (;_Y_

la JLG,
&%ﬂ 66y(x3% \) 'P]§

__;_%_ FHCNE Lcyﬁ() ¢ )
! Iy (i€,

(JP\ ) (X)
2
ff%{m¢>&h—?zﬁ;»WM%o

27 J—ﬂg,f

(H.112)
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Analisando a eq. (H.jﬂz) vemos que a Simetria Chiral do
modelo @ dinamicamente quebrada devido ao fato de o campo (ﬁ(x}

ser massivao.

A renormalizacdo perturbativa do modelo pode ser imple-
mentada como nas ref. ([197) e [20] 1levando-nos ao resultado
de que o campo éscalar ¢CX) ganha uma renormalizacao finita de

massa e da funcdo de onda

d)m: ) (U-143)
0
2 2
Mlﬂ\ B (\N\Lla (M[D[b()
i
e a “constante de acoplamento g uma renormalizagao multi
plicativa
o . 9. (4115)
(Ry .
] - %

—
—

1

onde o Tndice (gy indica a grandeza associada renormalizada.



COMENTARIOS

A obtencao de expressoes explicitas para as funcoes de
correlagao da Cromodinamica Bidimensional SU(N) naoc- massiva
a partir do funcional gerador efetivo (4.46) & um problema nido
solucionado na presente tese. Para ganharmos alguma experien-
cia para tratarmos, este dificil problema estudamos no parégrg
fo 4 o0 modelo abeliano e re-obtemos os resultados usuais. Co-
mo consequencia, Sao sugestionadas 2 linhas de estudo a serem

prosseguidas. A primeira linha consiste em re-expressar as
funcoes d&(%))*x em termos do campo de calibre SU(N) e ten
tar realizar explicitamente a integracao em relacdo ao parame-
tro § em (H-MH). Baseado no modelo de Schwinger, o problema

desta inversao devera levar a funcionais nao locais (veja a eq.

(h42)

A segunda linha de estudo, tambem sugestionada pela
analise do modelo abeliano, consistira na réparametrizagao do
funcional gerador efetivo (HJ15)em termos das variaveis

id&(xb*u} no Gauge de RosKies (veja a eq. (U.444))

Novamente devemos nos encontrar com o problema da nao-
Tocalidade do jacobiano C(ij(h )‘4>(ijx\)UAJX)S no caso nhao-
abeliano e mesmo que esta possibilidade nao se verifique, a
acdo gluonica efetiva devera ser provavelmente uma agdo forte
mente n3ao-polinomial e provavelmente tornara impraticavel uma
analise perturbativa. FE provavel que a implementacdo de ana-
lises nao-perturbativas da acao gludnica efetiva seja possivel,

como nos moldes da ref. ([13]).
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E como conclusao deste capitulo, vemos naturalmente o
surgimento da necessidade de reformularmos as Teorias de Cali-
bre Bidimensionais diretamente em termos de variaveis Dinami-

cas nao-locais; como por exemplo da ref. ([147]).

Finalmente, observamos que e possivel tratar os mode-
los de Thirring Massivo ([21]), Gross-Neveu - Chiral ([1]) e

de Rothe - Stamatescu ([19]) no esquema apresentado neste «ca

pitulo via a introducao de campos de calibre auxiliares. Nes

te Wltimo modelo & possivel obter de um modo simples sua com-

pleta solucdo, como foi viste no paragrafo §4.5.
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APENDICE - 1

Lema. Sejam Q(X)e%m , funcoes no eSpagos(ﬂQ)([ﬂ’)

com (XY  tendo um nimero finito de zeros simples (%)=0 ¢
N
g (%)#0 em qualquer intervalo finito EJ\gfq . Suponhamos
. \ N
que _Vitxa convirga quando A\=>+® (aqui 'g(x\=££.g(x))
t)(a} (Xo) )\%
Temos, entdo, a validade da relagao:
+00 T®
\ . A
ERTTTRIT N { [ ety
{x} NP0
a0 @
7
- - b (%) (1)

'{.Xo} : »E\(Xo)

A demonstracdo da relagdo (1) sera feita, fixando um

intervalo [ ﬂ\_A] com N finito, mas arbritario. Usando a re

lacao §(£CX3) ;E: 5‘(X_ﬁ<) , onde a soma dos zeros

de g(X) & tomada no intervalo [;ﬁw/“? . obtemos

A _ N
Jh(m 5("&0()\«1)& = 2_) g‘n(xvﬁx » )5(?4 —X )Bclx 5 )

{63 YA

wma qual re-escreve-se:

N N .
Y S O YO PR N € S R P
Z [h(ﬂ( — 4 T >

{XOX ‘A (gCKB)

A /,/\ |
7 (- Feo s - (e s

{Xo} A CQ(YJ) \‘/\
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A
= Z [[(“ h >(x\ -(M>]3(x—xa)ix
% J S 2 ( vy 2
i ~ { {
= __Z & ((/\\g\)“)({(x-xoyo{x
fd oo 4

= ¢Z:. (%j@_‘)(x) g(x_xo) dX

{Xo} A g\

- b (%)
o (%)

Tomando o limite N\++w, obtemos a relagio (1)

REFERENCTIAS:

Chilov, Les Distributions (Dunod-Paris)

[1] I.M. Guelfan, G.E.
(1962) (vor-i)



APENDICE - 2

Consideremos os coeficientes da Metrica Funcional (3.23)

do §3.3 do capitulo 3

(&lo R A

Hé% J:f?(giémjﬁ [%(ﬂ](g%\iéf) (1)
D

com

(ody a8 ob b b >

[% M) = %(’z E)% (x) T C %a(?)g (%) (2)

Devido ao fato de que so existem 3 componentes indepen
dentes da metrica Cé (%) em 2 dimensoes (i%12’=?%4 \ , 0S5 coe

(ab 408) .
ficientes 5’ [:% (23] formam os elementos de uma matriz

simétrica 3x3 { Lﬁl-<iée 3§5)nos espaco funcional dos‘%@é%%}

Isto e:
2 2 4 D
PENIE (4%{(5%8%”35%33)EB‘JM § s } (%)
D

5.,
:jfz{ D (5,0 80.0+ (89,) (3 >( ), ),,)
s (9, (a8, (89,0400, ) (B03) (Smwm(is‘?ﬁ;j@,w}ca
(3)

Deste modo, a expressao funcional explicita dos elemen-

—

tos DLB sao dadas por:

~ % 2,12 = 2 X oy (3112
25“ Ly U8 j é]: y (! 5} ) - ¥ (222 )3 D;Q J
5 ?j(i; 11) g ZJ(” ...,1;) 5 _ 5(32’“)- ¥ :a(m,az)

34 ) 23

g _ b(ag y12) (Lﬂ



No espago de orbitas f}Y}éﬂ (o espaco das metricas con

formes (veja a eq. (3.5) do §3.2 do capitulo 3)), 0 determinante

da matriz das metricas e, entao, dado por:

1+ 0 <
DET ( z ) DET wuq (f@u}
A o
o £ 2
¢ o 1+
o Gl
PO e
_ 4 + 2 (5)
- ' e%u?'m

E, assim, vemos que (1) define uma metrica Riemmaniana

(0er(F,y)#0 ) se C#-25

Calculemos a metrica 115%%511 (veja a eq. (2) deste a-
pendice), onde o vetor deslocamento funcional g%&h e dado expli

citamente por (veja a eq. (3.27) do §3.3, cap. 3):

[ §9 )= TU® 9 ()4 (V6,1 V,6.)(%) (Y

Substituindo (6) em (1), obtemos:

g % €U (G0 4 7+ (BB T )
5 +qc(vceu5m°‘}(%) (7)

onde os Tndices (a,b) sao abaixados e levantados pelo uso do

tensor metrico %:% C@)]’ ( %ﬁbtﬁac 8 )



E, assim:

. W) o N . o
\\Smbhigo\% € {(\7 e+ Ve ). (V, eV €7)
D

-2y et @
€y g4 cy\gb
= gf‘ﬁ Q\Q&) (v“ebwbe“—(vce )3b)‘('\7bea+-\7¢€b-(vc€ )87

(4+2¢) (VC ¢+ )Q} (%)

D +;L(1+;zc)(vcec+5w)3f‘ii)
z C ’l ? L-Q(,J @ C
= ;l(chdjo\z (e +M)u)—~afol§€ ‘{g (v, Ve,
D |
’ NAAAE LY (8)

onde na Ultima linha de (8) usamos a relagao para derivadas co-

variantes

(57 S (T T)= =B /F (T o)
D
D

A partir da relacao (8), obtemos o resultados (3.28) do

§3.3, cap.3.



APENDICE - 3

CALCULO DE DETERMINANTES FUNCIONAIS

Consideremos o operador diferencial eliptico de 22 or-
dem definido em um espago-tempo euclideano Riemmaniano Bidimen
sional, com métrica-{%%w(z)} e atuando em um conveniente espa

¢o de fungoes {por exemplo o espago das funcgbes infinitamente

diferenciaveis CCO< @3) )

A T ﬂ\/ﬁj‘T(O)f*ﬂsz(B/“)ﬁ%#y(JVﬂzxg*ue"> ) 60

= : |
((/‘*77’3:1:3) : (4)

com EB(A\ denotando matrizes(ﬂe fungoes infinitamente diferen-
,}A¥

ciaveis)2x2

Quando A for um operador positivo e auto-adjunto em

0, ~2
relacao ao produto escalar em (? (ﬂ% ) definido por:

s> = L&M f) 53} (2)
D

definiremos seu determinante funcional pela seguinte relacao

abstraida do caso de A ser um operador de dimensac finita:
o _

. .,'KA >
KO e = -LIM (e -ll (A 3)
3 Y FA 0" %‘SITTF WER (
onde TT;&A\denota o projetor no sub-espago dos auto-vetores cor
£
respondentes aps auto-valores nulos de A (os chamados modos-

zeros de A).

Em geral, a relagao {(3) ira possuir termos divergentes

no Timite €4>O+ , 05 quais serao usualmente tratados pela in-



trodugio de contra-termos ao operador A. 0 parametro e, entdo,
atua como um "cut-off" ou parametro regularizador e € conhecido

por tempo-proprio.

Para a classe dos operadores da forma (1), expressoes
. - . . -TA . . —f_--’)o‘}.
assintoticas para o traco funcional de € no limite

foram tabeladas ([1])

m T (e 7)) = ]
e T (e 0, ) (1) (L)L
B,
i) } (1)

onde R & a curvatura escalar associada a metrica i % éi)}-
}ﬂ-

.Tendo feito estas consideracGes matematicas, passaremos
a0 calculo dos determinantes funcionais dos operadores elipti-
cos positivos auto-adjuntos da forma {(veja as relagoes (3.32)-

(3.33)

— (A U A8 (3%)
)
qnde ;; jiughnﬁmero inteiro positivo e ,52 = )}d"tjg; 3

B

Para isto, introduziremos oS seguintes operadores:

[_a — (033‘ (6)
L,- £, (7)

Qs
NTS

Prova-se ([1]), gue em um conveniente dominio para L_a

———

e L_a, os operadores adjuntos dos operadores (6) e (7) sao da



dos respectivamente por

. -
L= =L ) (8)

*
Lﬁ - L-(3+i) (9)

Consideremos, agora, 0s operadores

(10)
LB

—

iaz Ly Ly %#Lﬂ(a+13°L3
~ e_mm&ﬂtz)a_ pBI JZ (44)

Z
Notemos que os operadores (10) e (11) sao positivos e

L= 13 Ly=-L

*(M&y

—

auto-adjuntos.

Devemos, entao, calcular (veja a eq. (3})

” L
| Teby )
o et d, = - A1 Tr, (@ (42)
), P T F

€
onde nao levamos em consideracao os modos zeros de ;f; ,.desde
que na aplicagdo dos resultados estabelecidos neste apéndice 2
Teoria Quantica das Superficies do cap. 3, estas superficies tem,
por hipotese topologia trivial, e assim, os operadores (3.32) e

(3.33) do §3.3 nao possuem modos zeros.

Submetendo a relacao (12) a variacdo funcional em rela

30 a R(3) @ -
QS Rog vET jf“""J‘” Tr (T 3o € ") (43)
F €0

€



Usando a eqg. (10), obtemos

giéz *(afi)g\ﬂiama.[-(aﬂ)gd?.La (’J’-l)

e, portanto, a relagao (13) toma a forma:

Sfo? DETFja:é'LMij\" ;)ﬂ)fwff € 3)
I
P T (oL el e

- (3+1)

Devido a validade da re1agao (veja as eqs. (10) e {11))

i'w“)z ( L‘ﬁamv Of -(411) (1¢)

ey consequentemente

'Ki v _ <[ )‘1 Q*T‘fa‘“[_ (17)

e __(3_*_ﬂ) ’(341)

;podemos escrever o segundo termo a d1:§;ta de (15) na forma
, _'T
Ty (-5 L, JSul, > ) _
F ~ (§9) - ;f

- 1 -3
_ [ Sa L, L_,n€ e
TTF (-3 L-caﬂ)”(L‘”*‘J = : o (12\

= TYF (§@ i . Q-S iﬂ(éﬂ) ) (1%)

~(4+1)

onde fizemos uso da propriedade urf'CAB):-T*‘(BJQ)j e a relacdo
(17) na eq. (18) e a definicao (11) na eq. (19).



Substituindo a eq. (19) na eq. (15), obtemos

SJOB' Vel Cfé :Gi%+ foﬁ TrF'(‘(?M) Sboja eina »

—

+LN4‘/JTT} (35 (i ai)e”fj%aﬂ>>

€vo? (20)
€
Usando as relagoes ;f
0 - X
EM Tr (e fud @70 e Grun Ty Go ™)

=

Eoog\K Tr (lbgkﬂ?%e“*f_wm) ) i TT (5\06 j-(a*i))
" 3

c~ot
(22)
¢

107 dos operadores (10} e (11) -

greduzimos a relacao (20) aos calculos das assTntotas no limite
5 {og DET_ &f = - (3 Lim T‘r (fuwe

€~—b0

+ 4 LM TTF (o e7° ;E"(M)

C-»0o"

e

(93)

Fazendo uso, agora, da relacao geral (4) para o calculo

das assintotas dos operadores ;f_ € éf{a*1) ([1:])
T (Be %) <

ot
oy e
ANE

+
- 0
¢ D

Q3)

43 y wm}
197 ()



. 9
= LMy duyy ety (3439 VQL@LEB}
P

O

(25)

Substituindo os resultados (24) e (25) em (23}, obtemos

{
. Jg SLQ(E)Q&QE

B Qc)ob DET ;E L'M Qne

: Mﬁﬂn[mwmw o
12

A solucio da Equacdo Diferencial Funcional (26) sera da

da, entao, por ([1])

-4 | 2 03) am 9
J&ocb DE’I i (C+0 ( _)1—,6)‘(43 e '(Mi(; J”S% @,ﬂu&}d;)
D i
) (27)

3desde que
2 2 2 2
S(Jo\%i(()ue)):ﬁlg 7 W)y 0 L) (28)
2 * |
D D
e, portanto, estabelecendo o resultado (3.36) do §3.3 do capitu

To 3.
REFERENCIAS:
[1] B. Durmous, P. Olesen and J.L. Petersen Polyanou's

Quantized String With Boundary Terms - Nult.
Phys. B198 (1982), 157-188.



APENDICE - 4

Neste apendice, faremos uma breve exposigao da decompo-

sigdo de Roskies dos campos de calibre SU(N) ([1]).

Seja (;‘=(13 G. uma configuracao de campo de «cali-
. o3 Vi

2

bre SU(N) em ﬁ? . Consideremos a equacao diferencial
. -1 -4
3Gy = L (U U ==Y (UL uTHey (0

com]L&x)pertencendo a0 grupo com a algebra de Lie gerada por
{Aa~v‘5§’Nu}' com {}AGL} denotando os geradores hermitianos de
SU(N); isto e:
. a a
WISHESPA ~ 55 Ao 0700
1fey= € . e (2)
Roskies demonstra que (1) sempre admite uma uUnica solu
cao WbTCX) para uma dada configuracao de campo C;A(X) pela in-

troducdo de uma estrutura complexa no espaco-tempo  euclideano”

ol .
usual GQ com unidade complexa a - 'LZS (r®?= 4 e X=(X.55%)
2
com (){097{1) € GQ )

Tendo obtido a parametrizacao de Roskies, podemos agora
caracterizar de um modo abstrato uma fixacac de calibre associa
da a esta parametrizacdao, o chamado calibre desacoplante de

Roskies.

Para definirmos esta fixacao de calibre, consideremos

' 5 o~ )
uma configuracao de campo ((Bﬁk )(XB:‘(SI'QM:SI - C_jl(%}jjud)(XN,

obtida a partir de uma dada configuracao satisfazendo (1) por

uma transformacao de calibre SLon . Escolhendo
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-Lujumk 2
J:Z(X): € , VEemMoS agora que (CS )(K satisfaz a relacgao:

St L N SN e
BNBICE M(n.o}u gl N ) gt !
W NS <
N _Q,%A,Qj—ﬂ-kﬂﬁﬁﬂ W, () (e 5¢3A)

~g e e,z%m)\‘* ﬂ;”‘}m

:(w (eww\ Ao Wi, (e BN e BE) o
(B ( eB&N). eB &) 6o (3)

Temos, entao, que (3) caracteriza de um modo abstrato

o calibre desacoplante de Roskies.
REFERENCIAS:

[17 R. Roskies; "The Fermion Determinant in Massless Two -
| .
Dimensional Q.C.D. Festchrift for Feza

H
Gursey's (OT Birthday (1982)



EPENDICE -5

Neste apendice, apresentaremos o Teorema de Alvarez -
Romanov - Schwarz ([1]) usado no calculo do determinante fun-

cional da familia dos operadores de Dirac

Primeiro, definiremos o determinante funcional de um

-

operador auto-adjunto A positivo pela relagao: (veja o apen

dice 3) w0
| S1A
fog veT, (A) - -tn, g\% Tr (e777)
c

abstraida do caso de A ser um operador de dimensao finita.

Em gera],gO%DEﬂ:(A\\ definido por (1) ira conter ter
mos divergentes para €— O+ , 0SS gquais serao tratados pela re-
normalizacao do DETF(A\ . Deste modo, € atua como um "cut-

off", usualmente conhecido como tempo-proprio.

Para uma certa classe de operadores, expressoes assin-
toticas para o —FTF( 6_3/\) no limite de J— Oﬁ_ sao bem-conhe

cidas na Titeratura matematica ([2]) ([3])

Mas aparentemente, esta informagao nao parece ser mui
KA)

to util, desde que em (1) precisamos conhecer j}} ( e

para todo [ positivo.

Mostraremos agora que em alguns casos particulares pa
ra familias de operadores/\dependendo de um parametro e possi

vel construir uma equagao diferencial para DET (f\) que re-
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1}
duz a determinacao de DETF(/\) Unicamente ao conhecimento de
(2]

Lim —T— €~T/\ , como no calculo dos determinantes funcionais
AEYous Tr
_b 3

do apendice 3.

.Teorema (Alvarez - Romanov - Schwarz) (fij])

.Consideremos uma familia de operadores ' auto-adjuntos
(6) .. : ~ ,
/% definida em um conveniente espago de funcoes em R? ¢ sa-

tisfazendo a propriedade

j&- /fo) ::‘g | /x(w)ﬂ¥ /ALW){ (1)
0

com g sendo uma fungao independente do parametro ¢ . Seja

. _ ,(‘” :‘)‘
LiM |r(xl'§e ¢ (A )'7(>

1 (aomcxw ¢ A XY F.o.. O Ry OO ) (2)

>
(Hﬂﬁ )73 _c A(U’\)D
A expansaoc assintotica para o _T}% (Ef C ) onde

D
Tﬂ::ﬁlx TY‘(X].” ! 7‘> denota o traco funcional (incluindo

Tir sobre os possiveis indices matriciais do operador).

Temos, entao, que o determinante funcional (1) satisfaz

a seqguinte equacao diferencial em relacao ao parametro

] ] . () \° ]
___((%DCTF(/‘\ ) ) (A

iGLIM A% INCGIRE: x>) (3)
B é-bo"'
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Observamos que por uma integragao em relagao ao parﬁmg

tro 0 , obtemos que:

oo (DET (AT /per ((A**)7) )

% (o)
tm (A, (a Yoy + A, O )>_J
= [JO’ f X Trjm (ne )5 7

(1)

Note que a parte finita da razdo (4) e simplesmente da-

da pelo termo

J - () '
*
ij*g( Py Tr EE%:;; > (5)
9] 2

(Umn)

Demonstragao:

Derivemos em relacgao ao parametro a relagao (3)

aplicada ao operador (/\(G))

4 (Tr Aoy (A7Y) = —:’\;{f“ T‘r(ﬁx

lo
o Am
(xl - ({LAM /\m -\'/-\m ( ) ) -3 ( \K>>}
= LrM {JM Tr J;kx <3 ({Acn AL«»@A%‘\ Am(g ATy wvﬁ))
RGO

‘ o
® N 3 (/QCU‘) _
- 4 .LiM+ i[i‘g Tr @i(x Jjg(A ).€ \X>} (6)

€+ o
€
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3 onde usamos a propriedade de ciclicidade do trago funcional pa-

ra escrever a ultima linha em (6).

Notandosagorasque

s 2
J (Q-KCA(“)Q) H(wa)ge—‘f(/-\“)

S

podemos re-escrever (6) na forma 0
&y N2 l b
4 (Tr Ay (A7) )= -1 T*"(f“
¢ €
<‘;<l _01-<g e__—S(A(G\)D ]\/‘(>j¢
AI . , € (/X \x‘>_)
LM Y. JADxTr <4"lf

c-+ot

7))

(3)

¢ desde que

m <x] 4 e’ (A’ x>z P o 150
o (9)

P | |
onde KER(Afm) denota o projetor sobre o espaco dos modos

(e _
zeros do operador (/% ) gue & suposto ser { O} .

Este teorema, essencialmente reduz o problema do calcu-
_ | () .
lo do determinante funcional do operador %\ a determinacao

(&)

dos coeficientes (lN (X) da expansao assintotica (2).

Para o quadrado do operador de Dirac (Bidimensional) na

presenca de um campo de calibre externo (veja eq. (4.35))

(DL61Y= ~@ee6. Y- LT8a1). B (06 (10)
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estes coeficientes foram tabelados ([4]):

a - 1 (11)
0
= 1€y -0 G {2
Clj - ZS E;3’ I ) ( 3
2
REFERENCIAS:
[1] oOrlando Alvarez - "Fermion Determinants, Chiral Symmetry
and the Wess - Zumino Anpma1y" - Nucl.

Phys B238, 61 (1984)

r2] P.B. Gilkey, Proc. of Symp. Pure Math; Amer. Math. Soc.,
27 (265) (1975)

[3] N.D. Rothe and B. Schroer, in Nato Advanced Study
Institutes Series vol. B55, pag 249,

Fdited by Werner RUh]

[4] U.N. Romanov and A.S. Schwartz, Anomalies and Elliptic
Operators" - Teor. Mat. Fiz. 41 (1979) 190.



APENDICE - 6

AS EQUACOES DE MOVIMENTO PARA 0 "LOOP DE WILSON" QUANTICO

Nos Gltimos anos, uma nova formulacdo ([1] , (2] , [3])
para as Teorias de Calibre Nio-Abelianas tem sido proposta e @
esperada ser a formulagdo natural para o tratamento de
sua estrutura na regiao das baixas energias (regidao do infraver
melho). Esta nova formulacao faz uso do operador "Loop de
Wilson" como objeto dinamico relevante e a partir do qual a Al
gebra dos observaveis Invariante de Gauge @ gerada. Nesta for
mulagao, ndo existe mengao explicita de transformagoes de «cali
bre, Espaco de Hilbert de estados, etc. Todos estes conceitos
sendo problematicos na formulacao usual local (veja o cap. 2 e

o cap. 4).

Neste apendice, apresentaremos as equagoes quanticas de
movimento associadas ao "Loop de Wilson" no formalismos das in-

tegrais de trajetorias de Feynman em uma Teoria de Calibre SKJ(

(nh.

Conjectura-se ([1]) que o funcional de onda de um Mesaon
T cay
(¥ ¥ Y \D\,M\), onde

denota o vacuo quantico da Teoria de Ca]ibre(gkjﬁn\ eu

\ (m)

no limite topologico de ¢t LbOFT <:S%mc
Q (o)
Vac
clideana e (%’;:)(x), o operador criacdo de uma excitagao meso

nica singleto de cor, e dado pelo seguinte funcional no espago

C[kX3x) (veja o §1.2 do capitulo 1):

)
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5.2
1 BCAL
. Xﬁ( Qrf%’(cﬂe':’f"xug

o .
Yior=X (p=X

oo TERVIL ATy @

4 ONde UD{\’/[CXX]} denota o fator de fase ordenado de Wu -

Yang associada a trajetdoria quantica KX;{X(MIX (0\=)(#C]):X,M}:
qu
I

HD{LHCXJ}: [P{ o +£ G, (Xt6)) Y#(c)c)\g}

um (fa Gudx). . (B QOO )

K00

onde X X(G ) 550 pontos ordenados ao longo de ZX‘X

()
0 vacuo ‘QVA( da teoria SU(®@), possui a impor-
tante propriedade de que a média quantica de um produto de ob

servaveis invariante de Gauge se fatoriza no produto das res-

pectivas médias quanticas ([1]1): o
<N 9,(6.)... (6 13, >
(m\lO(G)’ W"c> <Q(m)]0(6)lﬂ\;;

VAC

(3)

As equacoes de evolucao do funcional de onda (1), se-
rio obtidas de modo padriao no formalismo das integrais de tra-
jetoria (veja a eq. (1.11) do §1.2 do cap. 1), submetendo-o a
variagaes de campo 5(%:(X5 e de trajetdrias S‘X>JT3. E co
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mo consequencia de estarmos considerando todas as possiveis con

figuragoes de campo e todas as possiveis trajetorias, estas va-

riacoes devem anular-se de um modo independente e resultando
nas 2 seguintes relacgoes: T
s J
@® - X (c‘}alo'

4
(sl e 24 fG;ﬁ ) j&T
s 7 Do) Y ”5@;“

6 X@)=X{Y)=X

¥
{ e A [ Ty (£, e 5l plerlemer ]

(=1 (Ll)

#Jﬁjol XTT-(C)(F)W (x)
KD[G wie " T

| Yo -2 @*5{XMQGTT“’(B){WJN -°
Xty = X(3)=% (5)

sonde em (4) re-escrevemos o "Lopp de Wilson" em uma forma conve
niente na qual aparece de um modo explicito a estrutura alge-

brica do grupo de calibre da teoria via os geradores {/&g-}

SV (AJ) N1

T (BT T R )

(¢)

Analisemos a relacdo (4), que possui o significado fisi

co de ser um tipo de Equacao de Maxwell para o Lopp de Wilson.

A variacao da acao do campo de calibre produz o resulta

do:
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' _4_, [P CO) /[ 2.4
.g (6— H%JN d X TT (l’#v) (x )>
§ 6.0 9
o et T
(%)

= - ’é-" (v/‘* ALY

267N (*7)

A variagao do “Loop de Wilson" e dada pelo resultado

JIG,A(X(U)) (o ydo )
(ZTT e o

» 3 D) iy (6 )
_ e ey KO (63{@ i@“““”ww}) f

= | Mo
¥ 1 f@ (x¢ay) X*(s")do?
(ZL%()\>KM {(B){ }Zk} (8)

Usando a relacao de complemento para os geradores§(
e enfatizando que & neste ponto da analise que a estrutura al-
gebrica da Teoria de Calibre tem papel na dedugdo da equacgao

de evolugao procurada

U\I‘)Km()\’“')m\ :6,@5@%5@5% | (9)

)¥m1(8) e substituindo os resultados em (4), obtemos (sem reali

zarmos a integracdo funcional sobre as trajetorias quanticas

{xw}
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L ﬂv::) T ( ED{ Vo by @ \J; L ”) Jﬂv::) ?
S IR Sk feag | e
U”{\lfe[["m D) T (R e )

- T (L4} P o 962>

(1)

) (M
c"°° LSzVAc :> denota o valor esperado no vacuo da

onde < ‘QVA

Teoria de Calibre SU(N)

Observamos a fatorizagao do fator de fase ordenado em
(4) devido a devisao da trajetoria [f7 (veja a fig. 8)

X @ X(T )
na eq. (8).

A) Trajetoria sem pontos de auto-intersecgao:

K()( (o), X(TY) K(x(o\) Yoy

A
X%y X @) Cimmmm

M M
NMipy = X= X7 ) L

Fic &
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B) Trajetoria com pontos de auto-intersecgao:

4){(0)) X))

(X 5 %05y )

—®

My XY=
h B ( (}:X( X (D)
X_M&r)-X 7‘#" wtT)

<M ()= X=X )

K(xm;?ﬂtm

2
No limite N—*Q)(k;’:}%N:A(GD) , devido a proprie

dade (3), e introduzindo as derivadas geometricas de Migdal -

Fic 3

Mannenno para re-escrever o primeiro membro de (10) na forma

(- q® ®
4 £ T‘r " [P{ 4[[ ) xm J /ﬁv’“
&x/h Sq}gx (14)

a relacao (10)toma a forma |

D & <ol T PV 1 e >
DKy 8, 00 3
CG(P{WI?mmw} W>

2 )\Llo' 5 tx XXty {8

\(/::) ’TT “’(UD{BI/ [/xmxm } /‘Q\SA: D (1:2 )

onde o termo de ordem A.em (10) nao contribue para (12) em SWJ(UD)

N

(w)

e
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Observamos o fato fundamental de que a fatorizagao quan
tica no segundo membro de (10) (e resultandoc no segundo membro

de (12 )56 g possivel se as trajetorias éfy e 67
(12 ) p J X0 X(5 ) X (o) X0

sao fechadas {veja a fig. (8 ) e, portanto, implicando na inva
riancia de Calibre dos termos no segundo membro de (10). E, nes
te ponto da analise, que vemos o papel fundamental da natureza
quantica das trajetorias X 0% (TS (veja a discussao sobre a
natureza geometrica das trajetorias quanticas no §1.2 do cap.1);
desde que somente uma trajetdoria quantica pussui a propriedade

de se auto-intersectar em {todo ponto, como esta implicado em

(12).

Espera-se obter uma solucao do tipo (3.2) do §3.1 - cap.

3 com graus fermionicos internos para a equagao (12). ([4])

A relacdo (5), que & um tipo de equacdo de Lorentz para

a trajetoria ?&A(I) , produz o resultado 2
{N)

< —QC:Z \ iﬁ(ﬁ‘) TT(Q H){‘d{r [fmmﬁ(n]} ’-QVAC >
— <Q ™ } §<v(65 TTU) [P F/U‘V(X(m) w[fm\xm]}

VAC

VA

onde usamos a relagao ([5]).

S%w | Tr“’{ﬂ){‘\’ [fx(mmj}}

*v(oj)‘_‘-rm (P{F}W(XW)W [ﬁ(m\;m]}

0™

(13 )

(11
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Esta equacdo devera fazer a conexao entre a dinamica

das trajetorias {)( (G)} com o "Loop de Wilson"

”
.T}LQ[F{\P[fimNTJ } . No caso de termos uma traje

toria estatica bgw(@):O , a relacao (13) nada mais & que a
condig¢ao de invariancia sob reparametrizagao da trajetﬁriaé@ﬁdo

“Loop de Wilson".

Concluimos este apéndice afirmando que significados pre
cisos para as eq. (12) e eq. (14) sd foram obtidos, ate agora,

para as Teorias de Calibre formuladas na rede ([6]),
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