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RESUMO

Neste trabalho, abordamos o problema de colisao ine
lastica entre um elétron ¢ um atomo de hidrogenio. Empregamos
uma funcao correlacionada utilizada, anteriormente, para O mes-

. = - e (16) ' = - ~
mo sistema em colisoes elasticas — , no qual ha dois parame -
tros ajustados na faixa de energia estudada. Com esta funcao

desenvolvemos uma equacao para os elementos de matriz de transi

cdo direta e de troca para as transicOes Is-2s e 1s-2p. Os re -

sultados obtidos sao comparados com medidas experimentails de
Williams, bem como os resultados fornecidos pelos tratamentos
(20)

tedricos de Kingston, Fon e Burke
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INTRODUCAO

A excitacao do estado fundamental do atomo de hidro
génio para os estados n = 2 por espalhamento de elétron, consti
tui o processo de espalhamento elétron-atomo mais simples(zg) .
Do ponto de vista teorico, o atomo de hidrogénio € o uUnico alvo
cujas funcoes de onda do estado ligado sao bem conhecidas, de
modo que a descrigao teorica do processo de espalhamento se tor
na exata neste caso. Além disso, existem medidas experimentais

CLQ’EQ). Assim, €

das secoes de choque diferenciais disponiveis
interessante obter-se secoes de choque diferenciais teoricas a
fim de podermos compara-las com estas medidas e com outros tra-
tamentos teoricos.

Historicamente, o uso de fungoes correlacionadas te
ve inicio nos primordios da Mecanica Quantica com os trabalhos
de Hylleraas(ll) sobre o atomo de hélio.

0 presente trabalho descreve o espalhamento inelas-
tico elétron—hidrogénio por meio de uma funcao de onda correla-
cionada, introduzida anteriormente no tratamento do espalhamen-
to elastico para o mesmo sistema 100,

No referido trabalho, a introducdoc da funcido de on-
da correlacionada nao visava um calculo rigoroso da secdo de
choque diferencial para a colisaoc elétron-atomo de hidrogénio,
mas analisar a importancia da correlacao para o problema em ques
tao. A funcido proposta continha dois parametros ajustaveis para

cada energia estudada.

0 calculo aqui apresentado tem em vista determinar



como esta funcdo se comporta no caso de espalhamento inelastico
eletron-atomo de hidrogénio,bem como conferir se os parametros
encontrados anteriormente sao adequados para descrever o compor
tamento da secao de choque diferenéial na colisao ineléstia&elé
tron-atomo de hidrogenio. Além disso, sao calculadas as secdes
de choque diferenciais para as transicoes 1s-2s e 1s-Zp. Estas

secoes de choque diferenciais sao comparadas com os valores ex

perimentails de Williams e Willis(lg) e de Williams(gg), e com
os valores teoricos calculados segundo as aproximacoes de
Born(éj e de acoplamento forte(ggj, na faixa de energia de 54.4,

100, 200 e 300 eV, respectlvamente.
Este trabalho é dividido em 4 capitulos. No Caplitu

lo 1, sdo apresentados alguns conceitos basicos sobre a teoria

)
de espalhamento. No Capitulo IT, descrevemos algumas aproxima-
¢Ges usualmente empregadas nos problemas de colisdes atomicas .
No Capitulo ITII, sdo desenvolvidos os elementos de matriz (dire
ta e de troca) para a excitacao do dtomo de hidrogénio, do esta

do fundamental para oS estados n = 2. Finalmente, os resultados

obtidos sio apresentados e discutidos no Capitulo IV.



CAPITULO I

TEORIA DE ESPALHAMENTO

1.1 - TiPoS DE CoLISOES

Um feixe de particulas A, colimado e monoenergético ,
incide num alvo B. A fim de podermos desprezar a interacao en-
tre as particulas incidentes, o feixe ndo deve ser muito inten-
so e, uma vez que desejamos realizar observacoes, tambem ndo de
ve ser muito fraco.

Um arranjo experimental tipico esta ilustrado na Figu

ra 1.1.
COLIMADOR
A DETECTOR
-
— \ / -
— || ALVO B ////7
FEIXE DE e - — - - - - = >
PARTICULAS 5 ‘//,, DIREgAO DO
A l \ FEIXE INCIDENTE
—

Figura 1.1 - Arranjo experimental de espalhamento.

0 alvo,normalmente um gas, consiste geralmente de uma
amostra contendo varios espalhadores B, devendo a distancia entre eles
ser grande em relacdo ao comprimento de onda de de Broglie de particula
incidente. Isto permite que os efeitos de coerencia entre as on
das espalhadas por cada espalhador sejam desprezados.Alem dis -
so, sendo o alvo suficientemente fino, podemos desprezar o espa

lhamento multiplo. Neste quadro, pode-se considerar cada espa-



lhador B isoladamente, havendo uma colisdao entre a particula A
do feixe incidente e o espalhador B do alvo.

Apos a colisdo, sdao registradas particulas emergen-
tes em detectores localizados a distancia macroscopicas do alvo.

Assim, varios processos podem ocorrer:

1) Espalhamento Elastico:

As particulas A e B sao espalhadas sem qualquer mu -

danca em sua energia;

2) Espalhamento Inelastico:

As particulas A e B experimentam uma mudanca de sua

energia;

3) Espalhamento Reativo:
0 sistema (A+B) da origem a duas particulas diferen-

tes de A e B, ou em n z 2 particulas.

Neste trabalho nos preocuparemos somente com Espalha

mento Inelastico (item 2).

1.2 - SECA0 DE CHOQUE DIFERENCIAL

0Os resultados de uma experiencia de espalhamento,sao
expressos em termos da secao de choque diferencial, a qual pode

(1)

ser definida para um feixe de particulas como

"0 numero de particulas espalhadas num dado angulo so-

i1ido por unidade de tempo, dividide pelo numero de particulas do



feixe incidente que cruza a unidade de area por unidade de tempo.”

2)

Assim, a secao de choque diferencial e

do(8,9) = lLﬁfil (1.2.1)

onde I € o fluxo de particulas incidentes e I1(8,¢) o fluxo de

particulas espalhadas no angulo solido do, Figura 1.Z.

Figura 1.2 - Figura do angulo solido.

Esta secdo de choque, em termos de uma particula, e
equivalente a probabilidade total de que a particula seja espa -
lhada num dade angulo so0lido pela probabilidade total que cruza
uma unidade de area do alvo.

Quanticamente, o problema & descrito como um feixe de
particulas incidentes e emergentes. A funcao de onda que descre-
ve o feixe incidente (normalizada a 1), paralelo ao eixo-Z € uma
onda plana

. ik,.7 K.z
o(r) = e = e (1.2.2)
onde ?i e o vetor de onda incidente.

A funcao de onda das particulas espalhadas € descrita
por uma onda esférica da forma

iKSZ

e

- (1.2.3)

LU = f(ey(b)

5C

onde f(8,¢), amplitude de espalhamento, modula o fluxo de parti-

culas espalhadas.



onde para grandes r,wsc satisfaz a equacao de Schroedinger inde

pendente do tempo para particulas livres

ﬁZ

2
- O v wsc = Ewsc (1.2.4)
onde m &€ a massa da  particula e E a energia da particula
livre
£2x . 2
b i
- Zm (1.2.5)

Contudo, a funcao de onda que descreve o espalhamento deve sa -
tisfazer a equacao de Schroedinger para o movimento de uma par-

ticula na presenca de um potencial V,

B2 2 > > S
[- 75 V2 + V(D) 1u () = By(r) (1.2.6)
iy
ou
2 2 - > -+
[V, + K'Iy(r) = U(rly(r) (1.2.7a)
iy
2 2 - >
[V, + K* - U ]1y(r) = 0 (1.2.7h)
T
onde
UE) :E.ﬂzlvt?) (1.2.8)

t

Supondo que o potencial V(r) tenda a zero mais rapida
mente do que (1/r) quando r » «, ja que queremos descrever as
particulas incidentes e espalhadas movendo-se livremente, deve-
mos ter uma solucao de (1.2.7) como

p(E) » o+ Y

T > ®

sC

{(+) (3)

ou denotando por Yy , na sua forma assintotica como =~
K.
1
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L >

N iK..r iKr
wé+)(r) > Ale % + £06,0) ]

1 00

(1.2.9)

Esta € a condicdo de contorno apropriada para o problema de es-
palhamento, onde A € independente de r, 0 e ¢ . Qualquer que se
ja £(6,49), a eq. (1.2.9) satisfaz a eq. (1.2.6) assintoticamen
te na regiao onde podemos desprezar V(%j.

A quantidade £(0,¢) € a amplitude de espalhamento
sendo o fator que determina as secoes de choque. A fim de obter
mos estas quantidades, precisamos da densidade de probabilida-
de de corrente originada por Voo associada a equacgdo de Schroe-

dinger (1.2.6),

J - E%T [o* (FIVH(T) - (v§* ()¢ (F)] (1.2.10)

A componente radial Jr da densidade de probabilidade

de corrente, correspondente a onda w£+)(?) é dada por

1
|£] “hx | £] %y
I, = A*A ——— = A*A (1.2.11)
mr r

Conforme visto, o fluxo I(9,¢)dR é o numero de parti-
culas emergentes por unidade de tempo num angulo sdlido, da ,
igual, portanto, ao produto J,. X area normal erQ do angulo so-
lido, assim,
2

1(6,¢)d0 = J_ r° do = A*A]£|%dn (1.2.12)

Para uma onda plana incidente do tipo

- - -+
®Ki(r) = A exp(K;.r)

o seu fluxo através da area normal ao vetor de onda Ki €



inc * i *
JT :AA“—HI—=AAV (1.2.13)

Assim, por definicao, dividindo (1.2.12) por (1.2.13), para 0
campo elastico, temos

L. |f;e,¢)|2 (1.2.14)

A equagao (1.2.14) & importante porque ela une o com-

portamento assintotico da funcio de onda ¢(+)(¥) com a secao
1 ..

de choque diferencial, ou seja, vincula o conhecimento teorico,

contido em w%+)(?), a quantidade experimental do/dQ.
i

1.3 - EQUACAC INTEGRAL

Na resolugao da equacgao diferencial de Schr8dinger
(1.2.6) para espalhamento estacionario, introduzida na segdo an
terior, impomos que a funcao de onda w(+)[?) deva satisfazer

— - e - = - - - 1 "
as condigOes assintoticas fisicamente corretas. Todavia, quando

transformamos o problema numa equacao integral, impomos que
— - - — -~ .
a funcao de onda ¢(+)(r) gque e uma solugao da equagao inte-
. i . .
gral, incorpore automaticamente a condigao de contorno

(1.2.9).
| A solucio geralté) da equacdo (1.2.7) e
v F) = o + J G, (F, ¥ UG )y Er)df (1.3.1)

onde @(?) ¢ solucido da equagio de Schroedinger homogénea como a

eq. (1.2.4) e GO(?,?') e a funcido de Greenté) do operador Vi.

[v2 + K16, (F,T) = 6(F-T") (1.3.2)



No espalhamento, a funcdo de onda 5(T) e uma
onda plana (1.2.2) com o fator de normalizacao (ZH)_S/Z. Assim,
podemos escrever a eq. (1.3.1) como

. K -r
b @) - amMie 1T, J Gy (F,TNUEF DY E AT (1.3.3)
i

A funcao de Green GO(¥,¥') obtida com a condig¢ao de

(3)

contorno (1.2.9) e a eq. (1.3.2), apos a integracdo 2, leva a
uma onda esferica emergente (+) ou incidente (-) quando r » « |
de modo que para grandes valores de r ela se comporta como uma

onda puramente emergente ou incidente,

+iK|TF-F'|
Géi)(?,¥') - - ﬁ% c__ (1.3.4)
BT

Portanto, podemos escrever a eq. (1.3.3) como

. -+

1K..r
WEXE - e3P J Géi)(¥,¥*JU(¥')w%t)(?*)d?r

%.
- 1 (1.3.5)

Esta € a equacao integral de Lippmann—SchWinger(é) do
potencial de espalhamento. Ela substitui a equacao de Schr8din-
ger (1.2.6) mais a condicdo de contorno (1.2.9) incluida na eq.

(+)

(1.3.5) atraves da funcio de Green G (?,?'). A solucao da eq.
0

(1.3.5) possui o comportamento assintotico (1.2.9). Se colocar-

mos A = (ZW)—S/Z, a sua solugéo(é’ﬂ) fica dada por
i%..7  ikr SiK. T
v @ e 0T e T g [e i
1
T+ o
-u@En el Fndig (1.3.6)
K.
1

Onde o vetor de onda final ?f = Kr.
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A comparacao entre as eqs. (1.3.6) e (1.2.9) nos forne

ce a amplitude de espalhamento na forma integral

3/2 ik T
e o LemT T J e £

n) U(?')w%+)(?‘)d¥‘ (1.3.7)

i
Com a eq. (1.2.8), e fazendo uso da notacgao bracket de

Dirac, obtemos a expressao

Zﬂzm

Fo - 20 e, vyt (1.3.8)
e Ke R,
onde ®? ¢ a onda plana correspondente ao vetor de onda ff.
£

0 elemento da matriz de transicio Tes ¢ definido como

Ty = <®Kf]v1¢%f?> (1.3.9)

1

Assim, podemos escrever as eqs. (1.3.8) e (1.2.14) em
termos da matriz de transicao.
A amplitude de espalhamento e a secao de choque dife-

rencial ficam dadas pelas expressoes

2
2r7m
f = "? Tfl (1.3.103)
[§]
4 2
do _ (2n)'m 2
@ = T 1T (1.3.10b)

1.4 - SOLUCOES DA EQUACAO DE LIPPMANN-SCHWINGER

Vimos na segao 1.2 que no espalhamento de particulas
livres, a funcdo de onda total que descreve o sistema pode ser ex

pressa como a soma das funcoes de onda das particulas incidente
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e espalhada. Podemos, de modo analogo, escrever a equagao de

Lippmann-Schwinger (1.3.5) na forma

B E e B P (1.4.1)

1 1

(+)

Com a onda espalhada Voo satisfazendo a equagao nao

homogénea,

72+ K - uHB D - ude, & (1.4.2)
T Ki
obtida com (1.4.1) em (1.2.7a). A funcao de Green total

G(+)(¥,?‘) do sistema satisfaz a equacao

v2 o+ k416 (3,3 - sE-Fsu@met) v
g (1.4.3)
tal que a funcao de onda espalhada wé;) corresponda a uma onda

esférica emergente,

W@ - J G“)(?,?')U(?')@K (x1)dx? (1.4.4)
i

Portanto, podemos escrever a solugao da equacao de

Lippmann-Schwinger (1.4.1) na forma integral explicitamente

v - @% (¥) + J ¢ @, FuEe. Frydr (1.4.5)
Ki i ii
A funcao de Green total G(+)(?,?') na forma integral

¢ obtida da eq. (1.4.3) com ajuda da eq. (1.3.2). Assim, obte -

mos

¢ (F, 3 - Gt (E,F1) 4 J.Gé+)(%,%")U(¥")G(+)(%",?')d?" (1.4.6)
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O problema de se resolver a  equagao de Lippmann-
-Schwinger (1.3.5) se resume em encontrar a solucaoc da equacgdo
integral (1.4.6) da funcao de Green total. As relacdes (1.4.5)
e (1.4.6) sao importantes para a discussao dos metodos de apro-
ximacao usados na teoria de espalhamento.

A egq. (1.4.6) nos fornece a relagao entre os operado-

G(+)

res de Green Gé+). Temos assim

S Gé+) . Gé+) u gt (1.4.7)

A eq. (1.4.7) esta escrita independentemente da repre
sentacao. No espaco de configuracao temos as equacgoes (1.4.5) ,
(1.4.6) e (1.3.4). Com a eq. (1.2.8) escrecvemos a representacao

integral da amplitude de espalhamento (1.3.8) como

2

: (+) ‘
f = - 2n°” <¢_ |UsUG Ule > (1.4.8)
X | %

f 1

Tambem podemos ter uma funcio de onda w%")(¥) corres-

f
pondendo as condigoes de contorno que descrevem uma onda plana

incidente, com vetor de onda Ef, e uma onda esférica incidente.
Deste modo; a equacao de Lippmann-Schwinger assume a forma

ik.. T
p @y - amE f ¢ F I uEny T Godi d.4.9)
k. ’ X,

onde a funcao de Green Gé")(¥,¥') e dada pela eq. (1.3.4). Embo

ra a funcao de onda w(")(§) nao satisfaca a condigdo de contor-

no (1.2.9), ela desempenha um papel importante na teoria de es-

(3)

palhamento

A funcao de Green total GUJCE?')obedeceré as equa -



¢oes semelhantes as eqs. (1.4.6)—(1.4.7), trocando-se apenas o
=)
[

cita da eq. (1.4.9), na forma dada pela eq. (1.4.5). Comparando

sinal (+) pelo (-). ¥ representa portanto uma solucgao expli-
-se esta Gltima equacdo com a eq. (1.4.8), temos uma outra re-

presentacao integral para a amplitude de espalhamento.

£ = - 20t < Ul > (1.4.10)
¥

£ Ky

1.5 - OPERADORES DE GREEN

0 Hamiltoniano de um dado sistema pode ser decomposto

usualmente em duas partes,
H:H +V (1.5.1)

onde VC representa o termo de interacao entre a partIcula e 0
sistema ¢ HC descreve o sistema na ausencia de interacao. A de-
composicao (1.5.1) € determinada pelo numero ¢ pela natureza das
particulas que participam da colisao. 0s vetores correspondentes
aos estados livres, ¢, que descrevem o sistema no estado n sa-
tisfazem a equacao de SchrBdinger (1.2.6). Podemos transformar

os autoestados @n do Hamiltoniano H. nos autoestados wéi) do Ha

miltoniano total H por meio dos operadores

(£) 4 tie
Y © T ;ig+ E -Heie *n (1.5.2)

Os espacos de todos autoestados wéi) do Hamiltoniano
total do sistema sao ortogonals. Com as eqs. (1.2.4) e (1.5.1),

a equacao (1.5.2) pode ainda ser escrita como
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plE) o+ lim g
n e>0* “n

TE Vc¢n (1.5.3)

I+

A equagao (1.5.3) nos permitem calcular os vetores

*
estados ¢£ ) se conhecemos os operadores de Green

= 1lim 1

g 1 (1.5.4)
c - E-Hcile

Para particulas livres, os operadores de Green corres

6 ()

—G(i) nas eqs. (1.5.1) e
c -0 e 4= - T

pondem ao Hamiltoniano H. = Hys

(1.5.4). Se as colisoes forem diretas, nas quais vV, = Ve =V e

d
Hy = H; = Hf, e se Vd for a interacao total entre as particulas
em colisao, entao os operadores de Green ficam dados pela eq.

(1.5.4). A relagao (1.4.7), usada nas eqs. (1.5.3), nos for-

necem as equag¢oes de Lippmann-Schwinger

(+) 1 (£)
bp T %p ¢ E -0 _iic Veidn (1.5.5)

0 simbolo e » 0% estd implicito a fim de nZo sobre -
carregar a notacao. As equacdes de Lippmann-Schwinger acima fo-
ram obtidas de um modo que independem da representacao.Alem dis
so, elas se tornam equagoes integrals na representacao do espa-
co de configuracao ou de fase.

Na secao 1.3 foi visto que as equacoes de Lippmann-

-Schwinger para o potencial de espalhamento de 2 corpos
- +
tem  uma solucao unica w% apresentando o comportamento
. i ~
assintotico (1.2.9) e (1.4.9). Isto nao acontece quando

(7)

ha mais de 2 particulas. A primeira dificuldade surge porque o

operador GV na eq. (1.5.5) ndo € quadrado integravel; uma difi-

(8,9)

culdade adicional decorre do fato das equagoes de Lippmann
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-Schwinger (1.5.5) nao possuirem solugdo unica se tomamos 0

. + —
lim ¢ -0 antes de resolvermos a equacao.

1.6 - MATRI1Z DE TRANSICAO

[OXY

Vimos na eq. (1.3.10b) que a matriz de transicio

importante para o calculo da secdo de choque diferencial. As

(3)

sim, definimos o operador transicao pela relacao

1
Teg B = Vi + Ve omge Vs (T.6.1)

Deste modo, os elementos da matriz de transigao do ope

rador (1.6.1) na transicao entre 2 estados assintoticos @a e @b

com energia E = E, = Eb ficam expressos por
<b[T{a> = <y (B) [T (E) |9, (E)> (1.6.2)
Pode-se demonstrar ) que a generalizacao da equa-

¢do (1.3.9) ¢ dada por
_ (+). _ {(-)
<b[Tla> = <op [V "7> = <p 77 [vile > (1.6.3)

Quando o sistema & constituido de N = Ny+1 particulas
identicas, das quais Ng estao inicialmente ligadas ao alvo e
uma esta livre, a fungdo de onda total do sistema pode ser es -

crita como o produto de fungoes,

& ro,r1,...,rNO) = wa(ro)ws(rT,...,rNo) (1.6.4)

4

onde os TS sao as variaveis dinamicas das particulas. As fungles
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de onda y_ e Vo descrevem a particula incidente e o alvo, respec
tivamente. A funcao de onda wB deve ser ainda simetrizada corre-
tamente. Para que possamos construir através de ¢, um nmovo esta-
do livre, que leve em conta a identidade das particulas, devemos

(10)

definir os operadores de simetrizacao como

1
BRI (1.6.5)
Nop

onde P e uma permutacao; 6p = +1 para bosons e 6p =+ 1 para per-
mutacdo par ou impar no caso de fermions. Com isto, o estado ini
cial (1.6.4), agora simetrizado, fica:

— . C
@a = N_!g (Sp @pa (1.6.6)

onde C € uma constante de normalizacdo e 2ha = P2g- Impondo a
condicdo de que os estados nao simetrizado §, © simetrizado 53
satisfacam a mesma condicgdo de normali;agﬁo, encontramos C = /N.
Existem NO! permutacdes das variaveis TNO que deixam @a invarian
te, ao passo que existen N0 permutacoes obtidas pela acao do ope

rador P Estas consideracoes, juntamente com a relacao (1.6.4),

0j°
permitem escrever

P = — §. P,. ® (1.6.7)
a /N =0 Jj "0 "a

De modo analogo, podemos representar a Simetrizacdo do

estado livre final @b como

——_— Ct .
% = WOyT 12)’ 6P, @p,b (1.6.8)
Por analogia, podemos escrever o vetor correspondente
ao estado 51metrlzado w( ) na forma



-17-

(1.6.9a)

p'Qp‘b {(1.6.9b)

Estes resultados podem ser generalizados para um sis-
tema com n, particulas presentes no feixe A e np ligadas ao al-
vo B. Neste caso, o estado simetrizado continua sendo dado pela
equagao (1.6.6). A mesma situagao geral ocorre quando estio pre
sentes diferentes tipos de particulas, bastando apenas generali
zar os operadores de simetrizagﬁo.

Finalmente, levando as relacoes (1.6.9) na eq. (1.6.3),
obtemos as seguintes expressoes para os elementos da matriz-T pa

ra a transicao entre os estados Ea e Eb:

BIT|a> = it § 6., <P'b|T|a> (1.6.10a)
NOT L Cp
ou
<B|Tia> = gy L o <BITIP > (1.6.10b)
by a

Consideremos a $ituacao em que o mesmo numero de par-
ticulas identicas se encontra nos estados inicial e final, com
0 alvo mantendo o mesmo numero de particulas ligadas a ele an-
tes e apos a colisao. Uma vez que ac se permutar as variaveis
ry e rj equivale a permutacdo das variaveis Ty © rk,podemos com

ajuda da eq. (1.6.9a) escrever a eq. (1.6.10a) na forma
<b|T|a> = <b|T|a> + N <P0jb1T|a> (1.6.11)

0 primeiro termo a direita da equagao (1.6.11) repre-

senta a matriz de transigao direta e o segundo termo a matriz
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de troca. Na camada dos momentos, a equacido (1.6.11) € escrita

como
T -t1d 4oy e (1.6.12)
ba ba 7 "0 "ba M
onde
<b[T|a> = s@, P TS
- b " a’ "ba
' (1.6.13a)

ex
<P0jb|T$a> = S, P )T

A funcgao delta S(Pb—Pa) garante a conservacao do momento (ener
gia) numa transicao a + b, e onde P oe Py sao os autovalores
do operador momento nos estados assintdticos inicial e final |,

@a e 9y, respectivamente, tal que

P@a = Pa® (1.6.13b)

Pe, = Pbéb (1.6.13c¢)

1.7 - PROBABILIDADE DE TRANSICAO E SECOES DE CHOQUE

A probabilidade de transicao, por unidade de tempo,de

(3)

ocorrer uma transigao do estado ¢, Para o, ¢ definida por

2
wo= 21§ §(B -Bs@-P )T, | (1.7.1)

b

A secao de choque diferencial, definida na segdo 1.2,
fica entao
v

Ao = (1.7.2)
%A

onde o fluxo de particulas A normalizado € expresso por
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4= @07 v = @nT Y (1.7.3)

A 1 a

Finalmente, a sec¢ao de choque diferencial dos estados

internos bem definidos & dada por

2 [
do = L2 | dk s(E-E )T, _|° (1.7.4)

A dinamica do processo esta contida na matriz T en-

ba
quanto os fatores do espaco de fase apresentam o carater cinéti
co. Tomando-se ﬁf como o vetor de onda na direcao do angulo
solido dQ, a integragﬁo(é) da equacao (1.7.4) nos fornece,no ca

so ndo relativistico, a expressdo seguinte para a secio de cho-

ue diferencial para a emisszo de particulas na direc3o §
P

.m~ K
do 4 Mg A 2
an = @2m TTOX, ITbaI (1.7.5)
K.m. Kfmf
onde v, = 121 e Vg = TE?— com os m sendo as massas Teduzi-

das inicial e final, calculadas no C.M. do sistema.
Analogamente ao caso do potencial de espalhamento, a

amplitude de espalhamento, fba’ ¢ dada por

do _ Kf |f

2
= © | (1.7.6)
1

ba

A comparacao entre as eqs. (1.7.5) e (1.7.6) nos for-

nece

2
(2m) 1/2
fba. = = —ﬁ‘z—‘ (mimf) Tba (1.7.7)

Portanto, para o potencial de espalhamento no caso em
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que m, = mg = m, as eqs. (1.7.5) e (1.7.7) se reduzem

coes (1.3.10).

Em termos das amplitudes de espalhamento direto e

troca, a eq. (1.7.7) pode ser escrita como

A

(2m) 1/2 .d

fpa = = Tz im0 Tha
A

B (2m) 1/2 ex

Bha T~ hz (mimf) Tba

as equa-

com

(1.7.8)



CAPITULO 11

FUNCAO CORRELAC IONADA

Na fisica atomica, no calculo da secdo de choque
diferencial, nao dispomos de solucSes exatas para a funcdo de

onda, dal necessitarmos de tratamentos aproximados.

2.1 - APROXIMACAQ DE HYLLERAAS

Funcoes de onda correlacionadas foram introduzidas

(11

por Hylleraas ——", que empregou a funcao correclacionada no estu
do do estado fundamental do hélio. A funcio apresenta a seguin-

te forma:

Ks

e % P(Ks,Kt,Ku) (2.1.1)

Wiry,TysTyg)

onde K ¢ um fator de escala e P um polindmio

P(s,t,u) =} C_ ¢.m ST 24, (2.1.2)
n,L,m >
com
S =71, + 71
£ r% - rf (2.1.3)
u = 1‘12

Como decorréncia dos métodos variacionais,Hylleraas
observou que uma funcao de onda correlacionada descreve o siste
ma mais apropriadamente a medida em que se aumenta O  numero

de parametros nela contidos.
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Algumas funcoes de Hylleraas do tipo (2.1.7) usadas no

calculo da energia do estado fundamental do atomo de helio sdo

Ks

b= 2 (1eC Ku +C, (KE)D) (2.1.4)
onde
K = 0,91
C, = 0,08
C, = 0,01

A eq. (2.1.4) produz um valor da energia que e cerca
de 0,033 ev acima do valor experimental disponivel.

A aproximacdo seguinte & dada por

Ks

2

(1+C Ku+CZ(Kt)2+C K5+C4(KS)Z+C5(Ku)2) (2.1.5)

=
]
0]

1 3

onde
K = 0,91

¢, = 0,0972

C, = 0,0097
C; = -0,0277
Cy = 0,0025
Cc = -0,0024

A eq. (2.1.5) reduz a diferenca entre o valor teorico
e experimental para 0,0115 eV.

Usando um polindmio do tipo (2.1.2) com 14 termos, Hyl
leraas reduziu a diferenca para 0;0016 eV. Isto confirma que as
funcoes de onda correlacionadas dos sistemas atomicos e molecula
res proporcionam melhores resultados, no calculo da energia, a

medida que se aumenta o nimero de parametros nelas presentes.
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No calculo da energia do primeiro estado excitado do
atomo de hélio, Hylleraas introduziu as func¢oes de onda correla-
cionadas do tipo

Xs
2

pir,ry,r ) = e senh(%5) P (Ks , Kt ,Ku) (2.1.6)

P sendo dado pela equagao (2.1.2).

Ao compararmos as equacgoes (2.1.1) e (2.1.6) VEemos
que as funcbes de Hylleraas possuem formas funcionais diferentes
para as funcoes de onda do estado fundamental e do primeiro es -

tado excitado.

2.2 - APROXIMACAO DE BORN

No espalhamento nZo basta aumentarmos a expansao do ti
po (2.1.1) ou (2.1.6) para obtermos garantidamente melhores re
(13)

sultados Em virtude de caracteristicas do processo de espa

lhamento, sdo necessarias aproximagoes de outra natureza.
Uma das aproximacGes amplamente empregadas sdo as seé-
ries de Born. Essencialmente, trata-se¢ de uma expansao do tipo

perturbativo da funcio de onda ou da amplitude de espalhamento

em serie de poténcias do potencial de interacao.

A equacao de Lippmann-Schwinger (1.3.5) pode ser resol

vida por iteracao tendo a onda plana como aproximagao de ordem
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zero. Assim, obtemos a sequencia de funcdes

wo(?) = o (T)

@
1
w1(§) = o, (T) + J Gé*J(?,?')U(§')@ (r1)dr!
K. (&
1 1
b = e, () | 6T EFOUE Y, Grar 2.2.1)
K.
1
by (B =0 () v J Gy G, FudE Dy, Fraf

1

onde as funcoes de Green sao dadas pela eq. (1.3.4), sendo o po
tencial de interacao real. Obtemos a série de Born da funcio de
onda do espalhamento ao fazermos n > «. Supondo-se que a sequén
cia (2.2.1) converge na direcgao da solugao w£+)(;), obtemos uma
expansac das funcoes b, - Ao substituirmos sugéssivamente, a fun
¢ao de onda espalhada w£+)(§), dada pela sequencia (2.2.1), na

£
eq. (1.3.8) da representacaoc integral da amplitude de espalha -

mento, encontramosS a sequencia

fo = _2q? <®f Ul o, >
1 v i

£y = -21% <o, [U[y,> (2.2.2)
Z Kf

f = ~2ﬂ2 <¢, Uiy >

B = n-1
n Kf

onde as quantidades f fB ""’fB sao as 12, 2@,...,23 apro

B ]
1 2 n
ximagoes de Born da amplitude de espalhamento. Analogamente, se

a serie converge para a amplitude de espalhamento f, podemos es
creve-la na forma de expansao nas amplitudes £-

Podemos também gerar as aproximacGes de Born da ampli
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tude de espalhamento pelas funcoes w1,w2,...,wn com o comporta -
mento assintotico (1.2.9).

Similarmente a amplitude de espalhamento, a serie de

Born pode ser definida para o elemento da matriz de transicao
Tfi’ dado pela eq. (1.3.9). Assim, obtemos
Tey = b T (2.2.3)
j=1
onde
5
Tei = <0, |Vie, >
Kf Ki
o (2.2.4)
Bj (
_ +) (+)
Tey = <®% VG, V...Gy VIQ% >

f 1

com a funcao de Green sendo dada peia equacao (1.3.4).
Uma outra maneira de gerarmos a série de Born seria re
solvendo a equacao integral (1.4.6) da funcao de Green total por

(+)
0

iteracoes sucessivas com G como aproximacao de ordem zero.
Quanto a convergéncia, a série de Born converge se a

particula incidente & muito rapida ou se o potencial e fraco. Pa

Ta um potencial central U(r), a serie converge para todas ener -

gias se o potencial nao contiver estados 1igados(§).

2.3 - APROXIMACAO DE OCHKUR

A probabilidade de espalhamento de elétron por atomo
com o termo de troca decresce com o aumento da energia. Para al-
tas energias, a aproximacao de Born proporciona bons resultados.
Todavia, a0 tentarmos extrapola-la para o dominio das baixas ener

gias, os resultados nao sao tao bons(li).
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Na primeira aproximagao de Born, os elétrons inciden-
te e espalhado sao descritos por ondas planas, o que & correto
somente guando [fi] >> 1 e |ff| >> 1 (com u.a.). A fim de que
estas condicoes sejam satisfeitas ao expandirmos a amplitude de
espalhamento segundo K;1 ou K%1, tomamos apenas o 19 termo da
série, desprezando assim os efeitos associados aos termos de or
dem superior(li).

A aproximacao de Ochkur fol empregada na colisdo elé-
tron-atomo de hélio(li), porém Seus calculos sao validos para a
colisao entre um elétron e um atomo qualquer. Assim, a amplitu-
de de espalhamento com troca, na transicao entre os estados a e
b, & dada em 12 aproximagao por

; ik.T

(1) B -2 > > > .1‘1 +> g
2 Ki J wg(rz,r1)¢a(r1,r2) e dr1dr2 (2.3.1)

gba - ’
onde wa(?1,?2) e wb(?z,%1) sao as funcgoes de onda que descre-
vem os estados inicial e final, com K sendo o vetor de momen-
to transferido dado por
> > > -
T = ki - kf (2.3.2)
(14)

Verifica-se —- gue para Ki >> 1, as aproximacoes de

28 ¢ 34 prdens saoc expressas por

gl - O
-0

onde (@ significa ordem de grandeza.

(2.3.3)

Ao compararmos estas relacoes com a eq. (2.3.1) verifica

mos que os termos presentes nas relagoes (2.3.3) podem ser desprezados.
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A amplitude de espalhamento com troca Ehy S€ reduz ,
portanto, a eq. (2.3.1) e difere da amplitude de espalhamento
direto por um fator K;Z substituindo o fator K_z. Esta diferenca
se torna fundamental ja que leva a segdo de choque diferencial
a ter uma dependencia da energia diferente.

A contribuicao dominante a altas energias decorre da

interacao eletron-elétron 1/|?1—? que decresce com KEZ { eq.

s
{(2.3.1)), enquanto a contribuicgao 1/r1 decresce com K;ﬁ {equacgao
(2.3.3)), o que faz com que a aproximacao de Born nao seja tao

eficiente a baixas energias. Este ultimo termo & de5prezado(l£)

ja que em qualquer caso ele se cancela com os termos de ordem
superior da série de Born. Portanto, a altas energias o termode
troca e desprezivel quando comparado a 12 aproximacao de Born

Todavia, ele se torna importante nas regides de energias interme

diarias.

2.4 - OUTRA APROXIMACAO

Em um trabalho limitado inicialmente ao espalhamen-

(16)

to elastico de elétron por atomo de hidrogénio —',a funcao de
onda que descreve o estado inicial do sistema foi descrita pela expres-

sa0 N
3/ ﬁ.l.r1

w(?1,?2) = (2w e 24 (r,)0 (r,,) (2.4.1)

onde @0(r2) ¢ a funcao de onda do atomo de hidrogénio no seu
estado fundamental. A funcdo @(r12} ¢ dada pela expressao

wrl
—0Ty 2

d(r,,) =1 - Bge (2.4.2)

12
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A funcao (2.4.2) permite tratar a correlacdo eletani
ca como uma funcao da distancia relativa r,, entre os elétrons
incidente e atOmico bem como da energia do elétron incidente
Os parametros a e B $ao ajustavels, sendo o primeiro uma funcdo
crescente da energia e o segundo uma funcao decrescente. Isto
pode ser visto atraves dos limites:

lim (7,7, = @n /e e ) (2.4.3)
Qoo
3+0

Deste modo, a influéncia da energla € introduzida pe
los pardmetros o e B. Quando a energia do elétron incidente @
grande, a funcdo de onda (2.4.1) fica sendo o produto da funcao
de onda correspondente a uma onda plana pela funcao de onda do
dtomo de hidrogénio no estado fundamental. Além disso, o elemen
to de matriz de transicao Td, dado pela eq. (1.6.12), recai(lg)

na 12 aproximacao de Born (2.2.4).

Atraves da funcgdo de onda (2.4.2), vemos que

ik. .7
lin 3,7, = em ™3t e 1T g () 2.4.4)
€ i%. .7
lim w(?1,?2) = (2ﬂ)_3/2 e L1 24 (r,) (1-8)
T 0 (2.4.5)

A comparacao entre as eqs. (2.4.4) e (2.4.5) mostra
que a amplitude da funcao de onda (2.4.1) decresce quando a dis

tancia relativa entre os eletrons dimilrxui._>

2

-or iK:.r

0 termo (-Be 12(2ﬂ)—3/2 e 1®0(r2)) em (2.4.1)
representa, na eq. (2.2.4), o papel de um termo corretivo(lg) a

aproximacao de Born.



A funcao de onda correlacionada (2.4.1) reproduz(lé),

qualitativamente, o comportamento da correlacdo elétron-elétron
como funcdo da energia do elétron incidente e do angulo de espa

lhamento.

2.5 - APLICACAO A0 ESPALHAMENTO INELASTICO ELETRON-HIDROGENIO

No espalhamento inelastico elétron-hidrogenio aborda-
do neste trabalho, as interacoes dependentes dos spins dos 2
cletrons secrao desprezadas. Elas entrarao no espalhamento atra-
vés do Principio de Pauli. Tambem sera desprezado o spin do prd
ton. Supde-se que o atomo de hidrogenio no estado inicial se
encontra no seu estado fundamental.

A funcio de onda do sistema no estado inicial & por-
tanto, descrita por

ik, .7

b, = 2myE 0 (10X, (5%, () (2.5.1)

-> - o~ - ~ -
onde r, ¢ T, Sao as coordenadas dos 2 eletrons em relacao ao pro

1

ton: s, sao as variaveis de spin dos eletrons e X, . seus autove
i

tores do spin a(4+) ou B(¥).
Se o atomo de hidrogeénio ¢ excitado diretamente ao es
tado o (r,), o estado final do sistema & dado por
ik..T

by - (am)=32 g TE Qn(TZ)XvH(S1)Xv'(SZJ (2.5.2)

2

Caso o elétron incidente ocupe o lugar do elétron atd

mico, com © atomo de hidrogénio sendo excitado ao estado @n(r1)

0 ecstado final do sistema fica sendo
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ik..T
-3/2 *herT2
v = (2w) e @n(r1)XU,

b (SZ)Kv' (51) (2.5.3)

1 2

As eqs. (2.5.2) e (2.5.3) satisfazem a relacdo da con

servacao de energia total do sistema, a saber

1 1
L T (2.5.4)

b -

Conforme a eq. (1.6.12), o elemento de matriz de tran

sicdo, corretamente simetrizado, € representado, neste caso por

d ex
Tba = Tba - Tba (2.5.5)
Sendo o elemento de matriz de transicdo direta dado pela eq.
(1-6-2)’ com Vi = Vf = Vd’
d _ (+)
Ty = <Yl Vglw, "> (2.5.6a)
S AT (2.5.6b)
- b d'"a s
onde as funcoes w;i) sao dadas pela eq. (1.5.3) e
1 1
V, = —— - — (2.5.6¢)
d = ryp Ty

0 elemento da matriz de troca fica expresso por

T <¢pb]vp|¢§+)> (2.5.7a)

ti

<¢£B)[Vdiwa> (2.5.7b)

(=)
pb
(1.5.3), respectivamente, com a aplicacao do operador simetriza

onde as fungoes wpb e Y sdo dadas pelas eqs. (2.5.3) e

cao (1.6.5):
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(-) 1
TS prpb (2.5.7¢)

onde

1 1
V. = — -~ 7 (2.5.74d)

P T2 2
Para o feixe de eletrons ndo polarizado, com os ele -
trons sendo indistinguiveis quanto ao seu estado de spin, as pro
babilidades de ocorrerem os estados singleto e tripleto sao 1/4

e 3/4, respectivamente. As suas contribuicdes para a segao de

. . - 1 2 3 2
choque diferencial sao Z'fba+gbal e Ilfba_gbal . Portanto, a

secao de choque diferencial dada pela eq. (1.7.5) se torna

K
0 ent &£
1

ex 2, 3pd X2 (2.5.8)

1,..d
{ZITba+Tba " 7! ba” "ba
onde, em termos das amplitudes de espalhamento direto e de troca,

d

2
-(2m) Tba

(2.5.9a)

o
e
Il

_(zmy? Tex (2.5.9b)

€bha

Ve-se na eq. (2.5.8) que, para uma mistura de estados de spin
inicial e final, a secao de choque diferencial deve ser calcula
da com uma funcdo de onda espacial simetrica em 1/4 dos casos e
com uma fungao de onda espacial anti-simétrica nos 3/4 restantes.
Isto & uma consequéncia direta do Principio de Pauli que requer
que a funcao de onda de um sistema de fermions identicos seja an
ti-simetrica, ja que a funcio de spin anti-simetrica do estado
singleto

1 e (1)B(2)-a(2)B(1)] (2.5.10a)
/Z
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deve ser multiplicada pela funcido de onda espacial simétrica
- - -> -+ ~ - P .
w(rq,rz) = w(rz,r1), enquanto que as 3 funcoes de spin simetri-

cas do estado tripleto

o(1)a(2)

B(1)B(2) (2.5.10b)
A [a(1)B(2)+a(2)R(1)]
/Z

devem ser multiplicadas pela funcido de onda espacial anti-simé-

trica ¢(¥1,¥2) - _w(?2,¥1).



.CAPITULO 111

CALCULO DA SECA0 DE CHOQUE DIFERENCIAL

3.1 - ESPALHAMENTO INELASTICO 1S-2S

3.1-a) - Matriz Direta Td
: 1s-25s

No seu estado inicial, o sistema €& descrito pela fun-
cio de onda dada na eq. (2.4.1). Por conveniéncia, introduzire-

mos a notacao

S
K..T
> “3/72 MRt
o, (T,T,) = (27) e o, (r,)
e L (3.1.1)
0. 7 (2m)=3/2 iR T, o
£(Ty,7y) = (2m) e o (To)

onde @0(r2) e @n[rz) sao as funcoes de onda dos estados funda-
mental e excitado do atomo de hidrogenio. Para a transigaolis-2s,

elas assumem a forma

0y (1) = A e T
v : (3.1.2)
: - =T
. (r) = (2-1) e
2s W

As funcoes na eq. (3.1.2) descrevem os estados inici-
al e final, respectivamente, do atomo de hidrogeénio.

Inserindo as eqs. (2.4.1) e (3.1.1), com ajuda da eq.
(3.1.2), na eq. (2.5.6) encontramos a seguinte expressiao para o

elemento de matri; direta(lé):
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d

urz
12
T1S-Zs

= <0c|V]e;> - B<dg|V]e ¢ > (3.1.3)

onde V ¢ dado pela eq. (2.5.6c). Verifica-se na eq. (3.1.3) que

0 19 termo € a aproximacdo de Born, eq. (2.2.4), e que o 29

-~ . - 16
termo atua como uma COrrecdao a aproximacao de Born(—_). Podemos

ainda colocar a eq. (3.1.3) na forma

d B

C
Tis 25 = T1s—25

- T15—25

(3.1.4)

B ) C } ) -
sendo T1s-25 a matriz de Born e T1s—25 a matriz devido a cor-

relacio elétron-elétron.

A matriz de  Born, T?s-Zs’ ¢ dada pela eq.(é)
B 2v2 1
Ts 25 =~ 2 2 9.3 (3.1.5)
i (K + Z)

enquanto o termo de correcgao, T?S—ZS’ e calculado segundo aequa

:géo(léjz

o0
senkr

C 1
T ———;—— F1(r1)dr1 + [ [ Fz(rz,r12)dr12dr2 (3.1.6)
0 ‘r

1s-2s ~ Kr

0 2

onde as funcoes P1 e FZ nos integrandos da eq. (3.1.6) sao da-

das, respectivamente, por

9 3 3
T16o - 2aT -
vZ B e 2 1 271
F,(r,) = {(E-2ar, ) [1-¢( )] e
T 32ﬂ3/2 aS/Z 2 1 2V
3
= + 20T =T
- Gezar D 11- (2 Ly e? 1y
2vVa
9/320 —lurz - ér 3. 2ar
_ Be (e 2771 471 (2 1) _
167 uS/Z -3 V2o
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A
- =0T, + =T = + 2ar
e 20T My Gy (3.1.7)
vYZa
F,(r,,r,,) = B senKr (rZ 2r )e_%rZ Kr e—ur12 (3.1.8)
A T ) A Ak R ) <l

A notacao D_3(Z) designa a funcao cilindrica paraboli

ca. Esta funcdo, com os argumentos que aparecem na eq. (3.1.7)],

apresenta a seguinte forma(lz):
1.2 1,2

1., A 2 Z ., T
D .(Z2) = 5{Ze + vr/2 (1-L7)[1-¢(—)] e } (3.1.9)
-3 2 /7

% * Zar1
com 7 =

VZa

onde ¢(x), que aparece nas eqs. (3.1.7) e (3.1.9), & a funcdo
erro(lz). Introduzindo a eq. (3.1.9) na eq. (3.1.7) obtemos pa-

ra a eq. (3.1.6),apos alguma manipulacio algébrica, o seguinte

resultado;
C vz ) senkr, '“r? /7 Tga 2 3
T = dr, ——— {r, e + e {[ors-(20+5)T
1s-2s (4wa)2 . 1 Kr1 1 g 1 2771
9 3 - 2or, '%r1
+ 1 + Tga][1~¢(W**——————)] e
2/ e
- . (3.1.10)
2 3 9 Zreen o 7T
-loars+ (Ra+=)v, + 1 + w23 [1 - p(———)1 € 13
1 2771 160 28
B ) 2 ‘%rz . ~rq2
+ E;%?—E;Z senKrZ(r2~2r2)e [ senKr12e drm]dr2
m 0 r2

Portanto, com as eqs. (3.1.5) e (3.1.10), podemos obter a seguin-

te expressao para o elemento T? da matriz de transicao di-

S-25

reta:
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d _2Y2 i C
Tisc2s =72 777793 ~ Tis-2s (3.1.11)
i (K + —4‘)
com T?s-Zs sendo dada pela eq. (3.1.10) e onde K & o modulo do
vetor do momento transferido, dado pela eq. (2.3.2). 0 wvalor

de K & obtido da relacio

2

2
K = (K + K2 - 2K.K, coso) 1/ (3.1.12)

2
£
sendo ¢ o angulo de espalhamento entre os vetores de onda inci-

dente %i e espalhado kf. A conservacao de energia conduz a re-

lacdo entre os modulos K; e K¢, expressaté) por
Ke = (k2172 (3.1.13)
para a excitacdo ao estado |n>, onde n = 2.

Nota-se na eq. (3.1.5) gue a matriz de transicao, na

. ~ -0 .
12 aproximacao de Born, decresce com K ao passo que a matriz

(3)

de transicdo elastica
2

nesta mesma aproximacao decresce com

K™", ou seja, a eq. (3.7.5) decresce mais rapidamente para gran

(3)

des momentos XK. Pode-se mostrar que o 29 termo de Born, para

a transicao 1s-2s, comporta-se como K11K"2, de modo que o 29
termo de Born fornece a contribuicao dominante para Tga em al-

tas energias no espalhamento inelastico.

tr

3.1-b) - Matriz de Troca T1s~25

A matriz de troca, dada pela eq. (2.5.7) pode ser ex-

pressa como

tr

- > > =
1s-25 = <2p(ryr ) {Valylr,,ryd> (3.1.14)

onde as funcoes o € ¥ sao dadas, respectivamente, por
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L >
Ke.T
S ~372 theeTy
¢f(r1,r2) = (27) e @25(r2)
. 2 {3.1.15)
i3
pELTFD = e R T Gdge 1Y)

e as funcgoes @15 e ¢ sao apresentadas na eq. (3.1.2)},as quais,

2s

por conveniencia, siao colocadas na forma

(3.1.16)
(I)zs(r) = RZO(Y)YOO(T)
onde Y (r) = 1 & o harmonico esférico e
0,0 JiT
-1
R10(r) = Ze
1r (3.1.17)
1 2
RZO(T) = 5?7? (Z—I‘)e
Assim, com a eq. (3.1.15), a eq. (3.1.14) pode ser escrita na
forma
arz
tr 12
Tie2s = <@f[vl®i> - B<@flVI@ie > (3.1.18)
com
iK. .1
~3/2 TRy
@i = (27) e ©1S(r1)

0 potencial V & dado pela eq. (2.5.6c}. O 19 termo na
eq. (3.1.18) corresponde a aproximacao de Ochkur, enquanto que
o 29 termo representa uma corregao. Podemos colocar a eq. (3.1.18}
na forma

tr Och trC
Tyei2s = Tieozs = Tiso2s (3.1.19)

Och

A aproximacao de Ochkur, Tig 2s7 pode ser colocada na

forma



~38~

Och

T1S-ZS = T1 - T2 {3.1.20)
onde
= - -
iK..r ik.. 7T
_ -3/2 £ 1 1 -3/2 i"72
Ty = <em) © ¢25(T2)|?751(2“) © y5(Ty)>
(3.1.27a)
iK..7 ik. .7
_ -3/2 £ 71 1 -3/2 172
T2_<(2W) e @25(r2)|?1|(2ﬂ) e ¢1S(r1)> (3.1.21b)
A fim de calcularmos T1, devemos usar a relacao
- - > -
Ki.rz - Kf.r1 = K.r1 - ?i.riz (3.1.22)
onde X é o vetor momento transferido, dado pela eq. (2.3.2) e
- - . .~ .
Tyy = T1°Ty designa o vetor posigao relativa entre 0s vetores
?1 e ?2. Inserindo a relacao (3.1.22) na eq. (3.1.21a) encontra-
mos
-3 iIE"i‘>"| > > -
T1 = (2m) J e @15(1'1)I1(r1,r12)drT (3.1.23)
com
ik. .7
- e 12 x> = 1 -
I1(r1,r12) = J e @25(r1-r12) — drz (3.1.24)

12

Na integracao em T,, as coordenadas esféricas, T 81

e ¢1, do vetor ?1 permanecem constantes. Deste modo, 0 elemento
de volume d?z da integral (3.1.24) pode ser reescrito como d?12=
= r%z send,, dr12de12d¢12, sendo Tygs 61, @ ¢,, as coordenadas
esfericas do vetor ?12. Colocando a origem do vetor ?12 na extre
midade do vetor ?2 e tendo o vetor %i dirigido ao longo do eixo-
-Z, encontramos que

—1K.r12x

m 1
1
T yatyg) = Jo dry,y [_1 YTy, ryg.xe rypdx
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com
X = cose12
e onde
¥ ( ) = o a3 d 2
R P I FRAa T (3.7.25)
Integrando I1 por partes em relacao a 612 e em rela -
cao a Tips © levando~-se em conta a condicao de contorno
w(r1,r12,x) + 0 quando Ty ™ % obtemos
1
11 = E:_ [T(r1,r12,1)+¥(r1,r12,—1)]
i
Expandindo a funcao T(rj,r12,i1) em torno de Ty, N 0

e tomando apenas o 19 termo da expansao, obtemos, com ajuda da

eq. (3.1.25),

2T
W(r1,0,i1) = [0 ®zs(r1)d¢12 = 2ﬂ®25(r1)

Assim, a eq. (3.1.23) assume a forma

1 % -
T1 =~ J e i 25(1‘1)@15(1‘1)(11"1 (3.1.26)

.E -
iK.r .
Desenvolvendo agora e em harmonicos esfericos

2

. i * = ~
- QEO mz_g 4nitj, (Kr)Y, (K)Y, (F) (3.1.27)

onde os harmdonicos esféricos sdo dados por

1/2 img
m K
PQ(COSGK)G

= m (22+7) (&-m)!
YszK) = (-1 1 4y (9,+m)!I
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Podemos entao reescrever a equacao (3.1.26), usando

para isto as equacoes (3.1.16) e (3.1.27). Obtemos finalmente:

[ea)

1 { A ) N -
Ty = z |, 1L E, 4TS gy (Ko IRy (2 IRy (o Ty Vg (0000 vy

0

onde, por facilidade de calculo, usamos

4q
* - b i I3
[0 Yorme ¥ (F0 a0y = Sopv (3.1.28)
= T _ | I — -
Para o nivel s, &' = 2 =0, m" =m = 0, 622, Gmm' = 1.
Neste caso, levando em conta a equagao (3.1.17), a equacao

(3.1.26) fica:

rol

T1 = 1 5 J (2r1—r$)e
22 (WKiJ K ',

sen(Kr1)dr1 . (3.1.29)

Na obtencao da equacao (3.1.29) usamos a funcao de
Bessel jO(Kr1) = sen(Kr1)/Kr1. A integral (3.1.29) tem solu -

géo(lz)

4 K . (3.1.30)
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A fim de calcularmos T,, devemos colocar a equacao {(3.1.21b) na

seguinte forma:

_ -iK,. 7, d¥1
T, = (27) e ®1S(r1)12(r2) - - (3.1.31)

1

Utilizamos na solucao de I2 o sistema de coordenadas

1lustrado na Figura 3.1.

Figura 3.1

Sistema de coordenadas com as coordenadas
esfericas r1, 61 e ¢1 e T, 62 e ¢2
tendo o vetor Kﬁ dirigido ao longo do ei-

XO0-Z.
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Por meio da 22 relacao na eq. (3.1.2), verificamos que

a solucao da integral I,(r,) e

ifi.¥2 AKS - 1

* -+ m
Iy(ry) = f & ¢,g (rpddr, =\/5 —F 73

Assim, a eq. (3.1.31) fica

] > dr
. 1 AKS - 1 e-lﬁf.r1 o (1)) _?1
2 7 1.3 1s 1

Procedendo da mesma maneilra que no caso T1, e usando

a 12 relacao das eqs. (3.1.16) e (3.1.17), encontramos:

, AKE-1 r
T, = sen(K.r,)e dr
2 2 2 1.3 £1 1
2V2m (Ki + Z) Kf 0

cuja solucao nos fornece

1 431 1
T, = _ (3.1.32)
2 2/_2—112 (K% + il 5 K2+'l
1 4 f

Portanto, com as eqs. (3.1.30) e (3.1.32), podemos es~

crever a eq. (3.1.20) na forma

2
Och 4 < 1 4Ky -1 3.1.5%
Ts-2s = jrp? KE(KZ . %)3 2/Tr? (Kg R %JS(K%+])

0 29 termo da eq. (3.1.19),Tﬁ§€%y'pode como ma equacao

(3.1.20), ser colocado na forma:



43

trC
TUIN = T,-T, (3.1.34)
onde
iX.. 7 iX..7 -or
-3 | 1 17732 12
T3 = (27) “B<e @25(r2)y?u%|e ®Ts(r1)e > (3.1.35a )
; - . - 2
T, - (zﬂ)‘3s<elif'r1@ (r )[;L|e1%i'r2® (e 125 (3.1.35b)
4 Zs "2 T4 1s -7 1 T

Fazendo uso da relacao (3.1.22) e mediante um procedi
mento analogo ao adotado no desenvolvimento da matriz Ty, pode-

mos escrever a eq. (3.1.35a) na forma

@ -
1s (T2 L5 (xy 1y 0dr,

onde v *arz
-i i.r12 e 12 N

* >
Li(ry,ryp) = J Pys (Ty-Tqple T, dr,,

Seguindo os mesmos passos usados no calculo de Ly, ob

temos para 13

[ro]

4n % B b
13 = K} ®Zs(r1) ﬁ sen(KirTZ)e drTZ
¢
Com isto, T3 pode ser escrita como:
© _ar
~ B 12
T3 = 5 ZK } e sen(Kir12)IS1(r1)dr12
TR o
onde i?.?1

* ->
@25(r1)¢15(r1)dr1
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Atraves das eqs. (3.1.27), (3.1.16) e (3.1.17) e se -

guindo o mesmo método usado no desenvolvimento de T1, encontra -
mos a seguinte solugao para 131:
I.. = 4v2 K
-
RTINS
Assim, T3 apresenta a forma
2/78 K’ " -ard,
T, = e sen(K.r,,)dr (3.1.36)
3 ) 2 9.3 it12 12
RS RO 2R

No desenvolvimento de T4, seguimos a mesma sistematica

empregada para a eq. (3.1.23). Assim, a eq. (3.1.35b) nos for-

nece
L iRE 1 X
_ : o} 1
Ty = @m) BJ e 1s (Tq) T IyCry,ry,)dr,
onde
-iﬁ.? —-ar
1 12 % - > 12 -
= [0} _
Lylrysryy) -Je 25 (T-Tqg)e dry,

- . sl .
Com as coordenadas esfericas do vetor T2 tendo a ori

gem na extremidade do vetor r, € o vetor fi dirigido ao longo

2

do eixo-Z. Fazendo a mesma substituicao como no caso de 11 e

seguindo um procedimento analogo ao de I, encontramos para I,,

cuja integral se¢ encontra tabelada em (17), a seguinte expres -
sao: K
-1
o,
)" e ¢y (1)

Q=
)

g =

portanto,
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3 -K%/4a if.?1 d%1
- 1 *
EYERE [ ° 925 (1) 4 (1) = (3-1.57)

1

Usando as eqs. (3.1.16) e procedendo-~se do mesmo modo

COmo T1, podemos resolver a integral em (3.1.37), obtendo:

K?
2 - ot
T, - e (3.1.38)
16v2 (ma) (K™ + 7)
A eq. (3.1.34), pode, pdrtanto, ser escrita na forma:

® 2
2 -ar
trC _ 22 K 12
T1s-25 - ﬂz X (KZ . 2)3 e Sen(Kir12)dr12 -
i 4 0
K2
I
4o 5
3
- Be— 372 gK +9 7 (3.1.39)
16/2 (am) (K™ + Z)

Deste modo, fazendo uso das eqs. (3.1.33) e (3.1.39)

b
. tr
podemos expressar a matriz de troca T g_pgs COMO:

2
Ttr 2V { Kz 1 AK; - 1
1s-2s Z YA 9.3 ~ 8 2 1.%3,.2
K’
1 @
o 2 2 —ar
H4a (K™ + E) Ki(K + Z) 0

(3.1.40)
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3.2 - ESPALHAMENTO INELASTICO 1S-2P

d

3.2.8) - Matriz Direta - TTS-Zp

Na transigao 1s-2p, o estado inicial do sistema ainda

& descrito pela eq. (2.4.1), e o estado final e dado por

ik, .. T
5 (?]’?2) IO VA e

r (3.2.1)

Zp.m(rz)

Devido ao fato do estado 2p ser triplamente degenera-

do, existem 3 contribuicoes para a transicao 1s-2p:

3

1s - Zﬁo
1s 2p1

1s - Zp'_1

Contudo, somente a primeira transicdo ndo & nula,quan

do escolhemos o eixo de quantizacao ao longo do vetor momento

(3,21)

transferido %. Isto decorre do fato de ser nula a 1nte -

mo

"gracao envolvendo os fatores ei que aparecem nas fungoes de
onda dos micro-estados m =*1 do estado 2p. Assim, o Unico micro-es
tado excitado & entdo o micro-estado 2p = 2p,.
Com isto, inserindo as eqs. (2.4.1) e (3.2.1) na eq.
(2.5.6), obtemos o resultado
2
d "%Tq2

Tieap = <PglVies> - peag[V]o; e > (3.2.2)

onde V & dado pela eq. (2.5.6c). Novamente, verificamos que 0
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19 termo na eq. (3.2.2) constitui a aproximacao de Born, enquan
to o 29 termo representa uma correcdao. As funcgoes @i e ®f sao

dadas pela eq. (3.1.1).

A eq. (3.2.2) pode ser ainda colocada na forma

d Born C
Tig2p = Tis-2p= Tis-2p (3.2.3)
onde
C
Nso2p™Ty - Ty
com
ar’
1 12
T, = B<¢f|;——|¢i e > (3.2.4a)
12
r2
T, = 8<o || e 1% s (3.2.4b)
2 f T, i .2,
A matriz de Born, T?gfgp, € fornecida pela equa-
géo(é)
Born 3V2Z i
= (3.2.5)
1s-2p ‘TTZ k(kz . %)3

onde k & o modulo do vetor momento transferido obtido da  eq.
(2.3.2). Na eq. (3.2.5), nota-se que a matriz de Born decresce
com k'7, o que faz com que para grandes momentos transferidos
ela decresca mais rapidamente do que no caso do esplhamento elas
tico(é). Isto acarreta que a secgao de choque diferencial exiba
um pico mais acentuado do que o apresentado pela seccao de cho-
que diferencial eldstica e o correspondente a transicao Is-2s.
Fazendo uso da relacao
ik. T, ik.r, ik.T

2 12
e =€ e
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e das funcoes

®1S(r) -1 e T (3.2.6a)
Jm
1 B %r
o, (r) = ——5— 1 & cosd (3.2.6b)
2p 2S/ZI/E
e com a eq. (3.1.1).inserida na eq. (2.5.6), obtemos para T

‘l,

fornecida pela eq. (2.2.4a), o seguinte resultado:

3 ik.T 31"
_ (ZTT)_ 2 272 >
T1 = 25/2 B J e e r, cosb, I1 dr2 , (3.2.7)
onde
Ly -ar
¢ 1k.r12 e 12
I. = e —— dr . (3.2.8)

Utilizamos acima o sistema de coordenadas,ilustrado
na Figura 3.2, com as coordenadas esféricas rs, 62 e ¢y, & T

6, € 4y2 dos vetores ?2 e ;12, respectivamente, em relagao ao

s . . -
vetor k tomado sobre o eixo-z de quantizacgao.

z |

Figura 3.2 - Sistema de coordena-
- das com as coordenadas esféricas
T, 82 e ¢2+§ Ti2s 812 e ¢12 ten-
do o vetor k dirigido ao longo do

eixo-z.
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Levando-se em conta que Ty 82 e ¢2 permanecem constan

tes durante a integracao em d?1, demonstra~5e(lg), atraves do de
terminante Jacobiano da transformacao ?1 = ?2+§]2, que d?1 =
= d?12. Isto implica que podemos trocar d?1 na eq. (3.2.8) por

d?12. Una vez que as coordenadas Ty, Ty € Tqy estao relacionadas

atraves da equacio

2 2. 2, 5
I'12 = I'.I + I'2 - I'1I'2COS

- ~ - E. .
onde 8 e o angulo entre os vetores ry e r,, durante a integra -

- - R
gao em dr12, r, permanece constante no intervalo 0 = r, < ® cor

respondente ao intervalo T, £ 1y, <> Da Figura 3.2, segue-se

que os intervalos das variaveis angulares 812 e ¢12 sao

Assim, podemos reescrever a eq. (3.2.8) na forma:

-
T

A parte angular desta integral € efetuada facilmente dando o re-

12 12

mogZm -ar?z ikr. . cos0
€ e r1zsene12dr12d812d¢12

0 70

2

sultado

(" (27 ixr. _coso

12 12 d
} [ e sen612d812d¢12 = o sen(kr12)
0 Jo 12

Assim, podemos escrever I, como
41 Rt )
11 s J e senkr12dr12
T
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e portanto, a eq. (3.2.7) fica

~ar12

8
T, = ———— | e +
j Iy sen(kr12)e dr12]dr2

1 27/2w3k
ik.7,
Expandindo o termo e em harmonicos esfeéricos e usando as

4

relacoes

P?(cose) = Cco0s8

m

I P (cos@)P,, (cosg)senddd = 22 §
0 % %

L+1 “o8°

2m .

)

J ™y - 2ms
0

>

isto permite simplificar a parte angular de T1, obtendo-se 0 re

sultado
iB 0 . 272 .3
T.I = —377~7— P1(COSek) JT(krz)e rzdrz
2 Tk 0
@ -ary,
. [[ e Sen(krTZ)dTIZ 1
T
2
Levando-se em conta que P?(cosek) = Ccos8y = 1, ja que o vetor k
senkr
se encontra sobre o eixo-z, Filg. 3.2, e que jT(krz) = —————% -
cos (kr,) (kr,)
S =) encontramos T, na forma
2
iR
T, = 5§7?;§;3 [rzsen(krz)—krzcos(krz)]
0
3 (3.2.9)
——2-1‘2 [oo —Of.I‘.l
e [ e sen(kr12)dr12]dr2
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Utilizando o sistema de coordenadas ilustrado na Figura 3.3

4
Z

Figura 3.3 - Sistema K T ¥
de coordenadas com as | ro
coordenadas esféricas r
T 81 e ¢1 e r,, =
62 e ¢2 tendo o ve -
tor k dirigido ao lon

go do eixo-z.

e a relacao

rz 2 2 2 T 3]
-ary, -ory  -aT, ar,r,cos 5
e = € e e

e usando ainda as eqs. (3.1.1) e (3.2.6), podemos escrever a eq.

(3.2.4b) como

ik.r, T%Ty
T B e 1e [.,d% (3.2.10)
A 211/2w1 T 2771 T
onde
o M 2T -arg-grz Zar1r2c0582
I2 = J J J e e rzcosezsenezdr2d82d¢z
040 ‘0

A parte angular desta integral pode ser efetuada com o0 auxllio

da tabela(lz) dando o resultado

>

172 2

m f2m .,
Zoar.,r,cosh
J [ e cos@zsen62d62d¢2 =
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2o ry 0 J
. (® 5 -arj-ar, 7, —qrg—brz
oy j r, e dr, «+ J ry e dr,
1 0 0
onde
a = 2 2ar (3.2.117a)
T2 1 T
b =2+ 2or (3.2.11b)
=3 : 2.
Com auxilio da tabela de integrais(lzj, encontramos o Seguinte
resultado para I2
a’ b’
8o q o b
T, ==——%—9¢ D,=)-e D, (=)
da” T, VZa VZ2a
at b
RS L L (L),,eoﬂps(_b__)}
/7u5/2r1 2a @

Usando a relacio dada pela eq. (3.1.9) e a relacao dada pela ta

bela(lz),

2
Z
D_,(z) = -e Yo TTat-0(E0] b
- V2

apos um pouco de algebrismo, encontramos que
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™3

5/2 N b .. T
IZ ="% all-¢(——3] e ~b[T =¢ (—)] e
Sa T 270 2/
3/2 42 a 1
" 3 7 b2
+ s (1= 2901-9(2)1 e +(1- )[1—¢(—_—)]e
4&5/2r1 {/E& 2& 2v0 7— f

(3.2.12)
Com aed. (3.2.12) na eq. (3.2.10) e utilizando o sistema de co-
ordenadas ilustrado na Figura 3.3, podemos efetuar a parte angu
lar para obtermos a expressao

1 1

e sen61de1d¢1 = 47

2w g ikr,cos®6 senkr
(3.2.13)

0 0

Assim, com as eqs. (3.2.12) e (3.2.13), podemos simplificar a

eq. (3.2.710) para obtermos

9 . 3
Iy = Bemi/z 772 SGEMT Ldariecione 2
6472 71 “a 0 I 2 /o
3

b 2
-b[1-¢(——)]e dr1

2/

9 o 2
) Be16a senkr1 3 e—ur1 - 9/16a .

52700 %P | kro o ma

a2 a -%r1 2 Zh
+ (1 - 76)[1—¢C———J]e + (T—ﬁf)[T ¢(———)]e dr1 (3.2.14)

2/ 2vq

Por fim, a matriz direta, T?s—Zp’ fornecida pela eq. (3.2.3)
com as eqgs. (3.2.5), (3.2.9) e (3.2.14), pode ser expressa na

forma:
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o0

d 32 i iR 2
T = ~ [(r.,sen(kr,)-kr,cos(kr,)]
1s-2p TT2 k(kz . %)3 23/2ﬂ2k3 JO 2z 2 2 2
‘%rz ” '“rfz
e [[ sen(kr12)e dr12]dr2
T
- 3
i BeQ/Tﬁa Senkr1 1 (§_2gr i (7-2ar1)]e——r1
64/7ﬂ3/2a7/2 0 r1 Ty 2 1 2V
3 g+2dr1 %r1
—(?+2ar1)[1—¢(——————)]e dr1
2/a
. Be9/16@ :senkr,l 3 e—ar1—T€a .
32V7ﬁ3/2q5/2 Rr1 Vo
(§-2ur1)2 %"qul —%r1
T [1 - _*Z—OT—][1—¢(%)]G
2va
(§+2ur1)2 42 T 7T,
+ [1 - ~—2—a+-][1—¢(——)] = dI‘1 (3.2.15)
2V
32.2b - Matriz de Troca -~ Ttr
1s-2p

A matriz de troca para a transicio 1s-2p € fornecida

pela eq. (2.5.7)

tr

T15—2p

-> - > >
= <ae(r,, T ) |V[p(r,r)> (3.2.16)

Inserindo na eq. (3.2.16) as funcgoes ¢ e P dadas pelas eqs.

(3.1.15) e (3.2.1), respectivamente, obtemos para T?i_zp a equa

cao
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Ttr _ TOch _ Ttrc

1s-2p = T1s-2p = Tis-2p (5.2.17)

Och Ttrc

ts-2p e 1s-2p podem ser expressas nas formas

cnde as matrizes T

Och

1s-2p -1
trc
1s=2p= 13 ~ T4
com
T. = <(2q)° /2 iif.;*@ () || (2m)=3/* iii.?Z o (r,)>
1 = < e 2p 2T © is 1
(3.2.18a)
> > > >
ik..r ik..r
-3/2 YT 1 ~3/2 tXit Tt
T, = <(2m) - ®2p(r2)l?[(2ﬂ) e ¢ (x>
(3.2.18b)
_ B<(2w)‘3/2 ikg.T b (e || (2n)"3/2 iii'¥2¢ ) ‘“rig
37 © 2p-2 T © 1s \T1/¢
(3.2.18¢)
ik .71 ik, .1 2
-3/2 Nt Ty 1 _3/2 it -a
T, = B<m) T e ¢2p(r2)|??£(2ﬂ) 2ot 2, (xpe T2

(3.2.18d)

A comparacdo entre as eqs. (3.2.18a) e (3.1.27a) mostra que as
integrais sdo semelhantes. Assim, mediante um desenvolvimento

anilogo empregado no desenvolvimento que leva da eq. (3.1.21a)

-

a eq. (3.1.26), obtemos

T
1 J 1 .]:'1
T, = s | €

L

1

Oop (T bys (ry) dry

A parte angular desta integral € resolvida com o desenvolvimen-
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L >
ik.r ~ . - . -
to do termo e 1 em harmonicos esferices. Com auxilic das eqs.

(3.2.6a) e (3.2.6b), temos que

m 2m
Po(cose JP™ (cosB, )send, ds e " d¢., = An (3.2.19)
1 1772 1 1771 1T 3 T
i) 0
Assim, T1 fica expressa na forma
® 3
q . [senkr1 coskr1] - 3Ty 34 (3.2.20)
T, = — COS - e rodr By
U vzt Ky ke’ KTy L

A solugdc tabelada A7) da integral na eq. (3.2.20) nos conduz ao

resultado

61 k
T, = cos® a (3.2.21)
1 /§ﬁ2 ki(kz . %J3 k

onde o angulo § esta ilustrado na Figura 3.4.

Figura 3.4 - Esquemati-

. ~
Lk A} zacao dos vetgres de on
da incidente ki’ espa -
lhado Ef, e do vetor mo

mento transferido Ki e

— \\\¥<1fiK os angulos § e 8-

A comparacgao entre as eqs. (3.2.18b) e (3.1.21b) nos fornece

x

Ak,..T ar
Tz = (ZTT)_3 J.e t 1 0]

onde
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= J e 2p r,Jdr,
No desenvolvimentoc de 12’ utilizamos o sistema de coordenadas

ilustrado na Figura 3.1. Com o auxilio dos harmonicos esfericos

(3.1.27), encontramos que

awr K
I, = 775 b
V2 (ki + )

Assim, T2 fica expressa por

T =
2" g re/? (kf . _})3

i i f
)

A parte angular desta integral é resolvida com o auxIlio dos har

monicos esfericos e da eq. (3.2.6a), dando

2T o, N —im¢1
Pi(cose1 }e sendy d81 d¢1 = 4
0 0

Com 1sto, T, assume a forma

2

. k. -T
2 = 3 | dglryde r,dr,
\/2-'” (ki + Z) 0

—
i

(17) nos da:

0
o)
=
LN
o
N
b
h
H
—
p—
H

= senkfrT/kfrT, a integral tabelada

k.

21 1
‘ | (3.2.22)
27 gt (ki . %)3(1(%1)

—]
]

A comparacao da eq. (3.2.18c), com a eq. (3.1.35a) nos mostra
que elas sao similares, assim, de uma maneira analoga, obtemos

a expressaoc
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B f 1?.?1 Cx N ® --O.'.I'%2
T3 = E;ZET J e ®2p(r1)®1s(r1)dr1 | e sen(kir12)dr12
1 0 (3.2.23)
Com o auxilio dos harmonicos esféricos, eq. (3.1.27), e das

eqs. (3.2.6a,b), podemos efetuar a parte angular da integral em
drT, obtendo-se o valor dado pela eq. (3.2.19). Este resultado

levado na eq. (3.2.23) nos fornece

©a (o]

senkr coskr 3r arz
_ Ri 1 1. 271 3 12
T, = —————— cosek [ il kr1 le r]dr1 [ e

0

3 2
2YZm ki 0 (kr1)

sen(kirTZJdr12

A solucao tabelada(ll) da integracao em ry nos fornece o seguin-

te resultado

6Ri k 12
T. = 5 T3 cosek e sen(kir12)dr]

3 2 (3.2.24)

2

A eq. (3.2.18d) e similar a eq. (3.71.35b). Assim, procedendo do
mesmo modo empregado anteriormente para se obter a eq. (3.1.37),

encontramos que

K
_——i > >
8 4oy i?.r] . dr1
T, = ——— € J e ¢, (r,)o, (r.) — (3.2.25)
4 8(ﬂa)3/2 2p-Tt7 T 1s 0 T,
ik.r,
Fazendo uso das eqs. (3.2.6a,b), e desenveolvendo o termo e em

harmonicos esfericos, obtemos que a parte angular da eq. (3.2.25)

e dada pela eq. (3.2.19). Assim, a eq. (3.2.25) fica
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K2
1 3
_ige dq senkrT coskr1 2 ~§r1
T4 = = cosek [ — - T ] Ty e dr1
8VZ (o) (kr1J 1
0 valor desta integral, fornecido pela tabela(lzj, nos da o re -
sultado
K2
1
. 4o
T‘4 = iBe 372 > k g7 cosek (3.2.26)
4/2 (ra) (k™ + )

Portanto, com as eqs. (3.2.21), (3.2.22), (3.2.24) e (3.2.26)

na eq. (3.2.17) temos como resultado final a equacao

tI‘_ - i6 k cos 0 _ 21 L
B vt adal s 0 Rt ad s Diaken
681 k 6 ey K d
) /7ﬂ2ki (K% . %)3 o 0 ) BEE
_ _kf/4a )
. :5§(WQ)372 TR cos8, (3.2.27)

As integrais nas egs. (3.1.11), (3.1.40), (3.2.15) ¢

(3.2.27), foran desenvolvidas numericamente pelo método de Simp -

Son(lg). Os parametros a e B foram variados até que se estabe -

lecesse uma boa concordancia entre a seccdo de choque diferenci-

al, calculada mediante a eq. (2.5.8), e os dados experimentais de

Williams(gg) (19)
(20)

Burke “==’. 0s resultados sao apresentados e comentados no Capitu

e de Williams e Willis e os dados tedricos de

lo IV.



CAPITULO IV

RESULTADOS E CONCLUSQOES

4.1 - ESPALHAMENTO INELASTICO 1S$-25S

As Tabelas 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4 mostram os valo
res calculados com a funggao de onda correlacionada (FOC), dada
pelas eqs. (3.2.11) e (3.1.40) inseridas na eq. (2.5.8). Uma ana
lise destes dados, plotados nas Figuras 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 e
4.1.4; nos mostra uma boa concordincia destes resultados com os

(22)

valores experimentais de Williams e os calculos tedricos de

Kingston; Fon e Burke(zgj na aproximacao Close-Coupling (CC).

A Tabela 4.1.1 e Figura 4.1.1 correspondem aos dados
experimentais de Williams (1981) da seccao de choque diferencial
1s-2s para a energia de 54.4 eV. As Tabelas 4.1.2, 4.1.3 e
4.1.4 e as Figuras 4.1.2, 4.1;3 e 4.1.4 apresentam os valores
experimentais de Williamsclg) para soma o (2s+2p) nas energias
100, 200 e 300 eV, respectivamente.

Uma analise da Tabela 4.1.1 mostra que para angulos de
espalhamento 6 = 30°, os resultados fornecidos pela aproximacao

22)

FOC s3o cerca de 11% malores do gue os valores de Williams

que para angulos maiores, sao cerca de 15% menores, exceto para
o] - .

8 = 140" em que o valor e 16% maior.

Os resultados da Tabela 4.1.1 sao apresentados na Figu

ra 4.1.1. Como podemos ver, a curva da aproximacao FOC possul
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um comportamento assintdtico correto quanto a distribuiciio angu-
lar da secao de choque diferencial comparada com as curvas de

(22) e de Kingston, Fom e Burke(gg). Para angulos peque-

Williams
nos, as curvas tedricas estdo muito proximas umas das outras e
estao em bom acordo com os valores experimentais. A grandes angu
los, os dados tedricos divergem um pouco (8 > 300), mas ainda
apresentam um bom acordo com a curva experimental. Em relac3do a
curva de Born, eq. (3.1.5), o resultado € consideravelmente me-
lhorado.

Em nosso resultado para a transigdo 1s-2s do atomo de

hidrogénio, na energia de 54.4 eV, ndo aparece a formacio de es-

trutura em dngulos intermediarios (~ 20° - 600), prevista por
Buckley e Walters(ég) para a transicgao 115-215 do atomo de he -
lio e que Kingston e Walters(zé) também encontraram para a exci-

tacgido e + H(2s),resultado este qué foi confirmado pelo calculo
de Dewangan(gz) para o espalhamento elétron-atomo de hidrogénio
na mesma faixa de energia. Morgan acha que esta estrutura possi-
velmente nao seja de origem f{sica(zﬁ).

Nas Tabelas 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4, comparamos oS resul-
tados da aproximagdo FOC com os dados tebricos da aproximacgdo CC
para as energias de 100, 200 e 300 eV, respectivamente. Novamen
te podemos ver que os resultados da aproximacao FOC apresentam
melhor concordancia com a aproximacdo CC, que a 12 aproximacao de
Born, principalmente a pequenos angulos. Isto pode melhor ser vis
to atraves das Figuras 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 ¢ 4.1.4.

As Tabelas 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4, apresentam os valores
experimentais de Williams-Willis para a soma das secoes de cho -

que diferenciais o¢2s e oZp. A soma o(2s+2p), obtida pela aproxi-

macio FOC, correspondente aos estados excitados n = 2 do atomo
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de hidrogenio, na faixa de energia estudada, € apresentada na Ta
bela 4.2.5. Verificamos através destes dados o bom acordo entre

(19)

a aproximacao FOC e os valores experimentais de Williams-Willis“-=
e os calculos tedricos de Kingston, Fon e Burke(gg), sobretudo
a pequenos angulos.

A analise da Tabela 4.2.5 mostra que ao compararmos os
valores da soma o(2s+2p), calculados segundo a aproximacao FOC,
com os valores correspondentes aos obtidos por Wﬁllﬂmﬁ—Wiﬂingp
para 100 eV, verificamos que nossos resultados apresentam valo-
res maiores do que os dados experimentais a pequenos angulos.Pa-
ra angulos de espalhamento & > 30, nossos resultados sao wmeno -
res que as medidas experimentais. A 200 eV, os resultados forne-
cidos pelos calculos FOC sio sempre menores que os dados de

(19) e em relacdao aos calculos de aproximacao CC,

Williams-Willis
0s nossos resultados sao menores em angulos pequenos, ao passo
que a angulos grandes eles sao maiores. Em 300 eV, os resulta -
dos da aproximacao FOC sao maiores do que os valores experimen-
tais e aos fornecidos pela aproximaciao CC para todos os angulos.

Os valores do parametro o para as energias de 54.4
1060, 200 e 300 eV, mostram que o cresce com 0 aumento da ener -
gia, eq. (2.4.3), e que B permanece éonstante. Verificamos tam-
bém que o crescimento de o com a energia diminui o efeito de
correlacgao, pois quando o cresce a exponencial que aparece na
eq. (2.4.2) decresce, diminuindo assim o efeito do termo de cor-
relacao, como foi visto na eq. (3.1.18). Quando isto acontece,as
eqs. (3.1.4) e (3.1.18) tendem as aproximacoes de Born e de
Ochkur, respectivamente.

Atraves da analise das Figuras 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 e

4.1.4, vemos que a pequenos angulos a aproximacdao FOC tende a
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12 aproximacdo de Born e que a grandes angulos a diferenca en-
tre estas duas aproximacoes se acentua. Portanto, a aproxima-
¢do FOC age como uma correcdo a aproximacdo de Born.

A aproximacao de Born, levando em consideracao o ter-
mo de troca, através da aproximacdo de Ochkur, nao foi conside-
rada neste trabalho porque apesar de uma melhora acentuada, dan

do resultados maiores, estes continuam pequenos quando compara-

(20)

dos com os valores experimentais e tedricos ==’, Também nao con

(23)

sideramos o efeito de polarizacao =", em vista dele ser peque-

no nesta faixa de energia.

Tabela 4.1.1 - Secao de choque diferencial inelastica comparada
(22)

com os dados experimentais de Williams
(20)

e te-
oricos de Kingston, Fon e Burke para as tran-

sicdes 1s5-2s.

o =0.30, B =0.98 e L, = 54.4 eV.

9 TRABALHO WILLIAMS N BURKE
10° 5,957 5.9471 (94) 5,757
20° 1.637] 1.1671 (17) 1.237]
30° 4.397 2 3.757% (40) 4.4372
40° 1.6772 1.847% (47) 1.9072
60° §.2973 1.067% (31) 9.9373
70° 6.677° 7.0473(218) 8.18"°
80 ° 3.997° 5.277°(163) 6.66°
90° 3.887° 5.707°(128) 5.377°

100° 3.777° 3.857°(129) 4.4273
120° 3.047° 3.217°(114) 3.317°
140° 2.7077 2.247° (87) 2.7572

0 indice denota a potencia de 10 pelo qual o nimero devera ser multiplicado.
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Tabela 4.1.2 - Secdo de choque diferencial ineldstica comparada

com os dados experimentais de Williams e Wil -

1is 12) ¢ tedricos de Kingston, Fon e Burke (20)
para as transicoes 1s-2s.
o - 0.40, B = 0.98 e E, = 100 eV.
i s eI o
10° 5,057 — 3.657 "
20° 1.207] 2.977 125y 8.817°
30° 2.3572 5.197%(23) 2.0072
10° 1.027° 1.827%(16) 7.5973
60° 3.187° 6.197%(57) 2.7473
70° 2.3373 4.0773a1) 1.8477
80° 1.5573 2.3875(29) 1.2877
90° 1.4573 - 9.28 %
100° 1.197° 1.827°(37) 7.057%
120° g.47" " 1.7973(68) 4.7074
140° 6.34~% 1.2573(25) 3.627°
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Tabéia 4.1.3 - Secao de choque diferencial inelastica comparada

com os dados experimentailis de Williams e Wil-
lis(lg) e teoricos de Kingston, Fon e Burke(gg)
para a transicao 1s-2s.

a = 0.50, 8 = 0.98 e Ei = 200 eV.

9 TRABALHO WILLIAMS KINGSTON. TON
10° 3.027] - 2,577
20° 2.7372 4.977%(57) 2.7872
30° 2.2073 6.727°(61) 4.2273
40° 1.837° 2.5477(38) 1.567°
60° 5.5374 7.277 %o O T
70° 2,044 4.48 % (66) 25074
80° 1.947% 2.717%(33) 1.617%
90° 1.18% 1.997 %20 11174
100° 1.1374 1.667%(36) §.027°
120° §.377° 1.20" %29y 5.147°
140° 6.68° 1.17° %309 3.827°
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Tabeld 4.7.4 - Secao de choque diferencial inelastica comparada

com 0% dados experimentais de Williams e  Wil-

1is 12) ¢ tebricos de Kingston, Fon e Burke (20
para a transicao 1s-2s.

& = 0.60, 8 =0.98 e L, = 300 eV,

ESTE KINGSTON~FON

0 ‘TRABALHO WILLIAMS e BURKE
109 1,971 - 17771
20° 1.2572 1.167% (25) 1.0072
30° 1.4973 1.577% (27) 1.4573
40° 5.58™% 6.11°% (82) 5.237%
60° 1.3374 1.857% (30) 1.2574
70° 9.617° - 7.267°
80° §.157> 1.017% (1) 4.707°
90° 5.537° — 3.167°

100° 3,957° 8.337° (97) 2.267°
120° 2.527° 6.427°(142) 1.387°
140° 2.017° 4.107° (122) 9.84°
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4.2 - ESPALHAMENTO INELASTICO 1S-2P

As Tabelas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4, contem resulta
dos fornecidos pelas eqs. (3.2.15) e (3.2.27) inseridas na eq.
(2.5.8). 0s resultados obtidos se encontram nas Figuras 4.2.1 ,
4.2.2; 4,.2.3 e 4.2.4; indicando uma boa concordancia entre as
aproximacoes FOC e CC. A pequenos angulos, para energia de 54.4eV,
a aproximacdo FOC fornece secgoes de choque diferenciais que sao
cerca de 21% maiores do que os valores obtidos por Williams(zzj,
ao passo que a grandes angulos sao mencres em cerca de 24%.

As Tabelas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4, juntamente com
as Figuras correspondentes, mostram uma boa concordancia entre
as aproximac¢Bes FOC e CC para as energias de 100, 200 e 300 eV,
respectivamente, A pequenos angulos, as duas aproximacoes ten -
dem 3 aproximacao de Born.

Na transicao 1s-2p vemos que com o aumento da energla,
0s parametros o e B assumem os valores constantes 0.80 e 0.98 ,
respectivamente, pelo menos na faixa de energia estudada. Nao €
surpreendente o fato destes parametros assumirem valores diferen
tes para as transigoes aos estados 2s e Zp. De fato,fvlhﬂﬁasQl)
ja utilizou diferentes funcoes de onda bem como parametros dis -
tintos para estudar o estado fundamental do atomo de hélio e o
seu 19 estado excitado. 0Os nossos resultados, portanto, sao espe
rados. Em particular; sabe-se que o uso de diferentes fungoes
de onda atomicas altera significativamente os resultados da se-
cao de choque(zij.

0 resultado para o e B com valores diferentes no pro -

blema da colisdo eletron-hidrogénio, utilizando a aproximacao

FOC, ja fora previsto por Jacchieri(l6) quando tratou da coli -
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sao elastica do mesmo sistema.
Nao sera surpreendente que se possa encontrar outros
valores para 0s parametros o e f no estudo de espalhamento tan-

to para a transigao 1s-2s quanto para a transigdo 1s-2p, ja que

(16) -

os intervalos de variacao dos parametros sao

0<B<T ’ 0 < @ < o

Assim, pode-se encontrar valores para o« e B diferen-

tes dos encontrados neste trabalho, como ja mencionado por ou -

tros autores(ll'lg'gi).

Tabela 4.2.1 - Secdo de choque diferencial inelastica comparada

com os dados experimentais de Williamsczg)

(20)

ricos de Kingston-Fon e Burke —" para a transi-

e teo

cao 1s-2p.

o = 0.80, B8 =0.98 e Ei = 54.4 eV,

ESTE KINGSTON~FON

8 TRABALHO WILLIAMS e BURKE
10° 9.06 7.54  (71) 7.81
20° 1.30 1.04  (11) 1.18
30° 2,207 1.57°" 21y 1.997 !
40° 4.3777 4.367% (69) 4.717%
60° 8.167° 1.197%2 (21) 11172
70° 4.7373 6.1275(131) 6.88 3
80° 5.3473 4.057% (87) 4.667°
90° 2.657° 3.567° (56) 3.387°

100° 2.1473 2.167% (46) 2.567°
120° 1.283 1.597% (36) 1.697°
140° 1.167° 1.03°3 (28) . 1.317°
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Tabeié 4;2;2 - Secdao de choque diferencial inelastica comparada
(20)

com os dados teoricos de Kingston-Fon e Burke
o = 0.80, 8 =0.98 e E; = 100 eV.

B ~ ESTB KINGSTON-FON

TRABALHO e BURKE
10° 5.01 1.60
20° 3.567 ! 5 29~ 1
30° 3.48" " 3.007%
40° 5.517° 6.357°
60° 1.307° 1.547°
70° g.39™% 1.0173
80° 6.54~% 7.35 4
90° 4.697% 5.777 4
100° 3.847% 4.747%
120° 2.88"% 3.50%
140° 2.377% 2.80"%
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Tabela 4.2.3 - Secao de choque diferencial inelastica comparada

com os dados tedricos de Kingston-Fon e Burkeggg

o = 0.80, 8 = 0.98 e Ei = 200 eV.

. ESTE KINGSTON-FON
TRABALHO e BURKE
10° 1.66 3.02
20° 1.197" 1.367 "
30° 1.157% 9.43"3
40° 2.587° 2.3773
60° 6.9074 6.40""
70° 3.9974 4.30"%
80° 2,734 3,147 %
90° 2.377% 2.397%
100° 1.667% 1.917%
120° 1.2374 1.317%
140° 1.08°4 1.017%
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" Tabela 4.2.4 - Sec¢ao de choque diferencial inelastica comparada

com os dados tedricos de Kingston-Fon e Burke &%,

a = 0.80, B = 0.98 e Ei = 300 eV.

. __ESTE ' KINGSTON- FON
TRABALHO e BURKE
10° 6.907 6.707
20° 7.8773 7.8273
30° 3.1974 5,597 %
40° 14174 1.8874
60° 5.077° 6.067°
70° 3.987° 4.177°
80° 2.567° 2.987°
90° 2.167° 2.407°
100° 1.697° 2.087°
120° 1.187° 1.367°

-5

140° 8.90 1.16
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Tabela 4.2.5 - Soma das secdes de choque diferenciais dos esta-

dos 2s e 2p na excitacdo do atomo de hidrogénio

aos estados n = 2.

E (eV) 100 200 300
*FOC o FOC cc FOC cc
10° 5.52 4.97  1.96 3.28 8.87°1 g.47"]
20° 4,760 4,107 1.467' 1.6a”V 2.047%  1.7872
30° 5.837%2  5.007% 1.377%  1.377%  1.817%  2.0173
40° 1,572 1.397% 4.4173 3,933 6.907%  7.197t
60° 4.487%  4.287% 1.247%  q.057%  1.84%  1.8674
70° 3,177 2.837% 6.037%  6.307%  1.367%  1.147
80° 2.207°  2.027% a.3:17% 47574 1077t 76870
90° 1.927% 15173 3557 3.507% 7,697 5.567°
100° 1.577% 1,183 2.797%  2.717% 5,647 5.347°
120° 1.147%  s.207% 2.077% 1.s27Y 3i707® qL7470
140° 8.17°% .42t 1.757%  q.397% 2,907 2.1470
(20)

*CC - Close-Coupling “—

*FOC - Funcao de Onda Correlacionada.
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4,3 - INFLUENCIA DA MATRIZ DE TROCA E DOS PARAMETROS o E B

Na Tabela 4.3.1 sao repetidos nas duas primeiras colu-

(ﬁz) ¢ os resultados obtidos com a fun-

nas os dados de Williams
cao de onda correlacionada (FOC), eq. (2.4.1), que aparecem na
Tabela 4.1.1 para o espalhamento 1s-2Zs na energia de 54.4 eV. As
duas ultimas colunas apresentam os resultados da secao de cho -
que diferencial da aproximacao FOC sem o termo de troca e da apro
ximacao de Born, respectivamente.

Uma andalise da Tabela 4.3.1 mostra que os resultados
da aproximacdo FOC pioram quando nao consideramos o efeito da
matriz de troca, na aproximacao de'Ochkur(li). Isto reflete a im
portidncia do termo de troca para o espalhamento no dominio das
baixas energias.

A analise em relacdo a aproximagao de Born mostra que,
em geral, os resultados da aproximacao FOC ainda melhoram a apro
ximacdo de Born, mesmo ndo levando em consideragao o termo de
troca, sendo a correcdo ao termo de Born devido somente a matriz
direta da funcdo de correlacdao; a despeito dos dois resultados

0 o

- . . ~ 0
coincidirem seus valores nos angulos de 107, 807 e 907, ¢ o re -

o

sultado de Born ser melhor nos angulos de 60° e 70 Isto mostra

que os parametros a e B estdo contribuindo para o espalhamento.
Portanto, como ja visto na eq. (3.1.4), o termo de correlagao
- - . ~ (16)

age como uma correcao a aproximacao de Born —'.
Na Tabela 4.3.2 sao repetidos nas duas primeiras colu-
s 22 . -
nas os dados de W1111ams(~—) e 0s resultados da aproximacao FOC
da Tabela 4.2.1, obtidos no espalhamento 1s-2p para a energla de
54.4 eV, respectivamente. As duas ultimas colunas apresentam os

resultados da aproximacdo FOC sem o termo de troca e da aproxima
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¢ao de Born, respectivamente.

A analise da Tabela 4.3.2 mostra que a aproximacao FOC
obtém resultados piores, quando comparados aos valores experi -
mentais, se o termo de troca nao é considerado no espalhamento
nesta faixa de energia, refletindo, mais uma vez, a importancia
da matriz de troca.

A analise em relacao a secao de choque diferencial de
Born, nos mostra que, em geral, os resultados da aproximagao FOC
sao melhores do que os obtidos pela aproximacao de Born, me smo
quando nao levamos em conta o termo de troca, a despeito dos va-
lores de Born para éngulos 0 = 30° serem melhores que os valores
fornecidos pela aproximacdo FOC. Isto nos mostra a contribuicgao
dos parametros o e B para o espalhamento 1s-Zp.

Portanto, podemos dizer pela analise das Tabelas 4.3.1
e 4.3.2 que os resultados da aproximacao de Born, quando compara
dos com os valores experimentais, sao melhorados pela aproxima-
cao FOC e que o termo de troca, na aproximagdao de Ochkur, € im -
portante para o espalhamento ineldstico de elétrons por  atomo

de hidrogénio utilizando a funcao de onda correlacionada (2.4.1).
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Tabela 4.3.1 - Secao de choque diferencial inelastica para

transicoes 1s-2s.

as

o = 0.30, 8= 0.98 e L. = 54.4 eV.

0 Williams TrEESTho Sgg Otigzzo Born
10° 5.947 1 (94) 5,95 6.06""  6.067"
20° 1,167 (7 1.63 1.7970 2,837
30° 3.757%(40) 4.397° 5.067° 9.70*
40° 1.847%(47) 1.67°* 2.187%  2.927°
60° 1.06”%(31) §.297° 1.607° 2.757°
70° 7.0473(218)  6.677° 7.477%  g.537%
80° 5.2773(163)  3.997° 3.67°%  3.677"
90° 5.707°(128)  3.887° 1.577% 45774
100° 3.8575(129) 3.777° 8.00°°  7.477°
120° 3.217%(114)  3.047° 1.527%  2.287°
140° 2.247387) 2.70~° 8.60"%  1.007°
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Tabela 4.3.2 - Secdo de choque diferencial inelastica para as
transigoes 1s-2p.
a = 0.80, 8 =10.98 e Ei = 54.4 eV.

6 Williams  pooi0 0 Cde treca  Bom
10° 7.54(71) 9.06 9.20 9.19
20° 1.04(11) 1.30 1.36 1.34
30° 1.577 1 ¢21) 2.20"" 2.297" 2.177"
20° 4.367%(69) 4.377° 4.58"° 3.817%
60° 1.197% @ 8.167° 7.7673 1.707°
70° 6.1275(131)  4.737° 4.58"% 4.487"
80° 4.0573(87) 3.3473 3.157° 1.377%
90° 3.567°(56) 2.657° 2.367° 4.877°

100° 2.167°(46) 2.1473 1.897° 1.987°
120° 1.597°(36) 1.287° g.99"% 4.727°
140° 1.057°(28) 11677 6.95° % 1.7770
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