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PROLOGO

"Porque se faz ¢ que se fpaz 7"
ou, para quem nao gosta do Lmpessoal:
"Porgque voce faz o que voce faz ?"

ou, como em geral phrojetamoes nos outros nosbdos me
dos, nossas angustias, nossas fraquezas:

"Porque fazemos o que fazemos 7"

ou, finalmente, para aqueles que ndo querem  sen
nesponsaveis pelos seus atos, incluo-me 40 a

mAm:

"Porque eu faco o que eu faco 7"

— toda a existéincia o puro fruto da ima
ginacao, e, inchusive & phopria AmagL
nacdo e puro frufto da imaginacac. Tu-
do nao passa de um desejor o desefo
de EXISTIR.

— pelo diredifo de sen diferente.

— pela Liberdade de escolha.
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DEDICATORIAS

Se a alguem ccornen de gquestionan,

se esta Lese tenho eu o dinedlto de dedicar,
pois ndao se trhata de propriedade paniiculan,
num instante ew explico

efa fja pentence a quem agradeco e a quem dedico!

Se a afguem ocorrern de quesilonarn,

da grandeza e da profundidade desta Lese
para se querer efa a fanta gente dedican
me armo da seguinte prosa

para apficar a furia do mat:

... uma abefha vive cenca de sedsenta dias e ao Longo
de toda a sua vida produz cerca de duas colhernes de mel que al-
guem engole em um simples bocado... por outro Lado, atem do pro
duto 5Lna£; eda passa pon nao sedl quantas flonres poldindzando-as,
trhansformando-as em nac éeiAquaniaA grutos... para voce duas
colhenes de mel ¢ aﬁg&né frufos ndo sac nada, para uma abelha e
a vida defa, toda a vida defa... nao sou Zao Trabafhador quanto
uma abelfha... ndo sou uma abelfha... sou o abilldio...

A quem as abelhas dedicam, no siféncio do seu Labon
o nesultado de seuw trabalho ? Provavelfmente numa doce cancdo Q&
vida, dediquem a docura dos grutos e do mel e a befeza das fLo-

nes que visitam 4 propria cancdo que e a vida. ..

Eiz estas citacbes ndo pon eu me jufgar tao Ampoitan-
te quanto uma abelha, nem tio pouco para comparar esta Lese com
docura do meﬂ; maé; pot ﬁauém, permita-me agradecen por efa e
ofercce-La a um grande numeno de pessoas ghandes. B que estas
peﬁﬁoa& aceitem iss0, apesar da sdingeleza desta tese. E quem 44
be {850 a torne um pouco grande. ..
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I. DEDICATGRIA PRIMEIRA

Aos trabalhadones dos senvicos basicos, que sdo0 mal
nemunernados e desconsiderados pelas medioches escalas de valo-
nes dessa socdedade hipochita em que vive, dedico esta tese. E
com destaque para aqueles gue cavucam a terra e tiram dela a
comdda que como, porque vim do medo deles.



IT. DEDICATORIA SEGUNDA

A todas as cadiancas, geniais em potencial, que nao
tiveram a cpcaoc de escolha, porque nac Lhes restou outra allen
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A todas as criancas que scnharam e alimentaram um A0
nho; que ficou ne mundo dos scnhos, porque sua realidade nao
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I11. DEDICATORIA TERCEIRA

Nac sed se sem palavias, ou, com Todas as palavras bo

as de se ouvdn,
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IV. DEDICATORIA ULTIMA

Esta dedicaiania‘ﬁﬂiima; ehdeAeVi-a N0 COmeco deste
ano, que e quande ew planejava ferminar esia Lese. Neste tempo
que se passou muitfas coisas mudaram. De qualquer forma  ndo a
mudared, a ndo ser o tempo de alguns venbos. E desde ja refuic
as crlticas de quem achar que esta dedicatinia ndo caberia aquis:
penso que cabe; porque efa e uma realidade que vivi neste pe -
niodo, ponque ela me & Ampoitante, porque ela sou eu.

0 que segue, nao sabda se escrevia no presente ou  no passa-
do... nde sed se fod... nao sedl se e... voce nunca me disse na
da. ..

A voce, PESSQA DESCONHECIDA, minha alegrla e minha
Inibieza; minha Luz e minha escurnddao, que 4ol ¢ meu sonho e
0 mew pesadelo, que me fez voar em sonhos e me fez acordarn em
pesadelos, que de nepente, sem nem ver nem saber porque, de ne
pente, estava escrhavo de 4. A voce pessca desconhecdda, que
foi mew tudo e meu nada, que me faz amar e me faz odiar. A vo-
ce pessoa desconhecida que em cuirnos tempos me encheu a vdda
de sonhos e fempos depods me acordou em mede a pesadefos. A vo
ce pessoa desconhecida, a quem eu querda como melhor amigo, mas
que voce ndo 4od nem sequen amige. A voce a quem eu coloqued
nos altares dos meuws éonhOA, de onde vocé me viu AUufocarn em um
mar de tristezas, agfogado em Lagrdimas, de onde impassivel voci
assisiia a iudo; indifenente, sem nem sequen dindgirn-me uma pa
Lavia. A vocé de quem ew esperava fudo e fude que voce me deu
doi o uazio;‘o s482nedo. A voel pessoa desconhecdda, que por
muito Lempo fod a ﬁa;&a da minha vida e que por outroe Lanto me
ez querern morrer., A voce pessoa debcanhecida; que em ouflros
fempos me fazia sonndir Abzinho ac Lembrar do tew sonnise, mah
que por outro fempo me fez chorar sozinho quando me Lembrava
de voce. A voce a quem eu pLcava a te esperarn pelos teus camdi-
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nhos, mas que dQPOLé me desviava para nao Le encontran nos meus
caminhos. A uoce pessoa desconhecida de quem eu me fornedl sua
sombra, mas voce sempre caminhava pelo escuro para nac vea a
sua sombra Le aéompanhando. A voee pessoa desconhecdda ; com
guem eu sonhedl dar Zantos SOAILS 0B juntos mas que ¢ que me 40
brow foram Lantos sclucod na sclfidao. A voce pessoa desconhe-
cida que fa nao fico madis olhando paha a tua janela, que ja
nao fico te eépenando pefos feus caminhos, que ja nao fico Ze
olLhande quando estou perto de voel, porgue como p05$0 ainda
amar quem me Lratou com desprezo 7 Como posio ainda querenr
guem me qudiz disfante 7 Come posso ainda desefjar com Loucuhra
guem deseja a outrhos 7 Entdv a voce pessoa desconhecida,a quem
dediqued muito do meu iempo que devia ter dedicado #alvez a
esta fese, dedico esta tese, embora fa ndo sed se Le amo, em-
bora ja ndo sed Ae te quero, embora fa ndo sei se te desefo
com ﬂouau&a; porgue voce hunca me deu uma palavia de volia ,
porgue uan nunca me deu uma atitude de volta, e ALe continu-
ar amando 6e&¢a amar a éoﬂ&dao e e conflinuar gquerendo serda
queren o vazdio, e fe continuar desejande com Loucura bexadia a
Loucura de desejar o nada. Mas mesmo assim dedico esta tese a
voce pessoa dos Lals bilhetinhos, nesta dedicatoria  que e
como o tanto gue ji te escnevd: madis wum ghilo sundo, sundo por
que sel gue ndac Lfera resposta... como das oufras vezes. A vo-
ce pessoa desconhecida das Longas cartas de mais de Lrninta 4o
Lhas que pendo que voce 50 exdste no mundo dos meus sonhos da
queles tempos gque vocd exa a fonte dos meus sonhos. A voce
INOCENTE pessoa desconhecida gque me {gou do poco da escurd-
dac sem o saber. A voce pessoa desconhecida que me dava fo#x-
cas para pazern esta tese mas que poa gquem quase me Aimpedd de
fjazen qualquen coisa. A voce com gquem eu gasied grande parte
do meu tempo 50 para te venrpaééa&. E voce talvez nem sadiba
didso. A voee INOCENTE pessoa desconhecida de quem fud  pon
muilto Lempo edcravo mas que uoaé nac esfava nem afl, que  RAO
Zem culpa aﬁguma e que talvez se sentiu em uma é&tuagao Aneo-
moda por ew ten me Zornado Leu escravo. A ane INOCENTE peéru
soa MUDA e desconhecida que da tempestada que voce eaa no mun
do dos meus sonhos 40 resfa agora uma ddag; Leve, suave, amar
ga Lembranca... doce Lembranga... nao sel... voce huhca me
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disse nada... voeé ... suposicies... 0 vazdo... o nada...a bus
ca para preencher o vazio... a vida... voee... Lembrancas...pe

sadelos... sonhos... pura AMaginacdo... nao sel... voce hrunca
me disse nada... o0b dias passam... minha imaginacdo voa... o
vazio... ¢ amok... ¢ bonho... o nada... nao sed... e eu que te

disse tantas coisas... mas voce nunca me disse nada. ..

A voce PESSOA DESCONHECIDA, que exdste mesmo que 4e-
ja no mundo da minha Lmaginac&o; TE DEDICO esta tese... por fu
do que voece 4od... por tudo qde vocé ¢ para mim... mesmo  que
no mundo real voct ndo me seja nada. .. mas no mundo da  minha
Amaginacao. .. nio sei... vocl nunca me disse nada... e muito
p&ouauQEMQnie nunca me dird nada. ..

... ¢ me perdoa se tudo forn diferente.
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RESUMO

Faz-se uma reviséo de algumas propriedades dos mode-
los de Universo com rotagao. Identifica-se o modelo de Gddel
como modelo inclinado generalizado.

Apresenta-se e analisa-se algumas propriedades de
novas solugées das equagﬁes de Einstein que séo modelos de Uni
versos néo estacionarios e em rotagao. Estes modelos tém como
caso particular o modelo de Gbddel.

Encontra-se modelos cosmologicos néo estacionarios
gue sao a generalizagéo da Métrica de GWdel de maneira analoga

ao que Friedmann & para o modelo de Einstein.
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INTRODUCAQ

O que um modelo cosmologico pretende & representar as
propriedades do Universo,e estender essa representagﬁo para uma
possivel historia passada e uma possivel historia futura. As -
sim sendo, um modelo cosmologico € tanto melhor quanto mais pro
priedades do Universo explicar e quanto melhor forem estas ex -

plicacgoes.

Na pesquisa de modelos cosmologicos, a interagdo que
se leva em conta para se estabelecer a dinamica do sistema, no
caso o Universo, & a gravitacional. A outra interagéo de longo
alcance, as forcas eletromagnéticas, € desconsiderada porgque em
larga escala, o conteldo material do Universo ¢ mais ou menos
eletricamente neutro, e os campos magnéticos detectados em ga -
laxias levam a interagées de ordem de grandeza muito menor que
a gravitacional. Alem do mais, algumas hipoteses adicionais tém
que ser feitas e entre elas esta a aproximagdo hidrodinamica,se
gundo a qual a matéria, em larga escala, se distribui continua-
mente no Universo (ref. (29), pag. 1 e 2). Aqui estao implieci -
tas as ideias ou de que o hidrogénio intergalatico prevalece co
mo principal constituinte da matéria, e neste caso desconsidera
-se as concentragées galaticas, ou de que, no caso da matéria
contida nas galaxias prevalecer, a aproximagéo feita €& a mesma
que na dinamica dos fluidos onde se desconsidera a distribui -
cdo molecular descontinua e se assume uma densidade de materia

distribuida continuamente.



Em larga escala, dentro dos limites observaveis atu-
almente, verifica-se gue o Universo pode ser tomado como homo-
génec e isotrdpico e estes dados observacionais justificam o
chamado principio cosmologico (ref. (30), pag. 179}). Segundo
este principio, © Universo, a menos de irregularidades locais,
apresenta em todos os pontos o mesmo aspecto, ou seja, ndao ha
nenhuma posig&o privilegiada, e em cada ponto nao ha diregées
privilegiadas (ref. (30), pag. 179 e ref. (30), pags. 2 a 7) .
O principio cosmoldgico leva aos modelos de Friedmann-Robert —
son-Walker (FRW) (ref. (29),pags. 7 a 10). Surge entdo a ques-
tao: porque estudar modelos gque nao séo do tipo FRW, ou seja,
modelos que ndo obedecem o principio cosmologico ? Raychaudhu
ri (ref. (29), pag. 79) coloca as seguintes razées motivadoras
do estudo desses modelos:

"os modelos isotropicos formam um conjunto de medi
da zero" entre a totalidade dos modelos permitidos pelas equa
gées da relatividade geral;

- a uniformidade que é postulada no principio cosmo-
logico € falha em pequena escala e permanecem davidas de sua
validade mesmo em larga escala:

- a existéncia de horizontes de particulas (ver ref.
(29), pags. 37 a 40 e ref. (33}, pags. 212 a 218) nos modelos
isotropicos torna dificil entender como uma uniformidade pode
ser obtida entre regiées em épocas em que elas nao tiveram pos
sibilidade de comunicac¢ao prévia".

Além disso, em 1982, P. Birch(él), embora questiona-
do por Phinney & Webster(éz), a partir de estudds dos angulos

de posigbes e polarizagado de radio-fontes duplas classicas de



alta luminosidade concluiu parecerem fortes as evidencias de
gque o Universo & anisotrdpico em larga escala e possui rota -
gao como um todo.

Entao, o estudo de modelos que ndo obedecem o princi
pio cosmologico e justificavel, e, eénfase deve ser dada aos es
tudos dos modelos com rotagéo,dos guais o pioneiro foi o apre-
sentado por K. Gbdel em 1949(1). No entanto, © modelo de Gbdel,
bem como a mailor parte dos modelos com rotagao estudados atée
bem recentemente, séo estacionariocs e néo levam a nenhum deslo
camento para o vermelho para objetos distantes (ref. (29),pags.
92 a 95). As primeiras solucoes nao estacionarias comecaram a
surgir ha pouco tempo(l). Neste nosso trabalho encontramos no
vas solugées cosmologicas das equagées de Einstein.

No primeiro capitulo comecamos por examinar algumas
propriedades dos modelos com rotacdo, tomando como guisa de
exemplificacao o modelo de deel(l). Digcutimos superficialmen
te o problema da sincronizacdo de relogios no espaco-tempo Rie
manniano e citamos a nocdo de referencial sincronico. A partir
da definicdo de modelos “inclinados dada por Ellis e King(é)
mostramos que quaisquer modelos que apresentem rotagdo sac nao
ortogonais e os classificamos, inclusive o modelo de Gbdel, co
mo . modelos inclinados generalizados. Analisamos também,por
mais de uma maneira, o significado fisico do vetor de rotacao
mB, além de outras propriedades.

No capitulo 2, encontramos uma nova solucdo das equa
gées de Einstein que representam modelos cosmologicos nao asta

ciondriocs e com rotacdo, que tem a solugao de Gbdel como caso

particular. Analisamos algumas propriedades da nova solucgdo, a



qual tem como fonte um fluido imperfeito com fluxe de energia.
Mostramos que para uma métrica da mesma forma nao existe uma
solugao tipo fluido perfeito nao estacionaria. Mostramos tam —
bém que existem casos particulares conformalmente plancos e que
naoc apresentam violagéo da causalidade da do tipo que ocorre em
G8del, bem como ha casos particulares que nao apresentam rota-
cao. Mostramos que os modelos ndo estacionarios discutidos nes
se capitulo correspondem a Universos em rotagao e em contracgao,
concluséo essa proveniente da imposigao de que a variagéo da
densidade de entropia seja positiva sempre. Comparamos também
o caso estacionario de nossa Solugao, que tem como fonte um flu
ide imperfeito, com as solugées apresentadas por Reboucas &
Tiomno(lé) sob a forma de fluido perfeito mais campos outros
que o gravitacional, e mostramos que para uma particula teste
sob efeitos gravitacionais, as geometrias Séo equivalentes.

No capitulo 3 realizamos uma transforma¢ao conforme
nc caso estacionario da solug%o apresentada no capitulo 2 e
mostramos que existem Solugées fisicamente aceitaveis que sao
pulsantes, ou seja, a fonte bem como as quantidades cinemati-
cas nao nulas, incluindo rotagao e expansao, séo fungées trigo
nométricas da coordenada temporal. As novas Solugées corres -
pondem a generalizagao néo estacionaria da méetrica de Gddel
de maneira andloga ac que Friedmann & para a métrica de Eins-
tein. A fonte dessas novas Solugées € um fluido imperfeito com
fluxo de energia. Para um dos exemplos dados examinamos tambem
a variacao da densidade de entropia.

Como as solucgdes encontradas no capitulo 3 apresen -

tassem Hii # 0, no capitulco 4 impusemos M.y = 0 e encontra



mos um nove modelo cosmologico nao estacionario, conforme ao
modelo de Gbdel com T11 = T22 :'T33.

No Apéndice A apresentamos a notacao utilizada, as
convengées, as equagées utilizadas e algumas das definigoes que
nao foram dadas ao longo do contexto.

No Apeéndice B mostramos as listagens de alguns dos
programas de calculo algébrico feito por computador que monta

mos e utilizamos hos hossos calculos.



CAPITULO 1

0 MODELO DE GODEL EXEMPLIFICANDO ALGUMAS
PROPRIEDADES D0S UNIVERSOS EM ROTACAOQ

1.1 — INTRODUCAO

Entre os modelos cosmoldogicos com rotagao, o mais co

(1)

nhecido &, sem divida, o apresentado por K. Godel Embora
esse modelo seja estaciondrio, logo nao leva a nenhum desloca-
mento para o vermelho para objetos distantes, seu estudo se Jjus
tifica pelas propriedades que apresenta e pela sua simplicida
de (a fonte & um fluido perfeito), como veremos a seguir.
Queremos observar que neste capitulo nao apresenta-
mos nada de novo, senéo um pequeno apanhado do que ja existe
na literatura sobre o modelo de Gddel e suas caracteristicas.
Achamos que & valida essa repetigéo, pols compreendendo um pou
co um caso simples, que ja foli intensamente estudado, podemos

extrapolar os resultados, com certo cuidado,para qualitativa -

mente entendermos melhor modelos mais sofisticados.

1.2 — A GEOMETRIA DE GODEL — O TEOREMA DE BAMPI E ZORDAN
(1)

cbdel '—’' apresenta a geometria de seu modelo na for-

ma



1 2x1

as? = a%r(axl+e® ax?®)? - @xh? - ez

@x2)% - (@ax>)?%1 t.2.1

2 . - ‘o
onde a € um humero positivo,

e exibiu a seguinte transformagdao de coordenadas:

e® = ch2r + cos¢ sehlr ' (1.2.2a)
2 x '
x“e = V2 send sh2r . (1.2.2b)
6 x0-2t _2r . ¢ Oo2¢| w
tg(f + ) = e tg > , onde {*———— <§-,(1.2.2c)
2v2 2v2
3
x~ = 2z ' {1.2.24)
que leva ao seguinte elemento de linha:
2 2 2 2 2 2 2
ds® = 4a?[(at+vyZ shr as) -dr’-dz°-sh”r ch®r da¢”]. (1.2.3)
Em nosso trabalho, em geral, tomaremos a2 = 1/4.
Franco Bampi e Clara Zordan(z) mostraram que gqual -
quer métrica da forma
dsz = (dt+E(x)dy)2 - dx2 - dz2 - Dz(x)dy2 p (1.2.4)

e que satisfaz 3s equacoes de Einstein para um fluido perfeito

Tpv = PV, - p(guU-VUVU) ; (1.2.5)
onde p & a densidade de matéria-energia, p € a pressdo e Vu
€ o vetor quadrivelocidade da matéria; & necessariamente isome

(2)

trica 3 métrica de Cbdel. Em seu trabalho'=" enunciaram e de -



monstraram o seguinte teorema:
"As solugdes das equagoes de Einstein sob as condi -

goes (1.2.4) e (1.2.5) sdo isometricas ao Universo de GBdel" ,

bem como integraram as expressodes de D(x) e E(x)

D% (x) = &~ [M¥ b eT¥¥2 (1.2.6a)
E(x) = a[ekx + b e_kx + nl p (1.2.6b)
gque para a = 1, Kk = 1, b =n = 0 levam a metrica de Gbdel na

forma (1.2.1), e para a = v2/4, b = 1, k = 2, n =-2 levam a mé
trica de GBdel na forma (1.2.3). Vemos entao que para podermos
pesquisar qual a melhor topologia que devemos associar a métri
ca, bem como o dominio das variaveis {(t,x,z,y), precisamos es-

tabelecer valores particulares para 0s parametros livres.

1.3 — A TOPOLOGIA ASSOCIADA A METRICA DE GBDEL NA  FORMA DA
Eauacho (1.2.3)

A equagao (1.2.3) pode ser assim reescrita

2 2 2

ds® = at” + 2vV2 sh”r dtd¢ - dr2 - d22 + shzr(shzr—ﬂdcb2 .

(1.3.1)

Vamos ver como se comporta o elemento de linha em
torno da origem., Para isso vamos expandir a metrica e manter

os termos até ordem 2 em r

as? = at? + 2/2 r2 dtds - ar? - az? - r2d¢2 . (1.3.2)



Se considerarmos t, ¥, z constantes e 1ntegrarmos
0 elemento de linha com ¢ variando de 0 a 2 obtemos
d=27

|lds| = 2wr ,
$=0

que & o comprimento do circulo de raio r, donde se conclui que
¢ e r podem realmente ser tomados como coordenadas angular e
radial, respectivamente.

Se na equacao (1.3.2) consideramos t = constente fi-

2 2 2 0 2.2 - .

camos com —-ds’ = dr” + dz' + r d¢~, que e o elemento de linha
para o tri-espaco plano escrito no sistema cilindrico de coor-
denadas.

0 exposto mostra que podemos associar as coordena -
das r, 2z, ¢ as coordenadas cilindricas usuails, e assoclar a

elas a seguinte faixa de variac¢do, suficlente para cobrir to -

dos os pontos do espago-tempo:

o
A
R
A
8

(1.3.3)

o
1A

-
A

27,

onde acrescentamos a faixa de variacao do tempo, gque pode senm
problema algum variar de -« a +« uma vez gue a métrica & esta-
cionaria, alem do que esta faixa de variagao tem sentido fisi-

camnente.
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1.4 — 0 PROBLEMA DA SINCRONIZACAO DE RELGGIOS NO ESPACO-TEMPO
RIEMANNIANO — SISTEMA GAUSSIANC DE COORDENADAS — SISTEMA
DE COORDENADAS NATURALMENTE ASSOCIADO - SISTEMA DE Co-
ORDENADAS ESPACIALMENTE COMOVEL — REFERENCIAL SINCRONICO,

(*)

Seja um elemento de linha de uma geometria qual-

quer, escrito na forma

0,2 0. i 15
(dx~)" + 2gOi dx dx= + gij dx dx . (1.4.1)

Sejam A e B dois pontos materiais do fluido cosmolo-
gico (ou do substrato material, no caso de um espaco-tempo Min
kowskiano) cujas linhas de universo, na vizinhanga de um deter
minado evento x° = xo(s,p) (ver Fig. 1.4.1) estejam infinita -
mente proximas. Consideremos a troca de um sinal luminoso en-
tre A e B, ou seja, uma trajetdria do tipo luz, que tem distan
cia de universo nula. Isso nos leva a por d52 = 0 na equa -

gao {1.4.1), que resolvida para de resulta em duas raizes dis

tintas
0 1 i 1431
™= 55 [-g9g; 9% ‘\/(gOigoj‘gijgoo)dx dax= 1
(1.4.2)
0 1 . —
dx. = —— i 1.7
2" 9gp [-9p; 9 +\/(%ing‘gijgoo)dX ax= 1

correspondentes a ida e a volta do sinal luminoso, como ilus -

trado na Figura 1.4.1.

(*)

O trecho que segue vem basicamente da referéncia (3).
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XO + de
- A 2
XO /_,-*V
B <.
.
T 0
Xy * dx
B A
Figura 1.4.1 - As linhas cheias sao as linhas de universo de A e B enquan

to que a pontilhada é a linha de universo do sinal lumino-
. - 0

so. A linha de B e dada por xg = xo(s,p) e ade A por
0 - -

Xy =X (s,p+Ap), sendo s o parametro da curva e p o parame

tro que distingte a linha de universo de cada ponto materi

al.

. . - , 0 ,
Deve ser considerado simultaneo ao instante Xp da 1i
nha de universo de B, o ponto médio do instante de emissao e

chegada do sinal luminocso em A

dx
0o 1 .0 0 0 o YJoi
Xp = 3 (xA + dx, + X, + dx1) = X, Sy '
dai seque
g,.dx
e (1.4.3)
900

Esta correlagao permite a sincronizagao dos reldgios
em uma vizinhanca infinitesimal do espago. A sincronizacao uni
voca dos reldgios em todo o espago sO & possivel quando os g,y
séo nulos. Neste sistema de coordenadas, onde os 901 Sao nulos,

podemos por gy, = | (ref. (3) pag. 376) e temos entdao o chama
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do sistema gaussianc de coordenadas(i). Neste sistema o elemen
to de linha toma a forma
2 2 i,.7
ds” = g, dt® + 9 4 dx~dx . (1.4.4)

Chamamos de sistema de coordenadas naturalmente asso
ciadeo a um dado referencial(*) aquele sistema que tem como 1i
nha coordenada temporal uma das curvas integrais do referenci-
al. Assim, a expresséo do referencial, no sistema de coorde-
nadas naturalmente associado a ele, =sera sempre da forma

vH - (QO,O,O,O) (onde + denota d/ds, sendo s o tempo proprio

do_referencial e (xo,xq,xz,x3) as coordenadas associadas a ca-
da ponto do espago-tempo no sigtema de coordenadas em questao).
No caso em gue xO = 8, v - dg temos 0 que chamaremos de sis-
tema de coordenadas espacialmente comovel (xq,xz,x sao cons-
tantes) .

Chamamos de sistema de referéncia sincronico ou re
ferencial sincronico agquele cujo sistema de coordenadas espaci
almente comovel & um sistema Gaussiano de coordenadas, ou de
outra forma, um sistema Gaussiano de coordenadas sempre & espa
cialmente comovel com um referencial sincrénico, que por sua

vez, & sempre geodésico, pois satisfaz automaticamente a equa-

cao de uma geodésica

1

U
dv u v _ oWy 1 up _ _

ds

uma vez que goo‘:'i e g, = 0 .

(%)

A definicido de referencial ou sistema de referencia e dada no Apendice
A,
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1.5 — A IMPOSSIBILIDADE DE UM REFERENCIAL COMOVEL COM UM SUBS-
TRATO MATERIAL QUE APRESENTA ACELERACAO OU ROTACAD  SER
UM REFERENCIAL SINCRONICO — DEFINICAO DO VETOR DE ROTA -
CAO — A ROTACAO COMO INDICATIVO DA INCLINACAO DE UMA GEQ
METRIA,

Para demonstrar essa afirmagac vamos seguir ¢ proce-
dimento adotado por Adler—Bazin—Schiffer(E).

Primeiro vamos mostrar gque as linhas de universo
do referencial comovel com a matéria em gqualquer geometria do
tipo Gbdel nao podem ser sempre ortogonais a uma familia de
hiper-superficies tridimensionais uni-parametrizadas. Suponha-
mos que existe uma familia F de hiper-superficies tridimensio-

nais, parametrizadas por A , mergulhadas no espago-tempo qua-

dridimensional que tem a forma

F(x") — A =0 . (1.5.1)

Se um vetor dx" estid inteiramente dentro da hiper-
-superficie,F nao muda ao longo dele, isto &, dF = FludxU = 0.

Logo um vetor normal 3 familia F que contém x"

- o

e F X e
IU( )f

qualquer campo vetorial arbitrario v, que & sempre ortogonal

aos membros de F pode ser escrito como

(1.5.2)

gende 2 uma funcdc arbitraria escalar. Com esse vetor arbitra-
rio construamos O seguinte tensor completamente antissimétri -

CQO:
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1

Gva T VVular T 3T VAt
+ VV(VKIU—VUIK) + VA(VUIVHVV|U)] . (1.5.3)
Para o campo vetorial dado por (1.5.2) o} tensor

auvA é identicamente nulo. Entaco podemos concluir gque uma con-

dicdo covariante NECESSARIA para gue um campo vetorial v, se-
ja sempre ortogonal a uma familia F de hiper-superficies tridi

mensionais uniparametrizadas é que

a v o . {(1.5.4)

HVA Ip Vu|al

Para o caso de gqualquer solucao do tipo Gddel, dada
0

pela métrica da expressao (1.2.4) onde identificamos t = x '
X = er z = x2, V = x3, guando o campo vH & o} referencial
comovel com o substrato material
v" = (1,0,0,0) v, = (1,0,0, E(x)) (1.5.5)
com E(x1) nao constante, temos ( ' denota 8/8X1):
E’ para v = 3, i =1 ,
Vv[k
0 nos demals casos
e
- % E’ para permutagées pares de 0,1,3,
aon = % E’ para permutacoes Impares de 0,1,3,
0 nos outros casos.

Logo nas métricas do tipo Gbdel (expressao (1.2.4)),
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nao existe sequer uma familia F de hiper-superficies tridimen-
sionais uniparametrizadas que sejam sempre ortogonais ao siste
ma comdvel ou referencial comdvel com o substrato material, lo
go, neste caso, o referencial comdvel néo podera ser um refe -
rencial sincrénico, uma vez que para o referencial sincronico
vH = (1,0,0,0) e, pela expressao (1.4.4), vu = (1,0,0,0) qgue
satisfaz a condigéo (1.5.4), ou mais diretamente: a linha de

universo do referencial sincrdnico e sempre ortogonal a hiper-

. 0
superficie X = const.

Vamos agora generalizar a afirmagéo anterior nao ape
nas para as geometrias do tipo G8del mas também para qualquer
geometria onde o referencial comovel com o substrato material
apresente rotagao, ou mais simplesmente, quando ha rotacac da
matéria que gera a curvatura do espacgo-tempo.

Para isso, a partir do tensor auvkvamos construir o

B

vetor w~ como sendo

8 EBuvk EBuvk

_ e m e T
wo =5 = aur = 2 == Viu vv]l] .

{(1.5.6)

Devido a presenca do tensor antissimétrico EB”vA//:E
na sua definigao, é de se esperar que o vetor w® seja de algu-
ma forma relacionado com ¢ rotacional de vu. Pode-se verificar
isto para o caso particular do espago plano, com as coordena -

. s
das usuails da relatividade especial tal que v-g = 1, vu=h%,—vk

Neste caso a expressao (1.5.6) fica

(1.5.7)



-6

Para deixar mais clara a significagao do vetor wB va
mos considerar ¢ caso em gque © Campo VU representa um campo ve
torial uniforme de rotacgao com velocidade angular w em rela -

cdo ao eixo z de um sistema cartesiano tridimensional (x,z,y)

Vg = 1 ’ ; = v' o= (wy,0, -wx) , (1.5.8)
que nas equacgoes (1.5.7) resulta:
wo =0 r
(1.5.9)
b=-2Tx¥= (0, 6, 0

B

0 vetor w~ definido pela expressao (1.5.6) esta asso

ciado i rotacio do sistema de referéncia em torno de um eixo

B

que tem a mesma direcao que oquadrivetor w”, que e chamado ve -
tor de rotacdoc. Pode-se chegar a esta mesma interpretagao por
outros métodos, ver por exemplo a ref. (5), pags. 110-113.

No caso das métricas do tipo G8del ( expressao (1.2.4))

temos
MB = (0, 0, %5: 0) !
{(1.5.10)
a R E’
W=V gupt e =35

ou seja, em cada ponto do espaco-tempo © conteido material es-

ta girando COom velocidade angular w = Ef/(2D) em torno do

, 2
eixo X .

O exposto anteriormente demonstra a seguinte afirma-

tiva:



~17-

Teorema 1: "Em qualquer geometria onde o conteudo ma
terial apresenta aceleragdo e/ou rotagdo ndo nula um referenci-
al comovel com o conteudo material nao pode ser um vreferencial

sineronicol.

Uma variagao menos especificada do teorema acima pode

ser escrita como:

Teorema 2: "Em qualquer geometria onde o conteudo ma
terial apresenta rotagdo ndo nula um referencial comovel com o
conteudo material ndc é ovtogonal a uma familia F de hiper-su
perficies tridimensionais uniparametrizadas nem mesmo em uma

regiac finita quadridimensional do espago-tempo”.

Demonstragdo:

Se wP £ 0, por (1.5.6) temos £ 0, o que impli

auvk

ca em duas sentengas:

i) por (1.5.3) £ 0, logo v, e fungdo de pelo

v
V| A
menos uma das coordenadas do espago-tempo, ou seja, a principio
tem valores diferentes em cada ponto, além do que apresenta pe-~

1o menos duas compenentes ndo nulas;

ii) n3o existe nenhuma fungdo escalar z(xo,x1,x2,x3 )

que satisfaga a igualdade (1.5.2), pois (1.5.4) ndo é satisfei-
ta. vai dai que, sendo Vu o referencial comdvel,

Vu}é,Q,F]u

para qualquer regiao finita quadridimensional do espago-tempo ,
pois se existisse & tal que v, tivesse a mesma dependencia

funcicnal que !LFIu en uma regido finita 4-dimensional do espa-
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go-tempo, néo haveria porqgue néo estender essa dependéncia pa-
ra toda a regiao de analiticidade de v, Além do gue, se em uma
regido finita 4-dimensional do espaco-tempo existir 2 tal que
vu tenha a mesma dependéncia funcional que £F|u isso implica -

ria que 0 o gue por sua vez implicaria que w™ = 0, ou

ava
seja, o substrato material nao teria rotacao naquele dominio ,
que e o que ocorre para o referencial sincrénico, pois va:va =
= (1,0,0,0) satisfaz a equacdo (1.5.4).

Vamos introduzir agora o conceito de geometria incli
(6)

nada dado por Ellis & King (ver também ref. (7) item 2.3) .

Considere as seguintes suposigoes:

(a) a matéria toma a forma de um fluido perfeito

T

I
©
o
=
1
i*}
=
for
=
o
I
©
v
o
T
(1%
o

v Hov

onde u" & a 4-velocidade do fluido, ¢ a densidade de energia e

P & pressao;

(b) o ESPago tempo e localmente invariante sob um
grupo de isometrias G3 simplesmente transitivo que age sobre
superficies S(t) do tipo espaco, ou seja, © espago-tempo & es-
pacialmente homogéneo. As superficies S(t), ditas de homogenei
dade, determinam um uUnico campo vetorial normal n® futuro-dire
clonado , nana = 1, que @ livre de rotagéo e geodésico, o que
é facil de ver em fungéo do teorema anterior e da eq. (1.4.5),
pois o campo vetorial n® & um referencial sincrénico em poten-

cial.

(6)

Ellis e King — chamam de modelos cosmologicos homo-

géneos inclinados ou simplesmente modelos inclinados agqueles
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gue satisfazem {(a) e (b) e também

u* £ n , (1.5.11)

ou seja, o referencial comovel com o conteudo material nao e
ortogonal a uma superficie de homogeneidade espacial.

Vamos generalizar o conceito de modelo cosmologico
inclinado. Chamaremos de geometiria inclinada generalizada a
qualquer geometria onde o campo vetorial Vs comovente com o
conteudo material, nao for proporcional a um campo vetorial que
seja ortogonal a uma hipersuperficie tridimensional uniparame—
trizada. Nos casos dos modelos espacialmente homogéneos essa
hiper-superficie & uma possivel candidata a ser uma hiper-su -
perficie 3-dim. espacialmente homogénea. Neste sentido pode -

mos enunciar

Teorema 3: "Qualquer modelo cosmologico onde o conte
- udo material apresenta rotagao nao nula e um caso de modelo in

clinado generalizado”.

Realmente, se pelo teorema 2, nao existe um fator de
proporcionalidade £ entre o campo vetorial vu {referencial co-
mével) e um campo vetorial ortogonal a uma hipersuperficie tri
dimensional uniparametrizada, possivel candidata a ser uma hi-
per—-superficie 3-dimensional espacialmente homogénea, entao v,
& obligquo a qualguer hiper-superficie 3-dim. espacial gue pos-
sa existir em uma regi%o finita ou globalmente definida na va-
riedade que representa o espago-tempo.

Este resultado contradiz a afirmagéo de Rebougas(g),
pag. 37, gue o modelo de Gbdel nao & um caso de geometria in -

clinada. Inclusive, para o modelo de Gbdel o referencial como-

vente n3o coincide com o referencial sincrOnico sequer em uma
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vizinhanga infinitesimal 4-dimensional do espago-tempo pois a
rotacéo do substrato material e constante e diferente de zero
em todos os pontos.

Vale observar que O teorema 3 néo afirma que toda ge

ometria inclinada apresenta rotacgao.

1.6 — INTERPRETAGAO DA ROTACAO — NOCAO DE DIRECAO DE INERCIA

B

Associamos ao vetor w definido por (1.5.6) o signi-
ficado de uma rotacgdo do conteudo material do espag¢o-tempo.Res
ta entender em relagéo a que & essa rotagéo. Para isso, vamos
fazer, nas expressées (1.2.6) a =1,k =0, b=n =0 e a mé-
trica toma a forma

ax’ . 3.2

ax’)yc - (dx1)2 - (dxz)2 - 3)2

2 )2 . (1.6.1)

ds® = (dx0+e e (dx

Encontra-se as equagdes de movimento de uma particu-

la que apds parcialmente integradas resultam em (ver referén -

cia (4))
1
=0 N eux 2 - a ,
ax1 %2 ux1
e (a-—-z—e )=b,
(1.6.2)
§1 + abx™ = d ,
.3=2”
onde a, b, @ e £ sdo constantes de integracdo e + = d/ds, sen-
do s o tempo proprio. Por estas equagOes pode-se ver que as

equacgbes de uma particula em repouso,
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<" = (s,a,B,0) , %"= (1,0,0,0), com A,B,C constantes,

seguem uma geodésica quando nas equagées (1.6.2) se escolhe
a=1, & =10, b = eaA, d = aobB.

As equagées (1.6.2), originalmente diferenciais de
22 ordem ficam determinadas quando se da condigoes iniciais pa

ra as coordenadas e as componentes da velocidade. Para condi -

¢coes iniciais vamos tomar

ou seja, uma particula teste partindo da origem com velocidade
inicial na diregéo x1 onde esta uma hipotetica, distante e fi-
xa galaxia. Seria de se esperar que a particula seguisse em
diregao a galaxia distante, isto &, a solugao das eguagoes

(1.6.2) devia ser da forma:

sz(xo(S), x| (s}, 0, 0) .

A constante a indica o quanto o Modelo de Gbdel se
afasta do de Minkowski, pois como veremos adiante, o tensor de
curvatura calculado na base de tetradas depende apenas de o ,
no caso da métrica dada por (1.6.1). Baseando-se neste fato ,
considerando o uwm pegueno parametro de tal modo que se tem o
modelo de Minkowski levemente perturbado, usando a teoria das
perturbacoes Adler, Basin, Schifferti), mostram que uma solu-

cio das equacdes (1.6.2) em primeira ordem no parametro o tem

a forma
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2 2
xU = (s-aBs” , Bs , aBfs” , 0) ,

evidenciando que a particula se desvia do raio x2 =x =0 e
descreve um movimento espiral ao invés de viajar em direcdo a
galaxia distante, como aconteceria no espago plano da métrica
de Minkowski.

Isto permite concluir que a matéria do Universo de
Gbdel realmente estd em rotagéo com relagao a algo e esse algo
& o caminho que uma particula teste segue se lhe é dada uma ve
locidade radial inicial. Entramos aqui com a definigao de dirg
gac de inércta: € a direcdo dada pela tangente a trajetoria
descrita pela citada particula teste.

Uma outra maneira de definirmos direcdo de inércia e
pelo transporte de Fermi. As direcgbes de inércia sao dadas por

3 eixXos E A= 1, 2, 3, ortogonais entre si e ortogonais

o
(n)’

a um quarto eixo que coincide em cada ponto com o vetor tangen

- . o =
te 3 curva x” ao longo da qual os 3 eixos E a) ' & =1,2,3, sao
Fermi-transportados(g’gl.

Resumindo: o0s eixos que determinam as direcoes de

inercia devem satisfazer

: . . a B _ , . (*) |
i) ortogonalldade. 908 E (A)E (B) = matriz diagonal ;
. ol ax“ - , .
ii}) E (0) = 35 r Sendo s o tempo proprio do fluido;
{(1.6.3)
D
. F _o ~
lll) '-]j-g E (A) = 0 -

(*)Aqui, em geral, tomam-se vetores ortonormalizados, Ea(o) do tipo tempo

e £” i=1, 2, 3, do tipo espago de modo  que  tenhamos
o,
e ®) ° Nap *

@
JautE (a)
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A expressio explicita do transporte de Fermi de um
campo vetorial gualgquer % ao longo da linha de universo do

fluido é dada por (v" & o campo de velocidades do fluido)

Ol
DFY o B SRV, B8 oV

_ o, _ o B
Ds - YIIBV + ngY V]IBV v gUUY v v ”

v ; (1.6.4)

8

que no caso de um fluido geodésico reduz-se a

v = Y r (1.6.5)

onde associamos a derivada direcional na direcgao do fluxo do
substrato material com uma idéia de velocidade e representa -
mos D/Ds por -

Substituindo ¥© pela base de tetradas usualmente as-
sociada com as geometrias do tipo Gbdel dada por (1.2.4),ea(A)

tal que

e (o) = (1,0,0,0) '
oL
e (1) = (Or1r010) r
o (1.6.6)
e () = (0,0,1,0) ’
o = —_
= (3) ~ ( E/D,0,0,1/D) r

e, por (1.6.5), usando os simbolos de Christoffel dados por
(1.8.2) e a rotacao dada por (1.8.11) temos

hi 84

e (0) = (0,0,0,0) r
éu = =i ea
(1) () (1.6.7)
* O
e (2) = (OIOIOIO) ’
0 o -

© 3 Yy
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onde w, dado pela expressao {(1.8.11b) € o modulo do vetor de

B

rotagao w’ dado por (1.8.11a).

Olhando para a expressao (1.5.8) e tendo em mente que

ea(A) esta associado a ideia de "velocidade"™ dos vetores

a

e chegamos a conclusdo que w representa a velocidade angu

(ay’

lar de um campo vetorial, gue tem por base os vetores eu(A),

A =0,1,2,3 e que o eixo de rotagao esta na diregdao do vetor

ea(z), conforme a Figura 1.6.1.

R
(2)
-N
éOL
(1)
N
-N —
eOl.
(1)
wN
N
Ean éa
(3)
eOC
(3)
Figura 1.6.1 - Tomando um sistema de eixos cartesianos onde as coordenadas

de cada ponto espacial sao dadas por (eu(1),ea(2),eu(3)) marcamos pelas egs.
(1.6.7b) e (1.6.7d )} as componentes do vetor velocidade (éu(1),éa(2),éu(39
para valores das coordenadas eu(1) e eu(B) iguais, tal que (eu(1)-)2+(eo°(3))2
=N? , e verificamos que o resultado e a trajetoria de uma "particula" descre

. . . Q
vendo um movimente circular de raio N no plano e ( = 0,

2)
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Uma outra maneira de se analisar o sentido fisico do

B

objeto geométrico w” €& a seguinte:

Tomamos a métrica em coordenadas cilindricas

as? = at? - ar? - az® - 2452 . (1.6.8)

Realizamos uma transformacdo de coordenadas para um
novo sistema t, r, z, ¢ gque estd girando em relacgdo ao eixo

z com velocidade angular {, ou seja,

¢ = ¢ - Qt . {1.6.9)

Dai obtemos a seguinte expressdo para a nova métri-

ca girante:

2
as® = [(1-22r%) " 2a¢ - Qrz(1—92r2)“1/2d¢]2-dr2—dzz———£é—7 a2,
1-87r
(1.6.10)
ou equivalentemente,
as? = (1-92r?)ac’-20rldtds - dr® - dz? - ride® . (1.6.11)
Para essa metrica temos os seguintes objetos geomé -
tricos,
Tetradas:
o
e gy = {1/, 0, 0, 0)
u’ —_—
e (1) = (0, 1, 0, 0)
u (1.6.12)
= (2) = (Ol Or 1l O)
e = (r@/L, 0, 0, L/r)

(3)
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c¢om as inversas dadas por:

e(O)a < (L, 0, 0, —0r2/L)
e L 0, 1, 0, 0)
o (1.6.13)
(2)
& a - (0, o, 1, 0)
6(3)u - (0, 0, 0, r/T%) ,

com

. (1.6.14)

Simbolos de Christoffel nao nulos:

1 2
3 0
togd = - %
1
{33 = -0 (1.6.15)
3
1
{33} = —-r
A -
Gamas (y BC) nao nuloes:
YO _ ro?
20 L2
O
13 L2
0 0
Y = ey (1.6.16)
31 L2
g8
30 L2
S
33 rL2
0 tensor de curvatura, obviamente tem todas as componentes

nulas.
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Para o referencial comovente com © sistema de tetra-

das temos © seguinte campo de velocidades:

A A o o _ e}
vhasg L, ve=e% L, vRh - e (0) (1.6.17)
Rotacao:
WP = (0, 0, - L, 0)
L
o a, A 52
wo o= e (A)w = (0, 0, - 5 0) (1.6.18)
L
\/ AB _ Q
W o= —N gt W = —5 .
L
Aceleracao:
A rﬂz
c = (0, —2—' ’ 0,- 0) - (1.6.19)
L

Calculando a derivada de Fermi, pela expressao (28),

para as tetradas e usando (1.6.18c), obtemos

p_e®

F~ (0) _

Ds _(01 Ol Or O)
D_e

FDS(1) - W ea(3)

y (1.6.20)

D_e

F¢ (2

12 _(0, 0, 0, 0)
Dpe” (3 B L0

Ds = (1)

Comparamos as expressdes (1.6.20) com as expressdes
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(1.6.7) e vemos gue elas sao em tudo semelhantes. Vale obser -
var gue w (expresséo {1.6.18¢)) coincide com £ (definido na ex
pressao (1.6.9)) a menos de um fator L_2 que certamente apare-
ce porque u foi calculado no referencial comdvel com o sistema

de tetradas (egs. (1.6.17)), enguanto que 2 &€ o moédulo do ve -

tor de rotagao calculado no referencial ve = Sg, ou seja, em
um referencial cujo tempo proprio t' e tal gque dt' = Y9y At =

= ds, enquanto gue o referencial v* - ea(o) tem 0 seu tempo

proprioc coincidente com a coordenada t. Realmente, se para
v¥ = 68 calculamos v, = gGSVB = (1—92r2,0,0,—9r2) e usando
a expressao (1.5.6), considerando que +v-g = r, encontramos §

coincidente com w, evidenciando o sentido fisico do objeto geo

B

metrico wo .

1.7 — 0 MoDELO DE GODEL E A VIoLACAC DE CAUSALIDADE

Para o sistema de coordenadas t, r, 2z, ¢ da expres
sao (1.2.3), a cada variagéo de 27 de ¢, cada ponto da linha
coordenada t = const., r = const., z = const., volta a coinci
dir consigo mesmo, isto &, as curvas coordenadas ¢ sdao curvas
fechadas (ver item 1.3). Mas, quando examinarmos o elemento de

linha dessa curva coordenada vemos gue ele muda de sinal para

um determinado valor constante de r = rc, denominado raio cri-
tico que é tal que Shrc =
as’® = sh’r (sh°r-1)d¢> . (1.7.1)

Assim sendo, as trajetdrias para r < r, sdo do tipo
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espago, para r = I, sao do tipo nulas e para r > r. Sao do ti-
po tempo.

No entanto, Chandrasekhar & Wright(lg) mostraram que
tais curvas fechadas do tipo tempo néo sao geodésicas,ou seja,
particulas materias sob a acao exclusiva do campo gravitacio -
nal, portanto néo aceleradas, n&o podem seguir tais trajetori-

(11)

as, néo no modelo de GBdel, mas Soares —' encontrou uma solu-
cdo onde a fonte & um fluido perfeito sem presséo com campo
eletromagnético gue apresenta curvas fechadas do tipo tempo
que sao geodésicas. Rebougas, ref. (7), Cap. III, tece conside
ragées interessantes sobre a violagao na causalidade na Cosmo-
logia, assunto a gque dedica todo um capitulo.

Outro estudo interessante sobre as curvas fechadas
do Universo de G8del, desta vez uma representacdo grafica, é
feito por Hawking & Ellis, ref. (12), pags. 168-170, gue divi-

dem a variedade (¥,g) em duas sub-variedades (M1,g1) e (M2,g2)

tal que

as? - at’+2/2 sh’ratds-dr®rsh’r (sh’r-1)de” . (1.7.2a)
as? = - az® (1.7.2b)
e

as® - as? + ds} , (1.7.2¢c)
ou seja, g € a soma direta 9, @9, - Feito isso,' representam

graficamente o comportamento dos cones de luz, que para r=20
tem como eixo o vetor 38/5t tangente a linha coordenada t, nao
incluindo em seu interior os vetores 3/9r e 3/3¢, mas a medi

da que se afasta da origem, os cones de luz se abrem e se in -
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clinam na diregao da linha coordenada ¢ tal que para r = ré =
= &n (1 + V2), correspondente a shzrc = 1, 3/3¢ & um vetor
nulo e os circulos fechados com r = T sao do tipo nulo, e

a partir dai, do tipo tempo.

Vale ainda citar que o estudo das geodesicas no mode
lo de Gbdel foi minuciosamente analisado por Novello-Soares -
—Tiomno{li) pelo metodo do potencial efetivo, dando uma clara
imagem fisica da estrutura do movimento de particulas livres
{massivas e sem massa) nesse Universo. Atualmente, vale citar

(14) generaliza o problema para solugles do tipo

gque Calvao
Gbdel que englobam tambeém solugdes com campo eletromagnético
ou campo escalar, solu¢des essas apresentadas no trabalho de

Rebougas & Tiomno(lé).

1.8 - ALGUNS OBJUETOS GEOMETRICOS DO UNIVERSO DE GHpEL

A partir das equagoes (1.2.4) a (1.2.6), tomando co-

mo T1-formas

8% - at + BE(x)dy
61 = dx ’
2 ’ (1.8.1)
8° - D(x)dy :

calculamos {sdc citadas as componentes ndo nulas):

a} Os simbolos de Christoffel



0 k E
{7} = —=
01 /2 D
3 k1
{21 = L& =
01 /2 D
{013}:_]{"D
V2
{1.8.2)
{103}=£]§_E_._.]E.D
V2 V2
3 nk 1
{3y =-2_2
13 5 D
1 k E-n
{33}'_/%13
A
b) 0s ¥
APTEIES
13 /3
YO - - =
31 /7
(1.8.3)
gk
30 /7
vl = - X En
33 sz D
c) As componentes do tensor de curvatura em tetradas:
p X
0101 = 2
2
k
Rozo3 = 2 (1.8.4)
T
1313~ 2

Note que as curvaturas ndo dependem de nenhum dos pa
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rametros a, b, k, n que aparecem nas egs. (1.2.6), k na rea-
lidade é apenas um fator de proporcionalidade que  desaparece

pelas simples mudangas de coordenadas

D LTS R v (1.8.5)

Assim sendo, como todos os invariantes sdo construidos a par -

tir fundamentalmente dos RA e de n demonstra-se de outra

BCD AB’

maneira o Teorema de Bampi & Zordan (item 1.2), pois se oS
invariantes independem dos parametros a, b, n, k entdo para

quaisquer valores deles se tem a mesma geometria.

d)} Tensor de Ricci em tetradas:

00 - k (1.8.86)

e) Escalar de curvatura:

R = ~ Kk (1.8.7)

f) Tensor momento-energia em tetradas:

2

_k

Too =7 -4
(1.8.8)

2

Tiy= Ty, = Ty = o+ A i

11 22 33
Considerando o campo de velocidades do conteudo mate
rial como sendo

(1.8.9)

encontramos que o contetdo material & geodésico, ndo apresenta
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deformagdo e come ja sabiamos, é estacionario. No entanto, o}
tensor de rotagao naoc & nulo (em tetradas)

Gon = = Woy = = , (1.8.10)

k
sendo que as demais componentes s3o nulas. Dai,o vetor de ro-

tagdo e seu modulo resultam em

1
w = (0, 0, —, 0) , W = \/7_ U)AU)B = ‘£ - {(1.8.11)

n
vz AB /3

Decompondo convencionalmente o tensor momento-ener -

gia segundo o campo VA encontramos a densidade de matéria va -

lendo
2
p=1§2___A , (1.8.12)
e a pressao
A 2
p:T'l'A . (1.8.13)

Agora impondo a equacdo de estado p = Ap e aplicando
as condicbes de energia dominante (ver ref. (12), pag. 91) te

moes

1
©
A
e
1A
©
-

ou seja,

A

+
=
A

K k K2
2

A primeira desigualdade é sempre satisfeita e a segunda impli

ca em

A

1A
o

’ (1.8.14)

sendo que dependendo do valor de A sera dado ao fluido cosmolo
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gico uma natureza diferente. Assim, para A = —k2/2 o fluido se
ra matéria incoerente (poeira). Para A = —k2/4 o fluido sera
interpretado como sendo radiagao. Ja para A = 0 o fluido sera

tomado como gas ultra~relativistico. Isto porque nos trés
casos anteriores, na equagao p = Ap, teremos respectivamente A
%, T o gque pode ser diretamente verificado para A
igual a —k2/2, —k2/4, 0, utilizando-se as equacodoes (1.8.12) e

valendo 0,

{1.8.13).



CAPITULO 2

UNIVERSOS NAO ESTACIONARIOS EM ROTACAO

2.1 — A PROCURA DE UMA SOLUCAO

0O objetivo inicial do trabalho seria generalizar a

(1)

métrica de Gbdel para uma forma nao estacionaria, que possi
bilitasse a existéncia de uma expansao nac nula, ou seja, en -
contrar um modelc cosmologico que apresentasse simultaneamente
rotagéo e expanséo, em suma, gque fosse um melhor candidato pa-
ra representar o cosmos. Desejavel seria gue pudéssemos parti-
cularizar o modelo encontrado para recbter o modelo de Gbdel
como caso especial. Para tanto partimos de uma métrica tipo Gb
del, mas s6 gue agui as funcdes teriam dependéncia na coordena
da temporal, além da dependéncia em uma coordenada espacial,is

to e

as? = (@t + H(r,t)de)2 - dr® - dz° - (R(r,8)d$)? . (2.1.1)

A partir dessa expressao definimos as 1-formas o

8° = dt + H d¢

81 = dr

02 _ 4 (2.1.2)
0> = R d¢ ,
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de onde podemos ler a base de tetradas &t

[e" ] = ’ (2.1.3)

0 0 0 R

sendo A Indice de linhas e o Indice de colunas.

Das egs. (2.1.2) explicitamos ax”
0 H .3
dt = 0 - R 3]
dr = 8
(2.1.4)
dz = 62
17 .3
do = % 3]
de onde lemos diretamente a base de tetradas inversa e@A
1 0 0 -H/R
a 0 1 0 0
ie A] = {(2.1.5)
0 0 1 0
0 0 0 1/R |

onde o & Indice de linhas e A iIndice de colunas.

Diferenciandoc as 1-formas e utilizando as egs. (2.1.4)

obtemos ( =a/8t e 'z 3/3r)
0 H .0 30 H' 1 3
aol = 0
{(2.1.6)
dez = 0
3 R 0 3 - R' _1 3
do” = R 8" A 6 + B 0 A B

de onde podemos ler diretamente os CABC nao nulos



3=

0 '
(2.1.7)

0 H'
{(2.1.8)

. A ~
que levam aos seguintes w p nao nulos:

(2.1.9)
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dm03—(§—R Hl; +H§) 80A81 +
R 2R
(- B, HHR Ry 60 p 67,
R R R
.1 .l I. .l
(_HI;_HI;1+HH3R+%__)81A83
R 2R 2R
(2.1.10 )
'y = - B BB 0% el
2R
f IE 77T ! o
(HH2 _ HH3R + HH2 _ %ﬂ) e0 A e3 +
2R 2R 2R
2
I n
2R
e usando a segunda equagao de estrutura de Cartan encontramos
as seguintes componentes nao nulas do Tensor de Curvatura
A
(R pep) ¢
0 1 H', 2
Rq01 =7 ® !
0 _ _H' _H'R _HR
101 2R 2R2 RZ
RO _ _ " H'R'
113 2R 2R2
(2.1.11)
QO _mE_miR B R om?
303 R2 R3 R2 R 4R2
=0 _ fm' Wi’ _ HE'R _ R’
313 R2 2R2 2R3 R
1 _3m? e
- 2 R

gque nos possibilitam calcular as componentes diferentes de 2ze-

(R, 5)

ro do tensor de Ricci



Bgp = - g @R+ f -5 &
Ro1 =_%1§_'_%1§(§_')- +%”I“
Roy = = 3 ()
(2.1.12)
Ry, = -3 @7+ B
YU
e a partir dal, o escalar de curvatura resulta
m:-% (HI—%)' +2§~2~§’—'+32— (_11%_-_)2_ (2.1.13)

0Os parametros cinematicos sao dados no item 2.4.
Substituindo o tensor de Ricci e o escalar de curva-

tura nas equagoes de Einstein obtemos as seguintes componentes

para ¢ tensor momento-energia, TAB' na base de tetradas dada
por (2.1.5):

Too t -t 7 -k

To1=§§_l+%%(§_l’.‘%l‘

Tos =3 G

T, - % (%). ¥ (%)2-.%4% E% 4 a (2.1.14)

T, = (%)' - 5 d

Ty s G e '
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0 caminho que seguimos para chegar a Solugao mais ge
ral que encontramos fol sinuoso e longo. De inicioc encontramos
uma solugéo bastante particular gue fomos percebendo podia ser
generalizada. A titulo de ilustragéo vamos tentar expor o que
nos levou a esta primeira solugéo e posteriormente seguir um
caminho mais objetivo e racional para chegarmos a solugao mais
geral que enhcontramos.

Desejavamos encontrar uma solugio que satisfizesse
408 nossos propOsitos e que ao mesmo tempo tivesse uma fonte o
mais simples possivel, no caso, como a de Gbdel, um fluido per
feito. De T03 = 0 temos que (H'/R)l = 0 mostrando que o'
tem a mesma dependéncia funcional em r que R. T13 = 0,de cer-
ta forma nos leva a pensar gque a dependéncia funcional de H e
R em t deve ser parecida com a dependéncia funcional em r e co
mo queriamos GBdel como caso particular néo havia porque nao

tentar a solucao

H(t,r) = d sh®(ar+bt) + d' ch® (ar+bt)

(2.1.15)

Rit,r) e sh (ar+bt) ch(ar%bt) .

COm a; b, d, d' constantes. Disto segue Jue

%1 = 4a2
% = 4p?
, %l = 4ab .



b

= 0 nas egs. (2.1.14), tiramos qgue (d+d')2 =

De TO1

= e2 e ficamocs com:
T00 = - a2 - A
T11 = a2 + A
T,, = 3a° + A
T33 = a2 + A

e dai, se vt - GOA, segue gue
p = = a2 - A
p = % a2 + A
Ty = - % a®
Myp = 5 @
fyy=-3a’

que € uma solugao fisicamente aceitavel desde gque, pelas condi-

¢oes de energia dominante (ver ref. (12), pag. 91)

p >0
e
-p < <
Pz P, = p
para A £ —2a2, mas nac e um fluido perfeito, nem tampouco o Uni

verso de Gbdel, pois esse modelo apresenta o tensor de Weyl nu-
lo enguanto gque o de G8del nao. Consequentemente os invarian -
tes construidos a partir deste tensor sao diferentes para cada

um dos dois casos.
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2.2 — A INEXISTENCIA DE SoLUCAO TI1Po GODEL DEPENDENTE DO TEM-

PO COM O CONTEUDO MATERIAL SENDO UM FLUIDO PERFEITO

A métrica tipo G8del nao estacionaria

dada por

(2.1.1) leva as equagOes (2.1.14) para o tensor momento-ener -

i

gia. Nessas equagées, impondo Ty3 = 0, temos
%L - A(E) (2.2.1)
de onde segue que
H = A(t) J R dr + N{t) (2.2.2)
Por (2.2.1), T13 = 0 implica que
(E)' 13 , (2.2.3)
R 2
ou seja,
B-lAr. B (2.2.4)
Para termos um fluido perfeito temos ainda que im -
por T11 = T22 = T33. De T11 = T22 temos dque

R _ 1 (HLy2
R 2 'R !
que por (2.2.1}) resulta em
2

R" - AR =0 ,

1
2
equagao esta gue tem por solugao geral

eA(t)r/fi

R(t,r) = C(t) + DI(t)

ehA(t)r//f

(2.2.5 )
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A eq. (2.2.2) nos leva a

eA(t)r//§ e-A(t)r//?

H{t,r) = V2 C(t) - V2 D{t) + N(t) .

Derivando a equacac anterior em relacac a t e utili-

zando (2.2.4) e (2.2.5) ,podemos escrever

eAr//? N . e—Ar//f s

ADr BAT/VZ

AC r N + (V2 C - BC)

| —

(V2 D + BD) e~BT/V2 g ,

de onde, pela independéncia linear das fung¢goes em r tiramos as

condicoes

A=0=— A= const. = /7 a (2.2.6)
N =0-=s N=const., = n (2.2.7)
/2 & —-BC=0=— B =42 % (2.2.8)
VZ D + BD = 0= B = - /2 % (2.2.9)
Integrandeo as duas Gltimas equacoes obtemos
J B dt + &
cie) =e ? (2.2.10)
D(t) = e V2 (2.2.11)
onde m e § sao constantes de integracao.
Derivando duas vezes chtemos
B oat + g
. B° B { 3
C ;(Tf + —) e (2.2.12)
V2 B
—J — dt - m
. w2 3 /2
D:(T _— ‘—"—) e . (2.2.13)
V2
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11 = T33

Mas H(t,r) e R{t,r) devem ainda satisfazer T

o que leva a condicgao
(2.2.14)

{(2.2.4) como

Utilizando (2.2.6) podemos reesScrever

H
r = B(t) . (2.2.15)
Utilizando (2.2.10), (2.2.11), (2.2.6) e (2.2.7) '
H(t,r) e R{(t,r) ficam
ar + | £ ateg —ar-| £ atm
H(t,r) = V2 e V2 - V2 e V2 +n, (2.2.16}
: B
ar+ | — dt+8 -ar- J—— dt-m
Rit,r) = e 2 + e V2 . (2.2.17)
Agora multiplicando (2.2.14) por R, utilizando
(2.2.15), (2.2.16), (2.2.17) e a sua derivada segunda em rela-
cao a t obtemos
B
5 . ar+[-— dt+i2 2 . —ar—[-—— dt—m
(gf + E—) e V2 (%T - E—) V2 +nB = 0 ,
V2 V2
que pela independéncia linear das funcgOes em r implica em
2 . 2 .
%—--FB—':O ’ -BTZ——B=0‘—-—“'—”].3:B:O ’
) V2
ou seja, as fungdes sao independentes do tempo.
ar+l 3 73 L n (2.2.18)

H(t,r) = H(r) = /2 e
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R(t,r) = R(r) = 3T+t , gar-m (2.2.19)

demonstrando assim a asserc¢ao titulo deste item, que pode ser

tomada como © enunciado de um teorema,quando adotamos (2.4.1).

Passaremos entdao a procurar solugoes gque tenham Hii#

£ 0. Mas antes vamos ver como fica o termo T para a solucgao

01
dada por (2.2.16) e (2.2.17). Das egs. (2.1.14) temos

H H',- R
01 R R

T = V2 a B(t) - a B(t)

01 = Q(t) (2.2.20)

que sO serd zero para a ou B igual a zero. Como gqueremos am -
bos diferentes de zero ao mesmo tempo, doravante procuraremos
entdo solugdes que tenham, além de pressoOes anisotropicas (Hii

£ 0), tambem um fluxo de calor dy £ 0.

2.3 — UMA SOLUCAO DAS EQUACOES DE EINSTEIN DA  GRAVITACAO  QUE
GENERALIZA GUDEL PARA UMA FORMA NAO ESTACIONARIA

Vamos continuar assumindo TO3 = T13 = 0, de tal for-
ma que as egs. (2.2.1) e (2.2.4) continuam validas. Integran-

do (2.2.4) obtemos
f .
H = % J A(t) R 4dt + J B(t) R dt + U(xr) . (2.3.1)

Tgualando (2.2.2) com (2.3.1) e derivando sucessiva-

mente em relagdo a r e a t obtemos:
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z&R+Aé_(§A+B)R!=0 . (2.3.2)

(Y

Devido a discussao gque segue a equacao (2.2.20) va-
mos assumir TO1 = Q(t}). Por T01 dado por (2.1.14) e mais as

egs., (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3) temos

15 1+ A 1 R’
(—2' Ar+B} A + 5 A R (( R dr + 5 AN - r Q(t)
que multiplicada AR resulta em
1 2 1 ¢« _2 1 . .
(§ Ar+B)A'R + 5 A A R dr + 5> ABANR — AR = ARQ

(2.3.3)

Derivando (2.3.2) em relacaec a r e somando com

(2.3.3) obtemos

(% Ar+B) (AzR—R“) + % A A2 J R dr + % AANR = AQR , (2.3.4)
que nao sabemos integrar. Assumiremos entdo que A=0— A =
= const., = 3 e a equacdo anterior se reduz a
1r 2
R"(t,r) - F (t) R(t,xr) = 0 , {(2.3.5)
onde
2 _ w2 v Q(t)
F (L) = a~ - a B (L) . (2.3.6)
Pelas expressOes (2.2.1) e (2.4.12) vemos que quando
fazemos A(t) = const. a restrigdo que introduzimos €& da rota -

cao ser constante.

A solucao geral de (2.3.5) e dada por

-F{t)r

JFMIT i) e L (2.3.7)

R{t,r) = M(t)
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Considerando gue A = g, de (2.2.2) temos

L) ~FIOIr  wiey. (2.3.8)

H(t,r) = a —tc)

Derivando a expressao anterior em relagao a t e subs
tituindo Hem (2.2.4) com A = 0, pela independéncia linear das

fungoes em r, chegamos a

N =0 =N = const. = n (2.3.9)
M Fr o= L T L= 0 = F =0 =F = const. = a (2.3.10)
L")
YoM, . a ¢
BM = a (F) =g M (2.3.11)
I a
BL = -a (—F-) =-2L (2.3.12)

Vamos chamar g/a = . Com isso, integrando (2.3.11 )
e (2.3.12) encontramos

J B(t) 4¢.m
)
e (2.3.13)

_ I B(t)

M(t)

[

Y
0 dt-&
e . (2.3.14)

L(t)

u Y . ~ ~

sendo ¢ e m constantes de integracao que, chamamos a atencao ,

podem inclusive ter valores imaginarios do tipo u+vi, com u
8 ¥

real e v = kn com k inteiro, de tal forma gue e e e " pos

sam assumir valores negativos, ou seja, valores de -« a +«=., En

tao, vamos redefinir
e =mnm B m gualguer real

e = g ’ 2 qualquer real ’
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e ficamos finalmente com a seguinte solugao:

R(t,r) = m ef = 2e % (2.3.15)
H(t,r) = fmeX + 22¢~% 4+ n (2.3.16

onde
¥ = x(t,r) = ar+D(t) = ar + % J B(t)dt {(2.3.17)

e a, m, £, n, £ sao constantes reais quaisquer.
As equacgdes (2.3.15) e (2.3.16) podem ainda ser re -

escritas como

R(t,r) = (m+2)shy + (m-%2)chy (2.3.18)
H(t,r) = Q(m=2)shy + Q(m#l)chy + n . (2.3.19)
Vamos agora citar as seguintes relagdes que iremos

usar nos itens que se seguem:

%L - a (2.3.20)

% -9 (2.3.21)

& - p {ED) (2.3.22)
)

g o= p 0L 5% g (2.3.23)

. (2.3.24)

%l = ab (2.3.25)

A seqguir citaremos os simbolos de Christoffel ndo nu

los da geometria (2.1.1):
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0 H H
{00} "R R

0 1 HH
o1 =2 %R
(0, _ 1 HERY"

03 5 2

0 H' (H2+R%)-H (R%)
{13} = 2

2R

2 .2, ..
{0} [(R"=H") ]

337 4Rz

1 H'
{03} =72

(2.3.26)

{1_} . (Hz_Rz),

337 2

3 H
{1 = - =

00 Rz
{33 o 2 A

01 IR2
{ 3} _ (R2—H2)'

03 IR

2.4 — 0s PARAMETROS CINEMATICOS DA NOVA SOLUCAO

vamos adotar como campo de velocidade do conteddo ma

terial a tetrada eao, isto &, por (2.1.5)

o] O
Vi=e'y =0

VA - eA 2 :'SA

(2.4.1)
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Com esse campo de velocidades, utilizando as expres-

soes do Apéndice A, os YA

BC dados por (2.1.8) e as equacgoes
(2.3.20) a (2.3.25) calculamos os parametros cinematicos do mo

delo:

a) Aceleracao

"
aA = (0,0,0, ﬁ) = (0,0,0,0D)
. (2.4.2)
o + H D
a = (@D R’ 0,0, —S?E) .

Vamos analisar o comportamento da aceleragao no sis-
tema de coordenadas (t,r,z,¢). Pelas expressoes (2.3.15) a

(2.3.17) temos que

1im b 2 - 0% (2.4.3)
R
ar>tw
desde que quando m = 0 ou % = 0, tenhamos também n = 0.
lim - a22=0 , (2.4.4)
R
ar-teo

(QAmel) +1 on o b4 g

m—
lim @D % =
ar+D (t)~0 o se ng-0{m+%) e m=2
{2.4.5)
(D se m £ %
. m-g2
) D
lim -85 =
ar+D{t)-=0

8

se m=4 e 5#0
(2.4.6)

b) Expansao

g = X . 2 HmD ) (2.4.7)
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Pelas expressoes (2.3.15) a (2.3.17) vemos que:

1im % Eﬁﬁ - £ D (2.4.8)
ar—}ioo
e que
m+2) o se m £ &
- m— %
, D H-n
Lim TR "
ar+D{t) > G - se o= 2
(2.4.9)

Vemos entdo gue com relacao as coordenadas espaciais
a expansdo s0 diverge quando m =% , no ponto r = -D/a.

c) Tensor de Deformacao

1 = 2 aiag(0,1,1,-2) (2.4.10)

d) Rotacao

As componentes nao nulas do tensor de rotacdo sao,na

base (2.1.5), dadas por

H' afl
w13 —U.)31 - ﬁ = - _f_ 7 (2.4.11)
e o vetor de rotacao e dado por
A H' afl
w = (0,0, IR’ 0) = (0,0, R 0) r
(2.4.12)
ot = 10,0, B0y,
e no

ou seja, a rotacdo e constante, no sistema de tetradas

sistema de coordenadas.
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2.5 — A NATUREZA DA FONTE DA NOVA GEOMETRIA

Para a solugdc dada pelas egs. (2.3.15) a (2.3.19)
as componentes nao nulas do tensor momento-energia, dados pe -
las egs. (2.71.14), utilizando-se as eqs. (2.3.20) a (2.3.25) ,

se reduzem a (em tetradas):

Ty = a° (3 2%-1) - A
Toq = ad (9%-1)
T11 = (92—1)(% % + 52) + %~% + a%fz + A (2.5.1)
T,, = (92-1)(% Hep% . 2 % v a?(1 - %;) v A
T33 = ai?z + A .
Decompondo esse tensor segundo o referencial comoOvel
com o conteudo material, dado pelo campo de velocidades

(2.4.1), encontramos suas partes irredutiveis como sendo:

a) Densidade de Matéria

o =T = a® = Q% — 1) - A (2.5.2)

b) Pressdo Isotropica

. _ 2
p = % [(92_1)(% % + Dz) + ] + %T (2 + %T) + A {2.5.3)

SIE

c) PressOes Anisotropicas Nao Nulas (em Tetradas)

1 2 D H « 2 nb a 2
I =3 Q-G R+D) + gl + 5 (0-2)
1 2 D H n 5 252 2
I, = 3 [ "1)(5 R*+P ) o+ Q E] T 6 (- -2) (2.5.4)
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. . 2
2 2 DR 2 D, a 2

Lol =]

d) Fluxo de Energia Nao Nulo (em Tetradas)
+ 2
C_{'I = aD(\Q -1) . (2.5.5)

Vemos entéo que a densidade de matéria e constante
em todo o espago-tempo, as pressées tém dependéncia temporal e
espacial na coordenada r, enguanto que o fluxo de energia de-
pende apenas da coordenada temporal através de D.

Vamos agora, de posse do vetor de rotagao eqg.2.4.12),

construir a matrxiz QAB dada por
w2
Ryp = “a¥ ~ 3 Dag - (2.5.6)
onde
2.2
2 AB a {2
W” = walpT = = ) . {(2.5.7)
Assim sendo,
2.2
2. =2 diag(0o,-1,2,-1) (2.5.8)
AB 12 AR A o

Examinando as expressoes (2.5.4), (2.4.10) e (2.5.8)

vemos que podemos expressar o tensor I pox

AB

II + 8 (2.5.9)

aB - & %ap AB

onde £ e [ sao coeficientes viscosos dados por

¥

1 2 D H n D,
) [ (© —1)(§§+ D7) +§§] (2.5.10)

Ay
It

o2
- - 8 52.) . (2.5.11)
32

Y
1



~54_

Introduzamos © conceito de fluidos Stokesianostlﬁ%ﬁL

S

como sendo agueles onde, na sua forma mais simples, as pres-
sdes anisotropicas estdo relacionadas ao tensor de deformacao
por um coeficiente viscoso

I, = £

AR (2.5.12)

Cap

Entao, pela eq. (2.5.9), o conteldo material do nos-
go modelo & um fluido Stokesiano para Q% - 2, quando  entao
£ = 0, e a eq. {2.5.9) se reduz a eq. (2.5.12).

Ja quando & for nulo, o que ocorre quando D = 0 (ver
item 2.2 e eq. {2.3.17)), e 92 £ 2, o comportamento do fluido
cosmoloégico do modelo &€ o de um  fluido nao Stokesiano  pu-—
ro(lé), ou seja, a resposta do fluido a uma deformacao nac de-
pende do tensor de deformagéo, que no caso € nulo. As pressées

anisotropicas sao entao fungoes apenas do tensor f construi

AB'
do a partir do campo vetorial homogéneo wA, 0 que caracteri-
zZa uma situagéo onde uma rotagao uniforme, como & a do caso em
questao (ver eq. (2.4.12)), gera as pressées anisotropicas.

No caso geral, quando D # 0 e 0? # 2, isto &, guan
do £ £0 e r £ 0, o fluido tem, simultaneamente, os dois cam
portamentos, Stokesiano e néo Stokesiano, e, dependendo dos va
lores particulares que dermos aos parametros e fungées livres,
teremos um ou outro comportamento scobressaindo-se...

Outrossim, vemos gue teremos a fonte como sendo um
fluido perfeito apenas para D{t) = const. e 92 = 2, valores es

tes que nas egs. (2.3.15) a (2.3.17) recuperam a solucaoc de

chdel (ver item 2.7).
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2.6 — A FONTE E AS CONDICOES DE ENERGIA DOMINANTE

As condig¢bes de energia dominante (ver ref. (12),pag.
91), no caso mais geral, estabelecem gue em gualguer base de
tetradas ortonormal o termo de energia domina, prevalece, so-

bre as demais componentes do tensor momento-energia, isto e,

ou -T £ T £ T ’ (2.6.1)

para <cada A e B.

As componentes do tensor momento-energia da fonte
do modelo cosmologico em questéo dadas pela eqg. (2.5.1) es -
téo expressas na base de tetradas dada por (2.1.5), que e uma
base ortonormal, logo podemos aplicar as condigbes (2.6.1) di-

retamente sobre (2.5.1):

a) Para A =0 e B = 0 temos gue
p = Tyy 2 ITOOI = p = a2 % 92—1) - A >0 p
o gue & possivel desde que
A< 332 @ - 5 (2.6.2)
b) Para A = 0 e B =1 ficamos com
—p = —a’ & 0%-1) + A £ aD(R*-1) < az(% 02 _ 1) A=

Vemos claramente gque a condig¢ao acima limita a fun -
c3o D(t) de tal forma gque a mesma tenha um conjunto imagem tal

gue, para -« < t < o, tenhamos
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~a? 3 otanen | a®(F af-1)-a

- < D(t) < , (2.6.3)

la(a-1)] la(n?-1) |

ou seja, D(t) nio pode crescer ou decrescer indefinidamente pa
2 . .
ra |a(Q -1)| # 0, mas pode variar livremente no caso em que

3(92—1) = O;

c) Para A = B = 1 a egqg. (2.6.1) resulta em

3.2.2 2

202 —a Q7 —a" =4,

3 2 2 D H n D '
- 7 aQ+a +A < (@ —1)(5 =zt D7) + SR 1 * A

A
EA

que pode ser reescrita como

n . 2
2,.2 2 D H . 2 n D a 2
- a“ (Q"=1) £ (Q -1)(5 7 ¥ D7) + TR bt Tr(ﬁ ~2)=2A ; (2.6.4)
d) Para A = B = 2 temos que
3 22 2 2 BH 2, nbd .2 a%?
- g anT+at+ < (o —1)(5 g + D )+§ gta - =g+

que nos leva a

.2

s %1 B FpY)

2 =

%'g a2?-21-20 (2.6.5)

g} Para A = B = 3 a eqg. (2.6.1) nos leva a

) 2.2
- % a292+a2+A < alf + A< % azﬁz - a2 - A, {2.6.6)

onde a primeira desigualdade nos diz que

- a(@%-1) s 0 — 9%z, (2.6.7)

enquanto que a segunda desigualdade nos leva a



57~

a2 2
A = s (R7=-2) ' (2.6.8)

gque €& mais restritiva que (2.6.2).

As egs. (2.6.2) a (2.6.8), consequéncias das condi -
coes de energia dominante, impéem restrigées sobre a solug§c>@§
da por (2.3.15) a (2.3.17).

Vale observar que a parte intermediaria das equagées
(2.6.4) e (2.6.5) diverge para determinados valores particula-
res dos parametros m e £ quando ar+D(t) - 0, como veremos
no item 2.8 adiante. LA veremos também gque neste ponto teria -
mos uma singularidade, mas, pelos nossos criterios das condi-
goes de energia dominante, as egs. (2.6.4) e (2.6.5) nos di -

zem que essa e uma solugdo nao fisica.

2.7 — ANALISE DAS CURVATURAS - QUAIS PARAMETROS DETERMINAM FA-
MILIAS DE SOLUCGES DIFERENTES ?

Para a solucao dada por (2.3.15) a (2.3.17) as compo
nentes ndo nulas do tensor de Riemann, egs. (2.1.11), na base

de tetradas (2.1.5), sao

] a2
0101 = — 4
, . 2 2
2 DH -2 - n D a n
Rozpz = @ -NIE g+ D) + 535+ 77
(2.7.1)
R - aD(n?-1)
0313 = -
2
3a 2 4
Rizq3 =71 & - 3)

Fm uma base ortonormal de tetradas os invariantes do
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modelo sdao construidos a partir da curvatura, da métrica de

Minkowski n e do tensor de Levi-Civita Ora, tanto

AB "ABCD"

AR quanto independem da solucao e das coordenadas, lo-

"aBCD
go, tudo o que for possivel concluir, por exclusao, analisando
-se as curvaturas sera valido para os invariantes. Por exemplo,
se as curvaturas independem de um dado parémetro, certamente
que o0s invariantes tambem néo dependeréo. Baseando-se nesse fa
to, prossigamos nossa analise.

0 parémetro a representa apenas um fator de escala

que pode ser eliminado pela transformacdao de coordenadas (quan-

do a # 0), que corresponde a uma mudanga da base de 1-formas

XU > §P = axp
(2.7.2a}
BA - %A = aeA
*
seguida da transformacao de escala( )
as? - d§2 = a2ds2 . (2.7.2b}
A transformaggo de coordenadas leva os RABCD em
o -4
Rapep ” Rapen =2 Ramep -
~ s
A transformagao de escala leva os RABCD em
B > R - a? rﬁ —a_2 R
Ragep aBcp - 2 Rapcp ABCD ’
ou seja, ficamos com
2 2 n2 N, 2 2
as? - @ o+ NE,Hah? - a¥? - @&t - BEHC ad

* ~ ~
( )Consideramos como transformacao de escala as transformagOes conformes on
de o fator conforme € constante. Sobre as transformagoes’ conformes — ver

Capitulo 3.
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e
R _9?
0101 - 4
* % * % 2
n;, 0y n,
- 2 D H * 2 nD &
RO3O3—(Q—1)(§§+D)+"§-§+T
N2
RO313 =D (87=-1)
— 3 2 4
Ry393 =7 (8 - 3)
onde
* L]
5 _aB@® _ ap(e) _ ap(e) at _ B
e ot it 4 a

Notemos que como as equagdes de Einstein ndo sdo in-
variantes sob transformacgdes conformes, a transformacao dada
por (2.7.2b) implica que teremos que ter um novo tensor momen-—

= —4
a

to—-energia dado por TAB = TAB'

Para D = const. —=> D = 0, vemos pelas egs. (2.7.1),
que os invariantes nao dependem dé m, %, n, ou seja, para cada
valor de m, %, n teremos a mesma geometria em sistemas de co-
ordenadas diferentes. Neste caso, guando D = 0, determinam so-
lugées diferentes valores diferentes apenas dos parametros e
D = const.

Quando D = 0 temos solugées estacionarias diferen-
tes para cada valor de {I, sendo que para 92 = 2 recuperamos a
solucdo de G8del na forma apresentada por Bampi & Zordan (itens

1.2 e 1.8 com destaque para 1.8.c).
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No caso geral, quando a fung§0 D(t) e qualquer uma
que satisfaca as condicées de energia dominante, egs. (2.6.3)
a (2.6.5), para cada funcao D(t) e para cada valor de m,%, n ,
£, teremos solugées diferentes, uma vez gue as curvaturas, e
pelo menos um dos invariantes, o escalar de curvatura dependem

explicitamente dessas grandezas (ver eq. (2.8.2)).

2.8 — UMA SOLUCAO QUE APRESENTA SINGULARIDADE ?

Substituindo-se as egs. (2.3.20) a (2.3.25) na eq.
(2.1.13) temos a expressao do escalar de curvatura para as so-

lugdes dadas por (2.3.15) a (2.3.17) escrita como

2

N 2 D H -2 n b 2 a
R = =2 [(Q ~1)(§ P )+ a R (R7-4) = 1, (2.8.1)
ou ainda,
2 " ar+D -ar-D oy 2
_ (2=1)Dlm e + L e ) +inD 2 s 2 a 2
R = ear+D _ g e—ar-pb + (Q7-1)D7 + _I'(Q -4)
(2.8.2)
Sabemos, pelas egs. (2.6.3) a (2.6.5), que as fun -

cdes D e D devem ser limitadas para gue as condig@es de ener -
gia dominante sejam satisfeitas. Por outro lado, se DebD fo-
rem nulos o escalar de curvatura nao divergira. Entéo D e D
néo nos causam preocupagao. Analisaremos entao, O comportamen
to de R gquando ar e/ou D(t) assumirem valores muito gran -

des e quando ar » -D(t).

2 Loe20 al 2
lin R = (@°-1) (£B+D%) + & (@%-a) (2.8.3)
ar+D (L) > %o
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2

2 : .
[ [@°=1) mR)+onID . 2 22 a2

= —~—) + (R°-1D -F—I-(Q -4) R (2.8.4)

se m £ &
lim R = 4 ¢
ar+b ()0

=4 (2.8.5)
s [(QZ~1)(m+2)+Qn]ﬁ #0em= 2 , prevalecendo o si -
nal + ou — de acordc com © sinal de [(92—1)(m+2)+ n]b

Como ja observamos no Ultimo paragrafo do item 2.8
a situacdo correspondente a eq. {(2.8.5) corresponde a uma situ
acdo nao fisica, uma vez que © termo responsavel pela divergen
cia de TR no ponto ar+D({t) =+ 0 nao deve sair dos limites fini-

tos dados por (2.6.4) e (2.6.5).

2.9 — As SoLucOES COMFORMALMENTE PLANAS

Utilizando a definigao do tensor de Weyl dada no
Apéndice A e as equagoOes (2.3.20) a (2.3.25) encontramos, na
base de tetradas (2.1.5), que as componentes nao nulas do ten-

sor de Weyl sao

1 2 . 2 D H 2 n b
Woroq = Wa323 = — g L@ -DB" + g5 -a)+gxgl
W - W - -1 a b1 (2.9.1)
0212 0313 2 -9
1 2 s 2 D H a2 n D
Wosgz = Wygqz = 3 L@-O" +gg+73) +gxl -

Uma geometria & dita conformalmente plana quando po-

de ser obtida do espag¢c planc por uma transformagao con -
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forme(lﬁ) (ver também Capitulo 3, item 3.1 e 3.2 desta tese ,

com destaque para o Ultimo paragrafo do item 3.2). Isto quer

dizer que por transformagoes de coordenadas podemos colocar a
métrica em uma forma tal que & possivel escreve-la como

"y -2

I

g = Alx

" ovo (2.9.2)

ny - - . . . -
onde an & a metrica do espacgo plano de Minkowski e esta rela

cionada com a méetrica de Minkowski cartesiana nUV = diagl(t,-1,

-1,-1) por uma transformagao de coordenadas.
A condicdo para que uma geometria seja conformalmen-

te plana @ que o tensor de Weyl seja nulo(lg)

WagcD = o . (2.9.3)

Impondo essa condicdo as nossas solucoes vamos encon
trar as familias de geometrias que sao conformalmente planas .

Examinando as egs. (2.9.1) vemos que a condigao (2.9.3) e sa -

tisfeita quando

2 (i) n =20
Q" =1 e J . ou (2.9.4)
(iiy D = 0
Mas, observando as egs. (2.7.1) vemos que em quais-
quer das situagOes acima (i) ou (ii) as componentes do ten -
sor de curvatura e consequentemente os invariantes ( ver item

2.7) séo os mesmos. Logo, temos a liberdade de escolha de colo
car 5 ou n ou ambos iguais a zero. Ainda pelo item 2.7, sabemos
que quando vale as egs. (2.9.4}) as egs. (2.3.15) a (2.3.17) re
presentam uma mesma.solugao para quaisquer valores de a, m, %,
n. Na realidade temos uma inica solugéo conformalmente plana

que pode ser escrita de infinitas maneiras. Vamos cita-la ex -
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plicitamente na forma que, como mostraremos no item 2.10, cor-
responde ao "sistema de coordenadas cilindricas" usado por G-

del. Facgamos nas eqs. (2.3.17) a (2.3.19)

a D
E= 8m = 8% = —-4n = 20 =B*—* 2 (2.9.5)
a
para obter

D{t} = 2bt (2.9.6)
R(t,r) = sh{ar+bt) ch(3r+bt) (2.9.7)
H(t,r) = sh(Sr+bt) i (2.9.8)

Lembramos que por (2.9.4.ii) D = 0 implica que D =

= const. gue por conveniéncia tomamos igual a 2b.

Mas esse sistema de coordenadas naoc & bom, ja que ele
apresenta uma singularidade aparente no ponto ar+bt + 0 pois
nesse pontc a expanséo diverge nos sistemas de coordenadas da-
dos por m = & (ver eg. (2.4.9b)).

Em um grafico m contra ¢, os sistemas de coordenadas
que apresentam singularidade aparente, m = ¢ , sao representa-~
dos pela reta bissetriz dos quadrantes Impares. Podemos dizer
gque os sistemas de coordenadas o maximo afastados destes 350
agueles em que m = —% , gue no grafico m contra & e a reta
bissetriz dos quadrantes pares. Neste sistema de coordenadas ,
isto &, fazendo nas egs. (2.3.17) a (2.3.19)

m= =4 e n =20 (2.9.9}
ficamos com (considerando o observador tal que este sistema de
coordenadas seja combOvel com ele}

R(t,r) = 2m ch [ar + D(t)] (2.9.10)

H(t,r) = 208m shlarsD(t)] (2.9.11)
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e a expansaoc fica

R - shlar+D (t)]
8 = R = D(t) ChlarsD(E)] . (2.9.12)
cujo comportamento & mostrado na Fig. 2.9.1.
4 g
. S _
(£
=
X = ar+D(t0)
“D(ry)
Figura 2.9.1 ~ O comportamento da expansao para a solugao  conformalmente

plana. Como neste sistema de coordenadas n = 0, D(t) pode

ser qualquer funcao que satisfaga (2.6.3) a (2.6.5).

2,10 — SoLUCOES QUE NAo APRESENTAM VIOLACAO DA CAUSALIDADE DO
TIPO QUE OCORRE EM GODEL

Vamos fazer esta analise procedendo da mesma forma
gue no item 1.7. Para tanto temos que estar em um sistema ci -
lindrico de coordenadas. Ora, sabeﬁos gque o elementc de linha
do tri-espago plano no sistema cilindrico de coordenadas e da-
do por

_ds? - ar? + az® + réas , (2.10.1)
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onde r, 2z, ¢, sao respectivamente as coordenadas radial, azimu
tal, angular.

Na nossa métrica dada por (2.1.1) e (2.3.15) a
(2.3.17), vamos considerar t constante. Ficamos entéo com o

elemento de linha representadoc por:

_as? = ar? + az? - wl-r%as? (2.10.2)

com
1282 = (92-1) m2e2Xsele™X) sns2me (22+1) +2name X4 2na2e™ X
(2.10.3)
Vamos agora, da mesma forma gue no item 1.3, expan- -
dirx H2--R2 em torno do ponto ¥ = 0, mantendo até a ordem 2 em x:
2 2 -2
H —R2 = (92~1)(m +£2)+n +2m2(92+1) + 2n& {m+&) +
¢ 2000%-1) m2=2%) e m=2) 1% +
v 1209221) m2+22) in0 (mes) 1%° . {2.10.4)
Desejamos que ao substituirmos (2.10.4) em (2.10.2)
tenhamos uma expressdo da forma de (2.10.1). Para dque isso acon
teca, os coeficientes dos termos de grau zeIXO € um em X, na

eq. (2.10.4), precisam ser nulos, ou seja,
(9221) (m2+2°) +n+2me (22 +1) 4200 (m+2) = O

(92—1)(m2—£2)%n9(m—2) = 0 .

Vemos que esta ultima eguagaoc & satisfeita para m= L.
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Substituindo isto na anterior ficamos com

492m2 + 40nm + n2 =0 ,

que se anula para n = -=2{4m. Entao temos gque quando
m= A= - g (2.10.5)
podemos reescrever (2.10.4) como
B°-R® = —am’x? (2.10.6)
que em (2.10.2) resulta em
—as® = a¥? i az? a YRast (2.10.7)
onde fizemos a seguinte transformagao de coordenadas:
r+}1=§:r+D;t) ’ ¢—»$z 2am¢. (2.10.8)

Comparando (2.10.7) com (2.10.1) vemos gue fica de -
monstrado gque quando vale (2.10.5) a gecometria estéo expressa
em um "sistema de coordenadas cilindricas" que tem como "coor
denada axial" a coordenada z, como "coordenada radial" % = y/a

‘D{t)

= ¥ + 2 , definido para cada valor de r e t, e como "coor

s
denada angular” ¢ = 2améd.
Para melhor caracterizar essa "simetria cilindrica",
vamos passar a escrever R e H na forma dada por (2.3.18) e

(2.3.19), que de acordo com (2.10.5) e (2.10.8) resultam em

V) ")
R{t,r) = 4m sh %§ ch %; (2.10.9)
2 iV
H(t,r) = 4 @ m sh %; (2.10.10)

e o elemento de linha (2.1.1) fica
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. i "y
ds2 = dt2 + %? sh2 %; dtd$ - dr2 - dzz—’:% sh2 %?

a

V]
(1 + (1-2%) sn® &5 af®  (2.10.11)
onde lembrames que por (2.10.8)

e gr = dr - B) 4y )
a o

Expandindo (2.10.11) para valores pequenos de ¥ Ofi-

camos com

as? = at? + a0 ¥2atdd - ar® - daz° - ¥2a8% ,(2.10.12)
e, como podemos ver, tem certa semelhanca com (1.3.2). Para t=

= const. reobtemos, como era de se esperar, (2.10.7).
Assim sendo, quando na eq. (2.10.11) fizermos t, r, z
. u
constantes e variarmos a "coordenada angular" ¢ de um valor
. . Y
igual a 2r vamos ter circulos fechados com raio = r em torno
da linha coordenada z. Nesta situacac © elemento de linha se

esCreve CoOomo

Y Y]
as® = - 4 0?2 pe-e?) sn? 4§ L (2.10.13)

As trajetdrias dadas pelo elemento de linha anterior

serao do tipo nulo guando T o= %c tal que

sh® S —j : (2.10.14)
(Q°=1)

- . "y ay . \ Wy
Serac do tipo espago para r < ¥, € do tipo tempo para r > I ..
Pelas condigdes de energia dominante, eq. (2.6.7),

temos gue 92 2 1;-e vemos, pela ed. (2.10.14); gue o] raio
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critico vai para infinito guando 92 tende para o valor 1, e se
torna totalmente causal gquando QZ = 1; ou seja; as trajetorias
dadas por (2.10.13) serao sempre do tipo espago guando R% = 1.

Temos entao que:

i) Todas as solucoes dadas por 92 > 1 apresentam vio
lacao da causalidade do tipo analoga a gue ocorre em  Gbdel
{(ver item 1.7) na regiao externa a %c dado por (2.10.14). Gb

del & o caso particular para 92 =2, D=0e a=2.

ii) A solucao dada por 92 = 1 & totalmente causal em
relacao ao tipo de violagdo da causalidade que ocorre em Gbdel.
O elemento de linha dessa solucao a dado por

2 2 4 _2 ar 2 4 2 ar

", 2 2
ds™ = dt" * <% sh jf-dtd¢ - dr - dz - — sh = d¢

(2.10.15)

e quando D = 0, temos a solugao gque & conformalmente plana (ver

item 2.9, onde; em um outro sistema de coordenadas, estudamos

inclusive o comportamento da expansao para esse modelo}.
Quando tomamos D = 0, temos o caso estacionario, que

{15}

foi apresentado por Rebougag-Tiomno —' com uma fonte diferen-

te, A respeito deste assunto falaremos no item 2.14.

Como complemento falta ainda citar gque no "sistema
de coordenadas cilindricas" dado pela eq. (2.10.11), as "coor
denadas cilindricas" t, ¥, z; E, tém o dominic de variacgao das

coordenadas cilindricas usuais, conforme egs. (1.3.3}, o©o gque

implica que se as coordenadas t, r, z, ¢ variarem entre

IA
K
A
8
“

-0 < £t < ; - =
a {(2.10.16)



todos o©s pontos do espaco-tempo estarao cobertos.

Resta ainda ocbservar que para um dadeo valor de D(tOL
D(t,.)
0 n

ao variarmos r, teremos um r. tal que r. + a =r, €

que para um dado valor fixo de r ='r0, ao variarmos t, tere -
D(t )
C

Y .
+ = r_ . Di
0 3 o Disso podemos con

ROS um t_ tal que r
cluir que esse modelo de universo tem uma fase em que dependen
do do valor de r ?le pode ser causal ou nao, e fora dessa fa -
D(t :
c

a

se, gquando > r, ele serd acausal, independentemente

do valor de T.

2,11 — QuE RESTRICOES UMA EQUACAO DE ESTADO PARA UM FLUIDO PER
FEITO IMPORIA AC MODELO ?

Vamos impor aos modelos dados por (2.3.15)a (2.3.17)

e (2.4.1) a equacao de estado proOpria de um fluido perfeito

P = Ap . (2.11.1)

Por (2.5.2) e (2.5.3) temos

iy 2 2
2n D - a 9] 2.3 .2
R + 5" (2 + --2—-«-) + 3A = 3ia (Z §7-1)-3A0

o

2 D H .2
2(9—1)(‘5—2§'+D)+

que se multiplicarmos por R e substituirmeos II e R dado por
(2.3.15) e (2.3.16) resulta em

2

i (2%-1) B+H?) + a® (1 + £ 4 30040 - 30a% G 2% X s
L 02 , -
pi(a?-1) 6-5%) - 221 + L) - 3n(en + 3@ 2P0 X

4ndp = 0,

. ~ . . . - 0 .
que pela independencia linear das exponenciais eX, < X, e im-
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plica em:

il
o

{i) n
a) 4 nOD = 0 == ou (2.11.2)
| (ii) D=0 ,

ja que por (2.6.7); ¢ nao pode ser nulo;

s a2 .
b)  2(0%-1) B3+D%)+a’(1 + %T)+3A(1+A)—3Aa2(% a%-1) = 0
{(2.11.3)
2 . oe2 2 02 23 2
o) 2@ B-DH-a® (1 + Zo-3aien)e3ra’ ( 0%-1) = 0
(2.11.4)

Mas, pele item 2.7, sabemos que as condigdes (2.11.21)
e (2.11.2ii) correspondem a mesma geometria ( ver comentario
abaixo da eg. (2.9.4)). Apenas por curiosidade, vamos investi-

gar essas duas condigbes equivalentes.

(I) Se valer (2.11.2i), somandc (2.11.3) com (2.11.4)

obtemos

2

I
-

(1) &
(@%-1)D = 0 — (2.11.5)
(1i) D

1}
[ ]
.

A COndigao (2.11.51i) & a mesma que (2.11.2ii), e a
COndigéo (2.11.51) mais uma vez mostra a solug&o n = 0 {equiva
lente a D = 0) e 92 = 1 comc privilegiada, uma vez gue ela =
a unica conformalmente plana (item 2.9) e também a unica total
mente causal no sentide do item 2.10, e agui aparece como a
{nica que pode ser escrita no sistema de coordenadas em que

n = 0 sem termos que imper restricdes sobre D(t), alem daque-

las impostas pelas condigdes de energia dominante (item 2.6).

(IT) Resta a condigao (2.11.Zii); que engloba a
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(2.11.21), como representativa das restrigdes impostas por

{2.11.1).

Se D=0 e colocando
D = 2b = D(t) = 2bt , (2.11.6)

onde colocamos a segunda constante de integrag¢do igual a zero,

as egs. (2.11.3) e (2.11.4) se reduzem a
2 2 2 .9 2.3 .2
§(Q=1)b " +a”™ (1 7T)+3A(1+A) - 3Xa (E Q7 =1) = 0 ,

de onde podemos isolar o valor de A em fungao dos parametros

da geometria e da constante cosmoldogica como sendo

) 2
8(92-1)b% + a%(1 + %r) + 3A
A = 53 ; (2.11.7)
3a° (2 2%-1)-34

ou explicitar A em funcao de X e dos demais parametros

. 2
—8(02-1)p%-a% (1 + %r)+3ka2(% Q%-1)

A= 3TT+0) (2.11.8)

e, utilizando (2.5.2) e (2.5.3), escrever p e p como funcao

de A

2a% (50°-4) + 32(0%-1)b2 (2.11.9)

- T2{7+1)
., 222 (50°-4) + 32(9%-1)b° (3.11.10)
P = T3 (T+1) S
Como por (2.6.7) 92 z 1, poxr (2.11.9) vemos que

P = Tgo e positivo para qualquer valor de A > -1. Agora, con
siderando a restricido imposta por (2.11.2ii) a acelerac¢ao,eq.

(2.4.2),¢e a rotagéo; eq. (2.4.12), se escrevem como

a™ = (0, 0, 0, —2bf) (2.11.11)
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A , |
»® = 0, 0, 2, o) (2.11.12)

e vemos, por (2.11.7); gue o valor de X fica caracterizado pe-
los valores desses parametros cinematicos e pelo valor da
constante cosmologica. Como A pode assumir qualquer valor mai-
or gue —1; 0s trés valores classicos, 0; correspondendo a poei
ra, 1/3, correspondendo a radiagao; e 1 correspondendo a gas

ultra-relativistico, s3o possiveis.

2,12 — ANALISE DA VARIACAO DA DENSIDADE DE ENTROPIA

A segunda lei da termodinamica, que da origem a pro-
priedade de estado chamada entropia, estabelece que para qual-
quer sistema isolado como um todo essa grandeza cresce ou é
estacionaria, ou seja, a entropia pode ser gerada mas ndo pode
ser destruida. NO nosso caso 0 nosso sistema como um todo & o
Universo. Entao para aplicarmos fielmente a 22 lei da Termodi-
nimica deveriamos garantir que no Universo como um todo a en -
tropia cresce ou é estacionaria., No entanto, em geral, o que
se faz & assumir que o fluxo de entropia entre elementos de
fluidos vizinhos & nulo, isto &, ndo existe fluxo de entropla
através das faces de um elemento de fluido, ou se caso existir,
considera-se gue ele & tao pouco intenso de tal forma que nao
seja significativo. Entao, em geral, a aplicagao do segundo
principio da Termodinamica que se faz aos modelos cosmologicos

& considerar que a variagao da densidade de entropia seja posi

tiva, isto &,
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é:'—-:'s“ vl = 0 . (2.12.1)

Garantindo-se que a variacéo da entropia seja nao negativa em
cada elemento de volume,automaticamente esta garantida que ela
serad maior ou igual a zero em todo o Universo. Para os modelos
que tém como fonte fluidos hOmogéneos esta imposigéo de Sz 0
néo traz maiores restric§es que o segundo principio em si, mas
no caso geral ela € uma restricéo bem mais forte que o segundo
principio.

No caso dos modelos em que o fluido cosmologico apre
senta rotaqéo;néo podemos separar globalmente © espag¢o-~tempo
em um tempo cOsmico mais um tri-espaco. Entéo néo podemos fa -
lar na variagao de uma entropia global em relaqéo a um  tempo
cosmico., Néo nos resta outra alternativa que néo analisar a va
riaqéo da entropia parcialmente, no maximo na extenséo em que
pudermos estabelecer a separaqéo espag¢o-temporal para poder -
mos comparar a entropia de uma dada folha tri-espacial com a
imediatamente vizinha separada da primeira por um infinitesimo
da coordenada temporal. Neste nosso trabalho néo encontramos a
transformagéo para um referencial no qual fosse possivel fazer
tal separagéo. Entéo analisaremos a variaqéo da densidade de

entropia S.

A equagéo gque relaciona a variagéo da densidade de
entropia S em relagéo ao tempo proprio do referenclal comoven
te com o contelido material com as quantidades responsaveis pe-
lo afastamento da situagao ideal de fluido perfeito, e dada

por (ver ref,'(%i); pags. 20 a 22 e ref. (5), pags. 115 a 118)

}lTé = —Du UV‘Ll - e(Q+P) =
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D Lo Voo _ gH
==]l O'u\). + g "\) aqu 7 (2.12.2}
onde
u e a densidade de massa de repouso medida pelo obser
vador comovente com o fluido,
T e a temperatura absoluta; e
5 estd definido em (2.12.1).
Por (2.4.10} e (2.5.4) temos
ny AB 26 2 DH  +2, - nbD 8a’ 2
H@u\)zl"[ GABz?{(Q_1)(§§+D}+§§]—,_6-_(9_2)
(2.12.3)
Por (2.5.5), (2.1.5), (2.3.26), (2.3.27) e (2.4.7) ,
tenmos,
- 1
- - ab (2%-1) 2 = —a®e (2®-1) . (2.12.4)
Por (2.4.2b}) e (2.5.5), obtemos,
a“qu - 0 . (2.12.5)
Substituindo (2.12.3) a (2.12.5) em (2.12.2), obte -
mos,
26 -~ 2@ @B, 5% 0D sal 502,
wTs = - 3 60 -1 (g g + TOR T e -
(2.12.06)
Por (2.4.1) e (2.5.2) vemos que
p”uv“ -0 . (2.12.7)

Considerando (2.12.2) e (2.12.7), podemocs escrever

LTS = -6(p+p) . (2.12.8)
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Por (2.5.2) e (2.5.3) vemos que (2.12.8) & idéntica
a (2,12.6) como deveria ser.

Em geral, (p%p) e maior que zero. Isto quer dizer
gue para termos g > 0; 8 deve ser menor que zero, uma vez
que y e T sdo positivos definidos. Por (2.12.6) vemos que se

D = 0, para termos S > 0, 8§ tem realmente gque ser menor gue
2

Zero, uma vez que por (2.6.7) @ tem gue ser maior ou 1igual

a 1.
Aceitando as restricgOes impostas pela eq. {(2.12.2)
concluimos entdo que para os modelos onde D = 0 temos que ter
6 <0 , {2.12.9)

e gue para os modelos em gue D # 0 devemos também acatar a
desigualdade (2.12.9) se, por (2.12.8) assumimos que (p+p) > O
& uma restrigao razoavel para o fluido cosmologico (ver ref.
(5), pag. 117). Nossos modelos representariam entéo Universos

em rotagdo e em contragao.

2.13 — CASOS PARTICULARES DE INTERESSE

a) O Modelo de Gbdel

No comentario que se segue a eq. (2.5.12) vimos que
guando 92 = 2 o conteudo material tem o comportamento de um
fluideo Stokesiano. Ora; esses valores de omega, = £v2, cor -
respondem a solugao de G&del; o gue pode ser visto facilmente,

pois quando tomamos © caso estacionario, ou seja, gquando D = 0
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nas egs. (2.3.15) a (2.3.17) e em (2.7.1), estas se reduzem ,
a menos da notagéo; as eqgs. {1.2.6) e (1.8.4)., Isto nos leva
a concluir que guando 92 = 2 temos a generalizagao nao esta -

cionaria do Universo de G8del, e como podemos ver, pelos comen
tarios segquintes a eq. (2.5.12), o fluido cosmolégico deste Uni

verso & do tipo Stokesiano.

bh) O Modelo Totalmente Causal com Caso Particular

Conformalmente Plano

Pelo Item 2.10, vimos que quando 92 = 1 temos uma so
lugao totalmente causai,que tambem € conformalmente plana quan

do D = 0 (ver item 2.9).

c) Um Caso Particular TIsento de Rotacao

Pelas eqgs. {(2.4.12) vemos que a rotagao sera nula
gquando a = 0, uma vez que por (2.6.7) Q néo pode ser zero.Nes
te caso o modelo resultante tera dependéncia apenas ha coorde~
nada temporal e as fungées He R, egs. (2.3.18) e (2.3.19), se

reduzem a

R(t) = (m+2) sh D(t) + (m-%) ch D(t) (2.13.1)
H(t) = 2(m-2) sh D(t) + Q (m+2) ch D(t)+n , (2.13.2)
e a Gnica componente ndo nula do tensor de curvatura, egs .

(2.7.1), & dada por

@1 @ H L p?y .

TR . (2.13.3)

Eolfs]
el wH

Ro3p3 =

Esta solugdo ¢ fisicamente possivel desde que, pelas

condigoes de energia dominante; a eq. (2.6.2) implica que
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A <0, (2.6.4) e (2.6.5) implicam gue

(92-1)(% g + D) 4

=
A

< =20 > 0 , (2.13.4)

el fwi

n
2
logo, um intervalo nao vazio no conjunto dos reals. As demais
condigées de energia dominante deixam de existir se a = 0.

Somente a rotagao deste modelo & nula, enguanto que
os demais parametros cinematicos sao diferentes de zero, o gue
pode ser diretamente verificado fazendo a = 0 no Item 2.4. Da
mesma forma, pelo item 2.5, verificamos que a fonte se reduz a
um fluido Stokesiano sem fluxo de calor.

Pela eq. (2.8.1) guando a = 0 temos

R = —2[@*-1E 84 p%) . (2.13.5)

0
o
Eelis)
it

e por (2.13.4) vemos gue o valor da 4-curvatura esta limitado
entre 0 e —44A, inclusive ©s limites. No caso em gue D = 0 tan-
to o tensor de curvatura, eq. (2.13.3) guanto a 4-curvatura de
pendem apenas de (I e D = const. = 2b. Pelas egs. (2.4.2) ve -

mos gque o médulo da aceleragdo & dado por

“|aPf? = nPP aja; =+ 0%D% - 4 1% . (2.13.6)

Sob essas consideracoes (2.13.5) e (2.13.3) podem ser reescri-

tas como

-44 (2.13.7)

o
1A

2
SR = 2 lﬂ_%ll |a®]? = -8 (e%-1)b% = -2
a

Ro303 =

e vemos gue tanto as componentes nao nulas do tensor de Riemamn
quanto a quadri-curvatura serao t3ao mals intensas guanto maior

for a aceleracao do contetdo material do modelo, e quando este
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tender a ser geodésico o modelo tendera para Minkowski. Também

as pressoes, egs. {2.5.3) e (2.5.4) também obedecem a algo se-

melhante.

No sistema de coordenadas em que m = £ = = n/f(28)
o elemento de linha dessa geometria em gque a = 0 se escreve
como

D{t) 2

d52 = dt2 + 80m shz. 5 dtdgy - dr— - d22 +

2 2 D(t)

— 16m~ sh 5 2 D(t)

2
s~11de

[1+{1-9°%)sh

(2.13.8)

Por esta expressao, fazendo t, r, z constantes, ve-

mos que existe um valor de t = t, tal gue

D{t )
2 C 1
sh 5 = > 7 (2.13.9)

além do gqual a linha coordenada ¢ muda de carater, isto ¢, pa-
ra t < t, ela é do tipo espago e para t > t, ela & do tipo
tempo. Isto fica mais evidente se fizermos a seguinte transfor

macao de coordenadas que diagonaliza a métrica:

£
1+(1-0%) sh

d¢ > d¢ = 4md¢ - dt  (2.13.10)

2 D(t)
2

0 elemento de linha fica entao igual a

2D
1+sh™ =
ds® - | 2 ] at? - ar? - az? - sn? D 14 (1-02) snDyad?
2 2D 2 2
1+{1-0")sh 5
{(2.13.11)
Nesse novo sistema de coordenadas, (t,r,z,%), vemos
gue nao sé-& muda o seu carater mas também t de coordenada

temporal para espacial para t ='tC dado por (2.13.9). O que
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ocorre entao & que existe um horizonte em t = t na regiao on

o
de D(t) D(t,)t &coordenada temporal e ¢ espacial, na outra re-
gidao ha uma troca de papéis; enquanto que sobre a fronteira,

t = t,, o sistema de coordenadas em questao & improprio.

2.14 — 0s EFEITOS DISSIPATIVOS, EM TERMOS DE EFEITOS GRAVITA -
CIONAIS, EQUIVALEM A OUTROS CAMPOS QUE NAO O GRAVITACIO
NAL

Isto pode ser visto comparando o caso estacionario
da solugao (2.3.15) a (2.3.17) com a solugdo apresentada por
Reboucas & Tiomno(lé).

No nosso caso, guando D(t) = 0, temos como fonte um

fluido imperfeito. Mais especificamente, excetuando-se o c¢aso

particular 92 = 2 correspondente a Gbdel, temos um fluido nao
Stokesiano; conforme item 2.5. No caso de Gddel 92 = 2, a fon
te & um fluido perfeito. Quando fizemos D(t} = 0 em (2.5.1) ob
temos
TAB = p VAVB - p hAB + HAB ’ (2.14.1)
onde V, = N, & dado por (2.4.1), p & dado por (2.5.2}, p &
dado por (2.5.3) com D(t) = 0, Tag & obtido pondo D(t) = 0
nas egs. (2.5.4).
Ja Reboucgas & Tiomno(lé) apresentaram a mesma geome-—

tria, sob o ponto de vista gravitacional, com um outro tensor
momento-energia. A geometria & a mesma porque as curvaturas e
os invariantes, calculados a partir da métrica, sao os mesmos.

Logo, apesar das fontes serem diferentes, particulas testes nao
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sentem diferenca entre as duas situagdes. A solucao apresenta-—

da por eles tem como tensor momento-energia

_ - {(8) {EM)
TAB = p VAVB - p hAB + TAB + TAB ; {(2.14.2)
gendo VA = Ny’ p e p a densidade de matéria e a pressao de
um fluido perfeito, Tég) e o tensor momento-energia para um

(EM)

AR o tensor momento-energia

campo escalar de massa zero e T
de um campo eletromagnético.

Reboucas & Tiomno escreveram o elemento de linha co-

mo
d52 = (dt + H(X) d§)2' . %l - dEz - R2 (x) d§2 , (2.14.3)
onde
AE) = 222 (@™ 4 pT™) 4o (2.14.4)
m
e —— i —
R(X) = a ™ - 36 ™™ . (2.14.5)
Comparando essas equacdes com (2.1.1) e (2.3.15) a
(2.3.17) ,onde colocamos D(t) = 0, obtemos as seguintes rela -
goes:
m = a (2.14.6)
a = m (2.14.7)
_ - 2z
ab = £ = b = — (2.14.8)
m
2?a G om = T - azﬂ (2.14.9)
m
H = n . (2.14.10)
0
2

Com relagio ao seguinte teorema, para m° = a° > 0,de
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monstrado por Reboucas e Tiomno:

"Toda meétrica Riemanniana ET-homogénea do tipo G8del
com os mesmos valoves de m° = a° >0 e R = %g sdo “iguais
a menos de uma transformaedo de coordenadas (logoe “Zsometri -~
cas"
propomos uma forma modificada para

"Toda metrica Riemanniana ET-homogénea do tipo GHdel
para qualquer valor de ﬁg = aZ > 0 e para o0 mesmo valor de
Q= %g 8do iguais a menos de transformagoes de coordenadas e
uma transformagac de escala”.

Essa modificagdo se justifica pelo fator m = a, para Fl-a > 0,
representar apenas um fator de escala das linhas coordenadas ,

como mostramos no item 2.7. As eqs. (2.7.2) adaptadas para a

notacao de Reboucas & Tiomno ficam

%+ ¥ =@ xM (2.14.11a)

_ _2. 2
2 2 . #%%as ) (2.14.11b)

o]
(]
¥
o
0
8l

No item 2.7 demonstramos o teorema anteriormente ci-
tado através dos invariantes, via analise das curvaturas em te

tradas. Adaptadas para o presente caso na notagao de Reboucas

& Tiomno, as eqgs. (2.7.1) se escrevem cComo
=2
Rorgq = %
R = ﬁz (2.14.12)
0303 s
=2 -2
Rigq3 = (3 - m)

e na nossa notacio, apds realizarmos as transformacodes (2.7.2)

ficam
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R _ 2

0101 ~ 4

Ry303 = 4 (2.14.13)
— a 1 2

Ri3q3 = 7 (3% -4)

que independem do parametro M = a, mostrando que m = a & ape -
nas um fator de escala simultaneo para todas as linhas coorde-
nadas, isto é; significa apenas uma reparametrizagao simulta -
nea de todas as curvas do modelo; de um parametro s para um pa
rémetro ¥ - 'as. E mais uma vez lembremos que as equagoes de
Einstein nao séo invariantes sob transformagﬁes conformes, lo-
- go a transformagao dada por (2.14.3b) implica que teremos que
= -4

ter um novo tensor momento-energila TAB = a TAB'



CAPITULD 3

UNIVERSOS PULSANTES EM ROTACAO

3.1 — A MoT1vAaCAo DESTE ESTUDO

Vimos no item 2.9 gue a unica condigﬁo para uma geo-
metria ser conformalmente plana; isto &, ser conforme ao espa-
go-tempo de Minkowski; e que ela tenha o tensor de Weyl nulo
Isto quer dizer que muitos dos modelos cosmologicos tradicio-
nals como por exemplo; Einstein, De Sitter e o proprio  modelo
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) tido como o gque melhor re-
presenta o estagio atual de nosso Universo, sao conformes a
Minkowski, ou seja, suas métricas podem ser escritas na forma
da equagﬁo (2.9.2), e & obvio que elas Séo também conformes en
tre si. Assim; a métrica de Friedmann, nao estacionaria, e con
forme a de Einstein estacionaria. O elemento de linha da metri

ca de Einstein pode ser escrito como

2 2 2 2 2 - 2 2
AS rnsTEIN = dt”™ - dy” =~ o7 {y) (d8” + sen~0d¢") , (3.1.1)

enquanto que o de Friedmann (FRW) pode ser escrito como

2
EINSTEIN

d52 = Az(t) ds

FRW (3.1.2)

Segue dai uma pergunta: nas relacoes modelos de Fri-



-84

edmann/Einstein, modelo (7?7)/Gbdel, quem seria o modelo (?) ?
Como o modelo de GBdel € um caso particular da forma

estacionaria das solugées dadas por (2.3.15) a (2.3.17) nos

propomos entao a encontrar uma solugao para as equag¢des de Eins-

tein cuja métrica fosse da forma

ds2 ='d52(?) = Auz(t;r) dSéSFE+ (3.1.3)
onde dS§SFE € dado por (2.1.1) e H e R sao dados por (2.3.15)
a (2.3.17), com D(t) = 0, isto e,

R(r) = m e - g 7% (3.1.4)

Hi(r) = ome?f + goe @ +n (3.1.5)
ou, por (2.3.18) e (2.3.19)

R(r) = (m+2) sh(ar) + (m-%) chlar (3.1.6)

H(r) = 2(m-%) sh(ar) + Q2(m+2) ch(ar)+n (3.1.7)

3.2 — TRANSFORMACOES CONFORME DO TENSOR METRICO

Sejam guv e EMV tensores métricos de duas variedades

distintas M e M. Dizemos que g € Euv sdao métricas conformes

1RV,
ge existe uma funcao A nao nula das coordenadas tal que (ref.

(9), pag. 43 e ref. (12), pag. 42)

- -2, 0
gy = A (x7) e (3.2.1)

TNSFE = nossa geometria na forma estacionaria.
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g, =2 G, - (3.2.2)
As variedades M e M sdo ditas conforme uma a outra.

As eqgs. (3.2.1) e (3.2.2), juntamente com as corres-
pondentes equacoes de transformagGes do tensor métrico com in-
dices covariantes sao chamadas de transformagoes conforme do
tensor méﬁrico(gg).
0Os demais objetos geometricos, sob as transformagées

conforme do tensor metrico, se transformam de acordo com

(ref. (12),pag. 42):

a) Simbolos de Christoffel

M _ H -1 H . M HO
{ } = {\)JD}—A (8 \)Al + 6 pAi\)—g g\)p A|O) {(3.2.3)

b) Tensor de Curvatura

ROB _ A2 rOB B % s Lo

o - of! , (3.2.4)

[u vl

onde

o -1 -1 oA -1 -1 Hy O
= 4 A A - 2(A A ~Y 8 3.2.5
Q 8 ( )“B”)\ g ( )IU { )I\) g g ( )
¢) Tensor de Ricci
=0 2 _o 1 o -1 ol
_ L - 3.2.6
R I A R y 5 (Q Lt 3 Q8 u) ( )

d) EBscalar de Curvatura

&l
[

22w + 6a”" Ap gV (3.2.7)
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e) Tensor de Weyl ou Tensor Conforme

B u
W vps = W-va ’ (3.2.9)

gue & conformalmente invariante.

As guantidades cinematicas de métricas conformes man

-~

tém entre si as seguintes relagées (ref. (9), pags. 43 a 45):
i} 4-velocidade

vt = a vt (3.2.10)
ii) 4-aceleracao

2% - a%a% +a A, (g®*F - v™vP) (3.2.11)

iii) expansao

T - A0 - 3 B v (3.2.12)

iv) tensor de deformagao

— -1

Tog = A 9.8 (3.2.13)
v) tensor de rotacao
5.=a Ty (3.2.14)
ap o . -

Podemos ainda citar, como propriedade das transforma

cdes conforme, que Angulos e razdes entre médulos sao preserva
12,20
os(——'—ﬂ).

d Sejam X, Y, V, W vetores em um ponto p,
u,, v — p..C
g XY g XY
HY = B - (3.2.14)
vowb 5., vow

guB
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V — \
90 xMy . g . x"yY

cosa = : - = A
772 5 = o -
C x%x3)1/ kﬁwafﬁ1/ (9,6 x“xslj/z(gp0

!
YpY0)1/2

(3.2.15)

e em particular a estrutura do cone de luz e preservada

guvx“x” >0, =0, < 0 = §uvx“x“ >0, =0, <0 ,(3.2.16)

respectivamente,
No caso em gue uma das métricas em (3.2.1) for a mée-

trica do espaco plano entao todas as outras métricas que

"aB”
estiverem ligadas a ela pela eg. (3.2.1) sao ditas conformal -
mente planas (ver Item 2.9).

Como o tensor de Weyl, como escrito em (3.2.9), & um

invariante c0nforme(l£)

ele & um indicador de que duas geome -
trias gue tenham o mesmo tensor de Weyl sejam conformes entre
si.

Uma propriedade interessante ainda a observar das
transformagées conforme do tensor metrico & gue se a metrica
a ser conformalmente transformada estiver expressa em siste -
mas de coordenadas diferentes, as geometrias resultantes serao,
em geral, diferentes. Isto pode ger visto na expressao de trans
formacao do invariante 1R, eg. (3.2.7), onde o tensor métrico
aparece implicito na derivada covariante e explicitamente em
g“v. Como exemplos praticos dessa propriedade comparar 0s exem
plos I.T com I.II e II.I com II.II, do Item 3.7. Outro exemplo
disto & o caso discutido no item 2.9, gue embora se trate de

uma geometria conformalmente plana, ela ndo & conforme a métri

ca de Minkowski cartesiana nuv = 'diag(1,-1,-1,-1), mas sim, &
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conforme a métrica de Minkowski escrita num sistema de coordena
das naturalmente associado (ver item 1.4) a um referencial gi-
rante, isto em vista das egs. (3.2.14) e (3.2.10), pois a mé-
trica nuv = diag (1;—1,—1;—1) é a métrica do espago de Min -
kowski escrita em um sistema de coordenadas naturalmente asso-
ciado a um referencial néo girante e qualquer métrica obtida
diretamente a partir dela por uma transformagao do tipo dado pe
la eq. (3.2.1) vai estar obrigatoriamente escrita em um siste-
ma de coordenadas naturalmente associado a um referencial nao
girante. Assim, qualquer métrica conformalmente plana escrita
em um sistema de coordenadas naturalmente associado a um refe-
rencial girante esta ligada a metrica de Minkowski cartesiana
por pelo menos uma transformagao conforme seguida de uma mudan
¢a para um novo sistema de coordenadas naturalmente associado

a um outro referencial que seja girante. Ou vice-versa.

3,3 — UMA TRANSFORMAGCAO CONFORME NA NOSSA SOLUCAO NA FORMA ES-
TACIONARIA (NSFE)

A partir da eq. (3.1.3) temos

1 o o0 =
T I (3.3.1)
HY 0 0 -1
_H 0 o H-r?

e também definimos as 1-formas BA
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60 = a~1(at + mas)
91 = A—1 dr
(3.3.2)
8% - A" az
63 - a1 R do
de onde obtemos
: 0 H .3
at = A(0" - B 67
dr = A 6
2 (3.3.3)
dz = A €
3
8"
= rx
De (3.3.3) lemos as tetradas eu(A)
_ H
A 0 0 ‘Aﬁ
o 0 A 0 0
[e (A)] = (3-3.4)
0 0 A 0
A
0 o 0 =

onde o & indice de linha e A & indice de coluna.
Assumamos que o campo de velocidades do conteGdo ma-
terial e dado por

N

(3.3.5)

04 Gl 04
V' o= e AVA = e (0) = A S 0 7

que esta de acordo com (3.2.10) e (2.4.1), ou seja, estamos to
mando na geometria transformada o referencial equivalente ao
da néo transformada.

Entramos com (3.3.1), (3.3.4) e (3.3.5) no arguivo
"ABILIO" (ver Apéndice B) gue nos fornece entao todos os ou -

tros objetos geométricos, bem como a densidade de matéria, as
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pressoes isotrdpica e anisotropica , o fluxo de energia e os
parametros cinematicos do modelo, em funcao das variaveis A,H,
R. De posse dos tensores de Einstein e de sua equacao montamos

o tensor momento-energia e € o gque nos interessa no momento.

) 2 2
- 2a y H 2a Rt} H :2 H 12 n
TOO—+QAA§_QAA§ 2AA;‘2‘-3A ?—3A + 2AA +
%a292A2 _ a’a% 4 3i% - 4
T . = A[2A' - apA &
01 R
T o= - A [28 8 4 anar
03 R
. 2a @ H2 a nH = .
T o= — A [2A'D - £2 A H_ . 28 DA, ana] (3.3.6)
13 9} 2 9]
R R
2a H 2a n . g2 .2 2 2
To= 222 aar B 28 a0 B ooan B4 3A% EL 4 o3a0C 4
11 ) R* 0 R 2
R R
-14- a292A2 + 2ADA - 32.%2 + A
2a H 2a n “H2 '2H2 2
_ =< y 1 =«d 0 & " ' "
T22— QAA R QAAR 2240 + 3A 2+3A — 2BA" -
R R
2.2
af A + a®a’ & 28R - 3a% 4+ A
N - 2' 22 - - -
o=+ 382 BD L o3ar? C ooaar o« 2 978% 22K - 3% 4+ 1
33 R 4

Da mesma forma que no Capitulo 2, agui também quere-
mos que a fonte seja o tanto mais simples o quanto possivel
Por isso analisaremos duas hipoteses onde impomos simplifica -

¢des. No item 3.4 procuraremos solugdes com T,, = T,53 = 0 e no
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item 3.5 procuraremos solugdes com Tgz = Tyq = 0.
0 arquivo "ABILIO" (ver Apendice B),entre outros ob-

jetos geometricos,nos fornece ainda

a) o escalar de curvatura

2 2
= é‘. 'E‘.._. é 'E- » H 12 H 12
R R
| 2 2 ..
£ oeant + 28 2% _ 22727 _eak 4 124% (3.3.7)
e as quantidades cinematicas:
a) aceleracgao
a® = (0, A", o, - % A (3.3.8)
b) expansao
0 = - 37 (3.3.9)

¢) deformacdo, que & nula, como indica (3.2.13), uma vez que

o modelo nio transformado tem deformagao nula;

d) rotacao, w

AB
_ _ _ab
Wyg = = W3q = = 73 A {(3.3.10)
e
o® = (0, 0, %? A, 0) (3.3.11)

3.4 — SoLUGBES coM Tgz =0 E Ty3 = 0

Nas equacgdes (3.3.6) impondo T3 = 0 obtemos,
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2ir B 22 4 B D) a0 -0
de onde segue que
2n" g - %? A g'(Hgn) + aQA = E(r)
ou ainda,
ar =2 D) a3t a R F . (3.4.1)

Levande (3.4.1) em T03 = 0 +temos

2p {H-n) a i R, aGf(r) = 0 ;

2h R 5 T

wlm
+
ar
e
!
e

de onde segue que

a2 (2H2—2Hn—92R2)

1H°

A+ A = £(r) ) (3.4.2)

Por (3.2.4) e (3.2.5) vemos que,

(H-n)2 ='92R2 + 492 mg (3.4.3)

e dal seque que

H2-2Hn-92R2 = —n2 + 492m2 (3.4.3)

gue em {(3.4.2) resulta

| 2 2 2
Reas H -D ;49 m2) A - f(r) , (3.4.4)

40

que tem por solucgdo

Alt,r) = Y(r)sen[E(r)t] + V{r)cos[E(r)tl+W(r) , (3.4.5)
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onde

2 2 2 1/2
B(r) = [a° B0 240 mb), : (3.4.6)

411

sendo gque V(r) & sempre uma funcgao real e Y (r) sera real para
E(r) real e imaginaria pura para E(r) imaginaria pura.
Vamos voltar e substituir A em Tyy = 0 para determi-

nar o valor de W(r). Calculemos A, A e A'.

F Y cos(Et) — E V sen(Et) (3.4.7)

o
It

A= —E2 ¥ sen(Et) - E2 V cos(Et) = -E2(A-W) (3.4.8)

A'= Y'sen(Et)+V'cos (Et)+W'+tE' ycos (Et)-tE'Vsen (Et)

(3.4.9)
Levando (3.3.8) e (3.3.9) em T03 = 0 e reagrupando, obtemos,
(-2 % E2v+aQy' )sen (Et) + (=2 g B2V + aQVv')cos (Et) +
aQE'Ytcos (Et) - aQE'Vtsen(Et) + agQW' = 0 ’
que pela independé&ncia linear das fungdes em t leva a
H _2., - .
-2 R EY + aQy' = 0 (3.4.10)
~2 Z % 4+ agv’ = 0 (3.4.11)
aQE'yY = 0}
= E'=0, pois queremos a,f,Y¥,V # 0 (3.4.12)
age'v = 0
aH' = 0 —> W' = 0 — W = const, = c, (3.4.13)

De (3.4.6) calculamos L' igual a
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. azﬂ'(n2—492m£)
EY = —5 7/ =0
477 E

logo,

n? - 49%mr = 0. (3.4.14)
e por (3.4.6) temos

- a
E = const, = 5 R (3.4.15)

logo, pelo comentdrio apds (3.4.6), V{r) e Y(r) sao fungoes re

ais.
De (3.4.10) e (3.4.11) obtemos
Y' _ a 1 H =
T—-j‘ﬁ—#’ EnY~—2§[§adr+C3 (3.4.16)
V' _ a H _ 1 H =
V__EF\Q-§=} ﬂnV-—z—Q-f-ﬁadr+C2 {(3.4.17)
Por (3.1.6) e (3.1.7) temos que

U _ [ [R(m=2)sh(ar)+2(m+L)ch(ar)+nladr _
I g 2dr = [ (m+2)sh{ar)+ (m~2)chlar) = L+ii+IIl .
(3.4.18)

Para fazermos esta integracao temos trés casos a con

siderar:

-
o
(0]
P
“H
o

() m

-
o
(0]
=

It
[

{B) m

=
!
o
0
=
H~
o

(C)
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(A). CASO (A), m# 0 e & £ 0

I [ Q(m- )sh(ar)adr _ Q(mz—ﬂz)ar—ﬂ(m—ﬂ)zinR
S (m+%)sh{ar)+ (m—2)Ych(ar) ~ 4ms
(3.4.19)
PN . 2 2 : c2
17 = | Sim+f)ch(ar)adr __ fm7-27)ar+ (m+2) “LuR
(m+2)sh{ar}+ (m-2)ch(ar) ~ 4mg !
(3.4.20)
sendo que I e II foram obtidas em (21).
m--%
ar + arth —
I1T = ‘ n a dr _ _n fn th m+ £
(m+2)shi{ar}+ (m=%)ch (ar) WTE 2 '
(3.4.21)

onde III foi obhtida em (22), para ]m+2| > |m~2l, como r
te ocorre, polis por (3.4.14) m e £ +tém o mesmo sinal.

Considerando gue shx = chx thx, temos

b _ b b _ 2 'Tﬂ_b
sh arth-a = ¢ch arth a3 " V/1+sh arth 3 '3

Dal, elevando ao quadrado, segue que

2
a -b
e , 5
ch™ arth = = a
a 2 2 "
a“=b

Utilizando as expressoes do sh e do ch da soma de arcos

que:

+
o
mn
=
><
H
o
0
=
<

sh(x + arth g)

I+
&
9]
=

<

T+
o
o

>< .

chiy + arth =)

ealmen—

temos
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Agora, utilizando a expressdo da th do arco metade

Y shy " .chy¥-1

th 5 = ShvsT = sy ’ (3.4.22)
“encontramos
‘ar'+,arth:$:§ R
th 5 = g ; (3.4.23)
—éﬂ + 2 /mf

ou

+1

i ‘m—,Q.. H-n
ar + arth r— 5 2 vml

2 R !

th (3.4.24)

conforme usemos, respectivamente, a primeira ou a segunda igual
dade em (3.4.22).

Levando (3.4.23) em (3.4.21) obtemos

IIT = —2— gp R

2v/mi

(3.4.25)

Considerando (3.4.18) a (3.4.20) e (3.4.25) segue que

f g adr = Q Ln R + —2— gn ion R ’
2v/mi q + 2v/mg
ou ainda,
Q o+ =
2/mg
j%adr -ty R X (3.4.26)
(Han N 2/ﬁi)n/2¢m2

Levando (3.4.26) em (3.4.16) e em (3.4.17) obtemos

20/mL + n
) . R‘m/m_ﬁ. o
Y(r) = C, ‘ : (3.4.27)
..H' “n/40v/my
=2 & 2/mL)

f2
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C

V() ;‘63 Y(r) . (3.4.28)
3

Por (3.4.5), (3.4.13), (3.4.15), (3.4.27) e (3.4.28),

segue gue

28vmi + n
_ R4QVm£ £
A(t,r) = C., + (C, sen 2t + ¢, cos EE)
' Hon n/AQVEE  ° 2 2 2
(—ST * 2v/ml)
(3.4.29)
Considerando (3.4.7) a (3.4.9), (3.4.13}, (3.4.15)
e (3.4.16) e (3.4.17), antes de serem integradas,vemos facil
mente gue
r o & H
A' = 5g g (B -Cy) (3.4.30)
Ar o= 2 H 2
A' = 5o T A (3.4.31)
N L2
A = - (a - C1) (3.4.32)
a . H a2 H, 2
n _ o= Pt ] — — —
A" = 5o (R)'(A-Cy) 4 W2 ()~ (a-C,)
(3.4.33)
Considerando T01 nas egs. (3.3.6) e ainda a eq.
(3.4.31) ,obtemos que
r.o-2ah 2 (12 e?) (3.4.34)
01 2 R U

E vemos gque, para este c¢aso, T01 s0 sera nulo para a
solugéo conformalmente plana gue também & causal ( ver itens
2.9 e 2.10).

Vamos fixar nossa atengao nas egs. (3.1.4), (3.1.5}
e (3.4.29). Vemos que tanto R quanto H divergem quando ar ten-

de a +» . Queremos analisar o comportamento de A(t,r) nesses
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extremos. Para isto basta analisar a relagao

20vmL + n n
4Qvmy 40vmi
lim B l1im R1/2. (I_I:_n—R‘_) =
dr + Hw Han i.2/ﬁ§)n/4gvm2 ar > tow a + 2yml
n
2vmi
= Iim R1/2. 1im (-I-_T-—r-—l-—-B'——"——') = t o , (3.4.35)
ar + teo ar + te ‘5 + 2/mf
a menos do sinal que sera determinado pelo sinal m ou £, ja

que embora o segundo limite seja finito, o primeiro explode.Co
mo este termo que explode quando ar » %, na eq. (3.4.29}, es-
ta multiplicado por fungées periodicas de t que alternam o si-
nal a medida gue se varia o valor de t,isto quer dizer gque quan
do ar - *® a fungéo A(t,r) oscila de oo a =% , Atentemos
agora para a expressao de TOO nas egs. (3.3.6}. Vemos que
A(t,r) aparece explicitamente em T,,, indicando que o mesmo
fato pode ocorrer la. Mas as condigées de energia dominante
(ver item 2.6) implicam que T,, = |T00|,r o que & impossivel
quando T00 oscila de +® a -= . Isto implica que, se conside
rarmos validas as condigées de energia dominante, devemos re -
jeitar os casos em gue T, oscilar de +® a —< por serem nao
fisicos. O gue estaria acontecendo ? Ora, para um observador
do referencial gque escolhemos como o comovente com o conteudo

material, eq. (3.3.5), T = p = densidade de materia - energia

00
que preenche o espacgo-tempo. Entao para ar + fw, ao variar - se
t, p pode estar oscilando de +o g = , € o0 mesmo pode estar
acontecendo com o escalar de curvatura (eg. (3.3.7}), Aindican

do que estariamos entao em uma singularidade. Nesta situacdo ,

por (3.3.8) a (3.3.11) vemos gqué também os parametros cinemati
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cos divergem.

Vamos reescrever (3.4.29) como

A(t,r). = C, + B(r)D(t) (3.4.36)

1

e entao (3.4.30) a (3.4.33) ficam

» . a H

A' = 5= § BD (3.4.37)

a2 Hooe

A' = 5= % BD (3.4.38)

. a2

A = - BD (3.4.39)
a2 a2 H2 a2 nH a2

R e i e }1.BD = - BD , (3.4.40)
2 4 R2 20 Ej 4

onde, para escrever esta Gltima igualdade levamos em considera

cao (3.4.3) e (3.4.14).

Utilizando estas Gltimas expressoes, por (3.3.6), po

demos reescrever TOO como

[ \8]
N
[ \8]

2
- a H a~ H 3 2,2 2.2
TOO (—ZFEZ—TR_Z-FEBQ) B D +
2 2 2 2
H 2 a H 3 .2,2
(- & =5 - a® «+ = + = a"Q%) BDC, +
2 R2 292 R2 2 1
2.2 R%-p®> 3 2.2 2, 2
3B°D v + (Z a“Q® - a”) C1 - A . (3.4.41)
R

Se, em (3.4.41), os termos em B2 prevalecerem sobre
0os termos em B, entéo Tho nao oscilara de +@ a - , uma vez
que B(r) & quem diverge. Mas, para todos os valores de t, o co
eficiente de termo em B2 tem que ser maior que Zero quando

para que p seja sempre positivo, apesar de divergir.

ar - e,
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Por (3.4.41) o coeficiente do termo em 82 & dado por:

2 .2 2 .2 L 2 2
v- (-2 B 2 EoL 2%ty ? RS 3u442)
407 R R R
2, 2 2 .
Quando ar - t«, H /R® » 7, a menos dos sistemas de
coordenadas ondem = 0 ou £ = 0 e n # 0. Mas agui estamos su

pondom # 0 e & # 0, logo,

2

a 2 2
Uar+_°o = '-a—' (Q —1) (D -

12 52, ) (3.4.43)

o

a

Substituindo D> e D?, obtidos por (3.4.29) e (3.4.36),

ficamos com

2

_a‘ 2 2 .2 2 at 2 .2 2 at
Uar‘*io.u = 2 (2 -1) [(C2H3CB)COS -—2— + (C3—3C2)Sen —2— -
at at
4C2C3 sSen —2— coSs T ] ’ (3.4.44)

gue deve ser positivo para todos os valores de t, para que a

solucdo seja fisica.
at

Para = = 0+km, k inteiro, temos
a2 2 2 2
ar>te - 4 (2 —1)(C2-3C3) ’ (3.4.45)
%; = 0+km
Para %; = % + km, k inteiro, (3.4.44) fica
a2 2 2 2
U, oiw = o (97-1)(C3-3C5) (3.4.46)
%; = 7n/2 + ku

- ~ , 2 2 . .
e & imediato ver que nao existem O, C2’ C3 tais que U Seja

positivo tanto em (3.4.45) gquanto em (3.4.46). Entao, acatando
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as condicOes de energia, essa solugao nao € fisica. Pode ser
gque existam regides onde as condicoes de energia sejam satis -

feitas mas nao nos deteremos em verificar isto.

(B)., CASO (B), m# 0 e & = 0

Por (3.4.14), se & = 0 temos que n = 0.

Neste caso, usando (3.1.4) e (3.1.5) podemos escre -

ver:
H
( R & dr = I N adr =afr .
Levando esse resultado em (3.4.16) e (3.4.17) temos
que:
a
'EI'
Y(r) = C3 e (3.4.48)
e C2
vVir) = o Y (r) ’ (3.4.49)
3

resultados estes que levados em (3.4.5),considerando-se (3.4.15),
levam a

r

. at at
+ e (C3 sen—- + C2 COSTT) R (3.4.50)

N @

A(t,r). = C

que diverge para ar +oo,
Com as devidas adaptagbes, as eqgs. (3.4.30) a (3.4.46),
bem como os comentarios que se seguem a cada uma delas também

valem aqui. Passemos entdo ac caso (C).

(C). ¢€as0 (€), m=0¢e 2 # 0

Se m.='O; (3.4.14) implica que n = 0,
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Considerando esta suposigao, pelas egs. (3.1.4) e

(3.1.5) temos que

I g a dr = J -2adr=-82ar, (3.4.51)

que em (3.4.16) e (3.4.14) resultam em

- % r
Vir) = C3 e (3.4.52)
e c2
Y (r) =-(~:—-V(r) . (3.4.53)
3

A partir de (3.4.53), (3.4.54), (3.4.15) e (3.4.5),
obtemos

Sr
-2

at at
A(t,r) = C, + e (C, sen = + C, cos TT)"(3'4‘54)

1

que diverge para ar *» -«, €, novamente, com as devidas adapta-
¢des, as equagdes (3.4.30) a (3.4.46), bem como os comentarios

que se seguem a cada uma delas, valem para este caso também.

3.5 — SoLucOES com Tpz =0 E Tgyy =0

Disto, pelas equagdes (3.3.6), segue gue:

2A' —a QAg =0 (3.5.1)
ou =

A - ag=-Tw (3.5.2)
que em T03 = 0, nas egs. (3.3.6), nos fornece

« H
2A§+
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e dal segue que,

a292

4

A+ A = () , (3.5.3)

que tem por solugao

A(t,r) = ¥Y{(r) sen agt + V(r) cos agt + Wir), (3.5.4)
e entao temos que

s _ afl ailt  afl aflt

A== Y cos — 5 V sen —— (3.5.5)

2,2 2,2

by a il aflt a {1 afit

A= - —7— Y sen —= - — V cos —5— (3.5.6)

A' = ¥Y' sen agt + V! S agt + W (3.5.7)

Levando estes resultados em T, = 0 obtemos, apos
reagrupar ©0s termos:

2 2 2.2
. a 2 H . a i H v
{aQ¥"' - 5 RY)sen t + (aQv' - 5 R Jcost+W' =0,
(3.5.8)

que implica em

W' = 0 == W = const. = C1 (3.5.9)

y' _ap H R =

v _al B .82 [H .

V__TR:mv_szaerrcz i (3.5.11)

Pa mesma forma que no item 3.4, eq. (3.4.18), para

fazermos essa integracdo temos trés cases a considerar

(A) m# 0 e L #£0
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(A). CASO (A), m # 0 e L #£ 0

Por um procedimento andlogo ao CASO (A) do Item 3.4,

encontramos
R(28vmi+n)
. 4vmg, .
A(t,r) = C1 + R (C3 sen E%E + C2 cos E%E .
H-n on/4vms
Fq— * 2vml) (3.5.12)

Da mesma forma que no item 3.4, considerando (3.5.5)

a (3.5.7) e (3.5.9) a (3.5.11}, vemos que

v _al B o,

A' = 5 g (A c1) (3.5.13)

s _ 8 H o3

A' = 3 = A (3.5.14)

. 5242

A = - T (A-C1) {3.5.15)
a2 2,2 2.2 2 2

A" = S [HT(R7-1)+0"R7+n 40 me] (A-C )} {3.5.16)
4R

onde, para escrever esta ultima expressao usamos (3.4.3).

Assim, por (3.5.14), em T13 nas egs. (3.3.6) temos

2

_ H 2a H (H-n) _ S
T,y = - Ala — - F § —x — + allA =
_ 228 1202 op? , oonm o+ 27RD)
0 o2
R
ou, usando (3.4.3),
Tig = - % 2 @222 ~ w8 o+l - 40me) ,
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ou ainda,

T,--2 AA[EZ (92-1) + n® - 42%me] . (3.5.17)

Aqui também da mesma forma que no Iitem 3.4, ao proce
dermos a analise de A{t,r) com relagidoc ao seu comportamento
para valores grandes de r, ou seja, ar » f®, vemos gue O mesmo

diverge. Esta analise se restringe a analisar o seguinte:
in
0

4vmi

2 R ) = produto dos limites = % = ,
ar - teo 5 + 2v/mi
(3.5.18)

e as conjecturas que se seguem a (3.4.35) valem aqui.

Vamos reescrever (3.5.12) na forma

Alt,r) = c1 + B(r) D(t) ‘ (3.5.19)

e as egs. (3.5.13) a (3.5.16) ficam entao

v _ all H

A' = 5 R BD (3.5.20)

ar _ all H o

A' = 7 R BD (3.5.21)

5 1252

A = - 7] BD (3.5.22)
a2 2,2 2.2 2 2

A" = =—y [H(R°=-1) + R°R® + n -4 "mL]BD (3.5.23)
1R

Utilizando estas Gltimas expressdes e (3.4.3), Tho *
de acordo com as egs. (3.3.6), pode ser escrito assim:

a2 u? 2 3a%n? 2 - 7a%0% 2 2.2
>

2
H
— D - ] 'RTD +--—-4——--D_aD+

2 2 2 2
. 50 2 © 30 2.2
{3.5.24)
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Agora, pelas mesmas justificativas dadas apoOs (3.4.41),

vamos ver se exlistem 92, C1, C2, C3, tal gque o coeficiente de

2 . .
B, U, seja sempre maior gue zero.

2 2.2 2 2
v= (-3 HE - Eézﬂ_ H2 + 7a49 - a%yp? 4+ 3B ;H 5% . (3.5.25)

R R R

Quando ar -+ *o, H2/R2 > 92 e temos entdo:

4

2
_-3R7+50%-4, 2.2 - 2,82
ar¥ie = 7 ) a“D® + (1-0%)D . (3.5.26)
Substituindo D2 e 52, a partir de (3.5.12) e (3.5.19)
obtemos
g . a [~ (3c2:c2)? + (5c2ic?)n®-4ac?] sen? 2T L
ars+e - 4 LT 3%es + g¥hp )i =83l seh 5

2
a 2 2. .4 2 2 .2 2 2 afit
= [-(3C2+C3)Q + (5C2+C3)Q —4C2] cos” —— +

4

a’ —anie0?_4)c.c allt g alt (3.5.27)
5 = + - 9 sen —5— CoO > ; .5.

3

que deve ser positivo para todos os valores de t.

Para E%E = 0+kw, k inteireo, temos

a 2 2. 4 2 2.2 2
ie U L. = 3 I-03c3ac3)at + (5c5+c3R” - 4c)] . (3.5.28)
E%E=O+kﬂ
Para E%E = % + km, k inteiro, ficamos com
L&’ i3c2+c2ya? 4 (5c2ic?)n’ - 4c? (3.5.29)
ar¥iw = 1 [F(3C3+Cy + 2+C3 - 4G, . -5
a_2E___%+ kn

U> 0 em {(3.5.28) e {3.5.29) levam a
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2 2. 4 22,2 2
vV = _(3c2+c3)ﬂ + (5c2+c3)9 - 4c2 > 0 (3.5.30)
e

2 2, .4 22,2 2
W = -(3c3+c2)9 + (5C3+CH)0R° ~ ac3y > 0 ’ {3.5.31)

que sao inequag¢des do segundo grau em 0?2, V e W s8o duas para-
bolas com a concavidade voltada para baixo, ou seja, para 92 -
>t V e W+ —», Assim V e W sO Seréo valores positivos se cor
tarem o eixo das abcissas (92). Para ver se 1isso acontece igug'

lemos V e W a Zero para obter regpectivamente:

1
2 5C§ + Cg * —23C§ - 6C§C§ + Cg
R = 5 5 (3.5.32)
6C2 + 2C3
,  5¢5 + c5 o+ /230 - 6cic? + )
- = 5 > . (3.5.33)
6C3 + 2C2
Mas por (2.6.7) temos que 92 2 1, o gue nos leva
respectivamente a:
2 2 2 4|
02+C3 + Vf 23C2—6C >*+C3 £ 0 '
22 1 2 c2. 4|
Cy+C, # V/ 23C —6C2 3+ <0 '
gue nao sao simultaneamente satisfeitas se C% =0 e Cg # 0 ou
vice versa. Isto quer dizer gue podemos escrever
2 _ 2.2
Cy; = 9 Cy . (3.5.34)

onde q2 € uma constante positiva.
Levando (3.5.34) em (3.5.32) e (3.5.33),0btemos res-

pectivamente:
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, 5o g% + V/—23—6q2+q4
Q7 = . 5 ’ (3.5.35)
6 + 2qg

|
> 5q2 + 1 i_v/~23q4—6q2+1
6q2 +

2

‘ (3.5.36)

2 . .
e para gue tenhamos raizes Q° reais os radicandos dessas equa-

¢des devem ser nao negativos.Dai, segue que,

_23 - 6g° + g~ = 0 (3.5.37)

_23g® — 6> + 120 . (3.5.38)

A inequacao (3.5.37) implica que

2 2

g < 3-4vy2 = -2,7 ou g~ z 3+4/2 = 8,7 (3.5.39)
e (3.5.38) implica gue
_ ~6-8/2 2 _ —6+8/27
-0,75 = 53 =g = 33 = 0,23 . {(3.5.40)

vVvemos de i1mediato que a uni&o dos conjuntos verdades
de (3.5.37) e (3.5.38) & o conjunto vazio, ou seja, ndo existe
q2 gue satisfaca simultaneamente essas inequagées. Logo, por
(3.5.35) e (3.5.36), nao existe 92 real que anule simultanea-—
mente V e W definidos em (3.5.30) e (3.5.31). Entéo, pelo co -
mentario que segue a essas equagées, concluimos que néo exis -
2 2

57 C3 tais que U seja sempre positivo, para qual-

quer valor de t. Ou seja, para alguns valores de t, p sera iw

tem 92, C

e para outros -», o gue ndo & fisico. N&o nos deteremos em pro
curar regides do espacgo-tempo em que as condigdes de energia se

jam satisfeitas.
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(B, CASO (B), m # 0 e & =0

Por (3.1.4) e {(3.1.5) temos que

R [ H 0 -

3 f Tadr =3 [ (9 + = e %) adr
_ 2%, _nf gar
T2 2m '

e (3.5.10) e (3.5.11) fornecem

2 n{i _-—-ar
-—-iar—ﬁe
Y(r) = C3 e {3.5.41)
C2 :
Vir) = o Y (r) 7 (3.5.42)
3

resultados estes que em (3.5.4), levando em conta (3.5.9), nos

permitem escrever

9’ ., _n -ar
~ 2 T Im afit ant
Alt,r) = C, + e (C3 sen—§—4-czcos—§mh
(3.5.43)

que diverge para ar - «. Entdo, com as devidas adaptacOes ,
(3.5.13) a (3.5.40), bem como os comentarios gue se seguem a
cada uma delas, também valem agui. Resta-nos analisar o ca-

so (C).

(C). CASO (C), m =0 e L #0

Considerando {(3.1.4) e (3.1.5), obtemos:

2
o f "n _ar Y, nfy _ar
—2- J (- R - = e Jadr = - 5 ar -— —-*-22 e ’ (3.5.44)
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gue em (3.5.10) e (3.5.11) resultam em

2%, _n2 ar
Y(r) =Cye ° 2% (3.5.45)
C2
vVir) = ol Y (r) , (3.5.46)
3
e dai, por (3.5.9), (3.5.4) fica
92 ar nl ear
- T - 22 ant aft
Alt,r) = C1 + e (C3 sen — -+02 coS —5—) R
(3.5.47)

que diverge para ar * —-%, e novamente, com as devidas adapta -
cbes, (3.5.13) a (3.5.40), bem como os comentarios que se se -

guem a cada uma delas, valem tambem neste caso.

3.6 — UMA TENTATIVA DE ACOPLAMENTO DE GEOMETRIAS

Olhando para as expressées (3.4.50) e (3.5.43), ve -
mos que ambas divergem para ar {w, mas sao bhem compor tadas
em todo o restante do dominio de r. Ja o contrario ocorre para
as eXpressﬁes (3.4.54) e (3.5.47), gue divergem para ar » -«

E mais: na hipersuperficie r = 0, (3.4.50) assume a mesma for-
ma gque (3.4.54), enguanto que (3.5.43) assume a mesma forma
que (3.5.47). Entéo surge a questéo: sera que n§0 podemos 1i-
gar (3.4.50) com (3.4.54) e (3.5.43) com (3.5.47), sendo que
as primeiras geometrias (3.4.50) e (3.5.43), valeriam para -=<
< ar £ 0 e as segundas; (3.4.54) e (3.5.47), para 0 = ar <

4o, A resposta &: ndo. Nio podemos ligar (3.4.50) com (3.4.54),



~111-

nem (3.5.43) com (3.5.47). Isto porque, e facil perceber, num
grafico A(t,r) xr para um dato t, na hipersuperficie r = 0, a
hipersuperficie da jungao de cada par de equagées, elas formam
um ponto anguloso (ver figura 3.6.1), e isso implica em que a
derivada primeira nao seja continua nessa hipersuperficie. Mas
as condigoes, por exemplo, de Lichrnerowicz para a lLigagdo de
métricas 22) dizem que:

"Duas regiées do espago-tempo, V e V, podem ser liga
das atraves de uma hipersuperficie I, se para cada ponto de P
em I, existe um sistema de coordenadas (utilizado em ambos o©s
lados de' I ) tal que o seu dominio contenha P, e as componen-—

tes métricas gaB e suas derivadas primeiras gaB[Y sejam con-

tinuas em I. Tais coordenadas sio denominadas admissiveis".

A At,r)

Regiao V Regido V
r=0 rz0
C
0 r

Figura 3.6.1 - Na regiao V, para r £ 0, estao representadas qualitativamen-

te, pela mesma curva, as funcoes A(t,r) dadas por (3.4.50), e (3.5.43), en-
quanto que na regiao V, para r 2 0, estao representadas qualitativamente,pe
la mesma curva, as funcoes A(t,r) dadas por (3.4.54) e (3.5.47). Na hipersu
perficie r=0 temos um ponto anguloso caracterizando que a derivada primeira
nao é continua nesse ponto, e portantoc as geometrias em questao nao  podem

ser ligadas em r = 0.
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3.7 — SOLUCOES PULSANTES DAS EQUACOES DE EINSTEIN

As expressdes (3.4.29), (3.4.50), (3.4.54),(3.5.12),

(3.5.43) e (3.5.47), podem ser genericamente escritas como:

A(t,r) = C, + B(r)D(t) (3.7.1)

1

com

D(t) = C, cos(B8t) + C, sen(Bt) . (3.7.2)

2 3

As analises realizadas nos itens 3.4 e 3.5 sugerem
gue o problema das solugées dadas pelas expressées citadas no
paragrafo anterior serem néo fisicas se deve ac fato da fun -
gao B(r) em (3.7.1) divergir em certas regiées. Assim, pensa -
mos que solug§es fisicamente aceitaveis poderiam ser encontra-
das pesquisando a partir de fung&es B(r) que naoc apresentassem
o problema de divergirem para nenhum valor de r, tais como
sech(or), expl~-cexp(yr)], etc..., onde o e ¥y sao constantes po
sitivas. Vamos analisar a seguir o caso em que a = 0 = B(r)=1,

fazendo em (3.7.2) tambem C3 = 0. Assim ficamos com:

A(t,r) = A(t) = C,+Cy cos (Bt) , (3.7.3)
A' = A" = 0 ’ (3.7.4)
A = C,B sen(Bt) , (3.7.5)
A o= -p? C, cos (Bt) . (3.7.6)

Com isso as egs. (3.3.6) se reduzem a

2 _ .
62 B - 3 a%? 5 a® + 3871 sen®(Bt) 4
R

2 H 3 _2,2

+ C,C.. [-28 =5+ 5 a Q7 - 2a2] cos (Bt) +
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2,.2

A2 2
- 38 2 2H
+ a (C1 5

© 2
+CZ)(T-—1)—'28CE2-— A

w0
0
o
)
el fa

7 sen(Bt)[C, + C, cos(Bt)]

2,2 H 2

= =-2R“CC = senz(Bt) + 282010

H ) 2
2 R Z'ﬁCOS(Bt) + 28 C2

)=

(3.7.7)
= C5 [B" 5 - =—3— =~ 82] senz(Bt) +

2 2 2
+ C.C. [28° o+ aZQ - 28%)cos (Bt) -+
R

2 L2

2 2,
— (C1+C2) + 2R C2 -——Ez—- +

C%[B2 = + 7 - a“ - 82] senz(Bt) +

2 |
+ C,C, (282 Ei - a2§2 + 2a% — 2B%] cos(Bt) +

2 2 .2
2 .2 : 2.2 H -R

e & -2 - 621 sen” (Bt) +

2287 _ 252y cos(pt) +

2.2
2.2, af 22
(C1+C2) - - 2B C, + A
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EXEMPLO I.T

Deverlamos agora analisar se esse tensor momento-ener:
gia satisfaz as condig¢des de energia dominante (ref. (12),pag.
91), no entanto, devido ao grande numero de parametros livres,

C C,, a, 2, 8, m, £, n e ainda a dependéncia em duas varia-

1'
veis, t e r , essa andalise se torna dificil. Vamos entdo par
ticularizar alguns desses parametros. Vamos tomar m, %, n, 2 ,

de tal forma gque, em (3.1.4) a (3.1.7), tenhamos a solucao de

Gbdel na forma dada por (1.2.1), ou seja,

m= 1/v2 , (3.7.8)
Q= V2 ,
e em (3.7,3) vamos particularizar
Cy, = C1 . (3.7.9)
Assim {3.7.7) podem ser escritas como:
£ - c? 162 - &1 sen?(st)
00 = 7 - =] sen +
2 2 2
+ C1 [2a” - 471 [cos{pt) + 1] - A
Toq = 2 cf a g sen{gt) [1 + cos(pt) ]
TO3 = 2 V2 82 C? [-senz(Bt) + cos(pt) + 1]
T, =-/28 a c? [cos(pt) + 11 sen(Bt)
o2 (3.7.10)
T11 = Cf [B2 - %T].Senz(ﬁt) +

N cf 1282 + a®l[cos(pt) + 1] + A



-115-

22

2

33 - %7] Senz(Bt) +

¢ 2 [a% - 28%1[cos(Bt) + 1] + A i

Decompondo T,pr dado por (3.7.10), assumindo (3.3.5) ,

obtemos,
P = TOO r
2 .7 .2 a2 2
p = Cy [38 - =1 sen” (Bt) +
2 2 - :
+ Cy [% B™ + a2] [cos (Rt) — 1] + A ; (3.7.12)
1 4 2.2 2
H11 = H22 = -5 H33 = - 3 B3 Cj[sen (Bt)—-cos (Rt)-1]1 ,
{3.7.13)
T3 = T4z »
qA = (OI TO-I’ 0]’ TOB) r (3.7-14)
e as guantidades cinematicas sio:
8 = 3 BC1 sen (Rt) ’ {(3.7.15)
Cap = [0] ’ (3.7.16)
w = - = — C at [cos (Bt) + 1] (3.7.17)
13 7 31 1 2 ' Ut
A
w = (0, 0, Wy 0) , (3.7.18)
a® - (0, 0, o, ~/ZgC, sen(pt)) (3.7.19)

As condigbes (2.6.1) podem ser reescritas como:



-116-

+
=
(1A%
<

(3.7.20)

=
|
=
v
o

(3.7.21)

Apliquemos essas condigdes para as eqs. (3.7.10).

— para A = B = 0 obtemos que se

2
? E62 - %f][senz(ﬁt)HZCOS(Bt)—2] (3.7.22)

essas condigoes sao satisfeitas;

— para A =B =1 ou 2, (3.7.20) implica em

+ T,, =T

Too 11

o0 * Too =

= cZ28%-a®)sen® (Bt)-2¢2 (8%-a?) [cos (Bt) +1] 2 0,

(3.7.23)

o

(3.7.21) leva a

A < —3p2c?

1 [ces (Bt) + 1]

(3.7.24)

~E

— para A = B = 3, {(3.7.20) conduz a

Tyo+tT4; = Co(68%-a?)sen? (Be)-2¢% (38%-a)cos (Bt)+1) 2 0
(3.7.25)

e (3.7.21) implica em.
A £ -g*c®12sen® (8t) + cos(BE) + 1] ; (3.7.26)

— para A =0, B=1, (3.7.20) e (3.7.21) conduzem, respectiva-
mente, a

2 | |
A s CZ(BZ—-%f)senz(st)+(482—a2)[—cos(et)—1]+2 agcf sen (Bt) [1+cos (ft)]

1
(3.7.27)
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2
A< cf(sz — Z)sen’ (Bt) + (48%-a2) [—cos (Bt)-1]-2 ascfsen(st)[1+cos(3t)] ;

(3.7.28)

— para A = 0, B = 3, da mesma forma obtemos

2,2 a4 2, .- .2 2 ‘ 2.2
A= C1(B —-Tr)sen (Rt)+(4p7=a") [-cos (Bt)-1] + 2V/2 B C1[—sen(Bt)+cos(Bt)+1]
(3.7.29)
2
A< cf(sz —-%?)senz(ﬁt)-+ {46%-a?) [=cos (Bt) ~1] =2 /ﬁ‘Bch[_senz(st)+cos(Bt)+1]
(3.7.30)
— para A = 1, B = 3 encontramos
2. 2 &% 2 2 2 2
A g CyB -%T)sen (Bt)+ (48°-a”) [-cos (Bt)-11=V2 B acCj [cos (Bt)+1]sen (Bt)
(3.7.31)
2
A g C?(Bz—v%r)senz(Bt)+(482—a2)[—cos(Bt)—1]+V§-B a cf[cos(st)+1]sen(8t)

(3.7.32)

As equacgOes (3.7.23) e (3.7.25) sendo satisfeitas nos
pontos de minimo serao sempre satisfeitas., Assim (3.7.23). tem

extremos em

sen{pt) = 0 , com cos{pt) = = 1 (3.7.33)
e
2 2 4 2 2
cos (Bt} = iig—:%—l , com senZ(Bt) - 3B —282a .
2R +a (27 -a")
(3.7.34)
Levando sen{pt) = 0 & cos(Bt) = +1 em (3.7.23}) ob -
temos:
82 < a® . (3.7.35)
Para sen(ft) = 0 e cos(B8t) = -1 (3.7.23) & identi-

camente satisfeita para qualquer Bz.
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Os extremos dados por (3.7.34) s0 existem se
-1 £ cos(Bt) =1 e 0O = senz(Bt) £ 1, e isso, a partir de

(3.7.34) nos leva a (i) B2 = a2/2, (ii) 82 < a%/2 ou 821z 2/3,
(iii) 62 > 2a2/3, ou seja, 62 z 2/3. Mas veremog adiante (ver
condicdes (3.7.39)) que estes casos estdao eliminados,

Ja (3.7.25) tem extremos em

sen(pt) = 0 . cos (Bt) = #1 (3.7.37)
e
2 2 4 2 2
cos (Bt) = :é%_i% , com senz(Bt) = 2762_62 g (3.7.38)
68 -a (637-a”) '

0 e cos(Bt) -1, (3.7.25) e satis-

Para sen(Bt)

feita sempre.

Para sen(Bt) = 0 e cos(Bt) = 1, (3.7.25) nos leva a
2
g% < & . (3.7.39)
Os extremos dados por (3.7.38) s0 existem se
-1 2 cos(pt) £ 1 e O = senz(Bt) £ 1 e isso, a partir de

(3.7.38) nos leva a (i) 82 2 a%/6, (ii) 8% < a®/6 ou 8% z 2a%/9,

2a2/9. Entao para 82 z 2a2/9 e

1A%

(iii) 82 = 2a%/9, ou seja, 82
62 < a2/3 (ver eqg. (3.7.39)), (3.7.38) representa extremos de
(3.7.25). No entanto por substituigao direta em (3.7.25) vemos
que para esta faixa de valores de 82 entre 2a2/9 e a2/3, esta
Gltima desigualdade & sempre satisfeita.

Ja as desigualdades (3.7.22), (3.7.24) e (3.7.26) a
(3.7.32) séo sempre satisfeitas desde que /i seja conveniente-
mente pequeno. O valor maximo de A sera obviamente determinado
pela mals restringente dessas desigualdades, em fungéo dos pa-—
rametros a, B, C1.

Adotando entdo as condigodes de energia dominante
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(2.6.1), concluimos que a solucdo em guestao & fisicamente
., - 2 .
aceitavel para B~ = a2/3, com um valor conveniente de A. Por

exemplo, para
B =a/2 , (3.7.40)

a mais restringente dessas deslgualdades gue envolvem A &

(3.7.24) gue implica em

(3.7.41)

quando Bt = 0+2km, k inteiro.
Considerando (3.7.40) e a igualdade em (3.7.41), as
partes irredutiveis do tensor momento-energla, a partir de

(3.7.11) a (3.7.14), se escrevem Como

ach 2 at
p=—3— (6 -sen” 57) (3.7.42)
2.2
p = i;H (sen2 %; + 14 cos %; - 4) ’ (3.7.43)
2 2
H11 = H22 = - % H33 = - a:f1 (sen2 %; - COS %; - 1}, (3.7.44)
H13 = - %? a2C? {cos %; + 1) sen %; ’ {(3.7.45)
qy = (0, Tgq, O, Ty (3.7.46)
com
T,, = aC; sen 3F (cos LA PR (3.7.47)
1., = %2 a%c? (csen® & s cos 4, (3.7.48)

sendo que as quantidades cinematicas ndo nulas ficam como

sen 3 , (3.7.49)

3
Bziac 3

1
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o® = (0, 0, %? ac, (cos %; f 1), 00, (3.7.50)
a® = (b, o, 0, - %g aC1 sen %;) ' (3.7.51)

e o escalar de curvatura & dado por

2.2
ac 2 at

2 2

ki
i}
i

(sen

2

EXEMPLO I.IT

Se no lugar de (3.7.8) tomamos

+ 7 cos at + 7) . (3.7.52)

2 = m
n = =20m (3.7.53)
Q= V2

teremos (3.1.4) a (3.1.7) correspondendo ao sistema cilindrico

de coordenadas, conforme (1.2.3) e itens 1.3 e 2.10.
Admitindo (3.7.53) e (3.7.9), podemos escrever

equacgbes (3.7.7) como

?[-232 th 2L _ 1 a2 + 382] sen2(6t) +

Too = C 7 T 32

00

2y ar

+ C?[—4B th 5+ az][cos(Bt) + 1] - A

as

Tyq = vZ a B C? sen (Rt) [V/2 th %; + cos(Bt)]
2 2 ar 2
T03 = 2/2 B C1 th = [-sen” (Bt) + cos(Bt) + 1]
Tiq = -vZ B a c% sen {(gt) th %; [cos (Bt) + 1]
T = c2 [28° th 2 _a? 82] senZ (Bt) + (3.7.54)
17 = Cq 128 2 7~ -7
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ar ., a2 - 282][cos(Bt) + 1] + A

2 2
+ C1[4B th 5

T

22 11

B2

ar
2

a

s ]sen2(8t) +

2 2
33 C1[68 th

+ C?[a2 - 282}[cos(Bt) + 1] + A

Vé—se, por observagéo direta destas equagées, que o©
valor de r que mais pode comprometer as condigées de energia do
minange (3.7.20) e (3.7.21) € aguele em gue ar » «, e, nesteca
so, th %; ~+ 1. Mas, nesta situacao, as egs. (3.7.54) se redu-
zem ds egs. (3.7.10) gue, como ja vimos, satisfazem as condi-
9565 de energia dominante. Conclui-se entéo gque os resultados
representados por (3.7.22) a (3.7.41) também levam a uma solu-
géo figicamente aceitavel guando a transformagéo conforme em
questéo & feita sobre o tensor métrico de G8del escrito no sis

tema cilindrico de coordenadas.

Neste sistema de coordenadas, decompondo TAB dado por
(3.7.54), assumindo (3.3.5), (3.7.40) e a igqualdade em
(3.7.41), obtemos para as suas partes irredutiveis
2.2
a C :
p = —3 ! [{(1 - 2 th? %;) sen2 5+
2 ar at
+4(1—th —i-') COS'—'E- +
+ 10 - 4 tn® 35 (3.7.55)
a2C2
: ‘ 2 2 at
P =._T§l[(8 th2 %; + 6) cos -5 * {10 th %; — 9) sen %T +
8 th? 2 - 12 (3.7.56)
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B B 1 _ 1 2 at at 2 ar

Mg = Tpp = -3 033 =~ —3 (sen” -cos == - 1)th" = ’
(3.7.57)

Y2 2.2 2 at at 2 ar
H13 =~ 5 a C1 sen” —- (cos 5 1) th - R {3.7.58)
qA = (Or To-]r O.r TO3) r (3.7.59)
com

_ 2.2 at at ar
T01 = a C1 sen —- {cos -5 + i) th =5 ’ (3.7.60)

V2 o 2.2 2 at t

To3 = 3 a°Cy (-sen %T + cos %T + 1) th %; , (3.7.61)

sendo que as quantidades cinematicas nao nulas ficam como

3 at
6 :jac1 sen-z—— 7 (3.7.62)
o® = (0, o, %? ac, (cos %; + 1), 0) |, (3.7.63)
A V2 ar at
a = (0,0, 0'—'fr a C1 th =~ sen TT) R (3.7.64)

e 0 escalar de curvatura fica dado por

2.2
a c
1 2 ar at 2 ar 2 at
R = - 5 [(Gth T—‘I)COST—F(‘IGth '—2—'—'5)881'1 —2—+
2 ar
- 6 th - - 1] (3.7.65)
EXEMPLO II1I.T
Ao assumirmos a expressao (3.7.9), ficamos cum um in
conveniente: por (3.7.3) vemos gue nos pontos Bt = ﬂ+2kw, k in

teiro, temos A{t,r) = 0, o que pode ser inconveniente, pois
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nestes pontos todos os termos da metrica divergem, como pode
ser visto por (3.3.1). Para evitarmos isso basta escolhermos

em (3.7.3) C, e C, tais que

1 2
icil > feyl (3.7.66)
e nunca teremos A{t,r) = 0. A titulo de mais um exemplo, vamos
exibir o caso em dque
c, = 2C, (3.7.67)

Neste caso, assumindo (3.7.8), podemos escrever (3.7.7)

Ccomo
2, 2 2 2 2, 2 2
Tgo = Ca (B - %T) sen” (gt) + 2C5(a“-48")cos (pt) +
2 2 2
N Y L I
TO1 = 2 afgcg sen{Bft} [cos (Bt} +2]
T03 = 2y2 82 C%[Z cos(Bt)—senz(Bt)+1]
T,y = —/Za g cZ sen(pt) [cos (Bt) +2] (3.7.68)
b2 e (8% - A sen sty + 202 (a%e2p2 t)
11 = C2 (g~ - Tf)sen Bt) + C2 a“+2B " Ycos (R +
Cg(% a2 + 282) + A
Tyy = Tqg
2 2 a® 2 2 2 .2
T33 = C2(58 - TT) gen (Bt)+2C2(a ~-2R7)cos (Rt) +
+ C2(% a2 - 287) + A .

Agora, considerando as condicdes de energia dominan-—

te (3.7.20) e (3.7.21); e procedendo; em relacado as eqs.
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(3.7.68), uma analise semelhante a feita nc trecho que se se-
gue a (3.7.21), chegamos a conclusao que as condig¢des acima men—

cionadas sao satisfeitas para

2 < 2 a% (3.7.69)
e que Se assumimos
a
B =3 (3.7.70)
teremos que ter
9 2 .2
A 2 —~4-a 02 (3.7.71)

para que (3.7.20) e (3.7.21) sejam satisfeitas pelas equagées
(3.7.68).

Assumindo (3.7.70), a igualdade em (3.7.71) e (3.3.D)
as partes irredutiveis do tensor momento-energia dado por

(3.7.68) sao

azcg 2 at
p = ) (15 - sen TZ) ’ (3.7.72)
b = i;é (5 + 28 cos3® + sen® 2% (3.7.73)
H11=H22=— % H33 = ~azC§ (Sen?%; - 2co0s %;-113:7.74)
My = - 72 222 sen 8 (cos &F + 2) (3.7.75)
ay = (0, Tgqs 05 Tya) (3.7.76)
com
Ty = a’c2 sen &° (cos & + 2) (3.7.77)
T03 = %? azcg (- senz-%; + 2 coé%}%—1) ’ (3.7.78)
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e as quantidades cinematicas nao nulas sao:

3 at

8 =3 ac, sen %T (3.7.79)
W= (0, 0, 22 ac. (cos At 4 2), 0) (3.7.80)

5 2 5
- (0,0, 0, - 22 ac, sen 2ty , (3.7.81)

3 2 5
sendo gque o escalar de curvatura fica
22
a’c | ,

R = - — (sen® %; + 14 cos %§-+ 13) (3.7.82)

EXEMPIO II.II

Vamos agora fazer a transformagéo conforme dada por
(3.1.3), {(3.7.3), (3.7.67), realizada sobre a métrica (2.1.1)
com H e R dados por (3.1.4) a (3.1.7) escritos no sistema de
coordenadas dado por (3.7;53). Em outras palavras, vamos fa -
Zzery a mesma transformagéo conforme que anteriormente, s6 que
agora vamos realiza-la sobre a métrica de Gbdel no sistema ci-
lindrico de coordenadas. Em resumo: considerando (3.7.67) e

(3.7.53), podemos reescrever (3.7.7) como:

2

Too = cg(-zgz th? %§ +_352 - %?) sen? (Bt) +

+ 20%(—482 th2 %; + az) cos (Bt) +

5 2.2 2 2 ar

+§aC2—4B th T—J'\.

_ 2 ar
TO1 = 2 a B C2 th —- sen (Bt} [2 + cos(pt)]
Toy = —2V2 c% 62 th %; [sen? (Bt)—2cos (8t) +1]

(3.7.83)
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T, = -2 Ba cg sen (Bt) th %; [cos (Bt) + 2]
7. = c2(2p% tn 2L _ g7 EE) en” (Bt)
11 7“2 7 - psen *
+ 2c5 (48° th & - 2p% & a®) cos (Bt) +
5 2.2 2.2
+ 5 a C2 + 2B 02 + A
Ty2 = Tqy
T, = c2 (6p° tnh? 3L _ g2 EE) en” (Bt)
33 - 2 7~ - 3} sen *
+ 2C§ (a2 - 282) cos (Bt) +
5 2.2 2 2
+ 5 a 02 - 2B C2 + A .
Valem agui, os mesmos comentarios que se seguem a

(3.7.54). Quando ar » «, th %; + 1 e esta & a situacao em que
TR dado por (3.7.83) mais poderia comprometer as condigoes
(3.7.20) e (3.7.21). Mas nesta situagéo (3.7.83) se reduz a
(3.7.68), que satisfaz (3.7.20) e (3.7.21). Lego, o tensor da-
do por (3.7.83) & o tensor momento-energia de uma solucao fi-
sicamente aceitavel das equagées de Einstein e as expressoes
(3.7.69) a (3.7.71) valem para este caso tambem.
Vamos agora decompor (3.7.83) em suas partes irredu-
tiveis, assumindo (3.3.5), (3.7.70) e a igualdade em (3.7.71).
Assim sendo, temos
azcg

. 2 ar : 2 ar 2 at
g = 2

[(19-4 th” =F) + (1 - 2 th %) sen” 5 +

£ 8 (1 - thz'%§) cos 2F . (3.7.84)
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2.2
acC
p =~ (8 th® &8 = 3) + (10 tn® &5 _ 9) sen® 3L
+ (16 th? L 4 12) cos 2F] (3.7.85)
a2C2
_ - 1 _ 2 2 ar 2 at at
Tyq = Oyp = = 5 My3 = - —3—= th™ == (sen” 5 - 2cos 5= - 1) ,
(3.7.86)
V2 2.2 2 at ., 2 ar at
H13 = - 5 a C2 sen’ —- th 5 {cos - + 2) ’ {(3.7.87)
qA = (Of T01l Or TOB) r (3.7.88)
com
.22 2 at ar at
Tpq = & ¢, sen” = th -5 (cos - + 2) (3.7.89)
) 2.2 ar 2 at at
T03 = "'2— a C2 th T (—581’1 '—2—“ + 2 cos —2— + 1) ’ (3.7.90)
e as quantidades cinematicas ndoc nulas ficam como
3 at
8=§ac2 sen—z— r (3.7.91)
W - 0, 0, %2 ac, (cos 4 2y, 0) (3.7.92)
2 2 2
A V2 t at
a = (0, 0, 0, ——2- a C2 th%‘- sen “é“‘) ’ (3.7.93)
e o escalar de curvatura & igual a
a2C2
2 2 ar 2 at 2 ar at
R = - 5 [(6 th - - 5) sen -t {12 th - + 2) cos 5 +
+ 6 th? &+ 7 . (3.7.94)
Uma curiosidade a se ressaltar € que 0s exemplos

I.II e IT.IT tendem assintoticamente respectivamente para I.1
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e IT.T guando ar » «, e mais, guando realizamos a transforma -
gdo conforme dada por (3.1.3) sobre dséSFE “escrito em qual-
guer sistema de coordenadas onde m # 0 e 2 £ 0 obtemos uma
nova geometria, que para ar > «, tende assintoticamente para
uma obtida por uma transformagao conforme sobre ds§SFE escri
to em um sistema de coordenadas em quem £ 0, £ = n = 0. Isto

pode ser visto diretamente em (3.1.4) e (3.1.5), pois para ar~

» o, 0s termos gque contém m prevalecem sobre os demais.

3,8 — EXPRESSAO DA VARIACAO DA DENSIDADE DE ENTROPIA E GRAFICO
COMPARATIVO DAS GRANDEZAS QUE CARACTERIZAM O MODELO DO
ExemprLo II.I Do ITEM 3.7

Utilizando as egs. (3.3.5), (3.7.3), (3.7.67),(3.7.72),
(3.7.73), (3.7.79) e (2.12.1), a equagao (2.12.2) se escreve co

mos:

. 3.3 at at 1 2 at
LTS = -a C2 sen —- [6 + 3 cos 5 =7 COS 77], {(3.8.1)

e considerando (3.7.79) podemos escrever ainda

2 2 2 at 1 2 at
UTS = - -3' a8 a C2[6 + 3 cos -—2— - E CcOs T]
Como u, T e {a2C§[6 + 3 cos %; - % cos2 %;]} 530 sempre posi

tivos concluimos gue § tem sinal contrdrio ao de 8 . Mas 8
como se pode ver por (3.7.79), assume valores positivos e nega

tivos. Entao temos as alternativas:

i) ou admitir que o modelo em questao & pulsante,is-

to &, se expande e se contrai em ciclos a medida gue t aumenta,
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e com isso aceitar que S possa assumir valores negativos quan-—

do este universo girante e pulsante estiver em expansao;

ii) ou admitir que S deve ser sempre positivo e com

. . . = at
isso restringir o modelo como valido apenas para 0+nm £ —

D1

< 7T +1n7T comn = par, ou seja, nas fases em que 6 < 0, isto

quando o modelo estd em contragao;

iii) ou admitir que a expressao (2.12.2) ndo & uma
boa equaclo para o caso dos modelos em gquestao e que o assunto

merece um estudo mais cuidadoso.

Tomando a = 2 e C, = 1 podemos reescrever (3.7.72}

a (3.7.82) e (3.8.1) respectivamente como

p =15 ~ sen’t ’ (3.8.2)
_ 5,28 1 gon?
p =3+ 5 cos t o+ 3 sen t , (3.8.3)
1 4 2 - 8
H11 = H22 ==-3 H33 = - 3 sen t + 3 cost + 3 v
(3.8.4)

I, = -2/2 sen t cos t - 4/2 sen t , (3.8.5)

ap = (0, Tgqr 0, Tp3) (3.8.6)
com

TO1 = 4 sen t cos t + 8 sen t (3.8.7)
e

Toy = -2/2 sen?t + 4/2 cos t + 2/2 (3.8.8)

8 = 3 sen t . (3.8.9)

o) _2/3 4 VT cos t (3.8.10)



a(3) = /2 sen t
2

m = -2 sen t - 2

uTé = =48 sen t

Nag figuras 3.8.
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(3.8.11)

8 cos t + 26 (3.8.12)

24 sen t cos t + 4 sen Lt coszt
(3.8.13)

1 e 3.8.2; obtidas no terminal grafi

co do LCC gragas ao Joao Torres, mostramos como variam as gran

dezas dadas por (3.8.2) a

vas A, B, C,... da seguint

nn

UJ(E

(3.8.13), as guais associamos as cur

e maneira:

33° c, H13:D T T01:E '

) im , a3 .1, w:g, uTS:K
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45.00 70,00

20.00

Om H W

30,00

| —{t em radianos

ool 0 400 9.00

Figura 3.8.1 — A reta tracejada acima do ~5,00 corresponde a ordenada zero.
A correspondéncia de cada curva esta dada no ultimo paragra
fo anterior.
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CAPITULO 4

NovAas SOLUCOES DAS EQUACOES DE EINSTEIN
Com RoTacho E m,, =0

4,1 — A JUSTIFICATIVA DESTE CAPITULO

0 elemento de linha d52

NSFE’ sobre o qual realizamos

a transformagao conforme dada pela equagao {3.1.3), & solugao
das equagées de campo de Einstein, e guando associamos ao con-
telldo material o campo de velocidades (2.4.1), os observado-
res do sistema de referéncia combével com esse conteldo materi
al o Véem como um fluido imperfeito com Hii £ 0 (ver item 2.5),
mesmo para o caso estacionario, quando D(t) = 0. Por esse moti
vo, no Capitulo 3 buscamos, desde o inicio, solucbes para as

equagoes de Einstein, sem impor

T11 = T22 = T33 . (4.1.1)

Entao, neste capitulo, vamos mostrar que tais solugbes exis -
2 . ~ -

tem, e que pelo menos no caso em que 7 = 2, tais solugoes sao

fisicamente aceitiveis, e inclusive, as geometrias resultantes

sao conformes a Gbdel.
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4,2 — AS SOLUCOES
Nas equagoOes (3.3.6) fazendo T11 = T22 encontramos

.2,
A" 4+ %r (R°-2) A =0 , (4.2.1)

que tem como solugaoc as seguintes possibilidades:

(i) se 92 < 2

% 2—92 r - % 2—92 r
A(t,r) = g1(t) e + gz(t) e ;(4.2.2)
(ii) se O = 2
Alt,r) = g1(t)r + g2(t) (4.2.3)

(iii) se Q2 > 2

RN - 2 1
A(t,r) = g1(t) sen(% 92—2 r) + gz(t) cos(%\/92-2 r)

(4.2.4)

Fazendo T11 = T33 obtemos

2

LH2 (H-n)RA' — R“A" = 0 ; (4.2.5)

AH + %

Pondo T22 = T33 encontramos uma equagac, que levando

em consideracao (4.2.1), se reduz a (4.2.5}).

Vamos agora impor que cada um dos casos (i), (ii) e

(iii) satisfaca (4.2.5), para encontrarmos g1(t) e gz(t).

(1) para 9% < 2

Calculando as derivadas A, A' e A" a partir de (4.2.2),
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tomando as expressoes (3.1.4) e (3.1.5) de H e R, e substituin
do em (4.2.5) obtemos uma express&o que envolve g,, §1, Gy §2
como coeficientes de exponenciais em r, gue apOs reagruparmos

os termos, podemos escrever da seguinte forma:

2
: 2=8
2 2 (2 + }ar
- 2 a 2 a 2 2 2 :
[g1 Q7 + -5 2-0 9, - uI—(2—Q )g1]m e +
\/ )
2 _a’ Lo a’ 2 ,  (-2e T35
+ [919 - S5 V2-R 9, - 1 (2-0 )91]R e +
2
2-=5
2 — 57 2 (2 - )
. 2
+ [gzﬂ - %T VE_QZ 9, - I (2-02 )g2]m2 e 2 +
2 2 (-2 VE-Q ya
W 2 2 e 2
+ [g,07 + %f 2-02 gy - %r (Z—Qz)gz]R e +
5t
V202 V202
(1 + 5 yar (-1+ > )ar
+ [2g1 8 m n] e + [2§1QRn]e +
V 2 2
(1- 259 )ar (-1- 259 yar
4 [2§2 2 m n] e + [Zﬁzﬂﬂn] e +
2 2_92 ar
+ [@1(292m2+n2) + %T-n12g1(2—92)] e 2 +
2 - 2"92 ar
v 13, (20°mem?) & & mig,(2-0%)1 & 2 - 0

(4.2.6)

Pela independéncia linear das exponenciais em r, ca-
da coeficiente entre colchetes na eq. (4.2.6) tem que ser sepa
radamente zero. E & isso que vamos verificar agora, ou seja, ©

que segue se refere a eg. (4.2.6).

Supondo 1 < 92 <2, m# 0 e 2 # 0, subtraindo o coe-
ficiente do 29 termo sobre 22 do coeficiente do 19 termo sobre

m2, chegamos a conclusdo gue g, deve ser nulo. Subtraindo o co
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eficiente do 39 termo sobre m2 do coeficiente do 49 termo so-
bre 22, chegamos a conclusao gue g, deve ser nulo, ou seja ,

nao existem 94 © 9, nao nulos que satisfacam (4.2.5).

Se 1 < 92 <2, m#Z0 e & =0, os coeficientes do

19, 59 e 92 e do 39, 792 e 109 termos implicam gque n = 0. E res
tam as condigOes dadas pelos coeficientes do 12 e 3@ termos ,

gque nos levam respectivamente a

C., sen W(t) + C, cos W(t) (4.2.7)

91(t) 3

2

eV(t) + C

. : e—v(t)

c {(4.2.8)

gz(t)

com C2' C C4, C5 constantes de integracgdo, e

Wit) = & [2 Va—a?' - (2-02)11/2%

29
c
V(t) = - 5y 12 o s (2= 1%
Para 1 < 92 < 2, m=0¢e%#£ 0, os coeficientes do 29,
62 e 92 e do 49, 89 e 109 termos implicam que n = 0. E restam

as condigoes dadas pelos coeficientes do 29 e 49 termos que nos
levam respectivamente a 9, com uma expressao igual a de g, na
eq. (4.2.8) e a g, que tem uma expressao idéntica a de 94 na

eq. (4.2.7), ou seja,

91 = 9o em (4.2.8) (4.2.9)
92 = gq em (4.2.7) (4.2.10)
Se 92 =1, m#Z0 e 2 #£ 0, a equagao (4.2.6}) se re-

duz a:



-137-

[g, + 2 g, - 2 g,] m" e +
1 2 1 4 1
_ S5ar
a2 a2 2 2
+1G, v 39y - gyl b e ¥
3ar
. OOn a2 a2 2 T T2
+ 0gg+ 28, 7 -5 9y - 9l e +
3ar
an a2 a2 2
v Mgy v 290 T - 59y, - 9l moe *
ar
. on . . n2 az _T
+ [291-7ﬁ + 2g2 t Oy o Y Y gz]mﬁ e +
ar
2 2 =
+ [2§2.%§ + 29, + 9y %— + %f g lmé e? = 0 . (4.2.11)

Novamente, pela independéncia linear das exponenci-
ais em r, cada coeficiente entre colchetes na eq. (4.2.11) tem
que ser separadamente zero. O que segue faz mengdao & egquagao

(4.2.11).

Substituindo 2g,fn tirado do coeficiente do 59 ter-
m
mo no coeficiente do 49 termo, obtemos

n2 5a2
(W v gl v =795 = 0

. {(4.2.12)
Do coeficiente do 29 termoc temos

g, + 9, = 0 . (4.2.13)

Olhando para essas duas Ultimas equagdes, vemos que

ambas s6 s3o simultaneamente satisfeitas se

= 4 , (4.2.14)
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e neste caso temos
at
gz(t} = C4 sen ‘7 + CS ‘7 7 (4.2.15a)

sendo C, e Cg constantes de integracéo.

Um procedimento andlogo ao anterior, so que desta vez
envolvendo os coeficientes do 69, 392 e 19 termos, como se pode
ver pela semelhanca das equagées resultantes, nos leva novamen

te a (4.2.14) com

it t
g,(t) = C, sen %E + C, cos 3F (4.2.15b)

onde C, e C, séo constantes de integragao.

Para 92 =1, m£Z0 e % =0, na egq. (4.2.11) os coe
ficientes do 19 com 69 e do 49 com o 59 termos nos levam a con
cluir que n = 0, restando entao para esse caso as equagées ad-
vindas dos coeficientes do 19 e 49 termos iguais a zero, que

respectivamente nos levam a

g (k) = C, sen %; + C, cos %} (4.2.16)
e V3 a, /3 a £

gz(t) = C4 e 2 + C5 e 2 (4.2.17)

Para 92 =1, m=0 e & # 0 os coeficientes do 39

com o 69 termos e do 29 com o 59 nos levam a concluir que n=0,
e as equagées restantes, provenientes dos coeficientes do 3o

e 29 termos iguais a zero implicam respectivamente em

g, (t) mesma exXpressaoc que g, em (4.2.17) (4.2.18)

g, (t) mesma expressao que g, em (4.2.16) (4.2.19)
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(ii) para 92'= 2 (Caso Gbdel)

Por um procedimento idéntico ao do primeiro paragra-

fo do caso (i), gue antecede a eq. (4.2.6), chegamos a

v 2

2ar w 2
(g1

mz) re + (g8 Rz) r e~23r

ar ar

+ ('gj.[. 204n) re +

+ .

(@229mn) r e

+

(292m2 + nz)ij1 r o+

+ (ag, + 92§2) m2 eZar + (-ag, 4 Qzéz)ﬁz e—2ar
+ (20mng,) e®F + (20engy) €77+
2 : 2. u
+ (22"mE + n7) g, = 0 . (4.2.20)

Novamente aqui, pela independéncia iinear dos funcio
nais em r, cada coeficiente em (4.2.20) devem ser separadamen
te iguais a zero. O que segue se refere a (4.2.20).

Param#£ 0 e & £ 0 o coeficiente do termo indepen

dente em r implica que

§, =0 — g,(t) =bt+qg , (4.2.21)

onde b e g sao constantes de integragao.
FE esse resultado nos coeficientes do 69 ou 79 termos implicam

em
g, = 0 . (4.2.22)

Considerando (4.2.3), (4.2.21) e (4.2.22),temos que

A(t,r) = A(t) = bt+g , (4.2.23)
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Em (4.2.20), param £ 0 e & = 0, sen # 0,recaimos
em uma analise idéntica a anterior; que nos leva a (4.2.23).Se
n = 0,ficamos com as equacbes determinadas pelos coeficientes

do 19 e 69 termos, ou seja,

§, =0 = g (t) = Cjt +C, (4.2.24)
e
acC ac
. a _ 1,3 2,2
9'2——'2-9’1=>92(t)—-72—t —Tt +C3t+C4
(4.2.25)

onde CT' Cyr C3o Cyr sio constantes de integracao.

Considerando (4.2.24), (4.2.25) e (4.2.3) temos que

aC1 3 a02 5
A(t,r) = CTtr + C2r — —TIT t - T t + C3t + C4
(4.2.26)
Param=0 e & # 0, as conclusOes sac semelhantes
as do caso em que m # 0 e % = 0, apenas gue a expressao equi
valente a (4.2.26), devido ao sinal de menos que aparece no
coeficiente do 79 termo, fica
ac ac
3 : 1,3 2,2 - ‘
A(t,r) = C1tr + Czr + —1—2't + a t + CBt + C4
(4.2.27)

Note que quando fazemos em (4.2.27) ou em (4.2.26)

2 =0

C
C, = b

0
i
i

dq
regbtemos (4.2.23}).

(iii) para 92 > 2

Por um procedimentc andlogo ao do primeiro paragrafo
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do caso (i), gua antecede & eq. (4.2.6), chega-se a seguinte

equagao (X = % : 92—2 r):

L2
['9}192 - % VQZ—Z g, @ + a_ (92—2)g1] m2 seny ezar +

, p 2
+ [§292 + %\#Qz—z gq @+ %r (92-2)g2] m2 cosy e2ar +
- 2 aZ\/ 2 ‘ a2 2 2 -2ar
+ [gTQ + 5 RT=-2 9,8 + - (Q ~2)g1]£ seny e +

2 2
.- v/ 1 -
+ [gZQ2 - %T R_2 g.a + a. (92—2)g2]22 cosy e 2ar +

4
2 n2 a2 2 :
+ [gq(2 + o7) - 3 (@7-2)g,Imd seny +
2 2
- 2 n a 2
+ [92(29 + m’) -5 (Q —2)9’2] ml cosy +

..

+ [g129mn] seny ear +

+ [§2‘29mn] cosy T 4

+ [§, 200n] seny % 4

+ [§, 202n] cosy Bt 0 . (4.2.28)

E agui também os coeficientes entre colchetes tém que
ser separadamente iguals a zero. O que segue faz alusdo a equa

gao (4.2.28).

Supondo m # 0 e & # 0 , subtraindo o coeficiente do
19 termo dividido por m2 do do 39 dividido por 22 e o coeficien
te do 49 sobre 22 do do 29 sobre m2, chegamos a conclusao que
néo existem g, € g, néo nulos que satisfagam (4.2.5), sob as hi

poteses assumidas aqui.
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Param#Z 0 e L = 0; trabalhando com os coeficien -
tes do 19, 29 mais 59 e 69 ou 792 e 8¢ termos, chegamos a con -
clusao gue sO existira g, € 9y nao nulos que satisfaca (4.2.5),
se n = 0. Neste caso, restam as equagées provenientes dos coe-

ficientes do 19 e 29 termos, ou seja,

2 2
. a \/ 2 a 2 3
9 - —3 n°=-2 g, + —% (2 -2)g1 = 0 (4.2.29)
20 40
2 2
g + 2 \f92—2 g, + 2 (92—2)g = 0. (4.2.30)
2 2 T4 2

Vamos supor que g, e g, tenham solugao geral da for-

ma
g, = C, sen(At) + C, cos (At) => §, - 2%y, (4.2.31)
g, = Cy Aty Cg e Bt s §2 = A2g2 . (4.2.32)
Considerando essas duas ultimas equagoes (4.2.29) e

{(4.2.30) ficam como

2 2
25 (@%-2)-a%1g, - &5 VP2l g, = 0
40 20

2 2
2, 0%-2) + a%1g, + 25Vet2 g -0 .

40 28

Tirando 9, da primeira e substituindo na ultima, ob-

temos -

2% - (&)Y @t . (4.2.33)

24

Se em (4.2.33) assumirmos as raizes reais g, € g, em

(4.2.31) e (4.2.32) ficam como estao. Se assumirmos as ralzes
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imaginarias elas irao intertrocar a dependéncia funcional, is-
to e, 94 sera exponencial (hiperbodolica) e g, trigonometrica.

Param=0e £ £ 0 & imediato de se ver, por compa-
ragao dos coeficientes em (4.2.28); gue teremos um desenvolvi-
mento e um resultado semelhante a situagao anterior, em gue
m#£ 0 e & = 0.

Nao faremos neste trabalho uma analise da fisicibili
dade das solugées encontradas neste item, excetuando-se o ca-

so (ii) que corresponde ao caso da geometria de GOdel.

4.3 — ANALISE DO CASO GODEL

Considerando a eguacao (4.2.23) podemos reescrever

Tap dado por (3.3.6) como

2 2
a 2 H 2
TOO =T (pt+q) —3('—2"—' 1)b - A
R
T, =-0aba (bteg)
01 R
5 (4.3.1)
_ 2, g ) _ad o
T3 = g ab R - 2)(bt+q)
2 2
_ _a 2 i_ 2
‘I‘11 =Ty, = Ty = 5 (bt+g) ™ + 3(R2 1)b” + A,

vamos considerar H € R dados por (3.1.4) e (3.1.5)es
critos em sistemas de coordenadas bem comportados, ou seja ,
agueles em gue a relagao (H/R)2 nao diverge para nenhum wvalor
de r, mas sim gue tem seu valor maximo igual a Q% - 2, guando
ar > +o_ Esses sistemas de coordenadas sao agueles em  gue

(a) m #'0; 2 #0 e n ='-Q(m}2); ou (b)) m# 0 e 2=n=0, ou
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(c) £ £ 0em=n = 0. Para estes casos, 0 valoxr de H/R que
mais compromete as condigoes de energia dominante, (3.7.20) e
(3.7.21), & quando |H/R| = Q2 = v¥2, e nesta situacido limite,que

e quando ar » *w, podemos reescrever (4.3.1) como

a2 : 2 2
Tyq = 5 2ab (bt+q) ,
{4.3.2)
T3 = V2 ab (bt+q)
a2 : 2 2

T11 = T22 = T33 = —2—' {bt+q) + 3b + A ’
sendo qgue nos casos {a) e (b) vale o sinal (-) em T01, e no ca
so {c¢) vale o sinal {%).

Note gue no caso (a) citado anteriormente (4.3.2) e
0 caso limite para ar +~ © e nosg casos (b) e (c) (4.3.2) é o

proprio tensor momento energia para gualguer valor de ar.
Aplicando as condigdes (3.7.20) e (3.7.21) a (4.3.2),

obtemos as seguintes desigualdades significativas:

2 .
s g (bt+q) % - 3b% - 2ab (btsg) = V (4.3.3)
a2 2 2

AE 5 {bt+g)” - 3b" + 2ab (bt+g) =W . (4.3.4)

V tem ponto de minimo em
bt + g = 22 (4.3.5)

e para esse valor de bt+q, (4.3.3) fica

2

A £ -5Db (4.3.6)

W tem ponto de minimo em bt+g = -2b/a, gue leva
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(4.3.4) também em (4.3.6). Ent%o concluimos que qualgquer valoxr
de A que satisfaga (4.3.6); A< —5b2, torna as solugées em ques
tao fisicamente aceitaveis.

Considerando (3.3.5), as partes irredutiveis naoc nu-
las do tensor (4.3.1), no sistema de coordenadas cilindricas

dado por (3.7.53), sao

a2 2 2 ar 2
P =5 {(bt+gq)” - 3(2 th =5 - 1b™ - A (4.3.7)
a2 2 2 ar 2 -
P = 5 (bt+g)™ + 3(2 th - - b + A, (4.3.8)
T,y = /Z ab tn® 25 (btiq) (4.3.9)
dy = (0, Tyqr O 0) ’ (4.3.10)
com
T = -2 ab th & (bt+g) . (4.3.11)
01 2
Jia as quantidades cinemdticas nao nulas sao
0 = - 3b r (4.3.12)
o = (0, o,'%? a (bt+q), 0) (4.3.13)
A ar
a® = (0, 0, 0, b th = . (4.3.14)
Note gque podemos escrever
B C
Toi v FoiBc ® ¢ ‘
ou seja,
N\ ch
92 v foamc ¢ ¥ !

e especificamente temos que
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(3) . (2)

9, = 2Y2 € a W

0132
O escalar de curvatura fica como

R = -a® (bt+q)? - 12(2 th® 85 1) ¥ . (4.3.15)

Para obtermos as expressées 0, P HAB’ qp s 8, w, a
e IR para a métrica conformalmente transformada a de G8del
escrita no sistema de coordenadas dado por (3.7.8) basta fazer
mos ar -+ « nas expressées (4.3.7) a (4.3.15) pelas mesmas ra -

zoes discutidas no final do item 3.7.

No ponto em gue as grandezas anteriores atingem o

seu menor valor absoluto, ou seja, em

- - g
t=-3 , (4.3.16)

o esgcalar de curvatura se reduz a

_ _ 12(2 th? &L _ 1) p? ) (4.3.17)

R )

t=-q/b
A expressdo (2.10.14) (ver tambeém item 1.7) nos diz
que

(4.3.18)

onde r & o raio critico que corresponde a uma trajetoria do
tipo tempo fechada para t = const., r = const., z = const.. De

imediato, a partir de (4.3.18), calcula-se que

c 1
th —— =5 - (4.3.19)

Levando (4.3.19) em (4.3.17) ficamos com

R . = 0 (4.3.20)
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R > 0 {(4.3.21)

R < 0 (4.3.22)

r > r

vemos entéo, gue este modelo apresenta uma regiao do
espago-tempo onde a quadricurvatura - & positiva. E no interva
lo de t onde isso ocorre, as fronteiras dessa regiéo séo deli-
mitadas em funcdo do raio critico de causalidade.

Ooutro fato curioso a se observar € que para um dado
valor de r, a expanséo e a aceleragéo do conteludo material séo
constantes, enguanto que as demais grandezas, inclusive o esca
lar de curvatura, a medida gue t passa, vem de valores gran -
des, em valor absoluto, para t + -», passam por um valor mini-
mo em t = — % , e depois divergem novamente, a medida que t=+e,

Utilizando as egs. (3.3.5), (4.2.23), (4.3.7),(4.3.8),

(4.3.12) e (2.12.1), a equacao (2.12.2) fica

LTS = 2 b a® (bteq)? , (4.3.23)
e por (4.3.12) podemos reescrevé-la como

urd = - 2 6a’ (bt+q) >, (4.3.24)

e a conclusio & idéntica a do final do item 2.12: aceitando as
restricdes impostas pela equacao (2.12.12), como [%az(bt}q}zl,

u, T sao sempre positivos, S 80 sera positivo se 0 for negati

VO

6 < 0 ' (4.3.25)

ou seja; se considerarmos que (2.12.2) expressa bem o segundo
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principio da termodindmica, este sO sera obedecido se 0o pre -

gente modelo estiver em contracio.
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CONCLUSOES

Mostramos gue a rotagao € um indicativo de gue a geo
metria @ uma geometria inclinada. Generalizamos o conceito de
geometria inclinada dado por Ellis & King(é) e mostramos gque
qualguer modelo gue apresente rotagao se encaixa nessa classi-
ficagao de geometria inclinada generalizada. Encontramos novas
solugées das equagées de Einstein gque representam novos mode -
los cosmologicos néo estacionarios e com rotagéo gue tem como
fonte um fluido imperfeito com fluxo de energia e que para me-
tricas escrita da mesma forma nao existe solugéo do tipo flui-
do perfeito. HAa casos particulares conformalmente planos gue
néo apresentam violagéo da causalidade do tipo gue ocorre em
Gbdel e também hd casos particulares que néo apresentam rota -
géo. Mostramos gue existe uma equivaléncia entre 0s casos par-
ticulares estaciondrios de nossos modelos, que lembramos, tem
como fonte um fluldo imperfeito, e os modelos discutidos por

(15)

Reboucas & Tiomno —=' gque tem como fonte um fluido perfeito mais

outros campos gue naco o gravitacional.

Mostramos gue existem solugées pulsantes das equagées
de Einstein gue séo conformes aos casos particulares estaciona
rios de nossos modelos, e em especial ao modelo de Gbdel que es
ta entre eles. Esses modelos pulsantes, onde as grandezas que
caracterizam o modelo sao fungées trigonométricas da coordena-
da temporal, tem como fonte um fluido imperfeito com fluxeo de

energia. Encontramos também modelos conformes ao de Gbdel, ca-
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racterizados por grandezas gue sdo fun¢oes de poténcias da co-
ordenada temporal, e gue apresentam T11 = T22 = T33, H13 £ 0
e d, 4 0. Esses modelos, conformes a GBdel, sdo ndo estaciona-
rios e girantes, e generalizam o modelo de Gbdel estacionario
de maneira analoga a que o modelo de Friedman generaliza o mo-

delo de Einstein.

Analisando a variagac da densidade de entropia 5 pa-
ra esses modelos ndo estacionarios girantes chegamos a conclu-
sao que:

i} ou admitimos que S > 0 sempre, € nesse caso 0S8 MO
delos analisados representam Universos em contragac (6 < 0),ou
seja, nao servem para representar o Universo atual que esta em

expansao;

ii) ou admitimos que para os modelos com rotagéo,que
sao modelos abertos, possamos ter 5 < 0, e nesse caso os mode-
los analisados poderiam ter & > 0, ou seja, poderiam explicar
o desvio para o vermelho que o Nosso Universo Real apresenta
atualmente, mas restaria a dificuldade de dar significado a

desigualdade S < 0;

iii) ou admitimos que a expressao que usamos para re
lacionar 5 com as quantidades que caracterizam o fluido cosmo-
16gico ndo & uma boa equagdo para o caso dos modelos em Jgues—

t3o e entio o assunto merece um estudo mais profundo.



APENDICE A

NOTACAC, CONVENCOES, DEFINICGES E
EQUACOES EMPREGADAS

A.1 — GENERALIDADES

A menos que o texto faga mengéo diferente, usamos

— indices latinos mailGsculos como Indices de tetra -
das, variando de 0 a 3;

— Indices gregos como indices de coordenadas, varian
do de 0 a 3;

— indices latinos mintasculos séo usados indistinta -
mente como indices de tetradas e de coordenadas variando de 1
a 3. A distingéo entre uma situagéo e outra esta no contexto;

— Indices numéricos sao usados indistintamente como
indices de tetradas e de coordenadas. A distingdo entre uma si
tUagéo e outra estda no contexto, e no caso de indices mistos,
o Indice numérico de tetradas aparece entre parénteses enquan-
to que o indice de coordenadas néo;

— xo, x1, x2, x3 ou t, r, z, ¢

Como coordenadas
guaisquer, e mais especificamente, o fato de usarmos t, r, z ,
¢ nao alude a nenhum sistema de coordenadas especial, a menos

dos casos especificados explicitamente no texto;

— usamosg métrica com assinatura {(+,-,—,~);
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— uma Unica barra vertical designa derivada comum:

— ponto, frisamos, a menos dos lugares onde o texto

faz mencao contridria, designa derivada em relacao a t ou x :

3
o

oH
ou —g

ax

s

H =

+

— linha designa derivada em relacdao a r ou x1:

o H oH

ax

Observador: pode ser gualgquer curva do tipo tempo
apontando para o futuro (ref. (24), pag. 41).

Sistema de referencia ou refervencial: pode ser qual-
guer campo vetorial cujas curvas integrais sao observadores
(ref. (24) pag. 52).

Definigées de estaciondrio e eetatico (ref.(24), pag.
219): Seja M a variedade 4-dim. associada ao espacgo-tempo.
Seja 7 um sistema de referéncia em M. % & definido como esta
ciondrio se existe uma funcao positiva f em ¥ tal que £7 & um
campo vetorial de Killing. 7 & definido como estdtico se % &
estacionario e irrotacional. O espago-tempo associado a ¥ &
estacionario (respectivamente, estatico) se existe em M um sis
tema de referéncia 7 estaciondrio (respectivamente, estatico).
Pode-se dizer entao que enquanto um espago-tempo estaciondrio
corresponde ao campo gravitacional gerado por uma fonte gue in

depende do tempo; estdtico usualmente significa que em adicao

a fonte ndo apresenta rotagao.
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O tensor de Levi-Civitag foi tomado como sendo

vpa 41 VOO
pHveo eHve )
V=g
= Al /<G
npvpo 4t V=g EpVQU ’
onde
+1, se p,u;p,o - & permutagao par de 0,1,2,3
e"vPY _ Covpo T -1, se u,v,p,0 € permutacgao impar de 0,1,2,3
G, neos demais casos .

As operacgoes de simetrizagdo e antissimetrizacde de
tensores estao definidas nas equagdoes (A.2.15) e (A.2.16), res

pectivamente.

A.2 — REFERENTE A UM SISTEMA DE COORDENADAS x! QUALQUER

Elemento de linha (ref. (4), pag. 18):

2 U v
ds” = guv dx” dx . (A.2.1)

Stmbolos de Christoffel (ref. (4), pag. 52):

o 1 ap :
= = - 2.2
foyd =2 97 Wpgly ¥ Ipy|s = Tay]p! (2 )
Devivada covariante (ref. (4), Capitulo 3):
U = aM , { M O _ {91 a¥ ) A.2.3
A\)“Q \)|p + {QO'}A\) {p\)} g ( . )

Tensor de Curvatura (em funcao dos simbolos de Chris

toffel) (ref. (4), pag. 149):

ROL = {

o - %y Gqr My gy M . .2.4
300 = Laptlo ™ feedle * Lot tep) T il ioe) (A.2.4)
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Tensor de Ricei (ref. (4), pag. 169):

R = R . (a.2.5)

Escalar de curvatura ou de Riemann (ref. (4),pag.170):

R = gPVRw (A.2.6)

Tensor de Weyl (ref. (12}, pag. 41):

WaByé - RaByé T2 (gaéRBY_guYRBS+gByRa6-986Ray) *

(94y9p5 Y069py) B - (3.2.7)

o=

Tensor de Einstein (ref. (4), pag. 170):

G = R

1
nv v 5 gu\)]R . (a.2.8)

Seja {xa} um sistema de coordenadas qualquer da vari
edade Riemanniana 4-dim. M associada ao espago-tempo. Vamos de

. [} » + -
finir o campo vetorial V, gue chamaremos de campo de veloeida-

de por
u
no_ dx U,V N
KA 7 com V'V Iy = 1, (a.2.9)
sendo s o parametro da curva x" .

A partir disso podemos definir (ref. (25), pags. 203
a 208 e ref, (5), pags. 102 a 114):

— o0 tensor de projegao no tri-espago H

h, = Iy - Vva (A.2.10)

> - ~ - Y
— se n e o vetor conexao (ref. (8), pag. ) que 1li-
ga duas curvas vizinhas de uma mesma congruéhcia que intercep

: ~ . - N
ta H, podemos entao expressar a velocidade relativa V(rel) ;
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de afastamento entre p e um seu ponto vizinho p¥Ap, ambos em #H

por

(a.2.11)

onde

R T . - '
Q = h BhU \ ”A ’ (A.2.12)

que pode ser escrito em termo das suas partes irredutiveis co-

mo

h  + @ +w , (A.2.13)

Q = ap apR o

o

wl@®

ou seja, o trag¢o, uma parte simétrica sem trago e uma antissi-

metrica definidas por:

— expansao
0 0
o =0% =V, (A.2.14)
— tensor de deformagao
8 - _ 1 - o
3 0ag % T Qap) T2 QuptQ) = Bl g Vya o (B-2-15)
— tensor de rotacaqo
w o =0 -1 0 o) =ntn v (A.2.16)
aB [aR] 2 aB” < BRu i Bl uffr .
— vetor de rotagao
p _ 1 _afaop
w =3 n wCLBVO . (A.2.17)

A interpretacao fisica dessas grandezas pode ser en-
contrada no item 1.6 testa tese, na ref. (5), pags. 110 a 114

e ref. (27), pags. 11 a 13.

A aceleracdo. € definida a partir de (A.2.9) por

O
o3 DV o B . (A.2.18)
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Bs equagoes de Einstein com constante cosmologica A,

Se escrevem como (ref.'(gé); pags. 347 e 361)

Guv = _kTpv - A guv (A.2.19)
onde
L 8nG
k = ﬁ_ (A.2.20)

sendo & a constante da gravitacgao universal que aparece nas
leis de Newton e ¢ € a velocidade da luz. Vale observar que
guando usamos k definido por (A.2.20) com c4 no denominador, te

remos a densidade p, dada por (A.2.23), expressa em unidades

de energia/volume = [ML—1T—2], enquanto que se usarmos k defi-
nido por
_ 8nG
k = —
[54
teremos a densidade p expressa em massa/volume = [ML_3].

Nos utilizamos as equacOes (A.2.17) escritas como

G = -T - Ag ’ (A.2.21)
logo nosso Tuv & dado por

T = kT . (A.2.22)
U TR

As dimensées dessas grandezas séo apresentadas na Ta
bela A.2.17.

Com o campo de velocidade (A.2.9) e o tensor de pro-
jegao (A.2.10) podemos decompor Tuv em suas chamadas partes ir

redutiveis dadas por (ref. (25), pags. 225 a 227 e ref. (5),



=157 -

GRANDEZA . DIMENSAO
. -2 -2
Guv comprimento =[L 7]
T compr iment -2 —[L_Z]
v mprimento © =
. . -3 -1 -2
Tuv energila,comprimento =fL MT i
. ~2 -2
A comprimento = =[L ]
G for(_:al.compridmantoz.mass‘.a_2 =[L3 M_1T3]
. -2 . 3 . =1 -1 ~-1
k comprimento ~.comprimento”.energia =[L M T
guv_ admensional

TABELA A.2.1 - Dimensoes das grandesas que aparecem nas equagoes de campo

de Einstein.

pag. 116):

— dengidade de energia

p=T Vv o, (A.2.23)

p=-31,,8" (A.2.24)
— fluxo de energia
9y = Too vP hda ’ (A.2.25)
— presggdo anisotropica
T = Tog h&PhBU fP Ry, (A.2.26)

T pode entao ser escrito como a soma de suas par -

uv
tes irredutiveis

T,y = PV V, - ph

uv u BV

+ q(Ll V\)) + HU\) . (A.2.27)
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A.3 — REFERENTE A UMA BASE DE TETRADAS LOCAL QUALQUER

Elemento de linha: (ref. (28), pag. 505)

2 A B
ds® = n,, 07 8 , (3.3.1)

onde Nag = diag.(T;—T;—T;—1) € a métrica de Minkowski e BA

sao um formas.

Entre n,, e = existem as relacées (ref. (28) ,
pag. 502)
- H v
Mag = 95y € (a) © (8) {A.3.2)
_ (a) (B)
9y = Map © L e Y ; (A.3.3)

onde g(A)' A =0 a 3, sao os vetores da base local de tetra-

das e a matriz [em(A)], com o Indice de linhas e {A) indice

(&) 4,

de colunas & chamada matriz de tetradas com inversa e a

com (A) Indice de linhas e o Indice de colunas. Temos entio as

relagoes

o a) _ .o

e (a) © g = § . (a.3.4)
o (B) _ B

e"ay © o = SA (A.3.5)

o - e(A)Oc ax® (A.3.6)
o o A

dx” = e (3) B . (a.3.7)

No calculo com formas, ref. (28), pag. 505, a partir

de um dado elemento de linha (A.2.1); escreveémo-1o na forma

(A.3.1); montamos entdc as equagoes (A.3.6) e (A.3.7) de onde



~159-

lemos respectivamente a matriz de tetradas e sua inversa, que
pode obviamente também ser calculada por inversao de matrizes.

()

. o ~ ~
As matrizes e e e sao ugadas na transformacao das ex -

o (A)
pressdes dos objetos geoméetricos da base local de tetradas pa-
ra a base do sistema de coordenadas e vice versa, como indi -

cam as expressdes (A.3.2), (A.3.3), (A.3.6) e (A.3.7).

No célculo do tensor de curvatura na base de tetra-
das usamos a seguinte seguéncia operacional:

1 — Tomamos a derivada das 1-formas GA, de onde le -

mos diretamente os CABC por comparacdo Com a expressao
Ao eB o eC (A.3.8)

2 - Calculamos entao 0%  Yape por

1

Yapc = 7 Canc=Cpac~CcaB! ¢ (A.3.9)
A _.
3 - 0s w B ficam dados por
A A ¢ (A.3.10)

wyg =Y e

, A
e a partir dal os @ como

4 - Calculamos entao deB B
sendo
A A : A C
Y B = dw g ¥ W A w B (A.3.11)
5 - A partir das expressoes (A.3.11) lemos diretamen
t s RA or comparacao com
eo BCD P parace
A 1 A C D
0 B~ "3 R BCD 8~ A B (.3.12)

Se o campo de velocidade (A.2.9) for dado por
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temos que

VR = o (B o éA' , (A.3.14)

1

e podemos escrever OS parametros cinematicos na base de tetra-—

das local como sendo

— expansao

0 C
8 = -y po n® (A.3.15)

— tensor de deformacio

s =10 _0 .0 .0 200
aB -~ 2 Y ABTY BA™Y A0 "B0TY Bo"a0 T 3 Y
(A.3.16)
— tensor de rotacgao
1 0 o 0 0 _0 0
Wag = 3 =Y Ap*Y Ba*Y a0® B™Y B0S Al (A.3.17)
— aceleracgao
I (A.3.18)
ay = = Y ap . .3.
~ e A -
A ecxpressao de definigao dos vy pc ©
A (A) G B
Y BC = — g OL”B e (B} e (C) ’ (A.3.19)

e usando a definigaoc de derivada covariante dada em (A.2.3) te

mos

A (A)

_ g (a) a B
Y pe = -{e GIB_{B&} e O]e e , (A.3.20)

(B) ~ (C)

expressac essa que hos permite obter os YABC a partir dos sim-

bolos de Christoffel e vice-versa.



APENDICE B

LISTAGENS DOS ARQUIVOS PRINCIPAIS
UTILIZADOS NOS CALCULOS ALGEBRICOS

Parte dos calculos desta tese foram feitos usando-se
0 interpretador *REDUCE 2 para computagéo algébrica. Os calcu
los foram feitos pelo Computador do ILCC, Laboratorio de Compu-
tagéo Cientifica -~ CNPg, onde esta implantado o sistema inter-—
pretador *REDUCE 2. A seguir anexamos listagens dos princi-

pais arquivos gue usamos nos nossos calculos.
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[ T COHINEET L IRIITO e G A ] T
2 dedd kK waAER ko kkE kEok
3 ESTE BHOSRAYA B UK ELTENSAO DO DO PROGRAMA ORIGINAL DE DAVID BARTON AND  JOUYM  FITCE, PFILIZAOA
— 4 RFYA™C TIRES DOS SANUOS, CLAUDIA POMBO Z ABILIO VALERIC TOZINI,GRACAS AUS COXHECINFNTES CO¥PRLACIg
5 MFIRN, CALCULA, EM COORDENADAS £ ENM TETRADAS, A PARTIR® DA MATRIZ DA SETSLCA £ JB MATRTZ DF Teihaua
6 QOE CURVAT'IRA, DE RICCI, ODE EBIKSIEIY, DE WEYL, 0 ZSCALAR OR CURVAYURA, ¥ AS UJUANTIDADFS CINFYALICLS
~ 7 #TRe DESTGNA QUE A GRANDEZA ESTA CALCULADA O SISTEMA DE TETRADAS) . S E J A FELTIZ tiiteyy
a
] O8N NERD:
4 10
11 CLPRR ¥,R5; .
12
- 13 OPFRATOR Y,RS:
14 :
ga L Hw CLEAR R¥,HF,AF,04ES,BC,FIC,H,KC,DT,T,R,2,FI; o
=0 1 , i
T 17 GPEBATOR AF,HF,RFP,DT,SH,CH, aC; . i
s 1B : _
2 19 COMMENT 4YPT 4I IWTRODUCE THE CDVARIANT AND CONTERAVARI ANT METRICS:
== 20 :
]
m ' 21 OFF “CD,57D:
20 | 22
i3 23 ¥(1}:=T% . ,
g 24 X{2):=R% _
0o T . =
; 25 X{3):=7%
ez 26 X (4y 1=PI3
L= 27 .
mO i 28 POEALL X LET DF {SH (¥}, X) =CH{X), {CH{X))** 2= 1+ (5 [X}) #%2,DF (CH (X)), X} =SH(X LCO5 {R)*%2=1-SIN (X} *%2;
.mc 29 AP{T,B) s=RC(T,2)%% (-1); .
g 30 GG r=MAT ({AF ({1, X(2 ) **2,0,0,0F (X (1), X (2)) %=2%87 (X (1), X(2))),
sa T3 (2 =RE(X(1) K (2}) *%2,0,0),(C,0,-AF (X(1),X(21)*%2,0), . W
5 32 (AFLX(1) (XU Y **F2Z¥RF LX), XA2)Y L0, 0, RF (X (1), X (2)) *%2% (UF (X (1), X (2)) ##2=RF (X{1) , X (21 %%2))) 3 M
£ 3 Hi=Gow* (~1) ; .
[nel 1 i
3 EL) |
- 35 ;
54 36 COMYENT IY{TRODUCE TETRAD MATRIX, QUE E TAL QUE i
2L 37 .
F@. 33 J J (A3
z4 . 39 BIFERENCIAL ¥ = TEIR *  TETHRADA . |
M " “m s H
. 42 : :
(SN ] :
nMC 43 TETR:=MAT ( (/AP (X (1), 2(2)), 0,0, —HP{X{1) ,X(2) ) /{AF (X 41D, X (2) ) *RF{X(D) ,X(2))) ), ;
[ Ul O, 1/0F (X)X (233,0,0) , (0,0, L/0F(X{L) ,X(2)) .0y, :
—_ 45 (0, 0,0, W {RFCE(T) LX(2))RRFLL{L LN (2)I )y . i
A B 48
37 ) |
48 TETRI:=TETR** (~1): . -
49
50, COMMEYT GETNWERATD CHRISTOFFEL SYMBODLS AND STORE IN ABRAYS CS51 AND Cs52
5% £ .
— 52 1OTE BEA : C3{I,J,K) = C5
53 IJ : .
5y !
- 55 ARBRAY CST(0,4,48),C52(4,4,4) ,GAMA{4,4,4};
56 ‘
57 FOR T:=1:4 DO FOR J:=I:4 DO BEZIN )
[~ 58 FOR K:=l:4 DO
f 5% S1(I,T,K) = CST({I,d,K):={(DF (GG I, %) ,X{J))+DF (3G{I,K),%{T g
60 | | =DP (63T, ), X (Kpf) /2 ﬁ | _ m 1 2
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BLL AR

J CHNPg - CONSEFLHO NACIONAL DE DESERNVOLVIMENTO CIENTIFICO € THCNOLOE

J

L]

CIERTIFICA

LABORATORIO DE COMPUTACAQ

LCC

a9
100
101
102
103
104
145
106
107
108
105
110
111
112
113
114
115
116
117
11B
119
120

_ AAD R AEE IR U Ryt o Dol o 2 0 (4 T of - 6 A
SUY H({K,P)*CS1(1,J,P) END;

OFF HAT,

04T €S2
FOR a:=1:4 DO FOR Bi=A:l4 DO

eNR Ci=1:4 DO

IF CS2({A,B,C} WEy 0 THEN WRITE “CSZ{",,%,u,5,%,

ECHO;

ouy T
0N NAT, FcCiHD:

COMMENT CO N VY EHNCAO

A
GAMA(R,BLC)= GpHA
- BC;
FOE A:={:4 DO FOR B:i=1:4 DD
FCR C:=1:4 DO )
WRITZ GAMA(A,B,C) :=FCOR I:=]:4 SUM FORE J:=1:
. Ki=1:

4
=1:4

{-DF(TETRI(A,I),% (J)) +POKk

OFF NAT, EZCHC:;
OUT GAMA; '
FOR A:=1:4 DO FOR Bi=1:4 DO
FOR C:i=114 DO
I? GAMA{A,B,C) ¥EQ O THEN WRITE “GAMA{",4,",%,B,*
ouUT T
0N NAT, ECHO;

COMMERT HCYW COMPUTE THE RIZMANN TENSOR AND STORE IN R
ARBAY R(4,4,4,4},RTR (4,4,4,4)5
OFF nCch;

FOR T:=1:4 DO FDR J:=I+1:4% DO FOR K:=I:4 DN
FOR L:=K+l :IF K=I THEM J ELSE 4 DO 3EGIY

WRITY R(J,I,L,K) 1= R(I,J,K,L} := FOR g 1= 1:
SUM GG (I,0) % (DF{CS2(K,J,0),X{L))~BF{C82(J,L
+ FOK Pi=1:4 84 {C52(P,L,0Q) %CS2(K,J,
-C52{9,K,0) *CS2(L,J,P)) )5
LET R(Y,J,L,X) = ~R(T,d,K,L), R{J,I.,K,L)= -R{(
IF I=K ANB J<=L THEH GO TO A%

THE
R(K,L,I,d} := B(L,K
LET R{L,X,I,J) =

#J,1) 1= R(I,J,K,L)3
“R(I,J.K,L), R(K,1,d,I)= ~R{

OFF ®AT, ECHD;
O0T R
FOPR I:=1:4 DI FOR J:=I+1:8 DO FOR K:=I:4 DO
FOR Li=K¢l:TF X=I TIENY J ELSE 4 DO BEGIN
WRITT BR(M, 3, n, I, ", L, WK,y 4= Eqm, I, n,
WRITE “LRT mﬁ.___Hn:q:.-.uﬁz-_-ﬁ«_.-:\?.:u = Iwn:n
SURQNLT N e o g T ey s =R, T B, g, 0w,

IF I=K AYD J<=L THEE G0 10 C3
ARITR AR (M, K",
WRITE “LET R(

$C, 2=C82 (M, B, %, P A", ", C, M 1=, C52(3,B,C) H

SUy
5U¥ C82(I,J,K)*TETRI(A,K}) #*TETR(J,C} *TFLR(L,B)

PTLC, M) 1T GARA(ALE, O

(I,3,6,L) %

4 !
Q) X{KY)
£)

I,Jd, K L) 3

I,0.K 1)

:..L__:.__\ nn__-wﬁH\h-_A,-ﬁuu

ay

K,!

R(I,J3,K,1)$
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—T—

a
o
<
2
c
<
z
=]
3

-

21
122
123
12u
125

127
123
129
130

131

132
133
134
135
135
137
138
133
40
14]
42
143
Ty
145
46
147
143
149
150
151
152
153
154
155
156
157
153
159
160
161
162
163
164
165
1ué
167
163
169
11
171
172
173
T4
175
176
177
178
179
180

[

a5 NIT, R dA0;, T R |
FOR A:=1:4 D7 FOR Bi=At):4 DO FDR C:=A:4 DO

FOR D:=C¢1:1F C=a THLEN B ELSE 4 DO DJRGIV
WRITE RTR{,A,D,C) :=0TH(A,D,C,R)1=FOR I:=
RA{I,S,%, Ly *TETR (I, A) *TE1R{J,B) # TELR {X,C
LET 2TR (4,B,D,2) = ~KTR(A,B,C,D), R

IF A=C ANLC BK=D THER GO TO A9%

RTR{C,D, A,B) := RTR(D,C,B,4)

1
)
b

"
»T
R

SUM FOR J:=1:4% SUM FDR K:=l:4 SUM FOR L:=1:4 Sqv
ETR(L,D) :
8,4,C,0)= -8T8(4,8,C,0;

i

:= RTR(A,B,C,D}S$

LET RTR{D,C,A,B) = -RTR{M,B,C,D}, RTE(C,D,B,A)= -RTR(A, B, C,D);
AG: EHDS
OFF NAT, ECHO; '
OUT RTR

.
¥OR T:=1:4 DO FOR J:=1+¢1:4 DD FOR K:=I:4 5O
L

FOR L:=Kv} :[F K=I THEN J ELSE 4 DO BESIW
MRITE WRTR('", J, ", %, I,%,%,L
WRIT2 SLET RTR(",I,

IT I=K AWD J<sL THEN GO TO DI

NRITE BRTR(#, K, 1,0, 1,0, 4,1,

WRITE ULET BTR(",L,",",K,",%,I,n,!

N‘H_NA:...H.H..: :sﬁ.-_r‘:.-ru___ :-H\:q" I.mH_ﬂ-
D: ENDE

ouT T;
OH WAT, RCHO:

’
vl

BTR{", I, , "3, %, " K, ", ", L," =0, BRTR(I,J, K, L};

.J = IWHmH._-th..:_.ru~:~:qzn:-:-_...n u.-

i T ¥ 1 o
H__:\ ,sh.:.. JE LL,

mawﬂg..ﬁs._‘__-_n~._n :__.us:.. :\H :_ hH:- memﬁH\u-meuH
= Im,h.zﬂ:__H.:‘:‘.u.:.:nm__:.. oL,
PRAFELN R LS TR

CDMMENT ITNIRDDUCE MINKOWSKII MATRIX AND PROJECTIDY TENSOK

AND 31350 KRDNECKER DELTA.

PARTICULAR CASE : VELDCITY FLUX = {1,0,0,0)

ARRAY ETA {H,4) ,HAD(4, 4) , DELTIK (4,4) ,DEFORM (4,4} ,ROTAC (4,4,

ACELER (4) ;

DELTK(1,1) :=DELTK (2,2) :=DELTK (3,3)s=DELTK (4,4} :=1% ,

ETA(L, L} r=1%

ETA (2,2 _nmewnm...ﬁ c=ETA (4 ,4):=~18

HAR(2,2):=HAB {3,3): =HAB (,u)21m-15

COEMENT YCH n.“o.;m.mqm AND PRINT THE RICCI .dmszma. !

APEAY BICCI(4,4),BICCITR(4,4}5

FDR I:=1:4 DO FOR J:*I:4 DO
9RITE RICCI(J,I) := RICCI(I,J)
SUN R(P,Q)*5(Q,I,F8,J)%

i
2t
(]
=
=]

OFF NAT, BCHO;
oUT RICCI:
FOR I:=[:4 DO FOR J:=TI:4 00

ARITE “RICCT(",J,%,", 1, :

ouUT T;
0N KAT, ECHD;

FOR A:=1:4% 09 POR B:=A:% DO
WRITZ RICCITR(B,A) :=RICCITR (A
| BTA (T, J)*RTR{T, 2, J, 3 H

mHﬂﬂHﬁ:aH-:-:aua:“

|

T8 504 FDR D = 1:y4

1=, RICCT (T, 3) g

BY:=FOR I:=1:4 S0 FOR Ji=1:4 SUM

_ L }
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LCC

0

L

181
182
183
184
185
188
187
133
189
192
191
192
133
194
195
196
197
198
199
200"
201
202
203
20%
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
Z15
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
z29
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240

OFF
07
FOR

o0zt
on

CFF
coT

oor
ON

CFF
Q0T
FOR

ouT
oy

UFF
6ol
Fog

our
[£):}

, i i ! _
NAT, FCHOS
RICCTTER:
I:=1:8 D0 FOR Jz:1=T:4% DD
WRITE *pPTCCITR(",J,",",I," := RICCITR(",I,",",d,") ==", RICCITR(i,J);
T:
NAT, ECHO:
COMMENT NOW COMPUTE AND PRINT THE RICCI SCALAR:

RS := FOR I:= 1:4 SOUM FOR J:= T:4 SOUM IF #{I,Jj=0 OR RICCI{I,J)=0 THEN Q
ELSE H(I,d)*RICCI{I,J);

RAT, ECHD:
R3;
YRITE MRS :=",RS;
T3 ’
¥AT, ECEHO;

COMNENT COMFITE AND PRIWT THE ELWSTEIN TENSOR;
ARRAY EINSTEIN (4,4) ,EINSTR{U, 4},
POR I:=1:4 DO FOR J:=I:4 DO
YRITE EINSTEIN{J,1) :=BEINSTEIN{I,J) :=EICCI(I,d) =-RS*GG({I,T} 2:
NAT

L4
EIERST
I:=]

2CHM,
FIR:
34 DN FOR J:=T:4 DO "
WRITE P"ETNSTEIR{",J, ",", I, ") := mHzmanz“=-#~=.=.u.=u : =M, ETHSTEIN(I,J);
"o -
HAT, ECHC:
1=}:4 DO FOR B:=A:4 DO
WRITE EINSTR{3,A):=EINSTR(A, By :*RICCITR(A,B) ~RS*ETA(A,B} /2:

4 DO FOR J:=I:4 DO
URITT WEINSIL(M,J,Y,",I,") 1=

-]

INSTR{M, Z,0 ", T, =Y, EIRSTR{I,J}:
T3

NAT, ECHD: .
COMHENT COMPUTE AND PRINT THE WEYL TERSOR:
ARRAY K (4, 0,8, 4),WTR (4,4, 4,41,

FOE T:=1:;4% DN FOR J:=I+1:4 DO FOR K:=T:4 DO
POR L:=K+1:IF =T THEN J ELSE & DO BESTW
wRITE W{J,I,L,K) := %(I,J,K,L] = B{L,J,%,L}~ (RICCI (I,K)*GG(I,L)+
RTCCT{J, 1) *GB(T, 8 ~RICCT(J,K)*GG (I, L) -RKICCT (I, L] *Ga(d, X)) 2+
RS* (GG (J,L) %63 (I,K} -GG {J,K)*EG (I, L)}/ 6:

LET 7{I,J,L,K} = =-¥W({L[,J,K, L}, W{J,L,K,L)= -W{I,J,K,L]:
IF I=% AND J<=L THEN GD TO B§

¥ (%, L,1,J) = W(L,&,J,I) == W(I,J,K,L}3 .
LET W (L,K,T,J}) = -W{I,J,¥,L}, W(K,L,J,I}= ~0(T,J,%,L);

’

B: EUDS

OFF WAT, ECHD; A _
antl ws i | i | ]

SR R,

i
i
|
i
H
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241 TOR| L:=1:4 07 P8 J =T+ {74 D0 FOR K10 59 I i : ! i i ,
242 FOR L:=K+1:IF K=I THEX J ELSE 4 DO 8E3IN i
243 HRITZ WR(V,J,0,%,I,% %, L," %K, : LR SPS PR PR PRPLS PR PEM AL, T,K, L) i
- 244 WRITE "LET 3(%,I,* S I VTR PLTRYY PLVLS SRR : ;
Nﬁw -.:m_a:-q\:._«_-Hq:.:-E- -.«..HC..JH I.ZH:-H..:._:._Q._‘:\mhs:_.. u ”
245 IF I=K AMD J<=L THEN GO TO CI _
P 547 . HEITE MH (%, K, B, 0L, 0,0, T, 8, 0,0, o= E{T,J,F,L}% i
Mﬂm .ﬂ._mH.__uH __H.—..“H Eﬂ:‘_-.. _.‘n.svn-.:\.HH-__._:..L‘.«u _
249 s:mn_:mﬂg_“c_usﬁn:u:-h-:\ :-H. .uﬁ Iﬂﬁ_..H.:s:-L-_ .._
250 C: EY0I ”
251 00T T i :
P 252 0N NAT, FECHO: o
253 !
254 FOR A:=1:4% DD FOR B:=A+]:4 DG FOR C:i=A:4 DO :
o« 255 POR D:=C+1:1F C=A THRH B ELSE 4 DO BEGIN
o _ﬁ 256 WRITE RTR(B,A,0,C) :=¥TF(A,B8,C,D) :=8TR{A,B,C, D) ~(RICCITR (A,C) *ETA (B,D) + :
s | 257 RICCITR{D,DJ*ETA (A, C})~RICCITa {5, *ETA{A,D) ~-KICCITK (A, D} *ETA(2,C)) /2 + !
S 258 RE*(7TA(B,DI*ETA {A,CY-ETA(B,C)=ETA{A, D)) /6; .
nm 259 L2T 4TR{A,B,D,C) = -WIR{A,B,C,D}, WTR(B,A,C,D}= -LTR{A,B,C,D};
=3 2560 IF A=C AND B<=D THEK G) TQ ASS
ot 261 4TR(C,D,A,3) = WTR(D,C,B,A) i YWIR{A,B,C,D)§ y
Lo | 262 LT WIR(D,C,A,B} = ~WTA({A,B,C,D), WIR(C,D,B,A)= ~WTR{A,B,C,D}: :
=g 263 AB: PHDZ . :
g | 264 - ’ _
m,m 265 OFP YAT, FCHY: :
T & 266 OUT WTR: !
g= | 287 FOR I:=1:4 DO FOR J:=I+1:4% DO FOR K:=I:4 DO _
ww 268 FOR L:=K+1:IF K=I TIEN J ELSE 4 DO BEGZIN :
3 269 WRITE SWTR{M, I, M, T,%, % L, %, ", K, ") = WTR{Y,I,%,",J,",",K,»,*", :
WE N....Q WAITE wLmT .::H_mn_.\w-: -u~:.:~r~:.=.m..; = ={PR(M", T L
za T 2N RTR (M, T, ", 0,0, ", ", K, ", %, L, "= =4TR (", I,*,%,J,4,. !
£ 272 IF I=K AWML J<=L THEN G0 TO D} : i
W\.m qu XBHHH :E_Hm;:\m-_:-.:-H-:-:-H-. _-Q._:u 1= S_H.m_ﬁ:-ﬁ-:._: i
M% ﬁ 274 WRITE YLET WIE{™, L,%, ", K,", ", I,%,",J, = lﬂ.H_wﬁ:\H_...
M«T M;._m m.._”.mﬁ:\m‘;-:.ﬁq:nﬁ-Q-n-:-H. _vﬂ l:ﬂb«:\H nr,_-_.-znu..n._ -
Sx L 27s D: BWDS - . =
20 277 0uT T :
mm 278 ax¥ MAT, ECHD: . :
23 1 13 : ’ . .
2 280 COUMEMT CALCTLATE XYNENATIC QUANTITISS: -
< 283 . . .
= 2872 EXYPANSAD:= FIR B:=l:8 SUM FOR Cr:=]:4 SU¥ —GAMA{1,B,C)*ETA{B,O); '
WC - 283 ’ ’
G 284 FOB Ah:=1:4 DN FOR R:=A:4 DO
— 285 WEITE DEFORM(3, M :=DEFORN (B, B) 1= (~GANA (1,A,B)=CANA(1, B, A) +SANA(T, A, W) *
=1 288 ETA(B, 1) +5ANA (1,8, }*ETA (A, L) -2 /3 *EXPANSAO*HAB(A,B) ) /2: ‘
. 287
. 288 FOR A:=1:4 DO FOR Bi=ha:d DO "
289 WRITE ROTAC{A,B) :=(-Gad 2{), A, B) +GANA(1,B,2) +GANA (1,4, 1) %
290 DELTH{1,™) ~GAHA{L,N, L} *DELTK({L, M) /2; . .
251 POR A:=1:4 D) WEITE ACELER {A):=-GAMA({1,Mh,1): :
T 232 FOR A:=7:4 DO FOR B:=A:z4 D) ¥RITE TAB(1,B):=TAB(B,A}:=-EINSTR(A, ) -LANBD*ETA {4,5)S
293
294 COMMENT ¥ I 4 A L D OS C » L C U L 0 5
[ 295 . .
265 LB S DEPASEIEI S SRS SIS SIS ENENED LI LI EIES LI LI €S T T E TG RN RN O LK LR R R R T R RN ok N W ok X R N R KK A
297 .
298 RECYRSNS UTEIS PARA INPRIMIR RESULTADOS OBTIDOS A PARTIS UF OUTROS ABRQUIVOS:
299 : ) ) . , , , Lz
399 POR| a:=1:4 D0l FOR B:=2:b oo i i o - V , , .z
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i

4

MPUTACAD CIENTIFICA

LCC

ﬁ 331 Lk CTITELITE DG T iiu i_i I i T | ; i
302 I™ CS2(n,R,C) NRQ O THEN #RITE "CS2{",A,",",8,",Y,C," :=CS2(",B,",",2, 151,085 (R, 3,0 :
303
304 FOR A:=1:4 DO FCR B:=1:4 DO
305 FOR C1=1t4 S :
| 308 I¥ SAMA(A,B,C) ¥EQ O THEW WRITE “GAMA{",A,%,",B,",#,C,%) :=,GANA (A, b, C)
307 . i
308 FOR T:=1:% DN FPOR J:=I:4 DO i
309 IF ®ICCI(I,J) ¥EQ O THEW #RITE “RICCI{(",J,",",I,%) :s RICCI(",I,n,",J,m CJRICCT (I, Y .
3190 ;
311 FOR Ii=1:5 DO FOP J:=I:4 00 _
312 IF RICCITH(I,J) MEQ U THEN WRLTE “RICCITR.{",J,",",T,") == =", BICCTT LI, ) ¢ ' ™
313 FOR I:=t14 DO FOR J:=T:4 DO ‘
314 TF FINSTRIN(1,J) WEQ O THEY #RITE “RINITHIN(",J,v,",I,") := LM, 0,3, =0 FTHSTEIR(1,d) ; “
315 For T:=1:4 pn mo.a Ji=i:4 DO
M 316 IF PINSTR (T,J) §E9 O THEN WRLTE "EBINSTR (*,J,",",I.") == EI LETNSTR(T, ) ;
317 RRITT "R3;=",05;: '
_I 318 FOR I:i=1:4 D2 FOR J:=I+41:4 DD TOR K:=I:4 D0 —
319 FOR L:=K+¢) :IF K=I THEN J EILSE & DO BLGLN _
320 IF 2{1,d,%,L) ®RQ 0 THER WRITE Ma(",J,",",T,0,0,L,0, ", K, ") s R(0,L,", ", 0,%, % K%, ", 5L, M =% k(I,3,K,L); . :
- 321 LET- %(I,J,L,K = -R{L,J,K,1), R{J,I,K D)= -B(I.J,K,L}; , L
322 17 I=K AYD J<=L THEN GG TO C§
323 BR{K,L,I,J) := R{L,K,J,T) := R{I,J,%,11% .
| 324 LIT 2 (E,K,T,3) = -R{I,J, K, I}, R{%,L1,J,0)= -K{I,3,K, L) .
325 C: ENDEX :
326 POR T:=1:4 DO FOR J:=1+1:4 DO FOR K:=I:4 DO
327 POR L:=K+1:TF K=T TUEN J ELSE 4 DO 2EGIN 1
323 I¥ RTR(I,J, K,L) NEQ O THZi WRITE "RTK(",J,%,",I,",",L,", 5, K,") 1= RTR(Y,I, %, ",J, LR L, 1=V, RTR(L, I,k
329 LZT RTR(I,J,L,K) = -RTR(I,J,X,L), WTR(J,I,K,i)= ~KTR(I,J,K,L}; I
L 330 TP I=¥ AND J<=L THEX GO TO D§ _
331 BTR({X,L,T,d) = RTR(L,X,J,I) := RIR(I.J,X,L)s i
332 LET RIR{L,%,I1,J) = =-RTR(I,J,K,1), KTR(K,L,J,I)= -RTR(I,J,K,L); :
333 D: ERDY . i
_\ 334 FOR I:=1:4 DN FOR J:=I+i:4 DO FOR K:=Z:4 05O . ,
335 FOR L:®X+1;IF K=I1 THEN J ELSE & DO BEGIM
336 IP 9({I,d,%, L HEQ O THIN KRITE MR (N, J,9,",I,%, %L, 0" K9 = 4 (¢v,1I, ML) =M R{TL,ILE LY —
337 LET ¥4I, J,L,K) = ~W(I,J,K,L), €(J,1,8, S- Y ({I,J,%, s :
338 IF I=K AND J<=L THZW 50 TO E3 ‘
319 W{K,1,I,J) := W{L,K,J,I} := W(I,J,K,L)3 i i
[ 340 LET ¥ (L,%,I,J) = -fHLL?S s SIKL,L, I, Ty = ~H(I,J,K, L)
341 E: EID% i
| 382 'POR T:=1:4 DD FOR J:i=I+1:4 DO FOR K: =I:4 DO -
143 FOR Li=f+1:1F K=I THEY J ELSE 4 0D BEGIN ' ;
344 IF WTR(I,J, K, L) NEQ O THEH WRITE “WTE (",.J,%,",I, JLoM MK, = = ELRTR(L,J,K
345 LET WTR(I,J,L,K) = =WIK{I,J,K,L), WIR{J,I.K,L)= -WTR(I,Jd, K,L): -
- 348 IF I=K A¥D J<=L THEK GC TO F$ :
347 RTR(%,L,I,J) 1= WIR{L,K,J,I) t= WIR(I,J,K,11$ !
3us LET WTR(L,X,L,J] = ~RTA(I,deK, L), WIR(K,L,J,I)= -WTR(I,J, K, L}; i
= 349 F: ENDY :
350 :
351 WRITE “EXDANSAQ:=N,R%PANSAO: N
[ 352 :
353 FOR R:i=1:4 DO FOR B:wa:l DO '
i 354 TF DEFORY(A,8) MEC O THEN WRITE WRITE "DEFOQRH (",B, &,™ :=DEFDRH {», B,y 1=% _DEFORY (A, B) 3
355 :
356
357 POR A:i=1:4 DO FOR B:=A:4 OO0 .
- www T¥ ROTAC(A,”) MEQ O THEN WRITE WRITE “ROTAC(",B,",";A,") 1=—ROTAC(", A,",", B,™ :=",RCTAC (A, B);
3 )
350 FOP! A:=1:4 DDIIF ACELERYA) ¥EQ 0 THEN WRITE|YRITE "ACELER (¥, LACELEZ (M) ¢ W I ” L b
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352
303
364
365
366
367
363

COMMFTT TIYAL DO FPROGRAMA 3 ZIVMBOLDS DE CRHISTOFFEL, GRMAS
CIAVATURAS 74 COORDEKADAS E E¥ TETRADAS, TEM
TINSGR OF FEINSTEIY IDEY, ESCALALR DE CURVATUR

COORDEYADAS F BH TTTRADAS E,

SOERIA QNT 'VOCTS SERR %AIS FELIZ, 00U, PELO NEY

QUANTIHADES CIY

D45 CUTPAS PFSSOA5S MAIS ALEGRE DE SE VER E,

END OF FILE

SOR DE RICCI IDEX,

N, TEWSOR DE WOYL 39
RAATICAS. LOY 980 T,
D35 TOENRRA O AUNDO

VIVERI!I!IYILEILE

v

LI Y
i
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!

R L Ly .
WO PN FWN QOO N W R

NN NN
W oS

I
v

w Moo e
o0 00 .y W

o b
]

W oW
- o L

£ FE ww
[ANRE N+ e )

= 8
2w

45
END OF MHHN

1 CORNITITOARCITYIA T TR BT T !

2
"DP{RE(T,E),R,?
]

kkgk Rk Ak .
IV BABTLIN(1,29)%;
ARSAY CS2(4,4,4), GAKA(S,4,3), R({
RICCITY (4,4}, qHzaaﬁHzng~;,. EINS
CLEAR ACHUST,0MEG, AR, BNE;

4
T

it
COMMENT STRSTITUR UMA SOLUCAG TAL QUE 3
AC(T,R) 1=2E*T+)EZ

=7t
DF (AIF({™, P :=0MEG*DF (DT(T) .-Hd*wmﬁﬂ-mvw
DF{HF(T,P), )1 =CNES*RAA*RF(T, By &

DT (9 (TARY, ™, 0y =2 MEG*ALE (HF (T, R)-E¥E) / (OMEG) *LF{DT(T) ,T) 5
DP {HF {T,R},R,T) 1=012G* ANK{EF (T,R)~ENE)/ (OMEZ)} *DF (DT () ,T) $

DF{UF(T,R),R,2) 1= NMEG¥AN®X2* (HF(T,R) ~ENE}/ (OMEG)S
DP{HAF{T, R} ,T,2) 1=3MEG* (DP(DT(T) ,T,2) *RF (T, )+ [{IT{T,R})~“END) / (O
DF{RP{T,P},T, ,“unwvﬁeimwamsz\ﬁOmevuuq,cana,.au*umﬁuaﬁH,.
DF(RF (T,7),2):=aA* {IF (T, ®) ~ENE) / {OMEG) $

t=AA¥*2#RF (T, R) 3
s=AA%RP(T,R)%DF{DT(?),T) 3

DT (R¥{T,®},T,R) 1=AA%EF (T,R}*DF{DT(T}, T} %

DF(RF{T,®,T}: ﬁguﬂ ,R)=EKE) / (OMEG) *DF (DT(T) ,T} 5

AR (T, av.ua\>nna.av ,

DF(OT (T}, T) 1=

b7 (BRF (T, %), 8,

4,4,4%), RTR(4,4,4,4), RICCI(4,u},
(G, 4 . WL, 4,0,8), WIR(E,4,4,0 %

EG) *DF (DT (T), T)*DI (DT (T) ,7)) ¢
U\umﬁceﬁay.H_*mmnﬂ.wv*ﬁgwﬁuaneu~mvv*umm

Umﬁmwnﬂ.nu.ﬂumunu wm_:._.mﬂ‘..mr B ,T,Z) :=DF(RF(T,.®),T,FI)s= DF{HF (T, K ,T,FI) :=03
pP(RE(T,R),R,7):= DF(OP{T,R),R,Z2}):=DF (RF(T,R),&,FI):= DF(HF(T,R) ,R,FI}:=0%

I¥ cs2®
I GAMNAS
IN RS
IN RTRE%
I eICC

¥ RICCITRS
I4 BS$

IY EINSTEIVE
IN EINSTRE
I8 ws$
I% HTR?

IV "apILIC{279,350)"; .
IN PABILIG{T4R,162)™,; : '
I§¥ “ABILTO{280,293)";

IN "ABILIC({363,36%™;
BTS;

A

J R ¥

AR R TR F ko E kT kR e kokk TR a Kok okl ko k kRl D kol dekeakor sk ok Akl ok kar i TR p A bk kA ik rarkka Qakad *.}k_‘.tt.?#tittk, de e e Ve W e ke e s e e ot vl e e e
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,
)

T OOMYENT TR VR UL YO TGERACAT Y _ T~ ] il k, m A
» ;
b 3 IY "ARILIO{(1,29)";
4 ARRAY TINGTE (4,4, PIAB(4,Y4), QA(4),TAB(4,4),DEFORMN(Y,4) ,ROTAC(4,4) , ACELER (4),GAMA (4,08,04);
5 I¥ EINSTRATE 38TV GAYAS
| 6 AC (T, R):1=Cl+C2%CNS (BPET) 3 . '
7 Cli=C2%2%
10 QYEG:=2%*+(1/2) §
B 1L HF (7, R} :=U%A=0EG*SH (AR*¥R/2) #*328 B
12 RP (T, R) ;=8 *¥*SH(AV*R/2) *CH{AA*R/2) 3 :
13 COMMENT INTRODNCE MINKOWSKIT MATRIY AND PROJECTION TENSGR
14 AHD ALSO KROWEZKER DBELTA. ’
™~ 15 BARTICULAR CASE : VELOCITY FLUX = (1,0,0,0) s
16 i
| 17 ARRAY FTA (4, 4),AAB(4, 4), DELTK (4,4} :
18 : .
19 DELTR{1,1) :=DELTK {2,2} :=DELTK (3, 3) :=DELTK (4,4} : =15
20 . .
21 ETA(1,1):=1% :
27 ;
B 23 BTA[2,2)+1=ETA{3,3):=ETA (4,4} :=-15 -
24 :
25 HAD {2, 2)r=HAD {3,3) s =HAB{4,U4) : =18 . ;
26
- 27 FORALL ¥ LET COS (XY ¥ 2= 1~-SIN (X} *¥%2;
23 RO:=—EIMSTPF (1,1} -LANBD; :
29 .
r 30 PORALL ¥ LET CNS{¥) *¥%2=]~SIN{¥) ¥%2;
31 PRESSAODz= FDR A:=2:4 SU¥ FOR B:=2:4 504 {EINSTE {A, D} +ETA(A,B) *LANBD) *UAR{A, B} /3:
32
B 33 FORALL X 13T TOS{Y) *H2=1-STH (X)) %% 2;
34 FOR RA:=2:4 DO FOR B:=A:t4 DO
| 35 WRITE PIAR{A,B):=PIAB(D,A) :=PRESSAO*HAB(A,B) +FOR Iz=2:U4 SOM .
10 FOR Jr=2:4 SO ~(EINSTR(I,J) +ETA (I,J3)Y*1AMBD} *DELTK (L, A) *
37 DELTK{(J,™)
38 FORALL ¥ LET COS(X)** 2= 1=SIN (X) %47 B
- 39 POR A:=2:4 TO
42 WRITE AV (\):= FOR J:=2:4 SU% ~{BINSTR(I,J)+ETA {1,J)*LANED) *DELTK(J,A) :
41 FORALL ¥ LTT TOS (L) %2=1 =514 (X) %2 B
. 42 IN "ABILIC (317,317 ";
42.2 AC (YT, muuln:ﬁu*ﬁ.omnmm«qvm :
B 42,4 Cl:=Cp#*2% ..
43 OMES:=2%% {1/2}%
44 IN "ABILTIN (280,297 "; ;
45 MTS o
I 46 COYMENT SUBSTITUA UMA SOIUCAQ TAL QUE H ;
47 :
© %3 DF (7 (T,R),T) 1=OMRG*DF (DT(T) ,T} *RF {T, d i
— 43 DF (HFP (T, 3.3" CMAGEAMYRF{T,R) 3
50 DE(HF{T,R) ,T,8) :="MEGSAA® (§F {T, R) ~ENE} / {O% BG) *DF (DT (T) ,T) &
. 51 ke ::.S..mv.m.‘: TRV EGKAA® (WP {T ,R}) ~ENE)/ {QHD MEYRRP(DT{TY,T) % -
- 52 DF (47 (T,R),R,2) :=O0XRG*AA¥*2* (HF (T1,R) ~ENE) / (OMFG) §
53 DF{HF(T,®),T,2) s=VAEGH (DF(DT(T),T,2) ¥RP(T,R) + (HF (T,R) ~ENE) / {O%EG) ¥DF (DT (T), T)*DF (D2 {T).T}) S
| S4 DF{RF{T, M) ,T,2) :={HF(T,R)~ENE) / (OMEG) *DF (BT {T),T)*DF (DT(T) ,T,2) /DF(DT (T}, T) *+RF {T,RI* (DFI{DT{T), T)) x*%2% -
55 DF (RF(T,R)., SnnZ*:.mS B) -ZHE) / (OYEG) 5 '
56 DF{EF{T,R} ,7,2) t=AA¥¥2*RP(T, D) § .
57 DF (RF(T,R),R,T) :=AA¥PF(T,R)*DF (DT{T), TV 3 :
~ 58 DF{RF(T,R),T,R) :=AA*RFP{T,K) *BF(DT(T},T)$
59 DF(RF(T,R) ,T}:=(HF (T, BR)~ENE) /(OMEG) ¥ DF (BT (T) ,T}$ a
69 AF(T,R) :E1/AC(T,R) | | |
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"BND OF PILE

o .

51 1 DF(DT (T}, 10:=05 | “ m T ] ] _ : “ m —
52 DP{RF(T,R),T,Z) 2= DF (AF(T, R),T,%) :=DF(RF{T,%),T,F1):= DF{4F(I,R) ,T,FL :=05
63 DF {(RF{T,P),R,7) := DF(HF(T,R),R,2) t=DF (RF (T,R) ,E,FI):= DF (HF (T,R),K,FI) =03 ~

Ful
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CNPg - CON
LCC -

CCHTEST ATLUTVN 77T 776 77
0% MTPo; CLEAR ¥, AC,RS: OPIRAINE X,RS,AC:
CLFAR 04I3,T7,R,%,FI{NATRIK GG,4,TETR, TRTRI;
UFF “CD,5CD;

X1 i=T% X(2)r=RP X(3}:=ZF X (4):=FT3
QQHNJPnnﬁ,nﬂAnﬂ,‘thvv**ﬁ;mv*H_nogmn**w*m**mv.c.c.x»unxﬁgv\xﬁwvw**ﬁrww*o. GRiE#2y,

(D -RC{X (1), X (2)) %% (=2) ,0,0), (0,0, -AC (X {1),X(2) ) *%(-2), 0y, , .

(-AC (X)X (2)) =% (~2) *DMEG*R¥*2,0,0,=AC (X (1) ,X (2} ) %% {~2) ¥kR¥*¥2) | ; i
Mi=Go¥*{=1) 3
COXMENT INTRODUCT TETRAD MATRIX, QUE E TAL QUE

J J (a)
DIFERENCIAL ¥ = TETR * TETRADA )
(Ay 3 . ,

TRIR:=NAT ((AC(X (1) ,X (7)) ¥ (1~OREG*#2¥Rukp) *¥ (~ 1/}, 0,0, AT (X (1), X(2) ) #OU ECHR* ([~ OUEG#=2¥Be4p) k% (-1 2},

{0, ACLY (1), ¥ (2)),0,0), (0,0,AC (X(1) ,X(2}), 0}, (0,0,0,AC(X(1),X(2))*(1-0MEGH* 26 qak2) #% (1,7) /7)) ; -
nmqwuunm,a_ﬁynnxnﬂw.xﬁuuvpnﬁuwvfﬂ~-03mo**w*m**mu**ny\mv.o,c.aymﬁxﬁw,~mﬁwu,u*ﬂlmv*o,mo*m**m4ﬂmno;qo**wfm**wv**ﬁaﬂ\mw..ﬁa.»
COMMENT GRNRAATE CHRISTOTFEL SYABOLS AND STORE IN AKRAYS CS1 AND €S2

® -
MOTE BEM : CS{I,J,K} = CS
IJ H
DF{AC(T,R),T,Z)y:=DF{AC(T,R), T, FI} :=03 -
bmﬁynaﬂhmv~w.5n.|.aw;nﬁ._..3.m.m_mvuuom ;
ARRAY nmagp.:‘xd.nmmﬁn.:.av.ﬂ>4aﬁz.c\:v.mHZMHmﬁ:.:u~mHnanmac.a".mamn:.z.z.:u.mﬂmﬁc.:.:.sv.man.n.x.zg“
FOR I:=1:4 DO FOR J:=I:lU DO DBEGIN '
FOR X:=1:4 DO
CS1(3,1,K) := CS1(I,d,K) +=(DF {GG{I,K) ,X(J}) +DF (GG (J,K,X(I}} :
-DF (@3 (T, ) X(K} )} /2

AR Kr=):4 DO WRITE CS2(J,I,K):= CS2(I,J,K) := FUR P := 1:4
STM N (K,PY*C51(I,d,P) END; .
ARRAY DDSTFT®(4,4) ,DFDOSTETR(4,Y4) VEL (4),TERZ (4, 4) ,TER3 &, 4) ¢ ,
VEL (1) 1= (~R¥*2¥CRIGK*2+1) %% (~1,/2)5 :
FOR I:=1:8 DO ¥NR A:=1:4 DO
WRTTE DDSTETR{I,A) t=FOL L:z=1:4 SUM DF (TETR (I,A), X (L)) *VEL(L} +FOR J:=1:4 SUM CS2(L,J,T) *TETR{J,A) #VEL (L} $

FOR I:=1:4% DO FOR A:=1:4 DO
WRITE TYF2(I,A):=FOR J:r=1:0 SUM FOR K:=l:4 SUM FOR L:=l:4 SUM (GG (J,K)*TETR {J,A4) *VFL (L} =*
((DF (YFL(¥),7(T)) +POR M:=114 SUN CS2(L,%,%)*VEL (M)} #VEL(I} - (DF (VEL (I}, % (L}} +FGH He=1:1% sSOM CS2(L,M,I}%VEL (4))*VEL(K))}3
POL I:;=1:4 DO FOR A:=1:4 DO
WRITE DFDSTETR (I,A) :=DDSTUTR({I,A) +TER2 {I,A}S
FOR I:=1:4 D2 FOR A:=1:4% DO
HEITE TRTR (I, A) :=TETR(I,A} S
COMMENT 'NOY COMPUTE THE RIEMARN TENSOR AND STORE IN R(I,J,X,L):
FOR T:i=1:4 DO FOR J:=I+1:4% DO FOR K:=I:t DO
FOR L:=K+1:IF K=I THEE J ELSE & DG BEIIN
WRITA B(I,I,L,KY :=2 RII,J,K,L} != FOR Q 3= 1:%
S04 GG (T, Q) *(DF(CS2 {K,J,0) X (LY} -DF(CS2(J,L, 0, % (K))
+10runﬂnbmcaﬁqmmﬁw\w.c,*nmwnw.u_ﬂ
m

-C52 (P, K, 2) *CS2 (L,J,P}))
13T R(I,J,L,K) = “RA{I,IE,L), wﬁh‘H\_Aqu ImnH\r._..HA‘ Hvu H
IF I=K A¥D J<=L THEN 50 T0 A% . :
B(K,L,1,J) i= R(L,K,d,I) := R{I,J,K,L)$
LT R(L,K,T,J} = -R(I,J,%,1), R(X,1,J,1)= =R{(T,J,K, L1}

Aa: EUDS
FOR A:=1:4 DD FOR B:=h+1:4 DO FOR C:=A:4 00 ,
FNB D:=C+1:TF C=A THEZN B ELSE % 10O BTGIY
WRITE RTR(8,A,D,C} 1=RTK(A,B,C,D}:=FOF I:=1:4 SUX FOR J:=1:4 SUM PDR K:=1:4 SUM PCR L:=i:4 SQA
R{I,J,K,Ly*TETR (I,A)*TETE(J, E) *TETR(K,C) *TETR (L,D) &
LET RTR(A,B,D,C) = -RT&(A,B,C,D), RTH(Z,A,C,D) = <RTR(A,B,C,D):
IF A=C AND B<=D THEN GO TO 193 '

! BTR(CyDLA,B) :=[RTR(D,C,DLA) := RmTRYA,B,C,0) %] | [ | | I



o3

59 ] ; TR TR Ay SR (A B DY REH (O, RS ~iTR (A, B, 8,00 !

60 39: 203 u" —
L 61 FOR A:=1:% DD FOR B:=i:d4 DD :
42 FOR C:=1:4 DO : .
63 JRITY GAMA(A,B,C) :=FDR I:=1:4 SUY FOR J:=1:4 SUM ;
T (-DF(TETEI{A, I} ,X{J})+FOR K:=1304 5UM CS2(I,J,K} *TETRI(A,&))*TFTR(F,C) *TEIR(I,B) § i
65 AFRAY ETA (4,4} ,HAB{%,9),DELTK(¢,4),DEFCGRY (4,4}, ROTAC (4, 4), - : I
66 ACFLER (4} ; :
. e7 DELTK (1, 1) :=DELTK {2,2) :=DELTK (3,3} =DELTK (4, 4) :=18§ _ 2
&8 ETA(1,1):=13
69 ETA(2,2) i=ETA{3,3) 1 =ETA (4,4} :=-13 !
L 70 HAB (2, 2} 1=IIAB(3,3) 1=HAB (4 ,04) == 1§ : ' i
71 EXPANSAC:= POR B:=):4 SU¥ FOR C:=l:84 SUM -GAMA{l,B,C) ¥ETA(B,C}; :
72 FOoP A:=1:4 DO FOR B:=A:4 DO i
| 73 WRITE DEFQB%(B, A} :=DEFORY (A,B) := (~GAMA(1,A,3) <GANA{L, B, A) +GAIA (1, A, 1) %
74 ETA (B, 1) +GAMA (1,5,1) ¥ETA({A, 1} -2 /3*EXPANSAD*HAB (2,B) ) /2; M
75 FOE A:=1:4 DO FOR B:=A:d DO u
L 76 WRITE ROTAC(A,B):={=GANA([1,A,B) +GANA(1,D0,A) +GANA(1,4,1)
T 77 DELTK{1,B) =3A¥A(l,B,1) ¥DELTK(L,A}}/2; : |
78 POR Az=1:4 RO WRITE ACELER{A}:=—GAMA{Ll,A,1); :
75 COMMENT FIH . : y

END OF FILE : '

e

Ut ufthe
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LCcC

b

1
|
1

¢

-,

b

M @) on WS ey

10
i1
12
13
1%
15
16
17
13
19
29
21
22
23
24
25
26
27
28
27
30
3
32
33
34
35
36
37
33
38
4Q
431
42
43

EED OF

I

COMMRTT  AFyIYY e 7 | . S | [ : I i T

I} "ARILIOC{,29}": , .
ARIAY NDSTITR (4,61, DPISTEIR(L,4), VEL (4), TER2 (4, 4) , TEX3 (4 ,4) ,CS2 (4,4, 41 :
VEL(1):=AC (Y (D), (2) 8 :

02ERATOT AT

COMMEN™  SUBSTITNY UMA SOLUCAG TAL QUE :

DE(HEL(T,™) ,7) :
DF (AF(T,R ,R) :=01 1a*u>»dmﬁg.;_m

FILE

DF(HF(T,R) , 7, R) 1=DAEG*ANK[HF (T,R)-FUEY)/ (OMUG) =DF (DT (T},T) %

DF(AF(T Es
DF (HE (T, R},

oF (AP (T, n,..
P (PR (T,R},T,
De (R¥(T,B},R):

=04

GARF (OT(T), T)*RF (T, B} 3

S1) 1=0MFER*AA* ([IF (T, R}~ ENE) / (OMEG)*DF (DT (T),T) &

.2

2

DP{&F{T,R),R,2

DP{RF{T,F}, 1,

DF(RE(™,™ ,™,

K

)
2]
)

)
)
)

0P (RF (T, ®),7T) :%
ymﬁ-..u.x_\;qﬂ

DF(DT(T), T

:=0

3

=NMEG* AA%%* 2% (HF(T,R) ~ENE) / (OMEG) §
=0%Pex (PF(DT (T} ,T,2)*0F (T,R) + (KF (T, R)~ENE) /{OMEG) *DF (DT (T} ,T)*DF (DT (T}, a
= (HF (T, R}-ENE) / (OH .1v*uwﬁceﬁe_\eu*omHOHHev.a.mwxcmﬁpeneu~e_+wmﬁu.m_*ﬁ

: ﬁq_“-;uv**me
RA* (HF (T, R)-ENE) / (CHRG) B

=3 4¥*2*RF(T,R) 5

=AA¥PF(T,R}*DP(DT{T) ,T)§ .
T=RA¥BF (T,RYSDP (DT(T),T) $

HF(T,R)-ENE) /{OMEG)*D? (DT(T),T}

SRS
awnmﬂﬁe.m,.ﬂﬁwv"u DF (HF (T,R) ,T,%) :=0F(RF (T, %) ,T,FI) := DF (KF(T,® ,T,FI}:=03
DF(&F(T,R),R,%) = DF (UF(T,R) ,R,%) :=DPF(RF(T,R),H,FI):s= DF{UP(T, R ,L,FI}:=0%

Iy r"RaILIn (0,32 "
IN "ABILTIO{43,486)";

IK C32%

FOR I:=i:il DO FOR A:i=1:4 DO

RRIT® DASTEITR (I, A):=FOR Li=1:4 S0M DF (TETR(I,A),X{L))*VEL(L) +FTOR J:=1:4 SUj nmmnb‘rfwv*m.mnmE\E*f.mr:;.w

FOR I:=1:4 DQ ¥OR A:=1:4 DO
WRITE T#R2 (I,A):=FOR J:=1l:Y4 SU4 FOR K:=]:4 SUM FOR Li=1:4 50H {GG (J,X) *TETR(J,A)®VFL{L) =

({DF [VFL {K)

LY(L1}+FOR Mi=t:l S04 CS2(L,M,Kj*VEL (M) ) *VEL(I) = (DF (VEL (I} ,X (L)) +FOR M:=1:4 SUM CS2(L.H,I) *VEL [3))*VE

FoR I:=1t:4 DO FOR A:i=t:4 DO
WRITE DENSTEIR (I,A):=DDSTETR(I,A)+TER2 HH Ry 3 '

POR I:=124 DO POR h:=1:i4 DO .
WRITE TETR{I,A) :=TETR(I,A} $ . o

COHMMENT

P

I o

-

L{R)))$
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EPiLOGO

Houve um fempo em que eu simplesmente vivia. .. nao
ehd hazdo, era emocdo.

Com ¢ paé$an do ftempo foram me encaminhando para a
rnazao convencionalizadd.

Houve um Lempo em que vivi nedda extrema razao... e
nao ful feliz.

Hoje Zento viven 40 emocao. Sou feliz... a menos dos
momentos em que Ainterfere essa na;&o ..

¥ Ok ¥ k k

ce . Me ensdinaiam a amar, aphrendd,
mas as vezed eano...

... me ensinaram a ben simpled, aprendd,
mas as vezed eRAC...

.. me ensinaram que a Natureza e a Mae ¢ ¢ Pal, aprendd,
mas das vezes ente. ..

... Me ensinaram gque errar ¢ humanc, aprendd,
mas as vezes erho...

... Me ensinaram que perdistin no erro e estupddez, aprendi,
mas as vezes erno...

* Kk ok %k ¥

E e o sonho um mundo de estnelas brilhande em um ciu

azul.

E 2 o0 sonhe um mundo de sonnisos LLuminando um  ceu
azuk.

E e o sonho um mundo de sornisos LLuminando um ceu
cv. ha Tenra ! | |

AVT
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