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RESUMO

Neste trabalho mostramos que existem varias solugdes
anisotropicas para as equagées dos campos gravitacionais e ele-
tromagneticos acoplados néo minimalmente . Apresentamos primei-
ro uma solugdo para o vazio, e a seguir uma solugéo com materia
e campo elétrico, onde o foton adguire uma "massa" proporcional
a raiz quadrada do escalar de curvatura. Esta solugéo apresen

ta uma singularidade verdadeira em t = 0.

Apresentamos tambeém uma solugaoc do tipo Kasner, com
matéria para as equacgOes de Einstein, onde aparece um fluido

perfeito ultra relativistico {(p = p).

Estes dois modelos déo uma boa descrigao da dinémica
do universo nas vizinhang¢as da singularidade. Neste nosso mode-
lo, proximo a singularidade, nao ocorre © fenémeno descrito por
Lifshitz do "estagio do vazio", pcis a influéncia da materia

nao pode ser desprezada em regides proximas a singularidade.



SISTEMA DE UNIDADES

a) Constante gravitacional K = 6,67 ‘IO“8cm3g"18'—2
b) Constante de Einstein k = §%§
c

Vamos trabalhar no sistema de unidades Heavigide-Lo-

rentz ¢ ainda fazer c =‘B = 1. Desta forma (b) fica:

k = 87K dim k = L

NOTACAO

Indices gregos variam de 0 a 3
Indices latinos variam de 1 a 3

Assinatura da métrica (+—-——)

o
By

Operador de derivagao covariante ;

Simbolos de Christoffel T

Operador de derivagao simples p
CONVENCAO
R =TV - e 7% B o pf
HV HoL, v uv,a UB av v aB
1 ~ . .
Ruv -3 Rguv = -k Tuv (Equagao de Einstein).
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— N3o houve apenas uma, mas trés geragoes espon
taneas: o ser brotando do nada, a vida despertando

do ser, e o nascimento do homem.

... Quando comecara o tempo, o devir 7 Quando salta
ra do nada a primeira vibragao do ser, devido a um
""Faca-se'' que, com irrecusavel necessidade ja trou-

xera em si o "Encerre-se'' ?

Felix Krull — Thomas Mann



CAPITUIO I

INTRODUCAO

Uma das mais notaveis previsdes da Teoria Geral da Re
latividade € a do encurvamento da trajetoria de raios luminosos
na presenca de um campo gravitacional. Isto prova, que o foton
tem uma "massa" gravitacional passiva e por intermédio do Prin-
cipio de Equivaléncia ele deve ter uma "massa" gravitacional

ativa, isto &, ser responsavel pela curvatura do espacgo-tempo.

Pelo lado experimental, ha uma boa concordéncia entre
os principios basicos da Teoria Geral da Relatividade e os re-
sultados previstos pelas equagées de Einstein para a classe de
fontes fracas de gravitagéo {(uma fonte gravitacional estatica e
chamada fraca; se a seguinte relagéo se observa entre a sua mas

sa M e o seu raio R: g << 1}. O desvio para o vermelho ( "red

shift") gravitacional tedrico (variagdo da frequencia de fotons
em campos gravitacionais) concorda experimentalmente com uma

grande classe de fontes fracas. No campo gravitacional terres -

(20)

‘tre foi medido originalmente por Pound e Rebka —', o desvio pa

ra o vermelho no campo gravitacional do Sol foil medido por

(21)

Adam e desvios para o vermelho estelares, por Greenstein e

(22)

Trimble . Todos estes objetos dao um desvio para o vermelho

gravitacional & luz que escapa da superficie da estrela,com uma



boa concordancia com a teoria de Einstein. No entanto, em todos

estes casos, as contribuicdes nac lineares nac Sao mensuravels
. M . . . ~

pois ¢ << 1. Para fontes gravitaciocnais fortes, termos nao

lineares deverao contribuir para as equagOes de movimento.

Podemos entéo argumentar gque as equagées de Einstein
sao boas apenas no caso de fontes gravitacionais fracas. Se es-
tamos estudando uma regiéo do espago-tempo onde existem fontes
fortes de campo gravitacional, desvios aos resultados tedricos
poderiam ocorrer. Com um proposito de gerar um modelo para es-
tas gituacdes, termos adicionais séo introduzidos na densidade

Lagrangeana cosmologica de forma a ter-se:

1
L = % (R + Y4 R

M R R VPO Ly,

U * Y R 06fy

onde Yy € Y, séo constantes de acoplamento adicionais. Estas
modificagdes devem levar em conta, gue a contribuigao destes ter
mos adicionais € pequena de forma a pouco influenciar em re -
giées do espacgo-tempo de pequena curvatura.

Qutras teorias alternativas & de Einstein foram pro-
postas, como por exemplo, a de Jordan, Brans e Dicke.

Qutra maneira de modificarmos a teoria de Einstein,
consiste em acoplar os campos existentes na natureza (eletromag
nético e/ou campos de particulas elementares) nac minimalmente
com a gravitagéo, introduzindo na densidade Lagrangeana de Eins
tein produtos destes campos com ¢ tensor de curvatura e Suas

contracgoes.

Neste trabalho; estudaremos a introducdoc de um termo



gue acople de forma nao minima a gravitagao e o eletromagnetis—
mo. Estas hipoteses nos conduzem a eguagoes de movimento, onde
aparece um termo de "massa" para o foton. Como consequéncia,te
mos em geral uma eletrodinamica néo linear, onde o campo gravi-

tacional pode servir como fonte de cargas elétricas.

As primeiras tentativas de uma eletrodinamica nao li-
near surgiram com Mie (1912) e Born e Infeld (1934,1935). O ar-
gumento usado & bem simples. Se admitirmos que as cargas eletri
cas sao estruturais localizadas, suas auto-energias divergem .
Uma maneira de contornar esta dificuldade e postularmos um satu
ramento dos campos, isto e, existem limites que os campos nao

ultrapassam de modo gue suas auto-energias nao divirjam.

Como ja citamos, vamos investigar com detalhes uma ele
trodinamica ndo linear, no caso em gue haja um acoplamento nao
minimo entre gravitacac com o eletromagnetismo. Notemos, que de
vido ao fato desta teoria néo ser invariante de gauge & possi -

vel uma nao conservacao de cargas.

05 efelitos de uma nao conservagéo de carga em escala
cosmologica foram analisados ha alguns anos atras por Lyttleton
e Bondi (1959) e criticados por Hoyle (1959). A ideia essencial
de Lyttleton e Bondi (L-B) & gue uma peguena diferenca na magni
tude da carga do proton e do elétron nos da uma forg¢a repulsi -
va, gue poderia constituir-se em uma explicagao alternativa pa-

ra a expansao do universo.

Lyttleton e Bondi sugerem adicionarmos a densidade La
. . . 2
grangeana de Einstein-Maxwell um termo de massa do tipo & WUWU.

Apresentam a seguir uma soluc¢do cosmologica para um universo



- -

preenchido com estes fOtons massivos. Esta solugdo € homogénea

no tempo e ainda do tipo de Sitter.

Posteriormente Hoyle (1959) mostrou, gque a solugao
de I-B e equivalente a introducao de um fluido com energia nega
tiva que pode ser gerado por um campo escalar. Como consequén-
cia disto, as equacées de movimento da eletrodinamica de L-B
num universo isotrodpico que se expande, mas € homogéneo no tem-—
po, sao similares as equagées de Hoyle com um campo escalar C.
Entao, a modificagéo feita por L-B na eletrodinémica & indistin
gulvel do modelo de Hoyle.

(5)

Novello e Salim propuseram —' modificar a densidade

lagrangeana de Einstein-Maxwell, adicionando um termo do tipo
RWUWU, de forma a gerar uma eletrodindmica nado linear: o foton
adquire massa, que sera proporcional a curvatura escalar do es-

paco-tempo. No artigo citado, Novello e Salim expoem as linhas

centrais deste tipo de acoplamento.

Examinaremos aqui alguns detalhes desta interacao.
Mostraremos que este acoplamento ndo minimo da gravitacao com
o eletromagnetismo, admite solucdes anisotrdpicas com estes f£o-

tons nao lineares e matéria.



CAPITULO 1II

0 PRINCIPIO VARIACIONAL E O ACOPLAMENTO

ENTRE A GRAVITACAO E 0 ELETROMAGNETISMO

2.1 - 0 PRINCIPIO VARIACIONAL

Tomaremos como ponto de partida que qualquer equagao

fisica & dedutivel de

um principio variacional. Isto &, as equa

coes classicas dos campos podem ser representadas como as equa-

cbes de Euler-Lagrange de um principio variacional (Principio de

Hamilton)(lj).
Sabemos que

formulada por Poisson

onde
G &€ o potencial
K @ a constante

p € a densidade

a equacao c¢lassica do campo gravitacional

VG = 4uKp (2.1.1)

gravitacional
gravitacional

de matéria.

No vacuo esta equacao fica:

vig = 0 . (2.1.2)

Vamos mostrar que a equagao (2.1.2) pode ser obtida

a partir de um principio variacional. Suponha:



S = { (grad G}2 dv
Y

e vamos pedir que,

cs

]
o
-

(2.1.4)

isto g,

§ j {(grad G)2 dav = 0 ,

onde a integral se estende por todo volume tridimensional. A va-
riacao de G deve se anular nas fronteiras do dominio de inte -
gracao V, porém & arbitraria no seu interior.

Das eqgs. (2.1.3) e (2.1.4) temos:

2

[
8 J {(grad G)2 dv (gradG. égrad G)dvV =
v

by

2 ( (grad G.grad(§G))dv =
Vv

2 f div ((grad G)&G)dAV - 2 J vie &G av =
\% v

2 %' ((grad G)6G).dS - 2 f v2e &G av =
S v

r
2 %. 8G (gradG.ds) - 2 j veG s¢ av .
s \

O primeiro termo da expressao acima se anula,pois su-
pomos que 6G sge anula nas fronteiras do dominio de integracgao.
Temos entao:

8 f (gradc)2av = — 2 f (v2c)scav . (2.1.5)
v Vv

Como 686G é arbitrario no interior do volume de integra



cac segue-se que o lado direito da eg. {2.1.5) & estacionario

somente se G satisfaz a egquagao

vV G =0 . {(2.1.2)
Na presenca de materia temos:
VG = 47Kp . (2.1.1)

E importante lembrar gque a equacido de Poisson ndo &
invariante de Lorentz.

Outros dois exemplos classicos da aplicagao de um prin
cipio de minima agao aparecem no eletromagnetismo (este formula
do no espago de Minkowski; e nas equagées de Einsteln da gravita
gao.

Definindo-se o guadrivetor potencial no espago-tempo

(7)

de Minkowski ‘=

wH = (9,2, A ,A,) , (2.1.6)

Y
onde ¢ € o potencial elétrico e A = Axi%Ayﬁ+AZ§ € o po —

tencial vetor magnético, e o tensor eletromagnético

F =W -W ; (2.1.7)
e ainda

his :'(p,JX;J I (2.1.8)

y

como o guadrivetor densidade de corrente, no qual p &€ a densida-
> - . -
de de cargas, J € a densidade de corrente, a agao do campo ele -

tromagnético deve ter a forma



_ _ 1 M U, .4
S5 = JD ( 5 Fqu —ZJUW yd 'x . (2.1.9)

E importante notar que a acao deve ser um escalar,is
to e, deve ser invariante sobre transformacoes de coordenadas .

Usando agora o principio da minima acao,

§s = 0 (2.1.4)

onde as variagoes sao feitas sobre os W“, obtemos:

6S = [ ¥ - S5 P atk =0 L (2.1.10)
3

x
Levando em consideragao,que segundo o principio da mi
nima acao, as variagoes GWU sao arbitrarias dentre do volume
de integragdo vemos que (2.1.10) s6 se torna identicamente nula

se

Y= gH . (2.1.11)
PV
Estas quatro equagoes sao as equagoes de Maxwell onde
aparecem fontes. As outras equagOes de Maxwell (as equacdOes on-
de nao figuram fontes) sdo identicamente satisfeitas partindo

da definicao do F .
; uv

*
cMVpo uv

Bvaoﬁ’F v = 0 . (2.1.12)

Da mesma forma,as equacdes relativisticas da gravita

gao podem ser obtidas, como mostrou D. Hilbert(lg), também de

um principio variacional (ver Cap. III, Segao 1).



A acao neste caso &

4

I = f (V=g % + L yatx (2.1.13)
D

Matéria

onde k € a constante de Einstein,

R &€ o escalar de curvatura definido por

VB Ho

R = R g .

pvag9d

Usando novamente o principio da minima acao

T = 0 (2.1.4)

onde variamos a agao em relagdo aos g"V, o empregando sempre que
nos limites de integracio &g"’ = 0, enquanto sdo arbitrdrios no
interior do guadrivolume de integragao,obtemos (ver Cap. III, Se

cao 1):

G .
8T = J' (-_-]E_\)- + T:\))Sgu\) v —g d4X =0 - (2.1.14)

Em vista da arbitrariedade dos Gguv,vemos gue (2.1.14)

50 se torna identicamente nula se

_ *
Gy = = kT (2.1.15)
1
onde Guv = va - 5 R Iy ©
T;v & o tensor de momento energia da matéria.
As cquagoes (2.1.15) sao conhecidas como as equagoes

de Einstein da gravitagao.
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2.2 - 0 ACOPLAMENTO MINIMO

Para combinarmos os campos gravitacionais e eletromag

néticos basta postularmos uma acdo do tipo

F F*"V1d*x (2.2.1)

onde .
F =W -W =W -~W (2.1.7)

variando a agao em relacgao aos guv e aos Wu obtemos

respectivamente (como mostraremos adiante - ver Cap. 1II, BSe -

cao 1)
Guv = - kEuv (2.2.2)
e
Yo =0 (2.2.3)
HAY.
onde
1 0B |, o
Euv = 7 guv FuBF + Fu Fav . (2.2.4)
O tensor Euv & chamado de tensor momento-energia do

campo eletromagnéticé ou tensor de Maxwell.

As équagaes (2.2.2) sao formalmente idénticas as equa
gées (2.1.15) onde simplesmente substituimos o tensor momento-
energia da matéria pelo tensor momento-energia do campo eletro-
magnético.

As equag@es do campo eletromagnético da teoria especi
al da relatividade [equagées (2.17.11) e (2.1.12)] sao generali-

zadas, de modo a serem aplicadas em qualquer sistema de coorde-



11 -

nadas pelas equacgoes (2.2.3) e

PR =0 (2.2.5)

Notemos que no caso de termos fontes, apenas adiciona-
mos a acgao (2.2.1) um termo do tipo —ZJUWu e variando 5 em re-

lacao a Wu encontramos (ver Cap. III, Secgao 1)

Y - gH ) (2.2.6)

A Substituigao, pura e simplesmente, das derivadas
simples por derivadas covariantes na densidade lagrangeana que
descreve o processo fisico estudado, @ chamado acoplamento mini-—
mo. Neste caso, exclui-se da densidade lagrangeana um termo que
acople os campos gravitacional e eletromagnético envolvendo qual

gquer funcional da curvatura do espaco-tempo.

2.3 - 0 AcopLAMENTO NAo MINIMO

Como ja citamos na Segao 2.2, acoplar nao minimalmen-—
te a gravitagéo com qualquer outro campo fisico,significa adi -
cionar a densidade lagrangeana usual termos de acoplamento que
envolvam funcionais da‘curvatura. Estes termos adicionais néo
guebram os critérios de covariancia geral'pedidos a qualquer te
oria fisica.

No caso do acoplamento do eletromagnetismo com a gra-
vitagao, usando termos em primeira ordem na curvatura, temos du

(5)

as possibilidades; a saber ‘2’



—-12=-

L. = /=g R W W' (2.3.1)
I H
ou
o TV
Lo = V—g Rqu-W , (2.3.2)
onde
wh = (9,8 . (2.1.6)

N3o & necessario gue o campo vetorial acoplado ndo minimalmente
seja o campo do foton,pois a teoria se aplica a qualgquer campo
vetorial.

(3)

Se compararmos (2.3.1) com a lagrangeana de Proca —',

IR (LR —
Lhroca = FooF o = 20 W5+ oTW WE (2.3.3)

1

2 TuUv
onde ¢ = massa do foton, vemos gue L. sera responsavel por uma
massa nio nula dos fétons, onde a massa sera proporcional a vR.
Da mesma forma gque na teoria de Proca, a adigao de Lo gquebra a

invariancia de gauge do Eletromagnetismo.



CAPITULO III

0 ACOPLAMENTO NAO MinIMO I

3.1 - AS EQUACOES DE MOVIMENTO DOS CAMPOS

Vamos considerar uma densidade lagrangeana do
tipo
L:LA+LB+LC+LD ’ (3.1.1)
onde
—— R
Ly = /-9 % « (3.1.2)
Ly = /=g § R W (3.1.3)
B k U 4 « |
_ 1 MV
Lo = =3 /M9 P F (3.1.4)
Ip = Ppatéria ’ (3.1.5)

onde A & uma constante com a mesma dimensdao da constante de Eins

tein k,

. . . 2
Dim k = Dim A = (comprimento)
Nossa agao &

1a%x , (3.1.6)

matéria

_ R M 1 BV
S = JD (V=g I (1+Awpw ) - 3 F Pl + L

onde a integral & efetuada em todo o dominio guadridimensional.

Notemos que se A = 0, obtemos variando a agao em re
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lagao a WU e a gy respectivamente (2.2.3) e

*

Guv = -k (Tuv + Euv) ’

isto &, no limite A = 0 voltamos as equacoes de Einstein e as

equacoes de Maxwell no espacgo curvo.

Variando a agao em relacac a WU e tendo sempre em men

te que W e Iy s3o variaveis independentes, temos:

b1
5 s:J /=g (AR (2W,0W0) - 5
W, D k

Mas, usando que
v
")

uv C_uv _ uv
(6F )Fuv + P 6Fuv = 2F 6Fuv

1

6(Fqu

uv VRV,
2F7 76 -W = 4F" "6 (W
(WU;\) \)rU) ( Ur\))

Temos,

5. 8 = 2 J Vs [% R w swt - F'Vs . )1ax
b u W,

Mas:

uv 4
G(Fqu y1d =

T JEPRRTRVIP S U —
(v=g F SWu),v = (F" 7V g),v GWU + FU 7Y gISWu),U

e substituindo na expressao anterior, ficamos com
6.8 = 2 /=g 2B w sw" + "V/Ig) . oW, -
Wy D k Ty ,V u

: uv 4
v (=g P 1d%x

0 ultimo termo pode ser transformado numa

integral de
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superficie, mas como pedimos gue as variagoes dos campos se anu

lam nas fronteiras de integragao, resta apenas

R W'+ (7" /T3 1ewMatx . (3.1.7)

A
5= 154
D k v

Como 6Wu é arbitrario dentro do cgwerqxﬂume<kainuxﬂag&o;(2.1.4)
& satisfeita se e somente se o termo entre colchetes e identica

mente nulo.

Entao,
- % rit = —— (7MY /Z9) 5
V—g ’
E agora usando que:
Vs s YY)
r ]/:éf 7
encontramos finalmente,
v A u
Fro, = - g RW (3.1.8)
Esta equagdo & andloga a eguacao (2.2.6) onde o lado

direito de (3.1.8) pode ser interpretado como um termo de "fon-
te" do campo WU' Vemos gue, no caso de A = 0 a eguacao (3.1.8)
reduz-se a (2.2.3), como era de se esperar. No caso de A # 0 o
campo gravitacional é responsavel pela criagao de cargas. Note-
mos que a criacdo de cargas nesse modelo sé ocorre em  regioes
onde o escalar de curvatura e diferente de zero.

Da expressao (3.1.8) podemos tirar uma condigéo local

sobre a conservacao de corrente. A saber:
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1 =g ") , = - % RWH
y‘—g r
v=g ") N RWY V=g
r
—— LHV S -l U
(V=g F77) ,,p = - WR9 RW) ’
Entao,
(RW“)_u =0 (3.1.9)

Vamos agora fazer uma variagdo da agao (eq. (3.1.6) )
em relagao a ENNE Por motivos de simplicidade vamos calcular ca
da termo separadamente. |

Para LD temos:

{ *
4x = J V=g T Gguv d4x (por definigao)

éguv JD Lmatéria d 5 Y
(3.1.10)

* - .
onde T e o tensor momento energia da materia.

uv

Para LA temos:

R .4 1 4
g}i\)[ —g—]zd}{zEJ S(V—gR)dX ’
D D :

_ HV 3
como R = Ruvg , entao
§ r noa%s = 1 [6V=g)R + /=g (R Gg“”+6R guv)]d4x
Juv JD A kg pv Hv .

(3.1.11)

Mas,

e M v, )R, -
Iy M —5 %9, ¥

_ 1 Y=g 29 N -

T2 g 3g 6guv =2V 949 Sng B
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-1 = Y
= -3 V=g guvég .

Substituindo o resultado anterior em (3.1.11), temos

~=

| 1 v uv, -4
/S L
5 JD g [(RUV > Rguv)ﬁg + éRuvg 1d7x

Mostraremos agora gque o dltimo termo da expressio aci-
ma pode ser transformado numa integral de superficie(ll). O al-

timo termo &

J /=3 g"Ver  a%x . (3.1.12)
D

E importante notar gue os simbolos de Christoffel ndo sdo tenso
res,mas se duas conexoes afins estao definidas no mesmo espa

¢O0,suas diferencas

P rp ) _ P
Fuv () - Fuv (x') = Sruv

trangformam—-se como tensores mistos de 3@ ordem,

Vamos estudar (3.1.12) num sistema localmente geodési

o~ p - _
co de coordenadas. Entao num ponto P, va =0, guwQ =0 e
g = 0 . Neste sistema temos
Uy, p
[23Y v o] o)
¢R = ) - T =
J uv El [FU prv v :D]
v P P
= ) — (6T . =
g~ I D ),v ( Ly )’p]
Hp v Uy P
= 6T - ST =
g tler ;) - gn 8T ) o

P v V. p _p
= (g Sruv g~ T ) = w ,



onde
P _ HPep VL BVL P
w” =g GFuv g Fuv
Como »" & um tensor, num . sistema arbitrarie (3.1.12) fica:
[ V=g ngGR d'x = [ (V-g wp) d4x = % 0P Y=g ds = 0 ,
D MV D 1P z
pois; nas fronteiras de integracdoc a variagao dos campos se
anula.
Ficamos ceom
4 1 uy .4
aguv fD LA d'x = JD vY—g (Ruv -5 Rguv)ﬁg d = . (3.1.13)

No caso de termos um termo de materia (Ig), T, e L=l = 0, chega

mos a (2.1.15}).

_ 1 Ky
Para LC = -5 V=g Fqu .

1 7 pv o4 1 = pa VB, 4
= -3 JD (af—g)Fqu d'x - 5 JD V=g 6(Fqua8g g ")d x =
_ a a Hv o — v, poa b4
= -3 [[D -3 V=g guvﬁg FuBF + VY=g Fquu §ghd x +
o VR .4
+ f v-g F vFaB6g dx] =
D

N 1 [IRY v af 4.
- JD /-9 {7 FoF Fap * FooF gl o9 d'x =
_ J /=5 B sg™Vatx (3.1.14)

D HY

onde usamos (2.2.4).
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Para LB temos:

4
LB d'x

1]
O
O
=
<
| >

§ rw wh /g a%x . (3.1.
Tuv g p "

Trabalhando com

M 4
6guv JD R WUW ve-g d'x

4

¢
= J S{RV-g)W wha®x + J R V-g ¢ (W WngV) dx ;
D M D H

e definindo WHWU = W2 = {3, temos:

§ (R g“vf—g)Qd4x + V=g R W W Sguvd4x =
D Hv D HoV

= J /=5 g"Vasr atx + J R a8 (/=g g"Vratx +
D nv Ky

D

i
—
T]
Q
o)
g
-
<
[@5]
=
o
"
-+
“_'_'_-
)}
=
=
)
T]
Q
=
<
N__\
?]
Q
K]
Q
s
[@5]
G
Q
o
Q
—
<

il
"_"“_h
w]
4
o
Q
—
<
O
=
o
1=
W
+
‘_—\
)
T]
Q0
<
=
s
|

+ J V=g RW W sgHVa*x . (3.1.
D W . '

Da expressaco (3.1.16) falta apenas estudarmos o

primeiro termo:

15)

seu
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f /=g 2 g"Ver a*x . (3.1.17)
D HY

Devido ao Principio da Equivaléncia da Teoria Geral
da Relatividade, @ sempre possivel escolher um gistema de coor-
denadas, onde anulamos o campo gravitacilonal dentro de um elemen
to de volume espacial infinitesimal. Isto significa que local -
mente estamos anulando os simbolos de Christoffel. Este sistema
de coordenadas €& chamado sistema localmente inercial(g). Desta

forma

e
Fuv =0 .
Realmente, seja um ponto dado escolhido como origem
das coordenadas e dque as grandezas FJz tenham nele wvalores
PP p
r
primitivos ( UV)O

dades do ponto a transformacao

a N
(em coordenadas x ). Efetuando nas proximi-

0 _ 0 1 o TRRY
X =X + 5 (Tu\))0 X .
entio
Pxe o’ r
BXUBX BX'D 0 uveo
e usando qgue:
cu_ o oaxt axtToaxtt % skt
Ve TTA 5009 5¢Y 5xP 9x”5x” ax'’

vemos que todos os !''s se anulam.

Para a transformacdo acima,temos gque

axlu 6“
0x

logo,qualquer tensor nao e alterado no ponto dado por essa trans
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formacao,nos permitindo entdo anular os simbolos de Christoffel

reduzindo simultaneamente os guv a forma minkowskyana nuv .

Vamog entao trabalhar num sistema localmente inerci -

al. Desta forma;(3.1.17] se reduz a:

o P p 4
JD g S[FUD,B - T&B,p] d ' x

d4x

p
B ),p *

(9 gaBSTJ;] 6 - (anBSPa

D

a B poL4 o.B eoJ4
JD (1g™") 6T 5 d™x - [D g™7) g STyp d'% =

+

r
J (™) - 5 @™ rer patx (3.1.18)
D r

r

Definindo agora

e usando que

Y VA
6Fu8 = % g [(égah),B + (5gAB)!a - (égaB),K] r

vemos qgue (3.1.18) fica,

( A 4
% JD A%F gv [(cha)\)!B + (5gAB)’a - (5gas)’h] d x . (3.1.19)

Estudaremos separadamente cada termo da expressac acima.

Para o0 primeiro termo temos:

ol VA 4
J A, 9 (Sgah],B d'x (3.1.20)

1
2y

Usando gue:
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Al VA

B VA R, VA
v 9 6guk),6 (g

(A = A\)'Bg 6gak + A\) 6gal),8

VA VA
g g,y = —94,99 ;

encontramos para (3.1.20)

1 B VA aB VA 4
2 JD [(A\)g Sgak),s - A v, Y 5guk]d X
1 Lap v 4. 1| o8 v 4
= -3 JD A v,89 69, 4% = 3 JD 9,0 v,Bﬁg d x .

onde usamos que o termo de divergéncia se transforma numa inte-
gral de superficie que se anula nas fronteiras de integracgao

Cbserve gue:

aA%8

ol B ap -
I v, B gal[(ﬂg ) o " 6v(9g | B =

I lp JB

B B po_
@, % 6\)Q,p,Bak -

Logo,vemos que (3.1.20) se anula.

Para o segundo termo temos:

a ol Vi 4
5 [ A 9 (Sng),a d "x ’ {3.1.21)

¢ de maneira semelhante,

1 ([ Lof Va4
T2 J A v, ngﬁg d'x =

vAd4x .

o
J IngR 'y, el

pof—

Mas,
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_ af B op _
Tigh v,0 T Dplllia ) - 87 (89 ) =

BOf. B R
989 %,v,a T 9T

8]
= - r
- Q,v,h gvkﬂ,p

Entac (3.1.21) se transforma em

1 10y 2 VA 4
(Q,v,K - gvkﬂ'p)ég d'x . (3.1.22)

2 JD

Para o terceiro termo temos:

1 aB VA 4 _ 1 Vi, 0B 4
5 [ A\)g égaB,xd X =5 I g A ’KGg Bd X
D D
Mas
VA, aB _ VA ap B ap -
A v, r = 9 [ (Qg )’v - Sv Qg ),p],x =
aR., P ap Vi, B
=9 Q,o Q,p,kg EREAN
aB, P ap AR
Q
g le lpl}\g g
Usando gue
VA
69@6 B nggukﬁg
encontramos
1 B~ P ap oB Vi, -4 a
T2 ID g o 8,0,09 9 ) 19,594, 89 dx =
_ l r P _ vi -4
=~ 3 [D(gvkﬂ,o Q,A,v)ﬁg d x_ . {(3.1.23)

Definindo Q’S = [ ]9 e somando (3.1.22) e (3.1.23), levando
r



em conta gque as expressoes sdo tensoriais, valendo em qualquer

sistema de coordenadas, encontramos (para (3.1.17))

/=g ag"Ver  d%x = J Q - seMVg _ L
JD J g uv x D( sV gU\) DQ) g X (3.1 24)

Substituinde (3.71.24) em (3.71.716) temos:

' uv .4
u t Rprv + - gpv [:]ﬂ]ﬁg d'x . (3.1.25)

/=g 9
JD g 196, LMV

Somando agora LA (3.1.13), LB (3.1.25), LC (3.1.14) e L

(3.1.10), obtemos:

6gpv JD Id™x = [D [(1+AQ)GUv - Agpv [j 2+ Aﬂ,p;v +

®

4
+ ARWUWv + k(TpU + Euv X

)16g"Va

Como a variagao do I é arbitraria dentro do volume de integra
gdo, e pedindo (2.1.4), chegamos a:

(1+A)G = Ag,, 1+ 2 + ARW W = k[T o+ E 1. (3.1.26)

RRFPRY UV uv

A equacido acima & uma generalizagdo das equagdes de
Einstein, e vemos que se A = 0 obtemos as eguacgées convencio -
nais da gravitagao.

A equagdo (3.1.26) juntamente com (3.171.8}) formam um
sistema de 14 equag¢oes néo lineares gque acoplam nao minimalmen-
te o eletromagnetismo com a gravitagdao. Mostraremos no capitulo

seguinte duas solugdes para este sistema citado acima.



CAPITULO IV

AS SoLUCOES COSMOLOGICAS

4,1 - As EQUACOES CoSMOLOGICAS

Neste capitulo mostraremos que o sistema de equacles

encontradas no Capitulo III, a saber:

*

(T+AR)G, |, =~ A9, []a + ML, + ARWW = —k (T, + E ) (3.1.26)
e
PPV o A gyt (3.1.8)
HAY) k ' T
obtidas a partir da densidade lagrangeana L, admite solugoes

cosmolbgicas anisotropicas.

O tensor momento-energia da materia na expressao
(3.1.26) é:
* 4
T,y = (p+p)uuuv - P9y, s (4.1.1)

onde p & a pressdo isotropica e p a densidade de energia e ma -

teéria.
A guadrivelocidade do fluido cosmologico é definida
como:
o ax”
u = HE}H r

entdo,
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Ja vimos gque o tensor E & chamado tensor de Maxwell,

(Y
e representa o tensor momento-energia do campo eletromagnetico.

A saber

- a .1 op
Euv = F F, + 7 9, FosF . (2.2.4)

Na expressao (3.1.26) Q representa a norma do gua -

dripotencial, desta forma

2 = WW (4.1.2)
o

Ao sistema de equagoes (3.1.26) e (3.1.8),devemos ain
da associar uma equacao de estado que relaciona a pressao iso -

tropica e a densidade p , isto &, uma equagao do tipo

p = plp) (4.1.3)

Tirando o trago de (3.1.26), obtemos:

R=-3x]a + k(p-3p) (4.1.4)

Novello e Salim argumentam que, na presenca de cam-
pos gravitacionais fortes", isto €, quando o valor do escalar
de curvatura & grande, devemos acrescentar a densidade lagrange
ana cosmologica de Einstein-Maxwell um termo do tipo RWUWU aco-
plando os campos gravitacionais e eletromagnéticos(é).

Podemos nos perguntar se o modelo isotropico de Rober
tson-Friedman-Walker, que descreve bem o estagio atual do uni -

verso, €& também um modelo adeguado para a descricdo da evolugao

inicial do universo, isto &, nas vizinhancas de um ponto singu-
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lar.
Na verdade, Belinski, Lifshitz e Khalatnikov, mostra-
ram que nas vizinhancas de um ponto singular temos regimes Kas-—

(lé). Este trabalho nos motivou a procurar uma solucdo

nerianos
do sistema (3.1.26) e (3.1.218) do tipo Kasner. Utilizaremos um

elemento de linha do tipo

2 2
as? - at? - a%(nax? - bl (t)ay? - ¢®(t)dz? . (4.1.5)
E importante notar que como 900 = 1, a coordenada
xo = t representa o tempo propric em cada ponto do espago-tempo.
Como além disso 991 = 0, & possivel a sincronizacdo de relogi-
os em todo o espaco. Um referencial que satisfaz as condigoes
990 = 1 e 901 = 0

& chamado referencial sincronico. Neste referencial, as linhas

do tempo sao geodésicas no espago-tempo. De fato,

& = ax®
~ ds
tem componentes uo =1 u' = 0, satisfazendo automaticamente
du® o BY g o % -0 (4.1.6)
ds By 00 - s
Para
2 2
d52 = dt2 - a2(t)dx2 - bz(t)dy2 - ¢ (t)dz , (4.1.5)

temos:



a 2 _ 2 B 2
Goo =1 Ip1 =2 (B) gy =-bTHE) gyy = —cT(E)
(4.1.7)
00 11 1 22 1 33 1
g =1 9 =-— g =--3 g =-—3
a ™ (t) c
0s simbolos de Christoffel ndo nulos sao:
0 0o 0 .
F11 aa F22 = bb F33 = Q¢
. . . (4.1.8)
1 a 2 b 3 C
T'io=a Ta0=% T30=¢c
onde
s .42 da_ g - db & - de
= = , = , =
dt dxo dt dt
As componentes mistas do tensor de Ricci sao:
6 _a_ b, ¢
R 0~ 3 t 5t G (4.1.9a)
1 a a b c
R 1= -a + g (E + E) (4.1.9b)
2 b, b a,c
R 255 (a + C) (4.1.9c)
3 ¢ ¢ ,a b
R 3 = (—:- + '6 (E + E) (4.1.9d)

Na posse destes valores obtemos para o escalar de curvatura:

C
E) (4.1.10)

ol
olo.
+
Wl
ol

a b ¢
R—2(5+E+E+

ala-
+

E, finalmente, as componentes mistas do tensor de Einstein $20:

D

-g—] (4.1.11a)

ala
+
ol e

> €4 (4.1.11b)

Q

I

1
ol

+
Qla:

+
o'l o
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G 5 = - [a ot c] ’ (4.1.11¢c}
3 i B - ab

G 3 = - [5 + B + 3 E] (4.1.114d)

Nas secoes 4.2 e 4.3 vamos estudar dois casos distin -

tos.
*
Caso I - T = 0 E = 0
pv pv
* 0
Casc II - Tuv £ 0 Euv #
Faremos ainda uma imposigao sobre o nosso WU
Vamos pedir que as componentes do quadripotencial de -
pendam apenas da coordenada tempo xo = t.

Desta forma, temos gque a norma de WU & um escalar de-
pendendo também apenas do tempo, isto é:
W~ = WuW = Q (4.1.2)

0 = a(t) . (4.1.12)

Em vista disso, usando (4.1.7), (4.1.8) e (4.1.12}, temos:

Clate) = %_*g (=g o 9" | = 7}_5 (V=g Q’Ogu\))m =
:ﬁ (abc Q,O),O=§i+{z(§4%+g) (4.1.13)
Qgg - (gOOQ'O)’O - 9:8 " rgo 2% = @ (4.1.14)
arl = (g”Q'.I)ﬂ - Q:] el oar? -
-1l Q’Ozgﬁ (4.1.15)
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Q;g - g22 2 5) ., = 9:2 + rgo '’ =

-2 o0 - % B (4.1.16)
Q;i - (g3 R 4),5 = Q:g . rg %

=13, 00 = % 0 . (4.1.17)

Na posse destes valores ja calculados podemos passar

ao estudo dos dois casos ja citados.

4,2 - A SoLUCAO ANISOTROPICA NO vazio 12

Vamos procurar uma soluc¢ao para o sistema (3.1.8) e
(3.1.26) utilizando o elemento de linha de Kasner (4.1.5)supon-
do gque nio temos nem matéria, nem campos eletromagnéticos; is-—

to e:

Ty = 0 (4.2.1a)
F._. =0 . (4.2.1Db)
BV
De (2.2.4) vemos que
E = 0 (4.2.1¢)
TRY

Vamos escolher o quadripotencial
W, s (6 (t),0,0,0) ) (4.2.2)
Substituindo (4.2.1b) e (4.2.2) em (3.1.8), obtemos:

R = 0 . (4.2.3)
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Da equagéo do trago de (3.1.26), a equacac (4.1.4), wutilizando

(4.2.7a) fica:

R=-3x[]Qa.

Mas R = 0, entao
[Ja=0 . (4.2.4)

Substituindo (4.2.1a), (4.2.171¢c), (4.2.3) e (4.2.4) em

(3.7.26 encontramos:

{(1+AQ2)R + Af =0 . (4.2.5)
K PR

Definindo agora uma nova variavel vy(t) = 1+h9(t), nos

sas equacOes (4.2.4) e (4.2.5) ficam

[ ]ytt)y =0 (4.2.6)

Y(t)Ru\) ¥ Y Ly = 0 ) (4.2.7)

Tendo em vista que vy & um escalar que depende apenas
da coordenada t podemos utilizar as férmulas (4.1.14) a (4.1.17).

A equacdo (4.2.7) fica para cada componente mista do tensor Ruv.

Yo
R o ¥ ol 0 ’ (4.2.8a)
1o, ay
R'I +aY_, 0 R {4.2.8Db)
2 , by _
R >t B e 0 R (4.2.8c)
R3 + £ X -0 .
3 c v
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Substituindo agora (4.1.13) em (4.2.6) e (4.1.9a) ’
{(4.1.9b), (4.1.9¢), (4.1.9d) em (4.2.8a), (4.2.8b), (4.2.8c )

e (4.2.8d), respectivamente, encontramos:

Y,y a,b, ¢ _

Y + Y (a t 5t C) =0 (4.2.9)
y,a&8,b & _

Y +I vt te T 0 {4.2.10a)
a,a (é + c + i) = 0 (4.2.10Db)
a a 'b c T

b b a,¢,y _

P tp ot Y) = 0 (4.2.10c)
c . é (é + é + i) = 0 (4.2.10d)
c c a b Y T

Vamos tentar agora uma solugao do tipo poténcia:

af{t) = aotp
b(t) = byt
(4.2.11)
c(t) = cotr
v(£) = v,t°

onde p, g, ¥, S sao constantes (pardmetros).

Substituindo (4.2.11) em (4.2.9) e (4.2.10), encontra

mos:

2

s + sp+tg+r-1} = 0 (4.2.12a)

P2 + q2 + r2 + 52 - (p+g+r+s) = 0 (4.2.12b)
2 .

p~ + plg+r+s=1) = 0 (4.2.12c)
2 R .

g + gqlp+r+s=1) = 0 (4.2.12d)



r2 + rip+g+s-1) = 0 (4.2.12e)
£ facil ver gue se:
P + q+r +5s = 1 (4.2.13)

as equacdes (4.2.12a), (4.2.12¢c), (4.2.12d) e (4.2.12e) se tor-
nam identidades. Na realidade as equagbes (4.2.12a}), (4.2.12c),
(4.2.12d) e (4.2.12e) s3o formalmente idénticas.

Agora, substituindo (4.2.13) em (4.2.12b), temos

P2 + q2 + r2 + 52 = 1 (4.2.14)

E bastante instrutivo o estudo das equacgdes (4.2.13)
e (4.2.14) no espago dos parametros. Neste espaco, a solucao
do sistema (4.2.13) e (4.2.14) & dada pela interseccao das duas
hipersuperficies, a saber: a equacaoc (4.2.13) define um hiper -
plano, enquanto que (4.2.14) define a superficie de uma hiperes
fera de raio unitario.

A intersecdo da hiperesfera e do hiperplano &€ a super

. 3
ficie de uma esfera em R .

4,3 - A SOLUCAO ANISOTROPICA COM CONTEUDO MATERIAL E CAMPO ELE-

TROMAGNETICO

Vamos passar agora ao estudo de uma interessante solu

cdo do sistema de equagdes (3.1.26) e (3.1.8), a saber:

‘ *
+ KRWqu = —k(Tu +E ) (3.1.26)

(1+XQ)GHv - kgpv [C]a + kQ’u " . "

i

e
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W A ey
F sv T K RW” p (3.1.8}
onde
o
0 = WQW . (4.1.2})
Vamos admitir um universo preenchido com um fluido

perfeito; e um campo elétrico definindo uma diregac privilegia-
da no espago, gerando assim uma anisotropia.

E importante ter em mente gue estamos precurando
uma solug¢aoc para © sistema de equacgdes (3.1.26) e (3.1.8), uti-
lizando o elemento de linha de Kasner (4.1.5), isto &, a metri-
ca escolhida j& & anisotrdpica, a nao ser que a(t) = b{t) =c(t}.
Neste caso, temos trés eixos coordenados se expandindo ou con -
traindo da mesma forma.

Como ja haviamos dito, gueremos escolher um guadripo-

tencial gue defina  um campo elétrico na direcao Xx. i

facil ver que um guadripotencial da forma:

Wu = (0,¢(t),0,0) (4.3.1a)

satisfaz a exigéncia anterior.

Para as componentes contravariantes de WU temos:

wo_ MO
Wr =g W0

e com a ajuda de (4.1.7) encontramos

0  0Oo _
W =g WG = 0
1 1o 11 (t
e vy
af{t)
2 3

W . =W =20 .
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Assim,

w" - ‘2" (0,-¢ (£),0,0) ) (4.3.1b)
a~(t)

Lembrando que o modulo do quadripotencial nos & dado pela equa
cao (4.1.2), encontramos que WU & um quadrivetor tipo espago, a

saber:

0 = wruwr"l - -(ifti)z ] (4.3.2)

De posse das componentes covariantes e contravarian-

tes do quadripotencial podemos calcular as componentes do ten -

T8V

r e " .
SO Fuv

Da definicao

Fuv = Woso = Wopn = W0 — Wy (2.1.7)

tira-se:
Fop = Wo ¢ =Wy ¢ = - (t) (4.3.3a)
Fyp = &t (4.3.3b)

As outras componentes do tensor Fuv sao nulas e vemos que real-

mente temos um campo elétrico na diregdo x.

B, = Fyp = $(t) . (4.3.3c)
Como ]:"DLB = gaungF N tem-se:
FO1 = googquO1 = Eizl§ (4.3.2a)
alt)
pl0 - - elel (4.3.2b)
alflt)

Vamos agora calcular as componentes mistas do tensor
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de Maxwell e do tensor momento-energia da matéria. Para isto &

necessario calcular primeiro

1 01 10 .42
- F + F10F = —2(a) .

Da definicao (2.2.4) temos:

W _ pHo 1 . of
EY ) = FRUF v g 87 F oF ,
entao,
o _ 0o 1 aB _ 1,92
E'g = FF o+ FF = 52 {4.3.5a)
1 o 1 af _ 1,4,2
E, = F F, +g FF =50) {4.3.5b)
2 1 af _ 1,$,2
ES) = 7 Pl = -3 {4.3.5¢)
3 2
E", = E, (4.3.5d)
pa definicao {(4.1.1) temos:
™ - (pepwtu - p &Y (4.1.1)
BV P R P v ! T

onde o & a energia interna total da matéria e p & pressao medi-

da num sistema em repouso no fluido, isto &, em coordenadas co-mo

ventes. Neste referencial co-movente, onde w o= 6uv, encontramos
T*OO -0 (4.3.6a)
*
T 1 = ~P (4.3.6Db)
*2
T 5 = —p (4.3.6C)
%3
T = —-p . (4.3.6d)



Vamos agora escrever o nosso sistema de equacgoes deri
vado da densidade lagrangeana L, gue acopla nao minimalmente o

campo eletromagnético com a gravitacao. A saber:

uv A Lol

PPV, = - ¢ BW (3.1.8)
e

*
(1ea0) 6" =as? [ 2 + aal « ArWW, = -k(T " 4BV ] (3.1.26)
onde
_w wH
Q= Wuw (4.1.2)

Mostraremos gue o sistema anterior admite uma solu -
géo anisotrbpica, com um conteudo material, no nossc caso flul-
do perfeito, e campo eletromagnetico.

Substituiremos os valores anteriormente calculados
no sistema acima.

Para a equacdo (3.71.8) temos uma unica equagéo quen&o

se anula identicamente.

Utilizando (4.1.7), (4.3.4b) e (4.3.1b), temos:

opkox
a

+ Sy 4 % R = 0 (4.3.7)

wiws
+

Bod

& |-

A anisotropia na direc¢do X gerada pelo campo Ex surge na edqua-
¢io acima,onde aparece o sinal (-) na frente do termo a(+)

Para as componentes mistas da equacgao (3.1.26) temos:

A) Componente [OO]

0 .0 *
(143G g = A [ & + Mg = -kIT

00 + Eool



e (4.3.6a) ,

Utilizando (4.1.11a), (4.1.13), (4.1.14), (4.3.5a)
encontramos:
ab aé - bHe, - .2a b & k..a 102
(1+)\Q)(EE+E—C—+EE)+}\,Q(E+'5+'E)+—2-';Q(E+§§) --kp:O
(4.3.8)

Na dedugao acima e nas posteriores usamos que:

82 _ g @, 8
(a) - _52(a * 29)
facilmente dedutivel de (4.3.2).
B} Componente [11]
*
(ea)c', - A ] e v a2+ arw'w, = -k (T, + B'))
Utilizando (4.1.11b), (4.1.13), (4.1.15), (4.3.2), (4.3.5b) e
(4.3.6b), encontramos:
b ¢ be « b c k a1 82
(1+)LQ)(-5'+"E +'BE) +)L[,Q+Q(—5+E)] - AR +§Q(E+§§)+kp = 0
(4.3.9)
2
C) Componente [ 2] .
2 ;2 * 2 2
(1+282)G7, = X []sz+19'2 = -k (T %, + E7,)
Novamente, utilizando agora (4.1.11c), (4.1.13), (4.1.16) ,
(4.3.5¢c) e (4.3.6c), encontramos:
a b ac, . .=oe.a  C 1 a 1 0.2 _
(1+)\Q)(E+‘5+EE‘) + )\[Q+9(E+E)] _EkQ{E-I.-Z_Q} +kp =0
(4.3.10)
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D) Componente [33]

3 _ o3 *3 .3
(1+)\Q)G3-)\DQ+}\Q;3=—R[T 3 + BTl

Utilizando finalmente (4.1.11d), (4.1.14), (4.1.17),(4.3.6d) e

(4.3.5d), encontramos

i b4
(1+)\Q) ('a + '“5 + 'a'

ol

wce2a b 1 a Q

A solugao geral deste sistema nao linear de equagées ordinarias
se existe & de dificil obtengao.

Desta forma, vamos limpor certas restrigées, onde nos
baseamos no estudo das simetrias da lagrangeana L.

Devido ao termo LB a lagrangeana L ndo & invariante
sobre uma transformagao de gauge. Neste caso, o guadrivetor po
tencial W torna-se um observavel fisico da teoria.

Vamos pedir gue a norma de WU nao varie no tempo. Wu

sera entdo um vetor tipo espago com norma constante

Q = - (ig) = cte . (4.3.12)

Novamente tentaremos, como no caso anisotropico na va

zio, uma solucaoc do tipo poteéncia.

Assim:
a(t) = aot“
_ v
b(t) = bot
c(t) = cotE
(4.3.13)

¢ (t) = ¢, t"
p(t) = pyt"

p(t) = pato



|
i
o

i

Desta forma,

. _ . 5
2 e 1 2 -t
bt Ry ene?
- N (4.3.14)
et Soce-nt?
f _ . “2
%:pt1 %:U(U—Ht
Substituindo (4.3.13) em (4.3.7), obtemos:
[u(u—1)+u(—u+\)+6)]t_2 + -]% R=20 ,
ou melhor,
R = - L p(v+e—1)t_2 (4.3.15)

x

Substituindo (4.3.12), (4.3.13), (4.3.14}), (4.3.15)

'

nas quatro equagoes (4.3.8), (4.3.9), (4.3.10) e (4.3.11), obte

Mos:
£720 (1420) (uepetve) + % ou?l - kpyt® = 0 , (4.3.16)
-2 k 2 g

0L (14+A0) (vv=1)+e(e=1)+ve) + kp (v+e=-1)0+ 5 QuT]+kpyt =0

(4.3.17)

-2 - 1 2 3

L (1+2Q) (p(pu=1)+e(e=1)+pe) - 5 kQu +kp0t =0 (4.3.18)
e
-2 - 1 2 £

L (1+A0) (p(pu=1)+v (v=1)+vu} - 3 kQu +kp0t = 0 . (4.3.19)

Estas quatro equacbes sO sao satisfeitas identicamen-

te se £ = ¢ = =2, Logo, encontramos para p({t) e p(t):
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pl{t) = pyt (4.3.20)
pLE) = pyt : (4.3.21)

Usando agora a relacao

W= #v (u=T) 4w = w2+ w2 r uy - (uev)

(4.3.20) e (4.3.21) as equacgoes (4.3.8) a (4.3.11) se transfor

mam em:

kK ou? — ko = 0 (4.3.22)

(1+A8) {(Uv+ue+ve) + 5

(1+AQ)(v2+€2+ve—(g+€)) + ku(v+e=1)8 + LS Quz + kpo = 0 (4.3.23)

2
(1+AQ)(u2+€2+u€—(u+e)) - % Quz + kpo =0 {(4.3.24)
(1480) 2oy o= (wav)) = £ auakp, = 0 . (4.3.25)

Subtraindo (4.3.25%) de (4.3.24), encontramos:

(1+22) (e°—v2sl(e-v) — (e=v)) = O .

Desta forma,

(1+AQ) (e+u+v=1) =0 .
Concluimos entao que:
pr v+ e= 1 . (4.3.26)

Lembremos gue a solugao encontrada por Kasner para as
equagoes de Einstein sem matéeria,tambem obedecem uma relagao co

mo a relacao acima.



Na posse da equacao (4.3.26) podemos voltar a equa-

cao (4.3.15), a saber:

—Ll(v+s—1)t_2 .

o)
1

Assim:

% uzt"2 . (4.3.27)

Utilizando (4.3.26), (4.3.22) se transforma em:

- (1+AQ)(v2+52+ve - (v+e) + % Quz - kpo = 0 ’
isto e,
(1+hQ)(v2+52+vs - (v+e)) - % Quz + kpo = 0 . (4.3.28)

Substituindo agora (4.3.26) em (4.3.23), encontramos:

(1022) (v2reives (ure)) - kpfa + X p%0 + kpy = 0 . (4.3.29)

Subtraindo (4.3.28) de (4.3.29), encontramos que,

o9 = Py - (4.3.30)

Vemos que p(t) = p(t) na nossa solugac. Vamos consi-
derar o fluido com uma entropia constante (fluido isentropi -
co)(é). A existéncia de uma equagac de estado e fundamental, co
mo ja citamos (eq. (4.1.3)). As equagées de estado frequentemen

te usadas sao:
1)Vé.cuo: T =0 p:p:o

2) Poeira: p =0
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3) p = cp onde c € uma constante

1
{1 + =)
4) Equacao politrOpica: p = mp o onde n, m sao

constantes, e n & chamado indice politropico.

Devemos ter no entanto,sempre p £ p, pois a velocidade do som ,
_ (9py1/2 . .
s (dp entropia nao pode ultrapassar a velocidade da luz
(c=1). constante

Notemos gue a densidade lagrangeana L descreve bem a
interagdo entre campos eletromagnéticos, gravitacionais e de ma
téria, em estagios do universo nas vizinhancas de um ponto sin-
gular, onde aparece um fluido perfeito ultra-relativistico, is-
to & (c, = 1). Aqui, a influéncia da matéria ndo pode ser despre
zada nas regides proximas a singularidade.

Para os escalares, presséo isotropica e densidade de

energia temos:

plt) -2 (4.3.20)

I
o]
o
o+

p(t) t . (4.3.21)

A presenca de matéria em t =+ 0 afeta de uma maneira decisiva a
din3mica do universo nas regides proximas a singularidade.

A equacdo do traco de (3.1.26) é:

R=-3x_]% + k(p-3p) (4.1.4)
A ' -2
Jtilizando @ = cte, p = p = pot temos:

R = - 2kot™0 . (4.3.31)
0 escalar de curvatura €& sempre negativo e torna-se

singular em t = O.
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Como R < 0, comparando com (4.3.27) verificamos que
obrigatoriamente A < 0.
A situacdc e bastante interessante,
A< 0 ' R < 0 e Q<0
Comparando (4.3.27) com (4.3.31), temos:
2
o= - 2050 {4.3.32)

{(4.3.25) obtemos

{(4.3.24) e

Somando
(1+20) (2u2+v2reepu(vie) = 2u = (vee)) - kau’ + 2kp, = 0 (4.3.33)

(4.3.26a)

- (1-(v+e))?

Mas sabemos due:
2
‘u =

= 0

Substituindo (4.3.26a) em (4.3.33),chegamos finalmente a
(4.3.34)

Quz + kpo

=2

2 2
{(1+22) (vT+e"+ve—(v+e))
Em todas as deducgbOes acima ainda ndao utilizamos a ex-

pressao do escalar de curvatura que provem da escolha da metri-
{4.1.10)

A saber:

oo
Qlas

ca (4.1.5).

Qla.
+

cbhtemos pa-

e
olo:
+ .
Wl

e (4.3.26),

T
¥
olos
+
Qla:
+

Novamente,utilizando (4.1.10), (4.3.14)
(4.3.35)

ra ¢ escalar de curvatura,
2

+ ve = (vre)) £~

2
2(\)2 + €
Vamos resumir rapidamente os resultados obtidos:

R =
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a) R = -2 u(vee-1)tT? (4.3.15)
b) R = =20kt (4.3.31)
c) R = 2(vieelive—(vae))t™? (4.3.35)
& (14203 (virelrve- (vee)) - Sudekp =0 (4.3.34)
e) W+ v+ £ =1 (4.3.26)
A equaciao d)} ,(4.3.34), & identicamente satisfeita

se usarmos (4.3.31), (4.3.32) e {4.3.35). Falta apenas igualar
mos a equacido (4.3.35) que é proveniente da definicdo geometri-

ca do escalar de curvatura, com {4.3.15) que vem da equagao de

Maxwell nio linear,onde um termo do tipo - % rRW" & fonte do W'.

Isto e:

K (1= (vie) )2 = 2x (vise? tve= (vre)) , (4.3.36)

e, utilizando (4.3.31)} e (4.3.32) chegamos finalmente a:

oo+ vt o+ g7 = 1 - 2p0k . (4.3.37)

Como 1 - 2p0k > 0

1
fo = 2x -

A

Mostramos que O sistema de equagoes proveni-
entes da densidade lagrangeana I onde acoplamos nao minimalmen-
te a gravitacdo e o eletromagnetismo admite uma solucdo com ma-
téria & campo eletromagnético, onde o elemento de linha @& do

tipo Kasner. Assim
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as? - at? - a?(r)ax? - pPe)dy? - ¢2(e)dz? . (4.1.5)

0 o de (4.3.13) sao facilmente elimina-

dos da seguinte forma:

Os coeficientes ags b

az(t) = a02t2u
azdx2 = aoztzudx2 = (aodx)2 tzu .
o " Y n
Definindo dx = aodx , dy = body e dz = cydz nosso elemento
de linha se transforma em
as? = ae? - £2Ma¥? - 2vay? L g2egy? (4.3.38)

E importante salientar que p, e ¢, sdo quantidades da
das a priori ndo dedutiveis da teoria portanto.
Conhecendo p, encontramos o valor de plt) e p(t) no

tempo

-2

p(t) = p(t) = pyt (4.3.20)
0 escalar de curvatura e dado por:
=2
R = - 2kpo t (4.3.31)

Todos os escalares associados a teoria divergem em t=
-0, mostrando-nos que o modelo contém uma singularidade fiéica
ndo eliminavel por qualquer transformagao de coordenadas. Somen
te o escalar §© , devido & equacido (4.3.12), nado diverge em t=0.
Tsto ndo compromete a singularidade do modelo,pois Q = cte foi
uma imposicao adicional.

A singularidade do modelo também e vista pela defini-

¢do de expansao.



A expansao & definida:
o =v® -v* +1%vf ol
FRe! r QL BO& Oal
_a,b, o -1
g = St tco T t (4.3.39)
0Os coeficientes u, v, & obedecem a duas igualdades;
L+ v+ e =1 (4.3.26)
wl o NCERPC 1-2p k , (4.3.37)
onde o valor de - e conhecido na posse do valor de pg, via
(4.3.32), a saber:
2
- —2p5h - (4.3.32)
as equa -

m
Como ja fizemos na Segao 4.2,estudaremos
(4.3.37) e (4.3.32) no espago dos parametros.

Vamos entdo definir trés eixos ortogonais, com veto-

coes (4.3.26),
res unitarios {i, Vv e E.
Substituindo (4.3.32) em (4.3.37) e tirando o quadra
do em (4.3.32), nossas equacOes ficam:
v+ v+ e =1 (4.3.26)
2
We v e s (4.3.40)
1-3
(4.3.41)

p_
No espacgo dos parametros (4.3.26) & a equagao de um
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planoc, gque denominaremos de planc U, enquanto que a equagao
(4.3.40) define a superficie de um elipsoide de revolugdo (a2 =

= a3) cujo comprimento do semi eixo menor a, € uma funcaoc do va

1
lor da fracéo k/h.

A equagéo (4.3.41) define dois planos paralelos | =
= 1 cte.

O conjunto de va-

lores,que os parametros u ,

v e £ assumem, sera dado en

tao pela intersegac destas
quatro superficies. (Ver Fi

gura 4.3.1).

O conjunto de va-
lores que 0s parametros as-
sumem,dependem do valor do
escalar Po° Para Py = 0 os
dois planos M+ e M_ se redu
Zem ao plano p = 0 e entéo

nossos pontos solugles no

espa¢o dos parametros sao

0os pontos Py © P, (ver Figu

ra 1). ' Fiqura 4.3.1

Os pontos P, € Py dac respectivamente os elementos de

linha

ds (4.3.42)

]
o
+
N
|
0,
b
{
o,
!
N
|
+
o,

as? = at® - az’ - t%ag’ - az’ i (4.3.43)

Estas solugbes correspondem ao espag¢o tempo de Min -



kowski . Isto &, na auséncia de matéria (Tuv* = 0) e Fuv = 0, en
contramos o elemento de linha de Minkowsgki .

Basta efetuarmos as transformacoes de coordenadas

t senh Z = g

(4.3.44)
tCOShiz:E
para (4.3.42) e
t senh y = £
' ' {4.3.45)
t cosh y =7

para (4.3.43) obtendo respectivamente para os dols casos

~2 ~2 =2

2 - at? - az® - ag° - af (4.3.46)

ds

2 ~2 ~2 52 =2

ds dr” - dx - ds” — dz . {(4.3.47)

Para p £ 0, isto &, na presenca de matéria, temos so
lucdes do tipo Kasner. Vamos estudar o comportamento dos parame
tros v e £ sobre os planos M+ e M {(u = cte).

Substituindo (4.3.32) em (4.3.26) e (4.3.37) encontra

mnos:

v el 1, 20, (A-k) (4.3.48)
v e e =17 S T (4.3.49)

A intersecgao dos planos M+ e M_ com o elipsoide sao
circulos (ver Fig. 1), e a intersecao do plano U com os planos

M, eM s8o retas sobre os planos M. e M

Como A < 0 entdo o circulo (eg. (4.3.48)) tem  raio

menor Jgue un,
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Sobre um planc ve temos,entéo,um circulo de raio menor
S que um e duas retas de coeficiente angular menos um. A intersec-
gao do circulo com as retas nos dao os pontos soluqées Nno espacgo
dos parametros.

Notemos que © conjunto de pontos solugées no espago
dos parémetros da intersecéo das quatro superficies admite si
multaneamente os valores u > 0 e u < 0 ({interseccgao dos planos
M+ e M_ com o elipsoide e o plano U.

Definindo:

n o= /2pgh ' - (4.3.50)

O sistema de equacdOes (4.3.48) e (4.3.49) & facilmente
soliivel e encontramos para o parametro £ a seguinte expressao, on
de os sinais menos mais (3) indicam se o valor do parametro u

& maior ou menor que zero. Desta forma:

+1

0 e Lo ? - 200 % < 20000k« 1132
(4.3.51)

. [} Tn- {02 - 20052 - 200, 0k) 1)]}1/%}

(4.3.52)
vamos definir duas funcgoOes AT e AT gque correspondem
respectivamente as solugbes p > 0 e u < 0 . Temos:
2 2 2
AT = {(1=m)° = 20(1-n) " + 2p0(k—k) - 1]}1/ (4.3.53)

St ? - 200em? s 2oy ken) - 11FE (4.3.54)

>
Il
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E facil mostrar que:

- 2 -
tarm? - 2t ? + 20g(k-n) - 113177
e o e dp Ok« 2
Entao:
At = (=312 = 2n - to, k + 1 1/2 (4.3.55)
e
AT = (=3n% + 2n - fp, k + 1 1/2 i (4.3.56)

Desta forma, nossos quatro pontos solucoes no espago

dos parametros tem coordenadas

no=n v o= % (1—n~A+) £ = % (1—n+A+) , (4.3.57)

U o= v o= % (1—n+A+) £ = % (1—n—A+) r {(4.3.58)
uo=-n v = % (1+n=2") € = % (1+n+A7) / (4.3.59)

Yy = -n v o= % (T+n+A) g = % (1+n—A") . {4.3.60)

Na posse do escalar o {conhecendo-se, € claro,

o valor da constante de acoplamento A) obtemos as coorde -

nadas no espaco dos parametros dos pontos solugées da intersec
cao das quatro superficies, a sabex, o elipsoide, o© plano U e
os dols planos M+ e M .

Mostramos gue o conjunto solucao da interseccgao

das quatro superficies se reduz a quatro pontos, ou dois,



no caso Py = 0. A intersecg&;do elipsoide com os planos M, e
M_ serao circulos (ver Figura 4.3.7) e estes clrculos cortam o
plano U em gquatro pontos. Temos entéo uma solugéo,cujo conjunto
de pontos solugées e discreto. Na Segao 4.5 examinaremos uma
classe de solugées representada por circulos no espago dos para
metros. Isto &, a éolug&o nao & mais discreta no espago dos pa-
rémetros;mas admite um valor continuo de pontos para um deter -
minado g

Note que o parametro I assume valores reais possiveis

]

apenas no intervalo [—a1,a1

Para 1 # 0 (elemento de linha de Kasner) os fotons
terac uma massa inerclal diferente de zero.

Lembrando a Lagrangeana de Procca

___1_ (SR _ H
Lorocca = ~ 2 Fpof + MWW 2J W (2.3.3)

Comparando com a nossa densidade lagrangeana L (eq. (3.3.1)),en

contramos

R {(4.3.61)

Como » < 0 e R < 0 a positividade da massa fica as

segurada. Usando (4.3.27},chegamos a

m, o= Vu't™ = JuleT! . (4.3.62)

Nos pontos p, e p, {Espaco-Tempo de Minkowski) a mas-
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sa inercial do foton & zero enquanto que se o £ 0, u#£ 0 a mas
sa do foton e diferente de zero. Em t = 0 a massa diverge, o que
& esperado devido a singularidade fisica em t = 0.

O modelo apresenta expanséo, como ja mencionamos, mas
apresenta também dilatagao.

Da definicdo de dilatacao o

nv
B s v ) =2y (4.3.63)
IR 2 VSR Vil 3 v U
Desta forma:
o )
Vi,q = ~Fqq = —aa
a' b= 5] a2
999 = "8& + 3 ’
logo,
1 _a_1,._ 1)1
o, =7 -3 6 = (U - 3)t (4.3.64)
2 1,, -1
o, = (v - )t (4.3.65)
3 1,0 ~1
074 = (e - Tt (4.3.66)

4,4 - A SOLUCAO SEM ACOPLAMENTO NEM CAMPO ELETROMAGNETICO

Para termos uma idéia mais clara da solucao anterior-
mente obtida, vamos voltar as equacdoes de Einstein (eq.(3.1.15) )
e mostrar que estas admitem uma solucdo,cujo elemento de linha

& do tipo Kasner (eq. (4.1.5)), mas contém também materia e ener



_54.-..

perfeito, como ja fizemos anterior-

gia. Usando um fluido
mente,
*
YT o (p+p)u”u - pg“v r (4.1.1}
e trabalhando num referencial co-movente com o fluido v® = SQOL
temos
*
00 (4.3.6a)
*‘] 2 % 3*
T, =T, =T, =-p . (4.3.6b,c,d)
substituindo as componentes mistas do tensor de Eins
tein (eqgs. (4.1.11a) a (4.1.114)) e as equacoes ( (4.3.6a) a
(4.3.6d)) nas equacdes de Einstein, obtemos:
0 0 *
G 0~ =-kT 0 .
Isto e,
ab_ ac¢ _bc
_(EB+EE+BE) ._--kp (4.4.1)
1T 1 *
G 1= -kT 1
Isto e,
b ¢ be
_(B + E -+ -B —C—) = kp (4.4.2)
2 2 *
G, = -kT",
Entao
a.¢. ac, _ '
—(E+E+'é-(—:') = kp r (4.4.3)

e, finalmente,



isto &,
a_ b _ab
-Z*5*35 =kp - (4.4.4)

Note que temos cinco variaveis af(t), b(t), c(t), p(t) e pl(t) e
apenas quatro equacgdes. Tentando novamente uma solugao do ti-

po poténcia para este sistema de equacbes, isto e,

alt) = aotu
W
b(t) = byt
c(t) = cote (4.3.13)

p(t) = Pt

Substituindo (4.3.13) em (4.4.1), (4.4.2), (4.4.3) e (4.4.4) ,en

contramos;

{(pv + pe + veg) -=- kpo = 0 (4.4.5)
2 2
VS o+ 27 o+ ve = (v+e) + kp0 = 0 (4.4.6)
2 - 2
uo o+ g7 + pe — (p+e) + kpo = 0 (4.4.7)
2 2
W o+ v o+ uv — (u+v) o+ kpo =0 (4.4.8)
onde
p(t) = pot'2 (4.3.20)
-2
p(t) = pot . . (4.3.21)
Estas quatro equactes acima ((4.4.5) a (4.4.8)) sao
identicamente satisfeitas se Py = Py {temos novamente um f£lui-

do perfeito ultra-relativistico, Cg = 1) e os parametros u, v,
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g, Juntamente com o escalar o obedecem as seguintes equacoes:

L+ v+ e =1 (4.3.20)

N - 2pok . (4.3.37)

Temos relagées j4 conhecidas. A eq.(4.3.41) aqui nao
aparece pois nao ha acoplamento entre o eletromagnetismo e a
gravitagao. O acoplamento aparece no espago dos parametros no
comprimento do eixo menor do elipsoide e com o0s dois planos M,
e M . Mostraremos que o acoplamento reduzira em uma unidade a
dimensac do conjunto de pontos solugées das nossas equagdes no

espaco dos parametros.

Estudando novamente as equagoes

W+ v+ e =1 (4.3.20)

uz + vz + 82.= 1 - 2p0k (4.3.37)

no espago dos pardmetros, vemos que (4.3.20) define um plano

(como ja vimos) e (4.3.37) uma superficie esféerica de raio h on

de
h = (1-2pk) /% . (4.4.9)
O raio h da superficie esférica e uma funcao do
escalar p,. Para o4 = 0 o raio h & maximo. A intersecgao do
plano U com a superficie esférica, define 0s conjuntos de

valores gue oS parametros g, Vv e € assumen.
Na posse do valor de Pgr @ intersec¢ao (circulo M) &

conhecida (ver Figura 4.4.1).
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E facil ver

o

que o circulo M degene

ra em um ponto (ponto

p) no caso de Py = §L
o1

(W =v=e=3).

Para >

o

1 ~ - .
—— nag ha intersec-

3k

¢do das superficies de

>

finidas pelas equacoes
(4.3.26) e (4.3.37).

Desta forma,

L
3k °

o
A

N

0
Figura 4.4.]1

Para p, = 0 o circulo M & maximo (circuloc N) (ver Fi

gura 4.4.2).

E extremamente
instrutivo o estudo dos
circulos gerados pelas in
tersecgOes das duas super
ficles geradas pelas equa
¢bes (4.3.26) e (4.3.37)
sobre o proprio plano U.
(Ver Figuras 4.4.3 e

4.4.4).

PLANO U

Desta forma ,cons

truiremos o diagrama da

Figura 4.4.5.
Figura 4.4.2
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PLANO T

Figura 4.4.3

Figura 4.4.4
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= 0
3 7
P
uos
Vo= 0 4
u >0 ¢ =20 Vo= _
5 < 0 0 pLano v M 7 ¢ '
e < 0
- Figura 4.4.5

A solugéo de Kasner-1921 (no vazio) e a fronteira (cir
culo N). A presenca de matéria (po # 0) preenche o interior do
circulo N. Notemos que para um determinado valor de Por OS para-
metros u, v e £ assumem valores continuos sobre um circulo
com centro em P. Cada ponto do circulo, e portanto cada ponto do
interior do circulo N,representa uma solugao possivel de nossas
equagées, e como estes valores séo continuos, temos uma classe
de solugées.

Da Figura 4.4.5 vemos que temos sempre dois eixos coor
denados se expandindo.

1 1
Para P = 3% (W=v=c¢= §) temogs (ponto P)

2 .2 2/3

as® = at® - %3 (@x® + a§® + az®  ,  (4.4.10)



—-60 —~

e ainda
-2
p = p(t) =‘371:Et . (4.4.11)
Temos uma solugao tipo Friedman com singularidade
t = 0. 0s escalares invariantes associados a teoria divergem
nas vizinhancas de t = 0.
Uma solucao tipo Friedman (U = v = € = %) também e

possivel no caso de A # 0. Mas esta solucdo s6 ocorre, se a

seguinte relacdao existir:
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CONCLUSOES

As conclusOes deste trabalho podem ser resumidas  da

seguinte forma:

Obtivemos uma solugéo no vazio material para as equa-
cOes dos campos derivadas de uma densidade lagrangeana gue aco-
pla ndo minimalmente a gravitagao e o eletromagnetismo.

A solucgdo & anisotropica, resultando no elemento de
linha do tipo Kasner. Da mesma forma gue na solucao de Kasner
das equagées de Einstein, as componentes do tensor métrico sao
funcdes do tempo. Existe ainda uma outra variavel gue depende
apenas do tempo. Na solucdao encontrada, esta variavel & tambéem
do tipo potencia.

Temos,nesta solugao, guatro fungoes do tipo potéencia
de t. As poténcias sdo nimeros arbitrarios gue obedecem a duas
equacOes (egs. {4.2.13) e (4.2.14)). Estes nimeros sio parime-
tros arbitrarios e estudamos o conjunto de pontos solugbes dque
nos & dado pelas equacgoes (4.2.13) e (4.2.14) no espaco dos
parametros.

Mostra-se gue o conjunto de pontos solucgdes no espa-
¢o dos parametros & a superficie de uma esfera em 3.

A seguir; apresentamos uma solu¢do anisotropica para
as mesmas equacdes dos campos, mas com conteudo material e fo-
tons nao lineares.

Mostramos gue esta solugdo descreve bem estagios sin-

gulares do universo aparecendo um fluido perfeito ultra-relati-

vistico (p = p).
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Fizemos, a seguir, um estudo completo desta solucao
no espaco dos parametros. Mostramos que neste espaco as solu-
cOes das nossas equacoes sao pontos isolados.

Finalmente, mostramos que na ausencia de acoplamento
entre a gravitacao e o eletromagnetismo, o conjunto de pontos
solucoes no espaco dos parametros se torna infinito.

Nesta solucao também aparece um fluido perfeito ultra
relativistico e mostra-se que a solucao encontrada por Kasner
para as equacdes de Einstein € um subconjunto de uma classe

mais geral de solucOes (ver Fig. 4.4.5), encontrada neste traba

lho.



- APENDICE A

CALCULO TENSORIAL

Em face da arbitrariedade da escolha do referencial
as leis da natureza devem ser escritas na teoria geral da Rela-
tividade sob uma forma covarlante, isto &, que séo aplicaveis
em qualquer sistema de coordenadas quadridimensional.

Congideremos a transformacdoc de um sistema de coorde-~

0 1 2 3 0' 17 2!
X

3!
nadas x , ¥, X , X a outro x , x , X"

r

<H = fp(x'o,x’1,x‘2,x'3) .

- u — —_ O! "ll 2I 3l
onde os £" sdao funcgoes das coordenadas (x ,x ,x° ,x" ).

Com uma transformacgac de coordenadas,os seus diferen-

cials se transformam como

ax'’ . (A.1)

Denomina-se 4-vetores contravarilantes a todo conjunto
de grandezas Au,que sobre uma transformacac de coordenadas, se

transformam como seus diferencials:

U
alix) = &% gxrV (A.2)
ax'v

Seja agora,um certo campo escalar ¢. As derivadas _Eﬁ'¢ se trang
oX

formam segundo as formulas:
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LV
20 _ _ 29 R . (A.3)

ax®  ax'Y ax™

Chamamos entao 4 vetor covariante a todo conjunto de
quatro grandezas Ap que se transforma como as derivadas do

campo escalar, guando passamos de um referencial a outro.

A () = Af(xt) 2X (A.4)
Hu Y Bxu
Para tensores de ordem mais altas temos:
i Y
Apv _ A,Gp ox ax (A.5)
Bx'o ax‘O
1 O P P
a , = A'o ox va (A.6)
s Pax®  ax
Hu $ 0
A“v - a0 X - axv i (A.7)
e ax! X

Em virtude disto,vemos que o produto escalar de dois

L

quadrivetores A Bu € um invariante.
u O ;0
abs - 35—3 9% AV 9x_ A'“B'G = A'vB'v X
H ax' ax ox'

vamos definir agora o tensor

Entéo,Auéou - aY% .

0 quadrado do elemento de comprimento num sistema ar-

bitrario de coordenadas é&:

2
das® = guvdx”dx“ , (A.8)
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onde Iy sao fungoes das coordenadas e v = Jup {tensor sime -
trico).
Definindo agora o tensor métrico contravariante guv
tal que
g"Vg,, =8, - (A.9)
Entao
L (A.10)
A, - gugAG (A.11)
Num sistema Minkowskiano, 0 tensor métrico possui as com
ponentes
1
guU(O) - guv(O) _ -1 1 (A.12)
-1
AO = AU & A1’2’3 = —A1'2’3
Auv - gugAGv
© IRV MG _Vp
A =g g Agp .

Podemos formar um escalar com as componentes do ten -

v .
sor A"Y por meio da soma

uv _ M
g Apv = A " (traco) (A.13)

Diferenciacac covariante:

Para um vetor covariante temos:

v

ox
A = A' .
H v BXH

entdo



3 !\)
da = A\fiaxu axu da'
H ox X
2,V
= A" 89X axP . axu aar (A.14)
ax“axp X

Vemos entao que dAU nao se transforma como um vetor. Somente no

caso de:

Bzx’v

r

8xu8xp

isto e,
v

x'V = £ (x")

£V fungbes lineares.

Vamos definir entao a diferencga

pa = aaM - saM . (A.15)

Supondo um vetor contravariante. Se seu valor num pon
to de coordenadas x" & al, entao num ponto vizinho xM+dx”  serad
Ak + aaV .

Realizando um transporte paralelo infinitesimal do ve
tor A" ao ponto xMraxt e representando sua variag¢ao por sa¥ .

Logo,a diferenca num sO ponto do espago €:

(aM+aa™y - (a¥+sa") = pal

pa" = aa¥ - sal¥ (A.16)

sab = ¥ aVax® (A.17)
vp

Fuvg s3o chamados simbolos de Christoffel.

T = T
Wyvp Ipo© vp

e W up
e =9 Fp,va
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Sejam dois vetores, um covariante e o outro contrava-

riante. Entdo S(AUBU) =0

sa'B + aAYsB = 0
u u

u u TR o
SAU AU B Gp AU X
ou
u g (TS
B = T d
GAH upAUB X
como BY & arbitrario,
sa. =P A dx’ (A.18)
u uop
Temos :
o
paM = (2R, ¥ aY%ax¥ . (A.19)
v av
IxX
e de forma analoga,
LY o v
DA = (—2 - 1Y A Jdx . (A.20)
M ax\) HY O

ASs expressoes entre paréntesis sao tensores, pois multiplicadas
por dx" dioc um vetor. Definindo a derivada covariante de um ve-

tor covariante Au da forma

u _ uo S (A.271)
Au;v e A AV (g AU);U (a.22)
Assim
[V H AV - AV (A.23)
DAY = A ;vdx e DAu Au;vdx (. 24)
Entao
u _ M u o}
A sy T A v + T UvA (A.25)
© 's]
A = A - T A (A.26)
Hrv [VUPRY uv G
Num referencial Minkowskiano ¥ = o.

vp -~



De maneira semelhante mostra-se que

v uv u oV v uo
AT = A + T A + T yi A.27
P P ap op ( )
e
g o
A = A - T A - T A A.2
UV P uv, p up oo v p Tuo (h.28)

E preciso entender a derivada covariante de um esca -
lar ¢ como uma derivada comum, isto &, como um vetor covariante

¢ = 29 e &¢ = 0, e portanto,
B g M

D¢ = do . (A.29)
A derivada do produto Aqu e:
(A B.) = A B + A B (A.30)
uv’ ;o

U0V WVv;o

Para as derivadas contravariantes temos:

AtV o gvoaM (A.31)
e
PV Vo
AT = A . A_32
u g u;o ( )
Suponha agora:
A 30
u 8 5cM
TL.ogo,
2
_23 A, =2 g - By
X H X ax“ axH
e de (A.26) temos:
o o d¢
A - A = (T - T — . A.33
TRV Viu Vi uv} 559 ( )
Num sistema galileano as derivadas covariantes se

transformam em comuns; assim, o lado esquerdo se anula. Uma vez
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que A e um tensor, entao, sendo nulo neste sistema, de-

-A
Uy Cvpv

ve ser nulo também em qualguer sistema, logo:

A (A.34)

e evidentemente

¢

r =T (A.35)

Para a transformacac de simbolos de Christoffel de

um sistema para outro temos;

T %UO u

4O sxt ax'® k! , 3
ve &T BX‘O va axp ax“p ax'

ox

u
T 5 (A.36)

A formula acima nos mostra gue Fuvp se comportam co-
mo tensores somente em relagac as transformagdes lineares de co
ordenadas.

Suponha um vetor covariante DAU :

DA = g DA
u u

mas
o
Av B gvoA
entao
Y v Vv
DA = D(guvA ) = guvDA + DguvA
entao
Dguv =0 .
Portanto:
= 0 A, 37
guv;p ( )
De (2,37) temos que:
1
- L - A.38
Tu.vp 2(guv,p+gup,v gvp,u) ( )
a
H = 1 gHo - -q A.39
r Vo 2 ] (gov,p gcp,v gvp,o) ) ( )
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De (A.39) temos:

u 1 _up
T = =
cu =29 Y9p,0
(A.40)
1 r—
= 2g 9vo ~ (en _g),o
Com as formulas obtidas, podemos encontrar o valor de Au_u que

& uma generalizacao de divergéncia de vetores em espagos Curvos,

W aH W0 _ W 0O —
AT =R e T AT = AT e A lUnv=g)
A“qu = - (/=g a") I ; (A.471)
H /:a.' r

esta formula & fundamental para nos.

Para tensores de ordem malis altas temos:

Supondo aHy - _avH
Al = L wv=g Aty . (A.42)
s @ r
Vemos gue
A - A = A - A . (A.43)
UiV ViU W,V Vil

Finalmente, supondo um escalar ¢. Qual € o significado de ¢fi

r

gque & uma generalizacao de Dalambertiano em espagos curvos ?

070 = e

d)?]J - q)r]J
entao
. AT TAY

AR LI

e com ajuda de (A.41) temos gue

I

TV
(V-9 g N N (A.44)

al-



Vale notar que o teorema de Gauss para a transforma-

cao de uma integral de superficie para uma integral de  volume

se le:
% Apv—g dS = I AU V—g d4X =
u Fu
z - 9!
(A.45)
_ J 1 (/=3 a" /g a'x
0 /:é rd
SL /=g a" as = J (v=5 a")  alx
5 H 0 ’
onde
u .
as = - % eMVP9% s (A.46)
vpo
e
ax¥  ax'*  ax"¥
astvP - lax¥ ax'¥  ax"’ (A.47)
axP dx'P ax" P
e
1 se pvpo permutagao par
cHVPO 0 se indices repetidos (A.48)
-1 se permutacao impar
E facil ver que as derivadas covariantes ndo comu-
tam, isto e,
aH - ak £ 0
IVip eV
aH - ak = a%g¥ (A.49)
IVIp iprv avp
_ - -a Rr°
Uivip usprv HV P
ROL — 94 [o4 FOL T o T (A.50)
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o

R nBo & chamado tensor de curvatura ou tensor de Riemann.

O tensor de Riemann contem as seguintes simetrias:

Ruvpd + RUva + RUGvD = 0 .

Identidade de Bianchi:

H + Ru + RU = 0
Vpoio Voo p Vap ;o

Definimos agora o tensor de Ricci:

[hY H

R =9 Riove = R que

RU\) = R\)U

R =717 - 1° + TP 9 _ P ¢ .
ey UG, v v, a UG~ VD UV 0o

Enfim, simplificando obtemos o invariante

HVp

R =g v

R e conhecido como curvatura escalar do espago-tempo.

(a.51)

(A.52)

(a.53)

(A.54)

(A.55)



APENDICE B

FORMAS DIFERENCIAIS

0s tensores de Riemann das métricas usadas no texto
podem ser calculadas facilmente pelo método de Cartan, utilizan
do a tecria das formas diferenciais . Este método, pelo menos
para métricas,com um certo grau de simetria, € muito mais efici
ente que os métodos tradicionais. Dado um conjunto {681 de veto

res de base contravariante, escreveremos a métrica como

2 A B
ds® = g,p 8 8 (B.1)
Definindo-se as formas wAB por
A A C
Wwp = Y peo © {B.2)
verifica-se que
A A B
dg™ = - up A O (B.3)
=
d9,p = Wpp * Ypa . (B.4)
YABC sao chamados de coeficientes de Ricci ou coeficientes de

rotagao. O simbolo A indica o produto externo {ou de Grassman )

cujas propriedades relacionaremos a seguir. A equagao (B.3) e

chamada de "primeira equagao de Cartan”.
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Definindo-se as 2-forma de curvatura p por

B
A A A C
9] B = dw B ¥ We A w B (B.5)
mostra-se que
A _ 1.a  .C, .D
8 BE= "3 R RCD 6 A B ’ (B.6)
onde RABCD sdo as componentes do tensor de Riemann. A equacao

(B.5) &a "segunda equacgao de Cartan".

Para o hosso caso particular, dado o sistema de coor-

denadas XA, & conveniente usar como base local 0S vetores
EL grad XA, de modo que e = dXA e g,. = (g .e ) =constante.
AB A" B
Da equacao (B.3) tem-se que '
Wap = = Wpp . (B.7)
A A
Togo, dados & e gAB’ podemos calcular as formas w g S de
(B.5) e (B.6) obter as componentes do tensor de Riemann por

. ~ A ~ . ,
inspecao. (Observemos que as formas w g Sao determinadas univo

camente pelas equagdes (B.3) e (B.4)).

— SUMARIO DAS FORMULAS BASICAS

a) - Se o e B sao duas formas diferenciais de ordem m

e n, respectivamente, e f & um escalar, entao

o A B = (_1)m+n

B A
d{a A B) =da A B+ (=)™ o A B

d{fa)y = fdo + df A o
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da =0
b) - Equagoes de Cartan
ae® = - B n oP

=
Il
ol
£
+
£



APENDICE C

CALCULO DOS TENSORES DE EINSTEIN, RICCI E O
EscALAR DE CURVATURA NO ELEMENTO DE LINHA
DE KASNER UTILIZANDO FORMAS DIFERENCIAIS

A metrica de Xasner se escreve sob a forma:

as? = at? - a2(t)dx2 - bz(t)dy2 - cz(t)dx2 (C.1)
Escolhendo as 1-formas diferenciaveis o® como
60 = dt 82 = b(t)dy
1 3 (C.2)
B = a(t)dx 67 = c(t)dz .
A A o A .
onde § = e(xdx ; e {e a} constitue uma base de tetradas em
cada ponto da variedade.
Derivando,e lembrando que:
dBA = —mABeB (C.3)
obtemos
0 a1
U.)-] = E @
o b .2
0 ¢ .3
w3 =5 6

Derivando uma vez mais, e notandoc gue



A A
0 B = dw s * (C.5)
obtém-se:
0l .2 g%,
1 a
0 b .0
2, = ¢ 8 A
0 c .0
. » (C'6)
1 ab
by =350 4
1 ac
Q3 T ac 6" A
2 bc
23 =g g O A

Dai, obtemos as componentes ndo-nulas da curvatura

na base de tetradas:

Contraindo,

0 a
Rion =~ 3

0 b
Ryo2 = - 1

0 c
R3p03 = ~ ¢

. - (C-?)

1 ab
Ry12=-35

1 a &
R313 "~ 3¢

2 b ¢
R323 * " b ¢
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R0~é+b+é

0 a b c

1 a a ,b c
Ri=3+3 §+3

. - . . (C‘S)

2 b b ,a c
Ry=%+*35 G*3
3 & ¢ ,a b
Ry =35 +5 G+p

As equagoOes de Einsteiln para o vazio sao:

RAB = 0 .



APENDICE D

A SoLucAo DE KASNER

Escrevamos a metrica de Kasner sob a forma

ge® = at? - az(t)dx2 - bz(t)dy2 - cz(t)dx2 . (D.1)

Usando as curvaturas tabeladas no Apendice C (egs. (C.8 ), as

equacOes de Einstein para o vazio se escrevem

i b ¢
E + B + "E = 0
a a E ac
— + ==+ —-—==20
a ab ac
. - (D-2)
b,ba,bc_,
b b a b o™
c c a & b
-+ - =4+ == =20
c c a c b
Fazendo agora
v P
alt) = (gi !
0
P
£) 2
b(t) = (—— (D.3)
t
C
P
£) 3
C(t) = {Tt_
0

as equagbes ( D.2) conduzem is seguintes relacgoes entre os nia-—
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meros pPy; Pys Pgt

p1 + p2 + p3 = 1
(D.4)

n
-
.

2 2 2
Pp + Py * Py

Os trés numeros (p1, Pys p3) desempenham um papel fun
damental no estudo da métrica de Kasner. Das equacgoes (D.4) po-
de-se concluir que apenas um dos trés nlimeros & independente ;
os trés nao podem ser simultaneamente iguais podendo ser iguais
aos pares apenas nos casos (0, 0, 1) e (—i/3, 2/3, 2/3). Em
qualquer outra situagao os treés 550 diferentes, sendo um deles

negativo e os outros dois positivos.



APENDICE E

CLASSIFICACAO DE BIANCHI

Definigdo: Dada uma transformac¢ao infinitesimal de coordenadas

V= %M. eAgg(x), onde e sdo os parametros da transformacgdo,

a condicdao para que esta transformag¢do seja uma isometria & que

£ =0.

os vetores EA sejam vetores de Killing, isto e, AR: O

nos gt

Estes vetores podem ser interpretados como operado -

res e como consequéncia, podem ser desenvolvidos na base
d s a 9 -
{_—E}' fazendo-se EA = EA —5" Pode-se mostrar entac gque o

3x 8X
comutador de ILiie de dois vetores de Killing EA e %B e dado

por
o o
3E 3E
- U B u A 3
(8,85 = |&, —— b —— | —= (E.1)
A'"B A 3Xu B axu Bxu
- CDAB [ , (E.2)

onde os coeficientes CDAB séo os coeficientes de estrutura da
algebra de Lie gerada pelos vetores de Killing EA.
Consideremos entdo um espag¢o tempo cujo tri-espaco ad
mite um grupo de isometrias tri-paramétrico. Pode-se mostrar due as
constantes de estrutura definidas por (E.2) sao iguais aos coe

ficientes de Ricci ch, definidos em (E.2) como o5 coeficien-



tes da expansac das formas w na base das formas B, Usando-se

a equacao (B.3) ,tem-se:

ae® - 2 P eC ) (E.3)

A expressdo acima & caracteristica de espagos homogeéneos tri-di
dimensiocnais e os diferentes tipos de universo podem ser carac-
terizados pelas constantes de estrutura associadas aos grupos
de isometrias.

Baseando-se neste esquema, temos a seguinte classifi-

cacao para espagos homogeneos, criada por Bianchi.

CLASSIFICACAO DE BIANCHI

TIPO CONSTANTES DE ESTRUTURA
1] =0
1| oc, = -C;Z -1
I | o, - i, =1
T C;3 - ¢y, = C%a = ‘ng =1
v 013 = “6;1 = 053 = "Ciz =1
VI | 013 - —0;1 -1 C%z - -c§3 =-h (b #0,1)
((C;Z - “C;3 = C$3 = “C%1 =1
VII -
vIzD | Cpy = ~C, = C?z - ¢y, = C%3 = ‘C§1 =1
X Cgc = Egc
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