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RESUMO

Apresentamos tres processos de solucgoes das equacgoes de
Einstein-Maxwell para modelos cosmolbgicos tipo Bianchi I, II ,
VITI, IX e Kantowski-Sachs com fluido perfeito em regime de mag-
netohidrodinamica. Consideramos modelos tipo Bianchi diagonais com
no maximo duas direcoes de anisotropia. Encontramos solucoes para
modelos tipo Bianchi II e 1X com condicbes de energia a serem ana
lisadas. Encontramos solucoes para modelos tipo Bianchi TX e Kan-
towski-Sachs com condutividade elétrica positiva e satisfazendo
as condicoes dominantes de energia. Encontramos solugoes para mo-
delos tipo Kantowski-Sachs isotropicos satisfazendo @ equacao de
estado p = Ap, 0 £ A £ 1 com p > 0, admitindo, além do fluido per
feito, apenas campo eleétrico. Mostramos que uma classe de solu -
cOes tipo Bertotti-Robinson € instavel por perturbacgées e ]
levada em modelos tipo Kantowski-Sachs com condutividade eletri-

ca nao nula.
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" Mas como foi', disse (Adso) admirado, 'que vos condeguisies. hesolver
0 mistenio da biblioteca ofhando-a de fora e nio o hesolvestes quando esta -
vels La dentro 27

"Assim Deus conhece o mundo, (disse Guilhewme) porque o concebeu em Aua
mente, como e estivesse de fora, antes que fosse criado, enquanto — nos ndo
conhecenmos a regha, porque vivemos dentro dele encontrando-o ja pronto’.”

Umberto Eco
'0 Nome da Rosa'
22 edigao, pg. 255

"... Toda vida se /totr,nou.; para mim, sonhadora e irneal, ao passo que O
Passado majestoso, carregado de tempo e cheio de inenarnavel sabedoria, Sur-
giw ante mim e dominou fodo mew ser.”

Bertrand Russell
Carta a Lucy Donnelly
6 de julho de 1902



Tudo se welaciona: meu modo de ser,
meu modo de pensar; minha paixdo pela fi-
stea e pela ciéncia; meu modo de relacio-
nar com as pessoas; meu modo de ver e de
sentir... Sentir uma vida que vem de fo-
ra e atinge as profundezas de meu ser, e
ser alguem em cugjo interior fervilham ide
ias sobre o mundo e sobve as pessoas num
turbilhao angustiante; e minha perplexida
de atinge as ratas do éxtase num sentimen
to que queima em meu peito e me da forgas
para viver. Viver sendo e ser.... viven -
do.



INTRODUCKO

Se nao podemos conhecer a regra quando estamos dentro do la
birinto da biblioteca; como podemos descobrir a arquitetura do
universo se nao podemos sair dele ? Apesar dessa questao aparen-—
temente mostrar certos limites A cosmologia, que e a ciéncia
gue estuda o universo como um todo, existem argumentos que nos
deixam confiantes. A cosmologia dos gregos antigos, que estudava
tudo o que existia no mundo, na verdade se restringia a uma esfe
ra com raio um pouco maior que a Orbita de Saturno, que era a
esfera das estrelas fixas. A questéo acima podia ter sido coloca
da pelos gregos; porém sabemos hoje, gque nao havia contradigéoa&
guma; pois além da esfera das estrelas fixas existia todo um uni
verso a ser descoberto. Talvez hoje estejamos na mesma situagao,
‘e venhamos no futuro descobrir novas dimensées a serenm pesquisa-
das; sejam dimensées esPaciais; sejam dimensées de outras nature
zas. Talvez a questao acima se coloque para o estudo do cosmos
tal como Carl Sagan O vé. Para ele o cosmos & tudo o que existe
gue existiu ou que existira.

Depois dos gregos, a cosmologia adormeceu atraves dos secu-
los; e foi despertada em 1917 guando Einstein aplicou a Teoria
da Relatividade Geral para descrever um modelo para © universo.
Desde entéo a cosmologia tem tido seu desenvolvimento tedrico pro
prio. Uma parte desse desenvolvimento consiste na busca de solu-
gées exatas das equagées de Einstein para o universo como um to-
do, Inicialmente as SOlugées foram obtidas para contelidos materi

[22]

ais simples; como poeira e fluido perfeito . A medida que a

pesquisa se desenvolvia, esses contetdos passaram a ser cada vez
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mais complexos, admitindo viscosidade; campos eletromagneéticos,
fluxo de calor, campos escalares; etc. Esta tese se propée a
achar solucOes exatas para uma certa classe de modelos cosmologi
cos cujo contelGdo material & fluido perfeito com campos eletro-
magnéticos admitindo condutividade eldtrica nao nula. Modelos
com fluldo perfeito e campos eletromagnéticos ja tém sido exaus-
tivamente tratados, no entantQ; modelos que admitem condutivida
de elétrica sO0 nos Ultimos anos vém sendo sistematicamente trata

dos[12'33’34]. 0 conteudo material neste caso; em geral obedece

ao chamado regime de magnetohidrodinamica{6]; onde certas suposi
¢Oes sobre a corrente eletrica e sobre o campo elétrico devem ser
satisfeitas, como por exemplo, a validade da lei de Ohm (genera-
lizada).

Os modelos que estamos estudando sao espacialmente homogéng
os, isto e, as segées espaciais tém curvatura constante. Isso es
ta de acordo com os dados observacionais. O conteudo material do
universo atual; por outro lado, € composto basicamente de poeil -
ra; diferente do conteudo que estudamos. No entanto o© universo
certamente possuia em outras fases de sua existéncia, um contel
do material diferente de poeira, quando a materia era mais den -
sa. Podemos argumentar ainda, que mesmo que o problema nao este-
ja de acordo com os dados observacionais, ainda assim se justifi
ca analisa-lo por uma necessidade tedorica, caso o modelo obedeca
aos requisitos fisicos fenomenologicos.

O desenvolvimento desta tese pode ser resumido da seguinte
forma: No Capitulo 1 descrevemos a geometria dos modelos usan-
do o método de formas. No Capitulo 2 descrevemos o conteudo mate
rial do modelo e comentamos o regime de magnetohidrodinamica. No

Capitulo 3 apresentamos as equacgoes de Einstein-Maxwell visando



esgotar as possibilidades dos modelos. No Capitulo 4 resolvemos
as equagées de Maxwell sob uma determinada hipdtese particular,
obtendo solugées que foram usadas na segéo 3 do Capituleo 5. Na
secao 1 do Capitulo 5 apresentamos solucbes tipo poténcia do
tempo para a metrica e na segéo 2 tratamos o caso Kantowski-
—-Sachs isotrépico; onde as solugées para as equag&es de Eins -
tein-Maxwell sdo facilmente encontradas. Mostramos tambem  que
uma classe de modelos tipo Bertotti-Robinson & instavel por pexr
turbagﬁes na condutividade elétrica; decaindo em modelos tipo
Kantowski-Sachs com condutividade eléetrica positiva e satisfa -
zendo a equagéo de estado p = Ap. Exigimos que todas as solu -
gées satisfizessem as COndigées dominantes de energia, e ate
onde foi possivel, impusemos também a equagéo de estado p = Ap.
As equagées de estado e as condigées de energia Sao frutos de
consideragées fenomenologicas, que séo considerac¢des de nature
za fisica que limitam a gama de solugées admissiveis para as
equagées que descrevem ¢ problema. No Capitulo 6 apresentamos ,
sem resolver, as equagées de Einstein-Maxwell para os modelos
tipo Bianchi I.

No Apéndice A definimos as coordenadas comoventes usadas
nos modelos estudados, obtivemos o tensor momentum-energia atra
ves do principio variacional, para os modelos que estudamos e
apresentamos as condigées dominantes de energia. Fizemos ainda
a decomposigao espago%tempo de um tenscr de segunda ordem arbi-
trario e apresentamos uma discussao conceitual da obtengéockm
equagées de Einstein.

0 Apéndice B foi escrito com o intuito de tornar a tese au
tosuficiente em termos de conceitos de geometria diferencial em

espagos curvos, e também apresentar o calculo com formas.



No Apéndice C complementamos a caracterizacdo da geometria
dos modelos dada no Capitulo 1, apresentando a classificagao de

Bianchi-Behr, e situando os modelos estudados nessa classifica-

GaAC.

Usamos © sistema de unidades MKSA racionalizado[35] e toma-—

mos k = 81TG/c2 = 1.



I. A GEOMETRIA

Considere o seguinte elemento de linha em coordenadas como

*®
ventes

ds?= at?-aZ(t) (ax + 4m2(6)de) 2 - BZ(t) k2(p) (de“+sen?8ds?) (1.1)

vamos supor que m(€) e k(8) satisfazem as equagdes

4um dm

—— = M onde m = (1.2)
k“sen 6 as
e
1w 1 |2
.1_.5 a— + .]E._. cotg G - %— - 1 = )\2 (1.3)
k k k k

onde k1 e ). sdo constantes. Essas condigdes sobre mi{8) e ki(g)

2
implicam que as sec¢Oes t= constante tem curvaturaconstante. Para
mostrar esse fato, basta calcular o tensor de Riemann da secao
t= constante. Nio faremos esse cdlculo para evitar repetigoes.

Vamos calcular, por sua vez, o tensor de Riemann da métrica

completa. Para isso defina os seguintes objetos geométricos:

8- = dt

8! = A(t) (dx + 4mZ(8) do) (1.4)
62 = B(t) k(o) as

6> = B(t) k(8) sens d¢

Em geral podemos escrever

0 = eAudxu

de forma que no nOssoO caso

As coordenadas comoventes estdo definidas no apéndice A.I.



(o) ]

e =
o)
e(1)1 - A
e(1)3 - 4 Am2 {1.5)
e(“)z =k B
e(3)3 = k B sen &

. A o~ . s s .
Os objetos 6 saoc chamados de 1-formas diferencials exterio
A ~ ~ . ,
res e 0s e u sdc chamados de tetradas. No apéndice B fizemos
um resumo dos resultados do formalismo das formas diferenciais
que serdo utilizados nesta tese, fixando a notacdo que seguire
mos. A métrica pode ser escrita entdo, como:
A.B

2 . '
ds“= nABB 3] ’ Nap = diag (+1,-1,-1,-1)

Diferenciando as formas das expressoes (1.4), obtemos:

dE)O = 0
T Ao, .1 8mm' .2, .3 . aa
do ==6" A B + T 6T A B onde A = =—
A k stene dt
as? = B g% 4 o2
B
3 B .o 3 -1 k' - 2 3
de ='§6 A B +E§(E—"+cotgﬁ)6!\6

* -
Usando a equacdo (B.15) obtemos os coeficientes CABC nac nulos:

“I -
C A
01 = F~
2 3 B
Co2=C03 = 7
1 201 A
€3 = 2
B

* A notacdo (B.15) significa a equacdo (15) do apéndice B.



3
€23 " kB (

e

+ cotg © )

~|

Da equacdo (B.14), obtemos os coeficientes de Ricci Yapo?

A
Y011 &
B
Yo22 = Yp33 B (1.6)
A A
Y193 SY32 = Yo3q1 ~ 52

1 k r .
Y33 = 7B (/E‘ + cotg ©

As 1-formasde rotacao Wag = Ym&:B s3ao:

_ A L1
woqe = & ©
B 2
woy = § °
_ B 3
Wo3 = § °
N S
12 52
L Ak )2
13 52

Al | o '
23 T g1, SR 0. S cotg © 5>
B2 KB k-

Diferenciando, cbtemos:

e
Il

i
dwo.l =5 B~ A B +



dw23

L
93 _§§ %— + cotg O 92
kB
A B 0 3 AqA
"5/ % A8 -3\
kB
A B 0 1 1
-—A--—'E- 0- A O +~B—2— <)\2+

Da expressdo (B. 16 ), obtemos as componentes do tensor de curva

tura:

101

202

212

323

il

[ele

11

123 =

- A
A
o B
:R o —
303 5
2.2
ol _AB MR
313 AR 53
2.2
I W -
g4 2 B
o 2B LA B
= 2R 593 = 2R 55y = T | m
B A B
As componentes do tensor de Ricci RAB = R Acp S4o:
A 2B
“\a B
. 2.2
A 2A8 - M B
+ 2
A AR B
.22
= 5 - B2 - AB M B Ay
33 = — ¢+ + - 2 )
B B AR B B

22

(1.7)



0 escalar de curvatura R = RAA €& dado por:
: - . . 2,2
2K afi - 4AB - 282 2, 247 a
R = - -+ — + + 5 - 2 - 4 (1'8)
A B AB B B B

Quando o elemento de linha nao tem termos cruzados envol
vendo dt, por exemplo do tipo dt.dX , podemos obter os objetos
geométricos da tri-superficie t = constante, usando as expres
sOes obtidas para o espago-tempo e tomando t constante. O esca
lar de curvatura da secao t= constante e dado entdo por:

A, %n%

(3)R _ 2 1 + ) (1.9)

If B2 2

quando a métrica na base de tetradas para essa segdo é:

nij = diag (-1,-1,-1} ; 1i,3=1,2,3

0s modelos cosmologicos que tem curvatura constante para
a secdo espacial t = constante, sdo chamados de modelos  espa
cialmente homogéneos. As segdes t = constante sao variedades
tridimensionais que admitem um grupo de isometrias simplesmen
te transitivo, e esses grupos foram classificados por Bianchi
em 1897[1], e o resultado foi aplicado a cosmologia primeira

[2] (31

mente por Taub em 1951 e complementado por Behr em 1968

No Apéndice C descrevemos a classificagdo de Bianchi-Behr.

(3)

Vamos analisar agora o sinal de R dependendo dos possi
veis casos de Bianchi. Observe que os modelos gque estamos tra
tando sdo casos particulares de Bianchi, pois o tensor de Ricci

é diagonal, o gue ndc ocorre no caso mais geral e © elemento

de linha tem apenas duas direc¢Ses de anisotropia espaciais (A,
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B,B), enquanto que o caso mais geral admite tres direcdes. Po
demos ver, usando a equacdo (1.9), que:
i) Bianchi T (A, = A, = 0): 3)p - 0
ii) Bianchi II (k1;t0; AZ = 0) (3)R >0
iii) Bianchi VIII (A, #0; X, = 1) g 5 o
(B)R < 0 se 82> A12A2
iv) Bianchi IX (A1= 0; AZ ==1) (B)R = 0 se 82 = A12A2
B)p 5 o se B? < )\12A2
v) Kantowski-Sachs (A 0; A,=0): sinal ((B)R) = sinal (A,)
1 2 2
0 resultado para os Bianchi gerais fol dado porfkﬂvey[4].

. . 5
Para os casos acima veja a tese de M.Assad[

(3)

fato de que o escalar de curvatura

as propriedades topologicas dos modelos.

]

. Assad discute o

R n3o estd associado com



2. 0 CONTEODO MATERIAL

Vamos supor gque o conteldo material do nosso modelo € um
fluido perfeito condutor e campos eletromagnéticos. O fluido e

suposto ser neutro em média, embora possa possuir particulas

carregadas. A mégnetohidrodinémica[s] & o topico da fisica que

estuda a dindmica de fluidos condutores em presenca de campos
eletromagnéticos. No regime de magnetohidrodinamica existem par
ticulas carregadas que chamaremos de cargas livres, qgue se mo
vem pelo fluido sem influenciar relevantemente o movimento do
fluido. Essa aproximagao & valida quando a massa das cargas 11
vres & peguena comparada com a massa das particulas do fluido
ou gquando o numero de cargas livres por unidade de volume & pe
gueno comparado com a densidade de particulas do fluido, ha
vendo, € claro, um compromisso entre essas situacoes. NO nosso
caso a densidade de particulas carregadas do fluido é igual a

densidade de cargas livres.

0 movimento do fluido e das cargas livres & influenciado
pelo campo eletromagnético qgue por sua vez & influenciado pelo
movimento do fluido e das cargas livres. Assim, o movimento do
fluido & descrito por um acoplamento entre a dinamica dos flui
dos e o eletromagnetismo, gque pode ser expresso pelas sequin

(71,

tes equacdes

FraB.c]

onde TPP & o tensor momentum—-energia do fluido e do campo ele
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tromagnético e as duas Ultimas equagoes sdo as eqguacgdes de
Maxwell,
Pela equacdo (A.7), o tensor momentum-energia na base de

tetradas para fluido perfeito e campo eletromagnético é dado

por:
TAB - uA uB _ p(hAB_uAuB) + FACF B + 1 nABF FCD
C 4 CD
A A A - . .
onde u = eliu = e’ € o campo de velocidades do fluido na ba

se de tetradas. As componentes diagonais desse tensor sao:

1°° = o4 b (FL, 4 Fog 4 P2 4 Fog + Fly + F2)
L p + % (~FS1— F§3 + ng + F$3 + F§3 + Ffz)
22 _ p + % (F§1 + F§3 - ng - F$3 ' F§3 + Ffz)
137 - p 4§ (Pgy + Fiy 4 Py + Fig = Fog = F7))
As componentes ndo diagonais sdo dados por:

1 = P,y + FosFy

0% - Fo1Frp * Fo3Fay

03 - Fo1Fqg + FyoF o3 (2.1)
'? - F1oFoz * F13f23

T2 = PiTes + Fypfa,

%% =TTy *+ Tyl

O traco desse tensor & dado por:

T:T‘:p—3p
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Colocando numa forma que sera util mais adiante, temos:

00 1., _ 1 — S22 2 2 .2 0 2
T - 5 T = ; (p+ 3p + F01+ F23+ Fyo+ F13+ FO3+ FTZ)
11 1 1 2 2 2 2 2 2
T + ; T = E (p-p - Foq= Fo3~ Fpot Fiy+ Fgg+ F12)
(2.2)
22 1 _1 CL2 2 2 2 2 2
T +—2—T =3 (p = p + Fgq+ Foa— Fo= Fia+ Fogt F. )
33 1 _ 1 2 - 2 - 2 2 2 2
T + ; T = , (pg-p + F01+ F23+ F02+ F1 3~ FOB_ F12)

O tensor momentum-energia & o tensor que contém as infor
magbes necessarias para se saber como a matéria influencia a
gravitacgao. Neste tensor estao incluidas todas as informacoes
necessarias sobre o fluide perfeito, porém isso ndo ocorre em
relagido ao campo eletromagnético, pois este obedece as equa
gbes de Maxwell que ndo estao contidas na lei de conservagao
TUV-U = 0, como estdo contidas as equagdes do ﬁovimento<k>flu;

;
do perfeito. Antes de obtermos as equacdes de Maxwell para oS
modelos que estamos estudando, obteremos as equagoesde Einstein,
e veremos que as componentes nido diagonais dessas equacgdes re

duzem drasticamente o numero de componentes nao nulas do ten

sor de Maxwell.



3. AS EQUACOES DE EINSTEIN

* ~—
As equagbes de Einstein na base de tetradas sao:

Nao introduziremos a constante cosmolégica A, porém isso naoc é
perda de generalidade pois para fluido perfeito podemos simu
lar o termo cosmologico An,p fazendo a transformacao

prp—A

P rp + 4
no tensor momentum-energia do fluido perfeito.

Usando as expressbes (1.7) e (2.2) vemos que as equagoes

de Einstein'"diagonais'"para o nosso modelo sdo:

A 2B 1 S22 2 2 2 2
- —=-===(p+ 3p + Fgy +F23+F02+F13+F03+F12) (3.1)
A B 2
L] 22
- ; 23R
A 28B . "1 1 2 2 2 2 2 o2
A + =—(p=-p-Fq, = F5, + Fo, & Fry + Fao + F2) (3.2)
R 4 2 01 23 02 13 03 12
2.2
. #2  se 23 “A A
B B - AB 1 2 1 2 2 2 2 2 2
- 4 +_._.————————=—(p-p+-F + F - F -~ F + F + F )(3-3)
B B2 B sl B2 o 01 23 02 13 03 12
- - . 22
2 2A, A A ,
B“" AB 1 2 1 e 2 2 2 2 2
= g — = 5 — (P =p + Fyq + Foy + Fyy + Fy'3 = Fg = F12)(3.4)
B® 2B B B 2

E as componentes ndo diagonais sao:

FpoFar + FoaFag

* No apéndice A.V fizemos uma discussdo conceitual da obtencéo

das equag¢des de Einsteln.



-15—

FoqFqg * FgaFap = O
Fg1Fqg * Foofaz = O
FioFoy + FiaF g = 0 (3.5)
FioFos * Fi2F32 = 0
FooFos + FaiFyq = 0

As solucdes nao triviais possiveis das equac¢des acima sao:

1) Fg, = Fo3 = Fyy = Fy3 = 05 Foq e/ou Fyz # 0
ii) F01 = FO3 = F12 = F23 = 0 ; F02 e/ou F13 = 0
iii) F01 = F02 = F13 = F23 = 0 ; FO3 e/ou F12 = 0
Assim existem apenas trés possibilidades. Uma vez que o lado

esquerdo das equagdes (3.3) e (3.4) sdo iguais, os casos il) e
iii) ndo sdo possiveis. Assim, as unicas componentes do tensor
de Maxwell que podem ser diferentes de zero sao FO1 e F23.Isso
decorreu do fato de termos tomado apenas duas direcoes de ani

sotropia. Conforme a notacac do apéndice A.III tomaremos:
E = Fio

H=F
23

(3.6)

As equacSes de Einstein se reduzem, ap6s uma manipulacdo algé

brica as seguintes equacoes:

. .. 2.2
A B 2 ip MR Ay 2 2
e S e e S S E"+ H
A B B "AB B B
" 2.2
. -« 2
1 A B 32 5AB ‘A1 A Ay
D o= — - - =+ =5 + +t T T T3
2 A B B AB B B (3.7)
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Trataremos agora das equagoes de Maxwell, que junto com

as equacdes acima constituirdo as equacoes do nosso problema.



4. AS EQUACOES DE MAXWELL T SOLUCOUES

Antes de procurar solugbes para as equacdes de Maxwell,
estabeleceremos um modelo para a corrente elétrica. Podemos de
compor a corrente,como fizemos com o tensor momentum-energia
¢ © tensor de Maxwell no apéndice A, nas suas partes paralelas

. Cl N
e ortogonais a u , da seguinte forma:

F% = o 4 5%
= Pa J
onde
o
= ~J u
e o
é a carga eclétrica vista por um observador comovente com o

fluido e ju & a parte espacial da corrente, isto é:

O termo pe uu & chamado de corrente de convecgao, que no nos
so modelo suporemos ser nula, e o termo ju € chamado de cor
rente de condugao.

Vamos supor que o fluido que estamos estudando obedece a
lei de Ohm. Isso ocorre quando o periodo de variagao do campo
elétrico é grande comparado com o tempo médio da colisao das
cargas livres com o fluido, de forma que os efeitos inerciais
das cargas livres nao precisam ser levados em conta. Na ausén
cia de campos magnéticos, as cargas elétricas sao aceleradaspe
lo campo elétrico e ao mesmo tempo sao desaceleradas pelos su
cessivos choques com as particulas do fluido, de modo que a

forca elétrica é compensada por uma forga resistiva do meio.
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Nessa situacac a corrente de conducgac depende linearmente do

campo elétrico da forma
3% =0 7% u (4.1)

onde 0 & a condutividade elétrica do fluido que geralmente e

(7]

dada por :

onde g e m séo a carga e a massa das cargas livres, e nq é a
densidade de cargas livres. A condutividade & uma propriedade
do meic e pode~se mostrar que, Ccomo consequéncia doe fato de
gue a entropia cresce para qualquer sistema fechado, a condu-
tividade e positiva[S]. Na presenca de campos gravitacio -
nais, néo podemos construir um sistema fechado, ja gue nac pode
mos blindar o campo gravitacional e peortanto a principio a
condutividade poderia ser negativa. Em espacgos curves €& na-

tural supor que o sinal positivo da condutividade ainda esta re

lacionado com © crescimento da entropia.

Como vimos no Apendice B.VI, as equagdoes de Maxwell na

base de tetradas sao dadas por:

AR @ A B C AB A
,a S8t Y B Y BC

Frap,pefc] ~ ForsyPac) * FoiayPec)

Como vimos no capitulo anterior, as unicas componentes do

tensor de Maxwell que podem ser diferentes de zero sao F01EEF23
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Vamos supor gue essas componentes so dependem da coordenada t,
de forma que o tensor de Maxwell é constante na hipersuperficie
t = constante. No caso mais geral, a matéria nao precisa ter
as simetrias da geometria e existem solugoes na literatura on

[91]

de isso ocorre especialmente em relacdo ao campo eletromag
néticoI1Ol Usando as equacgbes (1.6), a eguacaoc (4.1) e a con

vencao (3.6), as egs. de Maxwell se reduzem a:

. s 2h A
d_:E_ + _2_.-3. + Jd E = 12 H (4-2)
dt B B

dn - 28 2hqA
— + — H = - 5

dt B B

E (4.3)

Da equacgao (4.3) temos que:

d

2 ,
E (B H) = - 2)\1AE _

Vamos definir H e E da seguinte forma:

o= B2 H
E = 32 E
Agsim:
2 -
B_ dH =-2),F (4.4)
A dt

Vamos definir a variavel n de forma gue:

dn _ A (4.5)

dat B2

Assim

éiEl— dx
t, B~ (x)
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Observe que A(t) ou & sempre positivo ou sempre negativo pois
A=0 & uma singularidade do modelo. Vamos supor entdo, sem per
da de generalidade que A> 0. Isso significa que n(t) & uma fun
cdo monotonicamente crescente de t. A equacgdo (4.4) fica entao:

i
dn

= - 2%1 E : (4.6)

Multiplicando a equacao (4.2) por B2, e apés uma manipulagao al

gébrica obtemos:

a_ 32E + OB®E = 2).AH

dt 1

Multiplicando por B2/A, temos que:

dE = _ =
aT}' + UO E = 2)\1H (4-7)
onde
2
Oy = B o

As equacgdes de Maxwell se reduziram a um sistema de equa
¢Ses diferenciais lineares, porém com o coeficiente o varia
vel. Vamos supor due Oy & constante. Derivando a equacaoc (4.7)

e usando a equacao (4.6), temos que:

dE | 4 2% -0 ; o = constante ; A, £ 0
dn © L

[11]

A equacdo acima tem tres tipos de solucgdes dependendo do si

nal do discriminante da equacao caracteristica

x2 + 0 x + 44X 2 0
o 1
O discriminante & dado por

2 2
k=0, = ']67\1
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As solucgdes sao da forma

g

-
E=e [Cy u, (m) + C, u, (Nl
onde C1 e cC, sdo constantes arbitrarias, e ocorrem os seguin
tes casos:
i) k=03: u;(n =1 e u,(n) =n
. vk vk
ii) K > 0 : u1(n) = exp 5N e u,(n) = exp —— N
ou u,(n) = cos}1ZE% e u,(n) = senh-ﬁgn
1 2 2 2
iii) K < 0 : uq(n) = COS Hg—n e uz(n) = sen —%h i

Para obter H usamos a equacdo (4.7). Assim as solucoes das egua

coes de Maxwell com o, constante sd0:

caso i) : k = ¢ 2 _ 16X 2 2 0
) 1
o
- _° n
E 1 e 2 (C.+C.n)
2 1 2
B
o]
- 9
H = ] 5 € 2 C1Go + C2 CZUO n
2A1B 2 2
e
B 2 2
-0 M 9 4Cc.C, 4C ) - C :
E+H2=—1——eO 2 C + 124— 2+4 CC+———2 T1+2C2T12
B4 1 2 172 2
a a a
o} o) o)
caso ii): k > 0O
] Z.n .M
E = — C1 e+ + C2 e

(4.8)
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_ 1 e Lyn o . I.mn
H = 5 C1(E++co)e + CZ(E_ + UO) e
2K1B
o
onde I, = - — % vk
- 2 2
2 2
, C, o _ : -0 n C,)70
E2+H2 = A L (0. +vVk) eZZJ} + 4C.C, e © + 2 o (6 —-Vk) eZZ_n
4 o) 172 2 o) (4.9)
8%1 8\
1
caso iii): k < 0
g
_.JET] — .
E = JE e 2 C1cos KZET] % C2 sen K:En
B | 2 2
o
_-Jln I
H=—1 ¢ 2 (C1GO+C2/:E) coS -iﬂin + (CZGo - C1/:R) Sen.lg;gn
4A1B2 , 2 2
e
2 2
) -0 N @ o C C,o0_ vk ,
E2+H2=l@e © C12 1+-——-—-—02>+C§ = ° 120 S ——T}+
B 162 16A
1 1
' 2 % -2 % C1C0, VK 2 v-k
+ C2 T+ 5]+ C1 1- 5 - 5 sen” ~———1n  +
16X 16h, " 8\ 2
1 1 1
C Oq V.- /- s 4.10
v 120 3+ —0—2-]5 (cg2~c12) sen—ﬁnoos—@n .19
4x 82 2 2

vamos discutir agora um método de analise do sinal de 0.

Da equacao (4.2} temos que:
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£ 25 0 2MAH
g = - = - ==+ >
E B B E
Da equacido (4.3), ap6s uma manipulagdo algeébrica, obte
mos:
2)\1AH _ H(HBZ).
B2E E2B2
Assim, nos casos em que k1 z (0, temos:
. (E@sYy H (HB%)
¢=- 2 T T2
EB EB
. 2_4.¢
Observe que (EBZ) -1 iE—E—L—, assim
2 2
EB
o (E2B4) _ (H2B4f
2E2B4 2E2B4
Finalmente
G o= 121 a [34(E2;H2)J . (4.11)
2E°B dt
Vemos entdo gue o sinal de ¢ ndo depende do sinal de E,
H ou B mas &€ determinado pela derivada da fungao B4(E2+H2). A
conditividade sera positiva se e somente se a derivada de

B4(E2+H2) for negativa. Por exemplo, Sse |B| & crescente entao

(EZ%HZ) tem que decrescer mais rapidamente que B—4 para a con

dutividade ser positiva. Observe que a variagdo de A nao in

fluencia no sinal de ag.

Na variavel 1n a mesma analise procede, pois usando a rela
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cao (4.5), a equacao (4.11) se escreve COmMo:

[ .
__—-—f;‘ - 4 5 (%% (4.12)
2E”B dn

Uma vez que estamos tomando A positivo, o sera positivo se e

2+H2) em relacao a n for negativa.

. 4
somente se a derivada de B (E
Vamos agora tentar resolver as equagoes de Einstein-Maxwell
primeiramente na variavel t, em seguida wvamos supor 00 constan

te e usar as solugbes das eguacgdes de Maxwell na variavel n en

contradas acima para resolver as equacgoes de Einstein.



5. SOLUCDES DAS EQUACJES EINSTEIN-MAXWELL

5.1 Solucdes tipo poténcia de %

Vamos tentar solugbGes tipo potencia de t para A,B,E

de forma a resolver simultaneamente as egquacgGes de Maxwell

de Einstein. Transcrevendo as equagOes

mos:
E_ 25  2MPH
0 = = — = =—= + 3
E B BTE
2
1 A B  B% s5AaB - %M
p=—( ===+ =3+ + 7]
2 A B B AB B
1 A 38 B2 AR 2
p=—|[-2-22 - == _-2==4
2 A B B AB
i 28 MR g
H,2 E_o
H B ¥ §
2.2
_a,B B A8 _MAE M
A B B2 AB B4 B'2

e
E = t
EO
o = H th
a
A = Aot
B = B tb

As equacbes (5.4) e (5.5) se reduzem a:

e H

(=

(3.7), te

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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: 2r.,A E
h + 2b + 120 o ta—2b+e-h -0 (5.6)
t B H
o o
o 2.2 2 2
a2-2b2—a+b+ab N 4A1 A, . A2 Ea + HB = 0 (5.7)
t2 B04t2(2b—a) Bo2t2b t—2e t—2h

Podem ocorrer ©s segulntes casos:

i) A1 = 0 H A # 0 (Bianchi VIII e IX)

Da equacgao (5.6), igualando os expoentes e os coeficientes,

obtemos:

a-2b+e—-h =—1

e
_ —2A1A EO
h + 2b = 5=
BO Ho
A equacao (5.7) nos fornece, apos tentar todas as combina

gbes possivels, um Unico caso que € igualar o primeiro termo com

o segundo, e igualar os trés Gltimos termos, dando as seguintes

equagoes
2b -~ a =1
b=-e = -h
Ao 2 2
E_i = = (B, + BT
"o
4A12A02 5
—  =2b" - a” + a~b ~ ab
4
B
0

Observe que a separacdo das duas UGltimas equagbes ndoc € necessa
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ria no caso a = b = 1 e portanto ndo obteriamos o resultado mais
geral possivel. Porém esse caso implica A = B que sera visto.

Assim as solugoes sdo de forma

E= EJ £P
H= H_ £P
(5.8)
A= A £ 2b-1
B= B t°

2A1ZA02 2 1
1 = —2b“+3b - 1 - 7 < b <1 (5.9}
B
(e}
23 A E
2 =-b
BO HO
2 - 2 2
)\2 = (EO + HO ) BO

Da dltima equacdo vemos gue essa solucdo s6 é valida para Bianchi
IX. Substituindo as expressées (5.8) nas equagbes (5.1), (5.2) e

(5.3) e usando as restrigbes acima obtemos:

g = b 5
E “t (5.10)

N T S S *)

2 2 5 2120

O

1 — 12b% + 13b - 3 . Ao
p= =

2 2 Boztzb
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Vvamos analisar agora as condigoes de energia. Da equacgac (A.19),

temos

p 2z 0

oop 4(6b° ~ 5b 4 1) 2\,

- = = -
5 2 5 2.2b

O

1 6b — 2

p +p = Er t2 =2 0

Para satisfazer condictes para t £ {- =, »} temos que ter simul

taneamente
126° = Tb + 13 0 = be (=o, /41013, )
6b> - 5b + 1 3 O — b e (-, /31012, ®)
6b - 2 = 0 => b e [1/3, o)

. . . ~ . . 1
Assim, as condicdes de energia sao satisfeitas se b > /2 .

De (5.9} vemos que os valores que b pode assumir no caso A1 z 0

2 < b <1
Segue entdo da equacao (5.10), que para ¢ ser positivo, o uni
verso tem que se contrair, de maneira que as solucdes sao da for

mas:

¥
”~

B(t)
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onde b s6 pode assumir valores onde tenha sentido (—1)b. Vemos
entdo que o universo parte de um ralo infinito e se contrai a
té se tornar um ponto, onde as grandezas fisicas o, p, p, Ee H
tendem a infinito. Da expressao (1.8) temos gue o escalar  de

curvatura € dado por:

2. 2 4 ]
R . —14b” + 16b - 4 4 20 "B, /By L
B 2 A
t BO t
Assim, o escalar de curvatura se torna infinito em t = 0. Por

tanto, este ponto & uma singularidade fisica do modelo. Note que
o sinal da condutividade depende de o universo estar se expan
dindo ou se contraindo. Isso ja podia ser notado pela expressdo

(4.11).

ii) A z 0 A, = 0 {(Bianchi II)

—
-e

Da equagao (5.7) obtemos nesse caso, uma Gnica possibilida

de, que é:

2. 2
4y ., A _ .
1 o + E 2 + H 2 = 0 (5.11)

2 2 S :
a -2b " -a+b+ab+ ) o o

B
o

Da equacao (5.6) obtemos

—ZMALE,

2
Bo Ho

2b - 1
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As solucdes sac da forma:

E= E t
o
-1
H = Hot
(5.12)
A= A t2b—1
o}
B = Btb
Substituinde as expressdes (5.12) nas equacoes (5.1), (5.2) e

{5.3) obtemos:

(1 - 2b)(£02 + H02)

g =
E 2 t
o)
2 S A12Aoz 1
p = 7" - 5b + 1 + —I —5
B t
O
_ 2.2
pP = —5b2 + 5b - 1 + A1 By 1
B 4 t2
O

Da equacdo (A.19) podemos ver que as condigbes de energia sao:

p 2 0
2 - 1
p - p = 12b° - 10b + 2 ) — 3> O
£
- 2 - 2A12A02 1
p+p = 2b° + — — 2 0
4 2
B, t

A primeira e terceira condicdes sac satisfeitas para gualqguer

valor de b, e a segunda condicao implica que b tem que perten
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cer ao intervalo

(o, V31 0 (V/2, «

Para que a restrigdo dada pela equagao (5.11) possa ser satis

feita temos que ter

@2 - 22 _ 2+ b+ ab)s —4b% + 6b -2 > 0

A desigualdade acima & verdadeira se b estiver no intervalo
(1/2, 1), Este intervalo estd contido nas condigdes de
energia. Novamente, para que a condutividade seja positiva o u
niverso tem que partir de um raio infinito, e a analise do com
portamento fisico do modelo &€ analogo ao caso anterior. A  solu

121

gdo neste caso ja foi obtida por Dunn & Tupper

idii) A, =0 ;A z 0 (Kantowski-Sachs)

Da equacdo (5.7) vemos gue esse casco admite duas possibili

dades para oOs casos anisotropicos, que sao:

/ _ 2
a2 - 26° ~a+b+ab o
2 ~Ze
1 2
\ ~H_
7 26 —Zh
L &

ou
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( 2
a2 - 2b2 —a + b + ab - “Ho
t2 t-—2h
\
2
o . B
2,.2b —-2e
BO t t
\,

Usando a equacao (5.6) vemos que na primeira situacdo temos:

b=ho=0
e = -1
2
ata-1) = -E, —> 0 <a< 1
Ay 2
_._2: __HO
B
O

E=E ¢t
H = Hd
O
A =23 t?
B =B
O

Das equacgdes (5.1), (5.2) e (5.3), obtemos:

G = J—-
t
1 [ ata=1) A
PT 2 t2 B
o)
1 [f-a (a=1) A2
p - 2 2
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Vemos que p= -p. Neste caso, se o universo estiver em expansao

a condutividade & positiva, porém a densidade p €& negativa para

t2 < ala~1) B2
hz 0

pois ala=1) < 0 . Assim, esse modelo nao obedece as condicoes

de energia (A.19).

A segunda possibilidade nos da, usando também a eguacgao..

(5.6), que:

28 - a = -2 H => 0 <a«< 1/2

Assim as solucdes sao da forma

E = E t—1/2
Q
-1
H= Hgt
A= A t°Z
(@]
B:Bt1/2
Q

Das eguagdes (5.1), (5.2) e (5.3), obtemos



—34-

1 2a2 + 3a + 1 AZ
p= — 5 - —
2 2t B t

o)
1 —2a2 + a % 1 : l2

Pp= 3 5 +

2t B t

o)

Para satisfazer as condicoes de energia (A.19 ), temos que to
mar a » 0. Observe que neste caso a condutividade € sempre ng‘
gativa, pois pela expressdo de B vemos que o universo nao pode
se contrair. Estes modelos partem da singularidade t = 0, onde
as grandezas o, p, P, E e I sdao infinitas e se expandem até

um raio infinito, onde as grandezas anteriores tendem a zero.

ivy A, = A, =0 {Bianchi I)

@ = h = -1
b=1/2
2a2 -a=-2 (E 2 . H 2) = 0 <a<1/2 (5.13)

E=E, t
H=H ¢
© (5.14)
A =B £
B = B, e1/2

Das equacdes (5.1), (5.2) e (5.3), obtemos:

g =0
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2a2 + 3a + 1

p:
4 t2

P = —2a2 + a + 1
4 t2

As condicbes de energia (A. 19 ) sao dadas por:

p» O => ac (=», -1] U {- 1/2, =)
2a2 + a
P - P = 5 ?,O => ae(—°°,—1/2]U[0r°°)
2t
p+p=§-a——+2—1 >0 = a 3 -1/2
2t
Assim as condigldes de energia sao satisfeitas se az o0 ou
a = -1/2que é o caso p =p = 0. Porém, a equacdo (5.13) impoe

um vinculo a mais, de forma que a restrigdo para os valores de

a & dado por
0 < a < 1/2

Observe que no intervalo acima a pressdo é positiva. A equacdo

de estado & dada por

P = Ap

onde

—2a2 + a 4 1

2a2 +3a+ 1
O intervalo de valores que A assume &

1/3 < A <1
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O caso limite A = 1/3, quando a equagdo de estado representa
radiagdo, ocorre para a = 1/2. Pela equacao (5.13) vemos que O

campo eletromagnetico tem que ser nulo. Observe que neste <aso

A = B =Aot1/2
3
p::
4 t172
p = —rs
4 £1/2

que se reduz ao resultado conhecido de Friedmann com segdo eu
clidiana (veja ref. [ 13 ] pag. 282).
Podemos ver que apesar de Bianchi I admitir um fluido com equa

cdo de estado de radiacdo, ele ndo admite campo eletromagnético

puro, sob as suposicdes do nosso modelo (Bianchi diagonal, de
pendéncia temporal tipo potencia), pois p = p = 0 somente para
a = -1/2, e esse valor & incompativel com a equacgdao (5.13). A

[14]

solucdo (5.14) foi obtida primeiramente por Jacobs

Convém notar aqui, um erro cometido por B.O.J. Tupper no

artigo "Magnetohydrodynamic type-I cosmologies", publicado na

Phys.Rev. D, 15, 2123 (1977) . Neste artigo Tupper encontra a

mesma solucdo acima, porém devido a um erro algébrico, obtem pa
-1

ra a condutividade a seguinte expressdo: ¢ = t . Mas como vi

mos, a condutividade € nula.
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5.7 Soluctes Kantowski-Sachs Tsotropicas

Vamos supor gue AT = 0 e A = B, As equacgoes de Maxwell

(4.2) e (4.3) se reduzem a:

2 L]
o= - AEB ) (5.15)
EB
2, Ho
EB%)" = 0 — H = -3 (5.16)
. ,

Ag equacOes de Einstein (3.7) se reduzem a:

2 .
5 (%% = -, (5.17)
=2 A
3B 2
p = 5 - —> (5.18)
B 2B
(4 L] A
2B B : 2
P=-F - 7% 2 (5-19)
B 2B
Observe que lz tem que ser negativo devido a equacao (5.17). As

condicgdoes de energia (A.19) sao satisfeitas se:

p =z 0 {5.20)
T 2 |h,]
2B 4B 2
o-p = 2B, . > 0 (5.21)
B BZ Bz
: 28 | 282
Pp+p = - F + B2 z 0 (5-22)

Sem perda de generalidade vamos supor gue B > 0. Podemos ver que
a COndigio (5.20) & sempre satisfeita independente dos valores
gue B(t) assuma. As condigoes (5.21) e (5.22), por sua vez ,
podem nao ser satisfeitas dependendo do termo B/B. Se esSe termo
for positivo, isto e, a concavidade da curva B(t) for para cima,
a condicdo (5.21) & automaticamente satisfeita porém a pressao,
dada pela equacdo (5.19) & sempre negativa. Se o sinal de B for
negativo, a condigao (5.22) & automaticamente satisfeita e a pres

sdo pode ser positiva dependendo dos valores que B/B assume em



relagao aos termos éz/B2 e Az/Bz.

Usando as equacgoes .(5.16) e (5.17), temos que:

2
[»,] . H
R - (5.23)
B B
E da equacao (5.15); usando a equacdo acima, obtemos:
(zp2) (2%p?) - 2 | 27 B
g.—_'_-—.—_-i___:_——24=B(——-—AO—B) 5 (5.24)
EB 2 E'B |2|

Observe que o sinal da condutividade depende de dois fatores :

. 2 2
B/B e (H_ /|A)] - B

) . Suponha que H_ & diferente de zero. Para
gue ¢ seja positivo temos duas possibilidades: Primeiro, se ©
universo estiver se expandindo, B(t) tem que assumir valores me-

2 . . .
nores que HO/|A2| e segundo, se o universo estiver se contraindo

B(t) tem que ser sempre maior que Hi/]hz

. Assim, as solugoes sao

da forma:

B(t) /N

Figyra 2 - Tipos de solugbes com ¢ > 0 para KS.



Podemos ver pela eguagao (5.23), gue nas solugoes do tipo I (ver
figura'Z); o campo elétrico assume valores complexos, a menos
gue venhamos a supor gque © universo parte de um raio finito. As-
sim, por consideragées fisicas excluiremos este tipo de solugéo.
As solugées do tipo II (ver figura 2) néo admitem pressdo positi
va para todo t, pois para t + =« a concavidade do grafico B(t) &

para cima.

Vamos supor agora qgue H, €& nulo. As equagdes (5.23) e (5.24)

se reduzem a:

(5.25)

Neste casco a concavidade do grafico de B(t) pode ser para bailxo,
isto e, B/B negativo para todo t, pols o universo pode se acabar
num tempo finito {(c¢f. figura 2 nc caso Ho = 0). Vamos dar um exem
plo, entre uma vasta gama de possibilidades facilmente encontra-
vels, de um modelc com HO = 0, satisfazendo as condicoes de ener

gia e com condutividade positiva. Seja

A =3B = /=t : t e (-,0]
Assim
|l k
2
E = * __E_
1
U= - 3%

Das equacdes (5.18) e (5.19), temos gue,

i .3
o = 5 - [r,]t)
2 2 2
1 1
p = (5 + [A,]t)
2t2 2 2
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Os graficos a seqguir mostram o comportamento de todas as grande-

zas fisicas envolvidas neste modelo.

B(t)

o(t)

Figura 3

AN/

Figura 4

Vemos que este universo parte de um raio infinito e se contrai
atéd atingir 3 singularidade em t = 0, onde todas as grandezas fi
sicas assumem valores infinitos. Observe que a pressac inicial -
mente & negativa, e depois do tempo t :_4/2|A2[ ela passa a ser

positiva. A equacdo de estado para o fluido perfeito inicialmen-
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te & p = -p e perto da singularidade e p = %-p.

Pela equacdo (5.24) podemos ver gue o sinal da condutivida-
de & sensivel & expansiao ou contracdo do universo. Isto ja ocor-
reu na secdo anterior e gquer dizer que as eguacoes de Einstein
acopladas com as equagdes de Maxwell ndo admitem reversao tempo-—
ral,pois grandezas fisicas, como a condutividade, mudam de sinal

dependendo se o universo estiver se contraindo ou se expandindo.

Vamos agora analisar as solugdes que satisfazem a equacao

de estado

e;
It
>
=]
<
{7
o
A
oy

Vamos supor que a constante cosmologica & diferente de zero.Usan
do (5.18) e (5.19), com as substituicgoes p ~ p}A e p > p-i, obte

mos para a equacgao de estado acima a seguinte expressao:

5 a1 82 UMM qaoga
YTz 27 5 = T3 0 (5.26)
B 4B
Fazendo a mudanga de variavel d¢ = gdt, a eguagao acima fica:
2 2
q2 1 4dB + q dg 1 dB . (32+1)g l(§§)2
2 d d d
Bd¢ o B 2 B2 ¢
(1+x) | A, ]
- (5.27)
4B

Tomaremos q de tal forma Jue:

dg 1dB , (3a+1)g® 1 dB)2 _ g
936 B do 2 52 49
ou seja:
3A+1
l1dg  3x+1 148 _ 4 2 -
3 a3 * 5 %5 3 " do (En 9 B ) =0

Isto e satisfeito se:
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q = B (5.28)

Assim, a equagao (5.27) fica:

aZs - MM s ana 3ae2
7 ¥ ) Bo- 2 B = 0

d¢
Multiplicando a equacao acima por 2 g% e integrando, obtemos:

@2 o Pl U g g s 5.29)

dé 2(1+3X) 3 - )
Vameos definir

| A1 (1+2) '
- 2 3x+1 A 32443
V(B) = T B -3 B (5.30)

que depende dos parametros A, A e Az. A solucao geral da equa -

cao (5.29) & da forma:

¢:J__d§_
VC-V (B)

Quando A = 0 e A = 0 ou 1/3 as solucdoes da integral acima

[15]

sao dadas por funcgoes elementares . Quando & = 0 e A = 2/3 ou

1: A A0 e XA =0, %, % ou 1 as solugdes sdao dadas por funcodes ja
cobianas eliticas. No caso geral as solugées séo funcdes hiperge
ométricas[21].

Antes de fazer uma analise qualitativa da equacao (5.29),
analisaremos as condigées de energia. Para isso basta verificar
se a densidade, agora com constante cosmologica, € positiva.Usan

do a equacao (5.18) e a transformagac p » p-A temos que:

2 [l

5 = 3B . _
B2 2B2
Usando que d¢ = gqdt e a expressao (5.28) obtemos:
. 3 (&8, 2 +']h2| B
B3A+3 ') 252

Usando a equacgaoc (5.29); temos que:



—43-

12,
B (3A+1)B

Observe que p +eguando B + 0. A densidade & nula quando:

1
A+l

(5.32)

3
B - B (3C(3A+1)

o 7 I)\

2 I
Ela e positiva gquando B < Bo’ e negativa guando B > B, -

Faremos agora uma analise gualitativa das possiveis solu-
gées da equagao (5.29) baseada no grafico de V(B). Tomaremos o
campo maghético nulo, pois veremos que as solugdes fisicamente
aceitaveis ou partem da singularidade B = 0 ou terminam nela, de
forma gque o campo eletrico assumiria valores complexos se H # 0
[vide equagéo (5.23)]. A condutividade & dada entéo pela equa -
gao (5.25), de modo que ela e positiva quando o universo esta se
contraindo, e negativa quando esta se expandindo e & nula gquando
nao ha nem expanséo nem contragéo. Podemos ver ainda que ela ten
de a infinito quando B tende a zero. De fato: a equagéo (5.25)
escrita em termos da variavel ¢ , que & dada por d¢==B'Bk+n/2 dt

fica na forma:

_3(A+1)
2
dB
g = =B a‘d;
s o ~ 3343 2
Dividindo a equagao (5.29) por B podemos ver que o > ® gquan
do B > 0.

Quando A £ 0, o comportamento de V(B), dado pela expresséo
{5.30), pode ser visto na Figura 5. Assim, para um dado C > 0, o
universo parte da singularidade e se expande até que V(B) = C,on
a expanséo cessa e O universo passa a se contrair ate atingir no
vamente a singularidade. A densidade neste caso & sempre positi-

va. Podemos ver isto da seguinte forma: como V(B) £ C segue que
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-~

v (B)

c > 0

I B A T o

c < 0 \\

ponto de retorno

>
et
B

Figura 5 - Comportamento de V(B) para A = 0.

|k2[(1+k)

3a+1 A _3x+3
21231 -8 =C
Como fA £ 0 seqgue gue:
R NSRS BT .
2(T+3X) =

Por uma manipulacao algébrica na expressao acima, e usando a equa

cao (5.32) obtemos:

3A+1

2 B < B

B s sy o < Bg

Quando A > 0 o comportamento de V(B) pode ser visto pela
Figura 6. A linha tracejada corresponde aos pontos (BO,C(BO))rg
lacionados pela equagao (5.32), que séo os pontos do diagrama
da fig. 6 onde a densidade se anula. A direita dessa 1linha a
densidade & negativa pois B > B, e a a esquerda a densidade e

positiva pois B < Bo' Observe gue o grafico possui um maximo em



V (B) N
p >0 p=0 p <0
ﬁJ_ o A /"_ - > Viax
singula o>0 /
ridade /
RNy
>— /- - csy
max
g <0
/ solucao estatica

// instével
Vv i .,7f,“<]_u,, — e, . — =V

b 4

Figura 6 -~ Comportamento de V(B) para A > 0.

B, = (]A21/2A)1/2 onde V assume o valor:
3a+1
|>\21 |)‘21 _21'__
Vpax = VB = 3oy C3F

Temos entdo 0s seguintes casos:

i) C » Vmax: Neste caso temos duas possibilidades: ou o univer-
so parte da singularidade e se expande até atingir o raio BO
dado pela equagao (5.32) onde p = 0, ou parte desse ralo e secon
trai até atingir a singularidade seja num tempo finito ou infini

to. O universo ndoc pode ser maior gue o raio Bo pols a densidade

seria negativa. Uma vez gue para esse railo, o universo nao atin-



ge nenhuma singularieédade, a principio essas solucdes nao sao fi

sicamente aceitaveis;

ii) C = Voax® Este caso admite uma solucao estatica B = B,
que tem condutividade; densidade e pressao nulas, como podemos
ver da expressao (5.25) e das expressoes (5.18) e (5.19) com a
introduciao da constante cosmoldogica. O tensor de curvatura neste
caso & constante em todo o espaco-tempo, e a geometria & dita en

[22]

tao homogenea no espago-tempo. Pode-se mostrar que,as unicas
solugdes das equacOes de Einstein-Maxwell para um universo homo-
géneo no espaco-tempo com campo eletromagnético tipo nao-nulo e
que tem as simetrias do espaco-tempo, sao as solugoes tipo Bertotti

[23]

-Robinson . Uma vez que no nosso caso o campo eletromagnetico
e do tipo nao-nulo e tem as simetrias do espaco-tempo, segue gue
a solugao B = B, & do tipo Bertotti-Robinson. Pelo grafico de
V(B) podemos ver gque essa solugdo & instavel. Ela pode decair em
solugoes com 0 Universo se contraindo desde o raio BO ate a sin-
gularidade. Essas solugoes tém condutividade positiva, densida-
de positiva e satisfaz a equacao de estado p = Ap. A densidade
inicialmente & nula, e a medida que o universo se contrai ela au
menta de valor e como ja vimos, ela tende a infinito quando B
tende a zero.

Esse caso admite ainda solucdes com densidade positiva, po-

rem com condutividade negativa, que sao as que partem da singula

ridade B = 0 e se expandem até atingir a solucao estatica B=B -

iii) 0 < C <V 3 Este caso admite somente as solucOes onde o
universo parte da singularidade B = BO se expande ate um raio
maximo, onde a condutividade se anula e a densidade & diferente
de zero e positlva. Entdo ele se contrai até atingir novamente a

singulariedade.
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5.3 Soluctes na Vardiavel n

No Capitulo 4 resolvemos as equagdes de Maxwell sob a hipo-
tese de que OO = 0B2/A era constante. Vamos agora usar essas 50-
lugdes para integrar as equacgdes de Einstein. Para isso, vamos

fazer uma mudanca de variavel nas equacgoes de Einstein de modo a

reescrevé-las na variavel n . Da equagao (4.5) temos que:
gﬂ:i
dt BZ
Entao:
. A
A="3 %%
B
. B
oS T
B

Derivando em relagdo a t as expressoes acima, obtemos:

s a’a, A an2 _22° aras

3% an? g3 an po dn dn
. a’a’s, A anas _22° ap2

pd g2 pldn @ 5 'an

Assim as equagoes (3.7) ficam:

2 2 B2
147 1 (dA)Z 2 dads 1 4B 1B 2 .2, 2
- —_— - — —— - — —_ = \=— 2 =
Adnz A2 dn AB dn dn B drl2 B2 dn 1 A

4
- - B @ . wd) (5.33)
a
L.ilada, 2 a2 2aaas alals
2| pt dﬁz g In g> dn dn g3 dnz

2 2
2 2%, A A
A @Bz, 1 . —2] (5.34)



pod|_2dn 1 da2 2ndads 3A dB
2 B4 dﬂ2 B4 dn BS dn dn B5 dn2
2_2
2A A
5A dB, 2 ‘ 1 ) 2
- (=) o+ + — {5.35)
B6 dn 4 B2 7

Tomaremos as equagées {(5.34) e (5.35) como definigao da den
sidade e da presséo. A equagao (5.33) possue duas variaveis de
forma que o problema esta subdeterminado. Normalmente, as consi-
deragées fenomenologicas, como a equacao de estado, restringem
essa liberdade, de forma que terlamos mais uma equagao diferenci
al para A e B, Atacaremos o problema de outra forma, vamos su -

por que A e B estao relaclonados por:

A =a BY
(8]

Substituindo na equacao (5.33), obtemos:

2-2m
(m=1) d°B = (2m°-3m+1) dB,2 2 AgB )
B 5 * ) Gy + ¥y T s
dn B y.y
O
4-21m
- -2 5 @% + 7% (5.36)
AO

A equacaoc diferencial acima pode ser simplificada se tomarmos ©
C .2 . ~ .
coeficiente de B /B2 igual a zero. Obtemos entao dois casos:m =1

oum = 1/2.

19 Caso: A = AOB
Nesse caso a expressao (5.36) se reduz a:

A
2 2 B 2 2
(o] o]

Ou, de outra forma
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2 4 (g% + H?
B = - )
4X_ "A T+
1 "o

) (5.37)

2

Usando as equagOes (4.8), (4.9) e (4.10), com uma manipulacao al

gébrica nesta ultima, obtemos as seguintes solugdes dependendo

de k = 0 _%~16), °:
o) 1
l)k:O
=0 7 2 2
2 2e 2 2C4C, 26, Cy 2 2
B = - 5 . Cqy + + = + 2{C,C, + —)n+C,n
45, 7A T+ s} g L ¢ J
1 "o 2 0
ii)y k = 0
e %5 2% n ~0 7
BZ- - 21 > L 2(004/E)e oy ac,c, e -
4%, A T+A 8X
1 "o 2 1
2
c,“o 2 n |
+ 2 3 (0 —vk)e ~ -J
)
8A
1
iii) k < 0
-0 n 5 2
B = - 5 Cqp +Cy * ((C12‘C22) =+
4x,°A + A 16X
1 o 2 1
c,C.og v=k o v~k
, 12 3 ) cosY—-k n + ((C12—022) o 5+
8)\1 162\1
C1C2602
+ 5 ) senv-k n
8X
1
Para que B seja real temos que ter:
2. 2
4A1 AO +A2 < 0
Pela expressaco (1.9) vemos gue (3}R < 0. Assim 0s Unicos casos

isotropicos sao Bianchi IX (A1 #'0; Ay = =1) com a condigao



(3) =0, A, < 0). Este ultimo caso

R < 0 e Rantowski-Sachs (A 5

1
ja foi considerado na secdo anterior, numa situacao mais geral,
pois 1& ndao havia a condigao o, = constante. Vamos considerar en
tao o primeiro caso.
A condutividade & dada por
GOA GOAO

g = =
2
B B

Assim, dependendo se k € maior, menor ou igual a zero, temos uma
expressao diferente para a condutividade. Uma vez que estamos to
mando A e B positivos, segue que o sinal da condutividade & dado
pelo sinal da constante o_. Usando as equacoes (5.37), (4.12) e
a equacao acima obtemos

2. 2
4X,7a5 +hy gp

E2B3 dn

Aqui novamente vemos que o sinal da condutividade esta ligado di

retamente com a expansao ou contracao do modelo. Unma vez que

4%12A02+A2 < 0, se tomarmos o, > 0 isso significa que B sera uma

fungdo decrescente de n, e se g, < 0, B sera uma funcgao crescen-

te.

Das equagdes (5.34) e (5.35) obtemos:
2

0 = A EEQ_ (QE)Z o3 %A 2 32
B2 __32 dn 1 7o 2
— 2 2
p = gL 2Ao dzB . A (§§)2 Y 2A 2 N iz
B2 i B dn2 BZ dn i o 2

As condigdes de energia (A.19) sao satisfeitas se:

0 {5.38)

2 _
24 2 A, ]
o {14B 1 (dB)?2 __;QTH 'z 0 (5.39)

©
v

p—p: e + —=
Bz B_dnz B2 dn



2
pto = %g_ [%i% v S 7 xfj > 0 (5.40)
B” - dn B

Uma vez que B depende de muitos parametres, a determinacdo dos
valores que estes parametros podem assumir, de modo a satisfazer
as condicdoes de energia, € em geral uma tarefa complicada. Fare-
mos apenas uma analise qualitativa das condigoes acima, e trata-
remos esse ponto em um trabalho futuro. Essa discussac & analo-
ga & discussdo feita para Kantowski-Sachs na sec¢do anterior. A
condigao (5.38) & satisfeita independente dos valores que B(n)

1

assume. Se B~ dzB/dn2 for negativo a condi¢do (5.40) & automati

camente satisfeita e a pressao e positiva a menos do fator

22, 2A02 + Kz)/quue & negativo. Se g

dzB/d)\2 for positivo,
a condi¢do (5.39) & automaticamente satisfeita porém o sinal da
pressdo dependera dos valores que B(n) venha a assumir. As solu

¢bes acima sdo isotropicas. Analisaremos agora o case m = 1/2

que gera solugdes anisotropicas.

29 Caso: A = AOB1/2 : B > 0

Nesse caso a expressao (5.36) se reduz a:
—= - 8),“B - —5 B =—-—-—~B4(E2+H2) (5.41)

As solugdes da eguagadao acima nos casos Blanchi VIII, IX e Kanto-
wski-Sachs, isto e Ay £ 0, si3o em geral complexas. Estas equa -
¢oes podem, no entanto, ser analisadas por computagéo. Para as

formas de E2+H2 obtidas nas equacoes (4.8), (4.9) e (4.10), a

equacao (5.41) pode ser reduzida a um sistema dinamico planar



ndo auténomo, cujas caracteristicas apresentam fenomenos tipicos
de bifurcacgodes, turbuléncia, etc. que serao analisados futura -
mente. As solu¢Oes particulares que encontramos recairam em ca-

sos ja analisados anteriormente. Consideraremos entdo, o caso Bi

. £ 0; hz = 0). Dependendo do valor de k = 002—16A12,

- , - 2
temos tres tipos de expressoes para B4(E +H2) e consequentemente

anchi IT (A

trés equacoes diferenciais que sao as seguintes:

i) k = o %1612 = 0
o 1

Usando a expressdo (4.8) a equacao diferencial (5.41) se

escreve como:

-

2 n
Q_% -~ BA 2B = o © (a+bn+cn2)
1
dn
onde
2
4 2 - 2€4C,  20C,
a=—>» (C1 + - + 5 )
A Q g
O O
8¢ C
b=-—22-(c1+6_—2)
A O
(s}
2
L ¥
R 2
o

A solucdo geral para a equacao diferencial acima pode ser obtida
integrando a equacio homogénea e adicionando uma solugao particu
lar que pode ser facilmente encontrada por tentativa. Obtivemos:

2v72 h1n , ~2/2 A1n

Bln) = B, e + B, e +

-0 N i _ o
+ 22 e ° [}a + gé + gﬁ%) + (b + %S)n + cn2
: : (0] g o
© - © (5.42)

onde B1 e B2 sao constantes.



ii) k = 0

Usando a expresséo (4.9) a equagéo {5.41) se escreve como:

2 25 1N -0 N 2% n
§_§ - 8A1ZB —ae T +be © +ce ~
dn

onde 2 .
.. 2C1 co(oo+/E)
81,°A_°
o
8C1C2
b = 5
yiy
o
2 .
. 2c, UO(UO—/E)
8A ZA 2
1T 7o

A solucao geral e da forma:

2v2 A.n -2v2 A,n 22 1N
1 1 +
B(n) = B e + Bz e +————2—"—29 +

b —Gon : C 2X_n (5.43)

iii) k < O

Usando a expressao (4.10), apds uma manipulacdo algébrica ,

a equacac (5.41) se escreve como:

éﬁ% - 8x123 = e_gOn (a+becosv=k n + ¢ sen/=k n)
dn
onde
a = c12 + c22
2 2, % C1Cp%7 "%




o = (C12—C22) -+ ] 220
16X 8
1 1
A solucao geral e da forma:
| 2/2 xn ~2Y/2 xn . -on a
B(n) = B, e + B, e + e ( 5 5 +
o “=8x
(o] 1
2 2
cov—k o o+ (OO —12?\1 )b - ‘
+ 5 55 3 cosv=-k n +
2(c6_"=12A,7) - 20 "k
] 1 O
(o %-120,%)e - o /=K b
+ o o senv=k 1 ) (5.44)

2 2 2
2(0O -12%1 ) = 200 k

As equacgoes (5.34) e (5.35) se reduzem a:

2 -

o = Po | _ad’s, 4 @4By2 5y 2
25° |~ 7B 4n2 22 an 1
2 - _
oo | _zas, 4 @z, 2
2B3 i 2B dnz B2 dn 1 B
Usando a equagao (5.41) temos que
2
251 4 as 2 @l 2
b=z |3 G -2 -4
2B B A B
O —_—
a2 4,2 .2
o 4 dB.2  7BT(E°+H) 2
p=—73 | 24G 2 202,
2B B AOB

As condigoes de energia (A.19) sao satisfeitas se:
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2 |

R (3B, 2 B %’y 7, 2 . o

ptp = 773 > Yan’ T p) -2 M =
B B A B -

Observe que a segunda condig¢ao e satisfeita em todos os casos .
Aqui novamente B depende de muitos parémetros; de modo que a ana
lise das condicOes de energia e complicada. Trataremos deste pon
to em um trabalho futuro. Por outro lado, podemos dar um exemplo
de uma solugac que satisfaz as condicdes de energia, que e
B1 = B, ='C2 = 0. Essa solucao, nos tres casos, recai numa solu

cao  tipo poténcia incluida nas expressfes (5.12) com b = 2/3 ,

que foi analisada na seg¢do 1 do Capitulo 5.



6. AS EQUACUES DE EINSTEIN-MAXWELL PARA BIANCHT 1T

A titulo de completeza; explicitaremos as equagoes para O

caso Bianchi I (A1 = Az = 0). As equacgoes de Einstein (3.7) se
reduzem a:

A B B° AR .2 .2

—K+-§+——7-'A—E=E + H (6-1)

B

_1 A _B B2, sAB

=3 'a 52 AB

_1 A _ 38 _B5% Ap

P =73 A B Z ~ BB

As equacoes de Maxwell (4.2) e (4.3) se reduzem a:

2

1 d

— =— BB = - 0
EB2 dt

d 2

EHB =0

A solucao geral & dada por:

E t
E:—Cz)exp- o(x)dx
B to
Ho
H = —&
B2
A equacao (6.1) €& dada entao por:
e [ ) t
A B . B AB _ 1 2 2
_K+-§+""—2'—-K§-""a' (EO exp—: U(X)dX+HO) (6.2)
B B £
o)

As condigbes de energia (Al9) sao dadas por:

»e ae q2 L
_ 1 A B _ B 5AB .
b= -5+ 3+ 3 =0
B
.2 - .
A B B 3AB . 0
PP =Rt E YT TR T

us)



=57~

: 2B . 2AB
p+0 =“‘§+ B 0

I

Até onde estamos cientes, nao existe na literatura, nenhuma solu
cao da equacao (6.2) satisfazendo as condicoes de energia com

condutividade nao nula.



APENDICE A

T. COORDENADAS COMOVENTESL16]

Vamos supor que o espago-tempo € preenchido por um fluido
continuo ficticio, que & chamado de substratum, e que cada ponto
desse fluido percorre uma linha de universo tipo-tempo cuja tan -

o - . . -
tente u™ e normalizada a 1, isto e:

Para os modelos estudados nesta tese, um sistema de coordenadas
comovente com o substratum pode ser construido da seguinte forma:
Seja S uma superficie tipo-espaco e seja {xi, i=1,2,3} um sistema
de coordenadas gue cobre S. Cada particula do substratum em S
sera caracterizada em coordenadas comoventes por {O,Xi} e vamos
supor que suas coordenadas espaciais nao mudam a medida que cada
particula percorre sua linha de universo. A coordenada temporal
sera dada pelo tempo proprio s medida a partir de S. Assim os
eventos na mesma linha de universo de {O,Xi} serdao caracterizados
em coordenadas comoventes por {s,xi}. Nesse sistema de coordena-

. o - ~
das, a velocidade u  sera dada entao por:

o dxa
u 2'a'é—"= (1,0,0,0)

satisfazendo a condigao de normalizacao.

A principio, o campo de velocidades do substratum nao preci-
sa coincidir com o campo de velocidades do contetdo material. No
caso em que a matéria e constituida por particulas de massa nula,
por exemplo no caso de fotons, esses campos de velocidades nao po
dem coincidir. Nos casos em gue €& possivel identificar esses cam-—

pes de velocidade; isso geralmente & feito. No problema gue esta-
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mos tratando consideramos o campo de velocidade do substratum co
incidente com o campo de velocidade do fluido perfeito que junto
com o campo eletromagnéetico, constitui o conteudo material do
nosso modelo. Assim, no nosso caso o campo de velocidades do flu

ido perfeito & dado por

I1. TENSOR MOMENTUM-ENERGIA PARA FLUIDO PERFEITO E CAMPO ELETRO-
MAGNETTCo [17]

B

Vamos supor que existe um tensor ¢ ; chamado tensor momen-—
tum-energia, que depende apenas das grandezas dinamicas que des-
crevem a materia (exemplo, campo eletromagnetico, presséo, etc.),
das derivadas covariantes dessas grandezas e da metrica. Vamos
supor também que esse tensor se anula numa regiéo finita do espa
co se e somente se as grandezas que descrevem a materia se anu -
lam nesta regiao. Isso garante que qualquer conteudo material se

ra fonte de curvatura. E finalmente vamos supor due
% =0 (A.1)

Essa equagao significa que existem leis de COnservagao locais pa
ra a energia-momentum. Para ver isto, suponha primeiramente que
o espago-tempo admite um campo de Killing K (veja Apéndice B.IV).
Defina o campo vetorial p% da forma:

o af
P =T KB

Podemos ver que:

onde usamos (A.1) e (B.6). Se V & um volume dado do espaco-tempo
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e 3V a sua fronteira entao, pelo teorema de Gauss:

J p .@ atx J p%as = 0 (A.2)
v Y 3V “
Isso define uma lei de conservacgao para p* gue pode ser vista
como uma componente do tensor momentum-energia sobre o campo K.
Se o espago-tempo nao possui vetores de Killing, a lei de conser
vacao acima vale localmente, onde o campo P & definido a partir
dos vetores de Killing do espaco plano. Usando o principio da
equivaléncia pode-se mostrar que na vizinhanga de um ponto onde
escolhemos um sistema de coordenadas de maneira que a métrica as
sume a forma diag (41,—1,—1,—1), as integrais da equacao (A.2)
diferem de zero por uma quantidade arbitrariamente pequena[17].
Vamos construir atraves do principio da acdoc minima, um ten
sor momentum-energia satisfazendo os requisitos acima. Para uma
grande quantidade de sistemas fisicos, as equagoes dinémicas ETe!
obtidas atravées do principio variacional sobre a agéo, gue & um
funcional das grandezas dinamicas que descrevem o sistema,e even
tualmente da métrica do espago-tempo. Seja I a agao de um dado
conteudo material e ﬁIm a variacao da acao devido a uma variacao
funcional de guB' A variacao da acao devido a variacao funcional
das grandezas dindmicas & nula pois essas grandezas obedecem as
equagées de movimento. Uma vez que gmB @ um campo externo, em ge

o

ral SIm nao sera nulo e o coeficiente de &g nos define o ten -

sor momentum-energia da forma:

8T = l.[ T ,{x) GguB(x) Y=g (x) a*x (A.3)
m 2J of
Pode-se mostrar[TS] gue o principio da covariancia garante que
T satisfaz as leis de conservagao (A.1).

o B
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Vamos obter agora o tensor momentum-energia para um fluido

perfeito carregado com campos eletromagnéticos. A agao e dada por

[ BV o) - 1% ) /g a
Im - [ (- 3 F&BFHVg Tg - pm(1+€) -5 JA ) /-gdx

onde P ¢ a densidade do fluido e £ a sua energia interna que
vamos supor ser fungao de P (nesse caso o fluido € dito isentro
pico). A densidade de energia p & dada por pm(1+€) e a pressao é

dada por:

0 termo JuAu representa a interacdo do fluido com o campo eletro
magnético, onde J© & a corrente elétrica que devido &s equacdes

de Maxwell, obedece 3 lei de conservacao:

Podemos também definir uma corrente de massa que e dada por

o
J% - g.u . Vamos supor que esSa corrente se conserva. Pode-se

ul ul
mostrar {veja Hawking & Ellis[17], pg. 70) gue para uma corrente

conservada J~ tem-se que
o
§ (V=g ) = 0

Segue entao desse fato e da suposigao de que SA& = 0 que o termo
de acoplamento J&Aa nao gera nenhum termo no tensor momentum-—
—~energia. Assim, o tensor momentum-energia para o fluido perfei-
to carregado sera a soma do tensor momentum-energia do campo ele
tromagnético com o do fluido perfeito. Este ultimo & obtido atra
ves da variacao de

pr = J =Pp (1+e) V=g d'x
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que &:
§T. = | [={1+e+p._ S5y6p - p (1+c) 6v=g1d"x (A. 4}
fp mdp m m g :
Para calcular §v-g usaremos o resultado[18]
§ £n(detM) = tr(M-16M)
onde M & uma matriz inversivel. Assim
_ 0B
§g = —ggaBSg (A.5)
Obsexve que
2 Lu.B
Om = Jme Jag
ou
2 -1 o B
bp = -9 (V=9 Iy) (V=g J}g .
Uma vez que vV-g Ji & constante por variagOes da metrica, temos
que
_ o B af A
ZQmﬁpm = (Jpdy - 9 qn{“)ﬁgug
Ou ainda
§p_ = ’m (u®uP_g®y sg
m 2 aB
Uma vez gque 09 = —-g. g Sgpv segue que
0.3 AU pBv '
bp = — M (4 ) sghV (A.6)
Pm = 2 n v v g :

Substituindo a expressao acima e a equacac (A.5) na eqg. (A.4) ob

temos

1 2 dc 2 de afB 4
Slp. = J 5 Lo, (T+e} + pp a T i ™ do_ Iepl 9 V-9 d7x

Usando (A.3)}, segue que O tensor momentum-energia para o© fluido

perfeito e:

TuB = (p+p) uaus - pgaB .
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O tensor momentum-energia do campo eletromagnético & obtido

a partir da variacao de:

_ 1 of_uv —— -4
Tee = J T4 FupFBv g 9 —g d'x

que e dada por:

_ 1 H 1 guv
81 = { > (Fu Fug + 7 B

F 5% /g ax

wJas

onde usamos a expressao (A.5). De (A.3) vemos gue O tensor momen

tum-energia do campo eletromagnético ée:

1

- H -
T = Fa F + 7

nv
af E Fuvg

ug of

O tensor momentum-energia do fluido perfeito carregado com

campos eletromagnéticos & dado entdo por:

- ‘ U 1 ooy
Tap = (0*PIU g = Pogg + By TFyg + 7 B Fy 900 (a.7)

117, DECOMPOSICAO DO TENSOR MOMENTUM-ENERGIA € DO TENSOR DE MAX-

wepy L7161

O espaco de repouso local em um dado ponto de um observador

. f s o - ..
com velocidade unitaria u e definido como sendo O espago ortogo

nal a velocidade nesse ponto. Vamos introduzir o tensor de proje

cao haB que e dado por:

h - u u

af gaB o B
Observe gque:

B _
haBu =0

Isto guer dizer gue hu projeta os objetos geometricos ortogonal

B
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a - . - = s
mente a u . Alem disso e facil ver que:

logo h & de fato um projetor. O tensor haB pode ser interpreta

B
do como uma métrica do espago de repouso local,pois um desloca -

. - . o
mento arbitrario dx no espago-tempo, correspohde no espago de

repouso local ao deslocamento hadeB, de forma que a distdncia

espacial local no espago de repouso sera:

2

do B

o L U v
guB(h de ) (b dx )

VIRV
huvdx dx

Assim o tensor de projecdo fornece uma decomposicao do espago -
—~tempo em uma parte puramente espacial cuja métrica e dada por
haB e uma parte puramente temporal cuja distdncia e dada por

o .
uadx ; pois

ax%axP = (uadxa)z + b ax%axP

d52 B

= gOLB

. o

Podemos achar as componentes paralelas e ortogonais a u’ de
um tensor PaB’ que a principio nao tem simetria definida, da se-
guinte forma. Projetando um dos Indices de PdB temos as seguin -

tes possibilidades:

p vP ;P u¥ ; P n% P, nP (A.8)

B . g (A.9)

i
o
l

°
e

(A.10)

g
o

i
=
e

™

+
Q|

G.ouP 0. Observe que

8]
=]
(o]
(1
L)
]
c
=)
1
LQ
™=
c
i
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= o B
p=p =P guu (A.11)
e
a, = b, P, eu" (A.12)
— o o
Assim, se PaB for simétrico q, = aa e se for antissimetrico
q, = "au‘ Os dois Gltimos termos de (A.8) podem também ser nova-

mente projetados, fornecendo um Unico caso novo, que €:

Podemos ainda decompor este tensor numa parte sem trago que e da

da por
m = p_.h* n h (A.14)
wo T Fapt pt oy T Py :
onde
_ 1, o8
P =3 Pth | (A.15)
E facil ver que ﬂ“u = 0 e que ﬂuvuu = ﬂuvuv = 0. Usando as equa

gbes (A.9), (A.10) e (A.14) vemos que a decomposigao mais geral

de P € dada por

o8

P = puuuB + q - ph (A.16)

o B o8

onde p, q,r EB' ﬂuB e p 8ao dados respectivamente pelas equa -
goes (A.11), (A.12), (A.13), (A.14) e (A.15).

Para um tensor simétrico T comoe no caso do tensor momen—

op’

tum-energia, a decomposicao (A.16) se reduz a:

T = pu u, + u - ph
ap PP * Yap) 7 Map T Plap
onde ﬂaB = ﬂBu
pPara um tensor antissimétrico FuB a decomposicaoc (A.18) se

reduz a:
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Fap = 9rae1 * "o
onde WQB = _ﬂBa e p = 0. QObserve gue
B u v Y
q, = ha'Fuvu = Fuvu

Alem disso, como T & um tensor antissimétrico do espaco de re-

af
pouso local, segue que ele tem trés componentes independentes e
portanto pode ser escrito em termes de um vetor HY também do es—

pago de repouso local, da seguinte forma:

m = VHU

B naﬁpvu

Assim

_ _ . H
FaB = qauB una + naﬁpvu H

Podemos ver gue:

1 uBFUv

Hu =32 naSuv

Se FaB for © tensor de Maxwell, q,, sera O campo eletrico medido
pelo observador com velocidade u® e Ha o campo magnetico medido

por este mesmo observador.

IV, CONDICOES DE ENERGIALV7]

0s conteudos materiais conhecidos,em geral, os que sao fisi
camente aceitaveis, obedecem as chamadas condigdoes dominantes de
energia que dizem que a densidade de energia local medida por ob

. O o~ o= . . -
gservador com velocldade u” nao e negativa, isto e:

e que o vetor fluxo de energia w - ou & do tipo-tempo ou

do tipo-nulo, isto e:
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Se em um dado ponto g do espago-tempo escolhemos uma base orto -

A = 0;1;2,3}, com e
[171

normal {e sendo um campo vetorial tipo -

Al‘

~tempo, pode-se mostrar

0

gue existem quatro formas candnicas
para o tensor momentum-energia. 0 modelo gque estamos estudandoiem

um tensor da forma:

af Pq

P3 |

onde p €& a densidade de energia medida por um observador cuja 1i

nha de universo em g tem e, como vetor tangente., A grandeza 1=

0
representa a pressao na direcgao e, medida por este mesmo observa
dor. Para um tensor da forma acima, as condigoes de energia fi -

cam da seguinte maneira: Escolhendo a base {eA} de forma que em

g a métrica assuma a forma diag({+1,-1,~1,-1)}, temos que

B 2 2
% u v, = u(uo) + pi(ui) 20

1

I~

i

3
o) 2 2 : 2 2
W= uT(ug) T - i§1 (py)~ (u)

1%
[ate]

o - . oo
Uma vez gue o campo u & um campe tipo-tempo arbitrario segue que

as condigbes de energia sao satisfeitas se:

0 £ (A.17)
-1 £ 1= L {A.18)
Para o modelo que estamos tratando (veja pag. 12), podemos ver

que

+ HY)

=
{]
o
+
M| =
=
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1
Py =P -3 {(E” + B7)

]
w
I
e
+
b=
=)
+
fas]

Py
A condicao (A.17) se escreve como:
1 >
P+ (E- + H) 2 0

Na verdade, vamos impor algo mais restrito que a condigdo acima,
que € p 2 0. Isto €, a densidade de energia do fluido perfeito €

positiva. A condigao (A.18) nos da:

A
I
ie]

=P p

Assim, para todas as solugoes (ue encontrarmos, exigiremos que

satisfagam as condigoes

(A.19)

V. DISCUSSAO CONCEITUAL DA OBTENCAO DAS EQUACUES DE EINSTEIN

As equagaes de Einstein nao podem ser deduzidas de um con -
junto de axiomas, pelo contrario, tal como as equagoes que des -
crevem um sistema fisico qualguer, como as equagoes de Maxwell ,
equacoes de Schrddinger, etc., elas séo postuladas e € atraves
da experiéncia que verificamos a que situagdes fisicas elas se
aplicam. Por outro lado, sempre existem argumentos gue eliminam
uma serie de possibilidades. Discutiremos rapidamente os argumen
tos que levaram Einstein as suas equagoes.

Dois principios t@m uma influéncia destacada na formulagao
da relatividade geral: o principio da covariancia geral e o prin

c¢ipio da equivalencia. Em 1916[19] Einstein formulou nos seus



"Fundamentos da Teoria da Relatividade Geral" o principio da co-
variancia geral, dizendo que:

"As leie gerais da natureza devem ser expressas por equa -
goes que sejam validas em qualquer sistema de coordenadas, tisto

¢, sdo covarviantes sob transformagdes gerais de coordenadas.”

Assim qualquer caracteristica fisica que aparece apenas em deter
minados referenciais ndo podem ter significado fisico intrinsi -
co. Somente aquelas que aparecem em todos os referenciais, seja
qual for seu estado de movimento, sao as que podem ter significa
do fisico intrinsico. As leis da fisica poderdao entao ser expres
sas por equacdes gque nao dependam de sistemas de coordenadas, e
oS tensores sao justamente objetos geometricos que servem a esse
proposito.

O principio da relatividade de Galileu, que & um dos princil
pios assumidos pela Teoria da Relatividade Restrita, diz que as
leis da fisica séo validas somente em referenciails inerciais. Di
zer que as leis fisicas sdo validas apenas para uma certa classe
de observadores, e dar propriedades fisicas ao espago-tempo, de
modo que ele venha a influenciar em nossas observacdes (privile-
giando certos referenclais) sem que por sua vez seja incluencia-
do por coisa alguma. Assim, apesar da Teoria da Relatividade Res
trita ter abolido a ideia de espaco absoluto e de tempo absolu -
to, ela criou, em outro sentido, um continuo espaco-tempo absolu
to. O principio da covariéncia & uma extensdo natural do princi-
pio de Galileu e ele unifica todos os tipos de referenciais,per-
mitindo entao, que a estrutura do espaco-tempo venha a ser influ
enciada pelos objetos fisicos.

0 principio da equivaléncia foi estabelecido por Einstein

através da "experiéncia pensada" do elevador, onde ele concluiu



gue por experiéncias locais, isto &, quando passa um pequeno in-
tervalo de tempo e fazemos a experiéncia numa regiéo peqguena do
espago, nao podemos distinguir se estamos num campo gravitacio -
nal ou num sistema acelerado. O principio da equivalencia diz en
tio que localmente sempre podemos eliminar a gravitagao por uma
mudanca de referencial. Isto quer dizer que localmente as leis
fisicas néo gravitacionais se aplicam na sua forma compativel
com a relatividade restrita (isto também €& chamado de acoplamen-—
to minimo) .

O principio de equivaléncia permite generalizar as leis da
fisica validas na Relatividade Restrita para a Relatividade Ge-
ral[zo]: As leis na sua forma geométrica abstrata, isto &, inde-
pendentes de coordenadas, tem a mesma forma tanto na Relativida
de Restrita quanto na Relatividade Geral, e gquando eXpressamos
as equagées num sistema de coordenadas, elas diferem pelas dife-
rentes expressdes, que assumem Os objetos geométricos. Por exem-
plo, as equagées de Maxwell formuladas independentemente do sis-

tema de coordenadas sao:

VF = 47nJd

[20], F € o tensor de Maxwell e J o vetor cor

onde V & o gradiente
rente elétrica. Na Teoria da Relatividade Restrita, as componen-

tes dessa equacdo num sistema Cartesiano se escreveriam

pHY = 4ngH
PRV

e na Teoria da Relatividade Geral seriam

Fpu = 4ﬂJP .
HAY

Assim o principio da equivaléncia justifica a regra de que as

equacdes fisicas na Teoria da Relatividade Geral sdo obtidas das



equacgdes na teoria da Relatividade Restrita trocando as deriva-
das simples por derivadas covariantes. Quando ocorrem derivadas
duplas, existem problemas de ordenamento pois as derivadas sim-
ples comutam mas as derivadas covariantes nao. Problemas opera -
cionais andlogos ocorrem na passagem da mecanica classica para a
mecdnica quantica.

De posse desses principios, Einstein deu o grande passo pa-
ra a formulacdo da Teoria da Relatividade Geral,que tornou-a umadas
teorias esteticamente mais admiradas na fisica, que fol a geome-
trizacdo da gravitagio. Faltava entdo saber como a matéria curva
o espaco-tempo. Pelo gue discutimos, fica claro que as equagoes
de campo devem relacionar um tensor que descreve a matéria, dque
e o tensor momentum-energia, e um tensor que caracteriza a gravi
tacdo, que deve ser obtido apenas da geometria do espago-tempo ,
isto &, do tensor métrico. Assim as equagoes de campo devem ser

da forma
G = kT

Uma vez que para a conservacao da energia e do momentum temos que
ter V.T = 0, segue que G & de tal forma que V.G = 0. Além disso,
como T & um tensor de segunda ordem simétrico, G também devera
sé~lo. Queremos tambem que G se anule no espago-tempo chato, e
gue a equacdo acima se reduza a lei de gravidade de Newton no 1i
mite de campos fracos e velocidades pequenas comparadas com a

[20,18]

da luz. £ possivel mostrar gue o tensor mais simples sa -

tisfazendo esses requisitos & o tensor de Einstein

1
= - = R
Guv va 2 gpv

Assim as equacdes de campo para a gravitacdo sdo entdo

Ruv -2 quR = kTuv
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ou

va = k (Tpv - % ngT)
onde k = 8'rrG/c2 e pode ser obtido comparando a equagac acima no
limite de campos fracos e baixas velocidades com a equagao de
Newton para a gravitacgao.

Além de saber como a materia curva a geometria, temos que
saber como a geometria determina o movimento da materia. Isso e
obtido a partir do principio de que a matéria percorre, gquando
nao esta sob influéncia de nenhuma interagao nac-gravitacional ,
um caminho no espacgo-tempo que extremiza o elemento de distancia
de universo no espago-tempo. Portanto a matéria percorre trajeto

rias denominadas geodésicas cuja expressac pode ser obtida atra-

vés do principio variacional
P2

S J ds = 0

Py

L . o oL G
onde § representa as variacgoes de caminho x~ + X '+6X oObtemos a

equagaoc
dzxu . TH ax” de _ 0
dsz aB ds ds

que € a equacgao da geodésica.



APENDICE B

1. INTRODUCAD

O objetivo deste Apéndice & dar definic¢bes de alguns concei
tos de geometria diferencial em variedades, Jja supondo conheci -
dos os conceitos basicos de geometria diferencial em espagos de
Banach, e também, apresentar o calculo com formas. Nao temos a
pretensao de fazer um resumo formal deste tdpico, mas apenas ten
tar tornar a tese auto-suficiente em termos de conceitos e formu
las usadas na parte central do trabalho. Para agueles que dese-
jam estudar os topicos aqui tratados sugerimos a referencia [24].
Existem muitas outras boas referéencias como [25] e [26]. Sugeri-
mos ainda as referencias [27] e [5], que servem de alternativas

para este Apendice apresentado aqui.

11. UETORES; J-FORMAS € TENSORES

O espacgo~tempo possui certas propriedades, entre outras como
a continuidade, a existéncia de sistemas de coordenadas e trans-
formacoes de coordenadas, que sao incorporadas no conceito de
variedade. Devido a possibilidade de se fazer medidas, o espaco
-tempo € suposto ser uma variedade riemanniana. A definigao pre-
cisa de variedade pode ser vista na referéncia [25], e vamos cha
mar de M uma variedade diferencidvel de dimensao n, e vamos su
por que {xi, i=1,...,n} @ um sistema de coordenadas sobre M,

Uma curva parametrizada em M & uma aplicacao de um aberto

de R em M . -Uma func3c f na variedade & uma aplicacio de M em



R. Um vetor tangente Vo a M no ponto p € M, & uma aplicacdoc do
espaco das fungoes em IR, diferenciavel em alguma vizinhanca de

p, satisfazendo:
Vp(af+bg) = avp(f).+ bvp(g) (B.1)
Vp(fg) = f(p)vp(g) + g(p)vp(f) (regra de Ieibnitz) (B.2)

onde a, b € R e f, g sao funcbes. A aplicagao:

a . S
dt T odt i
P ax |p

onde t & o parametro de uma curva a(t) = (x1(t),...,xn(t)), e

df/dt & a derivada direcional de f ao longo da curva o , satis -
faz as condicdes (B.1) e (B.2). Pode-se mostrar que as deriva -
das direcionais ao longo de todas as curvas que passam por p,for
mam um espacgo vVetorial de dimenséo igual a variedade, chamado

de espaco tangente a8 M em p, denotado por Tp' 0 conjunto de veto

res {B/Bxl, i=1,...,n} forma uma base para Tp, e e chamada de ba

se coordenada. Um vetor v em p pode ser escrito como

onde vi ER sao as componentes de Vv na base de coordenadas.Quan
do a cada ponto de M associamos um vetor, dizemos gue esse con -
junto de vetores forma um campo vetorial.

vVamos definir uma 1-forma ¢ em p como sendo uma aplicacdo

linear de Tp em R, isto é:

g:T + R
P

v =+ 8(v) ou <8;V>P

Pode-se mostrar que, andlogo ao caso de vetores, O conjunto de
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1-formas em p define um espaco vetorial, gue & chamado de espaco
dual em p, denotado por T;. Como exemplo de T1-forma, vamos anali
sar o gradiente de uma funcgdo f, gue & definido da seguinte ma -

neira:
df: T -+ IR
P

4 df

a a )
EE. “*df‘ﬁ’lp = <df,ger, = |

P

, B * ;
0 conjunto de 1-formas {dxl, i=1,...,n} & uma base para Tp e e

chamada de base coordenada dual a base <8/8Xl> pois

Da mesma forma gue uma 1-forma & uma aplicacao de Tp e IR, um ve-
tor & uma aplicacao de T; em R, e a notagao « , > deixa claro es
sa dualidade entre 1-formas e vetores.

Vamos agora definir o conceito de tensor, gue representa uma
generalizacido das 1-formas e vetores. Um tensor misto F, r-cova-
riante e s-contravariante, & uma aplicacaoc multilinear da forma:

S r

M
e ™ ~ ™

P ® ... T ®T ® ... T + R
p p p p

onde F, na base de coordenadas & escrito como:

iy e ol B 3
,tllFB1 de1®...®dxr® 8a®“.® ]
sir! 1"'Br 1 O g

ax ax

Uma aplicacdo & multilinear guando ¢ linear em cada uma de suas

variaveis. Um tensor & dito antissimétrico nos indices T © Yo

do mesmo tipo se, no caso covariante por exemplo:

F = =F
YT"'Yk"'Ye"'Yr Y1"'Ye"'Yk"'Yr
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Um tensor totalmente covariante ou totalmente contravariante e
dito totalmente antissimétrico se ele & antissimétrico em rela
gao a quaisquer dois iIndices. Quando ndo ha mudancga de sinal
sob troca de indices; o tensor & dito simetrico. Os tensores
antissimetricos totalmente covariantes, assim como os contrava-
riantes, de uma determinada ordem r num ponto p, formam um espa

¢o vetorial denotado por Ar(Tp).

I1T1. FORMAS DIFERENCIAIS

Introduzimos na seg¢ac anterior o conceito de 1-forma.vVamos
definir agora uma p-forma e apresentar a algebra e a estrutura

de diferenciagac para esses objetos. Uma p-forma diferencial ex-

terior & um tensor covariante totalmente antissimetrico. A al-
gebra das formas, além da soma e multiplicag¢do por escalar, e

baseada no produto exterior. Seja ¢ uma r-forma e w uma s-for-
[25]

ma, o produto exterior em um ponto p € M & definido como
sendo uma aplicagao:
r S r+s
A AT(T ) ® AT(T ) -~ A (T )
" p Ty
(B,w) =~ 6 A w
tal que
1 : N
e A Vi,eee,V. ) = —/—— L 51na1ﬂ)ﬂEHv peea,V Julv_ ,..V ﬂ
w vy prg’ T plal | 1 PP P
onde v, € T e & uma permutacao de (1,2,...,p+q). Esse produ-

to & associativo e bilinear, porém nem sempre comutativo, pois

vale:



Na base de coordenadas, podemos ter uma p-forma como:

i, i
8. . dx A ... Aax P

Rk LTI
- 1-I‘p

No caso de 1-formas temos que:
8 hw=060uw-uw®8

=%8.w.dxi A dxj
1]

A estrutura diferencial das r-formas esta baseada no concei

[25]

to de derivada exterior gue & definido pela aplicacao:

1

It . nEF
d (Tp) A (Tp)

6 - do

satisfazendo:
i) d{t+aw) = d6 + adw

ii) d(8 A w) = d0 A w + (=1)F 84 du

iii) d2 = 0

iv) A derivada exterior de uma O-forma & a diferencial co-

mum.

Onde & & uma r-forma, w uma s-forma e a € R. Em base coordena -
da, podemos escrever a diferencial de uma r-forma 6 por:
i i

o .
1 P oagxd nax U p ... hax P (B.3)

a0 = —-
Pl 4]

1V. DERIVADA DE LIE, DERIVADA COVARIANTE E CAMPOS ©DE KILLING

A derivada de Lie de um campo tensorial T r-covariante e

s-contravariante em relacao a um campo vetorial X & um novo cam—
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po tengorial de mesma ordem de T dado, na base de coordenadas ,

por:
o .0
(¢S] i S o At v
(gr) ' %=1 A R
' .-
81.. Br 81. Br,k 1 r
o o .0 A Q..o
- e, = X i TB1 83“1 NG ‘ TAé E ot
' 1*"*"r 1 27" "r
3 UyqeneOg
+ X T (B.4)
,Br 81...Br_1,l

Em particular se Y & um campo vetorial, entao:

Esta expressao coincide com a componente o do comutador do cam-
po vetorial X com Y na base de coordenadas. O comutador & defini

do por:

5

onde (XY)f

XY - ¥X

H

X(Y(f)) onde £ & uma funcao. A derivada de Lie sa -

il

tisfaz a propriedade

E T=ET+ a T (B.5)

£
X+ay X Y

onde X,Y sao campos vetoriais e a € R.
Uma variedade riemanniana & uma variedade que possui uma mé
trica simétrica. A métrica & um tensor simétrico de ordem 2. Na

base de coordenadas escrevemos:

_ 1 o B _
9= g(uB)dx ® dx* =

o B
5 dx dx

gaB
onde

ax%axP = (ax* @ de + de @ dx™)

R

A partir da métrica podemos definir os simbolos de Christoffel



Fg“ dados por
o 1 o
I, = = -
3w =29 Gagu T D, T ey,
Observe que Tgu = FﬁB. Quando isso ocorre dizemos que M & uma va

riedade sem torsao.
A derivada covariante, denotada por ponto e virgula, de um
tensor r-covariante e s-contravariante e dada, na base de coorde

nadas, por:

ha e wall g o= el 0. UOne.eO O Ogea.aC u
TB1 Bs- =T 1 Bs'x 4 T 1TB 2 ; S . T §T51 B5—1 _
170 BypiA B1" rf H 1°° " r H 1" ""r
Obgewaeld o . O
- Ty ATM% S e o Tt
1 2" "r r 1" "r-1

Em particular, podemos ver Jue guB-A = 0
A derivada de Lie da métrica, em relagaoc a um campo vetori

al K,& dada por:

Il
=
+
=

(Ii gjaB ;B B:a

Uma isometria & uma transformacao gerada por K, tal que:

£g = 0
K

Ou, em uma base coordenada

K., + K = 0 {(B.6)

A equacao acima e chamada de equagao de Killing, e o campo veto-
rial K & chamado de campo de Killing. As isometrias formam um
grupo, chamado grupc de isometrias. Uma variedade & dita invari-
ante sob um grupo de isometrias de dimenséo p, se ela tem p cam-
pos de Killing linearmente independentes. O grupo de isometrias de
dimensdo p & dito simplesmente transitivo sobre M de dimensao n

se p=n e 0s vetores de Killing sac linearmente independentes
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em cada ponto de M. O grupo & dito multiplamente transitivo se
p > n. Devido a propriedade (B.5); podemos ver gue 0s canmpos de

(51

Killing formam um espaco vetorial. Pode-se mostrar também gue
se X e Y forem dois campos de Killing, entéo [X,Y] também sera
um campo de Killing., Isso quer dizer gque os campos de Killing,
Solugées da equagao (B.G); formam uma algebra com o produto dado

pelo comutador. Se Ki’ i=1,...,r e uma base para o espago ve-

torial dos campos de Killing, entao

Im

m - . . .
onde Cij sao constantes reais sobre a variedade,denominadas cons

tantes de estrutura da algebra.

V. TETRADAS E CALCULO coM Formasi27]

Suponha gue M tenha dimensao 4. Como Tp também tem dimensio

4 para todo p € M, podemos escolher 4 campos vetoriais {e A=0,

AI
1,2,3} linearmente independentes em cada ponto p € M. Além dis-

so, podemos Supor gue Os campos sao ortonormais, isto é:

g(eo,eo) =1
g(ei,ei) = =1 i=1,2,3
g(eA,eB) = 0 se A £ B

Embora estejamos chamando o espago~tempo de variedade riemannia-—
na, a rigor deveriamos chamar de variedade pseudo-riemanniana ,

pois se v & um vetor, entao podem ocorrer os seguintes casos:

v

1) g(va)

iiy g lv,v)

~

iii) g(V:V)



0 vetor v & dito tipo-tempo, tipo-nulo ou tipo—espago; dependen-—
do se ocorre i}, ii) ou iii). No caso 1) o vetor v esta dentro
do cone de luz local, no caso 1l1) ele esta sobre o cone e no ca-
so iii) ele esta fora do cone. Uma variedade em gue sO ocorre O
caso i} e dita variedade riemanniana propria.

Os campos e, sao chamados de tetradas. Na base de coordena-

A

das escrevemos

[T}
e, = e ——
A A Bxu
. A ' . ~
Sejam & as 1-formas duais a en- Entao:
A A
<B ,eB> = § B

A
Na base de coordenadas, § pode ser expresso por:

of _ eAdeU (B.8)
onde eA P = SA . O elemento de linha
n B B
2 B o, R
ds = gade dx

pode ser escrito como

2 A B
ds ™ = nABB g

onde

a B

€A B T "ap

gaB
A derivada exterior dos eA dados pela expressao (B.8),e :
C

A A A A

- [V R ' B
dg = eu,ldx A dxt = eu;ke,Be c8 A D (B.9)
Define-se os coeficientes de rotacao de Ricci YABC por:
A A SR
YVge =~ ;0 5% ¢ (B.10)

Pode-se mostrar, devido ao fato de Nag Ser constante, due:



Yasc © T YBac
Define-se as 1-formas de rotagao por:

C

Utilizando a egquacao acima; podemos escrever a expressao (B.9)
como:
a0® = - P, A 6° (B.12)

que & a primeira equac¢ao de estrutura de Cartan. Pode-se mostrar,
como decorréncia do fato de a derivada covariante de 9,p ST Du-

la, que:

Yap = “YBa

. . . A
Define-se o0os coeficientes C BC como sendo:

A A A
CBc = Ysc~ YcB (B.13)
A relacao acima pode ser invertida, dando:
~l e —cC. . -Cas) (B.14)
YaBc -~ 2 ‘~ABC BAC CAB .
A expressao (B.12) pode ser escrita entao, como:
A _ 1.A B C
de” = 57 Cge 07 A B (B.15)

Da derivacio exterior das 1-formas de rotacgao WaR dadas pela ex-

pressao (B.11), obtemos:

(B.16)

que & a segunda equacao de estrutura de Cartan, onde RABCD s30 as
componentes,na base de tetradas,do tensor de Riemann definido

por:



M
Vargin ~ Vasais T R’OLBAV}_J

onde V & um campo vetorial arbitrario.

Para se obter as componentes do tensor de Riemann, usando
o calculo com formas, procedemos da seguinte maneira: Escolhemos
uma base GA de forma gue o elemento de linha d52 seja exXpresso
por d52 = nABBABB. Derivamos exteriormente as 1-formas BA. A ex-
pressao (B.15) nos permite obter os coeficientes CABC por leitu-
ra direta da expressao obtida para dBA. Pela expressao (B.14} po
demos entdo encontrar os coeficientes de rotacdo de Ricci vy BC
Usando a expressdo (B.11) obtemos as 1-formas de rotacao Uag .

cuja derivacao exterior nos permitira encontrar as componentes

do tensor de Riemann via equacao (B.16).

VI. EQUACJES DE MAXWELL NA BASE DE TETRADAS

0 tensor eletromagnético & expresso,na base de coordenadas,

por:

F _dx® A dxg

ap

=

Na base de tetradas, ele e dado por:

1
2 TAB
onde

& F {(R.17)

R
F = e ‘
B MV

M
AR A

As equacdes de Maxwell, na base de coordenadas, sao:

poB = g% (B.18)

0 (B.19)



Na base de tetradas, elas podem ser obtidas da seguinte forma
Multiplicando a eguacao (B.18) por eAu e usando a equacao (B.17),
temos que:

CB o B A a C
(F e Ce B);B o o]

Desenvolvendo a equacdo acima, e usando a expressac (B.10), obte

mes:

AB A

AB P F = J

.CB C
F , 0 S B + Y CBF + Y pe

onde JA & a corrente elétrica na base de tetradas. Um procedimen

to analogo pode ser feito com a equagao (B.19), obtendo-se:

o) D D

€ c1 T ForsY ac] T ForaY mei

F
[AB,p



APENDICE C

I. A CLASSIFICACAQ DE BIANCHI-BEHR

Seja M uma variedade tridimensional gue admite trés campos
de Killing {Ki, i=1;2;3} linearmente independentes em cada ponto
de M. Isso & equivalente a dizer que a matriz IIKil, onde a & in
dice de coordenadas e i indice de numeracao da base, tem determi
nante nao nulo. O grupo de isometrias atua entéo, simplesmente
transitivamente sobre M. Pode-se mostrar gue o grupo de isometri

[24]

as e um grupo de Lie , isto e, seus elementos sao pontos de

uma variedade. Todo grupo de Lie tem uma algebra de Lie{24] asso
ciada. A algebra de Lie do grupo de isometrias e dada pela alge-
bra dos campos de Killing, que uma vez fixada uma base para o es
paco vetorial gerado por estes campos, a algebra fica caracteri-

. -, m -
zada de maneira Unica pelas constantes de estrutura cij’ Jque sao

dadas por:

m
{Ki,Kj] = Cinm

A partir das escolhas independentes dos C?j’ obtéem-se todos os

tipos de algebras dos campos de Killing.

As constantes de estrutura satisfazem as seguintes proprie-

dades:
m m
cty - <5y (C.1)
c® ¢l . 0 (identidade de Jacobi) (C.2)
i[]j pygl

que sido satisfeitas para toda algebra de Lie. Devido a expres -

830 (C.1); pode-se definir uma matriz Npq, gque tem todas as in -

formacgdes de ng; da seguinte forma:



nPd o P (c.3)

ij
Podemos decompor NP9 nas suas partes simétrica e antissimétri -

ca, de forma que:

NP - N(pq) N N[pq] (C.4)

Uma vez que N[pq] tem treés componentes independentes, segue que

ela pode ser escrita como:

a. = ¢ y Lpd]

J Jpg
Invertendo a exXpressao acima, obtemos:

ylpal _ _paj, (C.5)

J

A expressao (C.4) & dada entdo por:

NP2 - (P, POl (C.6)

]

A expressao (C.3) pode ser invertida, dando que:

Substituindo a expressao (C.6) na equacao acima, obtemos:

PO L1 594 - 594, (C.7)
i%5 374

o] —

ij ijp
Usando as expressoes (C.2) e (C.3), obtemos que:

m [pgl
C N
rq

= 0

Substituindo as expressoes (C.5) e (C.3) na equagao acima, obte-

nmos:

NPy =0 (C.8)

Finalmente; usando a expressao (C.6), obtemos:
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N(mp)a = 0
P
Uma vez que o tensor N(mp) e simetrico, podemos, por uma mudanga
de base, escolher os campos de Killing como autovetores de N(mp%
de forma que na nova base:
NlpqL diag ( n n.,,n. ) (C.9)
1772773 .

Se os {ni, i=1,2,3} forem diferentes entre si, os vetores de Kil
ling em cada ponto da variedade serao automaticamente ortogonais,
e se o0s {ni} nao forem diferentes, podemos escolher os vetores

de Killing ortogonais. Como pela expressao (C.9) segue que a

(

P

também & um autovetor de NPY podemos escolhé-lo, sem perda de

generalidade, da forma:

ap = (a,0,0) ' (C.10)

Assim a expressdo (C.8) se reduz a condigao:

na = 0 (C.11)
Usando as expressoes (C.9), (C.10) e (C.11), a eguagao (C.7) nos
da que:

a
[Ry Ryl = =5 Ky - n3ky
a

{K3IK1] = - n2K2 + 3 K3

[Ky, K3l = = nyK,

As escolhas independentes possiveils para {ni} e a, sao dadas na
Tabela I [28].
As constantes {ﬁi} e a podem ser normalizadas a £1 exce-

1:0[28:| nos Casos an,n, £ 0. A definicgido de h &
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TARFIA I - Classificacgao dos grupos de isometrias tridimensionais.

CLASSE. TTPO .a n1 n2, n3 TIPO DE
i ’ SIMETRTA
A I 0 0 0 I
I1 0 + 0 IT
VII 0 + + 0 VIT
VIO 0 + - Q VI
IX 0 + + + Ix
VIII 0 + + - VIIT
B v + 8] 0 v
v + 8] + v
VIIh + 0 + + ViI
VIh, + 0 + - VI
{(IIT se h=—1)
a.2
h =
4n2n3

[1]

Originalmente Bianchi classificou nove tipos de grupos e

[3]

Behr complementou mostrando que existem dez tipos de grupos de

isometrias tridimensionais.

11. CARACTERIZACAO DO ELEMENTO DE LINHA D0OS MODELOS ESTUDADOS

0 elemento de linha {(1.1), dependendo dos valores dos para-
metros A, e 12, representa um modelo do tipo Bianchi I, IT, VIIIT,

1
IX ou Kantowski—SachsI29’3O].

Cada modelo de Bianchi é caracteri
zado por um elemento de linha gque pode ser obtldo a partir das
formas w, invariantes sob transformacOes geradas pelos campos de

Killing, isto é:



As bases invariantes para todos os tipos de Bianchi estéo tabela
das, por exemplo, na referéncia [31]. Os modelos tipo Kantowski-
—Sachs} apesar de serem espacialmente homogéneos no sentido de
gue o tensor de Riemann & constante na tri-superficie t = cons -
tante, néo admite um grupo de isometrias tridimensional simples-
mente transitivo, mas sim um grupo quadridimensional multiplamen
te transitivo; atuando na superficie t = constante. A caracteri-
zagéo deste modelo pode ser encontrada na referéncia [32].

Vamos agora colocar o elemento de linha (71.7) nas formas pa

drdes dos tipos de Bianchi. Os casos possivels sao:

i) Bianchi T (A1 = Kz = 0)

Tomaremos solugdes particulares para as equacoes diferenci-
ais (1.2) e (1.3), para exemplificar o procedimento. Quando k1 =

= Az = 0; podemos tomar

m = mo = constante

_1
senb

O elemento de linha (1.1) se escreve entao, como:

2
as? - at? - a2 () (ax+dm do)? - B2 (t) (<2 1 ag?)
© sen 0

Com a transformacao de coordenadas

X = X + 4mo¢
y = £n tg %
Z='¢
Obtemos
ds? - at? _ a%(t)ax® - B () (dy’+dz?)

[31

que &€ a forma padrao 1 para Bianchi I com duas diregaes de ani
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sotropia.

ii) Bianchi II (A, # 0, A, = 0)

As solucgbes para as equagoes (1.2) e (1.3) podem ser:

A
1 g
m=7£ntg§
1

sent

Com a transformacao de coordenadas dada por:

X = x/2h1_
.8

y = &n tg 5

Z:(j)

Obtemos, para o elemento de linha (1.1), a expressao:

ds® = ae® - A% (¢) (@x + ydz) 2 - B? (¢) (dy’+dz?)

onde A = 2A1A

iii) Bianchi VIII (A, £ 0, A, = 1)

1 2

As solugOes para as equacgdes (1.2) e (1.3) podem ser:

A
m2 = 7; (cosf + cos-18)
k=tg8

Com a transformacao de coordenadas

X

X =
2A1

v = 4n cos™ '8

Z = 29
Obtemos, para o elemento de linha (1.1), a expressao:

_ 2 2 2
ds ™ = dtz—Az(t)(dx+coshy dz)2 - Bz(t)(dy +senh " ydz")

onde A = 2A1A



iv) Bianchi IX (A1 £ 0, A2 = =1)

As solugbes para as equagoes (1.2) e (1.3) podem ser:

2 _ El cosfH
mo= - S

X =55

2k1
y = 6
z = ¢

Obtemos, para o elemento de linha (1.1), a expressao:

2 2

ds™ = dt2 - E%t)(dx%c05ydz)2 - B7(t) (dy2+sen2ydzz)

onde A = -23,A .
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