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RESUMO

Investigamos a possibilidade de geometrizacao do
eletromagnetismo utilizando wuma. - geometria de Cartan quadrimen
sional.

Construimos uma densidade lagrangiana, que apre-
senta a invariancia dual, para a eletrodinamica dos dyons formu-
lada em termos de dois potenciais. Descrevemos esta teoria atra
ves da associagldo dos dois potencials com o traco e com o pseudo
—-trago da torgado, e do campo com o divergente covariante da tor-
cao-

Depois, procuramos obter o acoplamento minimo do
campo gravitacional, de particulas, de campos escalares ¢ de cam
pos espinoriais com a teoria geométrica dos dyons através do aco
plamento minimo destes campos com a geometria de Cartan. Porém,
os resultados da teoria de Einstein-Maxwell nao sdo obtidos.

Também tentamos conseguir estes resultados atra-
vés da imposicao da invariancia conforme, a fim de interpretar as
transformacoes de gauge do 4-vetor potencial como decorrentes das
transformacdes conformes das tetradas. Mas verificamos que a ob-
tencdo do acoplamento minimo € incompativel com a interpretacao

geométrica das transformacoes de gauge.
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INTRODUCAD

A partir do surgimento da Teoria da Relatividade
Geral, as interacoes fundamentais da natureza ficaram descritas
por duas maneiras distintas. A gravitacao passou a ser conside-
rada como uma manifestacdo da estrutura geométrica do espaco-tem
po, enquanto as outras interacodes continuaram a ser tratadas co
mo estruturas exteriores ao espago-tempo. Mas a geometria do es
paco-tempo nao ficou completamente determinada pela Teoria da
Relatividade Geral, exceto para o vazio, pols a determinacao do
tensor momentum-energia das fontes do campo gravitacional nao
pode ser realizada sem o auxilio de outras teorias.

Insatisfeito com tal situacdo, Einstein conside-
rou a Teoria da Relatividade Geral como sendoc imcompleta e pro-
visbria, afirmando que ela apenas era uma teoria do campo gravi
tacional onde este campo estaria artificialmente isolado de um
campo total, que unificaria todas as interacfes através de uma
teoria que ele ainda desconhecia (6) -

A fim de solucionar tal problema ele procurou ob-
ter uma teoria que descrevesse geometricamente a gravitacao e o©
eletromagnetismo, a chamada teoria do campo unificado. Entretan-
to, nem ele nem muitos dos seus contemporaneos, que tentaram tam
bém atingir este objetivo, conseguiram sucesso (28).

Com o surgimento da mecanica quantica este pro-
hlema saiu do centro das atencbes e a maioria das pesquisas pas
sou a ser realizada no estudo dos fenomenos atomicos » nucleares,
e de particulas elementares. Estas pesquisas levaram a descober-

ta de duas novas interacgdes fundamentais que, contrariamente — ao



que ocorre com a gravitacio e o eletromagnetismo, sdo de curto
alcance: as interacgoes fraca e forte.

Assim, atualmente acredita-se que existem quatro
interacdes fundamentais: a interacao forte, que mantém o nicleo
atomico unido; a interacdo eletromagnética, responsavel pela for
macac de dtomos e moléculas; a interacgao fraca, responsavel pelo
decaimento B do neutron e pela existéncia de diversos elementos
radioativos; e a interagao gravitacional, que € o elemento deter
minante da estrutura do universc em larga escala.

Estas interacOes podem ser formuladas atravées das
fisicas quantica e classica. As intera¢les fraca e forte sdo des
critas apenas em termos da fisica quantica. A interacao gravita-
cicnal & descrita apenas em termos da fisica classica, pois até
o momentc nao se obteve uma teoria quantica da gravitacao satis
fatoria. O eletromagnetismo admite tanto uma formulacdo quantica
quanto uma classica.

A descrigaoc das interacoes na fisica quantica &
realizada através da teoria quantica de campos. Foi neste contex
to que, recentemente, notaveis progressos foram obtidos na formu
lacao de uma teoria unificada do campo. As interagoes fracae cle
tromagnética foram unificadas atraves de uma tecria de gauge, no
modelo de Glashow-Weinberg-Salam, com grande sucesso(*).

Este fato reviveu as tentativas de obter-se uma
teoria unificada, agora em um contexto diferente daquele imagina

do por Einstein.

(*) Uma revisao deste assunto pode ser .encontrada na referencia
(38).



Na concepcao de Einstein a tecoria unificada des-
creveria as interacdes através da associacao das mesmas com ele-
mentos da estrutura geométrica do espago-tempo. Neste caso, auni
ficacao seria do tipo forte quando interacoes diferentes fossem
descritas através de um Unico elemento da estrutura geométrica,
e seria do tipo fraco quando isto nao ocorresse (28).

No modelo de Glashow-Weinberg-Salam as interacgoes
fraca e eletromagnética tem a mesma intensidade e as constantes
de acoplamento destas interacoes tem igual ordem de grandeza pa-
ra altas energias, diferindo entre si apenas para baixas ener-
gias. Este & o sentido da unificagao eletrofraca Mas, considera-
se que, devido a existéncia de duas constantes deacoplamento in-
dependentes, estas interacOes ndo sao realmente unificadas.

A descricdo das interacbes fortes através da Cro-
modinamica Quantica e a teoria eletrofraca de Glashow-Weinberg -
Salam foram o ponto de partida para a formulacao de teorias que
procuram unificar as interagdes forte, fraca e eletromagnética ,
chamadas de Teorias de Grande Unificacao. Nestas teorias, para al
tas energias.todas estas interacOes tém a mesma intensidade e sO
existe wuma constante de acoplamento.

Para baixas energias esta constante de acoplamento
da origem As varias constantes de acoplamento das diversas intera
coes. Um fenomeno semelhante ocorre com as intensidades das inte-
racoes.

Entretanto, as interacges fundamentais da nature-
za nao sdo completamente unificadas através das teorias de Grande
Unificacao, pois estas teorias nao levam em consideracao a gravi-

tacdo. Este problema pretende ser superado pelas teorias de super



gravidade que procuram realizar uma unificagdo de todas as inte
racoes fundamentais da natureza.

Embora as Teorias de Grande Unificacao e as teo-
rias de supergravidade possam ser descritas em termos geométri-
cos, elas nao representam uma unificacfo no sentido proposto por
Einstein. Os campo de gauge sao associados a conexao de um fibra
do principal, que € uma variedade diferencidvel com 4+n dimen-
soes, onde n ¢ o nimero de dimensoes do espago das simetrias in-
ternas (51). A supergravidade € descrita em um superespaco que
além das coordenadas do espaco-tempo, apresenta também coordena-
das espinoriais (47;.

Portanto, permanece © problema da dicotomia exis-
tente na descricao das interacoes fundamentais: a gravitacdo @&
associada a estrutura do espaco-tempo e as outras interacOes sao
tratadas como estruturas exteriores ao espaco-tempo, embora pas-
siveis de interpretacao geométrica. Associadas a este problema e
xistem as questoes da geometrizacao das outras interacgoes funda-
mentais {(condicdo necessaria para a formulagao de uma teoria uni
ficada de acordo com a concepcao de Einstein), e da formulagao de
uma teoria quantica da gravitacdo (necessdria para a unificacao
da gravitacao com as outras Interacoes de acordo com as concep-
cOes atuais (48).

Talvez por este motiveo, as tentativas de obter-se
uma teoria unificada classica da gravitacao e do eletromagnetis-
mo nunca t-nham sido completamente abandonadas, apesar dos insu-
cessos. BEm particular, recentemente,surgiram novas possibili-
dades com as tentativas de associacao entre o eletromagnetismo e

a torcao - aparte anti-simétrica da conexdao - em uma geometria



O conceito de torcao foi utilizado pela primeira
vez por E. Cartan, procurando obter uma teoria geométrica de al
go semelhante ao spin (49). E, atualmente, a geometria de Car-
tan & utilizada na chamada Teoria de Einstein-Cartan, onde o}
spin € introduzido na geometria através da torgéo, no contexto
da Teoria da Relatividade Geral (50).

Mas a utilizacao de uma geometria de Cartan com
dimensao quatro na formulagao de uma teoria unificada da gravi
tacdo e do eletromagnetismo nio & recente, pois a primeira ten-
tativa foi realizada por Einstein em 1928 (28).

Podemos classificar estas teorias com relacao 3a
ausencia ou ndo de decomposigao da torgao, e com relacgao ao fa
to do tipo da decomposicao realizada ser arbitraria ou nao. As pri-
meiras teorias propostas nao realizaram a decomposicao da tor-
cao. Elas foram abandonadas por ndo serem compativeis com os re
sultados experimentais (28). As teorias recentes utilizam a de-
composicao da torcaoc com a finalidade de associar o campo ou o
4-vetor .potencial com alguma das partes em que a torcao € decom
posta. Contrariamente ao que ocorre com a associacao do 4-vetor
potencial, a associacdo do campo eletromagnético com a torgao so
€ possivel através de uma decomposicdo arbitrdria da mesma. Além
disso, quando o potencial &€ associado & torcao o campo € defini
do com o auxilio de hipoteses ad hoc, e vice-versa. Em geral, es
tas teorias nao conduzem aos resultados da teoria de Einstein-
Maxwell, entre outras dificuldades.

Em nosso trabalho procuramos dar continuidade a
estas tentativas, especialmente a realizada por Novello (L&,QZL

que procura descrever geometricamente a eletrodinamica classica



dos dyons (particulas que apresentam tanto carga el&trica quanto
carga magnética). Investigamos a possibilidade de associagao en
tre o eletromagnetismo e a torcao, de um modo compativel com a
teoria de EinsteIn-Maxwell e com o acoplamento minimo de particu
las, campos escalares e campos espinoriais com o campo eletromag
nético, procurando ndo recorrer a hipdteses ad hoc que permitam
a obtengdo deste resultados. Acreditamos que, através deste pro-
cedimento, poderemos contribuir para o esclarecimento das razées
que levaram as teorias unificadas que utilizam uma geometria com
dimensao quatro ao insucesso.

Apresentamos uma teoria geométrica dos dyons onde
os potenciais da eletrodinimica dos dyons siao associados ao tra-
¢o e ao pseudo-trago da torgido em uma geometria onde a parte sem
traco e sem pseudo-trago da torcao € identicamente nula, analoga
mente ao que ocorre na teoria proposta por Novello '(18,27) onde
esta geometria € chamada de Geometria de Cartan Restrita.A fimde
evitar a adogao de hipoteses ad hoc, procuramos encontrar um ten
sor anti-simétrico de segunda ordem, linear nas derivadas primei
ras dos potenciais, e formado a partir da curvatura ou da torgao,
que possa ser associado ao campo eletromagnético. Verificamos que
o tensor procurado € o divergente covariante da torcgao.

Como a eletrodinamica dos dyons € invariante sob
rotagoes duais dos campos e das fontes, procurames formular uma
densidade de lagrangiana para o campo que também apresentasse es
ta invariincia, pois € através de uma escolha adequada do angulo
da rotacgio dual que a eletrodinimica dos dyons coincide com a
eletrodinidmica de Maxwell (gauge de Maxwell) , quando a razao en-
tre as cargas elétrica e magnética dos dyons for uma constante u

niversal. Uma das dificuldades das teorias anteriores originiva-



se justamente do fato das densidades lagrangianas propostas nao
apresentarem esta invariancia.

Portanto, contrariamente ao que ocorre CoOm &s Ou-
tras teorias propostas, mostramos que as equagoes de campo da
eletrodinamica dos dyons nodem ser ohtidas a partir de um prin
cipio variacional onde a ac@o € invariante dual, e que tanto os
potenciais quanto o campo ‘podem ser associados & torcao sem o au
xilic de hipoteses ad hoc.

Entretanto, o sucesso de uma teoria geométrica do
eletromagnetismo também depende do seu acoplamento com outros
campos e com particulas, que deve estar de acordo com os resul-
tados experimentais. Assim, procuramos verificar se o acoplamen-
to do campo gravitacional, de particulas, de campos escalares ¢
de campos espinoriais com a teoria geométrica dos dyons & compa-
tivel com os resultados da teoria de Einstein-Maxwell.

Inicialmente, procuramos determinar se o acoplamen
to minimo, dos campos escalares e espinoriais, com a Geometriade
Cartan Restrita, coincide com os resultados desejados. Verifica-
mos que o campe. escalar nao apresenta acoplamento com o campo
eletromagnético e que o acoplamento obtido para o campo espino-
rial nao satisfaz as invarif@ncias da eletrodinamica dos dyons, ne
cessarias para a obtencdo da equivaléncia com ateoria de Maxwell.
Mas & possivel a formulacdo de uma densidade lagrangiana para o©
campo gravitacional que conduz ds equagoes de Einstein-Maxwell.

Depois, procurando dar uma interpretacdo geométri
ca para as transformagOes de gauge do 4-vetor potencial, investi-
gamos a possibilidade do acoplamento minimo da gravitagdo, de

particulas, de campos escalares e de campos espinoriais coma teo



ria geométrica dos dyons poder ser obtido através da imposicao
da:hwérﬁ%mia conforme. Recentemente, demonstrou-se que o compri
mento € conservado sob transporte paralelo quando transformagdes
conformes das tetradas sao realizadas em uma geometria de Cartan
e que, neste caso, as transformacoes do traco da torcao asseme-
lham-se ds transformacoes de gauge do 4-Vetor potencial (34,35) .
Verificamos que os resultados obtidos a partir da imposicao -da
invariancia conforme,coincidem com os da teoria de Einstein-Max-
well, se o trago da torcao for imaginério puro. Mas, nesfe caso ,
ha uma imcompatibilidade entre a obtencao do acoplamento minimoe
a interpretacao geométrica das transformacoes de gauge. Porém,
formulamos densidades lagrangianas para o campo gravitacional .e
para particulas carregadas, invariantes sob transformacoes con-
formes, que conduzem aos resultados da teorias de Einstein-Maxwell

Logo, podemos afirmar que a teoria geométrica dos
dyons so € satisfatdria na auseéncia de fontes, pois a mesma nao
reproduz os resultados obtidos através do acoplamento minimo em
nenhum dos casos considerados.

A fim de facilitar a comparacao dos resultados
que obtivemos com a eletrodinamica cl@ssica e a teoria da Relati
vidade Geral, apresentamos um resumo dos principais resultados
destas teorias nos capitulos 1 e 2. Em especial, o capitulol com
tém uma exposicao da eletrodinamica dos dyons e uma demonstracgao
de que a mesma € quivalente & teoria de Maxwell, quando a razao
entre as cargas magnética e eletrica dos dyons for uma constan-
te universal. E neste capitulo que formulamos uma densidade la-
grangiana, para a eletrodindmica dos dyons, que apresenta a in-
variancia dual. Também apresentamos a teoria de Einstein-Maxwell

no capitulo 2, onde as fontes consideradas sao particulas, cam-



pos espinoriails € campos escalares.

No capitulo 3, apresentamos as teorias unificadas
da gravitacao e do eletromagnetismo que utilizam uma geometria de
Cartan quadrimensional, com énfase nas teorias mais recentes que
decompbem a torcao. Além disso, fazemos um resumo dos trabalhos
que relacionam transformacoes conformes das tetradas com a tor-
cao, sugerindo que o traco da torcdo comporta-se como um  campo
de gauge neste caso.

No capitulo 4, formulamos uma t€oria geométrica
dos dyons, na linha de pesquisa dos trabalhos apresentados no ca
pitulo anterior, e investigamos o acoplamento do campo eletromag
nético com o campo gravitacional, com particulas, com campos es-
calares e com campos espinoriais, de acordo com o principio do
acoplamento minimo com a Geometria de Cartan Restrita e de acor-
do com o principio da invariancia conforme.

Finalmente, apresentamos as conclusoes a que che-
gamos em virtude deste trabalho, a respelito da possibilidade de
obtengao de uma teoria unificada da gravitacao e do eletromagné-
tismo atraves de uma geometria quadrimensional. A partir das hipo
teses consideradas, podemos afirmar que uma descricdo geomé€trica
satisfatdria do eletromagnetismo niao pode ser obtida em uma geo-
metria de Cartan quadrimensional.

No apéndice A, fazemos um resumo de varios resul-
tados e definicoes da geometria diferencial, gue sao utilizados

nesta dissertacdo.



CAPITULO ]

‘ELETRODINAMICA CLASSICA

1.1 - INTRODUGCAOD

Neste capitulo fazemos uma revisao da eletrodina-
mica classica e apresentamos diversos resultados que _adotaremos
como critérios necessarios para a formulagdo de uma teoria geomé
trica do eletromagnetismo.

Inicialmente, desenvolvemos a formulagao covarian
te da eletrodinamica de Maxwell a partir de um principio variacio
nal e apresentamos o acoplamento minimo do campo eletromagnéti-
co com particulas, campos escalares e campos espinoriais.

A seguir, apresentamos a eletrodinamica das parti
culas que tem tanto carga elétrica quanto carga magnética, chama
das de dyons. Esta teoria € invariante sob rotacoes duaise, quan
do formulada em termos de dois potenciais, sob transformacoes de
gauge generalizadas.

Depois, formulamos uma densidade lagrangiana para
a teoria que € invariante sob estes dois tipos de transformacoes.
A invariancia dual nfo foi considerada nas pesquisas anteriores
sobre a existéncia de um principio variacional, quando as fontes
tém cargas el@trica e magnética.

Finalmente, mostramos que a eletrodinamica de Max
well e dos dyons sdao equivalentes, através de uma escolha da ro
tagao dual e das transformagoes de gauge generalizadas, quando a
razdo entre as cargas magné€tica e elétrica dos dyons ‘.for uma

constante universal.
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1.2 — ELETRODINAMICA DE MAXWELL

Antes do surgimento da Teoria da Relatividade Res
trita, admitia-se que o espago e o tempo eram absolutos (indepen
dentes entre si e com relacao aos demais constituintes do univer
so) e acreditava-se que a separacao entre eles era um dado obje-
tivo da Realidade (1). De acordo com esta concepg¢ao, Maxwell
formulou a eletrodinamica em termos das intensidades de campo e-

- . > - . > . e -
letrico E(x,t) e magnetico ﬁ(x,t) cuja dinamica ¢ dada pelas e-

(*)

quagoes

V.E = dwp (1.2.1)
wﬁ-liﬁ—=ﬂ§ : (1.2.2)
c ot c
-
V.0 = 0 (1.2.3)
Vx§-+1.§§;= 0 (1.2.4)
c ot

Nestas equacoes as fontes dos campos sao as densi
dades de carga p(i,t] e de corrente elétrica E(i,t), e céave-
locidade da luz no vacuo (2)..

As equacgoes de Maxwell implicam na conservacao da

carga eléetrica, expressa atraveés da equacao de continuidade

(*) Estamos utilizando o sistema de unidades gaussiano nesta dis
sertacdo.
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L.—14+
+
lm
°
{

= 0 (1.2.5)

Q2
(m

Os campos elétrico e magnético podem ser descri-
tos em termos de um potencial escalar ¢ e de um potencial vetor

+
A de acordo com

= - yp - =22 (1.2.6)
c ot
e
H = vxA (1.2.7)
Os potenciais ndao sao univocamente definidos,

pois a um mesmo campo podem estar associados diferentes poten-

cials relacionados por

6 o o+ 120 1.2.8)
c at
e
A+ R - vg (1.2.9)

onde 0(§,t) € uma fungdo arbitraria. Estas sao as transformacdes
de gauge (calibre) dos potenciais. SO tém significado fisico as
grandezas que forem invariantes sob as mesmas (3).

Mas Eiﬁstein,'@} mostrou, ao formular a Teorila da
Relatividades Restrita, que os conceitos de espacgo e tempo nao
sao absolutos. Contrariamente ao que se considerava, o espaco e

o tempo estdo de tal modo relacionados entre si que as medidas de



comprimentos e de intervalos de tempo dependem do referencial
inercial utilizado. Um fenomeno semelhante ocorre com os campos
elétrico e magnético, que estao intimamente associados, peis o
surgimento ou o desaparecimento de um desses campos também de-
pendem da escolha do referencial inercial.

Tendo em vista os resultados mencionados no pata
grafo anterior, pode-se concluir que a formulagao da eletrodina
mica apresentada tem o incoveniente de nao indicar explicitamen
te a existencia das relacgoOes entre espago e tempo, e entre  0s
campos elétrico e magnético. Tal problema ndo existe com rela-
cao a uma formulagdo que seja covariante em relagdo as transfor
magoes de Lorentz, quando as mesmas sao encaradas como transfor
macoes de coordenadas em uma geometria quadrimensional de acor-
do com os resultados apresentados por Minkowski (5).

Embora o espaco ¢ o tempo nao sejam absolutos,
eles podem ser combinados para formar o espago-tempo de Minkowski.
que ¢ absoluto. Em um referencial inercial, o elemento infinite
simal de comprimento deste espago-tempo € dado por

2 - BV
ds npvdx dx (1.2.10)

- o} - . -
onde a coordenada temporal ¢ X" =ct ¢ as espaclials sao as carte-

2 3 *)

sianas x! = x, x* = yex =1 . A métrica € dada por.

(*) Nesta dissertagdo utilizamos as scguintes convengoes: indices
gregos assumem os valores 0,1,2 e 3; indices latinos minasculos
tomam os valores 1,2 e 3; cada par de indices iguais Trepresenta
uma soma em todos 0s valores que esses Indices podem assumir.



nuv = diag. (+1, -1, -1, -1) (1.2.11)
No espaco-tempo de Minkowski o eletromagnetismo &
formulado em termos de um tensor Fuv’ anti-simétrico, chamado de

campo eletromagnético cujas componentes sio

Foi = Ei (1.2.12)
e
F.. = €., Hk (1.2.13)
1] ijk— , T
sendo Ei as componentes do campo elétrico, Hk as componentes

do campo magnético, e €55k © tensor completamente anti-simétrico

com € = ~-1.
123

As equacgoes de Maxwell, expressas em termos do cam

po eletromagnético, sdo formuladas no espago-tempo de Minkowski

de acordo com

auF“V = Am v (1.2.14)
C

*

auP“V =q (1.2.15)

0 dual do campo eletromagnético € definido por

*

Y = %e“VGBPuB (1.2.16)

- e - 123 _
sendo euvagcatensor completamente anti-simétrico com €% =1.
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A fonte do campo eletromagnético € o 4-vetor den-

sidade de corrente
(") = (ep, 1) (1.2.17)

que Telaciona as densidades de carga e de corrente elétrica.
A lei de conservacao da carga passa a ser expres-

sa em termos do 4-vetor densidade de corrente por
auJ“ =0 (1.2.18)

Analogamente ao que ocorre com OS Campos elétrico

e magnético, que podem ser expressos em termos do potencial esca
R + P

lar ¢ e do potencial vetor A, o campo eletromagnetico pode ser

expresso em termos de um 4-vetor potencial
>
Aa,) = (4, -A) (1.2.19)
de acordo com

an = BuAv - 3vAu (1.2.20)

Neste caso, as transformacdes de gauge dadas pelas eqs.(8) e (9)

assumem a forma

A > A + 30 (1.2.21}



A formulagdo do campo eletromagnético em termos
do 4-vetor potencial torna possivel a obtencdo das equacdes de
Maxwell através de um principio variacional .

A acao para o campo livre deve ser construida com
invariantes sob transformacoes de Lorentz formados a partir do

mesmo, a saber

Hv _ 2 _ p2
FF 2 (M2 - E2?) (1.2.22)
e
*
UV :
E T 4 BL.H (1.2.23)
Como o invariante dado pela eq.(23) & uma divergéncia total, a

acdo & formulada apenas em termos do outro invariante de acordo
com

_ -1 HV 4y
S FHVIT d*x (1.2.24)

16wc j

onde d"x & o elemento infinitesimal de volume do espaco-tempo de
Minkowski.

Através do principio da acdo minima obtem-se a
eq.(14), na auséncia de fontes, variando-se o 4-vetor potencial
na agao acima. A eq.(15) & uma decorréncia da formulacdo do cam-
po em termos do potencial dada pela eq.(20).

Devido a linearidade das equacoes de Maxwell, as
equacoes do movimento das fontes do campo eletromagnético devenm
ser postuladas independentemente das mesmas (06). Em vista deste
fato, a acao para o sistema formado pelo campo e suas fontes de-

ve ser composta de tr&s partes: uma que descreve o campo livre
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(dada pela eq.f24}) e outras duas que representam as fontes 1i-
vres e a interacao entre o campo e as fontes, respectivamente.

A seguir, apresentaremos oS sistemas onde as fon-
tes do campo eletromagnético sio particulas, campos escalares e
campos espilnoriais.

As equacoes do movimento de uma particula, com mas
same carga q, em um campo eletromagnético  podem ser obtidas

a partir da acao

S? = - mc{ds - %‘q Audzu (1.2.25)
onde dS = VdZuaZu ¢ o elemento infinitesimal de comprimento da
linha de universo da particula. A forma desta acdo nao pode ser
obtida apenas com base em considera¢des gerais (3). Ela & cons-
truida de modo que as equacdes do movimento resultantes, obtidas
através da variacdo da linha de universo da particula de acordo

com o principio da minima ac¢do, sejam dadas por

1
me W= - 4 VY (1.2.26)
ds C

onde V" & a 4-velocidade da particula. Este procedimento justifl
ca-se pelo fato de a eq.(26) estar em concordancia com os resul
tados experimentais, pols as suas componentes temporal e espa-
ciais sio, respectivamente, a variacdo da energia cinética da par

ticula

d mc?

> o
BT L . 1.2.
v Ao by (-2.27)
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e a forca de Lorentz

v x ) (1.2.28)

-+ . - -
onde v € a velocidade da particula.
Considerando-se que esta particula também seja fon
te do campo eletromagnético, o 4-yetor densidade de corrente fi-.

ca dado por

JV = g | Vet (Xx-12)ds (1.2.29)

onde 6“(X) = SCXO)S(XJ)SCXZ)S(XS). A hipotese de que esta corren
te seja conservada implica na invariancia da ac@o descrita pela
eq.(25) sob as transformacoes de gauge dadas pela eq.(21), e vi-
ce-versa. [Ia uma estreita associacdo entre a conservacao da car-
ga e a invariancia sob transformacdes de gauge.

Contrariamente ao que ocorre com as particulas car
regadas, as densidades lagrangianas que descrevem as interacoes
de um campo eletromagnético com campos escalares e campos espino
riais, sao determinadas a partir da exigéncia de que as densidades
lagrangianas desses campos sejam invariantes sob transformacoes
de Lorentz e sob transformacoes de gauge de segunda espécie(*).

Seja ® um campo escalar complexo ou um campo es-

pinorial. Uma transformacao de gauge do campo ? & definida por

(*) Maiores detalhes poderdo ser encontrados na referencia (7)
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3 (1.2.30)

Esta transformac@o sera de segunda espécie se o parametro ¢ for
dependente das coordenadas do espaco-tempo; em caso contrario
ela & chamada de primeira espécie. A invarifncia da densidade la
grangiana do campo ¢ sob estas transformagdes traduz a arbitra-
riedade da escolba da fase do campo. No primeiro caso, esta esco
lha pode ser realizada localmente, sem referéncia ao restante do
espaco-tempo.

A densidade lagrangjiana. deum campo escalar complexo

¢ livre, com massa m, &

= ﬁ*_?.*
L¢ 3,03% m?¢o (1.2.31)

Esta lagrangiana € invariante sob transformacoes de gauge de pri
meira espécie, mas ndo & invariante sob as transformacoes de se-
gunda espécie porque as derivadas parciais ndo se transformam do
mesmo modo que o campo, neste caso.

O mesmo fendmeno ocorre com relacac a um Campo €S
pinorial ¢, com massa m, que satisfaz a equacdao de Dirac. A den

sidade lagrangiana deste campo, livre, &
i = %.{q;y”auw - (auﬁ)y-“q) ~ 2imgy } (1.2.32)

. — T o .
Sendo YU as matrizes constantes de Dirac e ¥ = ¥ Y 0 espinor con

jugado a Y.
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A invariancia sob transformacdes de gauge de se-
gunda espécie pode ser obtida para as densidades lagrangianas dos
campos escalares e espinoriais através do principio do acoplamen
to minimo.

Dada a densidade lagrangiana de um campo ¢ livre,
escalar ou espinorial, realiza-se o acoplamento minimo do mesmo

com o campo eletromagnético através da substituigio
2,0 > Do (1.2.33)

na densidade lagrangiana. As derivadas parciais sao substituidas
pelas derivadas covariantes sob transformacoes de gauge de segun

da espécie

D& = {38 -~ i 0} . 2.
" ¢ " 1qAn] (1.2.34)

nas quais o potencial eletromagnético desempenha um papel seme-
lhante ao realizado por uma conexao afim na geometria diferencial,
compensando a nao-covariancia das derivadas parciais através das
transformacgoes de gauge dadas pela eq.(21).

Neste caso, a densidade lagrangiana do campo esca

lar ¢ em interagao com O campo eletromagnético resulta

- n * 2 *
L¢ Du¢(D ¢) m-¢é (1.2.35)

0 4-vetor densidade de corrente deste campo & dado por
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I, = iq(¢au¢*-h¢*au¢) (1.2.36)

Analogamente, a densidade lagrangiana do campo es

pinorial ¢ em interacdo com o campo eletromagnético &

I = i_-{winuw - @ D"y - 2infe ) (1.2.57)
2

A densidade de corrente do campo espinorial &

Jy = iqmyuw (1.2.38)

A conservacao das correntes dos campos escalares
e espinoriais dadas, respectivamente, pelas eqs.(36) e (38) &
uma consequéncia da invariancia das densidades lagrangianas des
tes campos, sob transformacoes de gauge. Como ocorreu no caso de

uma particula carregada, verifica-se aqui novamente a associacio
p ca

entre a invariancia de gauge e a conservacao da carga elétrica.

1.3 - ELETRODPINAMICA DOS DYONS

As equacoes de Maxwell, na ausencia de fontes, sao
invariantes sob rotacoes duais do campo eletromagnéticodefinidas

por
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( 3 : i [ )
B ! cosB senbd F
' nv { Hv i
i ‘| i
| = ll (1.3.1)
: *
i Eﬁt [usene cosh Fuv
\ / ) )

nas quais considera-se que o parametro 6 ndo depende das coorde
nadas do espago-tempo.

A invariancia dual pode ser estendida para as e-
quacoes de campo na presenca de fontes, postulando-se a existen-

cia de um 4-vetor densidade de corrente magnética

X)) = (ch,-K) (1.3.2)

-

. P PO
formado com as densidades de carga A e de corrente Kmagnéticas.
Neste caso, as equacoes do campo eletromagnético

ficam dadas por

s FPY = 2T g (1.3.3)
H C
[
*
g PMV - AT gV (1.3.4)
H o

Estas equacdes serao invariantes sob as rotacdes duais dos cam-
pos se, simultaneamente a estas transformagoes, as fontes se

transformarem de acordo com

v 1 . 1
JH cosH sent Ju

= (1.3.5)

-Kp' -send cosB '4a
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Mas, para que a invariancia dual seja valida para
o sistema formado pelo campo eletromagnético e suas fontes, deve
ter-se a invariincia dual das equacoes do movimento das fontes
alem da invariancia dual das equacbes de campo.

Contrariamente ao que ocorre na eletrodinimica de
Maxwell, o campo eletromagnético gerado por cargas elétricas e
magnéticas nao pode ser formulado em termos de apenas um poten-
cial nao-singular, pois tal hipdtese equilave & auséncia de car
gas magnéticas (8). Entretanto, este campo pode ser descrito em ter-

mos de dois potenciais, Au e Bu, de acordo com (9)

FUV = Auv - BJ& (1.3.6)

e
% — %

Fu\) = Au\) + Bu\) (1.3.7)
onde

Aﬁv = auAu - BvAu (1.3.8)
e

B, = °,B, - 3B (1.3.9)

Nesta formulacgdo, as rotagdes duais do campo, da-
das pela eq.(1), podem ser obtidas a partir das rotacoes dos po

tenciais, definidas por (10)

.Aﬂ_ll cos® send
(1.3.10)

B' -send  cosh
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0 campo eletromagnético agora torna-se invariante
sob transformacdes de gauge generalizadas dos potenciais defini-
das por

A > A+ Z (1.3.11)

B - B+ W (1.3.12)

onde Z11 e Wﬁ sio campos que devem satisfazer 4 condigaoc de cam-

po nulo

97 -937Z -c¢ aBa@W’ =0 (1.3.13)

Esta condicdo tem como decorréncia a exigéncia de que os rotacio

nais dos campos Zu e I{u satisfacam as equacoes

3 zPV = 0 (1.3.14)
u
e
apw““ =0 (1.3.15)
Os campos Z11 e Wu nao sao univocamente determina-
dos pela condic¢ao dada pela eg.(13), pois a mesma ¢ satisfeita

por diversos campos assoclados pelas transformacoes

Z > Z + 3 0 (1.3.16)

W W+ d.p (1.3.17)
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onde ¢ e p sao funcoes arpitrérias. Por esta razao, designaremos as
transformagoes apresentadas acima, eqs. (16) e (17), por transfor
magoes de gauge residuais.

Analogamente ao que ocorre na eletrodinamica  de
Maxwell, a formulacao do campo eletromagnético em termos de po-
tenciais permite que as equacgoes de campo scjam obtidas a partir
de um principio variacional (11,12].

A acldo para o campo eletromagnético livre & dada
por

1

S = (nF .
c l6nc J Hy

) *
MY 4 IlFquuV)d“X (1.3.18)

onde n e h s3o pardmetros adimensionals.Neste caso o invariante
*

FquuU nio & uma divergeéncia total. As equagdes de campo sdao ob

tidas, de acordo com o principio da agdao mInima., através da vari
acao dos potenciais A]1 e BW que sdo as varidveis independentes

As cquagoes de campo resultantes sao
v *
nd F*Y + na Y = o (1.3.19)
! 2!
N ,
hy F*Y - ny PPV = ¢ (1.3.20)
v u

Este sistema de equacgdes tem apenas a solugao trivial, dada pe-

las equagdes de campo na ausénsia de fontes, pois o determinante

= - (n®> + h2) (1.3.21)
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& nao-nulo, considerando-se que n e h nao podem ser ambos nulos.

Embora a acdo para o campo livre, eq.(18), seja in
variante sob as transformacdes de gauge generalizadas, ela nao
permanece invariante quando os potenciais sofrem uma rotacao dual.
Neste caso, os invariantes do campo sob transformacoes de Lorentz

também apresentamuma rotagao dual dada por (13)

1

, '
Y cos2e senzo "
pv pv
3 = | . (1.3.22)
. |
F' FHY ~sen26  cos20| |E F'V
k 'U\) ) e u\)
Contudo, as equacoes de campo obtidas a partir desta acao 520

invariantes duais.

A seguir, examinaremos a validade da invariancia
dual para as equacoes do movimento das fontes. Admitiremos duas
possiveis interpretacdes para a origem das densidades de corren-
te elétrica e magnética, considerando que as fontes sao constitu
idas apenas por particulas. Uma delas supoe que estas densidades
de correntes sao geradas por dois tipos de particulas que compor
tam-se, respectivamente, como monopolos elétricos e magnéti-
cos (14). A outra baseia-se na hipotese da existéncia de apenas
um tipo de particula (dyon), que possui tanto carga elétrica quen_
to carga magnética (15).

Também procuraremos formular uma densidade lagrangia-
na - que apresente a invariancia dual, da qual possam ser obti-
das as equacoes de campo e as equagoOes do movimento das particu-

las. Este aspecto nao fol abordado por outros autores.



Inicialmente, consideraremos a teoria onde as par
ticulas s3o monopolos elétricos e magnéticos. Em geral, supoe-se
que 05 monopolos elétricos t&m as mesmas propriedades das par
ticulas carregadas da teoria de Maxwell, sendo as suas equagoes
do movimento dadas pela eq. (2.26). Quanto aos monopolos magnéti
cos, usualmente admite-se que as suas propriedades sao andalogas

3s dos monopolos elétricos. Postula-se que as equagoes do movimen

to de um monopolo magnético, com massa M e carga b, sao dadas
por (8)
u Y
Me S = B Yy (1.3.23)
dt c v

onde UM & a 4-velocidade ¢ dt € o elemento infinitesimal de com-
primento ao longo da linha de universo de monopolo magnético. Nes
te caso, as equagoes do movimento dos monopolos elétricos e mag-
néticos sio invariantes sob transformagdes de gauge generalizadas,

mas nao sio invariantes sob rotacoes duais, como constata-se fa-

cilmente.

Considerando-se a existéncia de um monopolo elétri
co e de um monopolo magné€tico, as densidades de corrente elétri-
ca e magnética ficam dadas, respectivamente, pela eq,(Z.ZQ) e

por

o= b [UMS*(X - Y)dr (1.3.24)

Contrariamente ao que acontece na teoria de Max-
~ . - - - - -
well, nio existe um princIpio variacional do qual possam ser ob-

tidas tanto as equacoes de campo quanto as equagdes do movimento
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dos monopolos elé&tricos e magnéticos, a menos que sejam assumidas
condigoes subsididrias (16,17). Este resultado foi obtido supon
do-se que as cargas elétricas e magnéticas tém propriedades ania-
logas as das cargas da teoria de Maxwell. Abandonando-se esta su
posicao, pode-se formular um principio variacional sem a necessi-
dade da imposigao de vinculos (11,12).

Vamos considerar um sistema formado por dois mono
polos: wum elétrico e outro magnético. O monopolo elétrico  tem
massa m, carga €,e move-se com 4-velocidade v ao longo de wuma
linha de universo cujo elemento infinitesimal de comprimento &
dS. 0 monopolo magnético tem massa M, carga b, 4-velocidade M e
a sua linha de universo tem o elemento infinitesimal de comprimen
to dt . As equacdes do movimento destes monopolos podem ser obti

das a partir da acao

S = -mc | dS -& | mA - hB jv¥ds -
D R i u
b n
- Mc dr - — (hA._ - nB YU d<x {(1.3.25)
) c n i

onde n e h sdo os parametros da eq.{18). Variando-se as linhas
de universo dos monopolos elétrico e magnético nesta acao, obtém

-se, respectivamente, as seguintes equacoes do movimento

it
mc .g'v_. = _e. (nAuU - hBu\))V\) (1.3.26)
ds o
e
Mc éU_. = E (hAUU — nBu\))U\) (1.3-27)

dr c



onde A" & definido pela eq.(8) e "V pela eq. (9).
A acao dada pela eq.(25) e as equacoes do movimen
to obtidas a partir da mesma nao sdo invariantes nem sob transfor
macbes de gauge generalizadas nem sob rotagoes duais.
As equacoes do campo eletromagnético na presenca
das fontes, obtidas a partir da variagao dos potenciais AM e B

u
na acio formada pela soma das eqs.(18) e (25), resultam em

*
n sV oLl ey s nctoa MV oLouYy =0 @.3.28)
4 M c 4g ¥ c

*
ho(2 3, i ~LeyY)y - oncloo B “LpuYy s0 @.3.29)

4 c 4 C

0 sistema fcrmado pelas equacdes acima, egs.(28) e (29), s0  ad-
mite a solugdo trivial que € dada pelas eqs. (3) e (4).

Portanto, constatamos que a teoria dos monopolos
elétricos e magnéticos nao apresenta a invaridncia dual, e que a
invariancia sob transformacoes de gauge generalizadas so € vali-
da, quando as equacoes do movimento forem dadas pelas eqs.(2.2 ©)
¢ (23). Estas equagoes niao podem ser obtidas a partir de um prin
cipio variacional (17).

Considerando os resultados anteriores, investiga-
remos agora a possibilidade da invariancia dual ser valida para
a eletrodindmica dos dyons. Em geral, supoe-se que as cargas dos
dyons tém propriedades andlogas as das cargas da teoria de Max-

well, e postula-se que as equacdes do movimento de um dyon, com
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massa m, carga elétrica e e carga magnética b,sao dadas por (15,18)

U
nc &=L

(erMY + BEMVYV (1.3.30)
ds ¢ v

onde V" & a 4-velocidade do dyon ao longo de sua linha de univer
so, cujo elemento infinitesimal de comprimento e ds.
As densidades de corrente el@trica e magnética ge

radas por um dyon podem ser escritas, respectivamente, como

Il

g4 = e { yHgb (X - 2)dS (1.3.31)

M= b [ yPe* (X ~2)ds (1.3.32)
)

Admitindo-se a hipdtese da existéncia dos dyons ,
a rotacdo dual das fontes pode ser definida apenas em termos das

cargas de acordo com

et ¥ [ cos® seng e
= | , (1.3.33)

b’ - —send coso b |

Neste caso, pode-se verificar facilmente a valida
de da invaridncia dual para a eletrodinamica dos dyons, pois tan
to as equacoes de campo quanto as equacoes do movimento permane-
cem inalteradas, quando realizam-se rotacoes duais para o0s Campos

e as cargas (18).



Embora alguns dos resultados, acerca da inexistén-
cia de um principio variacional,obtidos para a teoria dos monopo
los também sejam validos para a eletrodinamica dos dyons,as duas
teorias nao sio equivalentes. A validade da invariancia dual pa-
ra a cletrodinimica  dos dyons permite que a equivaléncia da
mesma com a eletrodindmica de Maxwell (onde existe um principio
variacional) seja demonstrada. Levando em consideracao este fato,
procuramos construir uma agdo para a cletrodinamica dos dyons que
seja invariante dual.

Admitindo que a acao para o campo livre da eletro
dindmica dos dyons seja dada pela eq.(l8), procuramos encontrar
parametros n e h que transformam-se sob uma rotacao dual de modo
a compensar as transformagdes dos invariantes do campo'sob trans
formacoes de Lorentz dadas pela eq.(22). S6 nos foi possivel en-
contrar tais parametros,a partir da suposicao de que a razao en-
tre as cargas elétrica e magnética dos dyons & uma constante uni

versal. Neste caso, encontramos que

2

1y
n =127 (1.3.34)
14"\(2
e
A (1.3.35)
1+ y?

onde y & a constante universal,definida pela razao entre as car-
gas elétrica e magnética dos dyons. Considerando um sistema com
N dyons, tem-s¢ (nao somar oS indices repetidos)

b

|-

(1.3.36)

o
[add
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para i = 1,2,...,N. As transformagbes das eqs.(34) e (3>5) sao ob

tidas a partir das trasformagoes da eq.(36)}. Estas, por sua vez,

resultam das rotacoes duais das cargas dadas pela eq. (33).
Substituindo as eqs.(34) e (35) na eq.(18), pode-

mos escrever a a¢ao para O campo livre como

&

1/16 , v :
/16mc (Fuv-FyFﬁ%)(P“v+YF“v)d3x (1.3.37)

2

S = p—
1+y

A acdo que descreve o movimento de um dyon pode
der obtida a partir da agéo dada pela eq.(ZSj, considerando-se a
existeéncia de apenas uma massa e igualando-se as 4-velocidades e
as linhas de universo dos monopolos. Verificamos que a acao re-
sultante apresenta a invariancia dual quando substitulmos os pa-
rametros n e h, respectivamente, pelas eqs.(34) e (35). Neste ca

so, ela pode ser escrita na forma

ds -l[ (A, + bB )VMd'x (1.3.38)

p J c

As equacoes do moyvimento de um dyon que resultam

da eq.(38) sao dadas por

H
B Oy LA bEMV IV (1.3.39)
ds C
e ja tinham sido obtidas anteriormente por Leiter (19), também

a partir de um principio variacional. Mas ele nao considerou as



transformacdes de gauge generalizadas nem construiu uma acgao in-
variante dual para o campo. Estas equacoes diferem da eq. (30) por

nao apresentarem o termo

*

-1 e - pA")V (1.3.40)
C

existente naquela. Esta demonstrado que termos como este nao po-
dem ser obtidos a partir de uma densidade lagrangiana local (17)

Analogamente ao que ocorre com a teoria dos mono-
polos elétricos e magnéticos, quando as equacgoes do movimento sao
obtidas a partir de um principio variacional, verificamos que
nem a acgao dada pela eq.(38) nem as equagSes que dela  resultam
<o invariantes sob transformacoes de gauge generalizadas, embo-
ra apresentem a invariancia dual.

As equacoes de campo da eletrodinamica dos dyons,
na presenca de fontes, sio obtidas a partir da acao formada pela
soma das eqs.(37) e (38j. 0 calculo & analogo ao realizado na ob
tengdo das equagdes de campo da teoria dos monopolos elétricos e
magnéticos.

Portanto, constatamos que a teoria dos dyons apre
senta a invariancia dual. Analogamente ao que ocorre com a teo-
ria dos monopolos, a invariancia sob transformacoes de gauge ge-
neralizadas so existe quando o movimento dos dyons e descrita pe
la eq.(30), que nao pode ser obtida a partir de um principio va-
‘riaciomal, por apresentar o termo dado pela eq. (40) .

Também verificamos que existe uma acao que apre
a invariancia dual, da qual podem ser obtidas as  equa-

¢Ses de campo da teoria, quando a Tazae entre as cargas ele
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trica e magndtica dos dyons for uma constante universal. Mas, nes
te caso, a acdo que descreve o movimento das particulas nio &
invariante sob transformacoes de gauge generalizadas.

A teoria dos monopolos elétricos e magnéticos e a
cletrodinimica dos dyons ndo diferem apenas com relacgao a “inva-
riancia dual. Elas também se diferenciam com relagao aos resulta
dos experimentais. A teoria dos monopolos se distingue da eletro
dinamica de Maxwell porque admite a existencia de monopolos mag-
néticos que, até o momento, ndo tém uma comprovacgao  experimen-
tal (20). A teoria dos dyons conduz #os mesmos resultados experi
mentais que a teoria de Maxwell, se a razdo entre as cargas elé-
trica e magnética dos dyons for uma constante universal (15,18).

As equacdes de campo da eletrodinamica dos dyons
coincidirio com as equacgdes de Maxwell, se todas as cargas magné
ticas dos dyons puderem ser eliminadas através de uma Unica esco
lha do angulo de rotagio dual. Neste caso, considerando a existen

cis de N dyons, devemos ter (nio somar os indices repetidos)

b.
el = eic056(1+-—l-tg6)= q; (1.3.41)
e.
i
e
e.
bt = e.cos6(l-—= tgp) =0 (1.3.42)
1 1 b
i
para i = 1,2,...,N. Isto s6 serd possivel, se a razao entre as

cargas elétrica e magnética dos dyons for uma constante universal.
Assumimos esta hipbtese quando construimos uma agao invariante

dual para a teoria e denotamos esta constante por Y.
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Admitindo que a hipOtese mencionada acima seja va
lida, verifica-se que todas as cargas magnéticas sao anuladaspor

uma rotacdao dual cujo angulo € dado por

<
Il

arctgy (1.3.43)

Associada @ rotagao dual das cargas, existe . uma
rotacac dual dos potenciais, que gera uma transformacac do cam-

po eletromagnefico de acordo com

1
= F' = ——— + vF * 1.3.44
¢uv w T o (Fuv Y uv) ( }
(]
1
* = ! = —_ *
o] F'« ( YFUV + Fu\)) (1.3.45)

A A v

Considerando-se a invariancia dual das equacoes de
campos e a eliminacao de todas as cargas magnéticas, atraveés de
uma rotacao dual cujo angulo & dado pela eq.(43), scgue-se que O

campo dado pela eq.(44) deve satisfazer as equacoes de Maxwell

H _
M = d (1.3.46)

Hy o 7
Mo x = 0 (1.3.47)
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onde J” & a densidade de corrente elétrica gerada pelas cargas
dadas pela eq.(41). Neste caso, resulta da eq.(47) que o campo
¢UU pode ser descrito apenas em termos de um 4-vetor potencial
¢p, de acordo com

¢uv = aucﬁv - Bvcbu (1.3.48)

como na eletrodinamica de Maxwell.
Mas, a rotacio dual definida pela eq.(43) nao

mina nenhum dos dois potenciais, pols tem-se

= A' - B! 1.3.
L v o (
e
* = Al + ' L3
¢uv uz Buv (1.3

ell

49)

50)

onde Aﬁv e Bﬁu sdo, respectivamente, os rotacionals dos potencia

is
At = =L (A, + YB) (1.3.
H 1/1+Y2 H

[§]
B' = 21 _ (-yA + B) (1.3.
Y fl +Y2 jo Y

51)

52)



Portanto, apenas podemos considerar que o potencial ¢u & determi-
nado, implicitamente, pelos potenciais Aﬁ e Bﬁ através da eq.(49).

Entretanto, a eliminacao de um dos potenciais e a
conseqliente obtengao do potencial ¢u de forma explicita  podem
ser realizadas através de uma escolha adequada da transformagao
de gauge generalizada, dada pelas eqs{ll) e {12). Mas um dos po-
tenciais sd poderi ser eliminado através de uma escolha adequada
do campo Zu, ou do campo Wu, se ele satisfizer a eq.(14), ou a
eq.(15), que & valida para este campo.

A fim de verificar qual dos potenciais satisfaz
3 condicdo mencionada no pardgrafo anterior, substituimos as eqs.
(49) e (50) nas egs.(46) e (47), e tivemos como resultado as e-

quacgoes dadas por

Hat - gV
3 Auv J (1.3.53)
»oT
[+
aﬁﬁ' =0 (1.3.54)
JIRY T
oD

Este resultado foi obtido levando emcénsideracao as identidades

i
o

a“wﬁb (1.3.55)

(1.3.56)

1
o

auBl*
uv



As eqs.(53) e (54) nos mostram que apenas o poten
cilal B; pode ser eliminado através de uma escolha adequada da
transformagao de gauge generalizada.

A eliminacao de Bﬁ e a obtencao de ¢u de forma ex

plicita resultam de uma transformacac de gauge generalizada dada

por
B' + B' + W = 0 (1.3.57)
1 u u

e
A' > B' + I = 1.3.5
u 1 TR (1.5.58)

Nesta transformacgao Wﬁ ¢ determinado pela eq.{57), considerando-
se que Bﬁ ¢ dado pela eq.(52). O campo Zu é determinado em ter-
mos de Wﬁ através da eq.(13}).

Chamaremos de Gauge de Maxwell as escolhas da ro-
tacio dual, dada pela eq.(43), e da transformagao de gauge gene-
ralizada dada pelas eqs.(57) e (58).

Na Gauge Maxwell, a eletrodindmica dos dyons € in
variante apenas sob as transformacoes de gauge residuais dadas
pelas egs.(16) e (17). Neste caso, as transformacoes do poten-
cial ¢u coincidem com as transformagoes de gauge do 4-vetor po-
tencial da eletrodinamica de Maxwell.

A equivaléncia da eletrodinamica dos dyons com a
de Maxwell ainda nido esta completa, pois ainda falta demonstrar
que as equagdes do movimento dos dyons coincidem com as equagoes

das particulas da teoria de Maxwell.



As equacdes do movimento obtidas a partir do prin
cipio variacional, depois de realizada a rotacao dual definida pe
la eq.(43), ficam na forma
avt 1

zqaty v, (1.3.59)
ds c

il

mc

onde

q=e /1 + y? (1.3.60)

& a carga elétrica do dyon. Estas equagbes nao sao equivalentes
is equacdes da teoria de Maxwell, pols apresentam uma dependeéncia
explicita do potencial Aﬁ. Ou do potencial Bﬁ , quando a eq.(49)
€& substitulda na eq.(59). Neste caso, a transformacgao de gauge ge
neralizada dada pelas eqgs.(l1) e (12) ndo pode ser aplicada.

Mas quando as equacdes do movimento do dyon sao
dadas pela eq. (30}, tem-se a equivaléncia com a teoria de Maxwell.

Estas equacdes sdo escritas na Gauge de Maxwell como

ne = LggMVy (1.3.61)

onde a carga elétrica observiavel & dada pela eq.(60).

Portanto, concluimos que a teoria dos dyons é
equivalente a eletrodinamica de Maxwell quando a razao entre as
cargas elétrica e magnética dos dyons for uma constante univer-
sal, e quando as equagoOes do movimento destas particulas forem

dadas pela eq.(30).



Por fim, observamos que, do mesmo modo que as car
gas magnéticas foram eliminadas através de uma rotacgao dual, tam
bém pode-se eliminar as cargas elétricas. Nesta caso, a teoria
pode ser expressa através de apenas um potencial com o auxilio de
uma transformacdo de gauge generalizada que elimina o potencial
A“. Logo, tendo em vista estes resultados, verificamos que a ele
trodinimica pode ser formulada em termos de monopolos elétricos
ou monopolos magnéticos ou dyons, cuja razao entre as cargas ele
trica e magnética é uma constante universal. Estas trés formula-
cées sao indistinguiveis experimentalmente, pols as diferencas

entre elas resultam apenas de diferentes escolhas de gauge.



CAPITULO 2

TEORIA DA GRAVITACAO

2.1 - INTRODUCAD

Neste capitulo apresentamos uma revisao da teoria
da gravitacao de Newton e da Teoria da Relatividade Geral, com
énfase nesta Ultima.

Estes resultades serao utilizados em uma posterior
comparacdo com teorias unificadas da grayvitacao e do eletromagne
tismo que utilizam uma geometria de Cartan com quatro dimensoes.

A partir dos problemas existentes na teoriada gra
vitacao de Newton, devido a sua incompatibilidade com a Teorlada
Relatividade Restrita, desenvolvemos a Teoria da Relatividade GCe
ral procurando reproduzir os passos dados por Einstein na formu-
lacao desta teoria e analisando as caracteristicas da grativacao
que possibilitaram a obtencdo de uma interpretagdo geométrica pa
Ta esta interagao.

A seguir, mostramos que a Teoria da Relatividade
Restrita & valida em referenciais inercials definidos localmente,
onde sao definidas as medidas dos intervalos de tempo ¢ de com-
primentos, hem como as componentes fisicas dos tensores. Também
apresentamos o acoplamento minimo do campo grayitacional com as
suas fontes.

Depois, formulamos a teoria de Einstein-Maxwell e
obtemos o acoplamento minimo de particulas, campos escalares e

campos espinoriais com esta teoria.
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7.7 - TEQRTA DA GRAVITACAQO DE NEWTON

Antes do advento da Teoria da Relatividade Geral,
os fenomenos gravitacionais eram descritos através da Lei da Gra
vitacado Universal de Newton. Na linguagem da teoria de campo, es
ta lei afirma que a matéria tem uma propriedade universal, chama

. 5 . 3 > .-
da de massa gravitaciomnal, cuja densidade p(x) origina um campo

gravitacional E(%) em todo o espaco de acordo com as equagoes

V.g =-47wGp (2.2.1)

-
Vxg = 0 (2.2.2)

onde" G & a constante universal da gravitacao.

Estas equacoes diferem das equactes da eletrosta-
tica apenas pelo fato de ndo existirem massas gravitaciomails ne-
gativas, enquanto as cargas elétricas podem ser tanto positivas
quanto negativas. Portanto, a interagdo gravitacional € sempre
atrativa.

O campe gravitacional pode ser expresso em termos
de um potencial gravitacional U(x}, em decorréncila da eq.(2), a-

través da equacao

g = -vu (2.2.3)

Neste caso, as equacdes da Teoria da Gravitagdo de Newton redu-



zem-se a equacao

ViU =+47mpG (2.2.4)

A interacgdo entre as fontes do campo gravitacional
e uma particula, com massa gravitacional mg, ¢ descrita em ter-

mos de uma fcrca gravitacional, que atua na particula, dada por
F=mg (2.2.5)

As equacdes do movimento de uma particula sao ob-
tidas a partir da segunda lei do movimento de Newton. De acordo
com esta lei, a aceleracao de uma particula, que move-se sob a
acido de uma forga, & diretamente proporcional a esta forca e in-
versamente proporcional a massa inercial da particula. Esta mas-
sa & uma medida da inércia da particula, que & uma propriedade da
matéria responsivel pela tendéncia que a particula tem de perma-
necer em repouso ou em estado de movimento retilineo uniforme.

Neste caso, as equacio do movimento de uma parti-
cula, com massas gravitacional e inercial dadas, respectivamente,

- - - ~
por m_ € m., €m um campo gravitacional g sao

m.. X - E (2.2.6)

> - -
onde X & o vetor posicao da particula.
Considerando que a razdo entre as massas gravita-

cional e inercial dos corpos & uma constante universal (21), ve-



rifica-se que a aceleracao gravitacional de um corpo independe
da composigao e estrutura do mesmo. A Teoria da Gravitacao de
Newton ndo tem uma explicacdo para este fato, que ja era de co-
nhecimento de Galileu.

Mas o principal problema da Teoria da Gravitacao
de Newton reside na suposicao de que a interacao - gravitacional
ocorre atraves da acao-a-distancia, implicando em uma velocidade
infinita para a propagacao do campo gravitacional. Portanto, a
Teoria da Gravitacao de Newton nao & uma teoria de campo, e estd
em contradicdo com a Teoria da Relatividade Restrita que preve
uma velocidade finita para a propagacao das interacgoes.

Surgiram varias teorias de campo para a gravita-
¢ao na tentativa de solucionar este problema, mas anenas a Teo-
ria da Relatividade Geral mostrou-se compativel com os resultados
experimertais, tanto com relac@o a previsdo de fenomenos até en-
tao desconhecidos quanto com relacdo dqueles explicados pela Teo

ria de Newton.

2.3 - TEORTA DA RELATIVIDADE GERAL

A teoria da Relatividade Geral fundamenta-se,essen
cialmente, no principio de equivaléncia que admite duas formula-
cdes. Na forma fraca, ele estabelece que a aceleracao gravitacio
nal de um corpo independe da composicao e estrutura do mesmo, e
tem como suporte experimental a igualdade entre as massas gravi-
tacional e inercial. Na forma forte, ele afirma a equivaléncia |,

existente, localmente, entre um referencial nao-inercial e um re-
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ferencial inercial, quando neste Nltimo existe um campd gravita-
cional e a aceleragao do primeiro coincide com a aceleracgao da
gravidade (21}.

Como as forgas inerciais também independem da es-
trutura e composicao dos corpos em que atuam, pode-se concluir
que as forcas gravitacional e inercial s3o indistinguiveis 1o-
calmente. Mas, apesar deste semelhanca, elas se distinguem do pon
to de vista global, pois apenas as forgas inerclais podem ser e-
liminadas através de uma mudanca de referencial.

A equivaléncia local entre gravidade e inércia, in
dica que existe uma Intima relacao entre estas propriedades dama
téria e¢ implica na impossibilidade da aceleracao de uma particu
la ser decomposta, de modo univoco, em uma parte com origem gra
vitacional e em outra com origem Inercial. O mesmo acontece com
a distincio entre referenciais inerciais e nao-inerciais. Neste
caso, as leis da fisica devem ser expressas por equagoes que se-
jam covariantes sob o grupo das transformagées continuas de coor
denadas. Este € o principio da covariancia geral, e pode ser en-
carado como uma extensiao do principio da relatividade, cujo grupo
de simetria € o grupo de Poincarée (22}.

Esta equivaleéncia também permite que as forgas gra
vitacionais sejam interpretadas geometricamente, de modo andlogo
ao que ocorre com as forcas inerciais. Tanto na teoria de Newton
quanto na Teoria da Relatividade Restrita, as forgas inerciais
sfo introduzidas com a finalidade exclusiva de tornar possivel a
aplicacdo das leis da fisica em referencials nao-inerciais. A a-
nica excecdo é a lei da acdo e reag@o (3° lei de Newton), poises

tas forcas nao resultam de uma interacdo entre os constituintes
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da matéria e admite-se que elas sao originadas pelo espago-tempo.
Neste caso, o0 espaco—tempo & tdo absoluto quanto o espaco da teoria
de Newton, tendo a propriedade peculiar de influenciar campos e
particulas sem ser, por sua vez, influenciado pelos mesmos (23).

Assim, analogamente ao que ocorre com as forcas 1
nerciais, a existéncia de um campo gravitacional estd relaciona-
da com o fato das componentes da métrica serem fungoes das coor-
denadas do espaco-tempo, pois em um referencial nao-inercial tem

-5€

ds? = gus(x)dxadxs (2.3.1)

onde gas(x) sao as componentes da métrica

A diferenca que existe, globalmente, entre os cam
pos de forca gravitacional e inercial também pode ser interpre
tada geométricamente. Ela significa que o espaco-tempo & curvo
na presenca de um campo gravitacional. Neste caso, nao existe um
referencial que seja valido para todo o espago-tempoO, COMO OCOT-
re no caso em que apenas existe um campo de forcas inerciais, on
de as componentes da métrica sejam dadas pela eq.(1.2.11).

Com a interpretaciio geométrica da gravitacao o es
paco-tempo perde © carater absoluto e torna-se um elemento dina-
mico da teoria da gravitacdo de Einstein.

0 espaco-tempo da Teoria da Relatividade Geral tem
as seguintes caracteristicas: € uma variedade diferenciivel qua-
drimensional dotada de uma conexdo métrica, sem torcao, onde a
métrica pode ser assinatura +2 ou -2, dependendo da convencao a-

dotada (ver apendice A).



A exigéncia de uma conexao métrica garante a exis
téncia de uma unidade de comprimento invariante sob transporte
paralelo (ver apéndice A], e estd associada a hipGtese de que os
intervalos de tempo e comprimentos medidos por réguas e reldgios
independem das historias dos mesmos (23] .

A imposicao de que a métrica tenha assinatura + 2
ou-2 tem a finalidade de permitir que, através de uma escolha
adequada de coordenadas, ela possa sempre ser expressa localmen-
te como a métrica do espacgo-tempo de Minkowski.

Por fim, a auséncia de torgdo resulta da exigencia
de que paralelogramos infinitesimais possam ser construidos (ver
apeéndice A) (23].

A geometria do espago-tempo deve ser . determinada
pelo tensor momentum-energia das fontes do campo gravitacional,
pois na Teoria da Gravitagdo de Newten o campo gravitacional é
gerado pela massa e, de acordo com a Teoria da Relatividade Res-
trita, a massa & aquivalente a energia. A partir de consideragoes
semelhantes e procurando obter as equagdes da teoria da gravita-
cdo de Newton como a primeira aproximagdo atrav€s da associacao
da métrica com o votencial gravitacional, Einstein postulou as

seguintes equacdes (chamadas de equagoes de Einstein)

R -Lg p=256Cr (2.3.2)
v THV cv BV
onde T N € o tensor mementum-energia das fontes, Ruv € o tensor
u

de Ricci e R & o escalar de curvatura do espago-tempo da Teoria
da Relatividade Geral definidos, respectivamente pelas egs.(A.32)

e (A.33).



As exigéncias de que as equacoes de Einstein sejam
lineares nas derivadas segundas da métrica e satisfacam o princi
pio da covariancia geral, sao suficientes para garantir a unici-
dade das mesmas, a menos de uma constante cosmologica (22).

As equacdes de Einstein, na auséncia de fontes, po
dem ser obtidas através da variacdo damétrica, de acordo com o©

principio da acfo minima, a partir da seguinte acao

s = - S | /TgRd'x (2.3.3)

Além das equacdes de campo para a gravitacao as
equacdes de movimento de uma particula de teste em um . campo
gravitacional também foram obtidas por Einstein.

Inicialmente, ele postulou que elas seriam dadas

pelas equagdes da geod@sica

- dw v,q,
ds

b LIV = 0 (2.3.4)

onde V* & a 4-velocidade da particula, dS € o intervalo infinite
- o - Ll -

simal do seu tempo proprio, e {,,} & o simbolo de Christoffel de

segunda espécie definido pela eq.(A. 30). Estas equacoes -podem

ser obtidas a partir da acao

S = | ds (2.3.5)



através da variacdo da linha de universo da particula. Mas depois
ele verificou que estas equacbes também podiam ser obtidas a par
tir das equacOes de campo, em vista da nao-linearidade destas al
timas.

A agzo do campo gravitacional sobre o movimento de
particulas de teste vizinhas resulta da curvatura do espaco-tem-
po, tornando desnecessario o conceito de forga gravitacional, de

acordo com a equacdo do desyio geodésico.

- —dZ—nO'tr _ T-.{u.
ds? Buv

vByH,Y (2.3.6)

Nesta equacao n% e v* s3o, respectivamente, o vetor posicac e a

velocidade de uma particula em relacao a outra, cujo tempo pro-
.

prio & dado pelo parametré § , e R Buv sdo as componentes do ten-

sor de curvatura definido pela eq.(A. 31).

De acordo com o principio da covariancia  geral,
todos os referenciais sdoc igualmente vdlidos para &a formulacao
das leis da fisica. Mas, no referencial de repouso de uma parti-
cula em queda livre (sem girar), devido a ausencia do campo gra-
vitacional-inercial na vizinhanca da mesma, esta formulagao coin
cide com a da Teoria da Relatividade Restrita. Este € o chamado
referencial inercial local da particula.

No referencial inercial local de uma particula que

move-se com 4-velocidade Vu, o elemento infinitesimal de 1linha

entre dois pontos do espago-tempo pode ser escrito como

ds? = dt? --de? (2.3.8)



Nesta equacao

at = Vx| (2.3.8)

¢ o intervalo infinitesimal de tempo prdprio da particula, e
2 L G MgV

df huvdx dx (2.3.9)

& o comprimento medido por uma r&gua em repouso em relacao a par

ticula, onde,

b, =g, - VY (2.3.10)

Os vetores que formam a base do referencial iner-
cial local sao usualmente chamados de tetradas e distinguidos en
tre si, e com relacdo a base do sistema de coordenadas do espacgo
~tempo, através de letras latinas mailisculas que assumem os valo-
res 0,1,2, & 3.

No sistema de coordenadas {x”}, definido mna vizi-
nhanca do ponto P ocupado pela particula, as componentes das te-

tradas podem ser escritas na forma

(2.3.11)

onde {XA} & o sistema de coordenadas do referencial inercial lo-

cal definida na vizinhanca da particula. Tamb&n tem~se que
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. A
L) ax
o

a'[P (2.3.12)

X

As egs.{11) e (12} satisfazem as seguintes rela-

coes

eéﬂ]e%A) = ﬁsa (2.3.13)
e

eéﬂ)e%B) - 553 (2.3.14)

Devido & curvatura do espaco-tempo as tetradas nao

sio integriveis, isto €, as transformacoes das coordenadas XA =
= XA(XQ) e - x’ = XQ(XA) ndo podem ser obtidas a partir da in
tegracio das eqs.(11) e (12Z) na vizinhanca da particula.

Mas pode-se transformar as componentes de um ten-

sor, por exemplo, de um destes sistemas de coordenadas para o ou

-
tro, no ponto ocupado pela particula. Neste caso, as componentes

de um tensor nos sistemas de coordenadas do espago-tempo ¢ do re

ferencial inercial local dadas, respectivamente, por TOLB e TAB ,

estio relacionadas através das transformacgoes

- eéA)e%B)TGE (2.3.15)
e
o _ (B)..A
T g G%A)GB g (2.3.16)
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Em particular, para a métrica obtem-se que

g e%Aye%B)gaB (2.3.17)

= eéA)eéB)n (2.3.18)

aB AB
onde as componentes da métrica na base de tetTadas,nAB, coinci-
dem com as componentes da métrica da espage-tempo de Minkowski em
um referencial inercial.

As componentes de um tensor na base de tetradas
sio chamadas de componentes fisicas porque as coordenadas do re-
ferencial inercial local t&m um significado métrice, representam
distancias ¢ intervalos de tempo, que ndo existe para as coorde-
nadas curvilineas do espago-~tempo, em geral (§_].

As tetradas nio sdo definidas univocCamente, pois

uma transformacdo de Lorentz local definida por

A C

L gagcl'n = Mgp T Upp (2.3.19)

onde

Nhp = eE%]eig)gas (2.3.20)

implica em uma transformacdo das mesmas, dada por

(A _ A L (B) _
eu = L 5o (2.3.21}
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que preserva a estrutura de Minkowski local.
Tendo em vista que a 4-velocidade da particula &
um 4-vetor unitdrio, as componentes das tetradas do referencial

inercial local desta particula satisfazem as relagdes

ety = V" (2.3.22)
e

26 (10 T 7 84 (2.3.23)
onde

Vye(s) = O (2.3.24)

Em geral, um tensor pode Ser expresso com algumas
componentes no sistema de coordenadas do espaco~tempo e outras
no sistema de coordenadas do referencial inercial local. Conside

Ap .

rando-se um tensor com componentes T By obtemos as seguintes

leis de transformacdo

t ]J' : B
1 (2.3.25)
v ax * axY
e
Aty At -1 D Cu



sob transformacSes de coordenadas da variedade e sob transforma-
coes de Lorentz, respectivamente.

A derivada covariante deste tensor € definida por

S A AR B LA
v THU = H - M . rH _ n
o Bv T Bvia 3aT By T r uBT Bv r avT BR "

A Cu c At

- T .3
+ W aCT By O Cy (2.3.27)
onde a conexdo & representada pelas componentes Papv , definidas
no sistema de coordenadas da variedade, e pelas componentes
mAaB, com dois Indices no sistema de coordenadas do referencial

inercial local e um indice no sistema de coordenadas do espago -
tempo. Usualmente, a conexdo recebe a denominacdo de conexdo de
Lorentz quando as suas componentes sdao dadas por mAaB(%i).

Esta derivada covariante & um tensor tanto em re-
lagdo as transformacoes de coordenadas da variedade quanto em re
lagao as transformacdes de Lorentz.

A derivada covariante das tetradas & identicamen-
te nula, em decorréncia do fato da conexao ser métrica. Neste ca

so, tem-se

; O o oo AY) B 7 o
— ) . . - 0 X .
RNy _ e T Fuv® Ay @ pa® (2.3.28)

- — G
e dai segue que as componentes da conexao dadas por T av € MApB

estdo relacionadas por

SO _ LG (B) A + ol (A) ,
T v e (A]ev m‘uB e (A)auev {(2.3.29)
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Em geral, as componentes do tensor de curvatura

9

determinadas a partir das componentes da conexao consideradas a

cima, Pauv e wAuB’ estio relacionadas através da equagao
o (A) oo (A) a  (A)
vV V ( —_ = - +
0 N V\)Vpeu 2T Vo Vaeu

R oM R ()

woa Bup (2.3.30)

onde R* | & definido pela eq.(A. 31, RY,, & definido por

Y

A _ A _ A A C _ A o
R J w 3,0 oB + W pcm VB O W oB (2.3.31)

e Tavp & a torcdo do espago-tempo definida pela eq.(A.15). Consi

derando-se*que o espago-tempo da Teoria da Relatividade nao tem

torcdo, e utilizando a eq.(28), obtem-se que

RG = eU e(B)RA

(2.3.32
uvp (Ay ™ Bvp ( )

No referencial inercial local as equagles -de um

campo @A , qualquer, podem ser obtidas a partir da agao

g = L isce, aeMatx (2.3.33)
C
J
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definida de acordo com a Teoria da Relatividade Restrita, poiscs
ta € a forma que a acao definida no espago-tempo curvo assume na
base de tetradas. Mas este resultado ndo pode ser generalizado ,
através de um procedimento UGnico, a fim de que a forma da agao
seja conhecida em um sistema de coordenadas qualquer da varieda-
de.

Em geral, a forma <da agdo de um campo o , em inte
racdo com o campo gravitacional, & obtida através do principiodo
acoplamento minimo. De acordo com este principio, as  derivadas
parciais e as componentes da métrica de Minkowski sio substitui-
das pelas devidas covariantes e as componentes da métrica defini
das em um referencial qualquer do espago-tempo curvo. Neste caso,

recalizam-se as substituicoes

(2.3.34)

3 -V (2.3.35)

Assim, de acordo com o principio do acomplamento
- - - - A
minimo, a acio que descreve a interagdo de um campo ¢ qualquer

com o campo gravitacional & dada por

Vg8 (0 ,%@ Jd*x = 1 [y-g£(® , 0@ ,Bg,g)d"x (2.3.36)
g
C

w
il
0 |-

onde o™ e &y s3o as varidveis independentes.



0 sistema formado pelo campo o™ em interagao com
o campo gravitacional & descrito pela agao formada a partir da
soma das eqs.(3) e (36). Variando o e guv nesta acao obtem- se

as equacgOes do movimento para QA, dadas por

§E - At _ 3% g (2.3.37)

set M o33 0 30
oA

e as equacoes de Einstein, eq.( 2), onde o tensor momentum-ener-

gia do campo &€ obtida a partir da definigao

/:gTuvﬁgpvd“X - QL‘.éli:gélﬁag”vd“x (2.3.38)
2c 5gu

Por fim, considerando os aspectos principais da
Teoria da Relatividade Geral, podemos afirmar que o sucesso da
geometrizacio da gravitacio estd relacionado com dois fatos: em
primeiro lugar, a teoria ndo estd em desacordo com os resultados
experimentais; em segundo lugar, o acoplamento da gravitacio com
outros campos e particulas independe das propriedades especifi-
cas dos mesmos, como pode constatar-se através das eq.(34) e (35),

de acordo com o principie de equivalencia.

2.4 - TEORIA DE EINSTEIN-MAXWELL

A teoria de Einstein-Maxwell descreve -o Ssistema
formado pelos campos gravitacional e eletromagnético, admitindo

que a interacFo entre os mesmos resulta da aplicacdo do principio
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do acoplamento minimo.
Neste caso; a agdo do campo eletromagnético mno es

paco-tempe curvo & definido por

_ 1 : Hp VO oy .
5= - - - F F - d 4.1
Tome v-gg g F  Fod X (2-4.1)

Logo, a aclo do sistema & formada pela soma das eqs.{3.3) e (1).

As equacdes de Maxwell resultantes da variacao do

potencial eletromagnético na eq.(1l), e da eq.(1.2.20), 840
v "V =0 (2.4.2)
"
e
. *
VMF”“ = Q (2.4.3)

No espaco-tempo curvo o dual do campo eletromagn§

tico fica dado por

Y- g (2.4.5)
onde
‘nl]J\JCtB - L S]JVOLB (2.4.6)
V- g

é o tensor de Levi-Civita.



As fontes do campo gravitacional, mna teoria de
Einstein-Maxwell, sdo o tensor momentum-energia do campo eletro-

magnético

1 .a 1
T = - — (F7F - = F
Hv i F B vao 4 “HV QB

F€) (2.4.7)
obtido através da definicdo dada pela eq.(3.38), a partir da acao
dado pela' eq.(1).

A seguir apresentaremos o acoplamento minimo de
particulas, campos escalares e campos espinorials com a teoriade
Einstein-Maxwell.

A acdo para uma particula, com massa m e carga g,
em interacldo com os campos gravitacional e eletromagnético, g
obtida a partir da eq.(1.2.25) através das substituicdes dadas
pelas eqs.(3.34) e (3.35). Neste caso, as equacoes do movimento

da particula resultam em

avH
as

3 LA

Y (2.4.8)

v 1gpr vVE = 2

Considerando-se que esta particula tamhém seja fonte do campo ele

tromagnético, as equacdes de Maxwell flcam escritas como

%uF““ =gV (2.4.9)

v BV =g (2.4.10)



onde o 4-vetor densidade de corrente J° & dado pela eq.(1.2.29).
Neste contexto, a lei da conservacdo da carga clé

trica fica expressa por
- ]J =
VuJ a (2.4.11)

onde J" & o 4-vetor densidade de corrente elétrica.

0 acoplamento minimo de campo escalares e campos
espinoriais com a teoria de Einstein-Maxwell resulta das substi-
tuicoes, nas densidades lagrangianas que descrevem os campos 1i-
vres, apresentadas nas eqs.(1.2.33), (3.34) e (3.35).

Neste caso, a densidade lagrangiana que ~descreve
o acoplamento de um. campo escalar complexo ¢ , com massa m, com

a teoria de Einstein-Maxwell resulta em

£ = g”\"DuqJ('D\)q))* - mlgg* (2.4.12)

onde Du¢ € definida por (1.2.34]).

A densidade lagrangiana de um campe espinorial a-
coplado com a teoria de Einstein-Maxwell n&o pode ser obtida de
um modo andlogo ao utilizade para a obtencdo da densidade lagran
giana de um campo escalar, pels a definigao de um campo espinori
al no espaco-tempo curvo € mais complexa do que a de campos esca
lares e tensoriais. Os espinores s6 podem ser definidos com rela
¢cdo ao grupo das transformagoes de Lorentz locais.

Um espinor de Dirac no espago~tempo curvo € defi-
nido como um objeto com quatro componentes que sé comportam, soh

as transformacbes de Lorentz locais, do mesmo modo que os espino



- 61 -

res de Dirac no espaco-tempo de Minkowski. E que, que sob trans
formacoes de coordenadas da variedade, se¢ comportam como escala-
res (25,26).

Consideremos um espinor ¥ e seu conjugado ¥  com
componentes wa e wa’ respectivamente.

Com relacio a uma transformacio de Lorentz local

LA tem-se que

B

2 = Sagwb (2.4.13)

il

Yo (S'llba,wb (2.4.14)

onde S(L} & uma representacdo do grupo de Lorentz local, dada por

uma matriz 4x 4 tal que

det § = 1 (2.4.15)

Em relacdo a uma transformacaoc de coordenadas da

variedade, estas componentes comportam-se de acordo com

p? =y (2.4.16)

b=, (2.4.17)

A derivada covariante de um espinor & definida, a

- - ~ - - na
través da introducdo de uma conexao espinorial T ob> Como
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Soaa a a b
Va¢ =939 - T &b¢ (2.4.18)
A conexdo espinorial se transforma de acordo com
‘a! _.a'lc -i.n a', ;e—1.C
i, = ST T T (35T (5T (2.4.19)

sob transformacgdes de Lorentz locais, e comportam-se Como um ve-
tor sob transformacdes de coordenadas da variedade. Neste caso ,
a derivada covariante de um espinor transforma-se sob transforma
cbes de Lorentz locais e¢ sob transformagOes de coordenadas da va
riedade, respectivamente, como um espinor e como um 4-vetor.

A derivada covariante do espiner conjugado ¥ po-
de ser obtida admitindo-se que a derivada covariante do espinory
satisfaz a regra de Leibnitz, e levando-se em consideragdo - que
¢a¢a & invariante tanto sob transformagdes de Lorentz locais

quanto sob transformacbes de coordenadas da variedade. Neste ca-

so, segue que

b

aa

V¥, = 30, * T (2.4.20)

Omitindo-se os Indices espinoriais nas eqs.(18) e

(20}, pode escrever-—se

6qw =3 ¢ - U (2.4.21)
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vy.¥ = aaqﬁ YT (2.4.22)

A formulacdo covariante da dindmica do campo espi

norial nao pode ser estabelecida sem o auxIlio das matrizes cons

(A)

tantes de Dirac, vy , que sao definidas em um referencial iner-

cial e satisfazem as relacgdes de anti-comutacdo

yALL(BL o (BL LAY o AR g (2.4.23)

onde I & a matriz unidade 4x 4.
No sistema de coordenadas da variedade, estas ma-

trizes formam campos definidos por

v = e”(AJY(A) (2.4.24)
que satisfazem as relacoes

R A L | (2.4.25)

O campo de matrizes de Dirac, dado pela eq.(24) ,
comporta-se como um 4~yvetor sob transformacoes de coordenadas da

variedade, e transforma-se de acordo com

pa'  _ ea' se—1ad nc
Y b' S C(S ) boY d (2.4.26)
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sob as transformacdes de Lorentz locais, onde tem-se que
-1 - ) -
(L HA Y (B) o gy(Algm (2.4.27)

sem alterar as matrizes constantes de Dirac.
0 espinor conjugado de ¥ & expresso por p=ypt YGH
onde 1,1)_I ¢ o adjunto de ¥ e YCQ} & uma das matrizes constantes

de Dirac.

A compatibilizacdo das relacdes de anti-comutagdo
com o fato da derivada covarjiante da métrica ser nula pode ser

obtida considerando-se que

o J(AY _ (A) A (B) LA (A, _ : ,
VXY BAY * W pY - rAY + oy IK Q (2,4128)'

Neste caso, a conexdo espinorial pode ser escrita
em termos da conexao de Lorentz de acordo com

o= of
8

o B
ou pode ser expressa em termos das componentes da conexao no sis

tema de coordenadas das variedades através da equagao

r :-1!{Y”a

o A = vy - {upa}(wru*rp -,y (2.4.30)

aYu

Agora podemos definir a densidade lagrangiana pa-~

ra um campo espinorial acoplano com a teoria de Einstein-Maxwell,
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através da realizacdo do acoplamento minimo da eq.(1.2.37) com o
Este

campo gravitacional, de acordo com as eqs.(3.34) e (3.35).

procedimento resulta em

ST _' .
{¥y (3u Fu + lun) 1%

N|H:

£ —_—
(2.4.31)

J— J—

- (3U¢ + ¢Fu

Por fim, observamos que o tensor momentum-energia

- iqAﬁE)an - 2imY Y}

campo espinorial ndo pode ser obtido a partir da definigao da

do
da pela eq.(3.38) considerando-se apenas a variacio da métrica

variacdes das tetradas devem ser levadas em consideragao. Nes

caso, o tensor momentum-energia fica definido por

As
te
§ L u 4 - _ w _(A), (A) . Vv "
o e(A)d X o eT N 8e u6e(,A)d x (2.4.32)
(A) )
_ (A) .
onde e = det(%i )}, tendo em vista que
IAURAY (A, Au v 2 4. 33
Sg eCB)ﬁe + e Qe(B) (2.4.33)
e
(A) ;1
ee i Ge(A) (2.3.34)

§(/=g) = -



CAPTTULO 3

TEQRTAS UNTFICADAS EM UMA GEOMETRIA DE CARTAN

3.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo fazemos uma apresentacao das teo-
rias unificadas da gravitacdo e do eletromagnetismo que associam
o eletromagnetismo a torcao de uma geometria de Cartan quadrimen
sional.

Fnicialmente, apresentamos as razoes que justifi-
cam as tentativas de obter—se uma teoria unificada da gravitagao
e do eletromagnetismo.

A seguir, fazemos breves comentarios sobre as teo
rias que nao realizam a decomposicio da torgao, pois estamos in-
teressados nas teorias mais recentes, onde esta decomposicao e
realizada.

Depois, apresentamos as teorias que decompoem ar-
bitrariamente a torgdao e mostramos diversos problemas que exis—
tem nas mesmas. B, em seguinda, fazemos uma exposicdo das teo-
rias onde a torcao & decomposta em partes irredutiveis que, embo
ra superiores as primeiras, também apresentam diversos problemas.

Finalmente, resumimos algunas trabalhos recentes
que associam a torgao e transformacdes conforme das tetradas,mos
trando que as transformagoes do trago da torgado resultantes da
transformacdes conforme sao semelhantes as transformagbdes de gau
ge do 4-yetor potencial, e que o comprimento & conservado sob
transporte paralelo, neste caso. Estes resultados sugeremuma pos

siyel interpretacdo geométrica para as transformagoes de gauge.



3.2 - A NECESSIDADE DE UMA TEORIA UNTFTCADA

A partir do surgimento da Teoria da Relatividade
Geral, as interacdes fundamentais da natureza ficaram descritas
por duas maneiras distintas. A gravitacdo passou a ser conside~
rada como uma manifestacdo da estrutura geométrica do espaco-tem
po., enquanto as outras interagoes continuaram a ser tratadas co
mo estruturas exteriores ao espago-tempo. Mas a geometria do es
paco-tempo ndo ficou determinada completamente pela teoria da
gravitacao de Einstein, exceto para o vazio, pols a determinagao
do tensor momentum-energia das fontes do campo gravitacional nao
pode ser realizada sem o auxilio de outras teorias fisicas.

Insatisfeito com tal situacdo, Einstein conside-
rou a Teoria da Relatividade Geral como sendo imcompleta e pro-
visdria, afirmando que ela era apenas uma teoria do campo gravi
tacional onde este campo estaria artificialmente isolado de um
campo total, que unificarla todas as interacbes através de uma
teoria que ele ainda desconhecia ( 6).

A fim de solucionar tal problemaele procurou ob
ter uma teoria que descrevesse geometricamente a gravitacgao € 0
eletromagnétismo, a chamada teoria do campo unificado. As inte~
racoes nucleares nao foram consideradas porque, naquela €poca ,
a mécanica quantica estava apenas cemegando a surgir. Desde en-
t3o muitos fisicos tém tentado obter uma teoria unificada, mas
sem grande sucesso.

Estas tentativas nao utilizaram a estrutura geo-
métrica da Teoria da Relatividade Geral porque os elementos des

ta geometria sdo tao restritos que as equacoes de Einstein 0s
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determinam completamente. Logo, ndo ha meios de Impor-se condi-
¢oes adicionais que resultem nas equagles da eletrodinamica (28).

A descricao géométrica da gravitacdo e do eletro-
magnetismo s6 pode ser conseguida atraves da introdugao de novos
clementos nesta estrutura geométrica. Isto pode ser feftode tres
maneiras: mantendo-se a estrutura exfstente na Teoria da Relati-
vidade Geral e aumentando-se o niimero de dimensoes da geometria;
modificando-se a estrutura geométrica através do uso de uma cone
x40 mais geral do que o simbolo de Christoffel em uma geometria
quadrimensional; e utilizando-se uma geometria mais complexa do rue
g da Teoria da Relatividade Geral com mais de quatro dimensoes.

A estrutura de uma variedade métrica com uma cone
x30 qualquer apresenta trés elementos principals: curvatura, ho-
motetia e torgdo (ver apéndice A}. Estes elementos contém graus
de liberdade em nimero suficiente para tornar possivel a constru
cao de uma teoria unificada.

Atraves devuma das maneiras citadas acima, e con-
siderando a existéncia de um ou de viarios destes elementos, as
tentativas de formularuma teoria unificada da gravitagao e do
eletromagnetismo procuraram obter, de forma rigorosa ou aproxima

da. os resultados da teoria de Einstein-Maxwell,

’

A formulacgio de uma teoria unificada da gravitacao
e do eletromagnetismo tem como pressuposto a possibilidade de es
crever-se o eletromagnetismo em termos geométricos, nos  moldes
da geometrizacdo da gravitagie realizada pela Teoria da Relativi
dade Geral. Porém, apesar da gravitagdo e do eletromagnetismo se

rem semelhantes em muitos aspectos, existem diferencgas fundamen-

tais entre estas interagoes.
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A principal diferenca entre a gravitacgao e o ele-
tromagnetismo, do ponto de vista da construgao de uma teoria geo
métrica, reside na nio existéncia de um principio de equivalen
cia para o eletromagnetisme. O acoplamento de campose particulas
com o campo eletromagnético depende das propriedades especificas
dos mesmos, essencialmente da carga elétrica.

A maior dificuldade que existe com relagdao @ ob-
tencdo de uma descricdo geométrica da forca de Lorentz reside no
fato da trajetoria de uma particula carregada em um Campo elétro
magndtico depender da razdo entve a carga ¢ a massa da particula,
que njo & uma constante uniyersal.

Por outro lade, a descrigdo geométrica do acopla-
mento de outros campos com o campo eletromagnético & dificultado
pelo fato deste acoplamento depender das cargas elétrica dos cam
pos que s3o, em geral, diferentes em sinal e em magnitude.

Por fim, pode argumentar-se que estas dificulda-
des surgem quando as fontes do campo eletromagnético sao levadas
em consideracao. Entretante, mesmo para O Campo nha auséncia de
fontes, permanece a dificuldade de obter-se uma descrigao geomé-
trica para as transformagdes de gauge do 4-yetor potencial.

Mas, apesar das dificuldades e das tentativas in-
frutiferas, a procura de uma teoria unificada da gravitacdo e do

eletromagnetismo nunca ol completamente abandonada -
3.3 - TEORTAS UNIFICADAS QUE ASSOCIAM 0 ELETROMAGNETISHO A TORGAO

Recentemente, surgiram noyvas propostas de unifica

cdo do eletromagnetismo e da gravitacdo em - uma geometria de



Cartan quadrimensional, onde o eletromagnetismo € associado a
torcao, que adotam um ponto de vista diferente dos trabalhos an-

teriores.

Uma variedade diferenciavel tem uma geometria de
Cartan quando ela é dotada de uma conexdo métrica, com -torgao,

cujas componentes sao dadas por

a - @ o :
I {pv}-+ K% (3.3.1)

onde K% , € o tensor de contorcdo, determinado pela métrica e pe

la torgao através da relacao

— OB A A o
Ky = 808, Ty * Eavt g T v (3.3.2)

Este tensor satisfaz a condigao

. P .
2ok gy * BquK gy = O (3.3.3)

A derivada covariante da métrica, na geometrla de

Cartan, € definida por

= = _ B _ B
vagUV = Euvig aaguv ! on&gv r aveup (3.3.4)

Substituindo-se a eq.(1} na eq.(4), tem-se como resultado a equa



- 71 -

B %8

oy = VoBy © K anfgy T = 0 (3.3.5)

avguB

Portanto, o comprimento & conservado na geometria de Cartan.
A torcao pode ser decomposta, em partes irreduti-

veis, de acordo com (18)

AR AN %'(SﬁTv - 8%t ) - % n® g (3.3.6)
onde
T, = T“ap (3.3.7)
& o traco da torgao,
IS T (3.3.8)
€ o pseudo-trago da torgdo, e
L% (3.3.9)
& a parte sem trago e sem pseudo-tracgo, que satisfaz a Laap =0
e a L% =20

o
0 tensor de curvatura da geometria de Cartan, de-

finido pela eq.(A.11), quando a conex3o & dada pela eq.(l}, tem

as scpguintes simetrlas
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H - _ pH
k vo R vBa (3.3.10)
e
Rivag = 7 Ropas (3.3.11)
Este tensor satisfaz as identidades
b = - 27M o n
R {vpal ~ 2t [vp:rol * AT {ve" o}a (3.3.12)
onde
l.l = H ! M
R {vpc}H R vpa-+ R POV * R ovp (3.3.13)

Também sio validas as identidades de Bianchi generalizadas, da-

das por (18)

a — 0 a
R eluvirlt 2R eolu’ v} (3.4.14)

As teorias unificadas que utilizam uma .geometria
de Cartan podem ser classificadas de acordo com a auséncia ou nao
da decomposicdo da torgdo, e quanto ao fato desta - decomposicdo
ser arbitraria ou ndo.

Tnicialmente, consideramos as teorias sem decompo



sicdo da torcfo; mas faremos apenas breyes comentirios sobre as

mesmas. Maiores detalhes e as refercéncias originais poderdo ser

encontrados nos trabalhos de M. A. Tonnelat (28) e de C, G. de
Oliveira (29.,30), pois estamos interessados nas tentativas de

unificacdo mais recentes, onde a decomposicdo da torgdo & reali-
zada. A primeira tentativa de obhter-se uma teoria unificada uti-
lizando uma geometria de Cartan foi realizada por Einstein. Mas
a teoria que ele propds apresenta dois problemas principais: na
aproximagdo para campos fracos nio hid acoplamento entre a gravi-
tacio e o eletromagnetismo e, a torgao intervem nas equagdes de
campo sem comparecer nas equagoes do movimento das ~particulas .
Infield e Mariany também procuraram obter uma teoria unificada ,
através de uma associacio explicita entre a torgdo e o eletromag
netismo, mas sem sucesso. Finalmente, existe a teoria assimétri-
ca de Einstein-SchrBdinger, onde o eletromagnetismo & associado
3 parte anti-simétrica da métrica, tamb@m sem grande sucesso.
A seguir, apresentaremos as teorias onde a torgao
& decomposta arhitrariamente, que surgiram recentemente.
Considerando que o campo eletromagnético deve ser
introduzido na geometria através da conexdo, EataRiS‘Cél) utili-

zou uma geometria de Cartan cuja torgao & dada por

v} 4 . . o Oy U
- F F - F B 3.3.15
T By SEGUBY+SBYU+gULYB) ( )

onde
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Fus = 2A[g.q] (3.3.16)

¢ o campo eletromagnético e B, = 9 B(X].

A densidade lagrangiana da tcoria € dada por

A (3.3.17)
laxn6
onde G =-BaBa desempenha um papel andlogo ao da constante gravi

tacional da teoria de Newton, e

. O . HV _
R =R+ EBF F (3.3.18)

& o escalar de curvatura da geemetria de Cartan.
Assume~se que ndo had lagrangiana para o <ampo

B(X) e, que o acoplamente do eletromagnetismo e da gravitacao com

a matéria € dado por

ine = AT+ & (3.3.19)

Nesta equagdo, J* & a densidade de corrente elétrica e %, € a
densidade lagrangiana da matéria. Esta lagrangiana nao apresenta
interacdo com o campo eletromagnético nem com © campo B.

As equacgBes de campo sdo obtidas através das va-

riagBes de B(X). Ay By @ dos campos cujas densidades lagrangia
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nas sao dadas por ¥y, na agdo formada com a densidade lagrangia-
na dada pela soma das eqs.(17) e (19). Este procedimento conduz

as equacoes de Maxwell e 3&s equacdes

{('_1/13;]115”). RRY} =0 (3.3.20)
e
R - L R = np, (B) (EM) (M) ,
Rug 7 Bagh = BB B AT, Tag Tt T bos.3.21)
(EM) - . . -
onde t.g & o tensor momentum-energia do campo eletromagnetico,

tég) € o tensor momentum-energia obhitido a partir de £, e

(B) 1 :
. = - ——— R . 3.3.2
taﬁ H‘RBaBB ¢ 2)
8mR B
u
Tomando o traco da eq.(21}, obtem-se que
~ 2R = SWBaBat(M) (3.3.23)

onde t™M g o trago de tggJ.

As leis de conservacido ohtidas a partir da eq.(21)

resul tam em



o oty 3By, (B) (EM) (M) 1 L } B
(B By Pt + t + t90) + BB { - — = RB,(B ")
u aB af ol 1 SvaBv 8YTq
1 B (M) 5By _
+ - Fogd * toa } = .0 (3.3.24)

Mas esta teoria apresenta uma série de problemas.
Em primeiro lugar, a comparagao com a Teoria da Relatividade Ge-
ral s6 & possivel quando o campo B(x) € introduzido de um modo
artificial. Mesmo assim, as duas teorias diferem;devido 'a eq.
(23), inclusive quando G =-BuBa € constante.

Em segundo lugar, falta justificar a auseéncia de
uma dinamica para o campo B{(x), e esclarccer a sua interagao com
a matéria, da qual decorre a modificagdo das leis de conservagao.
Em particular, as equagoes do movimento de um fluido carregadodi
ferem das equacdes obtidas a partir da teoria de Einstein-Maxwell,
quando G & constante (31).

Finalmente a geometrizacao do campo eletromagnéti
co & realizada através de uma decomposicdo arbitraria e artifi-
cial da torgdo. Uma tal associagao impossibilita a interpretacao
das transformagdes de gauge, eq.(1.2.21), em termos geometricos.

Uma outra teoria foi proposta por Hammond (32) gque,
em lugar do campo eletrpmagnético, introduziu o 4-vetcr potenci-
al ao nivel da conexio através da suposicdo de que, além de wuma
parte simétrica quv que descreve a gravitacao, a conexao deve
também conter termos lineares com relagao a um vetor ¢M’ em ana-—
logia com a teoria unificada de Weyl. Neste caso, a forma  mais

geral da conexdo € dada por
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Q A v + ad V¢u + 4§ u¢v (3.3.25)

onde a € uma constante adimensional.
A derivada covariante associada a esta conexdo €

definida, para um vetor A° qualquer, por
A% =0 A% + 9 A (3.3.26)

0 tensor de curvatura dessa geometria €

o ) o3
R 1o C e + agd p(¢u[v + ¢u¢U)
-~as’ (¢ -0 0 ) + &% (4 - b ) (3.3.27)
ulp 1p piplvT Tvlp
onde
a _ a ‘ e B g _ B () .
v 2,8+ AT e AR AT - A M e (3.3.28)
e
_ _ 8 -
¢M|V 3U¢u ¢BA 0 (a*'1)¢u¢v (3.3.29)

E daj segue que o tensor de Ricci e o escalar de

curvatura, respectivamente, sdo

Ry = RYy= Oy * 3alb,y + 0,000 + 9, = by,  (5.3.50)



R = C + 3a¢“|11 + Ba¢u¢u =r " (3.3.31)

sendo Cuv = C Vo e C=g -

Impondo a condicdo de que a conexdo seja métrica,

obtem-se que

AUuV = L) - ¢uagv - ¢va“u - (a - 1)¢Uguv (3.3.32)

e dal resulta

% = L) v (a - 1) (8% ¢

o
" - g8 (3.3.33)

u

onde se impbe a condigdo a # 1 a fim de que esta nao seja uma geo
metria de Riemann. Logo, a constante a pcde ser eliminada atra-

vés de uma redefinicido do vetor ¢u’ resultando em

o O (o) o
T S A (3.3.34)

com isto, as eq.(31) ¢ (32) podem ser escritas como

- . a a3 . _
Re\’ = Re\) + 2(¢ q)a.ge\) - q)e@\,)_ge\)q) A - (d}e:\) - (i)\),e) “(a\)d)e—aed)\)]
(3.3.35)
e
R=R-66° -60¢%¢ (3.3.36)
+ J o

respectivamente.



A introducf@o do campo eletromagnético, an, nessa
geometria é realizada através da suposicao de que b, €& propor-
cional ao potencial eletromagnético, de acordo com a seguinte
definicao.

F = - . .

BV NCU NN (3.3.37)
onde a substituicdo das derivadas parciais pelas derivadas cova-
riantes definidas pela eq.(26], ndo altera o resultado. E a den-

sidade lagrangiana do mesmo € dada por

v

£ = kF Ry, (3.3.38)
onde Kk & uma constante.
A acl@o proposta para esta teoria &
S o_ MY 50 4 _
S g(R + 6¢O¢ .KFqu + } . + LM)d b (3.3.59)

sendo LM a lagrangiana da matéria. Desta agdo sao obtidas as
seguintes equacdes para o campo eletromagnético: a eq.(2.4.10) e

a equacao

MV = Loz« By (3.3.40)
-V 4

onde B & uma constante tal que:

16 ]
B/l = — oM (3.3.41)

As equagdes do campo gravitacional ficam



1 _ — (EM) (M)
Ruy = > Zpok (T ) = AT (3.3.42)
onde T}EEM) & dado pela eq.(2.4.7),
3 1 o
t = _. —_ —
w T (¢u¢\, 5 gw%ﬁb ) (3.3.43)
e A & Uma constante tal que:
- §(vV-g L)
f:gT@jl i (3.3.44)
H A Sg_
Bv

Na auséncia de matdria, as leis de conservagido ob
tidas a partir da eq.(42) implicam na imposicao da  gauge de
Lorentz ao 4-vetor potencial, isto &, ¢u_a = 0.

Quanto ao tensor dado pela eq.(43), sugere-se que
ele & responsavel pelas forgas necessarias para manter uma parti-
cula carregada unida.

Mas esta teoria também apresenta se€rios problemas.

Em primeiro lugar, ela nfo & uma geometrizacdo do eletromagnetis
mo, mas de um campo de Procca, como indicam a eq.(39) ou eq.(40).

Em segundo lugar, quando 0 campo va ¢ nulo a teo
ria nio & equivalente 3 Teoria da Relatividade Geral. Além disso,
a interpretacdo sugerida para o tensor dado pela eq.(43) ndo &
satisfatdria, uma vez que o mesmo nio & nulo no case de uma onda
eletromagnética, onde nio hi carga elétrica.

Finalmente, como na teorila de Batakis, também en-
contramos aqui uma decomposigao arbitraria da torgao, polis mos
mostramos que esta € uma geometria de Cartan onde o trago da tor

cdo & dado por



T =
U

ta | A

) (a-1)¢u (3.3-45)

sendo a introducio da constante a ¢ da imposicdo da condigao a#l
completamente artificial e desnecessaria.

A partir das propostas da Batakis e Hammond pode-
mos constatar que uma decomposicdo arbitraria da conexao tem di-
versos inconvenientes. Entre eles o fato dela ser artificial e
de nio conduzir a uma identificacdo da estrutura geométrica sub-
jacente a tal decomposigao.

Tais problemas nio existem quando a torgao € de-
composta em partes irredutiveis, como ocorre nas teorias que ago
Ta passamos a examinar.

Inicialmente, temosaproposta de Kruger et all (33)
que procura geometrizar a teoria dos monopolos elétricos e magné
ticos, considerando o campo elétromagnetico como sendo associado
a dois potenciais de acordo com a eq.(l.3.6].

As densidades de corrente sao geradas por campos
espinorlais, com carga el8trica e com carga magnética que apresen
ta acoplamento minimo com a geometria da teoria.

para tanto, & utilizada uma estyutura geométrica

cuja conexao ¢ dada por

3+ U (3.3.46)

o _ @
P HV {HV nv

onde Uiﬂ)sﬁo funcgbes das coordenadas, que podem ter partes simé-
tricas e anti-simétricas com relacgdo aos Indices inferiores.

Supondo-se que R = 0 e que a conexao € métri-

Buv

ca, obtem-se que
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g o 0

Too? gy T Mol gy T (3,3,47)

em um referencial inercial global, onde as componentes da cone-

xao sao dadas apenas por

o Lo
= U (3.3.48)
Com a suposigcao adicional de que a derivada cova-

riante das matrizes constantes de Dirac € nula, segue que (33)

U " U o (3.3.49)
Considerando a relacdo, dada pela eq.(48), entre a
conexao e UOL]J\J no referencial inercial global e a condigao descri

ta pela eq.(49), verificamos que a torcdo desse espago & dado por

o0 _ o ~
Ty U .. (3.3.5Q)
a qual deve ser completamente anti-simétrica, tendo em vista a

eq.(47), podendo ser escrita como

o o B :
= g = 3.3.51
Cow v\ C )

onde £ & um campo ‘proporcional ao pseudo-trago definido pe-
o & o simbolo de Levi-Civita.

nuve
A conexio espinorial desta geometria & dada por

la eq.(8), e €

1 - Y
=Cc 1 + = -y % 3.3.52
T, 0 | ; TS(YpYA Y)Y ,) ( )
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onde C & um vetor arbitrdrio e Y =Y Y 'Y Y
p 5 0'1 2 3

A introducio dos potenciais eletromagnéticos AL e

Bu na geometria ocorre através da associagio dos mesmos com osve

tores Cp e Xu de acordo com

c, = - ieA | (3.3.53]
y =2%aB (3.3.54)
]1 Sq; " e o

onde e e ¢ sao constantes reals. Tal escolha & motivada pelo
fato do acoplamentoe minimo de um campo espinorial com a geometria

resultar em uma densidade lagrangiana
= ¥ - = Ul g
£ SO ivy I‘uw (3.3.55)

cujas parcelas sdo, respectivamente, as densidades lagrangianas

do campo livre e de interagdo, sendo esta ultima dada por

= - o ]J " u . .
fint eprY 1] +qBU1pY st (3.3.56)

quando se considera a-geometvizagﬁo dos potenciais segundo a es-
pecificagio dada pelas eqs. (53) e (54).
A lagrangiana do campo eletromagnético € definida

cComo

=._}. UV poa =;b“ H ‘ .
B oo (B F pr ) - a0 - (3.3.57)

onde, para um campo espinorial,
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o= ety (3.3.58)

it

K= g by v v (3.3.59)

Mas enquante as equacgoes de Maxwell obtidas a par
tir da eq.(57) implicam na conservacao das densidades de corren-
te dadas pelas eqs.(58) e (59), as equacdes do campo -espinorial
resultantes da eq.(55) conduzem 3 nde conservacao a correntemag

nética onde
BpK“ = - 2imquyMy (3.3.60)

sendo m a massa do campo espinorial. Portanto, as cargas elétri-
ca e magnética devem estar associadas a campo espinoriais distin

tos

?

tendo massa nula o campo correspohdente a esta dltima.

A conservagdo das cargas elétrica e magnética es-
td associada a invarifincia da densidade lagrangiana com relagao
as transformagoes de gauge do potencial, eq.(1.2.21), e as trans

formacoes

ig . .
wl > e wr (3.3.61)

UY& -
bpp e gy (3.3.62)
definidas para os campos com carga elétrica e magnética, respec-

ticamente, onde ¢ & constante.

Os preblemas apresentados por €s5sa teoria sao va-



rios. Embora a geometrizacdo do potencial Bu através da eq.(54 )
seja aceitavel o mesmo ndo ocorre com relagdo ao- potencial A
que & associado a-um campo vetorlial arbitrario, a menos do qual a
conexdo espinorial & determinada pela conexao do espago-tempo e
pelas matrizes de Dirac (26). Outro ponto fraco reside no fato
da lagrangiana do campo eletromagnético, eq.(57), nao resultarde
condicdes impostas a um elemento da estrutura geométrica. Por fim,
nesta teoria todos os campos existente devem ter cargas lguais e
nao nulas, em vista das eqs.(53), (54),(58) e (59].

Uma nroposta mais eclaborada do que a anterior foil
formulada por Novello que, procurando geometrizar a eletrodi
namica dos dyons, considerou que a razdo entre as cargas elétri-
ca e magnética dos dyons deye ter um papel na geometrizagao do
eletromagnetismo andlogo a0 que a razao entre as massas iner-
cial e gravitacional das particulas teye com relagado a formulagio
da Teoria da Relatividade Geral, por serem ambas as razoes Cons-—
tantes universais(lﬁ?%?L

0s potenciais eletromagn€ticos sdo introduzidosna
geometria através da associacdo dos mesmos com o trago ¢ com O
pseudo-trago da torgao. Considera-se que a parte sem trago e sem
pseudo-traco da torgio & identicamente nula, atrayés do argumen-
to de que nado se pretende geometrizar outros campos além do cam-
po eletromagnético, nio sendo necessdrio, portanto, a Introdugdo
de graus de liberdade adicionais. Esta estrutura geométrica foi
chamada de  Geometria de Cartan Restrita.

Nesta geometria a contorgdo dada pela eq.-(32),fi-

ca descrita de acordo com
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P2 2 gf - Py -
o =3 O eyt )

1 p
-
3 mvg

o

E (3.3.63)

Além disso, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respecti

vamente, podem ser escritos como

R 2 8
N % Ton T 3 T o Ba 9 Tota
§ _2__%_ 2__2 l op ;
+ o g T 5 guﬁﬂ 4'5 qux*‘s gﬁapza (3.3.64)
e
- o 2 2 2 - -
R=R+4c% + = (4c% - 1%) (3.3.65)
’ 3
2 _ MV : 2 - LB
onde T g T, e : X g EQXB
0 campo eletromagnético da eletrodinamica dos

dyons, eq.(1.3.6), € associado @ parte anti-simé€trica do tensor
de Ricci, dada por

Rey] g-(avTu R %-nuvagagxa] (3.3.66)
devido a hipdtese de geometrizagao dos potenciais considerada. Es
te fato leva a consideracdo da necessidade da lagrangiana do cam
po eletromagnético ser, pelo menos, quadratica no tensor de cur-
vatura.

Por sua vez, devido a simetria dual da eletrodina
mica dos dyons, o traco e o pseudo-trago da torgdo ndo sao univo
camente determinados, sendo associada uma classe de equivalencia

de geometrias de Cartan ao campo eletromagnético, pois a cada
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escolha do @ngulo de rotagfo dual correspondende uma dada geome-
tria de Cartan.

Sio propostas duas densidades lagrangianas  para
uma teoria unificada da grayitaclo e do eletromagnetismo, a Ssa-

ber

1
§ = :_- (R + o?R &Yy (3.3.67)
1 k Hv

1 ) 2 TRV IR T : M
§ = —- [R+ (R, R ~= bB 3.3,
\ , [ o ( v -5 R l] + CeAu + U)V { 68)

onde ¢ & uma constante com dimensdo de comprimento.
A geometrizacdo dos potenciais & realizada de acor

do com

A 3 - .
¢ =3 3.3.69
T, . SAM (3. )
£ = > BR (3.3.70]
H 2 H :

onde B & uma constante dimensional. No caso da lagrangiana dada
pela eq.(67) considera-se que B = 1 e que a constante y dada pe-
la eq.(1.3.36),€ igual a unidade.

Rs equacdes de campo sdo obtidas através da supo-
sicdo de que os potenciais eletromagnéticos sao paralelos, tal

que

ov]
I

YA (3.3.71)
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Neste caso, as lagrangianas ficam dadas, a menos de uma divergén

cia total, por

1 ‘ MR TSN % UV Y
g = _+. {R 2 o 2 Hos .3,
3 - + 'R R 4_fuvf + 0 Ap;vA } (3.3.72)
e

s =L R« é—B(l-Y?)A.AP+ o2 [R RHY L ge

2 k 2 U HY
1 y2y pHv L2 RHY : i :
+ (E :r)f £, * YR Ay A, }+](_e.ALl + bgujv (3.3.73)

onde fuv & dado pela eq.(1.2.20). Considera-se que o potencial
eletromagnético satisfaz a gauge de Lorentz, no caso da lagrangia

na §
1

A partir das eqs.(72) e (73} obtem-se respectiva-

mente . as equagoes de campo

(e 2t AY -0 (3.3.74)
Y )
E3

f“v,v =0 (3.3.75)

\9} )

c
= e V¥ (3.3.76)
Q

=0 (3.3.77)

com relacdo a densidade lagrangiana §  define-se a carga renor-
2

malizada
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0, = 2 511N
y* -2
e considera-se que
R =10
IRV

(3.3.78)

(3.3.79)

Por fim, também & estudado o acoplamento de um

campo espinorial de Dirac com o eletromagnetismo, admitindo - se

que o mesmo & obtido através do acoplamento minimo do campo espi

norial com a geometria de Cartan Restrita, isto ¢, fazendo-se

As equagoes do movimento para o campo

sao obtidas a partir da densidade lagrangiana
£ = wyHy
R A
cujo termo de interagdo & dado por

: R Senilh | SRS Rl I
Sint =YY l,uru+ ; vy stﬂu

(3.3.80)

(3.3.81)

espinorial

(3.3.82)

(3.3.83)

Admitindo-se a geometrizagao dos potenciais ‘ele-

tromagnéticos de acordo com as eqs.(69) e (70), escolhendo-se a

constante B COmMoO
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B = aS (3.3.84)
c

onde ¢ € a velocidade da luz, ¢ ¢ a carga do elétron e a & uma
constante adimensional, a densidade lagrangiana do campo espino-
rial, eq.(82), reduz-se a da teoria de particulas com carga du-
pla (27).

A existéncia de particulas sem carga elétrica efe
tiva, dada pela eq.(1,3,60), € considerada comoresultando da divi
sio dos dyons em duas classes para as quais tem-se, respectivamen

te

2

vz =1 (3.3.85)

2 = -1 , (3.3.86)

Assim, as particulas sem carga elétrica efetiva
sio aquelas cuja razfo entre as cargas magnética e elétrica ¢ um
nimero imagindrio puro. Como s3 a carga elétrica efetiva & obser
vavel este fato nao traz problemas.

Embora esta seja a melhor de todas as propostasde
unificacio através da torcao, ecla também apresenta uma série de
problemas. Em primeiro lugar, as lagrangianas propostas nao apre
sentama simetria dual. Logo a hipdtese de que os potenciais sao
paralelos, eq.(71}, nao corresponde a uma escolha de gauge devi
do a este fato, embora formalmente parega como tal, e & uma res-

tricdo a teoria. Este problema se evidencia quando constata-se

que as equagdes de campo obtidas também ndo apresentam a Sime-



tria dual além de serem obtidas considerando-se a restricado dada
pela eq.(79) e a imposicdo da gauge de Lorentz.

Em segundo lugar, a explicagdo para a existéncia
de particulas sem carga elétrica efetiva viola a condicao que e-
xige a universalidade da razdo entre as cargas magnética e elétri
ca dos dyons. Além disso os campos espinorlais existentes devem
ter cargas iguais e nao nulas.

Por fim, nem a tecria de Maxwell ¢ nem -a Teoria
da Relatividade Geral sao casos particulas das teorias unificadas

propostas.

3.4 - TRANSFORMACUES CONFORMES E A TORCAQ

Recentemente, mostrou—-se féﬁ;_é) que o traco da
torcdo de uma geometria de Cartan comporta-se, sob transforma-
coes conformes das tetradas, de um modo analogo ac do 4-vetor po
tencial do eletromagnetismo, quando sdo realizadas transformacoes
de gauge.

As transformagSes Conformes das tetradas sao defi
nidas por (34, 35, 30)
ot (A) L o(x) (A) (3.4.1)
" .

- u

onde o(x) € um campo escalar. Hstas transformagoes induzem as

transformacoes conformes da métrica dadas por

1163
8 yv e g1y 7 (3.4.2)
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que implicam na transformacgao do elemento de linha
ds' = &Y @st (3.4.3)

Admite-se que, sob transformacgoes conformes das
tetradas, a conexao de Lorentz permanece invariante. Isto &, tem
-se (34,33)

A = mA (3.4.4)

Por outro lado, as componentes da conexao em um referencial qual-

quer da variedade transformam-se de acordo com

y O - po o
r v r v + 6 vauc (3.4.5)
Este resultado &€ obtido através da substituicdo das eqs, (I)e (4
na eq. (2.3.29).
Considerando-se as eqs. (@) e (5), podemos obter as
transformacoes da torgao, eq. (A.15), e do tensor de curvatura,

eq. f(2.3.31), que resultam em
Rt =rA (3.4.6)
@ = 2 (8% o - 8° 3.,0) (3.4.7)
respectivamente. Tendo em vista a decomposigao da torgao em par-

tes irredutiveis dada pela eq. (3.6), verifica-se através da eq.

(7) que apenas o traco da torcao € afetado pela transformagao
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conforme, variando de acordo com
Y (3.4.8)

Na verdade, na sua origem, as transfermagles de
gauge do potencial eletromagnético estavam relacionadas com as
transformacSes conforme da métrica, eq.(2), pois surgiram em uma
teoria unificada da grayitagdo e do eletromagnetismo propostopor
Weyl pouco depois da formulagao da Teoria da Relatividade Geral
por Einstein (36).

Nesta teoria, o 4-yvetor potencial foi introduzido

em uma geometria cuja conexao, dada por

o oG 1 o . & o -

I 1V {HV} z(ﬁ yoy § Wy T g ) (3.4.9)

& inyariante sob transformacdes conforme da métrica, através da

associacgao do mesmo com o yetor o - Esta & a chamada geometria
de Weyl, sendo o vetor o, também denominado de vetor de Weyl.

Da derivada covariante do determinante da métrica,

com relagdo a esta conexao, obtem-se que (37)

v tnlgl (3.4.10)

_ 1
wo= =
4 W

donde segue as transformacdes
w' = w o+ 23 a (3.4.11)
B i

para o vetor de Weyl, em decorréncia das transformagoes confomes
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da métrica eq.(d)} Estas transformagoes, juntamente com as trans-
formacoes dadas pela eq.(3), foram chamadas de transformacoes
de gauge por Weyl, sendo a unidade arbitrdria de comprimento em
cada ponto do espago-tempo deneminada de "gauge'. Depois que a
teoria de Weyl foi rejeitada, as transformagdes do 4-vetor po-
tencial dadas pela eq.(1l) continuaram a receber esta denomina-
cdo, que ja ndo tinha mais nenhum significado geomé€trico,

O abandono da teoria de Weyl resultou do fato das
variacoes das unidades de tempo e de comprimerto atrav€s do trans
porte paralelo, presente na mesma, implicarem na dependéncia dos
resultados de uma medicdo com relagdo a histdria dos aparelhos

de medida, pols
vugaB =0 80 (3.4.12)

Este resultado estd em contradicdo com a Mecanica Quantica, uma
vez que os espectros atdomicos ndo dependem da histdria  passada
dos atomos e indicam a existéncia de padrdes de tempo e de compri
mento invariantes com relac@o ao transporte paralelo {23).
Contrariamente ao que ocorre com a teoria de Weyl,
as transformagdes conformes dadas pelas eq.( 1) definidas na geo
metria de Cartan preseryvam a estrutura geométrica e, consequente
mente, resultam na censervacido do comprimento sob transporte pa-
ralelo (35). Isto ocorre porque a derivada covariante da métrica

na geometria de Cartam se transforma de acordo com

M- .ewvﬁgas (3.4.13)
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tendo em vista as eqs. (3.4), (@) e (5). Portanto, o problema da
historicidade nao ocorre neste caso.

Finalmente, observamos que a derivada covarlante
da métrica, com relacdo ao simbolo de Christoffel,comporta-se de
acordo com

vt _ 2¢g
Togny = € 0 VoBpy (3.4.14)

sob transformacoes conformes da métrica.

Portanto, admitindo-se a associacgdo do potencial
eletromagnético com o trago da torgao, sugerida por Novello e
Obuchov, existe a perspectiva de se obter uma interpretacgao geo-
métrica para as transformagdes de gauge do potencial atraves das
transformagoes conformes como fol realizado na teoria de keyl,mas
mantendo a conservagao do comprimento e sem introduzir um campo

vetorial adicional na geometria como o vetor de Weyl.



CAPITULO 4

GEOMETRTZACAO DO ELETROMAGNETTSMO ATRAVES DA TORCAO

4.1 - INTRODUCAQ

Neste capitule apresentamos uma interpretacdo geo
métrica para a eletrodinamica dos dyons (formulada em termos de
dois potenciais) onde os dois potenciais sao associados ao trago
e ao pseudo-traco da torcdo e o campo € associado ao divergente
covariante da torcao. Assim, mostramos que tanto os potenciais
quanto o campo podem ser associados @ torgado, sem o auxilio de
uma decomposicao arbitriria da mesma e sem recorrer a hipoteses
ad hoc, como ocorreu nos trabalhos anteriores.

A seguilr, mostramos que as rotagoes duais e as
transformactes de gauge generalizadas podem ser interpretadas geo
métricamente através de transformacdes da conexdo de Lorentz que
preservam a estrutura geométrica.

Depois, procuramos obter o acoplamento minimo do
campo gravitacional, de particulas, de campos escalares e de cam
pos espinoriais,com a teoria geométrica dos dyons através do aco
plamento minimo destes campos com a geometria de Cartan. Porém,
os resultados da teoria de Einstein-Maxwell nio sao obtidos.

Finalmente, tantamos conseguir estes resultados
atrayés da imposiclo da invaridncia conforme, a fim de 1Interpre
tar as transformacl8es de gauge do 4-vetor potencial como decor
rentes das transformacbes conformes das tetradas. Mas verificamos
que a obtencdo do acoplamento minimo & incompativel com a inter-

pretacao geométrica das transformacdes de gauge.
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4.2 - TEORIA GEOMETRICA DOS DYONS

A fim de que a geometrizacao do eletromagnetismo
através da torcdo ndo seja realizada de um modo arbitrario e ar
tificial, deve—se procurar associar ou o campo eletromagnetico
ou os potenciais com as partes irredutiveis da torgao obtidas a
partir da decomposicao dada pela eq.(3.3.6}.

Em geral, a associagdo do campo eletromagnetico
com a conexao do espago-tempo,e emparticular com a torgdo, apre
senta diversos inconyvenientes. Um deles € o fato desta associa
cio s0 ser possivel através de uma decomposigdoc arbitraria daco
nexdo, que ndo tem um tensor de segunda ordem como parte irredu
tivel. Este fato pode ser constatado considerande-se a decompo-
sicdo da torcdo, dada pela eq.(3.3.6.), e realizando-se a decom
posicao de tensor de ndo-metricidade, dado pela eq.(A:29), em
partes irredutiveis. Além disso, a introducac dos potenciais na
geometria deve ser realizada através de hipdteses ad hoc que de
finem o campe em termos dos mesmos, o que impossibilita  qual-
que tentativa de obter-se uma Interpretacao geom€trica para as
transformacoes de gauge.

Por outro lado, os dois potenciais da' Eletrodina
mica deos Dyons podem ser naturalmente associados aoc trago e ac pseu
do-traco da torcdo, permitindo uma possivel interpretacdo geomé
trica para as transformacoes de gauge. Neste caso, a geometriza
cac do campo atrav§§ da associacdao do mesmo com algum elemento
da geometria torna-se um resultado diffcil de obter-se. Em GCe-
e campo ¢ definido em termos dos potencials com o auxilio

ral

»

de hipbteses ad-hoc.
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Estes problemas surgiram nos trabalhos mencionados
no capitulo anterior. Mas mostramos que tais dificuldades podenm
ser superadas, obtende uma interpretacao geométrica tanto para
os potenciais quante para o campo a partir de hipdteses gerais.

A fim de evitar o surgimento de varias constan-
tes dimensionails, utilizamos o sistema de unidades onde a cons-
tante de Planck e a velocidade da luz no vicuo sido, respectivamen
te, lguais @ unidade. Neste sistema, a conexdo do espago-tempo e
o 4-yector potencial tém a mesma dimenséo.

Neste caso, a geometrizacao dos potenciais da ele

trodinamica dos dyons e obtida através da associac@o dos mesmos

com o traco e o pseude-trago da torgao, de acordo com

A =1 (4.2.1)

B == (4.2.2)

Para que a torcdo esteja associada apenas ao cletromagnetismo con
sideramos que a parte sem trago e sem pseudo-traco da torgao, eq.
(3.3.9), scja idénticamente nula, obtendo uma CGeometria de Cartan
Restrita.

O campo eletromagnético deve ser associado a um
tensor anti-sim€trico de segunda ordem obtido a partir de condi-
¢coes impostas na curvatura ou na torgdo, a fim de que nao seja
necessidria a adocao de hipéteses ad-hoc. Admitindo que este ten-
sor & linear nas derivadas primeciras dos potenciails, as hipOteses
anteriores Implicam em duas possibilidades: a parte anti-simétri

ca do tenser de Ricci dada pela eq.(3.3.66}, e o divergente cova



riante da torcao dado por

o - _2 . _ 0B
Vol v 3('avTu 2,7y Ty auz:B) (4.2.3)

Estas duas possibilidades estdo relacionadas entre si através da

equagao
- ~0 :
R[vu] =V, T et BTy T BUTV (4.2.4),

obtida a partir da contracde dos indices w e p na identidade do
tensor de curvatura dada pela eq.(3.3.12).

Com a finalidade de tornar explicita a associagao
entre a torcdo e o eletromagnetismo consideramos que o campo ele
tromagnético da eletrodinamica dos dyons, eq.(1.3.6), € descri

to geometricamente pelo tensor
E o= - vuT“ (4.2.5)

As equacoes de campo sdo obtidas a partir da agao
dada pela eq.(1.3.37), quando a eq.(5) & substituida na mesma,
através da variacdo do traco e do pseudo-trago da torcao. Neste

caso, tem-se as equacgOes de camno

C_var_“w);“ =0 (4.2.6)

o WV 2.
v, %) 0 | (4.2.7)
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Mas, como a eletrodinidmica dos dyons € invariante
sob rotagdes duais e sob transformacdes de gauge generalizadas, a
geometrizagao da teoria s estard completa se ambas as transfor-
magoes puderem ser Interpretadas em termos geomé€tricos.

Em geral, as transformacoes da conexao de Lorentz

definidas por

B = oA (4.2.8)

& o tensor que satisfaz a condigdo

o (B) -A
© vC uB

o _
onde C . e (A)

Y« + o0
T 1 T °v C [1_1\)1 7"' 0 C4.2.9)
preservam a estrutura da geometria de Cartan. Isto ocorre porque

a substituicdo da eq.(9) na eq.(3.3.2), resulta em

1 O o4 - g
Bk g * 80k Yy = O (4.2.10)

Portanto, as transformagoes definidas pela eq.(8) levam uma geo-
metria de Cartan em outra.

As rotagoOes duais e as transformagoes de gauge ge
neralizadas correspondem a escolhas de Capv dadas, respectivamen
te, por

o

Q _ .a o ‘ -
C ] = T IJ\)(_cose 1} + = 11\)senf) (4.2.11)

onde 5 6=10, e
u
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a _ 1 O o 1 _aB
= 7 - 5% 7 -
Crv] =73 (872, N o L (4.2.12)

Os vetores Zu e Wﬁ satisfazem a condigdo descrita pela eq.(l.3.
13) .

A eletrodinamica de Maxwell resultara de uma esco
lha de gauge dada pelas egs.(1.3.43), (1.3.57) e (1.3.58), que
fixa a conexao da geoﬁetriam Neste caso, as transformagoes de
gauge do 4-vetor potencial descritas pela eq.(1.2.21), podem ser
interpretadas como sendo uma decorréncia das transformacoes con-
formes da tetradas, eq.(3.4.1), de acordo com os resultadas apre
sentados na secdo quatro do capitulo anterior.

Embora a estrutura geométrica seja invariante sob
as transformac¢oes dadas pels eq.(8). o mesma nao ocorre com a
geometria. Estas transformagoes alteram os invarTantes, sob trans
formacdes de coordenadas, da geometria. O escalar de ' curvatura
transforma-se sob rotacdes duais e sob transformagoes de gauge,

respectivamente, de acordo com

R'" = R + 4TQ'QCCOS@ ~-1] + 4Eu_asen6 +
» 14 (2 - 2] sen?p + ZTazasenza (4.2.13)
3

R = R+ 47% o+ A azro—w?) o+ X e 2% - WH) (4.2.14)
O 3 3 o (63

k]

Com relacdo #s transformagbes conformes das tetra

das, devido as eqs.(3.4.2) e (3.4.6), obtem-se que
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R' = e?CR (4.2.15)

Mas, adotando o mesmo ponto de vista que Novello
(18), quando o mesmo problema surgiu em seus trabalhos, - podemos
considerar que todas as geometrias relacionadas pelas transforma
coes dadas pelas eqs.(3.4.1),.(11) c @ formam uma classe de equivalén
cia com relacio 3 eletrodinamica dos dyons. Estas geometriasnao
poderdo ser distinguidas entre si a partir de resultados obtidos
desta teoria.

Entretanto, o sucesso de uma teoria geométrica do
eletromagnetismo depende- tambeém do seu acoplamento com outroscam
pos e com particulas, que deve estar de acordo com os resultados
experimentais. Tendo em vista esta exigéncia, verificamos se a
tecria geométrica des dyons reproduz os resultados da teoria de

Einstein-Maxwell.

4.3 - 0 PRINCTIPIO DE ACOPLAMENTO MINTIMO

0 acoplamente entre a teoria geométrica dos dyons
e a gravitagao, partIculas, campes escalares € Campos espinoriais
pode ser obtido atraves do principio do aceplamento minimo des-
tes campos e destas particulas com a Geometria de Cartan Restri-
ta, descrito pelas egqs. (3.3.80) e (3.3.81). Além di'sso, as den-
sidades lagrangianas dos campos € partfculas devem ter as mesmas
invariancias que a eletrodindmica dos dyons, pois a escolha da
Gauge de Maxwell implica em uma transformacdo da geometrla  que
nio deve alterar as equagoes da fisica.

As exigéncias de acoplamento minimo entre a teoria
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geomtrica dos dyons e a gravitagao, e de invariancia da densida
de lagrangiana do campo gravitacional sob rotacoes duais e sob
transformacdes de gauge generalizadas, impedem que o escalar de
curvatura dado pela eq. (3.3.65) seja escolhido como densidade la
grangiana, em analogia com a Teoria da Relatiyidade Geral. Isto
ocorre porque o escalar de curvatura apresenta termos quadrati-
cos na torcido que nio satisfazem as invariincias desejadas.

Este problema pode ser solucionado escolhendo --s¢

como densidade lagrangiana do campo gravitacieonal o escalar

_ _ (3 TRY pou
5 R 7T oT + 6T uT (4.3.1)
onde
GuV 2 2 2
"[‘ = '[‘ - 40302
T SRS (4.3.2)
e
poH 1 2 2
T - - 2 4.3.3
T o ; (v £2) ( )

sio os Unicos termos quadraticos na torgao Independentes  entre
si. Os coeficientes dos mesmos sido escolhidos de modo que as exi
géncias requeridas sejam satisfeitas. Esta densidade lagrangiana
coincide com a lagrangiana de Einstein, eq.(2.3.3), a menos de
uma divergéncia total.

Logo, uma teoria unificada da gravitagao e do ele
tromagnetismo poderia ter como densidade lagrangiana a soma das eqs.
(1) e (1.3.37), onde Pﬁv & substituido nesta dltima equagdo pe
la eq.(2.5). Os resultados desta teoria sfo indistinguiveis dos da

teoria de Einstein-Maxwell, neste caso.
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Com relacdo ao acoplamento com particulas admiti-
mos as seguintes hipdteses: as equacdes do movimento das par
ticulas carregédas sdo dadas pela eq.(1.3.30), admitindo-se que
Puv e dado pela eq.(2.5); e as equacoes do movimento das particulas
sem cargas sdo obtidas a partir da acdo descrita pela eq.(2.3.5),
coincidindo com as equacles da Teoria da Relatividade Geral.

Quanto ao campo escalar, ndo obtem-se o acoplamen

to do mesmo com o eletromagnetismo através do principio do acopla

mento minimo, pois a densidade lagrangiana resultante &
§ = a“q;a_u(p* - m2ep™ (4.3.4)

Os resultados obtidos para o campoesplnorial atra
vés do principio do acoplamento minimo s@o mais satisfatorios do
que os do campo escalar. Neste caso € conveniente considerar a
possibilidade da torgao ser um campo compleXo.

A conexdo espinorial, na geometria de Cartan, - é

dada por

N S - ? - 1P Uy oy oF 4.3 5
T, - 00— ()Y - T ANDY (4.3.5)

0 procedimento realizado para obté&-la & analogo ao realizado pa-
ra a obtencao da conexao espinorial, eq.(2.4.30), da Teoria da

Relatividade Geral (39), onde supde-se que

no_ i Hoo_v U Uno o :
V.Y 3 Y TT oy AT Y YT 0 (4.3.6)
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Assim, na geometria de Cart

riantes dos espinores ¥ e ¥ ficam dadas

AV

K “(vﬁ

D0 = Tyw v — KV G

oo |

*V ol _ B
K mu(v Y, ~ Y Y]

an as derivadas cova-

., ,respectivamente, por

v, ~ YY) (4.3.7)

(4.3.8)

onde T & definido pela eq.(2.4.30), K*vap & o complexo conjuga-
do de Kvuu , € yu € o campo de matrizes de Dirac dado pela eq.
(2.4.24).
Utilizando as propriedades das matrizes de Dirac
Y oy = = 2y (4.3.9)
B VR no
S T
vy, =41
e
Buvo, . o = 16+ B 4.3.10
n Y, YT 10 Y (4.3.10)
onde Y - YoY,Y,Y, obtem-se que
o e e i o
YV Sy VT, S XY L2 (4.3.11)
e
Y = (v 0vY - oy e L py O 4.3.12
(v ¥y (V0y" = byl + A Y YL ( )
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Nestas equacoes éaw e é@ﬁ sdo definidos, respectivamente, pe-
las eqs.(2.4.21) e (2.4.22).

Assim, considerando estes resultados, a generali-
zagao da densidade lagrangiana dada pela eq.(1.2.32) para a Geo-
metria de Cartan Restrita, de acordo com o prinecipio do acoplamen

to minimo, fica dada por
_ 1 .= 0 L . . ,
£ = E-[wy‘vuw - Cvawjx-w + 2im Y 9} (4.3.13)

Esta densidade lagrangiana pode ser decomposta, utilizando as

eqs. (11) e (1Z), em

P= LYy - T+ 2ing v ) e Py T

2
+ iﬁﬁx‘lw Re, (4.3.14)
onde
ImtH = - % (Tu - T;) (4.3.15)
[
ReI = L (I + I*) (4.3.16)
TR u’ -

Considerando-se a eletrodinamica dos dyons na Gau
ge de Maxwell, pode-se concluir através da comparacao da eq.(2-.
4.31) com a eq.(l4) que os resultados da teoria de Einstein-Max-
well serdo obtidos se o trago da torcao for imaginario puro e se

a geometrizagido do 4-vetor potencial for realizada de acordo com
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T =1iA (4.3.17)

em lugar de ser através da eq.(2.1).

Para que uma tal escolha nfo invalide a associagao
entre o campo eletromagnético e o divergente covariante da tor-
cao, nem viole a invariancia dual, € necessario substituir as

eqs.(2.2) e (2.5} pelas equagoes

I =iRk (4.3.18)

pooo= -2 iy 1% (4.3.19)

Além disso, os campos Z11 e Wu,dados na eq.(2.12), também  devem
ser imagindrios puros. Neste caso, o campo eSpinorial nao intera
ge com o pseudo-potencial RU’ e ndo apresenta a invarianciadual

Mas a simetria dual pode ser preservada através

de outra geometrizagao dos potenciais dada por

T - A+ B
u . 1) H
=7-1:~___+_-71_; (4.3.20)
5 1+ B - vA
| ] AR I TR G

onde y & a razdo entre as cargas magnftica e elétrica dosdyons

definida pela eq.(1.3.36). Substituindo a eq-{20) na eq. (2.3),

@ comparando com as eqs. (1.3.6) e (1.3.7), obtem-se que
L E o+ yEry = -2 (-1)v 1® (4.3.21)
Ve VI N e
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Passando a lagrangiana da eletrodinamica dos dyons, eq.(1.3.37),
a ser identificada com

1. g-ﬁj@-iﬁvﬁf“ y bRV (4.3.22)

16mc 4 uv B

Agora a interacao do campo espinorial com o -ele-

tromagnetismo torna-se

= [ + AR | B
$int Vi [ivhca, + 8 ) +ivy Yo - va )] (4.3.23)

Esta segunda hipdtese da geometrizagao dos poten
ciais impede que as rotacgOes duais recebam uma interpretagao geo
métrica, pois a torcao € invariante sob as mesmas de acordo com
a eq. (20}, embora todos os resultados obtidos apresentem esia
invaridncia. Quanto as transformacoes de gauge generalizadas, eq.
(2.12), verifica-se que a  lagrangiana do campo espinorial nao
€ invariante sob as mesmas.

Portanto, o acoplamento do campo espinorial com a
Geometria de Cartan Restrita, neste caso, nao satisfaz as ‘ldva
riancias da eletrodinamica dos dyons impedindo que a passagem &

Gauge de Maxwell possa ser realizada.

4.4 - 0 PRINCIPIO DA INVARIANCIA CONFORME

Considerando a teoria geométrica dos dyons, apre-

sentada na segunda segado deste capitulo, na Gauge de Maxwell, in

vestigamos a possibilidade de interpretar geome tricamente as
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transformacgoes de geuge do 4-vetor potencial como decorrentes de
transformagdes conformes das tetradas, tendo como motivagdo  os
resultados apresentados na ultima secdo do capitulo anterior.

Supondo que esta interpretagdo também deva ser vé
lida na presenca de campos gravitacionais, particulas, campos es
calares e campos espinoriais, procuramos obter o acoplamento des
tes campos e destas particulas com a teoria geométrica dos dyons
a partir da imposigao da Invaridncia conforme nas densidades la-
grangianas dos mesmos.

Pode interpretar-se que o conjunto de transforma-
coes dadas pelas eqs.(3.4.1) e (3.4.4) origina uma mudanga das

unidades de tempo e de comprimento, realizada nos referenciais i

nerciais locais associados através destas transformacoes, dada
por

dt' = &%z (4.4.1)
e

e = e%de (4.4.2)

Estas equaces sdao obtidas através da substituig@o das eqs.(3.4..
2) e (3.4.3) nas eqs.(2.3.8) e (2.3.9).

Como as mudangas de unidades ocorrem localmente ,
as transformacoes dadas pelas eqgs.(1) e (2) implicam no uso de
um sistema de unidades diferente em cada ponto do espaco-tempo.
Logo, as unidades de todas as grandezas variarao de ponto  para
ponto, formando campos definidos em todo o espago-tempo, analoga
mente ao que ocorre com as unidade de tempo e de comprimento.

Neste caso, o principio da homogeneidade dimensio

nal, que implica na invarifncia das equagdes da fisica sob trans
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formagoes de unidades e que usualmente & considerado do ponto de
vista das transformacoes de unidades definidas globalmente, deve
ser estendido para o caso em que estas transformagoes sao defini
das localmente e apresentam um fator de conversao dependente das
coordenadas do espaco-tempo.

Porém, enquanto & possivel dar uma interpretacgdo
geométrica para as transformagoes das unidades de tempo e de com
primento, o mesmo nao ocorre com as unidades das:outras grandezas
fundamentais, pois elas nao estdo associadas a elementos da geo-
metria.

Adotando esta interpretagao para as transformacoes
conformes, Bekenstein e Meisels (40)] fizeram uma analogia .entre
o principio da invariancia sob transformacgbes de gauge de segun-
da espécie e o principio da invariancia sob transformagodesde sis
temas de unidades locais que eles chamaram de principio da inva-
riancia conforme.Mas eles nao chegaram a apresentar o campo de
gauge que corresponderia ao 4-vetor potencial do eletromagnetis-
mo, embora tenhamdemonstrado que as dinamicas das particulas fun
damentais (léptons e quarks) e dos campos através dos quais elas
interagem (Maxwell, gluon, W e Higgs), de acordo com as teorias
atuais das interacles fortes, fracas e eletromagnéticas, satisfa
zem ao principio da invariancia conforme.

Além disso, eles demonstraram:que a imposicao da
invariancia conforme ao campo que determina a variagao das mas-—
sas dos campos e particulas conduz necessariamente a Teoria da Rela
tividade Geral admitindo-se que este campo tambeém descreva a gra-
vitagao. Neste caso, serd impossivel distinguir-se os sistemas de

unidades diferentes entre si, a partir das equagbes da fisica.
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A seguir apresentamos os principais resultados ob
tidos por eles tendo em vista uma posterior adaptagao para a teo
ria geom@trica dos dyons, onde procuramos identificar o traco da
torcdo como o campo de gauge necessdrio para a implementacdo do
principio da invariancia conforme.

Verifica-se que, sob transformagoes de unidadeslo
cais, a velocidade da luz no vﬁcud‘g, a constante de Planck h, e
a carga elétrica sao invariantes. Entretanto, as massas de repou
so ¢ a constante gravitacional variam, respectivamente, de acor—
do com

m' = e m (4.4.3)

¢ = % (4.4.4)

Estes resultados estao em concordiancia com a anadlise dimensional,
¢ ja tinha sido obtidos anteriormente por diversos pesquisadores

(41,42}

As transformacOes das massas nao implicam em uma
quebra da invariancia sob transformagoes de escala da métrica e
representam uma restricao que um campo deve satisfazer a fim de

apresentar uma dinamica conformalmente invariante, a saber
+m == =20 (4.4.5)
onde £ & a densidade lagrangiana do mesmo. Logo, -0 trago do ten

sor momento-energia deve conter apenas termos de massa.

A fim de que o principio de equivaléncia, na for



- 112 -

ma fraca, nao seja violado, todas as massas devem ser expressas

como
= m (x) (4.4.6)

onde m, € uma constante adimensional especifica, caracteristica
de uma particula ou campo, e B8(x) € um campo escalar, que = se
transforma de acordo com a eq.(3), chamado de campo de massa.
Neste caso os sistemas de unidades naturafs utilizados na fisi-
ca atomica e na fisica de particulas sao equivalentes. Adicionan
do-s¢ @ hipotese descrita pela eq.(6) a suposigao de que a cons
tante gravitacional também € determinada pelo campo demassa de
acordo com

-2

¢ =0G8 (x) (4.4.7)

obtem-se a equivalencia dos sistemas de unidades naturais de Par
ticulas e de Planck-Wheller. Neste caso, pode-se formular a dina
mica dos campos gravitacional e de massa em termos de uma Unica

acdo dada por
s = |3 8% - = RE*)/TF d'x (4.4.8)
6

Quando o campo de massa for constante o mesmo ocorre com  todas

as massas de repouso, € a agao para o campo gravitacional, €q.(8),

coincide com a acgao da Teoria da Relatividade Geral. Este resul-

tado equivale a fixar o parametro ¢ das transformagdes conformes.

Mas, como a acdo dada pela eq.(8] &€ invariante sob estas trans-
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formagoes, pode concluir—se que a mesma conduz a resultados equi
valentes aos da Teoria da Relatividade Geral - independentemente
dessa escolha, chamada por Dirac (ﬂé) de Gauge de Einstein., Este
fato foi descoberto através de diferentes maneiras, por diversos
pesquisadores.

Um resultado andlogo ocorre com as equacdes do

movimento de uma particula de teste sem carga que sao dadas por

e IR N B T (4.4.9)
as °

Estas equacoes sao obtidas a partir da agao

SP_= - mg _BdS (4.4.,10)
que & invariante sob as transformagoes dadas pela eq.(3.4.3).

A invariancia conforme da eletrodinadmica resulta
da suposicao de que o 4-vetor potencial nao & alterado “pelas

transformacoes conformes, isto &€, quando
Al = A (4.4.11)

Neste caso, a acao dada pela eq.(2.4.1) n3ao &-alterada pelas
transformagoes conformes.

A‘dindmica do campo espinorial apresenta a invari
ancia conforme quando as matrizes constante de Dirac nao sao al
teradas pelas transformagées conformes e quando o campo espinoril

al varia de acordo com
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~(8/2
pr = o7C/2oy (4.4.12)
onde ¢ & o parametro das transformacoes conformes das tetradas
definidas pela eq.(3.4.1}), supondo-se que a densidade lagrangia

na deste campo € dada pela eq.(2.4.31).

Embora seja possivel obter-se a invariancia confor
me dos campos espinorial e eletromagnético admitindo-se que 0s
mesmos apresentem o acoplamento minimo com a gravitagdo, o mesmo
ndo ocorre com o campo escalar cuja agdo deve apresentar um aco-

plamento nao-minimo dado por

s = {3 2% - (m? +'é£{1_¢2} /=g dbx C4.4.13)
J

onde o escalar de curvatura atua como um campo de gauge para com

pensar as variagdes do campo escalar que sao definidas por

o' = e (4.4.14)

A fim de verificar a validade da hipotese de que
as transformacoes de gauge do 4-vetor potencial da teoria geo-
métrica dos dyons, na Gauge de Maxwell, sdo resultantes de trans
formacoes conformes, procuramos estender os resultados que aca-
camos de apresentar para o contexto da Geometria de Cartan Restri
ta.

Antes, porém, & necessdrio desenvolver um cidlculo
simultaneamente covariante sob transformacoes de coordenadas e
sob transformacdes conformes, usualmente chamado de cdlculo ‘co-

covariante (43,44).



- 115 =

Os tensores ou espinores Y Tomitimos os’ .fndices

tensoriais e espinoriais) que transformam-se de acordo com
yr = &% (4.4.15)

onde n & um nimero real, quando & realizada uma transformagao con
forme da métrica, sao chamados de co-tensores ou de co-espinores
de poténcia n.

Em geral, as derivadas covariantes de co-tensores
e de co-espinores sao nao, respectivamente, co-tensores € co-es-
pinores. Neste caso, & necessario definir uma derivada com estas
propriedades chamada de derivada co-covariante.

Para um campo co-escalar ¢ de potencia n, tem- se

que

vie' = en“(au¢ + ngd o) (4.4.16)

Mas

b

considerando-se que sob as transformagdes conformes da métri
ca o traco da torgao se transforma de acordo com a eq.(3.4.8), se
gue que

CTu* Tﬁ) (4.4.17)

-
PSRN

Logo, através de um procedimento analogo ao realizado para se de
finir a derivada covariante, eq.(1.2.34}, de um campo escalar sob
transformacdes de gauge de segunda espécie, define~se a derivada

co—covariante de um campo co-escalar de pot&ncia n por

o 2
D = . 4.4.18
L, P (3n+ 3wnTu)¢ C )
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que e um co~vetor de poténcia E, isto €, transforma-se de acordo

com

: o o
(0, 9" = e ) (4.4.19)

Com relagdo a um campo co-vetorial A® , de potén-

cia n, a derivada covariante se transforma de acordo com

onde

v AY = enU(VLAq + nAaaucj (4.4.20)

v A% = auAa + r’“ugAB (4.4.21)

Substituindo-se a eq.(3.4.5) na eq.(21}, pode escrever-se a eq.

(20) como

v A% = en"['v11 + (n+1)3 o] A® (4.4.22)

Portanto, tendo em vista a eq.(17) a derivada co-covariante de

um campo co-vetorial A% de poténcia n € definida por

tem—se que

Z . o
DA = [v +Z (n+1)t ]A 4.4.23
| [v, = S ¢ )T, ] ( )
Analogamente, para um co-tensor de segunda ordem,

uv _ S 2 7 nv
DT v, * g~fn4-2]Ta]T (4.4.24)

=
H
1l
—
<
oo
+
(RN

‘fn-ZJTalTuv (4.4.25)
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Em particular, como gy © gnv sao co-tensores de segunda  ordem
com potenciass +2 e -2 , respectivamente, segue que

Doy = Vilyy ~ 0 (4.4.26)

nv nv

ﬁv;_ SRV -
D gV =7 g 0 (4.4.27)

Logo, a métrica ¢ um tensor co-covariante constante. Em vistades

te resultado, pode subir-sc e descer-se indices livremente, -antes

ou depois de realizar-se a derivada co-covariante de um tensor.
A regra de Leibnitz também permanece valida para a

derivada co-covariante, € tem-se

D, (TU) = (D,T) U + T (D V) (4.4.28)

para o produto de quaisquer tensores T e U, onde os indices fo-
ram omitidos.

Do mesmo modo que a derivada covariante a deriva-
da co-covariante ndo € comutativa. Em particular, para campos co

-escalares e co-vetores de poténcia n, tem-se, respectivamente,
) S 2 .
D, -DD = —-n T -V T -4.29
(DD, = DD, 1o p PV, T, ~ VTl (4. )
que pode ser escrita como

: i o= L o .
(DuDV - DvDul¢ ngv,t (4.4.30)

JLRY)

o
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_ B B
(DD, =D DA, =-R° A+ et 9

B

_Z g
ghy - T (=D Tt o (4.4.3D)

z B

Como admite-se que as matrizes constantes de Dirac
sdo invariantes sob transformacdes conformes da métrica, conside-

rando-se as eqs.(2.4.24} e (3.4.1}, tem-se que

oL OB

- ¥ (4.4.32)

Utilizando-se as transformacOes acima, juntamente
com a eq.(3.4.5), na conexdc espinorial da geometria de Cartanda

da pela eq.(3.5.), obtem~se a seguinte lei de transformacao

r' = r (4.4.33)

Para a condicdo dada pela eq.(3.6.), por um proce

dimento semelhante, o resultado &

véY’“ = e 7w " = 0 (4.4.34)
Portanto, as transformagﬁes conformes das tetradas
preservam a condicdo dada pela eq.(3.6.) e a conexaoespinorial da
geometria de Cartan.
Finalmente, em vista dos resultados apresentados
acima a derivada co-covariante de um campo co-espinorial de po-

tencia n, é definida por

— Zn .
Daw = (Vd + ~—~TG)¢ (4.4.35)
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Considerando-se que o espinor conjugado ¢ tamb&m & um co-espinor

de potencia n, obtem-se que

__ \2 _—
Daw = CV@ + glea) i (4.4.36)

Apresentado o calculo co-covariante, passamos a
estender os resultados obtidos por Bekenstein e Meisels para o)
contexto da Geometria de Cartan Restrita.

Na Cauge de Maxwell, a acao da eletrodinamica dos
dyons fica dada por

_ — Ho VB A e 4

Se ymgg g VT qupT aBd X (4.4.37)

Esta agdo € invariante sob transformacoes conformes, consideran-

do-se as eqs.{ 4.2.3}, (3.4.8) e (3.4.2). Desta ultima equagao, as

transformagaes conformes da métrica, resulta
/gt = "0 (4.4.38)

Definimos a acao para os campos gravitacionals e
de massa, na Geometria de Cartan Restrita , como

S = |{D aD% - fRg2)a‘x (4.4.39)
g o 6

onde R € o escalar de curvatura dado pela eq.(3.3.65) e

) 2
DQ,B = [au -—'\7; TO‘,)B (_4 .4-40)
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& a derivada co-covariante do campo de massa. Esta acao coincide
com a eq.(8), e os resultados obtidos por Bekenstein e Meisels
permanecem validos na Geometria de Cartan Restrita.

Quanto as particulas, campos escalares e campos es
pinoriais, o principio da invaridncia conforme serd automaticamen
te satisfeito quan o o acoplamento dos mesmos com a Geometria de
Cartan Restrita for realizado através da substituicdo das deriva
das parciais e da métrica de Minkowski, -respectivamente, pelas
derivadas co-covariantes e pela mé€trica da Ceometria de Cartan

Restrita. Isto &, o acoplamento ocorre quando as substituicoes

3 + D (4.4.41)

W gy (4.4.42)

s3o realizadas nas densidades lagrangianas que descrevem oS cam-
pos escalares e os campos espinorials livres, respectivamente, as
eqs.(1.2.31) e (1.2.32). Chamamos a este procedimento de acopla-
mento co-covariante.

O acoplamento co-covariante de um campos co-esca-
lar ¢ , de poténcia n, com a Geometria de Cartan Restrita resul-

ta na densidade lagrangiana

s = g%a o + %nrad))(__asq‘)*’r%nrg*cb*) - m2h¢* (4.4.43)
A:densidade lagrangiana de um campo escalar que Interage com O

eletromagnetismo de acordo com o principio do acoplamento minimo,

eq.(1.2.33), coincide com a equacao acima quando a associacao en
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tre o traco da torgio e o 4wvetor potencial for dado pela eq.(3.
17} .

0 principio da invariancia conforme exige que ©
campo co-escalar tenha poténcia n= -1, transformando-se de acor-
do com a eq.(14). Neste caso, todos os campos co-escalares exis-
tentes devem ter cargas iquais e nao nulas.

Campos co-escalares sem carga, de potencia n = =1,

sao acoplados com a Geometria de Cartan Restrita de acordo com
- Eaye’ 2 1 2
g = Da¢D ¢ - (m* + =~ R)¢ (4.4.44)
6

Esta densidade lagrangiana coincide com a da acao dada pela eq.
(13), a menos de uma divergéncia total. Este resultado pode ser
verificado através da substituigdo das eqs.(3.3.65) e (40) na
eq.(44) acima.

Por sua vez, a densidade lagfangiana de um :campo
co-espinorial de potencia n, ohtida através do acoplamento co-co

variante, & dado por
g = 1 Lo - Y% - 2impv } (4.4.45)
2

e pode ser escrita, considerando-se as eq. (36) e (34), como

§ = X {yPv - (v Ejr% — 2 apy®uIne - 2impy) (4.4.46)
o 81 3 o

x
2
Substituindo as eqs.(3.7) e (3.8), na eq.(46) acima, obtem-se que

€ = L0y v - (7 elv- 2o ) pyHpImr - 2imby}  (4.4.47)
2 o a 3 2 o
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A exigéncia de que a agao do campo co-espinorial
seja invariante sob transformagdes conformes elimina todos = os
campos com poténcias diferentes de n=-3/2, e implica no fatode
todos os campos existentes terem cargas iguais e diferentes de
zero. Neste caso, os campos sem carga podem ser-considerados co
mo campos co-espinoriais de poténcia - 3/2 que nao acoplam com a
torcdo, sendo as densidades lagrangianas dos mesmos dadas por

£ = 030 - (7 0y - 2impy) (4.4.48)

[N RE]

Esta densidade lagrangiana & invariante sob transformactes ~con-
formes, a menos de uma divergéncia total .

A densidade lagrangiana de um campo ~ espinorial
que apresenta o acoplamento minimo do mesmo com o eletromagnetis
mo e a gravitacao, eq.(2.4.31), coincide com a eq.(45) quando a
geometrizagao do 4-vetor potencial dor dada pela eq.(3.17).

Por fim, as equacoes do movimento de  particulas

carregadas podem ser a partir da acao

= - H -1
SP m, BdS + ¢q [V (DHS)B ds (4.4.49)

que € invariante sob transformagoes conformes, e onde

a 877 (D,B1V"dS = q [{ii:5+ éxruv”}ds (4.4.50)
J

Neste caso, as equacoes do movimento ficam dadas por
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&% (gvH) +‘{§B}V°‘v5 - atg = 4L (_varo‘“”)vv (4.4.51)
m

Uma acao formalmente igual a eq.(49) foi apresentada por Dirac,
no contexto da teoria unificada de Weyl (43}.

Embora nao haja problemas na obtencao das  equa-
coes do movimento das particulas em uma forma invariante sob
transformacoes conformes, o mesmo Nao acontece com 0S Campos €S-
calares e os campos eSpinoriais.

A obtencdo do acoplamento minimo destes campos com
o eletromagnetismo, eq.(1.2.33), so & possivel quando o trago da
torgao dor inaginario puro, eq.(3.17). Esta hipdtese implica em
transformacoes de gauge do 4-vetor potencial incorretas, pois

substituindo-se a eq.(3.17) na eq.(3.4.8) o resultado

2 o (4.4.52)

coincidiria com a eq.(1.2.21) apenas quando o parametro o também
for imaginario puro.Masjstorﬁo € possivel porque este -parametro
deve ser real, em vista da eq.(3.4.3).

Portanto, ha uma incompatibilidade entre a obten-
cao do acoplamento minimo e a obtencdo das transformagdes de gau
ge do 4-vetor potencial. Este problema & uma decorréncia do fato
do grupo U(1l), das transformagoes de gauge de segunda - sespécie,

nao ser isomorfo ao grupo GL(1.R), das transformagoes conformes.



CONCLUSKQ

Bmbora a teoria geométrica dos dyons, formulada no
capitulo 4, seja superior em vdrios aspectos as teorias apresen-
tadas no capitulo 3, ela também apresenta diversos problemas.

Considerando a existéncia apenas do campo eletro-
magnético e do campo gravitacional, a densidade lagrangiana for-
mada pela soma das eqs.(4.4.37) e (4.4.39) conduz aos resultados
da teoria de Einstein-Maxwell (na Gauge de Einstein) e permite
que as transformacoes de gauge do 4-vetor potencial sejam inter-
pretadas em termos geométricos através das transformacdes confor
mes das tetradas. Além disso, tanto o 4-vetor potencial quanto o
campo eletromagnético sio associados a torcao de um modo natural.
Entretanto, a teoria ¢ formulada em uma geometria onde a  parte
sem trago e sem pseudo—trago da torgao ¢ identicamente nula, o
mesmo ocorre com o pseudo-trago. A eliminacao do . pseudo-traco,
que & associado a um dos potenciais, poderia ser explicada atra-
vés de uma rotacao dual, com a densidade lagrangiana do campo
gravitacional sendo formado por uma combinagio das eqgs.(4.3.1) e
(4.4.39), mas este & um procedimento artificial. A eliminacao da
parte sem trago e sem pseudo-trago & mais arbitrdria ainda, pois
nio hd uma interpretacdo fisica para a mesma.

Por fim, o major problema desta teoria e das teo-
rias anteriores reside no fato de o acoplamento minimo entre o
eletromagnetismo e suas fontes ndo poder ser obtido de um modo na
tural, através do acoplamento minimo destes campos com a GCeome-

tria de Cartan Restrita ou através da imposicao da invariancia
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conforme. Além disso, os resultados obtidos implicam na igualda-
de das cargas, de todas as fontes constituidas por campos, as
quais devem ser ndo nulas. Portanto, n3o ha lugar para campos sem
carga, a menos que procedimentos artificiais sejam adotados para
superar esta dificuldade. Este problema esta relacionado com a
auséncia de um principio de equivalencia para o eletromagnetismo,
contrariamente ao que ocorre com a gravitacao, e constituio prin
cipal obstaculo no caminho da geometrizacao do eletromagnetismo.

Portanto, podemos afirmar que ndo existe uma teo-
ria geométrica do eletromagnetismo, de acordo com as  hipOteses
formuladas no capitulo 4, que seja satisfatdoria. Acreditamos que,
em geral, a assocClacdo entre o eletromagnetismo e a torcao  1nao
conduz a uma teoria aceitavel, noisqualquer que seja a - hipotese
adotada, a obtencdo do acoplamento minimo entre o campo eletromag
nético e suas fontes so serd possivel através de procedimentos ar
hitrarios e artificiais.

Considerando que a geometria de Cartan tem a es-
trutura mais geral possivel que € compativel com a preservacao do
comprimento sob transporte paralelo, e que as outras geometrias
apresentam caracteristicas semelhantes as da geometria de Weyl,
os resultados obtidos no nosso trabalho indicam que a geometri-
zacao do eletromagnetismo através de uma geometria quadrimensio-
nal nao pode ser obtida de um modo satisfatdrio. Entretanto, uma
conclusio definitiva a respeito desta questdo ainda nao pode ser
formulada, pois existe a possiblidade de que geometrias do tipo
da de Weyl sejam utilizadas sem que a nao conservacgdo do compri-
mento sob transporte paralelo conduza a resultados imcompativeis
com as experiencias, como ocorre no trabalho de Gregorash e Papil

ni (44) .
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De qualquer forma, a geometrizacao do eletromagne
tismo em uma geometria de Cartan, ou em uma geometria semelhante
3 de Weyl, conduziria a uma teoria unificada do tipo fraco, e ha
quem considere que tais teorias ndo representam uma yerdadeira u
nificacdo da gravitacdo e do eletromagnetismo que s& existe em
teorias do tipo forte,

Por fim, como observamos na introducao, a unifica
cao das interacdes fundamentais da natureza € uma questao mais
compléexa do que a formulacdo geométrica do eletromagnetismo e es
tad associada ao problema da obtencdo de uma teoria quantica da

gravitacdo, que ainda ndo apresenta solucgao.



APENDICE A

NOTAS DE GEOMETRIA DIFERENCTAL

Apresentamos neste apéndice algumas definicoes e
resultados de geometria diferencial, que sao utilizados nesta mo
nografia, sem demonstracdo e de uma maneira suscinta. Majores deta
lhes e as demonstracgoes poderdao ser encontrados em Tonellat (28),
Lovelock e Hﬁnd (45), Cliveira (%9539} e Rebougas '(46) .

Uma variedade € um conjunto M de pontos, dotado
de um atlas, que é localmente homeomorfo a rR™.

Um sistema de coordenadas em um subconjunto aber-
to §  da variedade & definido através de uma aplicacdo biunivoca
fa de Sa sobre um subconjunto aberto de R™. As coordenadas de ca
da ponto P € Sa sao definidas como sendo as coordenadas do ponto
fa(P) = (xl, X2, ..., x1) de R que € associado univocamente ao
me smo .

Denomina-se carta ao par Cfa’sa)’ e chama-se de

atlas ao conjunto de todos estes pares quando
M =1US (A.1)}
o

Dadas duas cartas (fa,Saj e CfB,S diz-se que

o)
uma variedade ¢ diferencidcel quando as coordenadas de uma des-
tas cartas puderem ser expressas como fungoes continuas das coor
denadas da outra, nos pontos pertencentes a intersecgao Sa n SB'

. o~ -1 . . . -
Neste caso, a aplicacgac composta fao:fB ¢ diferenciavel e tem

inversa tambem diferenciavel.
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Na variedade podem ser definidos diversos objetos
geométricos como, por exemplo, escalares e tensores.

Um campo tensorial contravariante de ordem 2 (oude
segunda ordem) e covariante de ordem 1 (ou de primeira ordem), por
exemplo, tem componentes TOLB]J que sob transformagoes do :sistema

a i
de coordenadas {x"} para o sistema {x'%}, transformam-se de acordo

Ccom
o LT (A.2)

Em geral, um tensor pode ser contravariante de ordem m, e covari-
ante de ordem n, onde m e n sao dois inteiros positivos quaisquer.
Um escalar & um tensor de ordem nula, e um vetor & um tensor de
primeira orden.

Dados dois tensores de mesma ordem, AQB e BaB, de -
fine-se a soma dos mesmos como sendo o tensor

c® = a% + B (A.3)
0 produto destes tensores & definido como sendo o tensor

on o 50 p¥
D = A" B A4
Bv g v (A.4)
Tgualando-se um indice contrariante a um indice covariante de um
tensor e fazendo-se um somatdrio de todos os valores que o indice
resultante pode tomar, operacgao de contracao, obtem-se um  outro
tensor. Contraindo-se os indices o e B no tensor cujas componentes

sao dadas pela eq.(A. 4 )}, o resultado & o tensor
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¢! = p™ | (A.5)

Em geral, as derivadas parciais das componentes
de um tensor nao constituem-se em .um novo tensor. Para que pos
sa definir-se derivadas e diferenciais covariantes, sob transfor
magdes de coordenadas, & necessdrio dotar a variedade de uma co-
nexao afim, através da nocgao de transporte paralelo.

A diferencial absoluta de um campo vetorial Au é

definida por

DA = dA - 8A (A.6)
u H

onde dAp = auAvde € a variagdo do campo devido ao deslocamento

infinitesinal e
(A.7)

€ a variacao do campo devido ao transporte paralelo do mesmo ao

longo do deslocamento infinitensimal. As quantidades Favth sao
as componentes da conexao afim definida na variedade.
A derivada covariante do campo vetorial Ath e um

tensor cujas componentes sao
VA =23A -T% A (A.8)
definido por

= : v
DAp = vaAquX (A.9)
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Como o transporte paralelo depende do trajeto ao
longo do qual este transporte &€ realizado, a diregao de um vetor
A]1 varia quando o mesmo & transportado ao longo de um contorno in
finitesimal fechado de acordo com

sA = - L |[|RY A as®P (A.10)
\Y 5 1| vaBTu
d

aB - e . N -
onde ds B ¢ o elemento infinitesimal de area e

i - TR A T s g ||
R' 6 3.0 = 28T avt Toavl oo ~ Fevl ao (A.11)

sao as componentes do tensor de curvatura da variedade. Este ten

sor tem as seguintes contracgoes

_ pkH
PuB R naB (A.12)
Rog ¥ R g = 2Ty = 3,7 gy * T Mgem T80Ty (A13)
e
R g R\)B (A.14)

Estas duas Ultimas contragoes sdao chamadas, respectivamente, de
tensor de Riccl e escalar de curvatura.

Além da curvatura a variedade diferencifvel tam-
bém pode ter uma torcdo, definida pelo tensor formado pela par-

te anti-simétrica da conexao

& = Lope Lpe oy (A.15)
2
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Dados dois vetores infInitesimais, 'Vpdg-e,wgdi,
ndo & possivel construir-se um paralelogramo com eles e com  0S
vetores obtidos através do transporte paralelo de cada um destes
vetores da direcdo do outro, quando a variedade € dotada de tor-
cao

A soma de V'da com o vetor resultante do transpor

te paralelo, na sua direcdo, de W dx & dada por

g =vla  + (iay - T (W) (VOdo) ) (A.16)
Analogamente, a soma de wW"d) com o Tesultado do transporte de
vidy, &

ot i M u o Vg
2 = Wd) + {Vide - T vaCV do} (W dr) } (A.17)

Considerando que, neste caso, o elemento infinite
simal de Area & dado por as’?% = (Wvdi)(V&dU), pode escrever-se a

diferenca entre as eqs.(16} e (17), como

of = 27" gsVe (A.18)
Vo

Medidas de comprimento e de angulos ~ sb° -podem
ser efetuadas se a variedade tiver uma estrutura geométrica,cons

tituida por um tensor métrico com componentes gy simétricas.
As c¢omponentes contravariantes € covariantes de
um tensor sao relacionadas entre si através da métrica. Por exem
plo, a relacao entre as componentes Au e A% de um vetor & - dada

pela equacgao
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A, = gugh (A.19)

Através da métrica pode determinar-se o quadrado

do comprimento do intervale infinitesimal entre os pontos com co

H H 1

ordenadas x e X~ + dx", de acordo com

2 _ LY

ds gpvdx dx (A.20)
0 quadrado do comprimento de um vetor A" & definido por

2 JLAY

£ guvA A (A.21)

Além da variacgdo da direcao de um vetor, o trans-

porte paralelo também pode provocar uma mudanga do seu comprimen
to de acordo com

2048 = (dguv1A”A“ + guU(APSAU + AVsaM (A.22)

Substituindo a eq.(7) na eq.(22}), a variacgao do comprimento de

um vetor pode ser escrita como
20448 = (Dng)A”A“ (A.23)

onde

- o R ‘ B o
DguU B (3aguv - T apggv - T avgugjdx (A.24)

& a diferencial absoluta da métrica.
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Em um contorno Infinitesimal fechado, tem-se

_t %
dr ; J Pugds (A.25)

onde Pa ¢ definido pela eq.(12) e estd relacionado com a deriva

B

da covariante da métrica

. - _ B _ B
Vaguv aagpv r aprv r avng (A.26)
através da equacao
P ., = E—gu\)fa Vg -2,V ¢g + 219y g -2r% vy )
af 2 o BEpv 8 a”pv vB dcuo va ngc

(B.27)

Portanto, o fato da derivada covariante da métri-
ca ser nula implica na preservacao dos comprimentos atraveés do
transporte paralelo. Neste caso, diz-se que a conexdao & métrica.

Uma conexao nao-métrica, com torcao, pode ser ex-

pressa em termos da torgao, da métrica e de suas derivadas de a-

cordo com

o _ P po A A 0 -
r ny favt + g (gva Ho * A va) . IRV
1 pop _
"8 (Qov * an ~ Yve? (A.28)
onde
Quav - vapa (A.29)
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& o tensor de nao-metricidade e

Py o1 000y ., -
fovt e (3,850 * 208 = 248y (A.30)

& o simbolo de Christoffel de segunda espécie. Este resultado &
obtido através da soma de permutacoes ciclicas da eq.(A.29).
Quando a variedade tem uma conexao métrica sem tor
cao, a conexao fica completamente determinada pela métrica, sendo
idéntica ao simbolo de Christoffel, dado pela eq.(A.30). Nesta ca
so, o tensor de curvatura, o tensor de Ricci e o escalar de cur-

vatura ficam dados, respectivamente, por

SR = 2 (g} - dglval + Log) (oo = (0n) (&g} (A.31)
- évsi o, Logt - ag gyt + (Gl layd - {out{de? (A.32)

c
R = gvsﬁ (A.33)

VB

Mas, em geral, uma variedade diferencidvel dota-

da de conexao e de métrica & caracterizada por:
(i) uma torcdo, eq.(15), que torna impossivel a
construcao de paralelogrmo;

(ii) uma curvatura, eq.(ll), que & responsdavel pe

la variacao da orientagdo de um vetor quando este sofre um trans
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porte paralelo; e

(iii} uma homotetia, eq.(12], que provoca varia-
coes na unidade de comprimento quando a mesma desloca-se atra
vés do transporte paralelo. Embora uma rotacao nula implique em

uma homotetia também nula. a reciproca nao é verdadeira.
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