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RESUMO

E feita uma introduglo diddtica a campos de calibre
ndo-abel ianos, assim como ac problema de resolugdo de equagbes
de campo acopladas de Einstein-Yang-Mills e Einstein~Yang-Mills-
Higgs. Uma formulagdo das teorias de calibre no contexto da teo
ria Kaluza~Klein, aqui tratads em sua extens@c n3o-abeliana mais
simpies, é dada com o objetivo de discutir o conceito de carga
magnética como derivado da andlise das equagdes de movimento de
part{culas n3o-abelianas em um espago-tempo curvo. S80 apresen-
tadas algumas solugdes as equagoes de campo, em diversas simetri
as, e dada interpretagéé a alguns de seus parametrcs, em termos
de carga ou massa das configuragles de campo. Finalmente, s3o
esquematizados alguns problemas relacionados a fixacB3o de cali-
bre e 3s diferencas essenciais entre a teoria’de Einstein e as
teoria§ de calibre tipo Yang-Mills, como também sugestdes de tra
balho nas implicacBes cosmoldgicas das teorias Kaluza-Klein modi

ficadas para imcluir fermions, e de supergravidade.
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INTRODUCAO

0 desenvolvimento de teorias de calibre adquiriu um
ritmo vertiginoso desde meados da década passada. S3o desta é-
poca as primeiras tentativas de descoberta de solugdes no espa-
¢o curvo, de configuragOes de campos de calibre conhecidas e bem
estudadas no espaco de Minkowski. A motivagdo para tal estudo,
pode ser procurada na ndo~-trivialidade da topelogia do campo gra
vitacional e nos efeitos desta topologia na dos campos de cali-
bre ndo-abelianos. Na apresentacao das solugdes aqui tratadas,
ver—se-a por muitas vezes a confirmacBo das principais linhas
deste enfoque. Através do uso de diversas simetrias, veremos co
mo simples constantes de integrag¢do podem ser identificadas como
as quantidades fundamentais que caracterizam um campo de calibre
em interacdo com o campo gravitacional. Por outro lado, os cam-
pos de calibre e sua topologia intrinseca podem deixar "marcas"
na estrutura do espago-tempo no qual “"vivem". Estas "marcas™ se
evidenciam no cdlculoc da carga, da massa e dos invariantes topo-
1égicos das solugdes.

Do ponto de vista da utilidade de tais solug@es no tra
tamento de uma futura teoria quantica dos campos gravitacional e
de calibre, € conveniente atentar para o fato de que um bom co-
nhecimento de solugdes classicas em espagos-tempo curvos, pode
ser uma pista ao comportamento quantico destas mesmas solucgdes,
0 limite semi-classico de teorias de gravitagdo estd agora em
franco desenvolvimento; as solugBes classicas tornam-se como que
testes da estrutura de solugdes semi-classicas e de futuras solu

¢8es quanticas. Ha mais de uma década, quando se estudavam mode
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los de estrutura hadrdnica, postulando a existéncia de forgas
gravitacionais intensas dentro dos hadrons, tratados como micro-
universos com uma grande constante cosmoldégica, surgiu e se de-
senvolveu o interesse em teorias de campos gravitagionais acoplsa
dos aos campos.de calibre. Haviam conjecturas de que certas con
figuragbes, como os muitos modelos de “bag" apresentados, pode-
riam ser criados ou "induzidos" pela métrica, pela geometria.
Teorias modernas de Kaluza-Klein ressuscitaram estes pontos de
vista; as configuragées em auto-interagao, o campa gravitacional,
surgem todes da considerag@o de uma teoria geométrica em um ma-
ior nimero de dimensdes espaciais. As bases filosoficas de tais
teorias s30 td3c solidamente estabelecidas quanto & teoria da gra
vitagdo de Einstein ou a dos campos de calibre no estilo de Yang
Mills. Além disso, o interesse tedrico de obteng3o dos campos
fisicos por meio de processos de reducdo dimensional ocorridos
em eras cosmoldgicas anteriores a que vivemos, nfo deixa de ser
fascinante. O estudo de teorias de campos de calibre em varie-
dades curvas, conduz naturalmente a investigagao de teorias em
numero maior de dimensBes que as quatro usadas na "Relatividade
Geral". A literatura atual, nesta area de vanguarda da pesqui-
sa cient{fica é farta de exemplos. 0 estudo a ser feite, pode
ser considerado como uma introdugdo elementar e direta a eska li
teratura.

Dada a enorme quantidade de solugdes e de técnicas de
obte-las atualmente existentes, nos restringimos tanto quante
possivel a apresentar o nosso proprio trabalho. Isto introduz
como que uma descontinuidade na passagem do tratamento de uma pa
ra outra solugdo. Preencher essas lacunas fazendo uma exposigao

simplificada, foi o primeiro objetivo desta monografia.



CAPITULO 1

GENERALIDADES SOBRE CAMPCS DE CALIBRE

1.1 - INTRODUGAO ELEMENTAR A CAMPOS DE CALIBRE NRQ-ABELIANOS
Vamos iniciar considerande um exemplo simples de teo-—

ria n3o-abelians., Seja com esse fim, o modelo SU(2) de campos

fermionicos YV , na representagdo dada pelas mstrizes de Pauli.

(L,

A densidade lagrangisnd pode ser escrita

%}oz K 7; (¥ — my ¥, (1.1.1)

onde wr ¢ a massa do fermion e fica subentendida a soma sobre
M= 0,1,2,3 , assim como sempre que aparecerem indices repetidos.
A invaridncia sob o grupo SU(2) pode ser expressa pe-

las transformagdes,
. O
. cx Ada
-A,.NXQQJON

‘75__,, >‘5’=_ )Z e , (1.1.3)

onde X & uma constante de acoplamente e J)DL os parametros da
transformagBo. d™sSo as matrizes de Pauli,a=42, 3 .

Seja agora A:: )\(x“), com o que perdemos a invarian-
cia da agadc da teoria, ou seja, a densidade lagrangiana sob as

transformagdes (1.1.2) e (1,1.3), torna-se neste caso,



%}:x %707‘_4. 5&- é—a'oc}s"\g{m XM(Q/A ét'o()gbs’b)y/. (1.1.4}

Para recobrar a invariancia, adicionamos um termo de interagdo
na densidade lagrangiana, exigindo que & scma seja invariante.

Seja este termo de interacdo dade por

%:xq}zéb”“)& A (1.1.5)

[~ 9
onde introduzimos o©s potenciais de calibre f@m .

A densidade lagrangiana completa, depois de transforma

da serd dada entdo por
—_— —A 0', AK’\J&
Byt fd=Fyp+iPé NE(ra +

d
+K¢e—».qcr\ Kbﬁy XMAc, f_w{) b)d,}b_l (1.1.6)

onde escrevemos /hn para os potenciais de calibre transformados.

Exigindo a invarian01d(—), ou 52; 5: ;;% af ’

deveremos ter, das equagdes (1.1.6), (1.1.5) e (1.1.1),

e

—-— Aoc')d' 4 d’
EAKAOJ“(YM%M Ao()iojb),.)b ,-{-a('fe bg rMAc 0() ;b

de onde segue a lei de transformagdo para os potenciais de cali-

bre Aﬂ, , introduzidos na eq. (1.1.5), ou,
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ot = AT T A i)

1.8)

Restringindo-nos a transformacdes infinitesimais, ou

seja @(V)zo » teremos

b
A‘«A O)b
e ~ 4 + ,c'«)\bé, (1.1.9)

/

com o que a equacio (1.1.8) torna-se,

.KaA/’:w JAA;: A K XbA,Li (6'5 de— 6 6’5) + €a X,‘; , (1.1.10)

onde & barra vertical denota derivada.
Das relacdes de comutagdo para as matrizes de Pauli,

o,

b)o\. "b--. eb 6"0;,:: 24. éa\bcoJc/ (1.1911)

onde €abc s30 as constantes de estrutura anti"simétricas, tere~
mos, apds substituigdo na eq. (1.1.10) e uso do fato de que as

Jw sdo linearmente independentes,

| o a o
i AL 2 A+ Niw + € €% AZ XS (1.1.12)

Note-se que redefinimos a constante de acoplamento através de
2“-':3' 6 em (1.1.12).

A eq. (1.1.12) pode também ser escrita como,



’ﬁ- o
: Al A 4 DT, (1.1.13)

onde introduzimcs a derivada covariante "interna“dgm y construi
da em rela¢3o aocs potenciais-conexdes /T.

Com a introdugdo dos potenciais 4:'na eq. (1.1.5), tor
na-se necessdrio a construcio da parte "livre" da densidade la-
grangiana total que corresponda sos mesmos. Para campes abelia

nos costumamos usar,

Ba= =g G £ G.1.28)

onde

E/m/ = ’4'///‘/‘ _— ;4/.,\(\/ , (1.1.15)

Poder{amos tentar usar ¢ mesmo procedimento, apenas considerando
em (1.1.15) o {ndice interro adicional e em (1.1.14) a soma com-

o
preendida sobre esse Iindice. Observando a transformagdo degé;,,

ou,

o /- .
£ = (&/ﬁ te €%e @\f A) + € €% c(AfA;/f._A;)“f,l(l.l.ls)

vemos que a densidade lagrangiana (1.1.14) seria invariante pars
uma lei de transformac¢Sc igual & contida no 12 paréntese de (1.

1.16). No entanto, devido =os cutros termos, teremos,

la ~lav & ;v Y
gf""Ea‘.r- t/w/f n At E Enpe £ @ A/S>w. (1.1.17)
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[ %
Seja éi% , O tensor que torna a lagrangiana (1.1.14)

invariante. Temos entdo o Ansatz de transformac3o,

! — )
/:/:\OV‘L_-—_; /7”‘/ -+ € éﬂbc 6/\: AC. (1-1-18))

Resta saber comc tal tensor pode ser obtido a partir

a a A
de f/vw-_—_— AVIM*—A/'"/V . 3Seja,

o
5/\3: E/v\f; + H/V\\/ ; /L//‘:‘; = e %/V; . (1.1,19)

Usando esta Gltima equacdo e a sua transformada, tere-
mos, apds usar (1.1.18) e (1.1.16) e desprezar termos de ordem
6)LA2) , para a transformac3c do tensor /i:: introduzido em
(1.1.19),

fo a
‘L//w = #/‘:/ +€ € bc(#,/xb\/)(an A/.f /\Hcv - A\f Alﬁn) (1.1.20)

A equagdo (1.1.20) pode ser satisfeita na aproximagdo

desejada por,
o b C

A
Oatensor'ﬁaw é chamado de campe de calibre n3o-abelia-

no e é dado entlo por,
LS 2N o & C
/ﬁ:\/ = A'l//,v\-- bty + € €% ¢ A/V\. 4, (1.1.22)

[
Os camposfigintreduzides acima possuem auto-interagao;

da forma da eq. (1.1.22) vé-se que a densidade lagrangiana
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v
%-r—f Fav Fa (1.1.23)

é de 4a ordem nos potenciais de calibre /&3'. Note~se que uma
das consequeéncias da formulagdo de teorias de calibre n3o-abeli-
anas, € a definicio de interagbes sem a introdugdo de novos para
metros. L[ de se notar ainda que comegamos esta secgdo com o e-.
xemplo SU(2) de uma teoria de celibre, trabalhando na representa
cdo "doublet", na qual as matrizes da representagd@o sac simples-
mente as matrizes de Pauli e os campos figurantes na densidade
lagrangiana inicial s3o spinores de duas componentes. Poderia-
mos ter usado & represeptaiéo “triplet" com os campes transfor-
mando-se COMO 56'(1) =€°('\ “94(1), sendo 74(1) isovetores de trés

componentes. Os geraderes e matrizes nesta representacg@o obede-

cem agora as relagbes de comutagdo

[7""/ 7:'6) =4 t’mb? Tc/ (1.1.24})

e correspondem ao grupo SO{3). £ desnecessario enfatizar aqui o
homomorfismo entre os dois grupos(;) e a similsgridade de trata-
mento entre 0s dois casos. As constantes de estrutura nes mes-—
mos sdoc os simbolos Levi-Civita.

O problema da construgdo elementar de uma teoria de ca
libre n3o-abeliana pode ent3o ser esquematizado nos seguintes ter
mos:

Seja G um grupe nao-abelisno de simetria interna e Z;,

a=1,2 seus geradores, em numero correspondente ao da

kot e et ket

’

dimens3o do grupo, satisfazendo as relagbes de comutagdo,

(7a,76] = 4fasTc, (1.1.25)
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C - i - L
onde as constantes de estrutura JAb anti-simetricas s3io agora

(4)

quaisquer. O grupo G € suposto semi-simples‘}’, ou seja, ndo
contém subgrupos abelianeos invariantes.

Seja a transformagdo local nos campos "multiplet”,

qﬁ'(«t)= U('\)ﬁé(i) / U(A)—'—" ée g (1)7;)

(1.1.26)
onde as Ja representam as matrizes da representacdo escolhida de
G, com relscdes de comutag3o identicas a (1.1.25). A invarian-
cia da densidade lagrangiama, na formulagd@o inicial, foi assegu-~
rada introduzindeo o termo de interag¢do (1.1.5). Como pode ser
observado, esse procedimento corresponde a substituir na densida
de lagrangiana (1.1.1), as deriwvadas comuns por derivadas covari

antes internas dadas por
. A

em apalogia com a nog3o de acoplamento minimo no caso abeliano.
Escrevendo as componentes internas explicitamente e u-

sando a representagao adjunta(i)para as matrizes JZ. ou,

(‘z«. )bc _— ,L‘ fﬁ\, ¢ e / (1.1-28)

a derivada covariante (1.1.27), tera ent3oc para suas componentes

internas,

\D/Aﬂ.b = Sab 9/./\. —_ € J[CO\L A/i . (1.1.29)
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0 passo seguinte na formulagae generalizada da teoria,
¢ exigir que a derivada (1.1.27) ou (1.1.29) transforme-se como

0s campos cfé[x) em (1.1,26),

Dud'= V) Dud, (1.1.30)

ou, em componentes internas,
D’ a /4 A 6 4

Usando as matrizes UY%) em sua forma infinitesimal,
UMN =4 + <€ )T e a eqo (1.1.28), esta transformagdo

pode ser escrita como,
/ a b
Dt 4= D e e ™o )DLy S (1.1.32)

onde foram novamente desprezados termos de ordem (O(Az). Deve-
se observar que a transformagdo infinitesimal dos potenciais de
calibre /Lf', nde depende da representagdo usada para as matri-
zes Ja , a despeito das aparéncias. Das equagBes (1.1.30) e (1.

1.27), temos genericamente,
A A;f; UY) Ta AU - ‘é‘ (B UN) U0 (1.1.33)

Considerando a transformagao como infinitesimal (0(4115

~ 0 )! ou

UN) = f +£eXx) Ta  UD) =l - c€XT) Ta, (1.1.38)
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temos, apés a substituigdo em (1.1.33),
T AL Tn A — LEN 145(7’5 Te ) — >«/,A (1.1.35)

A afirmagdo feita acima esta relscionada com o fato de
que a dependéncia da transformagdo dos potenciais nas matrizes
da representagido, aparece nos termos que contém os comutadores
em (1.1.34). A mesma pode ser verificada imediatamente, lembrap
do que relacdes de comutag3o nada tém a ver com a representagio
escolhida.

Usando as relagdes (1.1.25) e s independeéncia linear

das matrizes 7, , teremos, de (1.1.35),
{ o [N A b
A Al 4 D6 X (1.1.36)

onde<22ikb representa a derivada covariante interna dessas teo-
rias, escrita em componentes e dada na representag¢do adjunta (1.
1.28), por (1.1.29).

A a¢cho das derivadas covariantes (1.1.29) em um isove-
tor arbitrario ?’J“ , & ndo-comutativa quando 63:;40. Para
demonstrar isso, observemos inicialmente que a identidade de Ja-

cobi satisfeita pelas matrizes ]; , ou(é),

[7.,[7, 7.)] + [T, [T, 71]]+ (7 ,[7;,72]]50/ (1.1.37)

pode ser referida também 3s constantes de estrutura através de

(101928).‘. TemOS,

.Jfbcd fa»"(e +fatca.fe.4e + ][bda jfacal = g . (1.1.38)
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Usando a identidade (1.1.38) e s eq. (1.1.29), é facil

ver que

' (‘Df‘“a" Dfe =D \DMbC)‘iAC"‘“‘ € ](C " ‘Z)_Mf %C- (1.1.39)

Da equacdo (1.1.39) podemos inferir como se transfor=-
(d

A ;
mam os campos de calibre 6;« . Operando a esquerda comqov a NOS

dois ladeos da eq. (1.1.31), teremos,

[ a b A b
JQM. b U ¢ = 1/ b Z}A c . (1.1.40)

Usando uma relagdo andloga, obtida trocando Mopor Vo,
(D D D DDLU (D D) DD
Da equagio (1.1.39) segue entdo,

fa’(a o U $5= v fo'c fne &5 (1.1.42)

28 . . £
de onde tendo em conta que 74 é um isovetor arbitrario e usando

a representagio adjunta (1.1.28),
/ b d , _
/C;V\?(Zx)c = Ubd ﬁf(ﬂ )?(U !)?c, (1.1.43)
ou,

Fud To= UO) B T U0, (1.1.44)

£ interessante observar que os campos e potenciais de
calibre transformam—se diferentemente. No caso dos potenciais,

existe ainda um termo contendo derivadas de LK}) , como pode ser



wl3=-

visto na eq. (1.1.33). Por uma gquest3o de consisténcia, se par-

. a 3
tirmos de peotenciais nulos /&A=:O s OU seja,

A :4,.,\ = -7 (9 UO)) UTe), (1.1.45)

o
deveremos conseguir campos 6;1 nulos, como segue da eq. (1.1.22)

e da lei de transformag3o genérica para es MmeSmos, dada por (1.1

o
+44). Assim, os novos campos fmv= vhww*&ﬂv + Gf v cons-

truidos com os petenciais dados por (1.1.45) devem ser nulos.
Isto pode ser verificade por simples cdlculo, para o qual € con-

veniente escrever 0s NOvos f;v em notagdec matricial cemo,
/ / : {
/L;U/L\/ = AV[/U\-'—A)AIV'—'/LE (A/(M/ AV}, (1-10&6)

f
onde /4,’1«: /4,4&\ ]_,“ » fdv = 1: ]';, . Temos portanto, de

(I-IOQS}:
{ r - -4 -1 -4 - -
5&!/'_--61_%\/(} !U[/AU i‘é" U]/“U (j"’ U +“£-(Ulf“uf UH/U ?'—_O.(ldl-&lj)

Da eq. (1.1.41), supondo novamente as tramsformagdes

de calibre como infinitesimais, segue-se que,

WL AR o SRR (SRR ANAN IR

Usando as relagBes de comutagdo para as matrizes Z; ,

teremos,

5{‘?@)12 v 5«?(@)2 — € f‘*‘*e A* 5"*0“( 7 >bc ;o (1el.49)
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do que resulta, pela independéncia linear das To ,
{ o C
For e 4 € £%e il DS, (1.1.50)

que é a transformag3o sugerida para os campos de calibre em (1.1
18).

Podemos fornecer agora, um exemplo das equagoes de cam
po da teoria, referindo-nos ao caso tratado no inicio de campos
spinoriais. Com esse objetivo, note-se que a acaoc resultante
que descreve a interagdo de particulas spinoriais mediada per

campos de calibre(é), é dada, resumindo os desenvolvimentos ante

riores, por,
St = [(FE QoY= 65 )b, rsn

onde J@m é a derivada covariante interna (1.1.27).
Para determinar as equagdes de campo, procuramos confi
a - - - .
guracodes #bm s yQ ’ y& que fagam estacionaria a agdo. Ou seja,

devemos igualar a zero as derivadas funcionais primeiras ou,
a —_—
55/;;4/«4 :0/ 55/0()/_—_0 ; 0/5/5’)4 = 4 . (1.1.52)

Concentrando-nos agora na lg equa¢3o (1.1.52) e usando

a defini¢Bo implicita de derivada funcional(l), devemos calcular,

a N - A ¢§S
: %(S[A/""‘“A/"(‘)/ ¥ %]JK;—:O[/\ 54”“ A4 (1.1.53)

onde as %ﬁ s30 fungbes definidas em um espago ﬁ?: {)(i)} , tal



«] 5w

4N
que os dominios de 5[4/:\1‘0()/,,]3 S[A/:\J coincidam para todo
}\(x){ £ . 0 cidlculo se reduz entdo a

4 f()z-(ﬁ'd’M\D/EAMA_)_ /vvx)\//—- i%(mm F};\/fg“,)))a“’xj) (1.1.54)
e f

= 0

o que deve ser comparado com o membro direito de (1.1.54), apds
a eliminag3o dos termos de superficie.

Expandindo zé;at [4 % A) , teremos

A +o)] = Foe (A) +«(h:fM~z\;,,J 6L ek (A)s 4AS)2)+06) (1.1, 55)

. MV .

e uma igualdade analoga para Ffm-[A*“‘)] . Contraindo todos os
4%

indices e usando a anti-simetria de 6&« e das constantes de es-

trutura f&l:c . podemos obter,

B (A ean) P (AN = 55 (A) FRCAY —

~ g Wiy FOLA] — 4 € £ e Frol CAT AS I (1.1.56)

0 termo que contém a derivada covariante interna forng

ce simplesmente,
DG DY )y Gl VI ) b e PEYT Y0050

A equacBo (1.1.53) torna~se ent3o, apdés rearranjar alguns indi-

ces,

i_()/{ - )ﬁ[—(ﬁfﬁ —€4n AﬁF’E“)MW’MJZ,yJﬁﬂ(LLss)

onde foram desprezados os termos de superficie.
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Comparando (1.1.58) com (1.1.53) tem-se, usando a defi

nic3o de derivada covariante interna dada em (1.1.29),

85 ,,6@ FY 4 e )Z Y70 Y (1.1.59)
42

Procedendo analogamente com o uso de expressoes tais

como (1.1.53), teremos para as outras derivadas funcionais,

g(,% = AV VY + XA Ta ¥, (1.1.60)
_J_S.. = A }7//\ Y rWt’iZ + € ’}-ZXMA/:\ 7IW . (1.1.61)

by

Com isto, as equagoes de campo resultam,

Do F7¥ = € ¥ T ¥ (1.1.62)
Y pp—mf = — € X742 70, (1.1.63)

A:;f/#\b/M-#/\M;Z ¢ ;a'MA; .7Jau. (1.1.64)

0 membro direito da equagdo (1.1.62) é a constante de
acoplamento € , multiplicada pela corrente de fonte externa, da
da noe caso através dos campos }é e j? . No caso genérico, es
ta equagdo é a equagdo de Yang~Mills com fonte externa, escrita

como,

Dl FaV = < I (1.1.65)

Tomando a derivada covariante dos dois lados de (1.1.
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65) ’ temos »

b v -
\D/V:&C&DVG./C/V; = GND/V\QC\//‘;,

(1.1,66)

0 lado esquerdo de (1,1.66) pode ser também calculado,
utilizando a eq. (1.1.39), onde aplicamos a combinag3o de deriva
das entre parenteses aoc isovetor f:@f . Teremos entdo, da anti-

simetria de fjﬁf.
b 6 Vv
2\3/:\,‘: Dr o /C/NLJ'-‘: ’67[ C o gﬁi\/ F/Vé\J = 0, (1.1.67)

onde a Gltima igualdade segue da anti-simetria das constantes de
estrutura:fmbc,. A equag3o (1.1.67) fornece a lei de conserva-

¢30 covariante para a corrente Jﬁl , Ou,

\D,:La \/"’R = 0. (1.1.68)

As derivadas covariantes internas (1.1.27) podem ser

também escritas em linguagem de operadores como,

D= Yo — L€ [Apm, ... ], (1.1.69)

como se verifica facilmente pela atuagho de (1,1.27) em um isove
. b ~ o .
tor arbitrario %’ e uso das relagbes de comutagao para as matri-

zes J; . Com isso, a eg. (1.1.39) escreve=-se,

[‘D,A,\DVJ:"-*‘E (6\/\\/, —---), (1.1.70)

onde o35 campos de calibre éi«'s%o dados pelas matrizes,
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6;\\/:: Av//v\ —--A/w‘\/— - [’4/%/ AV] (1.1.71)

Calculando outros comutadores, a partir de (1.1.70),

contendo derivadas ~Z}~ , temos,
- [\DD(/ (\D/V\/ DV}]: -—-/".é (A( F/"AV/ -t ‘] N (1.1.72)

A identidade de Jacobi (1.1.37) para as matrizes da re
presentacido, pode ser também escrita para as derivadas covarian-

tes (1.1.27), temos,
[\D-(, [\DM;DVJJ + [*DM:(‘DV/D“—YJ + [‘D"/ [‘D“/‘D/"J]E 0,(1.1.73)
do gque resulta, pela equagdo (1.1.72),

xD.( /C/:m/ + D/A E/oc ~+ Dv /ch/u = 0. (1.1.74)

As egs. (1.1.74) s3o as identidades de Bianchi da teo-
ria; elas s3o satisfeitas trivialmente pelos campos de calibre
como expressos através dos potenciais em (1.1.71). HMultiplican-
do as equagdes (1.1.74) por 3/_6/5«/\./ e contraindo indices, on-
de 6/&%”“’6 o simbolo Levi-Civita totalmente anti-simétrico, te=-

remos,

DIFP =0 , (1.1.75)

a ,
onde fjhve 0 dual de fyA{, ou,



= — ®p (1.1.76)

As equagdes (l.1.74) e (1.1.75) s3o ainda escritas com

todas as componentes, como,

~ 6 a 6 a $
D6 bt + D 6 Lo+ Do e =0, a1

Fer ‘E 0 . (1.1.78)

Da identidade (1.1.75) ou (1.1.78), vé-se que é desne-
cessario considerar na densidade lagrangiana construida para deg
crever as configuragdes de campo, a parte correspondente ao ou-
tro invariante que se qui?rg.,fform'éricqm o tensor-isoveteor 5\3 Va

riando uma acdo tal como

S= - ?{[’A*F/AV A1+, (1.1.79)

obteremos a identidade (1.1.78), ou,
3@5 _ { emvep
€ 4 €
5,4c ; (4% Fapajp = € 447 A frpa)
F/A'd{ = O} (10‘1080)

o que se traduz dizendo que esta possivel parte da agdo total,
n3o influencia a dinBmica das configuragoes de campo como descri
ta pelas equagbes (1.1.62) a (1.1.6h).

O formalismo hamiltonianc & um interessante enfogue no
estudo de campos de calibre, uma vez que ajuda a esclarecer o p3a
pel das transformacoes de calibre infinitesimais em termos de ex

tens3o da dindmica, na obteng3o de hamiltonianas que descrevam a
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evolug@o de sistemas com movimentos mais gerais.
Consideremos com ésse fim, a lagrangiana "livre" dos

campos de Yang-Mills,
4=_?/_//§W Fol d3, (1.1.81)

onde K,f =1,2,3 .,

Os momenta canonicamente conjugados s3oc definides por,

() = a’/: , (1.1.82)
L NED,

a Ll
onde o ponto acima de fbw designa derivada em relagac ao tempo.
A dindmica é toda construida sobre superficies de tempo constan-
te. Usando a forma deduzida dos campos de calibre, podemos es-

crever para a parte "elétrica",
A * o a o b ¢
Fox (1) = Ax (W= Aot (x) +€{ 6c Ao (x) Ac (), (1.1.83)

de onde podemos concluir que

6
S{E_".@ = £ % 53(29-/}). (1.1.8%)
{Aﬂa(/y)

Segue-se ent3o, das eqs. (1.1.82) e (1.1.81),

Tal)=— FUL ). (1.1.85)

2 ”, ’
Note-se que 77;.::0 s+ O que e chamado de vinculo primario da

teoria.
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X 28
- 4 . .
Com as variaveis canonicamente conjugadas fia e oy

podemos construir a hamiltoniana canbnica,

#:fﬂ;f Ta d*% — L. (1.1.86)

Das equagdes (1.1.81), (1.1.83) e (1.1.85), podemos es

crever para a hamiltoniana (1.1.86),

b= (4TS + LAEFE - AandTo T )%, 1ro)

*

onde foram eliminados os termos gue continham as “velocidades“éﬁt
Na dedugdo de (1.1.87), foi desprezado o termo de su-
perf’icie(g), anh”’;(b @’Sx .
As equacdes de movimento s30 dadas pelos parénteses de
Poisson, calculados para tempos iguais, das varidveis dindmicas

com a hamiltoniana(gl. . Temos para uma variavel dindmica arbitra”

ria A(z’.) R

(1.1.88)

io=fato,pe) = [[2o) 246D St 54l)\:
=t Y ML) FT ) STT0) $AN,
0Os parenteses de Poisson entre as varidveis candnicas

bésicas da teoria, podem ser calculados com a estrutura (1.1.88),

temos,

{”J;:\(?C)) 772(1’)}=O ; {Aﬁi\(’c); A'\/b()(‘)}:'oz-
(4200, o ()] = 8% 8% £7(-2"). (1.1.89)

Deve~se observar a incompatibilidade do vinculo primi-
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o ”» -~ I
rio Ta=0 com a Gltima das equagdes (1.1.89). A técnica aqui
usada é a de definir uma rova hemiltoniana AQ que difere de H
pela odi¢3o de um mdltiplo arbitrdrio do vinculo primériOngzzd.

Temos,

) 7L/4 = H + /)L,“ ﬁli 5{31 . (1.1.90]}

o
Agora podemos verificar a evolugdc no tempo de Zfar s calculando
seu parentesesde Poisson com a nova hsmiltoniana (1.1.90),

To = {Tot), Hita)]

fee! ! (1.1.91)

temos ent3o,
7. ‘”‘f‘f S(x_,?)él‘;zf}(xi»?)ﬂxce TS ) diy d' =05, Thon.1.92)

2]
Exigindo que o vinculo 7/&.—.-0, mantenha-se nc tempo, ou

.O
Zra = 0 , teremos,

\DK co\. ﬁJﬁc =0 . (1.1.93)

A equsc3o {1.1.93) constitui entdo o que é chamado de
um vinculo secunddrio da teoria e é também incompativel com as
relacdes (1.1.89), A mesma coincide com uma das equagdes (1.1.
62}, ai fazend0‘/4=:0 e j/;_z O . Podemos entdo construir uma
nova hamiltoniana que incorpora os vinculos primérios e secunda-

rios, através de mGltiplos arbitririos, ou,

//23#+f@4“f§ #4500 TE) A% (1.1.94)
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Para a determinaciBo dos méltiplos A:\(i) s )(:(x,) , exi-
gimos a consisténcia da hamiltoniana (1.1.9%) com as equagdes de

movimento. Temos por exemplo,

A}:“ = {Aﬂ(i)/ He (1!)}"_ o (1.1.95)
ou,
’/:\: - jﬁw 77,&“-1- r;o/m )54ﬂ(:(.) -+

+ 8% 55 f 53 —q)(’\f ()AL )i 6 B(x'-,«g,)f( Zdh11.06)
o gue fTornece para A‘o“ s A’f? ’
. Af.—_- M heeaTl b Ao - € fe“c A As — D s, (1a1.97)

Na segunda das equag¢des (1.1.96), usando (1.1.83) e (1

o ~ .
.1.85), devemos fazer Ag = 0 para consistencia. Temos assim,

. Y AS de <o (1.1.98)
A primeira equagdo (1.1.98) mostra a significagéo do
termo _ﬂ:\ 77“:» dlsx da hamiltoniana (1.1.9%). Ela mostra que a vg
riagdc no tempc, de £ o £468% da varidvel canbnica Ao ,
é dada totalmente através da fungdo A"O» , Ou (ngmn‘)H&;t . A
segunda equacio (1.1.96) mostra que n3o é necessdrio adicionar a
densidade hemiltoniana nenhum outro mdltiplo de Dk a /]J{é , a-
1ém do que jé aparece no Gltimo termo de (1.1.87). Este termo é

na verdade, gerador de transformagoes de calibre infinitesimais,
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Como se comprova calculando

SA¢ = {A,f‘, ._oné’@ﬁén*'g ng,} 5t

f'.':‘t'r

(1.1.99)

ou, apbs usar a eq. (1.1,88),
b
SAc= 61 Dr b Ao (1.1.100)

Comparando este Gltimo resultado com a eq. (1.1.36),
vemos que ¢ mesmo corresponde a uma transformag@o de calibre in-
o . 6
finitesimal dos potenciais AK com parametr0;4o 5t .
Como estamos trabalhando sobre superficies de tempo
constante, o pendltimo termo do lado direito de (1.1.9%) pode

ser escrito,

A O ;A 0 JA o
-f"f ﬁ’a 0{3 -‘:on ]T& Jsz =~'—*‘on ~Docb ﬁlc 6!576,(1.1.10.1)
0 que permite escrever,

42 (A% = [ Se T ) 62 < Q0 AS 2 o

7

f:f’

Podemos agora repetir & afirmagdo que foil feita ante-
[
riormente em relagdo aos potenciais Ax (k=t,2,3 ), para os
o,
potenciais Af\ (/Az:g,ﬂ 2, 3)., OQu seja, os termos adicionados

na hamiltoniana s3o, tomados em conjunto,

G(x'") = mf/’oé\DMCé /7/? d%'. 41, (1.1.103)



-2 G

geradores de transformacdes de calibre infinitesimais, de parame
A,
tro A.-:. A:\'S:t .
0 gerador (1.1.103) pode ser escrito, apds eliminagio

de um termo de superficie e manipulagSo de Indices, como,
m A o

Do parénteses de Poisson de qualquer varidvel canonica
mente conjugada da teoria com o gerador (1.1.103) ou (1,1.104},
podemos saber o comportamento da mesma sob transforma¢bes de ca-

libre infinitesimals, temos, como eéxemplos,

g\D/jb ?Lb: {‘D/:\b Cféb(’(')/ G(K’)} =€ ](c ®b %C(L)\D/fd 4:(1) 51', (1.1.105)
€=t/

J&\A(’(f} (6/\‘/({) G(»t’ } = 6][ 6 /40 /M/ Jf (1.1‘1&6)

onde foram usadas as expressoes,

o(F\,(x)__ ¢ D “/3{1__,‘3)__ ,ADré §3 (- ?) (1.1.107)
FA Cq)

FE) _ 1);,, ,4,,"(?).52‘, (1.1.108)
ST50y)

@/\:Lb \Dvbc —llza}o \D/\éc> Aoc(i): é][cmb Aoc(i)ﬁmé ), (1.1.109)

onde a Ultima equacBo € a eq. {1.1l.41) para %“_-': Ao
Um cuidado especial deve ser tomado quando da substi-

tuic3o das derivadas presentes no lado direito das eqgs.(1.1.107},
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ne parenteses de Poisson a ser calculado em (1.1.106). .Note—se
que elas sdo tomadas no dominio com élepento de volume #%( e as—
sim, nao participam na integragso & se}?definida pelo ﬁ%rénteses
(1.1.106), que é feita em um dominio difzrente. A formulacio a-
presentada trivialmente aqui, com o Gnico obietivo de mostrar

conzistencia com o tratamento anterior, torna-se de muita impor-
tancia no estudo de vinculos de calibre, quando s3o0 definidos no
vos parenteses e os vinculos s3o0 classificados, de forma a nao

termos mais casos em que variaveis dinamicas ou fungbes das mes-—
mas possam ser igualadas & zero fora dos parenteses de Poisson

mas nac dentro dos mesmos. Um tal tipo de formalismo ‘¢ ainda de

grande conveniencia no estudo das condicbes de fixacao (10) de ca

libres n3oc—-abelianos.

1.2 - PROCEDIMENTO FCRMAL DE INTRODUCAO DE UM CAMPO DE CALIBRE

Na sec¢Zo precedente, mostramos elementarmente como in
troduzir os campos de calibre, o que constituiu uma forma simpli
Ficada de apresentac3o do conceito de invariancia compléta da a-
gao da teorla(1 ), Outro ponte de vista, mals formal, no objeti
vo de construg3o de uma teoria generalizada de interagdo entre
particulas, baseia-se no estudo da estrutura da variedade em re-
lagdo a qual s3o definidos os potenciais f%i e € mais préximo
a0 que-se possa conceituar como formulagio de uma teoria de cam=
pos de calibre na linguagem'de espagos Tibrados. O processo de

construcdo, consiste em resumo, de egstender & variedade de defi-

ni¢so das configuragdes de campos e potencials e em seguida cons
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truir sua geometria. Na variedade assim generalizada, os campos
de calibre que aparecem naturalmente do processo de extensdo, ca
racterizam-lhe parte da estrutura. Lembremos que no procedimen-
to anterior, os mesmos sBo introduzidos ad hoc, sem referéncia 3
variedade em que sadoc defipidos.

Estas idéias podem ser introduzidas de maneira elemen-
tar, pensando na estrutura complexa de pontos do espago-tempo da
experigncia fisica. Ou seja, cada ponto do espago-tempo & pensa
do como uma variedade interna (o espaco interno [ ). No caso de
uma teoria SO0(3), esta variedade seria levada em si mesma por to
das as transformacoes de um grupo 3-~dimensional, real e ortogo-
nal. Os desenvolvimentos iniciais sobre essa idéia nBo associa-
vam uma métrica ao espago / , o que significava considerd-lo co
mo uma variedade homogénea, onde careciam de sentido os concei-
tos de comprimento, translagdo, etc. O surgimento de teorias mg
dernas de Kaluza-Klein, veio substituir considera¢des simplistas
como esta, dando significag¢Bo as componentes da métrica do espa-
¢o interno L como funcdes doé campos e potenciais de calibre.

Seja ent3o uma variedade genérica V' de dimenséo(4+Aﬂ,
produto direto da variedade de espago-tempo ﬂ?4 pela variedade

do espag¢o internoc n-dimensional -Ih .
Ve RV X In. (1.2.1)

0 grupo de simetria da variedade V' & também dado pe-
1o produto direto do grupo da variedade k"* e do grupo do espago
interno.Zk . Devemos fazer a extensfo da variedade,ku'e de seu
grupo: associado, na forma dada em (1.2.1). No processo de exten
s%o(;;)

, surge naturalmente do preenchimento de condigées de in
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tegrabilidade, a necessidade de introduzir um nove campo que ca-
racterize a estrutura da variedade interna, na mesma forma em
que © campo gravitacional caracteriza a estrutura do espago-tem-
po. Denotemos entdo por.Z} , 0 ponto do espa§o~tempolk# s, consi
derado como um I - espago, fixe aoc ponto P. Os pontos genéricos
P do espago-tempo e 0s espagos.[} estdo em correspondencia biuni
voca. Procuremes construir agora a geometria do espago-l, ou sg
ja, fagamos uma aplicagdo elementar da geometria de conexﬁes(lé).
Seja G o grupo de simetria interna. Consideremos uma
representacao "fiel" deste grupoc e tomemos uma base no espago da
representacidoc considerada. Chamemos 59., (A=12, .--.—.N ),
a base escolhida, onde N é a dimensdo do grupe G. Um elemento

qualquer no espago da representagde assim introduzido, sera ex-

presso em fung3o de suas coordenadas no mesmo espago por
E= Ba mn”. (1.2,2)

0s A" , coordenadas do elemento £ dependem das coordena-
das 2° , (/4: 0,4, 2, 3 )i;a=aM2/)
Consideremos que no espago.z; associado ao ponto P, te

mos uma realizagdo do grupe G, seja Gﬂ . Se houver uma transfor

macic em G, , haverd uma mudanca de bases da seguinte forma,
/ b ‘
Ba = Ual) Bs. (1.2.3)

Considerando o mesmo elemento & expresso nas novas bases, a-

pés a transformacdo em (gp , teremos para a mudanga corresponden

(-9
te nas coordenadas A,
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M6(1)= Uba (X)M’d(x). (1.2.4)

Através de uma escolha conveniente das bases fﬁ, sef-

b
pre pode ser conseguido que os coeficientes [/ a (x) satisfacam a

V%) Ule (1) = §% (1.2.5)

As egs. (1.2.2) a (1.2.5) mostram entdo a construcio

de uma base no espago [p , com os «”™ denotando as coordenadas de

um elemento qualquer £ de /o . Se I, for uma variedade dita

invariante, poderemos escrever,

MY Mo (1) = R(X), (1.2.6)

onde A??X) é uma fung3o arbitréria. Por uma redefinic3o das ba-

ses Ba —» BaR(1), teremos a eq. (1.2.6) reescrita em uma forma
mais conveniente para -aplica¢bes subsequentes, ou,

M) ha () = 1 . (1.2.7)

Necessitamos relacionar o espage I, definido psra o

ponto de coordenadas ( x“'« dz* ), seja ‘Z;-f‘df’ com © espa
; com

¢o L . Dizemos que se £& Tp , entdo £ € Tp,dp

isto, as bases em I},* dp » ou (B + d Ba ) podem ser expres-

sas como combinagBo linear das bases em [, , seja,

5a+0{5m.= ga.-—-gb Péa(i,di)) (1.2.8)
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ou,

0(50\. = — B Fbm (75/ ‘{x) (1,2.9)

A eq. (1.2.9) constitui uma transformagio infinitesi-

% (x,d i
mal nas bases. OUs b(x, x)aqui introduzidos s@c as conexdes; u
sualmente, estas s30 escritas como formas diferenciais das coor=-

denadas Iﬁﬁ, do que resulta para {1.2.9),

5(3&:'_ B, abm 45M~ (1.2.10)

Seja agora £+ 5(5 um elemento de Ip,,,,(,o . Tleremos,

usando a eq. (1.2.2),
EtdE = B ™) + d (B an(0)). (1.2.11)

Da eq. (1.2.10) segue-se entdo,

F+dE = (M“(,c) + A — 7% A;c"".,{/c‘(x))&.(l.z.lz)

Como.Z} e 120_4‘49 sdo variedades invariantes, as coog

denadas definidas nas mesmas devem obedecer a eq. (1.2.7); com o

que temos,

2
Cu“{z) + A )~ e dz™ ,(/tb(zc)) = 4. (1.2.13)

Como a transformag3o de bases que estamcs tratando é
infinitesimal, podemos desprezar quantidades de ordem superior a
primeira nas diferenciais que aparecem em (1.,2.13);,, do que resul

ta,



e

Méfx) Malx) a 6 af[,{,’“ -+ mé(x),{/tw(x) /: 4b c{x"_-_-O, (1.2.14)

de onde, usando as eqs. {1.2.10) , (1.2.9) e a arbitrariedade

A
dos A (1) , segue-se,

/za[x/cli)_________/-'o‘b(zc/ﬂ/ﬂt'.). (1.2.15)

Esta Gltima equag@o mostra que a transformagBo infini
tesimal de bases dada por (1.2.8) ou (1.2.9) & ortogonal.

A transformag@c definida nas bases, eg. (1.2.3), ou
nas coordenadas, eq. (1.2.4), n8c deixa invariante as conexdes
/1a$ [(,aﬁt) . Para ver como as mesmas se transformam, escreva

mos a eq. (1.2.10) depois de transformada, ou,
) / ‘6
* 45@ = Bb /;’\- A d/(/m- (1-2.16)

Usando & equacBo de transformaclo das bases (1.2.3)

nos dois lados de (1.2.16), teremos,
er |
(70 U () = Vo (1) [ — e t/i(z)) Be di“= 0 (1.2.17)

AN
Da arbitrariedade das bases 5; e doscfz teremos entdo,

/
[/Léﬁ {/Cb — Uba. //-:Acé —e 9/,. Uca- . (1.2.18)

Esta Gltima equagBo pode ser escrita em forma matrici-
n . a
al, fazendo as identificag¢des (//1 4,):_—46 /}A ;((/ b)z ¢/ onde &

¢ a constante de acoplamento introduzida na seccBo anterior. Te



nos,
l - * -
[n= UL U —-é’-‘-(@wU)U‘- (1.2.19)

Esta equagBo & andloga a equaglo (1.1.33). A identidade entre
as mesmas & conseguida identificando as conexBes matriciais
com os potenciais de calibre 14,»: A/:J; y onde os Ja sdo como
sempre, as matrizes da representacio do grupc G do espac¢o inter-
no.

Procuremos as condigdes em que sob a transformagdo (1.
2.4), tenhamos 0{52»:0 , ou seja, guando os /;’ag se anulam em
(1.2.16). Assim, teremos de (1.2.18),

4

_ 6
Vonfpn= U n /74 b, (1.2,20}

onde a barra denota derivada.
Para que o sistema de equagBes (1.2.20) seja completa~

mente integrével(ii), devemos ter,
c c
Ua[/v\lv == Ua./v'//u , (1.2.21)

do que resulta, usando novamente as eqs. (1.2.20),

d c c
U ,a.(ﬁvcﬂl//w. - /-;m div __/;,\64/—\'/ A .,c./'z,éa( /Zfé):o,(l.z.zz)

As eqgs. (1.2.22) sBo satisfeitas genericamente, quando

~ ¢ - .

¢ tensor contido nos parenteses, C;AV A @ nule. Fazendo as i
dentificagdes que permitiram escrever a eqg. (1.2.19), podemos es

crever para & condigdo menclonada,
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C/M/ = 1€ (ﬁv(,m - /;N - [/;A, /;l/]):: o. (1.2.23)

Como as conexdes CL sdo identificadas com os potenci-
ais de calibre %Lm » teremos por comparagdo das egs. {(1.2.23) e

(1.1.71),

Cov=1r'€ Fuv = 0. (1.2.24)

Observando a eq. (1.2.24}, notamos que aos Alx e por-
tante aos Afkque a satisfazem, ndo podemos emprestar nenhum sig-
nificado f{sico importante, uma vez que sempre poderiamos esco-
lher uma transformagio como (1.2.%) que anulasse o membro esquer
do de (1.2.18). Da mesma forma, podemos afirmar que oOs 42» que
violarem (1.2.24), possuirdo um significado fisico bem determina
do, pois nd3c mais poderemos fazer uma transformac3o de bases ou
sua correspondente nas coordenadas que conduza a um conjunto dos
[;¢ todos nulos. Assim, a estes [L, fica associado algo que
represente a realidade fisica, como um campo. Notemos que n3o
basta considerar que a variedade extensa com que trabalhamos se-
ja dada por um produto direto do espago-tempo e do espago inter-
no I; nem mesmo que o grupe de tal variedade seja um produto di-
reto dos grupos que o constituem. E necessario caracterizar a
estrutura da variedade extensa; a introducd@o dos C;AV ( /;AV ) a=-
través de seus potenciais /i ( /yg )}, preenche essa condigdo.
Finalizando, nete-se ainda que o conceito de derivada covariante
interna, introduzido também ad hoc na la_secglo, acha-se intrin-

secamente presente agui. As egs. (1.2.11) e (1.2,12) fornecem,
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d(Bn i*) = 5}.,(&/2 om — /Z»aé)Mbﬂli‘f (1.2,25)

0 membro direito de (1.2,25), contém na combina¢io ade
quada, a derivada covariante interna da teoria, construfda com
as conexdes [ ( Aw ). Podemos ainda escrever a eq. (1.2.25)

na forma,

d(Boir®) = B{{ o —ne An) s n® dn” (1.2.26)

1.3 - CAMPOS DE YANG-MILLS~HIGGS NO ESPACO-TEMPO CURVO

0 interesse tedrico de conhecimente de solucBes aco-
pladas de uma teoria de campos auto-interagentes com uma teoria
em que o conceito de auto-interac¢do ja é implicito, fala por si
mesmo da necessidade de se procurar tais solugdes. Como também
anunciamos na introdug3o desta monografia, aparece a questdo de
saber como as configuragBes cléssicas de campo a serem descober—
tas, podem ser consideradas como marcos fundamentais e limite
classico de teefiaslqaénticasfcansequentes de gravitagio. Para
ter idéia do trabalho a ser realizado com solugdes acopladas,
consideremos a agdo para campos de Einstein e Yang~-Mills em inte

rag3o,

=_._f /€ f/l A v F";‘,")q"f,c, (1.3.1)
1.

onde ’A e a constante de gravitagdo, /A a constante cosmold-

A
gica e K o escalar de curvatura. Os é;v sdo as componentes in



-35-

ternas dos campos de Yang-Mills dadas por (1.1.23), onde as cong
tantes de estrutura devem ser conslideradas como quaisquer.
Fazendo as variacdes em jbav e /ﬂf na acio (1,3.1),

obteremos as equagHes de campo,

%%4 _ G ( (K/A.,__;N/?-/- /\?mv +-2-/-7}n/]} (1.3.2)

55 M_ 0= — ,/_T} /:/:CV//\/ (1.3.3)
SA2

O tensor energia-momentum /w, no lado direito de (1.3

.2), e definido implicitamente por

v
E[VF (-4 6 FR)dte < L[5 T £37 %, s
do que resulta,

v- _? /:\-/ﬁa. + — 4 ?M‘/ =/ F {1.3.5)

A barra dupla em (1.3.3) representa a estrutura de de-

rivada covarlante interna escrita com relagdo ac espago Curvo;
AV [ oMV b € v
/E-a\.//\/: _L("?Fn){v-f- efc @AYFGII (1.3.6)
gue pode ainda ser escrits,

v b m
Floiv = f-/—/-_ D (‘/?} 2 b‘/)' (1.3.7)

As identidades de Bianchi s3o aqui satisfeitas direta-

mente. Temcs,



(1.3.8)

em lugar da eq. (1.1.75). O dual em (1.3.8) é definido por

*F/MV= 1 47M\/°</” Fa(p = 1 f_____ /‘:c/s- (1.3.9)

A identidade (1.3.8) explica porque ndo se considera u

ma densidade lagrangiana adiciconal, originandc uma acio tal como

A K pav
5*=_-£-f1/*7} foas Fla dte (1.3.10)

Campos escalares de Higgs s3o indissocidveis de campos
de Yang-Mills, no que respeita a8 determinac3o da carga e das pro
priedades topoldgicas destes Gltimos. A consideracBo de poten-
ciais de Higgs com valores ndo~triviais de vécud, permite descre
ver 0 contelGdo de massa de modelos cosmolégices, através do pro-
cesso de quebra espontanea de simetria(;&). G problema de inter
pretacio da constante cosmcldgica, acha~se também associado ao
valor esperado dos campos de Higgs no estado de vacuo n3o-trivi-
al. A ag3o compleits para uma tecoria deste tipo, incluindo os

"multiplets™ de Higgs, escreve-se,

EyMHf\f—fe_M - LEIFA n—"—- "9 %Dﬁ M (7{))4/% 11)

ry

onde as derivadas covariantes internas dos potenciais de Higgs

??“ e o potencial Vﬁf) sdo dados respectivamente por,

\p,u fa\:: %7/0 -+ €J[ch A/mé ?LC; (1.3.12)
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. I/(f):%(%aﬁéa)z— —g-*’(z?é“‘fé% (1.3.13)

onde,

K = ,ﬁiz-—_- <ol 456"446-/0% (1.3.14)

€ o valor esperado de vicuo do campc de Higgs, sssociado & cria-
¢80 espontdnea de massa; A é uma constente de accplamenfo adi-
mensional e positiva.

Uma regific do espago-tempo € dits ser um vacuo de Hig-~
gs guando Dﬁ%q-: 0 e V(fc): le. . Uma afirmacdc corrente é s
de que sclugfes de energia finita, sempre preenchem essas condi-
¢oes, ainda que assintoticamente, no espaco de Minkowski, Esta
propriedade n3c parece existir em espacos-curvos; podemos ter e-
nergia finita para configuragdes que n3o estejam rno vdcuc de Hig
gs, em nenhuma regifio do espago-tempo em questdo. Um exemplo seg
ré apresentado no 2¢ capftulo, secclo 2.5.

Fazendo as variacGes f?,w . !A/f e 574“ na agic

(1.3.11), poderemos escrever as equacdes de campo,
@M/ - __i_ ?/v\v /? -+ A ‘}M\/: & 7;/\\/ ; (1.2.15)
D, (V5 A ) +47% 7€ fave 40 D0 5= 0
V( —‘1, PV o ?, ?‘ fax(:c \/# = U, (1.3.16)

\Dfﬂ(ﬁ @”""ﬂv %a)_ \/?7'1 (746?;6_0(2) ?4«:: 0, (1.3.17)

onde o tensor energia-momentum ne lado direito de (1.3.15) & da-

do, através de uma identifica¢Bo andloga a (1.3.4), por
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.——.

—_?"‘ﬂ F.//;a, + L ?/w 5,5 L
"".D,Mcf; \Dwfé + — ?f"“/ Kﬁﬂ %“.D/s ef;a,

Y \V(E) (1.3.18)

As derivadas covariantes internas que aparecem em (1.3
.16) e (1.3.17), possuem a signrificacBo usual, dada pela eq. (1.

3.12), ou seja,

Doli5 F&) = D (15 A7) <
= (/_:?, f:ﬂ;\/)hf + L‘I/"_'?, J[b Ca. Avfé Nt\:\/. (1.3.19)

Presentemente, o problema de criacg3o de massa em mode-
los ccsmolégicos(;&), devido & quebra espontadnea de simetria con
forme, ocupa um lugar extensolem pesquisas de cosmologia semi~-
cléssica(éi). A agdo de tais teorias inclui um campo escalar a-
coplado de forma n3o-minima & gravitacdo. € interessante estu—
dar modelos cosmoldgicos cujo conteddo de massa seja criado pels
quebra de invaridncia de simetria conforme, realizada por um po-
tencial de Higgs com minimos n3o-trivisis, o que corresponde a
valores de vicuo diferentes daquele dado por pﬁyazso. Podemos

escrever para a aclo tipica destas teorias,
v oA v
ff?(iﬁ $°D, ?M L #7% +4Vh)- l b £ )4 1.3.20)

onde K é o escalar de curvatura. VY%) é o potencial de Higgs

com minimos ndo-triviais, dado pela eq. (1.3.13), Observando a

eq. {1.3.20), nota-se que a invariadncia conforme da teoria, ou



_ Gio —2 Grv = € Auv, (1.3.21)
~ — (2}
) $—r =2 ’ 96 (1.3.22)

¢ quebrada pels introduc3o do potencial V%f). Podemos deduzir

formas generalizadas deste potenciél que ainda conservam a inva-
ridncia conforme, utilizando consideragdes elementares. Observe
mos que as equagbes para os campos de Higgs 95&', deduzidas das

variacdes é?é“ , escrevem-se aqui,
#j: Dv (1/‘; ?M\/D/A ?éz) ' _g_ 744.. — )‘ —;);L/—(f)-—‘: Q. (1.3.23)

¢ tensor energia-momentum ¢ dado pelo efeito da varia-

Q

= / (7'@) /AO\:M))J?W@ ”(4", (1.3.24)

onde separamos a parte correspondente aos campos de Yang-Mills.

Fazendo a variagﬁocﬂ?mvindicada em {1.3.21), teremos,
,Mg?c)‘ﬁ /U‘\/M)'z.- \D/-A?laﬂf 74& ——2{ ?M\/ «Dx ?’4510/5 ?{a ?Ké ?,«v) V(%)._
_,E{_[(K/mv- é?mv’/@%q%« 4-@&‘?[«)1/\ Hv — ?MV B(?éh?év)] -

Ao n / N ~1"7
G Fpe LGy Ao 7w (1.3.25)

Consideremos que a8s massas a serem criadas pelo proceg
so de quebra da invari@dncia conforme, aparecem a observacdo, na

forma de um fluido, ou seja,
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<%7+ P ) Mo 4&%-79?¢~v-+ ;;?bAqg,y~. G#) '747 )(1 3.26)

onde 7]/-4\/ - pressao ani.sotrépica, com ’7/vw: Jd e ?/u-
- conducao de calor, com ?k Ver M.Novello
- "Cosmologia Relativigta” - II Escola de Cosmologila e Gravita-

¢ao, vol. I, pag. 203,

Tomando o trago da equaclo acima, obteremos, apds usar

as egs. (1.3.25) e (1.3.23),

/a-—.Sf’-———><?f:V(¥D‘-

(1.3.27)

,;..fwé)
y 7 ).

Para uma situacho em que “se tenha apenas radiacdo, ou
- 3P , poderemos ent3o ter, além do resultado trivial

V’(?é)-_— 0 , a forma do potencial como V(‘i‘)rf((?é&?é&)z, onde K @

uma constante arbitradria e a teoria ainda é conformemente invari

ante. Assim, atribuindo a quebra de invaridncia conforme & cria
¢ao de massa, introduzimos mals um termo no potencial V{%) , 85—

crevendo-o como,

V() < K(#“?[«)Z—-' ﬁz 4%, (1.3.28)

que é a eq. (1.3.13), escolhendo kr-% .

O precblema da criagdo de massa foi estudado para mode-
los cosmoldgicos do tipo GBdel, com campos escalares ndo-minima-
mente acoplados e auto-interagentes, com uma s& componente, inte
ragindo com campos eletromagnéticos através do campo gravitacio-

(16,17) E 3 1 1 : d p
nalte=r=Ls, interessante discutir problemas relacionados a
quebra de causalidade, que s3o comuns em tais modelos, como es=—

- ~ - -~ » ”~
tritamente vinculados a quebra de invariancia conforme atraves

da criacdo de massa. LEssa linha de trabalho, ou seja, o estudo

da possivel eliminac8o de patologias inerentes na teoria da rela
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tividade de Einstein com um mecanismo de criagdo de massa, conti
nua em aberto. Particularmente, o desenvolvimento deste estudo

com campos de Higgs e Yang-Mills, como esquematizado na agdo (1.
3.11}, pode vir a relacionar a quebra de csusalidade com a estru
tura interna dos campos nas configuragbes de calibre, fornecendo
uma prova definitiva da impossibilidade de se ter quebra de cau=-
salidade em modelos cosmoldgicos reais. Nesse sentido, parece

ser vdlido confeccionar trabalhos que estendam o que foi apresen

tado nas referencias (16) e (17).

l.4 ~ A VERSKO KALUZA-KLEIN

0 enfoque adotado na la secgdo, de introdugdo de um
campo de calibre, nSo define a lagrangiana sem ambiguidade. €
somente uma prescrigdo na construgdo de uma possivel lagrangiana,
tendo em conta sua dependéncia no tensor de "curvatura® /n?l Na
da é dito sobre a forma explicita desta dependéncia. Esta é a
teoria desenvolvida na referencia (11), em que se apela para a
invariancia da lagrangiana, definindo as quantidades de que a
mesma pode depender, uma vez dado o grupo de calibre. De ha mui
to é conhecido o fato de que esta teoria pode ser reformulada,
no caso de grupos abelianos, como em eletromagnetismo como uma
tecria de conexGes em um espaco fibrado principal, construida so
bre uma variedade riemanniana quadridimensional, com um grupo in
terno U(1). Como o grupo de estrutura é aqui unidimensional, peg
demos entender tal teoria, como uma do tipo Kaluza-Klein em sua

formulacdo original, que faz deduzir os campos eletromagnetico e



CAPITULD 2

ALGUMAS SOLUCDES CLASSICAS

2.1 - CONSTRUGCAC DE SOLUGUES NO ESPAGQDO DE MINKOWSKI. SOLUCBES
CONFORMEMENTE CHATAS £ A CONSTANTE COSMOLOGICA

No estudo das solugOes de equagdes de Yang-Mills, um
procedimento que tem resultado bastante Gtil, é o da procura de
um "Ansatz" apropriado, sujeito a uma escolha conveniente de ca-
libre. Consideremos o exemplo de uma teoria SO0(3), impondo ¢ ca

libre de Lorentz, ou,

Ay =0 1,2, 3
o Apy =05 a=4,2,3., (2.1.1)

onde ’7/.«./ é a métrica diag(+1,~1,~-4,-1).
Uma classe de "Ansatze" apropriada € descrita, expres-
sando os potenciais procurados em termos dos denominados potenci

ais tensores de Hertz(ﬁg’kl). Teremos assim para os potenciais,
b = & M 6 | (2.1.2}

. A 6
Cada Ansatz e obtido escolhendo adequadamente 77—5. AséJ/Avs§o
as analogas das matrizes introduzidas na referéncia (34), e da-

das por,
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gravitacional de um tipo especial de geometria em um espago de
cinco dimensBes. Um tal isomorfismo de teorias, continua mesmo

(18,29) | vamos cons-

no caso de grupos de calibre n3o-abelianos
truir um exemplo de uma teoria deste tipo, usande as hipdteses
de maior simplicidade.

Em cada ponto de um espaco riemanniano (44N )-dimen~
sional, onde N corresponde ao n?¢ de geradores do grupo G, esps
¢o este parametrizado com coordenadas locais 5'4-_-_ (L“, /?“);x=0, {,
2,3 3 Aa=4%25,....m=N+3, podemos definir um referencial local
usando as (4+N )-"bein™ generalizadas de componentes 545. In-
dices latinos maiGsculos com acento circunflexo, s3c transforma-

dos pela operagdo fundamental do grupo do espago tangente do es~

paco de (4+N ) dimensaes,SO(SH\/,i), temos,

‘4 A, pt

A

A
onde L & & a forma matricial de um elemento caracteristico de

um subgrupo de 50(31‘/\/; i), o produto direto @(5,1) X O(N) .

e | 0
[ — !
i

(1.4.2)

&

Usando MT para representar a transposta de uma matriz

. T ™

0

genérica M , temos, para as submatrizes em {1.4.2),

) " L= " C AN = ey (1.4.3)
onde /7:4(@7(-#4,—”-{,_4)

0s {ndices latinos mailsculos sem circunflexo, sofrem



3 -

o efeito das transformacdes lineares generalizadas em (44N )

| dimensdes, ou,
2 A
I A A B

8 .
onde 7—0 & um elemento caracteristice do grupo 61(4#\/, K)de trang
formacdes lineares generalizadas.

A transformacBc combinada nas (4+AN )-"bein" & portan

to,

A A
’A A C B
QAD"—'-‘ 43‘9 87 0. (1.4.5)

Podemos agora particularizar as transformagBes (1.4.4),
exigindo que as mesmas sejam infipitesimais e dadas por,
o | 0
A A ';
70V = 8% 4 [k, e

ko X ky £ 0e k€

onde &z e &4 sB0 constantes arbitrarias e as AO\ sdo fungdes in
finitesimais das coordenadas "externas"”, AO; Aa{iﬂo . Indices
gregos tomam os valores 0,1,2,3 e {ndices latinos minlsculos os
valores 4,5,......,N+3 . 0Os simbolos ][mbc s3o0 as constantes
de estrutura associadas ao grupo G.

A matriz (1.4.2) pode ser ainda simplificads, exigindo
que sua sub-matriz pseudo-ortogonal fq seja diag@H,+4,+g44)Eﬁ.Cg
mo estames procurando uma transformac3o combinada infinitesimal
nas (4+N )=-bein, devemos considerar a matriz !N, infinitesimal
nas /\a(i’w) . Resumindo, o elemento do grupo (9(3,4))( (9(/\/) de in-~

teresse, possui para representacgdo matricial,
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M ~
75

Z-== s sttt el (1.4.7)
Lo A
: 0 5%k A
onde a metriz Ay § & infinitesimal em A a)
Considerando a matriz (1.4.6) como geradora de uma ex-—

pansdo infinitesimal nas coordenadas 5ﬁ , as mesmas se transfop

marao como,

b 6 b a
‘3/” = A?r$+ #(2 AI/A (M-/- 43)[ ac )\Cz‘zr , I = X (1.1%.8)

Na matriz das componentes das (4+N)-bein, seus quatro
tlpOS de sub-matrlzes, possuem para elementos caracteristicos,
ﬁM 9 vy 5’ G, 9'“5 . O primeiro e o terceiro s3dc facilmen-
te interpretados como as componentes das vierbein e das N-bein
nos aspagos tangentes ao espaco-tempo e ao espago interno, res-
pectivamente; o segundo pode ser relacionado ao terceiro, na in-

troducdo dos potenciais de calibre /Lr'como,
A
o
~ 4 On A. . (1.4.9)

0 quarto tipo de elemento é tomado igual a zero, por
simplicidade, do que resulta que a matriz das componentes das

(44 N )-bein possui entdo a forma,

A i
64, .0
i
= | i —de oo ) (1.4.10)
a 4 b | o
= &4 3 & Ay 3 9 b
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As novas componentes das (44N J-bein, apds a transfor-
mac3o realizada pelas matrizes (1.4.6) e (1.4.7) e indicada geng

. . . iz
ricamente em (l.hk.5), constituem a nova matriz € dada por,

9 E
A
GH 07, ", 0
— ,,ﬁ,_-.__-.—-_——«~%-~—-ﬁf~—~-;—*"““ (1.4.11)

. AT A el
A b 6 \b g A ¢
[N/b\gv"'ﬁzeb)wipﬁlﬁeé‘f'ﬁa’f bc)

A transformagido dos potenciaisrif como definidos em (1

ll'og)’ dé-se entéo pOr,

”A ) A7 a
A 8% A, =< fa:aﬁ 6, + &z 0% Yo (1.4.12)

Subst%}uindo no 22 e 3¢ membro da eq. (1.4.12) a trang

A
formac3o para O & e a eq. (1.4.9), respectivamente, teremos,

ub

4, A" < 4Av+é/\w+£43&,c v (1.5.13)

Podemos iterar a eq. (1.4.13), lembrando que & trans-

formacio é infinitesimal, ou sejs, de

gA{M &.A./-L{!/\y-é-44ﬂ3:{bc(14v4-—,‘-3(w
+ﬁ{ )[d eA“ﬂ‘ )se))f (1.5.14)

teremos, apds desprezar os dois Gltimos termos no membro direito,
1Y A- A 12 a 4 )C
A v ™ Av‘ + {; /\!v + 37[5 ¢ Av . (1.4.15)
4

Fazendo %;: ﬂte &s =—~€, onde € & a constante de aco-

plamento dos campos de Yang-Mills, chegamos a escrever (1.4.15)



como a transformac3o de calibre infinitesimal (1,1.36), ou,

A AS 4 (852~ o AN A £D7 2 aaae

comJa/ denotandeo a derivada covariante interna.

Note~se que partimos de uma teoria invariante por
transformagBes generalizadas lineares em (44N ) dimensdes e es-
tamos chegando a uma teoria invariante por transformagtes de ca-
libre de um grupo n3o-abeliano G. A forma das transformagdes de
coordenadas em (1.4.8), j& denotava isto. Note-se ainda que so-
mente as varidveis internas sofrem transformacgdes que dependem
das varidveis externas. ELstas daltimas s8o invariantes, o que é
caracter{stico de transformagSes de calibre locais.

De posse das ( $+ N )-bein, podemos construir o tensor

métrico de uma variedade riemanniana de (4+#) dimensBes; temos,
Y
C
Yas <= 725 0% 078 (1.4.17)

do que segue, para todos os tipos de compenentes, usando a eq.

(1.4.10),

Yov = v £ 7185 B0 B0 Qe 4 fi'Ged AL AL G

.Xa.‘?:: a'a.é / (1.4.19)
A A c

.A/au/ = 4736\ 6’5;“ 6":‘, — é« ?ac r4\// (1_’4_.20);

cnde . .,

?,«-v:: 47&‘/’5‘ 7 6% (1.4.21)
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et

° ?@: Ned 9°a 8%, , (1.4.22)

s30 o5 tensores metricos das variedades de 4 e N dimensdes, res-
pectivamente.

A teoria até aqui apresentada, ainda n3o é a que nos
interessa; ela é definida em um espago riemanniano (4+N )-dimen
sional. Todas as quantidades assemelhadas a componentes de ten-—
sor métrico, dependem das (4+N ) coordenadas; assim, por exem-
ple, o tensor gwb nio define a métrica de Killing associada ao
grupo nio-abeliano 6. Isto & contrdrio 3 experiéncia fisica usy
al, em que estamos habituadoé a "ver” so@ente as quatro dimen-
sbes do espaco-tempo. Sem entrar aqui em consideragdes sobre a
interpretacio fisica das dimensGes internas ou "extras", o proce
dimento a ser usado, baseia-se no adotado por Kaluza e Kleiln,
considerando estas dimensOes como gue compactadas na = era prg
sente do universo. Ou seja, que estas dimensées)seriam ativas
ou "visfveis", em escalas comparadveis ao comprimento caracteris-
tico de Planck de 10_33 cm; o0 que equivale a falar em energias
da ordem de 1032 Gev. Esta é a ordem de energias em que se de-
vem realizar experi®@neias para detectar as dimensdes internas.

A capacidade dos aceleradores atuals estd muito abaixo desta or-
dem. No entanto, de um ponto de vista tedérico, existe a esperapn
¢a de que a topologia intrinseca e ndo-trivial de diversos mode-
los cosmoldgicos, modifique as conjecturas acerca do comprimento
de Planck, de modo a que possamos "ver" as dimensOes extras a u-
ma escala de distancias muito maior. Existem trabalhos cuja ar-
gumentagdo consiste em demonstrar que em eras remotas da evolu-

c8o do universo, as dimensdes extras eram compardvels em escala
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as que sdo hoje observadas. E possivel encontrar modelos em que
a expansdo do universo a partir dessas eras remotas, se da prefe
rencialmente nas trés dimensdes espaciais conhecidas. Contudo,
este enfoque semi-classico de trabalho parece ainda requerer mui
ta investigagéo(gg’gi).

A estrutura da variedade com gue se trabalha para evi~
tar a dependeéncia nas coordenadas internas, ?»4 , ?5‘, teraseen /?,3"'?
nao é mais a de um espaco riemanniano de {4+ N ) dimensBes pro-
priamente dito, mas a de um espago fibrado organizade como um es
pago riemanniano ( 4N )~dimensional, com o espago-tempo como
base e grupo nao-abeliano G do espage interno, como grupo de es-
trutura. Os potencilais %yf topnam-se as formas de conex3o deste

espago fibrado(zg’gi); supondo que O mesmo é localmente trivial,

teremos,

Gobln =0 1 Quvia =0, (1.%.23)

ou seja, a parte externa do tensor métricoe n3o depende das coor=

denadas internas, dando-se o mesmo para a parte interna com rels

¢80 as coordenadas do espago-tempo.
De forma a eliminar qualquer dependéncia nas coordena-

das internas, exigimos também que

?aé/c = 0. (1.5.24)

Podemcs agora expressar as componentes gubda métrica
interns, em termos das constantes de estrutura da algebra de Lie

associada ao grupe. No espage tangente a variedade do grupo, a

métrica é dada em fungio dos geradores por,
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at =T (72 T%), (1.4.25)

onde “Tr® significa traco do produto de matrizes indicado.

Usando @ representacdo adjunta para os geradores, ou,
A
(2)e<_cla'e
a/l & =-Llfa e, (1.4.26)

a eq. (1.4.25) pode também ser escrita,

" d. ;. ¢
Substituindo a eq. (1.4.27) na eq. (1.4.22) e usando a

ortonormalidade das N-bein, teremos,

. 9o = fa"‘c fd . (1.4.28)

A eq. (1.4.28) mostra a estrutura do tensor de Killing
associado ao grupo n3o-abelisno G. A métrica ?mb como definida
pela eq. (1.4.28) é realmente a métrica do grupo G, como segue
do fato de gque @ mesma € independente das coordenadas tanto in=-
ternas como externas, expresso pelas eqs. (1.4.23) e (1.4.24).
Daqui segue também a afirmacio de que o grupo G deve ser semi-
simples, ou seja, ndo contém subgrupos abelianos invariantes(&),
caso contréario, o determinante da matriz dada por (1.4.28) seria
nulo e a mesma ndo poderia ser invertida, o que introduziria sin
gularidades na métrica do grupo.

Na métrica dada pelas eqs. {1.4.18) a (1.4.20), & usu-
al tomar a constante ‘&4== € ; desta forma, a {nica constarte ar

bitraria da teoria até o momento, passa a ser a constante de acg
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plamento € . Usando as eqs. (1.4.23) e (1.4.24), a métrica YAB

resultante, eq. {(1.4.17}), pode ser escrita,
?/mf + éz?«ac /4,:\ Ayc i

G S -,.,_ﬂ-k.ﬁj.f;,_" e {1.4,29)
= ‘?,m: Aﬁ[ i ?mc |
i

A matriz inversa aquels dada em (1.4.29), satisfazendo

€ ?ac A\S
)/AB =

c _
a a/AC &hs::fa, pode ser calculada da mesma forma; teremos,

! b
37 —eg A
2 D | (s30)
:
ab 2 AV g O
e qVAL g € Al AL

' 4
v b b
onde ?M g.«v-:g.xe %&' %M::gc_.
Podemos calecular o determinante y%nJ&f kﬁa da métri-
ca (1.4.29), da segulnte forma: consideremos que este determi-~

nante & uma fungBo da constante de acoplamento € . Calculemos

a derivada em relacdo @ € do determinante a' sy fLeremos,

.Eg..a Yﬂ(%pﬂhs@))a—\{ﬁl(ﬂs%) (1.14.31)

Substituindo aqui as egs. (1.4.30) e (1.4.29), teremos,

%Mv ?-a.c A VC

€ 9790t ADAL |
f_{.{_.. = ' Th n.,-_._ij.H,H-ﬂ =0(1.4.32)
d€ ‘“620}“ ?V‘A,fiAng ;

+ 9% AR

Assim, vemos que na verdade o determinante da matriz

— £ ?,W( ?AC A; A(::

nio depende de € . Temos ainda que
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Yio)= )Ozj/ V()= 7, (1.4.33)

onde )01-1 ‘{d@-’*b e ?= det ?MV .

Das eqgs. (1.4.32) e (1.4.33), segue-se,
Y= det Yae = Qoaa/ef?mv = \/z?/- (1.4.3%)

2
No caso em que estamos tratando, a constante?ﬂ:ld?ab
pode ser tomada igual @ unidade, com a métrica gabdada pels eq.

(1.4.28).

. . . 2 b
Devido as constantes de estrutura anti-51metricast Cs

a metrica {1.4.29) com inversa (1.4.30) estd na verdade escrita
(24)

em uma base ndo-coordenada ou ndo~holdnoma » O que assegura a

decomposicio das (4+N )-bein como,
A g/"‘/\ ) 6" f
fi=6"% Qe —« 4 Ts . (1.4.35)
Utilizando & base dual a esta, podemos escrever,
" A A
8 8 »wo o pt e
4° = ﬁ/wo(x — 607 T, (1.4.36)

A parte ndo-~holdnoma €xda base eﬁr(aﬁ,eaz—ﬂ:g)possui as

relacdes de comutacdo,

[e,.,eb]=...[7’a,, fb]::- J(Oxloc ec,, (1.5.37}

onde 7~ sZo as matrizes da representagdc escolhida do grupo G e

b
7’° suas inversas.
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As conexdes na base n3o-holonoma podem ser escritas,

{ AJ)B}: “2/“ A’M(cﬁc,s + e (A ~— é/Aﬁ/c) +
+Ef.3’bc(ﬁc “les +{oct Gea—fas” Vo) (h.38)

de onde temos explicitamente,

- {:15} = 1 J["‘ b= rd (1.4.39)
{fs} = 0. (1.4.40)

_ {,,fmg,k = % 6" 4od fxv, (1.4.41)

1 af(/s} - < folo g + £ 7 gt Al 5"2/ (1.4.42)
(e S A~ e AT T

a ~ & a
+ £ g"’“’AL{ Yt (A< Fnp + Ag fine ), (1.h.43)

: { } /_1/5 + = g, g,a,é (4« ﬂ//\.-l- A‘a 6(/«4) (1.4.44)

v
onde /:/3 e /:kb sdo os coeficientes de Christcffel das partes
holonoma e n3o~holdnoma, respectivamente.
Consideremos uma geodésica generica no espaco (4+N )-

dimensional, com um campo tangente Lf :f% A equagdo da geo

désica escreve-se portanto,

%4{;&”5‘]6 Ute VPt {5 Y 'V'= 0. Lias
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Tendo o espaco com que estamos lidando, a estrutura de
um fibrado principal trivial como descrito pelas egs. (1.4.23),
para um observador que vive na base do fibrado, ou seja, no espa
co-tempo, a eq. (1.4.45) ndo expressa a geodésica mas sim a tra-
jetoria de particulas carregadas com carga ndo-abeliana. Isto
pode ser visto escrevendo explicitamente os dois tipos de equa-
cbes decorrentes de {1.4.45), para A=« , indice de espago-tem

po e A::a-, {ndice de espaco internc. Temos assim, para A=,

U+ {/:(g} U U+ 2 {/Z(a} vt U= 0,  (1.4.46)

de onde, substituindo os coeficientes de conexdo necessarios, te

remos,
. o b 1,9 @
0 Uﬁuo’f?/"‘;@ For U(€%4s Ut €U =011

A este ponto é necessdrio conhecer todas as possiveis
componentes dos potenciais introduzidos em (1.4.9), na base esco

l1hida. Temos, além de v%;? ’
4 d b
)40(0(_ == h/ d?-mé A‘f + r eﬁ-ﬁlé A e . {1.4.48)

Substituindo as componentes necessdrias da métrica in-

versa (1.4.30), teremos,
A { ;6 FIRY AJAG b
O=—€ 47 9nb Ay Al + €797 90b A A Al (14i49)

do que resulta,

AL 1 YA (1.4.50)
£
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- M
Procedendo analogamente em relagao a A ~ € usando a eq.

(1.4.50), teremos,

M & b e b
A = ¥ Do Al + 7540k Ave, (1.4.51)

ou sinda, epés usar a eq. (1.4.30),
“ b 6
/4 a = ?Ma(%aé A’ x + ("— € MVAQ\/)?&LQQL f@ 20.(}_.4.52)

Usando (1.4.50), podemos escrever entdc o segundo ter-—

mo no parénteses da eq. (l.4,47) na forms,
a b A b
& Ua=é-5.bu =-é?’14 6 U7, (1.4.53)

A eq. (l.4.47) resulta finalmente,
y v & b ,,d
U+ (¢ VEUT 4 Kﬂ?“" Q" Fon /=0 (1.4.51)

A
A quantidade € , para uma particula de massa igual 3

unidade, pode ser identificada com o isovetor de carga. Temos,
& 2 A 2
A = ¢* Ay U7 (1.4.55)

A equacdo {1.h4.54), com(ﬁaaado por (1.4.55), é a equa-
cdo da trajetéria de uma particula n8o-abeliana como observada
no espago—tempo. £ interessante notar que para uma particula
com estrutura ni3o-abeliana interna, para que sua trajetdria seia
uma geodésica, alem dos casos triviais existentes para uma parti

cula abeliana, de nulidade do campo externo ou da carga, existe
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aqui também a possibilidade de gue o isovetor de carga &fkseja
ortogonal ao isovetor de campoé;:: como segue trivislmente da
eq. (1.4.54),

Para A=a& , a eq. (1.4.45) apds a substituic3o dos coe

ficientes de conex@o necessarios, fornece,
. o L
U e (A= EAR)URUY 4+ € f%e ASUT U H4
oL 344 g b € S, 1yt t M
+4 ?gc(é A A B UTU + €Ap Focp UMV 011 56)
Podemos adicionar 3 eq. (1.4.56), a identidade,
A ¢ d, ;e
€4 A4 U U =0, (1.4.57)

obtida de {1.4.50) e da anti-simetria das constantes de estrutu-

raf@bc,- Teremos entdo, apds usar novamente a gq. {(1.4.50),
. « v a £ Y1 c
. L/¢h~/ € (?L:;v_~ /;u/t4;K) UV + ﬁtj{c € f43 i L/ +

€79 acl A8 ,C;(fl Ai Ve Ut = 0. (1.4.58)

c ¢ .
Multiplicando a eg. {1.4.58) por ..é{. 5 oLc/4a,, anos

contracdo no {ndice g e uso da identidade,
¢ " € B M c o(. .
A“-U :'"(A gU )—‘@“ U)/ (1.4.59)
teremos, usando a eq. (l.4.54),

. a b ¢
@ + fe U A =o. (1.4.60)
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As eqs. (1.4.54) e (1.4.60) s3o as equacBes da trajetd

ria de uma particulas nao-abeliana em um espago-tempo curvo. A

Gltima equagao mostra que a particula “gira"™ no espagoc interno,
a0 percorrer a trajetoria.
A eq. (1.4.60) pode ser deduzida também das seguintes

consideracdes:

Seja a eq. (l.4.45) escrita como,
. )
UV Vs =10, (1.4.61)

onde a barra dupla significa derivada covariante na métrica}ﬁg .
Derivando a "isocarga" cQ“ , definida em (1.4.55), em relagdo ao

parametro P, escrevemos

g% < %= 62[/15 U‘S).—_-. éz(ﬁsa\Ug)//c v (1.4.62)

Usande a eq. (l.4.61), teremos,

3 a 2 2 > B¢

Q"= €* Agye U U™ . (1.4.63)
Aqui fazemos uso da identidade,

b
gos(A811c + Aty 8)= Z;Ar)’sc _ ki (fs De%dfw‘e}és)/(l.a.su)

onde © 12 termo do 22 membro representa a derivada de Lie da mé-

trica 3bc , em relacdo ao isovetor A5 y Ou seja,

¥
- B Yec=AtVacio +A%18 Fen + A% i YBo . (L.4.65)

Das componentes de}Aa,, eqs. (1.4.5C) e (1.4.52), ve-
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mos que 0s Ab sao vetores de Killing da métrica &EC , uma vez
que o lado direito de (1.4.65) é trivialmente igual a zero. Te-

mos entdo, de (l.4.64},
a A ab
Asic +Acus =-—é? (fabef}/ec 4+ éer)’ee). (1.4.66)

Substituindo a dltima equagdo na eq. {(l.4.63), teremos,

-

@°= -£ %“b(fgeec)’ec-f{c v e ) U U =

=_égf‘5fale"3’ec AAS (1.4.67)

Apds substituiglo das componentes da métrica §48e uso

da anti-simetria das constantes de estrutura, teremos,

dhr—f'z?[d!am U‘JA/:“(//"a:_éZ’J[daM A;"‘UBUJ:
A c{ A
.= A VA (1.4.68)

onde na segunda igualdade foi usada a eq. {1l.4.50).
Assim, obtivemos novamente a eqe. (l.4.60), identifican

do de passagem uma classe de vetores de Killing para a métrica

tas .

A
As componentes do tensor de Riemann K 8¢ , na base
ndo-holdnoma usada no cdlculo das conexdes (1.4.38), escrevem—se

genericamente(g&),

Raco= {BADSIC— {BAC SJD’L{EAC HGED}-{QDHBEC k*{ Aehc;.“‘“‘é”

0 tensor de Ricci e ¢ escalar de curvatura sdo obtidos



-5 8-
atraves de

A
Keo = K BAD, (1.4.70)

KH‘Y_: Xw/ﬁsp.—_— 3/\76“\/-{-2 X&V//@.v’t 3/\6/“745 - (1.4.71)

Procedendo ao célculo dos diversos tipos de componen-
tes de Kbd como mostrados em (1.4.71), apds varias manipula=

cOes e identificacOes de termos, teremos,

Kw—’/@nwﬂ- ?u/@ A + é 7,(’ ?ca[ /ﬁ\/ /L}Y
4 __.6_4 < 30 Ged gat A A /—«,;( Faﬂ +

-+ éz ?f cd (AC ..D/ ,J + Av Dﬂ Foe ) {1.4.72)

onde,{kvé o tensor de Ricci em relacdo 3 base do fibrado, ou se-

ja, ao espaco-tempo, temos,
r
/{mv: /;».‘5/9( —-/;aa:(/v% //76 //:lf /(: /:’,M( . (1.4.73)

Dentrs do parénteses da eq. (1.4.72), figuram termos contendo a

derivada covariante geral da teoria, dada por
S Y AR AR
\Dﬁﬁo’ = ’\Cr-o’//J- /7 Ve — lyp «d + 67[ ae vd . (1.4.74)

Temos ainda,

4d ~e€
Kb Kns - _%; }K(i,g(f?bol ?,M Fud [ 'y (1.4.75)
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A
” s - ~
onde A;ée o tensor de Ricci construfdo com as conexdes {ec} na

parte n3o-holdonoma da base com relagdes de comutagdo (1.4.37),

fdz_{ecé}{;c}—{acl}fcéd
_;f,][a‘c J(e‘;, - ;/_, Inb (1.4.76)

Finalmente, as componentes em que aparecem indices dos dois ti=-

ou,

il

pos //eav , escrevaem-se como,

/(av: __?abfzv + _?ab?,{ﬁ“d’?ﬂ )4y Fo"f E(,o +
£ ?ab ?xﬁ\ZL f%p, (l.h:?7j

Usando as egs. (1.4.72), (1.4.75), (1.4.77) e a métri
A -
ca inversa }/ 8, eg. (1.4.30), estaremos em condigGes de escre-

ver o escalar de curvatura de acordo com (1.4.71), obtendo,

A
/ . /( ,{’V ¢? }ﬂ/? ?4:0( /f;; /(vd, (1.4.78)

N
onde )Q e 1? denotam os escalares de curvatura para o espago-tem
po e o espago internc, respectivamente.
Construindo uma acgdo tipo Einstein-Hilbert, a partir

do escalar de curvatura calculado, eq. (1.4.78), teremos,

SHL L VT (R en) de 46, s

onde A & uma constante cosmoldgica.
. . N - .
As integrais em A% e 4" ,s30 respectivamente so-

bre uma secgdo transversal do fibrado e sobre o volume do grupo
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2
interno, suposto compacto. Usando a eq. (l.4.34), com¥=1 e
lembrandc que o volume de grupos compactos e finito, podemos in-

tegrar sobre o volume do grupo em {1.4.79), obtendo,
2 dy 4
Sz_i&f@ (R+ RY— 2/ - & 9" 40794 fp Fvay”(l.u.ao)
2

Esta agdo coincide com a acdoc usual de campos acopla=-

dos de Einstein-~Yang-Mills, se for feita a identificacdo,

€* 2k. (1.4.81)

f

Note-se que existe a possibilidade de ndo haver cons-

tante cosmolégica na teoria obtida, se
(”: 2/ (1.4.82)

Neste caso, com o objetivo de obter uma constante cosmolégica nu
la para um universo de (44N ) dimensdes, podemos tentar definir
uma métrica para um dado grupo G, tal que o escalar de curvatura
associado seja zero. A cada processo de compacta¢do das dimen-
sdes extras, corresponde uma teoria com ac¢Bo diferente. Também,
outras ag¢oes podem ser consideradas em lugar da de Einstein-Hil-
bert para a teoria de (4 + A )} dimensdes. Em principio, qualquer
teoria daquelas tipificadas na secgdo anterior, pode ser obtida
com tais procedimentos. A discuss3o de critérios de renormaliza
¢do, em termos da analise das diversas acdes destas teorias, €

algo inteiramente fora do escopo do presente texto(igzl.
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1.5 = CAMPOS DE YANG~MILLS E O PROGRAMA DE UNIFICACXO DE RAINICH
0 programa de unificac¢do de Qainich(gé’gé), foi aplica
do a campos Einstein—Yang-Hills(gl)no contexto da teoria de gra=-

(Zﬁ)’ em uma variedade quadridimensional com meé-

vita¢io de Yang
trica definida positiva. Tais desenvolvimentos foram tentados
-~ - - > a #a
para configura¢des auto-duais ou anti-auto-duais,/av =1 [nv. £
bem conhecido o fato que para estes casos, a energla dos campos
de calibre n3oc é responsavel pela curvatura do espago, uma vez

{22). Isto costuma ser parg

que 0 tensor energia-momentum é zero
fraseado, dizendo que campos de calibre deste tipo ndo "deixam
marcas” na determinac3o da geometria, ja que os mesmos ndo podem
ser completamente codificados na geometria da variedade associa-
da ao espaco—~tempo. Assim, unificagdo de campos de Yang-Mills
deste tipo com gravitacdo, no estilo de Rainich, parece possuir
apenas interesse acadeémico. O propésito desta secg¢do, € tentar
a unificagdo tipo Rainich para outro caso particular, aquele dos
campos de Yang-Mills SU{2) com potenciais invariantes por trans=-
formacdes de calibre geradas por subgrupos U(l)(ig).

Dando ent30 continuidade ac processo de construg3o da

teoria de Rainich para campos de calibre n3o-abelianos, conside-

remos os elementos de um subgrupo U(l) gerados por matrizes her-

mitianas %g) de traco nulo{-;;-), ou,
A€ “)(Z)
U(‘.)(x) = 6 ? . (].-5-1)

As matrizes infinitesimais ) podem ser escritas como,

%c)(’()= ’72-)(1) 6a , a= 1,23, (1.5.2)
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Ll k) a‘
onde 6, s3o as matrizes de Pauli e %@7 as componantes dos veto
res de Killing infinitesimais @@g , associados com cada classe

a :
de simetrias internas(ig)dos potenciais /LA » gue se transformam

de acordo com a eq. (1.3.33)}, ou,
) - s -1

A eq. (1.5.2) mostra que dado um vetor de Killing in-
terno %&0 , podemos associar ao mesmo um gerador de uma transfor
mac3o de calibre infinitesimal U(1l). Da exigencia da invarian-

A .
cia dezﬂm sob esta transformacdo, como dada em {(1.5.3), temos

5 Aﬂ" A a & < A
o= Y. € € = “y == 1.5.4
onde € 4c sfo as constantes de estrutura de SU(2) eJQM € a deri
vada covariante interna, escrita na representagdo adjunta(i).
Multiplicande a eq. {(1.5.4) por 6“ /7(:() (',( s contraindo

no {ndice a e tomando o trago do resultado, teremos, apés usar a

definic3o de métrica do grupe, ou 22(316%)==§aé.

(gaé /7(?) 47(,?))//,\ = 0. (1.5.5)

Na eg. (1.5.5) e em todas as equagdes posteriores, in-
dices dentro de parénteses repetidos ndo implicam soma sobre os
valores que os mesmos assumem. Da eq. {(1.5.5), podemos escrever

os vetores de Killing internos como,

~a Aoa
Mo (0 = A Yooy (O, (1.5.6)
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"
a - - . -~ FJ
onde #;) & um vetor de médulo igual a unidade e ) e uma constan

te infinitesimal dada por

)9 = (?ab 472’) 47(,?)){/2. (1.5.7)

As eqs. (1.5.4) sBo satisfeitas pelos potenciais,

A A o A4 A ,
/4(‘)/“ = ﬁ(ﬁ.‘)/{,’.; 47(":‘) st "'éi é be /7(4') . (7("\; //v\ , '\1-5-8)

ondeﬁ%%u'sao fungdes %ibltrarlas.

Os camposéikdv s30 portanto dados por,
/(:E)Mv,—_— A(,{)V//A” A(,;)pt/v +€€ be A(,.‘)/A A(,c)v ::)%-)/m, 4/;:-)) (1.5.9)

onde

)”cx) =-'ﬂ-w — 20D fv—-i A(o'\) 6a,z,¢4?(‘.’)/ AC. Iv (1.5.10)
AV (pVipm /st p; 474 ~ /Al‘f(,‘) .

Na dedugBo das eqs. (1.5.9) e (1.5.10), foi usado o fa

to que para o grupo SU{2), de acordo com a eq. (1.5.5}, as quan-
A

a 6 c _
tidades € &c 77u‘)//m 07(,:)/./ constituem as componentes de um isove-
o
A
tor paralelo ao isovetor de componentesfﬁf).
Das equagdes de campo de Yang-Mills, (1.3.3), teremos,

usande a definic3e (1.5.10),
/M\/
. (1/_—?, >0(A‘) ){\/ :0—1— (1-5-11)

a
Os campos 5‘:—Wydados em (1.5.9), sdo chamados de maxwel

lianos, no contexto da eq. (1.5.11). Deve-se observar qgue para
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obter a eq. (1.5.9), podemos relaxar a condigio (1.5.4), impondo

somente,

ND,A a??}): 0 . (1.5.12)

£ interessante ainda observar que a condicBo {1.5.12),
é uma condicdo necessdria e suficiente para escrever os campos
de Yang-Mills na forma {1.5.9), ccm)%opn/ dado por (1.5.10); a
{33)
]

menos que o campe de Yang-Mills seja um campc nulo cu

" *
@a‘; 20 e /;’\’/L Fa'=0 ; onde /5:: representa o dusl de/gﬁ

ou,

P a
o = LT Gop FO, (1.5.13)

Isto constitui mais uma motivag@c para o desenvolvimento ulterior

da teoria, uma vez gue sabemos que modificagOes se tornam neces-—
sdrias na teoria de Rainich, de forma a incorporar campos eletro-
ra »

magnéticos nulos. Essa analogla parece ser mesmo a chave de cong
trugdo da teoria e tratamento de casos correspondentes a campos
nao-abelianos de estrutura mais complexa.

Us campos)?nfdv, sac os campos maxwellianos associados

A

a cada vetor de Killing internO‘ﬁ&i) . Interpretando as componen~

-4 - -
t@sﬁ&g come as componentes de iscvetores de Higgs de module unita

rio, podemos reescrever a eq. (1.5.1C) na forma,

A a A a A
' >0"4')/"“" = 7[;(4‘)“ E')/‘“’ - —!— 75(“) Enbe \D/M () Dw%(ci) , (1.5.14)

Este fol o tensor originalmente definido comc o campo maxwellia-

no Y4, associado ac campo de Yang—ﬁills(zﬁ).
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Da propriedade de comutagdc da derivada de Lie edaderi
vada covariante(ii), teremos como resultade finmal de impor a si-
metria descrita pelos vetores de Killing "externos™ no campo ma-

(36,30),

xwelliano 7%»mv , considerado nao-nulo

#
%; Yoo = K)oy v, (1.5.15)

onde 0 asterisco representa o dual do tensor sobre o qual se en-
contra, definido analogamente como em (1.5.13), e Khj € uma consg

tante dada por,

K(") = ?g D,((") = gﬂo((x-)///\ ] (1.5.16)

A fungéoNQQ e o “complexion“(gé)do campo)ﬁwvdv. Para
estender o resultade dado pels eq. (1.5.15) a campos de Yang-Mil
1s do tipo {1.5.9), teremos, tomando a derivada de Lie dos dois

membros de (1.5.9) e usando a eq. (1.5.14),

a ¥*—a A
P [y = &> Fons + igpw Fo; 13y (1.5.17)

A
Note~se que os isovetores de Killing @7:5 , 530 esca-
lares sob transformactes de coordenadas externas, do que segue

que suas derivadas de Lie s3o dadas simplesmente por,

A Ao
%; 4/::‘} = gM"fn‘)//A . (1.5.18)

Das egs. (1.5.3), (1.5.17) e (1.5.18), temos,
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a Xe—on A ¥’ ¢
?/%FWM = ) lgpw# € €6c Fruy Ny, (1:5.19)

A
onde/};.) sdo os pardmetros associados a uma transformacio de cali

bre SU(2), e dados por,
4 Al A
' /‘(4) = g) A(")/M . (105026)

Esta Gltima equacdc fornece uma condicio de consistén-—
cia evidente, uma vez que a eq. (1.5.15), vdlida para campos ele
tromagnéticos que satisfacam & eqe (1.5.11), & novamente obtida
quando os parémetros/4;h;s§o funcionalmente relacionados aos pa-
rametros f/:ﬁ de uma transfcrmagdo de calibre U(1}; ou seja, de

modo a obter a relagdo {1.5.15), podemos fazer,
~m A o
3 A(,C)/A = f&) Yiiy (1.5.21)

ondejﬂi)é uma funglo arbitraria. Podemos daqui para adiante, a-
bolir o {ndice (i), tendo em conta sua significacdo. N
Ainda que deduzida para campos do tipo {1.5.9), a eq.
(1.5.19) é proposta como a relacdc geral a ser satisfelta pelas
componentes dos campos;e;i-(constru{dos em relagdo a um grupo
ndo~abeliano genérico G, gquando entdo as constantes de estrutura
devem ser escritas fﬁzc ), quando as simetrias da métrica sdo
"herdadas® pelos mesmos. E fécil notar que quando iste acontece,

a eq. (1.5.19) fornece uma solugiio a relagdo evidente,

% Tov =0, (1.5.22)



T

gque € uma consequencia das equacgbes de Einstein e da relagdo

% ?,w:o , considerando a comutacdo da derivada de Lie, com
todas as derivedas que aparecem na definigd@o de quantidades geo-
. (4

metricas tais como //—:w' ’&‘/“ﬁ ’ K’N.

Escrevendo o tensor energia-momentum como,
/ & e ¥ w*—a)
Tav = .}_(_ Fue b % + /fﬂ,,: Foa/, (1.5.23)

a
e usando a eg. (1.5.19), onde os simbolos € 4¢ podem ser substi-
o, [N
tuides pelas constantes de estruturs generlcas‘f bec , vemos que

a eq. (1.5.22) é satisfeita identicamente.

Voltando a definic3o dada de isovetor de carga da sec-
¢do anterior, eq. (i.h.SS), vemos que podemos relacionar os par3
metros de uma transformagBo SU(2) com o mesmo. Para isto, consi
deremos os vetores de Killing externos'?A , como vetores tangen

tes a uma geodésica ne espaco de (¢ +N ) dimensdes, ou seja,
A A
§=xU", (1.5.24)

onde X & uma constante infinitesimal.

Uma vez que as componentes internas do vetor de Kil-'
‘ling fA (4+N j-dimensional, f“ , devem_estér relacionadas
com as conqneﬁtes do vetor de Killing interno 70b, ou,

A

. =y =r) y, (1.5.25)

com ¥ sendo uma constante arbitraria, e ;\ dado por {1.5.6).
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Usando as egs. {1.5.24) e {1.5.25) na eq. {1.4.55), te

remos,

a o A
, @=:§(G7§”‘,ﬂ+eh«7“)- (1.5.26)

-8
Us parametros A" das transformagdes de calibre SU{2}),

podem ser ent3c expressos, usando a eq. (1.5.20), como

o o @0& o Aw

N=2 07— — 17 (1.5.27)
€ e

- - - a L

Levando & expressac obtida acima para /\ na expressac

aceita como geral, eq. (1.5.19), o (ltimo termo de (1.5.27) no

fornece qualquer contribuiglo, devido a anti-simetria das cons-

tantes de estrutura e 3 eq. (1.5.9). O resultado sera,
. K- & C
56;5\/ = KB + ..‘2_. E%c Fnv @ (1.5.28)

0 indice (i), referente a cada classe de simetrias internas, fi=-
ca subentendido.

£ interessante observar que muito embora tenhamos ten-
tado reformular a teoria em termos do conceito de isovetor de
carga, como na eq. (1.5.28), isto nSc pode ser feito em forma dg
finitiva, uma vez que ainda persistem na literatura varias inter
pretages do que venha a ser carga néo—abeliana(ig’égﬁég’&g).
Em nossa opinido, a linha de trabalho seguida aqui, que mostra o
movimento dos isovetores de carga no espago interno, atravées da
eq. (1.4,60), & a que favorece uma melhor compreensdo do concei-

to de carga ndo-abeliana.
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Resta fazer a concordancia da definig3o de carga utili

zada, ou seja,

o f/z
C’?=(Q q..) (1.5.29)

com as consideracdes usuais da topelogia elementar dos vetores
de Killing internos, com o0 que se pode demonstrar que em unida-

des de (1/¢ ), a carga magnética de um monopolo ndo-abeliano é
(41)
]

dada por um nimero inteiro ou,

¢ = —%f (1.5.30)

sendo? um n? inteireo.
Usando as eqs. (1.5.26) e (1.5.24}, e a expressdo (1.5

.8) para os potenciais de calibre, podemos calcular,

& ’ Aﬂ( A
@ Qo = L (X0 U pppo + €< UL U Huty
el
+ €NV 2N VB ). (1.5.31)

Tendo em conta o fato de gue os potenciais ndo determi

nam a carga magnética, a menos de uma transformacdo de calibre(él},

A
é conveniente apelar para a arbitrariedade das fungaesﬁﬁa—’lf‘“Aa/ﬁ,
e exigir que

Escelhendo agora &K= € , e fazendo,
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~a 41L/
L= 1.5.33
- /7///‘ ézézr Vi é@) ( )

Ao . .
onde %] € um isovetor de mddulo unitério e b é o mdéduleo da par-

A
te externs C/w~ do vetor tangente 6/ s, obteremos a expressio da
A
carga como em (1.5.30). O médulo de {/  , pode ser obtido da
parte interna das eqs. (1.5.24); temos, da compatibilidade des=

tas com a eq. (1.5.25),

(U U“ =-—;—V—_—-- (1.5.34)

Os vetores de Killing sdc dados ent3o por,

: §=e U” . gt 2y (1.5.35)
’ €vV2

Podemos sempre reparametrizar a trajetdria, de forma s
que waseja um vetor de mddulo unitdric. A la equac3o em (1.5.
35) expressa ent3c o que é entendido por "infinitesimal® aqui; u
ma vez que 61;2% pela eq. (1.4.81), ou seja, € é da ordem do
comprimente de Planck,vqicx 10™33cm. 0 n® inteiro n € o nimero
de vezes que a esfera unitéria'?aV? =1 & coberta pelo vetor uni
tério /?“, quando a8 esfera de um elemento de volume tridimensio=~
nal do espaco externo & coberta uma vez, através de um sistema
de coordenadas (6,9 ), nels definido(&;). A expressdo final a

ser satisfeita pelas componentes do campe de Yang~Mills, quando

as simetrias da métrica sdo "herdadas®, pode ser escrita,

a o b
. Z,; Fow = & Fos + €%6c B Q5. (1.5.36)
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ALGUMAS SOLUCDES CLASSICAS

2.1 - CONSTRUCAD DE SOLUGDES NO ESPACO DE MINKOWSKI, SOILUCDES
CONFORMEMENTE CHATAS E A CONSTANTE COSMOLGGICA

No estudo dag solugbes de equacdes de Yang-Mills, um
procedimento gue tem résultado bastante Gtil, € o da procura de
um "Ansatz" apropriadd; sujeito a uma escolha conveniente de ca-
libre. Consideremos o exsmplo de uma teoria SO(3), impondo o ca

libre de Lorentz, ou,

VMA/M\/=0 , k= 4,2 3, (2.1.1)

onde*%mw é & métrica diag(+1,-f,~4,-4).
Una classe de "Ansatze" apropriada é descrita, expres-
sando os potenciais procurados em termos dos denominados potenci

(k2,43)

als tensores de Hertz Teremos assim para os potenciais,

o b A
An =& n T4 . (2.1.2)

. ) . a 6,
Cada Ansatz e obtido escolhendo adequadamente 77_£. Asé)fa s30
as analogas das matrizes introduzidas na referencia (34), e da-

das por,
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b
K/Av' = €y 6//\\/ + 47?«\ 47V0 —/7/,40 /;76\, . {(2.1.3)

6
Ks matrizes SI/AV mapeiam tensores de SC(3,1) em veto-
res de um de seus subgrupos invariantes S0{3), de acordo com o

esquema,

SO0(31)~ SO(3) x $9G,1) (2.1.4)
SO(3)

o
Para escrever ©s campos éZV', dados por (1.1.22), a
partir dos potenciais (2.1.2), necessitaremos da seguinte propri

a
edade, obedecida pelas matrizes 6j,nv,

6
éAéC- OJ/P\.O( OJCV/'; = (0\'/'4‘/ 7-(/5—' (t;\/lﬂﬁ va%*ga.n{ﬂ 47,%\/—0)&,(\/ ”fhﬁ _(2-105)

q"
A escolha malis elementar para os potenciais ZT $e dada

por,

T%=46"% f£, (2.1.6)

onde;f é uma funcdo arbitrdria das coordenadas A" .

a -,
Os potenciais 4».350 entdo dados atraves de,

A:-—- OJm/mxf/(x . (2.1.7)

o
As matrizes 6);4Vsatisfazem também a

da//to( ab/t/.’a: éﬂbc dc‘x » + 50\6 47/5::& . (2.1-8)

Usando a eqs, (2.1.8}, podemos escrever de (2.1.7)},
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A A% = 8% f1m £, (2.1.9)

a
o que € garantido pela anti-simetria de & svnos indices m e v,

assim como,
A
A f/”.—: da}\“{/u f/”:-.. 0. (2.1.10)

[’
As eqs. (2.1.7), (2.1.9) e (2.1,10), mostram que Aﬂ e

ngA formam uma base de tetradas ortogonal.
o
Os campos 6;v , dados em (1.1.22), tornam-se,

b= Ly — o’a;A“](/x/y 4 €€ qécjf/o(f{/; 452 (2.1.11)

Usando as eqs. {(2.1.5) e (2.1.10), teremos,
Faw = € o’?nv f/o(][h(_ o’”;.,\“(f/ar/v + € fix ]C/V)
-’L.dm\/x(f/u//vx -l-é{/e(f//v\) . (2.1.3:5)

As equagdes de campo sem fontes, no espago de Minkows-

ki, ou,
v b ve
F/K [pr &€ €abe A,m F/A =0 , (2.1.13)
resultam,

_o"m“‘/(ﬂf——é {/M][”‘>,,( £2€ o’;“"/ﬁ(ﬂf—-eyf,ﬂ /’”);0}(2.1.1&)

onde[jf representa o d'Alembertianc covariante,£3¥::7fw}QM{v .
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Solugoes interessantes sao obtidas exigindo que as con
. A #rﬁ
figuragtes de campo sejam auto-duais ou antimauto—duais,JE;:j‘ﬂq
Kp—on a ~
ondeﬁ« e o dual dado por %—6//«‘/«{5 F o(ﬂ As equagtes de campo de
23 ordem s3o0 convertidas ent3o em equag¢bes de la ordem, através

das identidades de Bianchi,

éMVp(/Z \D/A F;lfxﬁ= éMl/a(ﬁ (F:\ﬁ//u + € €obe A/f F‘o(/’ c):O,(Z.l.lS)

Existe uma infinidade de configuragbes de campo, cor-
respondente a infinidade de escolhas dos potenciais tensoresz72
Parece ser evidente que as identidades de Bianchi, ainda que fup
damentais na procura de solugdes auto-duais ou anti-auto~duais,
em nada ajudam em solugdes mais gerais, embora camo & evidente,
continuem a ser estritamente validas. Estas observacdes podem
ser mais especificadas, expressando as condigdes de dualidade,
em fungdo dos potenclals W”Z . Assim, teremcs para a expressao
do dual, ~

B2 £ (€A s P )

+°Jo~ﬂ>‘6,wo<,4 (£ + ff”‘f’“)j‘ - (2.1.16)

Usando em (2.1.16) uma outra identidade satisfeita pe-

las matrizeségxﬁ,

éﬁ.oﬁsé () = OJa.\/)\ £°</.l -/-da, V';‘.S\ -/-6'0\.) OCO(V’, {(2.1.17)
Py (’ %

teremos para algumas quantidades presentes nos termos do segundo

membro da eq. (2.1.16),

. {m“ﬂ 6/«‘/‘(/‘ —_ _ 2 {’A/A\/’ (2.1.18)
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dmc(f\é/u\;/a(/gz-— (gﬂ-ﬁ/ﬂg{/ + SL\V/& Ji%_l_éx \/52/5>}(2‘1'19)

OJmﬂ)’ é/vn/o(/&-:: ij/vu/ JA“ -#{a»x/u g'{, + 6’0\\/“ g/\/u, (2.1.20)

[/
0 dual éﬁ« pode ser entio expresso por,

Mr = — € 7% for e d o £13 f’A+ § v [14
# g (£t 1o ™)t N (f 4 fpf 2120

Comparando {2.1.21) com (2.1.12), teremcs,

ot = o+ O (Of = efucf), 1)

o que mostra que as configuragdes com que estamos trabalhando,

N30 s30 necessariamente auto ou anti-auto-duais. £ trivial mos-
trar que a identidade de Bianchi possui, come é esperado, um ca-
rdter de validade absoluto. Teremos, tomando a derivada covari-

ante dos dois membros de (2.1.22},
\D(M&/—v\? = uD/M EA?; ~+ D/Aa‘;n\/(ﬂf"éj[/o(f/’( :::_0_(2.1.23)

A segunda igualdade em {2.1.23), vem por cédlculo dire=-

to de
DS (Lf = € f1f1") = — D" 7, (2.1.28)

apds uso da presente estrutura da derivads covariante, ou,

D wp F) = up Fr € € ucdyprdup fITF. a129)
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onde /'_ significa aqui, fungDes def/o( ef/x/ﬁ necessarias ao cal-
culo.
Para que as configuragdes de que tratamos sejam auto-

duais, podemos ter, da eq. (2.1.22),
_ € /< _
LI frf" =0 (2.1.26)

satisfazendo identicamente a eq. (2.1.1k).

: 2 -
Fazendo a mudanga de variaveis,

__ 14
f=——m7 (2.1.27)
teremos, de (2.1.26),
[Jpr=o0. (2.1.28)

Configuragdes nio-auto-duais s3o obtidas, violando a
condigBo (2.1.26}, condig¢Bo (2.1.26), com o que podemos escrever

(e(Qf =€ f1mf™Vpom =26 @1m)

Com a mudancga de varidveis (2.1.27), teremos apés uma

integragdo,

[Jyp—ky?=o0, (2.1.30)

onde £ & uma constante de integracdo.
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A (ltima equacBo define uma classe muito ampla de soly
goes das equagdes de Yang-Mills. Em particular, solugBess ondula
torias foram das primeiras a serem encontradas(kk).

Uma solugdo particular interessante € dada por,

K1
2% )}

‘ ’sz /7//\\/ JCMFCV/ t\: C7lc) (2.1.31)

/

?0:-

uma vez que a constante K, satisfaga a

Ki = (—M?‘/K)f/z. (2.1.32)

Escolhendo K0 para ter Kt real, teremos a soluc3o para os po-

o
tenciais A ’

v
A
€ e ?

Segue~se a discussdo dos casos A%Oe A:O . Para is-

to, escrevamos a eq. (2.1.33) genericamente como,

2%
ATER

Qa

. a = — 24°C ¢ (2.1.34)

!

sendo C uma constante.
Apos substituicBo nas equagdes de campo (2.1.13) e se-

paracio das partes real e imagindria, teremos,

Y14 cce)=0, (2.1.35)

(f/,u‘c.e{,,L I ce)=0. (2,1.36)
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0 casm)¥0 , conduz diretaments & eq. (2.1.33). O ca

SO /\:: 0 , fornece,

An = _-g_ ¢ g ;: : (2.1.37)
As eqs. (2.1.33) e (2.1.37) definem duas classes de so
lugdes das equagOes de Yang—Mills no espago chato de Minkowski,
eqs. (2.1.,13}. As possiveis escolhas de Ansatze para os potenci
als ]Tﬁb, correspondem a um programa de pesquisa de solugdes de
equagBes do tipo de (2.1.30). E interessante observar o compar-
tamente de solugdbes tals como as introduzidas ascima, em espagos-

tempo conformemente chatos, ou sejs,

Guav = P U2 Ay (2.1.38)

A parte da ag8o para os campos de Yang~Mills no espaco

com métrica ?MM, escreve-se,
o
, S}/Mz-—%-fﬁ ?M(?‘//sﬁw lopa A%z (2.1.39)

Quando gFVé a métrica de um espaco curvo conformemente

chato, como em (2.1.38), teremos,
S. an V/’/" f (2.1.50)
M_.._._..f’17 47 Fﬁa&(

que é a acho correspondente no espac¢o de Minkowski. Iste tem co
mo consequéncia evidente que qualguer solugBo neste espago, sera

também solucSo em um espaco curvo conformemente chato. Em parti
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cular, as solugdes (2.1,33) e (2.1.37) s30 também solugBes para

a métrica dada por (2.1.38).

C tensor energia-momentum do campo de Yang-Mills, defi

do em (1,3.4), & escrito no espace (2.1.38) como,

4 b oL/ ,ﬁ) a
7/:v-= _;; (_,,7"( f‘/'f\o( Er/ga 1‘--{- ’7/Av4/ /’7 F«;& //Cz\a)_(Z.l.&l)

Os termos entre parénteses constituem o tensor energia-momentum,
- o

construido no espago chato. Da express@o dos campos éav, dada

em {2.1.12}, af substituindo a eq. (2.1.27}, teremos, usando ou-

tra propriedade das matrizescfjhv, O,

a

% ojoux/s = ”7/“( /‘f\//! - é/w/o(/s, (2.1.42)
a express3o para o tensor (2.1.41),

Y/M—V..—_'—.;f-?[cq C'z/uu/ -+ Czb?m Czrv-»;/-%v(a(‘z’ic ‘ILCZo(/jC;(/;)],(Z-l-I%B)

onde(; e sz,wséo respectivamente, uma fungdo escalar e uma fun-

¢80 tensorizl simétrica de N dadas por,

[
Cf-_— ..1. _ﬁ_«_ﬁ_ kK CQ/A\/."‘—-"-_Z_(z f///\_f/t/_ﬂml\/). (2.1.44)
é >02 é Y?‘ ‘\,0

A equag3o de Einstein com constante cosmoldgica, escre

ve-se,

Ko — ._;_?/\v K+ A ?/wv= A Imv (2.1.45)

onde ’A € a constante de gravitacio.
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Do fato de que o trago do tensor energla-momentum de
. . mv
interesse, eq. (2.1.41), seja zera,?- Z;¢==0 » podemos escrever

a eqs. (2.1.45) na forma,

/?/vu/—-%/- Gy R=tk 7/-1/\\/, (2.1.46)

com a constante cosmoldgica /A dada por,

A= -—/‘;i . (2.1.47)

Calculando o tensor de Ricci, eq. (1.4.73), com a mé~

trica (2.1.38), teremos,

j<
Ry 4 20X gy DX TP p Pt 2.10)
7 4 r 2

¢ escalar cde curvatura serd entdo dado por,

(?NK/"" =K=—5 —C;%a - (2.1.49)

Substituindo a eq. (2.1.49) em (2.1.47), obteremos,
2 ‘_ 0.
C[}ﬂ+_.3_/\7o = (2.1.50)

Esta equagdo serd a eq. (2.1.30), com solugio (2.1.31), desde

que a constante K seje relacionada a A , através de,

k= 2 A (2.1.51)
3
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Essa Gltima relagio preenche o requisito que K0
uma vez que a constante cosmolégica /\ seja positiva. A forma
da métrica, apés usar as eqs. {2.1.38), {2.1.31}), (2.1.32) e (2.

1.51), escreve-se como,

Dav = 124° /S (2.1.52)
A @r4d)?

As eqgs. (2.1.33) e (2.1.52) constituem a primeira soly
¢3o conformemente chata, aqul apresentada pars o sistema de equa
¢oes Einstein-Yang-fills., Essa solugSo possul propriedades intg
ressantes. Expressando o lado esquerdo da eq. (2.1.46) na métri

ca (2.1.38), teremos,

/@u/-_.% ?M\/ K = ZG(Cz/uvu—;//’f/mv C2°<o<)~ (2.1.53)
Agora podemos verificar por substituigio direta nos sg

gundos membros de (2.1.43) e (2.1.53), que a solugBo (2.1.31) os
anula independentemente, transformando a eq. (2.1.46) em uma i-
dentidade. Assim, essa solug®o "desacopla" os campos de calibre
e gravitagdo, 3j& que para o casc em que nd0 existe o campo de cg
libre, (2.1.52) é uma soluc3o conformemente chata no vacuo, gra=-
cas a presenga da constante cosmoldgica. Quando o espago chato
possﬁi métrica euclidiana, a solugBo descrita é conhecida como
"instanton®,
| A este ponto torna~se claro que deve ser prccurada u-
ma outra solucho da eq. (2.1.50), que nBo anule independentemen=-

te os dois lados de (2.1.46); essa solugBo escreve-~se como,

e Kz (2.1.54)
xz

=
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onde a constante Ky , suposta real, é dada por,

Ky = (3/2/\)1/2. (2.1.55)

Os potenciais de calibre correspondentes a esta Ultima
solugdo, s3o dados exatamente pela eq. (2.1.37). A forma da mé-

trica é entdc dada por,

3 v

) gmv = Yy (2.1.56)
2N x?

Substituindo nos dois membros de (2.1.46), dados atra-

vés de ( 2.1,43) e (2.1.53), & eq. (2.1.54), obteremos uma solu-

¢3o, se existir a relagSo entre a constante cosmoldgica e a cons

tante de acoplamento do campo de Yang-Mills, da forma,

3 ¢?
—_ - . (2.1.57

As equagdes (2.1.37) e (2.1.56), constituem ent3o & se
gunda solug3o conformemente chata do sistema Einstein~Yang~Mills
aqui tratado, Quando a métrica é escrita com assinatura euclidi
ana, tal soluglo & conhecida na literatura como “meron", £ inte
ressante notar 0s comportamentos assintdtico e na origem das par
tes gravitacionais das duas solugbes apresentadas, como dadas em
(2.1.52) e (2.1.56); assim como é importante enfatizar que a so=
lugBo do tipo instanton existe para quaisquer valores da constan
te de acoplamento e da constante cosmolégica, ao contrdrio do

que acontece com a solugdo tipo meron,
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2.2 - SOLUCDES COM SIMETRIA PLANA

Muito trabalho fol realizado em teorias de Yang~Mills,
para encontrar solugdes de onda piana no espago de Minkowski; u~
ma exposicao do mesmo ccuparia uma grande monografia. Neste par
ticular, os métodos desenvolvidos na seccdc anterior sdo bastan-
te convenientes quando 0s potencilais 77-“6 dependem de:coordenadas
nulas. Na presente secgdo, estudar-se~30 algumas solugdes as e~
quagdes {1.3.2) e (1.3.3), com a constante cosmoldgica feita ex-
plicitamente zero, no caéo de métricas com simetria plana. No
estudo de ondas planas, © usc de métricas desse tipo necessita
pouca justificativa. Outros tipos de solu¢Bes sdo apresentadas,
como configuracSes estdticas de simetria interna SO(3}, e também
uma solugdo que descreve um universo homogéneo.

Consideremos o seguinte Ansatz de solugdo, para & equa

(;50 (2-1013)’

10 2 12 3

i3 .
Z=21 -z2=2X". (2.2.2)
Os potenciais expressam-se ent3o analogamente por,
+ 14 1o 2 12 2 13
a‘;‘:‘ A&i Y " Aﬂ= AO\- ,! Aa: Aa- . (2.2.3)

Procuremos uma solugdo da forma,

. Vo = F(xix’)](“(x“), (2.2.4)
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ondefa[x')é uma funcdo limitada em K .
Substituinde {2.2.1) com (2.2.4) na eq. (2.1.13), tere

mos,

Fraiz + Fiais =0. {2.2.5)

Entre as possibilidades de resolver esta equacdo, de
~ . 5 , 23/:..‘
forma n¥o-trivial, ou seja, / linear em Z , X ; /~ harmbnica em
z
v 4 ,‘Za; somenie & primeira corresponde @ uma densidade de ener-
gia 1limitada, e portanto, dado que isto & um requisito basico,

deve ser a esceolhida, Assim, escrevemos a fungéolgzlfis)como,
2 3
Flxi)=§x+72+5 (2.2.6)

ondef, '7 ,j sdo funcBes de A . A solucdo (2.2.1) torna-se

Fam § fa ; bomtf fo; Ha= 5 fa, (2.2.7)

cndé as 3n fungdes f@, , 530 limitadas em 2~ .

A eq. (2.2.7) é uma das possibilidades de onda nSo-abe
liana. O carater ndc-abeliano da mesma se evidencia na impos-
sibilidade de superpor duas dessas ondas propagando—-se em dire=-
¢oes diferentes. E interessante observar que uma onda propagan-
do-se em sentido contrério ac da anterior, pode ser obtida com o

Ansatz,

,42= A;:: At»:O : /4;-.—.: Ka = G(Zfls)/lm(l'*).



-85

Podemos agora analisar os efeitos de configuragoes de

calibre como as descritas acima, em universos com simetria plana
tais comoL&é’ﬁz),

..

. dst AT A - B(z’iz‘)(/xzz4 c!z’"z)) (2.2.8)

caracterizados pela existéncia de trés vetores de Killing, dois
deles correspondendo a trénslagées nas dire¢des 12,.13 e ocutro a
uma rotac3o em torno da direcao X',

Escrevendo as equagdes de Yang-Mills, {1.3.3), nesta

métrica, teremos apds substituir o Ansatz (2.2.1),

2% (B Pai)i- = Efabe ' Pis + —é’- (i 2)’+ Gﬁafs)zja-.o/ (2.2.9)

(3 'Po»/+ )1+ =0, (2.2.10)
A+ Poilz + AVoisiz = g, (2.2.11)
Al+ pals + A Yelvis = 0. (2.2.12)

A Unica componente diferente de zero do tensor energia

momentum, eq. (1.3.5), é dada por,
2

. [ _= ﬁ; (A F + Ga G“). (2.2.13)
<]

Se as fung%es)Qa , possuem a forma dada na eq. {2.2.4),

as eqs. (2.2.9) a (2.2.12) reduzem-se a,

A+ Fr2 =0, (2.2.14)
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Air F13 =0. (2.2.15)

Assim, da eq. {2.2.6} vemos que para que exista uma sg

lugBo como (2.2.7), deveremos ter,
A = 0. (2.2.16)

Um cdlcule direto das componentes do tensor de Weyl,
mostra que a métrica dada por (2.2.8), onde agora :4 nao depen-
de de X+ , € conformemente chata. Este é um resultado esperado,
em razdo do que foi expesto na secgdo anterior e de fato que (2.
2.7) é uma solug3o no espaco de Minkowski.

As equagdes de Einstein (1.3.2) com /1::0 , s80 por sy

a vez,
2
AuBe  Brur . Bt =0, (2.2.17)
AB B 2 B°
._,(_il_f> _ B 814 8- _ 0 (2.2.18)
A Ji- 3 287 '
A-B _ Bt , B _ g A qQ, (2.2.19)
A Io) 18% 45
— Bra/—~ _ 0, (2.2.20)
A
onde fizemos,
O=Fr F ¢ 6. G (2.2.21)

Das egs. (2.2.16), {(2.2.21) e (2.2.18), podemos infe=-
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rir que B serd também uma func@o da variavel ¥ somente, com o

que o sistema de equagBes de Einstein-Yang-Mills reduz-se a,

{ o/ {2
AL _ gl B _ é.i‘f.a, (2.2.22)
A 28 a

/
OndEA:A/— ’ouoooetCa
Consideremos agora uma familia de espagos-tempo da for

ma {(2.2.8), em que existe uma relacdo entre A(ﬁ') e B(1) , seja,
w2
. A= ki B /, (2.2.23)

onde %1 é uma constante arbitrdria, e m um n? inteiro. Esta re
lag3do entre A o & ,garante que nd3o existirdoc expoentes semi

inteiros na egq. (2.2.22). Esta Gltima reduz-se entdo a,
VA PY S {6 -
5 - + C a 5 = 0

2 e
N

4

A eq. {2.2,24) tem que ser resolvida com o requisito

(2.2.24)

/

onde ¢ €& uma constante,(=

de que &(&')seja uma fungdo limitada. Uma boa maneira de as~
segurar isto, uma vez que se deseja que a metrica usada seja bem
comportada, & considerar que as superficies de nivel de 6?(:(') e
5({”) coincidem, ou seja, que exista uma relag3o ‘Funcional(&ﬁ’ﬁ)
ds forma Q=(8).

Consideremos o caso dem =0 na eq. (2.2.23), e esco~
lhamos,

Cf/zl,:w: )\:L 81'12 _ C‘/Z G~ & ):"5’) (2.2.25)

/7
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A“- )0L - s
onde Ay e A; sBo isovetores constantes. A eq. {2.2.24) resulta

entao,

{2 o
//_..Z_g__. _;.)\123_.)22,5;0/. )r;)u A;a\,n‘c.-... (2.2.26)

A (ltima equacBo, possui para solugéo(ig),

8= i«; TMAZ(.’_:.L ) (2.2.27)

A métrica serd ent3o dada por(ﬁi),

ds'c -4, detd = 2 )\_ ZLMA( 74 s dz3?), (2.2.28)

e a componente diferente de zero do tensor energias-momentum, por,

.= %C_ 3 %i Aech (——-;c ) (2.2.29)

Da componente dada em (2,2.29), podemos calcular a den
sidade de energia do campo de Yang-ﬁills,??a s que vemos possulr
um méximo na frente de onda X =0 .

0 espago-tempo (2.2.28) & também assintoticamente cha=-
to. Exigindo que o mesmo tenha a forma do espago de Minkowski

na assintota, podemos fazer,
%4.: ’.{ /! Ad = i Az . (2.2.30)

Com a escolha {2.2.30), a métrica (2,2.28) possui apenas uma cong

tante arbitraria.



=80

£ necessdrio notar que do fato dos coeficientes da mé-
trica {2.2.8) serem apenas fungBes de uma das variéveis,1+, x,
no caso ¥ , de acordo com as egs. {2.2.16) e {2.2.23) para as
solugbes que estamos procurando, teremos que na aus@ncia do
campo de calibre o espaco~tempo associado & chate(&é). Calculan
do as componentes do tensor de Riemann, encontramos que as (ni-

cas diferentes de zero s8o0 dadas através de,

‘ Ky g =KR.3_3=_2Z5 R (2.2.31)
2
entdo, das equagBes de Einstein para o caso aqui tratado (4;nv=
% Z;V ), usando a eq. (2.2.29), vemos que a energia da onda
plana ndo-abeliana € a Unica responsdvel pela curvatura deste es
pago-tempo com simetria plana. A.eq. (2.2,31) mostra que;équﬁ
pode ser classificado como sendo do tipo Petrov II, corresponden
do a radiacl3o pura. Sabemos que radiag3o estd presente quando ©
tensor de Riemann & do tipo II ou tipo 111(53). Métricas descre
vendo ondas planas devem ser do tipo II. O caso descrito aqui &
especial, correspondendo a uma onda plana com um plano
de polarizagio fixo, o que explica a presenca de apenas uma com=—
ponente independente e diferente de zero, como mostrado em (2.2,
31). Em linhas gerais, das 20 componentes do tensor de Riemann,
somente 6 ser3o independentes para o casec de ondas gravitaciona-
is em uma teoria métrics de gravitacBe, No caso da teoria de
Einstein, apenas 2 ser3o independentes para solugdes de ondas
planas, e estas se reduzir3o a uma, gquando o planc de
polarizagdo for fixo(ii).

£ conveniente lembrar que o tipo II na classificago
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de Petrov, exclui aguele tipo de radiagdo originado em um siste-
ma de massas localizado a uma distdncia finita. &qui acontece g
xatamente aquela exclus3o, o caso que estd sendo descrito é o de
radiagdo pura, e pode ser interpretade como o de uma estrutura
de onda solitaria com frente de onda plana, criada pela fonte de
onda n3o-abeliana (2.2.7).

Uma observacSo final a ser feita, é a de que todos os
14 invariantes do campo gravitacional s3o iguais a zero neste ca
so, mas ¢ tensor de Riemann, como segue da eq. (2.2.31), n3o &
zero em todas as regides, o que é uma outra caracter{stica de es
pagos—tempo de onda gravitacional plana(iﬁ’éﬁ).

G trabalho a ser descrito em seguida, utiliza um outro
tipo de Ansatz(&&’ié), e foi inicialmente restrito & campos S0(3)
ou SU(2).

Consideremos inicialmente condigles elementares a se-
rem satisfeitas pelos potenciais /L? y 8= {, 2,3 , para que 0s
mesmos sejam invariantes por transformagGes infinitesimais tais

como,
"= 2"+ (1), (2.2.32)

o que conduz a afirmar que se uma transformagBo de calibre n3o

compensa a transformac3o "externa® (2,2.32), ent3o a derivada de
: o e .

Lie em relago a ? » pode ser igualada a zero, anslogamente ao

caso maxwelliano(éz’ Eﬁ), ou,

By AL = At 85+ Ad % =0 (2.2.33)

0 elemento de linha em um espago~tempo de simetria pla
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na, é escolhido novamente na forma usada por Taub(ﬁg), ou,
2
Ads’= & (de* da?)_ ¢ (o(??-{- o(?‘), (2.2.34)

onde AL e o s%o fungBes de €, £ .
Podemos escrever para os vetores de Killing associados

a métrica (2.2.34),
M M M
S =8 5= 8 S=g8i-3 8. @23

Usando as egs. (2.2.35) nas egs. {2.2.33), obteremos
as condigbes a serem satisfeitas pelas componentes dos potenci--
ais,o gue nos pode sugerir posteriormente, um Ansatz de solugio;

a

o &
’47(-/4-‘: A/f //(-——-—'O ' A/.‘:O/', 4= 12,,2,. (2-2036)

/

Um possf{vel Ansatz, que reproduz as condigdes (2.2.

36),1pertence a uma classe bem conhecida(ﬁﬁ’ié), temos,

Al = 82 f p (600 + 857 G Y (2,2), (2.2.37)

onde/ﬁm e ?M-S%O vetores ortogonals dades por,
pe=(1,00,0) , ?Mz(a, 1,0,0). (2.2.38)

Usando agora & expressdoc dos potenciais (2.2,37) no

m el
célculo dos campos f;vr, obteremos pars o conjunto de equagdes

{1.3.2) e {1.3.3), na métrica (2.2.34) de simetria plana(ég),
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wZan

ii/'t-m"+2(nf-fv‘m Wan'+ W) ﬁ (’)&-PY +67°'75) (2.2.39)
Wi g2 (Vi M‘M+M)=—/6M()P+7” +é?‘°}0) (2.2.30)

Feos 2 (7 nf”)—--&e (}& +p'ttetptL? ) (2.2.41)

W T = 0, (2.2.42)

}& ¢ 2=t Y =0, (2.2.43)
f {

?OII+Z(JLM)>0:O, (2.2.45) 7

. . .) ! 2 2

5+ 2 (Ve ar )P — € ¥ }4 = 0, (2.2.45)

521_{_ 2 (vm') g~ erpiy =0, (2.2.46)

Py P Yt 2(FAdppt P =0, (2-2.47)

79')& + 70}0’7& b4 (MLM')f’)ﬁ—/— 0 )é.--—' g . (2.2.48)

0 ponte e a linha nas equagdes acima, representam deri
vagdes com relegdo a T e a £ , respectivamente. Vamos restrin
gir o estude das eqs. (2.2.39) a (2.2,48), em primeiro lugar, a
solugdes estdticas. Como segue das egs. (2.2.45) e {2.2.46), po
demos ent3o identificar dois casos:

Caso I: W= 0 ~ as equagBes (2.2.42) a (2.2,48) sdo i~
denticamente satisfeitas, ao passc que as egs. (2.2.39) a (2.2.

41) sB0 as equagdes de Linstein para o vacue , que possuem a bem
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conhecida solugac apresentada por Iaub(&é}.
Caso II: %:—“0 - a unica equa¢3o a ser resolvida entre
as eqs. (2.2.42) a {2.2.48), é = eq. (2.2.4Y4), que fornece apds

integragao,

2(44—'\/")

70’= ki e ) (2.2.49)

onde'k4 é uma constante de integrac3c arbitrdria.

Pode-se ver por cdlculo direto, que a eq. (2.2.49) for
nece exatamente a componente/;x<k>c3mpo de Maxwell, e as eqs.
(2.2.39) a (2.2.41) tornam-se ent3c as mesmas equacdes ji resol-
vidas no casc estdtico de campos Linstein-Maxwell com simetria
plaha(éz}. Assim, os dois casos de solu¢les estdticas nac cor-
respondem a configura¢des de campos de Yang-Mills determinande a
curvatura. A primeira possibilidade correspendendo a soluc3o de
Taub para o vacuo, e a segunda, a um caso ja conhecido em que a
fonte de curvatura & apenas maxwelliana.

Uma outra possibilidade interessante seria a de exis-
téncia de ondas planas progressivas tais comof:?f)(;&t),u:»t(xi t),
etc..., uma vez gue o Ansatz em questdo foi proposto originalmen
te para encontrar ondas planas de Yang-Mills, Lamentavelmente,
em uma geometria tal como (2.2.34), com os potenciais de calibre
obedecendo a (2.2.33), ndc existem solu¢des de ondas planas da-
das pelo Ansatz (2.2.37), o que pode ser visto por substituic¢3o
da dependéncia considerada para as varias fungdes, nas eqs. (2.2

.39) a (2.2.48), o que conduz a,

We ¥=0 . Vix + V'~ 244 V= 0, (2.2.50)
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onde V% denota 941'/3(11#1‘) ou 34/”/3 (1-%¢) , respectivamente.

Uma primeira integrac3o na eq. (2.2.50), fornece,

2M s
e = C J+ 2, (2.2.51)

onde { é uma constante de integrac3o.

A dltima equac3o representa uma classe de solugdes no
vicuo, com uma funclo arbitrdria,s(2#¢t) ouv{€tt) | que sabe-
mos do trabalho cldssico de Taub, poder ser transformada simples
mente no espago chato.

Como foi exposto, o trabalho realizado foi restrito a
procura de solucles estaticas e de ondas planas progressivas. |
Recentemente, fol apresentado o tratamento generalizado das egs.

{2.2.39) a (2.2.48), sem introducdo de restrigaes(éi).

Agui, a
imposicdo de uma soluclo estdtica, conduziu ao surgimento de
dois cases.Como foi provado, estes dois casos s30 necessarios em
qualguer circunst@ncia, jé@ que nfo existe soluclo as equacbes
consideradas, para)ﬁiéo e}&;éo simultaneamente(ﬁ—). Os autores
da 4ltims referéncia citada, mostram que se pode tratar ¢ pro-
blema, usando condicdes mencs restritivas que considerar como se
gunda hipotese, todas as fungdes presentes nas equagdes como de—
pendentes de (14 t) ou de (x—~—i‘) ; mostram que as solucgdes podem
ser classificadas como satisfazendo a 4)“2--!!/"2 ou rV‘z%fv"z, 0 que
subdivide cada caso citado acima em dois outros (I-A,B; II-A,B).
As solucbes de onda plana correspondem aos sub-casos B. No en-
tanto, n3oc é uma onda plana de Yang-Mills que gera aqui a onda
gravitacional plana; as fungdes “ e V' possuemn sempre nos sub-

cases B, as formas,
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M:f((*\‘ t)-{-g,(x—t) ! J:A(aut), (2.2.52}

que correspondem a ondas planas progressivas com escolha conve-
niente das fungdes f' e 2/ . Entretante, as fungdes 70 e f’ ’

nos dois sub-casos, tém a forma,

-8 : =0, }0=Y("’) ; -8 : }//=0/ 70=7a(t~). (2.2.53)
0 primeirc sub-caso em (2.2.53), n3o pode ser interpre
tado sempra, pois pode correspender @ uma fonte estatica irradi-
andc ondas planas. O segundo sub-caso € mais realista, e diz
que & fonte varia no tempo de alguma forma, e esta variacgBo acar
reta a produ¢io de ondas planas. De qualquer forma, todas as sg
lugbes apresentadas, ndc s3o solugdes ndo-triviails de Yang~Mills,
uma vez que uma das fungdes >ﬂ ou 79 deve ser obrigatoriamente
zero, o que dada a estrutura do Ansatz (2.2.37), conduz sempre a
campos maxwellianos ou vacuo. Assim, n3o parece ser de interes-
se discorrer sobre as formas de solucle apresentadas na referén-—
cia (61); o mérito da mesma é ter mostrado diretamente que o ca-
so)ﬁ%o ,}&%O , & incompativel com as eqs. (2.2.39) a (2.2.48),
nada se acrescenta sobre o problema que motivou & pesquisa de
procurar campos de Yang-Mills regidos pelo Ansatz (2.2.37), que
sejam fontes de curvatura em um universo com simetria plana,
Consideremos novamente o caso de simetrias plana, com a
exigéneia explicita gue 0s campos 6;C'sejam invariantes por

transformacdes tails como (2.2.32), ou seja,
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O
Os campos 6&v 530 assim considerados invariantes sob o
grupo de isometrias que caracteriza a simetria plana. O elemen-
to de linha é escolhido novamente na forma cldssica de Taub e re

escritoc aqui como,
ds'= Mdtdo - eN(c(:c’z-A a’z’z), (2.2.55)

-~ + -
ondeM o N s3o funcBes de X, X .

Os vetores de Killing caracteristicos sdo novamente,

AN A
g('l): J;A!f ?(2) = 5/‘; /' g?;): 12 5M — 1352 . (2.2.56)

A
0 "complexion® do campof;y, dado por analogis com (1.

5.15), pode ser calculado sistematicamente em relagdo a métrica
(2.2.55) e verificado ser nulo(ﬂ)‘. Assim, a condigéol(Z.Z.SQ)
significa que ndc s3o consideradas transformacdes de calibre in-
finitesimais tais como {1.5.3), que possam compensar as transforp
¢Ses (2.2.32).

Usando as egs. (2.2.56) nas condi¢des (2.2.54), obterg
mos que a Gnica componente ndo-nula dos campos &?é dada por
f;ffﬁfti—l Teremos ent3o para as componentes ndo-nulas do ten-

sor energia-momentum, como dado por (1.3.5),

—M 2 N—2IM
7:-.;.:::-6 F ’ 7—22:7?33_-—..--2{-6 FZI (2.2.57)

/.

onde,

2o RYFoa . (2.2.58)
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Entre as equagdes de Einstein para o problema, ou,
P A A ,
/@w: é(—f‘}a Frx +;—£— ?/M\/ /‘o_w /Cm,ﬂ), (2.2.59)
selecionamos as duas que s3o homogeneas e dadas por,

N«f.; + —g—N.(.z— M./- N-{- = ; (2.2.60)

N- - +—Zf~N_2~_M_ N-=0, (2.2.61)

onde /\/+=?/\//9x+, €tCav.

Uma integrag3do direta fornece,

.
Mﬁ_—: e Z, (2.2.62)
M-
N{_/L_: e 2 7/ (2¢2.63)

ondef[.{") e h(i‘)séo funcdes arbitrdrias.
A compatibilidade das egs. (2.2.62) e (2.2.63) exige

que,
N=N(+) ; t= Alx™) 4 7[(1*) . (2.2.64)

As outras equacdes de Einstein {2.2.59), com as equa-

¢Ges de Yang-Mills, ou,
b pmve
(n/———?, F’?\.V)/V -+ éj(“l’c J—?, Av l: = 0 ; {(2.2.65)

escrevem-se entdo,
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_am+ N
i M”-/—-é’-/\/”—_-_ e VA (2.2.66)
N
—2M + L
N e N'= ko2 2 NFY (2.2.67)

. [O\/“M))Ef+ Fffj)& + € fqec /4: Fie =0, (2.2.68)
N () Fi"f_]A_ Fef AR a2

onde com ﬂ(l , etc.., denotamos derivada em relacioc a £ , defi-
nido em (2.20 64).
Multiplicando as eqs. (2.2.68) e (2.2.69} por/y_ e con

traindc em a, teremos,
W-m)'F?4 %(Fz)l-_— 0, (2.2.70)

o que apés uma integrag3o, fornece,

2(M-N)
: Fio A% Fca 2™ (2.2.71

onde C? & uma constante de integrac3o.

Pode ser observado das eqgs. {2.2.71), (2.2.66) e (2.2.
67), que o campo de Yang-Mills tem o mesmo efeito sobre a geome-
tria que o campo de Maxwell, uma vez que estas s3o as mesmas e~
quagoes conhecidas na literatura para o problema correspondente
de Einstein-Maxwell. E necessario especificar o que € entendido
entdo por uma solugdo ndo-abeliana, mesmo que o resultado acima
tenha sido notado apenas para simetria plana. Prosseguindo com

o tratamento das equagdes obtidas, vamos explicar primeirc a tég
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nica de solugdoc usada.

Das eqgs. (2.2.62), (2.2.63) e (2.2.64), teremos,

oM 23 f+ /S W (2.2.72)
Defininde uma nova varidvel através de,

X = A(z‘)-—)z(z*), (2.2.73)

a métrica (2.2.55) pode ser escrita como,

2 ? 2
/52_.2_/.)’(11‘2—4’12)- Y(dwts de*?), (2.2.74)
A eq. (2.,2.66) é uma consequéncia das egs. (2.2.72) e
(2.2.67). Por sua vez, a eq. (2.2.67), apds substituigBo das
egs. (2.2.71) e (2.2.72), resulta,

ZAz)\)-I- 4 ) +2?<C2= 0, (2.2.75)

onde 6 & uma constante de integracdo,
A soluclo desta (ltima equaglo, € dada implicitamente

por,

, (A424_2_2)2/440-24%2);-4—61;é%o, (2.2.76)

onde d & uma nova conmstante de integragdo.

A andlise da eq. {2.2.76), e a discuss3o das solugdes

possiveis, segue os mesmos passos jé& conhecidos na 1iteratura(522
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Voltando ao exame das equagdes de Yang-Mills, (2.2.68)

e (2,2.69), escreva-mo-las usando a métrica (2.2.74), temos,

¢
fa\bc Azb F%z =0 . (2.2.78)

Para satisfazer a eq. (2.2.78), usando um procedimento

(63,64)

bem conhecido » podemos escraver,

A / b ,C a
5x=,4§+67[a\éc/4£14x=0(t141; (2.2.79)

. a
ondeo(t e uma fung3o de 1T . Comrsiderando que ,4”1_0, a eqg. (2.2,

77) torna-se,

(2 )Y Af!

2 I
Y ";\“,')"(t + K¢ + G =0 (2.2.80)
Definindo o isovetor de modulo unitario,

o o /
= Ax/Ax Ax=@x A£a>4j (2.2.81)

/
multiplicando~o pela eq. (2.2.79) e contraindo em a, teremos,

=t Ae) (2.2.82)

Substituindo a express®o obtida de X na eq. (2.2.80),

(2 )Ax 2 AN o, (2.2.83)
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Para esta Ultima equaglo, uma primeira integracdo pode

ser feita de imediato, e temos,

Ax = x + _f_, {2.2.84)

onde X e A4 s3o constantes de integracgdo.

0 médulo do potencial decomponentes A::L, fica determi-
nado através de {2.2.84). Para ter alguma informacg3o sobre dire
¢Oes internas, necessitamos de um Ansatz de solugdo. 0 outro po
tencial,,4?', pode ser dado através da eq. (2.2.78), que pode

ser escrita como,

A A N
A;—f-jé—('f“‘ A'e A% ¢ ae A ), (2.2.85)

onde

I

58
pN
Ry
b
»
>

As (2.2.86)
é uma func8o arbitraria.

A func3o M#) & dada pela eq. {2.2.76); quando é},o , a
solugBo que ela descreve &€ estdtica, mas para 6¢0, podemos ter u-
m& solugdo estdtica ou um universo homogéneogég).

Solugfes abelianas trivizis estBo sempre imersas em so-
lucdes n3o-abelianas. Um dos modos de construir solucdes abelia—

A
na3(é§), serd dado & seguir. Consideremos n parametros &), satig

fazendo a

Gos Yere— 1, (2.2.87)
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- . N -
onde ?AJ é a métrica invariante em um grupo de Lie de n parame-

tros. Os potenciais e campos podem ser ent3o escritos,
a a A a ay,!
Aj‘zc}’?a;,«qi-..—.&’)b;Fu:X v, (2.2.88)

onde‘f e YV correspondem aos potenciais de uma solug3do Einstein
Maxwell com simetria plana. A& eq. (2.2.78) é entfo satisfeita i
denticamente, o que significa que‘f7 é uma func3o arbitraria., A

eq. (2.2,77) transforma-se em,

! i
(z_i_..._);_’_) ¥+ =0 (2.2.89)

Esta equacio € da mesma forma da eq. (2.2.83), com soluc3o,

Y= A+ —f—— ; (2.2.90)
onde A e B s#o novas constantes de integragdo.

X existéncia de solucgBes abelianas tais como (2.2.88),
foi apresentada como um sério obstdculo & extens3o da teoria uni
ficada de Rainich a campos de Yang-ﬁills(éi); o argumento princi
pal sendo novamente aquele que foi usade contra configuragdes au
to-duais, ou seja, configuragdes de calibre do tipo (2.2.88)},
n3c deixam "marcas" na geometria, que permitam caracterizar a es
trutura interna, no espirito do programa de unificagBo de Raini-
ch, e no entanto, s3c ainda obtidas como um caso particular de
solucdes tipicamente ndo~abelianas. Ao que parece, © processo

de unificagBo necessita ser compreendido dentro de um esquema e-

nergético. Provavelmente, pode~-se construiyr uma teoria em uma
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determinada faixa de energiss, que possua como solugoes assinto-
ticas, configuracgdes do tipo de (2.2.88}. Ou seja, o programa
de unificacBo do tipo Rainich deve ser seguido dentro de uma fai
xa de energiss muito altas, e em seguida, procurar na teoria as-
sim construida, que modificagdes introduzir para abrigar também
configuracdes abelianas de energia mais baixa, para as quais 3
teoria j3 € bem conhecida. De qualquer forma, a técnica de cong
trucdo de solugBes como (2.2,88), parece ser a mals trivial de
todas, e assim, uma explicacdo em termos do comportamento de uma
nart{icula ndo~abeliana de teste, pela andlise de suas equagdes
de movimento, como dadas por (1.4.54) e (1.4.60), é algo de mui-
to mais fundamental para o que se possa dizer quanto ao entendi-
mento do papel desempenhade por uma dada configuragBo de calibre
no programa de unificac3o,

Uma classe nSo-abeliana de solucdes as equagoes (2.2.

66) a (2.2.69), pode ser dada escolhendo o potenc1alfﬂtcomo(&5),

A a ~
Ax = 42 5¢Mﬁé—- S3 cos 74'/ (2.2.91)

onde qé é uma fungio arbitréria de 7, eq. (2.2.64). Usando as
eqs. (2.2.81), (2.2.84%) e (2.2.85), podemos escrever, para os pg

tenciails,

-_-_-(o( £ %Y £ Szm%__ 5% cos %), (2.2.92)
,L(fagg C}g}+ 6(,1(542 51«4%-— cg?(as%)j« (2.2.93)

Os camposf;x,, s30 entao dados por,
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Fed = (,( + ‘?‘Xgi Sem o — $5 cos %) (2.2.9%4)

Quando 7L for constante, teremos uma classe correspon-
dente de solucdes abelianas. O modelo cmnA==lGl sendo t, inter
pretado como tempo, © que pode ser conseguidoe considerando b{0 em

(82) | Este dltimo caso correspon

(2.2.76), é o mais interessante
de a campos de Yang-Mills como fontes de curvatura de um univer-
so homogeneo com simetria plana.

Algo que deve ser observado aqui é que as solugdes ob=
tidas, n3o podem ser consideradas como simples solugGes maxwel-
lisnas, uma vez que a dependéncia dos campos de Yang-Mills nas
direces internas, nao necessita ser a mesma daquela da carga de
uma partfcula teste. Isto tem como resultado gue uma pérticula
nSo=abeliana é suscetivel & presenga do campo de Yang-Mills, en-
tretanto, o efeitc deste cémpo na geometria é o mesmo que o do

campo de Maxwell, o que signifiga que & estrutura interna do cam

po de Yang-Mills & imperceptivel a uma particula abeliana.

2.3 - A RELAGAQ WEYL-MAJUMDAR PARA CAMPCS DE EINSTEIN-YANG-MILLS

Consideremos o elemento de linha para um espago-tempo

estdtico generalizado,
452:___) 6(1(,14_ ?z\.'l/ 0{1’;4{1‘}/’ '(;J""'. (/213, (2-3-1)

ondefx e ?ij sao independentes do tempo.

Por uma transformagda de calibre(ki), podemoOs escrever
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- ~ .
os potenciais na forma correspondente a ausencia de campo magné-

tico, ou,
a

A componente (00) das equacBes de Einstein, pode ser es-

erita usando (2.3.1) e (2.3.2), como,
@“A/ U-? Mﬂhw+?*%@“ )Amkj Pinpalj. (2.3.3)
As equagbes de Yang-Mills, tornam—-se aqui,

4 { RN o
7__..;(«/% ~ 4 ¥iile=0, (2.3.4)

6 *U c
{ 0 . {2.3.5)
_Efabcf 3 3 Y)/J=
Podemos admitir uma restrigBo, que é a de COﬁSidEr&r)Om

como uma fung3o de p) 70“(X) .As egs. (2.3.3), (2.3.4) e (2.3.
(67 68)

5), assumem entac a forma’
Al : . 4“ { . . A‘J‘ . Y PN

—V%(@?JA/J)H___?JTA“);J 4—&? )\r,. AU?O yal (2.3.6)
AV YR TS UL WY AN 5 WINS WP

FJF}_(J_—'? ? J \IJ)/,LXP ‘{‘? A/AA[J )Of “?:J__)_\_xfl AJ}?O —_0 ) (2.3.7)

cfmbc‘fé‘flczz 0, (2.3.8)

onde a linha (/) significa derivada com relagdc a )

|
Multiplicando a eq. (2.3.7) por Yo e contraindo no in
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dice a, teremos, comparando com (2,3.6),

!
* ¥+ k'l yplem 0. (2.3.9)

Esta equagdo possui como solugio geral,

)ﬂ”‘_-_A(A) ¢+ D7, (2.3.10)

[l o ”
onde C e d sio isovetores constantes de integracdo EJA(A) e u-

ma funcdo com uma inversa que pode ser escrita,

MA) = a + bb + ChT, (2.3.11)

sendo @ ,b ,C , constantes. A eq. {(2.3.11) é a relaclo Weyl-Ma-
jumdar; um exemplo dessa relagBo no caso de simetria esférica po
de ser dado, escolhendo a princ{pio um Ansatz com essa simetria

(éz}, para resolver a eq. (2.3.8), temos,

A ‘Z") , (2.3.12)

A
onde A~ & um isovetor de médulo unitdrio, dirigido radialmente.
Escrevamos o elemento de linha para um espago-tempo es

» . *
fericamente simetrico, na forma de Reissner-Nordstrom, ou,

6{52:~>1(/1)0(12+)\/§ )a[/z?.,/./t,zo{ﬂz. (2.3.13)
n

Substituindo @ eq. (2.3.12) com a métrica (2.3.13) na

eq. {2.3.7), teremos,
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?%\(ﬂ (T;/[-—-—J)’/z:o, (2.3.14)

A solucgdo paragnﬁ) escreve=-se,

J(a)=Ar + B, (2.3.15)

onde A e B s3o constantes de integracdo.
A solucho esfericamente simétrica para os potenciais é

dada ent8o por,
q Aa l—— -
Y’=‘?/Z (A+/1> (2.3.16)

0 Ansatz (2.3.12) pode ser substituido na eq. (2.32.9)

para obter uma equagdo que determine A(/l), temos,

2
A//;//; + -'/'%"A//t — '4 —;%— =0, (2.3.17)

que possul a solugdo geral,

Zmn A 2
Ma)= 1 - — + f‘ﬂ'?_ ’ (2.3.18)

sendo# e ¢, a massa e a carga continua da fonte. Neste senti
do, podemos fazer =0 e 8=4 , na soluclo (2.3.16), para ter um
monopolo elétrico na origem(ég). A solugio representa entdo um
campo gravitacional do tipo Reissner-Nordstrom, criado por um mg
nopolo elétrico situade na origem. Solugdes do tipo Reissner-
Nordstrom s3c comuns na literatura, particularmente as associa-

(68)

das & um monopolo magnético do tipe Wu~Yang » de carga dada
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por um nimerc inteira(zgz, em unidades de (4/6 ), ou as de “dy-

0

. Ld
on", ou seja, um monopolo com duas cargas, elétrica e magnétics,

sobre o qual se podem impor as condigdes de Dirac de quantizag3do

(Z;)‘ Para todos esses casos, a forma de solucdo (2.3.

da carga
18) € a mesma, com as constantes de integracio tendo diferentes
interpretagBes. MNovamente se infere um resultado andlogo ao da
secgao anterior, que do ponto de vista de uma solugBo das equa-
¢des de campo, sem proceder a uma andlise das equagdes de movi-

mento, encontramos que para uma carga de teste abeliana, o com-

portamento dos campos estiticos e esfericamente simétricos de

(72)

Yang-Mills, nB3o difere dos campos de Maxwell

2.4 - SOLUCDES COM SIMETRIAS AXIAL E CILINDRICA

0 tratamente de.campos vetoriais como fontes de curva-
tura em simetrias axial e cilindrica, é bastante conhecido na te
oria de gravitac3o de Einstein. Um dos objetives desta seccle é
dat mais fundamento a relacio Weyl-Majumdar, conceituada na sec-
¢30 anterior, aqﬁi tfatando o caso de configuracdes com simetria
axial, assim como interpretando, através de uma sclugSo, o valor
(1/6 ) como carga magnética elementar do monopolo nio-abeliano,
Tratamos também de configuragbes de simetria cilindrica, na pre-
senga de um campo de Higgs, em rotag3so estacionaria, obtendo uma
possivel interpretacSo da criagdo de singularidades no eixo do
cilindro.

Consideremos as condigfes de compensacdo por transfor-

magCtes infinitesimais de calibre das transformagdes (2.2,32), ou



~-109-

o

seja, como foi desenvolvido na secgdo 1.5, considerando o "com-

plexion" como nulo na eq. (1.5.19}, teremos,
e

a x o
Bl la 8 4 B 81y whew Sipn = € 0 Ahw, 2na1)

onde/17k)séo os parametros locais da transformagdo infinitesimal
de calibre.
0 elemento caracter{stico do grupo de calibre nSo-abe-

liano pode ser escrito,

—n € Aa(’() 7-'0»
Jlz)= e , (2.4.2)

do gque resulta para o elemento de matriz da transformagdo infini

tesimal,

Uab(l)-_: Ja‘o—— € fabc Ac(i) ) (2.4.3)

As condigBes (2.4.1), tornam-se simplesmente,

g;/;;a)g__ g’g b= — & Bo), (2.4

onde% designa a derivada de Lie em relacdo a um vetor de Kil-
ling da métrica a ser usada, e J; & a transformac3o de calibre

infinitesimal dos campos de Yang~Mills, ou,
o a & <
;66;\/(1)3 6—7[ ACA(&)&V(’(). (2.4.5)

Restringindo—-nos a uma teoria SU(2), consideremos que
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a.
os potenciais /$4 sejam invariantes por um subgrupo U(l}, gerado

por uma matriz hermitiana ?Ct)de trago nulo(li), ou,

—J€ zrz(x) ;

U;(i):: e (2.4.6)

onde podemos fazer,
7(2) = g 6, (2.4.7)

o~
sendo €a , as matrizes de Pauli e as componentes do isovetmr},
os parametros da transformagdo.
s Aule)= Al 6,
Sob este subgrupo, os potenciais Aw(a)=Aulx)6a, transfor

mam—sé genericamente como,
a c
, 5]1;4,4 (1) = —-(?A"Jﬂ)wﬂ*f €abc 8 gf Aw o (2.4.8)

Usando a. independéncia linear das d, , e exigindo a ip

varidncia dos potenciais, teremos,

P € €% 4P A =0 . (2.4.9)

A este estdgio, notemos que a mztriz f ndo & total=
mente arbitrdria. Multiplicando o lado direito da eq. (2.4.8)
por 6, 4 , teremos, apds tomar o trago do resultado e usar que
ZZ(ﬁLoﬂbzzﬁaé, a métrica do grupo nio-abeliano {no caso Su{(2),
?6:2 fab),

?m' ?a{/\ = 0 - (2.4,10)
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Podemos satisfazer a eq. (2.4.1Q), impondo, sem perda

- “ - -
de generalidade, que o isovetor ?, tenha médulo unitdrio, ou,

7% 90 = 1. (2.4.11)

Das egs. (2.4.9), (2.4.10) e (2.4.11), os potenciais

podem ser determinados através de,

a a 6 ,¢
Al = —';f‘ €% 479 Ipm, (2.4.12)

do que resulta para os campos de Yang-Mills (1.1.22},
Fl e 2 % 48 3% 1L Chcd 4% 5% 3% (2.4.13)
/vw_....-_é. cg#/"‘?' 53- ?/M}V} «4.13

Necessitamos agora preencher a exigéncia de simetria a
a .
xial, o que significa ter aqui os campos é;¢ , invariantes por
e R - o
rotagtes em torno do eixo-z. Assim, o isovetor unitarha?. pode

ser escolhido como,
a_ g% l)ﬂa J'm(( z)ﬂé sa
1°= 80 (1—pTesd e ET(1=p?) Cend 4+ 5570, G

ondef:?a(ﬂ/})e % é o angulo de rotac3o em torno do eixo-z. A eq.
(2.4,1h4) descreve uma classe ampla de Ansatze com simetrias axi-

al e cilindrica(21}.

O problema a ser tratado em primeiro lugar,
corresponde a determina¢Bo do campo de um conjunte de monopolos
magnéticos situados no eixe~z,

As eqs. (2.4.12), (2.4.13} e (2.4,.14) fornecem para os

potenciais e campos ndoc-nulos,
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Aﬂaz - -GL (4--7&)_'/2)0//1 (f,ﬂs‘(mcfz—- 8" s ?4) , (2.4.15)

A;= - —ei (1~ YZ)J/ZY!} (8 sundp— 82" cos f!) , (2.4.16)
A e 1[50 00mp) = () (s f £ 80500 ), s
.FAO} = —im‘f Pir, (2.4.18)
.F{;ﬁ = -;__{- 9"y (2.4.19)

Analisemos o efeito de uma configuragdo de calibre tal
como @ dada nas eqs. (2.4.15)} a (2.4.19), na curvatura do espago
tempo. Uma vez que o problema foi restrito a campes estaticos,
que dependem apenas das varidveis espaciais/, iq podemos esco-

lher o elemento de linha axialmente simétrico, na forma canonica
de w€y1 (Z&!ﬁ) , Ou,

v-3) -~
s - g)o(tz+ i (da’s dg?) + e 2t d4? (2.4.20)

onde A e v sZo fungdes de A 3.

Os vetores de Killing s@c dados por,
M Ve A M
Sor= 82 ; T = 8¢ . (2.4.21)

Substituindo-os na eq. {2.4.1), tendo em conta que{ahcséah;para

su(2},

62/% = & éa\bc Abgl; 7 (2.‘4‘.22)
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/L;;/?g = ¢ €% A‘F}; : (2.4.23)

Usando as egs. (2.4.18) e (2.4.19) em (2.4.22} e {(2.k.

A
23) respectivamente, obtemos uma condigao para determinar/\(i) s
A a b c
Vg =€ €N 4 (2.4.24)

Da eg. (2.4.10) vemos que a dltima equagio pode ser
sempre satisfeita, ou seja, o efeito de uma transformagdo infini
tesimal de coordenadzs em campos de Yang-Mills estaticos com si~
metria axial, pcde ser sempre compensado por uma transformacdo
local de calibre gerada pelas fungdes /laé'l,},%) . A forma do An~
satz (2.4.14), garante ainda que ac menos uma das fungﬁes/1“ é
arbitréria.

Procedendo & andlise das equacbes de campo, usando as

eqs. (2.4.15) a (2.4.20), teremos para a parte de Yang-Mills, eq.

(2.2.65),
3 22
[(_i__ >a,4>’ﬂ + C_’fﬂ_ 70/?)/ y} 4 =o. (2.4.25)

Todas as demais egua¢des de Yang~Mills sendo identicamente nulas,

As eguagBes de Einstein (2.2.59) sBo escritas,

Vinin +Vig iy = AX — (X + )u?) (2.4.26)

v/;:t Mo )1? £ K ——-(7"m - ?a,y} (2.4.27)
A
A< & 4 (}OM + f/y) (2.4.28)

2¢2 .42
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24
_‘//;z = 2 (Am ):} + -2%2 -f—l—; Yia )01;), (2.4.29)
onde A denota o operador laplaciano em coordenadas cilindricas.
Uma anilise simples(2§}, mosira que para resolver as
egs. (2.4.25) a (2.4.29), basta que resolvamos as eqs. (2.4.25)
e (2.4.28), quando ent3o a fung%oV{k,}>seré determinada das egs.
(2.45.27) e (2.4.29). A eq. (2.4.26) serd entdo identicamente sa
tisfeita pelas fungles v , ) enconfradas. £ interessante notar
que o sistema de equagtes aqui tratado possul duas classes prin-
cipais de solugdes que se caracterizam por admitir ou n3o, uma
dependencia funcional entre l e Y . Estas classes s3o conheci
das na literatura como Heyl(zg’zi’2§) e néo-ﬂeyl(Z&’lﬁ’Zl). Ire
mos aqui tratar de uma solugdo do tipo Weyl; de acordo com o pro
cedimento usual(zé}, definimos novos "potencilais" |, através de,
2}
W/; = "'%z_ i, (2.4.30)

In = 4
)&a _--;-w;, . (2.4.31)

Assim, a eq. {(2.4.25}) torna-se simplesmente a condi¢3o de compa-~
tibilidade‘y%n/}==}Q}4a . Uma vez que se tem também trivialmente
?@n/g:rf%}(ﬂ , podemos escrever, das egs. (2.4.30) e {2.4.31),

A}o = 2( i Yin + iy Viy ). (2.4.32)

Suponhamos agora, de acordo com a definig3o da classe
de Weyl de solugdes, uma relagdoc tal como‘%G=14A); entdo, a eq.

(2.4.32) pode ser resolvida como,
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1
¥= (%) cdea, (2.4.33)

onde & é uma constante de integragzo que pode ser escolhida de
forma a que tenhamos por condic¢8o de contorno, que a métrica (2.

4,20} esteja assintoticamente na forma de Minkowski; seja entdo,

2\l
“"*(2*) ¢, (2.54.34)
com o que a relaglo Weyl-Majumdar para o problema, escrever-se-3a,

) /2
= 1 - %4) LIPVAS (2.4.35)

2¢€*

A andlise posterior deste problema, € bem desenvolvida

(Z%,15)

na literatura , onde podem ser encontradas soclugles explici
tas para ¥ , A, e V. O que nos interessa aqui 6 observar que
da forma da relagdo Weyl-Majumdar apresentada acima, segue-se que
(1/€ ) deve ser a unidade de carga magnética para as fontes de
monopolo. Deve-se notar tambem, que se a teoria de Einstein-
Yang-Mills que estd sendo tratada, provém de um possivel processo

de reduc3o dimensional, tal como foi exemplificado na secgdo 1.4,

eqs.{1.4.80) e (1.4.81); a eq. (2.4.35) simplifica-se entdo, em
gd 2 '
= (1+1y), (2.4.36)

que ndoc coincide com a forma em que foi originalmente deduzida(él)
e que corresponderia a €5= A . Note-se entretanto, que a exigen
cia de que o espago~tempo seja da forma de Minkowski na assinto~

ta, satisfeita através da escolha da constante de integracdo & ,
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como em (2.4.34), pode fornecer informacdo sobre o processo de
redugio dimensidnal, e aqui parece indicar que as constantes de
gravitagﬁo‘k e de acoplamento do campo de Yang~Mills € , no u-
niverso de (4¢+ N ) dimensBes, n3c s3c as mesmas como as do uni-

verso observado atualmente, ou,

2

4+~ (4 + K“é‘/}ﬂ)l‘ €¢+N= 2 444—1&/. (2.4.37)

Assim, a constante cosmoldgica n3o poderia ser elimina
da, contrariamente ao que aduzimos na secc¢Bo 1.4, sendo neces-—
sarla para explicar o atual valor da constante de gravitag3o.
Torna~se claro que todos esses argumentos em favor da existencia
da constante cosmoldgica, ficar3o sem sentido, se n3o exigirmos
que a condigéo’assintética seja ter a métrica na forma de Minko-

wski.

Como foi mencionado no infcio desta secgdo, trataremos
também um problema que mostra que tipo de infludncia possui o
campo de Higgs na existencia de configuragdes singulares de cali
bre. Partimos das egs. (1.3.15) a (1.3.17), ai fazendo A=0 ,
tendo em conta (1.3,12) a (1.3.14) e (1.3.18). O sistema de e-
quagﬁesfmencibﬁado(lg'zg)'é tratado no limite Prasad-Sommerfield
com )-—; 0 , onde ) € a constante de acoplamento do campo de

(80), (33),

Higgs Imponhamos a condigio

. D. =0, (2.4.38)

Aa. A A 6 f/Z
onde% é o isovetor unitirio de Higgs, 72 =?é /@ 4&) .

£ conhecida a afirmacdo de que a condic¥o (2.4.38),
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quando tomada conjuntamente com a de constancia do médulo dos
campos de Higgs na regido assintdtica, assegura que a energia
das configuracbes é finita; ao menos iste é valido para todas as

(ﬁl). £ comum encon-

solugbes conhecidas no espago de Minkowski
trar na literatura, para configura¢Bes com simetria cilindrica

ou esferica, os isovetores de Higgs expressos por,
A Ao»

onde /(r) é uma funglo cujo quadrado se exige coincidir assintoti
cemente com o valor esperado do campo de Higgs no estado de vé-
cuo dado em (1.3.14). Isto formece ent3o, também assintoticamen

te,

a . 2 ) ¢
\D —_— O . /AM H (/l = A. /
,M% 2 ) (2.&.1;0)_
o que define uma regifo conhecida por “"vdcuo de Higgs“(gi). De
qualquer forma, a simples exigencia da condig3o (2.4.38) & mais
geral, e serd usada a seguir._
No limite Prasad-Sommerfield, as equacbes de Yang-Mills

e Higgs, (1.3.16) e (1.3.17), escrever-se~3o como,

D (/55 F) =0, (2.4.41)

Dy (=3 §77 Huv 70, (2.4.42)

Uma vez imposta a condigdo (2.4.38), teremos para os

potenciais,
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)4 o . i_ é‘l 14 c
< o 7= L € 7P (2.4.43)
onde as X.. s3o fun¢Bes arbitrarias. Escolhemos,
D‘//ﬂ = (“(ﬂ)/ 0/ 0/ 0) ‘ (2.1}.’-}’-})

Os campos correspondentes aos potenciais (2.4.43), es-

crevem-se,
a AO\
//sz = f/.m/ ?9 ) (2.5.545)

ondefbv é dado por,
A

f,w:— Xvjpn = iV -—_6'/_ €Enbe ?2'0\ %‘éw ?gc“/ (2.4.46)

Usando as egs. {2.4.43) e (2.4.45), podemos escrever

para (2.4.41) e (2.4.42),

(1/:; v =0, (2.5.47)

[dH=0, (2.4.48)

onde [ representa o d'Alembertiano covariante.
Escolhamos a forma generalizada do elemento de linha

com simetria cilindrica, descrevendo rotagao estacionéria(§§’§&),

4/5a=_-f 4f2+ eﬁ}ﬁ(ﬂ(/lz+ "[j 2)+f0(;02+ G alz‘ 4[20, (2.4.49)

-~

onde:f , %, , 4 , m , sBo funcdes de A , a-coordenada radial.
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Para conseguir um Ansatz para os campos de calibre,
respeitando a simetria desejada, usamos o conceito de simetria
interna, o que nos permite associar a cada vetor de Killing "ex-

M
terno" f » correspondendo a uma classe de isometria, um isove-
Ne= §7A 3 3
tor da forma § = p » parametro de uma transformagado de
calibre infinitesimal que compensa a transformag3dc de coordena-
A ~ ~
das gerada por ? (cf. seccBo 1.5). Usando a relagdo proposta
em (1.5.19) e o fato que o campojﬁAV € do tipo maxwelliano, como
segue de sua equac¢3o (2.4.47), ou seja %;‘f»"‘"z[fﬁg“c)?pv,?fc.Séndo

0 complexion da metrica (2.4.49) e?,w o dual de f,uv , teremos,
M 7 76 g 4 ¢
§ = € €% 47T AL (2.4.50)

Substituindo nesta (ltima equag3o os vetores de Kil-

ling ?JAde (2.4.49), teremos,
A . Aé ¢ ‘
P =c €% A ik, 3,0, (2.4.51)

onde Y é uma coordenada angular(lz), ou seja,

JAWA Jﬁfli = dimm (J?G;E)&)aﬁpzit .

A—»Q ?A“ A Q

As egqs. (2.4.51) podem ser satisfeitas com um Ansatz

da forma (2.4.14), que aqui reescrevemos como,
o (B \* * 2>!/2 Pa
73 = &1 (4—-K ) Lt P + 42 (4"‘1 Seny 193 K, (2.4.52)

onde K ¢é uma fungio de 2T .,
Das egs. (2.4.4%4), (2.4.46), (2.4.49) e (2.4.52), temos
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para as componentes diferentes de zero dos camposjﬁnv ,

fax =<’ fap = K€ (2.4.53)

As equagbes de Yang-Mills, quando reduzidas a forma

(2.4.47), sdo,

Do/ = b —af, (2.4.54)
DK/; = am + 64, (2.4.55)

[4 7
onde\D=7[z€~+M/L e A , b , 830 constantes de integrac3o.

A eq. (2.4.48) pode ser resolvida trivialmente, na mé-

trica (2.4.49), por,

Hn) = ¢ In (2 ]2), (2.4.56)

onde £ e /., sio constantes de integrag¢ao.

£ interessante observar que a configura¢3o descrita a-
cima, n3o pode estar em um vdcuo de Higgs para C# 0 ., Note-
se também que as derivadas covariantes como (2.4.38), reduzem-se

aqui a,

D "= -/"%- ;“, (2.4.57)

A
que devido & forma de %m em (2.4.52), nSo é zero assintoticamen-
te (ver a solucdo adiante pafa K(n) ). Assim, vacuo de Higgs

significe aqui, auséncila simples do campo de Higgs e n3o serd
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portanto de interesse.

Procedendo a escrita das equagBes de campo de tinstein,
observa-se que das componentes do tensor energia- momentum, eq.
(1.3.18), no limite Prasad-Sommerfield de)—v-o, podemos inferir

que,

R + R <0, (2.4.58)

ou,

f! —;LMA?: ~Dz=<C1/Z Y Cz)z- (2.4.59)

O sistema de coordenadas canbnicas de Neyl(ﬁﬂ), é in-
troduzido, fazendo (4={,Ce=0 . Como é conhecido, uma trans-

formag3o linear das diferenciais das coordenadas tal como,
/
At = Jt’cosﬁy_a(f’ﬂml\x; 5(70.:0(?0’@;4 x--aleAx, (2.4.60)

onde X & uma constante, reduz o elemento de linha (2.4.49), 3

forma,
dS’= — Fdt s ezf(a’/aﬁ G{;z)+ VA a()o’z, (2.4.61)

onde os coeficientes ~ , L , est3o relacionados aos coeficien-

tesjf £, m , de (2.4.49), através de,

Jf_-z FcosAzx — 7 simthé, (2.4.62)

L= £ ecosh® — Fsenh', (2.4.63)
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= _g_(a_F)gmA 2% . (2.4.64)

A eq. (2.4.55) pode ser entBo escrita nas coordenadas

de Weyl, ou,
2
FL=n. (2.4.65)

Esta Gltima equag3o sugere que se fagam as substitui-

¢coes,

4 -
F=¢ A : [ = n" e‘?ﬁ. (2.4.66)

Para o caso aqui considerado de X constante, podemos
1f2
definir novas constantes )',,MJ , tais que Y= ((—.wﬂa> y €SCre

vendoCasd\X:: Y ; €ln¢t7(= Y. as eqs. (2.4.62) a (2.4.64), se

rdo entdo,

£= Y0P _ it &%) (2.4.67)
0= YA P we?t) , (2.4.68)
) m = Erzw’(/zze"zﬁ_. ). (2.4.69)

As eqs. (2.4.54) e (2.4.55), tornam-se agora,

Z
= §uhn (éa+aw)ez/i_ ‘Y(a,Lé,w*)ez/”/ (2.4.70)
A :

_ 2
K = yn (64am)il Lmtlasbu) s @)
“€ N
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A parte correspondente as equagSes de Einstein, pode

ser escrita,

A’z(uwz)ézﬁ’)': ._Zéxz z‘?%(—fm b g §77), (2.4.72)
2s(np)'c—ton £V 1 g, (2.4.73)
2 (np) on € fae {77, (2.5.74)
Y{em g _42;/2 ew(f/u s 1 {10 {7 ’), (2.4.75)

A=y 2/4‘(4*/2/5,):—_%/1E)L()[ﬂftfﬂ{f‘fﬂf ]f"Y’)_ éjci_f, (2.4.76)
! zwﬁ xs
(a}p')z.é./ze (frx £75+ fay f"Y’). (2.4.77)
Das eqs. (2.4.73) e {2.4.,74), temos,

fre {17 4 ]c” fry =0 . (2.4.78)

Apés substituic¢Bo das eqs. (2.4.53), (2.4.70) e (2.4,

71), a condic3do (2.4.78) transforma-sé em,

YHa+ 6w )b+ am)=0. (2.4.79)

A dltima equagBo conduz a identificar dois tipos de so

lucdes, sejs,

/= fat = Yod b (4—wDa e"zﬁ, (2.4.80)
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ﬁ:fﬂ,, =% (1-w)n é'%, (2.4.81)
¢
ou,

! rt 2) 2

o= M-_-;_.;l__a-('f—w & (2.4.82)

X

Ke=frp=—Lami(t—m?) e, (2.4.83)
€

Estas solugbes correspondem aos dois modos de descri-
¢30 de campos estdticos para um observador em um sistema de refe
rencia em rotagéo(gi). No primeiro caso, eqs. (2.4.80) e (2.4,
81), o observador "vé" somente um campo magnético estdtico axial;
para ¢ segundo casd:htem—se um campo elétrico estdtico radial.

As equagdes de Einstein a ser resolvidas para o 12 ca-

so, s8o,
(/zﬁ’)l_-_n ._é_. B {1-mt)n é‘zﬁ, (2.4.84)
A== 284 -Aﬂ')=-{§- b (-7 ’('/%-2/ (2.4.85)

(n ')&{)Ic_-_é_bszf-dz)/l F (2.4.86)

A eq. (2.4.84) pode ser resolvida trivialmente por,
= § Attt s Al (2.4.87)

onde éi ’ 7& ,/01 , S30 constantes de integrac3o que satisfazem

a relagio,

pnt S0 of0 = A 67 (1), o
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A eq. (2.4.86) pode ent3o ser resolvida para )0

Y=p+ M Dn(n/n4), (2.4.89)

ondeM e /. s3o constantes de integracdo.
A eq. (2.4.85) serd satisfeita, se existir a seguinte
relacdo entre as constantes de integragdo das duas outras equa-

coes, (2.4.84) e (2.4.86),
/LZ:- 1« M= Xc” (2.4.90)
Analogamente, teremos para o 22 caso,
2/3
(Ap' )= .14_,@2(4-A/J’) £, (2.4.91)
s
W_ 24 DS ’({ sz)e/z kL2 (2.4.92)
/11// Y VACES -/ = W
! 2/
(p')= - Lal( .
Resolvendo a eq. (2.4.91), podemos escrever,
—~/3 v v
2'= 2"+ 9 A, (2.4.94)

onde ¢, , 77 , € ¥V , s3o constantes de integracio relacionadas

por,

fv's, ,.72=_4a2(/_mﬂ). (2.4.95)

Para a eq. (2.4.93), tem-se entdc como soluglo,
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Y=+ N lu(n/2), (2.5.96)

sendo X e A, constantes de integracdo. As solucdes (2.4.94) e
(2.4.95). satisfar3o 2 eq. (2.4.92), desde que,

Yi= NV — _é_ ¢’ (2.4.97)

0 objetivo do trabalho aqui relatado, foi o de anali-
sar como o campo de Higgs, com seu mecanismo de quebra esponta-
nea de simetria e consequente criag3o de massa, podia evitar é
quebra de causalidade, ou seja, no caso, a existencia de linhas
tipo-tempo fechadas na meétrica (2.4.49). Da insﬁegéo das duas
solucdes acima, pode-se notar que a québra de causalidade conti-
nua a existir; isto pode ser devido & restric3o de trabalhar no
limite Prasad-Sommerfield ( dm—a> 0 ); A este respeito, o trata-
mento aqui exposto pode ser comparado com agquele desenvolvido pa
ra um campo escalar linear, responsavel pela interagéo de parti-

culas de poeira de um cilindro infinito em rotag%o(gé)

; al tam-
bém a quebra de causalidade n3o pode ser evitada. Quanto ao com
portamento do campo auto-interagahte de Higgs, pode-se notar,
inspecionando cuidadosamente as solugOes, que o mesmo introduz
singularidades no eixo do cilindro, e é responsavel pela densida

(§Zl. Isto po-

de de energia infinita das configuracgdes de campo
de ser confirmado trivialmente, por cdlculo direto das densida=-

des de energia e momentum angular por unidade de comprimento, ou,

dE * ?
. R;. = 27]'_[ 1/-:}, 7% dn, (2.4.98)
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4L ” .
] —‘?}_ - ;m“fo V=g Ty da. (2.4.99)

As duas solugdes tratadas acima, fornecem,

( - 4’77 {Nwz) + et /M/zj (2.&.100)_

) ‘?”J‘Y i, (2.4,101)

é{f 4/7’8’1 (£ 2) 4 2 ol
AL\ _ M/ T 4 (2.4.102)
44 ) A ( ’ Jo:

(,___4/‘{__) = — e Wy, (2.4.103)
df' 2 é

As densidades de momentum angular mostram que se houve
rem singularidades, devido a presenga de massas ou monopolos, e-
las devem estar localizadas.no eixo do cilindro, desde que af as
mesmas nac participam na rotacac. As densidades de energia énh
tretanto, sé s3o finitas na ausdncia do campo de Higgs (C=0 ).
Seria ainda interessante trabalﬁar com configuragbes em que a
condigdo de vdcuo de Higgs estivesse realmente presente e n3o
significasse o desaparecimento do campo de Higgs como a de acima.
£ valido notar o fato de que para a teoria de Yang-Mills~-Higgs
no espago-tempo chato, solugBes cilindricamente simétricas singu
res no eixo, podem ser obtidas a partir de solugBes axialmente
simétricas regulares(gg). No exemplo de espago curve aqui desen
volvido, na aus@ncia do campo de Higgs, escolhendo conveniente-

mente as constantes M », N , teremos solugdes regulares. Isto

n3o é possivel quando o campo de Higgs est3 presente {C#0 ), o
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que confirma que ele € responsavel pela criaco de singularida-
des no eixo. Algb de muito interessante seria trabalhar com uma
solugio nBo-estaciondria para o sistema de Einstein-Yang-Mills-
Higgs, de modo a revelar os estdgios intermediirios no processo

de criagio de singularidades no eixo do cilindro.

2.5 — SOLUCOES CONFORMEMENTE CHATAS COM SIMETRIA ESFERICA

Nesta seégéo tratamos de solugﬁés Eihstein-Yéng—Mills-
Higgs com simetria esférica, em métrica conformemente chata., O
tratamento de configuragdes de calibre em espagos curvos de sime
tria esferica, foi dos primeiros a ser desenvolvido(gg), e é de
grande importancia, dada sua extens3o para problemas cosmoldgi-
cos elementares, onde o conteddo de massa provenha de gquebra es-
pontanea de simetria(ggl. Problemas de cosmologia em nimero ma-
ior de dimensSes podem também ser tratados com os métodos e Ansa
tz apresentados nesta secgado, repetindo-os para &as componentes
dos campos e potenciais nas dimensces extras.

O elemento de linha para uma solug3o estdtica, confor-
memente chata e esfericamente simétrica, pode ser escrito,

d(n) 2
¢ At date irde e g dpt). (2501

ds’=
Os potenciais e campos de Yang-Mills e os isovetores de
Higgs, podem ser dados através dos métodos generalizados de "dedu

¢cdo" de Ansatze(gl); temos,

A= (/¢ ,t)/’i;/, Ax=0. Ag = (k- ()/f]ﬁ;‘, A;‘:((/* K)/e]ﬂw&;i‘;‘)(z.s.z)
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F: = @'/64)’/’2\:/ 5?:&(?/‘5/!)//2\:/- gai _—_-((]'/E/E)ﬂma //l‘;:
oy <l 0/eJsens B2, B (Ve Vsems A5, £i5 =&Y DRE, (2.5.3)

=(Hler) 2 (2.5.4)

A A A
onde J , K , H , sBo fungdes de 2 , e A , 4, » Ay , s8o as

componentes do vetor radial, ou,

/?A_-:(S(mé L'as)o, $¢an 8 f(ﬂ}ﬂ, Cos @ ),

A

Ry = (Cosg (o5, Cos8 Stmnrp,~5610),

/1?,,::: (-5-(4;&}0/ Cos 70, 0) (2.5.5)

As equacGes de Einstein-Yang-Mills-Higgs, como dadas em

(1.3.15) & (1.3.17), s30, para este caso,

26 <26 _2( 24
zaf’..%af..em_.___ J) _.,._.+_f zj

— ke a Vi$), (2.5.6)
_ie 39'%4¢ /\*._&_[”2(7)'? -Z*’k'z 1878y
‘/'&Aézdy(é)) (257)-

et 2adin?d A N = * [e KT g DT
c? /12 /'z
H« //cze“'[_] +hAe i V), (2.5.8).

/!2




/ 2
[/zzé%__)'} _ 2 kﬂ«T______ 0, (2.5.9)
2 1 ¢
¢y sz k({~f ) 0 Kr;/ -0, (2.5.10)
AN o

2 47
.[éwnz@;))]- KAH PR "(4/ CAlH) =0, (2.5.11)
7t

onde a funcdo [{(n) esti relacionada com K , 4 , A, por,
_40,[@—):2 P P (ka— {)2_, sz H
=[x ) A A e ( )/” © (2.5.12)

A constante Gz , aparecendo em (2.5.11), relaciona-se

com o valor esperado de vacuo do campo de Higgs (1.3.14), por,
2 2 o

£ conveniente substituir as eqs. (2.5.6) a (2.5.8) por

combinag¢Bes tais gque n3o enveolvam o potencial V%%) , temos,

-24,2 —-2d i /2
24t g A LK _/’:7—&’—) 7, (2.5.18)
/ —26' 12 _2d 1242
24" 9L z..______( Mé— : (# XY
. %
P4 2, 2
k=), _K_.J, (2.5.15)
n4 nt
2
24! (LY -éff_rs:_ff_ P K
7 €2 n# at At
...._é/_f‘gz . (2.5.16)
A

Devido a complexidade das equa¢bBes acima, tentamos en-
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contrar solugdes n3o-triviais, simplificando-as. Examinando a
estrutura do Ansatz (2.5.2) a (2.5.4), vemos que escolhas no-
triviais a serem feitas s3o: I)K=0 ';II}J‘:: 0 ,k= A , sendo
A uma constante. Com estas restrigﬁeé, as eqs. (2.5.9) a (2.
5.11) e {2.5.14) a {2.5.16) n3o s3o independentes. Particular-
menté, a‘eq. (2;5.15) é seﬁpre identicamente satisfeita, como pode
ser notado das duas éolugSes apresentadas a seguir.
Caso I - K= 0 - monopolo magnético no vécuo. de Higgs.

| A eq. (2.5.9) pode ser integrada diretamente, fornecen

do,

TA)= a + b, (2.5.17)

onde & e & s3o constantes de integracio,

A eq. (2.5.16) torna-se entdo,

C*°)'_ A (a0
A

) 62 /lf (2-5.18)
Apés uma integracdc, tem-se,
26 2
£ = p + y {247) , (2.5.19)

/12

onde /5 € uma constante de integracio e - é /262 .

Usando as eqgs. (2,5.18) e (2.5.19), podemos escrever

para a eq. (2.5.1%),

sy sr 4y H
ST Vs + Y (/H.L)-’ G—ﬂ—-) . (2.5.20)
/1.2
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Procurando obter uma solugdoc tipo Bertotti~Robinson(23’

—1’2&}, fazemos /=0 na eq. (2.5.20), com o que seu lado esquerdo

se anula e temos,
H=Dd (2.5.21)

onde d & uma nova constante de integracio.
A Gnica equacio a ser resolvida ainda e (2.5.11). A-

pés substituir as egs. (2.5.19) e (2.5.21), temos,
N Yi/p3 ae
.__._6.,27; D-—C D):O. (2.5.22)
Uma solu¢Bo ndo-trivial pode ser dada por,

D= +C. (2.5.23)

Pode ser observado que esta solug3o corresponde ac mi-
nimo do potencial de Higgs, eq. (1.3.13), que pode ser escrita

como,

Vi¢) = ;ﬁ—(?‘“?‘éa-ofz)z—— %"(4- (2.5.24)

Assim, temos para a solucdo I, usando a eg. (2.5.13),

)( 1/ C? 2)2 1 4 1 4
= L[ — = —_— = e e(
V4 s y y (2.5.25)
Através de um calculo direto, podemos verificar que
Z%Aﬁ#%ﬁro para esta solugao, o gue significa, quando tomado em

conjunto com a eq. (2.5.25), que as configuragdes de campo aqui
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descritas, est3o no wvécuo de Higgs(gl)

» uma vez gue podemos defi
nir como potencial de Higgs, ¢ primeiro termo do lado direito ds
eq. ( 2.5.24). Neste caso, o tensor energiawmomentum possui tra
¢o nulo e a constante cosmoldogica serda também nula, de acordo
com a interpretagdo usual. No caso geral, tomamos a eq. (2.5.24)
como a definigao do potencial de Higgs. Deste modo, retornando
a0 sistema original de equagBes (2.5.6) a (2.5.11), e substituin

do a soluc3o encontrada acima, temos que as egs. (2.5.6) e (2.5.

7) tornam-se identicas a,

V)
I+ K AN 1+ a’-uM <. (2.5.26)
2¢? yel

A eq. (2.5.8) torna-se,

2
Sy Eéz/\:_(waz)-»%é;o(‘*. (2.5.27)

Estas duas Qltimas equagoes, servem para determinar A
e /N , como fungdes dos parametros conhecidos'é s €, A y O
A solucdo para o 12 caso tratado ( K= 0 ), pode ser finalmente

escrita como(gé),

32")__4 1 Hetewa. K=0

| e e—

ze? pt’

/

T=bn . Az_-f{)o(". (2.5.28)

Uma caracterizagdio local dos campos™elétrico"e"magnéti
co", pode ser feita de uma maneira invariante de calibre, pelo

tensor introduzido em (2.4.46), que pode ser esctito(é&)’
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A
qu/:%\a/gA\/a-——é_/- €abe 52“@/'* ?Zé-Dv 75? .(2.5.29)

onde os<#ﬁ's§o os isovetores unitérios de Higgs.
Calculando as componentes dos campos dados em (2.5.29),
no sistema de tetradas ortonormal(g&},szp , teremos para a ani-

ca componente nao-nula,

E& f(r) da (2.5.30)

o que corresponde a um campo magnético constante, de um monopolo
magnético.

Pode ser notade que esta solug3o € na verdade, abelia-
na, devido a que fazendo K=0, todas as componentes ndo-nulas

A
dos campos é;m’ e 75“ estido alinhadas, ou seja,

b =(T/ea)in  Fap “"—g/ St 0. 2% Fo=(fen) i (2.5.31)

A ndo-comutatividade dos potenciais € apenas aparente,

(95); da for-

1(26),

e pode ser removida por uma transformacao de calibre
ma L/ &J'&ﬂ &df, onde as &a sB0 as matrizes de Paul
Caso II - 7=0 ,Kk=A , com A uma constante - monopolo mag
nético fora do vacuo de Higgs.

As eqgs. (2.5.10) e (2.5.16), fornecem diretamente,

z2d
. e Hi=4- A%, (2.5.32)

24 2 é 2
( ) [ QAZ) K 42,4]) (2.5.33)

N9

de onde, apés substituicdo de (2.5.32) em (2.5.31), teremos por
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uma integracao,

Ay S (-9 (2.5.34)

/lZ

onde as constantes de integragdo /3 e ¢ s3o as mesmas da eq.
(2.5.19). Tomando A=0na eq. (2.5.34), e substituindo na eq. (2
.5.14), sendo H(a) dado por (2.5.32), satisfazé-mo-la identica-

mente, e temos,

—1/2
H= . (2.5.35)

A eq. (2.5.11) pode ser entdo satisfeita se for dado

por,

A2(2eL)) 4+
Q_.Az>A x 2¢?

Comparando (2.5.36) com Y= /</2€?, temos para a cons-

Y=

Ao, Add. (2.5.36)

s

tante A ,

go Gex’=2)) Ao, Adt, (2.5.37)
2(2€ )+ k<)) | |

Observe~-se que esta solugdo n3o corresponde ao minimo

do potencial de Higgs; usando a eq. (2.5.24), temos,

) { (=) A <? 204 4
V@(CF):T [742(26?_))43 —x J St @usase)

Da eq. (2.5.38) e do cdlculo das derivadas covariantes
internas.l)a¢?} Vemos qué as configuracgoes de campo relacionadas

com esta solugdc n3c estdio no vécuo de Higgs para A# 0 , uma



=136~

vez que ent3o \D/\ f?}éo . A exemplo do que foi feito em relacio
a solugdo anterior, podemos agora voltar as egs. (2.5.6) a {2.5.
11) para determinar a constante cosmologica como uma fungdo dos
parametros conhecidos. As egs. (2.5.6) e (2.5.7), apds substi-
tui§5o desta Ultima solucBo, tornam-se novamente identicas, e te

mos,

AA A4 2
/+E.é...z(4 —A)A =+ A% 4 zéz(l-f! )(_Z_._.x ) (‘2..5.397),..

A eq. (2.5.8) torna-se agora,

—-4+z€2((-—-/4 \)/\— 1+ A* + (,/ A?)(Z_»<) (2. 540)

As duas Gltimas equagles, determinam trivialmente a
constante cosmoldgica A . Podemos escrever para a forma final
da segunda solugdo,

ph A ) per o2 k=,
2e? At ‘ I

J=o /k;-_._z/_/\xz, (2.5.41)

onde A & dada pela eq. (2.5.37).

Podemos proceder ao calculo dos campos "elétrico" e
“magnético" no sistema de tetradas ortonormal, usando o tensor

(2.5.29); temos para a Unica componente n3o-nula,

@) ) 2 €
5/3 = £5fp = —— ————, (2.5.42)
f(e;a k(1—A?) |

”
o que € novamente o campo de um monopolo magnético.
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Resta caracterizar a estrutura dos dois tipos de
configuracoes dadas acima, assim como expressar a energia das
mesmas e o campo gravitacional por elas criado. Antes de mais
nada, & gconveniente observar que as duas solugOes sdo identicas
para A= (0 ( o(2= Z/é }, uma vez que as componentes dos poten-
ciais podem ser'relacioﬁadas por uma transformacdo de calibre,
ou,

0 = A“(Zn “(I) D@ » (2.5.43)

onde 0s ?dk sd0 0s parémetros da transformacao de calibre.
A
Substituindo em (2.5.43) os potenciais At das solucbes

encontradas, teremos,

b Na b
?/‘A-—V’/t +6€6C_€__/1Af 4(2.5.1#;)

A transformacBo de calibre que satisfaz a (2.5.4%),

de ser dada por,

?" = t_f..//z‘f”, (2.5.45)

A energia das configuracdes de calibre pode ser calcu~

lada de,
Fe f,/q 7% dado dyp . (2.5.46)

Para as duas solugGes tratadas acima, temos,

D ar ) )4 (2.5.47)
E-(,.-:::.....e_2 ‘/*—-2-:-6—-2 Z }
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o) 27 4, ) )3 2 / _
£ = [1- A + 2o (1= A7) (1=« 4)]7?-0—- (2.5.48)

Deve ser observado que a escolha de um valor particu-
lar para o valor esperado de vacuc do campo de Higgs; ou seja,
p(2=:2/x s coioca a 2a solug3o também no vacuo de Miggs, desde
que se defina como potencial de Higgs, o primeiro termo do lado
direite da eq. (2.5.24). A 2a sclug3o transforma-se assim na la.
A solucdo I é vista sef entdo um case particular abeliano da so-
lugBic II. De acorde com a eq. (2.5.37), a cada valor esperado
de vécuo do campo de Higgs, existe associado um valor de A que
corresponde a uma solugdo tipo II. |

Nas integragSes que conduziram as egs. (2.5.47) e (2.5
48), foram introduzidas cascas esféricas‘de raios Ao e X, , res-
pectivamente, onde se considera que as cargas magnéticas estejam
distribufdas de medo uniforme. Estes raios s3o considerados ser
da ordem do comprimente de Planck(lg’gg}.

0 critério de positividade para a densidade de energia,
Ttx >/O s, fornece um limite superior para a constante de aco-

plamento do campo de Higgs, ou,
RO (2.5.49)

Para as componentes do tensor de Riemann, calculadas

no sistema de tetradas ortonormsl, temos,

/\) A~ 'lr) A 262
6-2,{»/1. = R(@,sar = — m : (2.5.50)

As componentes correspondentes a solucdo I, devem ser

conseguidas fazendo A= 0 na eq. (2.5.50), como foi observado aci-
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ma, em relagdo a correspondéncia de solucgBes. As eqs. (2.5.42)
e (2.5.50), carécterizam as“configuragﬁes de campo de monopolo
magnético aqui encontradas.

Notemos finalmente, que a despeito da introdug3o de u-
ma casca esférica ﬁ% y © que foi apresentado acima, foi uma sg
lugdo que descreve configura¢@es que n3o est3o no vacuo de Higgs.
£ vdlido enfatizar que a considerag3c do campo gravitacional, no
estudo de solugBes das teorias de calibre, conduz a ndo permitir
a extensdo de afirmagfes usualmente feitas sobre finitude de e-
nergia, estrutura de singularidades, etc.., das configuragdes de
calibre no espago chato. A solugdo II encontrada acima, possui
energia finita, é tipicamente nZo-abeliana, e n3o esta no vacuo

de Higgs.



CAPITULO 3

COMENTARIOS E PERSPECTIVAS DE TRABALHO

0 trabalho descrito nas paginas anteriores, envolveu
em linhas gerais, técnicas de campos de calibre e alguns concej-
tos relacionados a validade da teoria "relatividade geral” de
Einstein, Damos é seguir algumas observagoes feitas sobre sec-
¢des escolhidas, assim como sugestdes possiveis de trabalho na é

red.

3.1 -~ "ANALCGIAS" ENTRE OS CAMPOS DE CALIBRE £ O CAMPO GRAVITA-
CIONAL |

£ comum encontrar autores citando e mesmo enfatizando
pretensas énalogias entre os campos gravitacional e de calibre.
Isto parece ser tipico entre os que cuidam da perfeicdo externa,
ou aparencia das teorias em exposicdes que pretendem ser didati-
cas, sem terem tido qualquer contacto com os problemas praticos
que surgem na aplicagdc das mesmas e que envolvem dificuldades
conceituais consideraveis. Examinemos a t{tuloc de exemplo, a es-
trutura das ndo-linearidades na teoria de gravitacao de Einstein,
e na teoria de Yang-Mills. Ra primeira, podemos fazer uma apro-
ximag3o de "campo fraco", ou seja, ?M‘/:a?,,w-f.ﬁf,\y, onde ’%«vé a mé
trica de Minkowski e AMV considerado pequeno, para muitos proble

mas importantes que ao primeirc exame ndoc parecem permitf-la. Co
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mo exemplo, citemos que a expans3o mencionada € possivel na vizi
nhanga de dois buracos negros de massas arbitrarias,
desde que sua separagac seja maior (em unidades C= 4 ,f«-_—_i )

que qualquer das massas(gl)

y ainda gue na vizinhanga imediata de
cada buraco negro, a expans3o n3o seja vdlida. Isto € devido 3
propria estrutura da teoria de gravitaglo de Einstein, uma vez

- o - * K ﬁ
que aqui as nao-linearidades provem de termos como 4:/,./2;- ,
que contém produtos de derivadas primeiras do tensor métrico a-
dimensional ?Mv , @ assim, se amortecem rapidamente. No caso do

campo de Yang-Mills, as n3o-linearidades n3do envolvem produtos

de derivadas primeiras, e sao da forma,

4
fabc AbﬂA:IM K fabc fcde AA/AAM A:' (3.1.1)

Suponhamos que os potenciais /L: » possuem o comporta-
mento ( ’///ZM )f, ondew & um.n® positivo e fA a coordenada radial;
vemos que para/m=.4, os termos nao-lineares possuem a mesma or-
dem de grandeza dos termos lineares na equagdo de campo, nao im-
portando a dist3ncia em que os mesmos s3o calculados. Lembremos
que {(41/2 ) ¢ a dependéncia dos potenciais em algumas solugdes
apresentadas no capitulo 2. Estas constituem portanto, casos em
gue ndo e permitido fazer qualquer aproximag¢io de campo fraco, em
"analogia®ao tratamento das equacgoes de Einstein. Ao falarmos de
analogias'entre essas teorias, é necessario ent3o ter em conta es
sas observacgoes.

A teoria de gravitagio de Einstein pode ser reformuls-
da como uma teoria de calibre, mas de um tipo especial. O grupo

de simetria € o das translacBes infinitesimais das coordenadas.
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Quando sé consideramos translagdes constantes, o grupo é abelia-
no, mas tornpar-se-a automaticamente n3o-abeliano, quande as
translagbes dependerem das coordenadas, ou seja, quando forem lo
cais. Nas teorias de calibre tipo Yang-Mills, se partimoé de um
grupo abeliano para grupo de simetria, apos considerar as trans-
formagdes de calibre como locais, o grupo continua a ser abelia-
no. Assim, devemos partir de um grupo mdo-abeliano, de modo a
construir uma teoria de calibre n3o-abeliano. Embora isto possa
parecer evidente para teorias do tipo Yang-Mills, n3o o é absolu

tamente para a teoria de Einstein.

3.2 = 0 PROBLEMA DE FIXACAO DE CALIBRE E AS IDENTIDADES DE BIAN-
CHI |
Um outro ponto que sempre carece de explanagao sufici=-

ente, é o de fixag3o de calibre para teorias que contém grupos
de simetria, como as de Yang-Mills ou a de Einstein. De modo a
apresentar tal problema, iremos rever certos desenvolvimentos do
1¢ capitulo.

| Para uma teoria Yang-Mills com grupo de simetria com-

pacto e semi-~simples G, a ag3o pode ser escrita,

Sym = -4 f& (B F™) 42, a2

v
onde /gj(f;V'/DMN>=é;3:fa: é o traco tomado em relacdo ao produto

de matrizes da representacio escolhida de G, com 6;w=:/4v¢u -
' [4 :’ A 4:7’ et Variando a acdo
—Aﬁ/V—mAE /A,Av’ ’ = oy Coee o ~1a3 a ag¢

(3.2.1) em relacdo a /Lw , teremos para as equagoes de campo,
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;&M /[‘le/ . ’,.M‘/h M\/
- o e 6 A j/_ =-"DVF-= 0 (3-2.2)
Sh (v e (Ao £ /

onde D, éa derivada covariante interna introduzida em (1.1.69).

As condigdes de calibre a serem impostas, como novas e
quag¢des, aumentam o nimerc de equagoes a serem satisfeitas pelas
possiveis configuracdes dos campos, o que induz a afirmar que es

(Qﬁ). £ evidente que

tas equacdes nao serdo todas independentes
o que se entende por condigdc de fixagdo de calibre, é uma res-

tric3c imposta na evolucido das configuragdes de campo, e portan-
to, imposta diretamente na lagrangiana da teoria, e nd3o uma sim-
ples escolha de condigdes a serem satisfeitas por potenciais ou

campos, uma vez ja deduzidas as equagdes como em (3.2.2). Um e-
xemplo especifico pode eluciddr mais as afirmagﬁeé acima. Consi
deremos as componentes dos potenciais/g:, no sistema do cone de

qu,t4+ s A- ’ A,; ,L:i, 2 , onde Ai--—— AaiA; , impondo na

lagrangiana,

. A, =0, (3.2.3)

o que sempre pode ser obtido de uma transformacdo de calibre ade
quada.

Segue-se que nac podemos escrever diretamente todas as
eqs. (3.2.2), uma vez que ndo definimos a variagdo em relacg3do a
,4+ devidd a (3.2.3). No entanto, pode-se demonstrar que as
outras equacoes ou o‘SyM/JA "..—_O/»/ctz_,/d , tomadas em conjunto
com as identidades de Bianchi da teoria, expressas porJQAZLfZQ{,

permitem escrever,

i 2 (JS,M/J/L.)j = 0. (3.2.4)

Apeo
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E no sentido da eq. (3.2.4) que podemos compreender o
processo de variagdo em relagio a 44; , € mostrar que o mesmo es
td relacionado com as condicBes iniciais e de contorno presentes
na teoria. Note-se que se tals condic¢des forem especificadas,
podemos definir um operador nEo-local,@a+)_i » tal que sua agdo

em uma funcio arbitraria f(x*), é dada por(gg)’

+o0
(9+)'3f(x*)-_- %/ € (a*—mp?) L(447) d,f, (3.2.5)

Assim, 0 problema de recobrar a equagdo J/SyM/JA-;: 0, estd as-
sociado com.a possibilidade de definigdo do operador(?+)-4, ou
seja, de especificar as condi¢des de contorno.

Qualquer escolha de calibre feita, deve poder ser obti
da de uéa transformag3o de calibre realizada em uma configuragdo
dada. Como é conbecide (eq. (1.3.6)), os potenciais transformam

se Ccomo,
Shn e Dot = G i€ (A, 47, (3.2.6)

onde qé é um isovetor infinitesimal arbitrario, parametro da
transformacdo. A variagio em relacado a £L~na acde {(3.2.1), pro-

duz,

ESmn (T2 F(Fhry sie FAn, A)) A% 027

Substituindo em (3.2.7) a transformacio genérica (3.2.
6), integrando por partes e usando a propriedade ciclica do tra-

co, teremos,

Jéfﬂ/f =‘f72 (wpv/[ﬂ‘/'/afg>6{ﬂ€ . (3.2.8)
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Podemos aqui substitulr a segunda igualdade em (3.2.6),
integrar por partes, € usar novamente a propriedade ciclica do

trago no termo que contém o comutador, obtendo,

§Sym <[ T (= om Do F7 4 4 are (A LD FY) ) d4

fﬁ(ﬁﬂﬁvFMY%)J*z - (3.2.9)

Da arbitrariedade de qé , © da invariancia por trans

formacB®es de calibre como (3.2.6), segue-se,

«.D KSM =—\D/«A \DV /[/M,= a, (3.2.10)

A,
que corresponde a identidade de Bianchi da teoria.

Podemos agora analisar a imposig¢3o de calibre.A;::O .
Desde que todas as equagseség;wfﬂf/%i %;l:w—,ﬁ- , sdo validas,
teremos de (3.2.10),

ﬂ,ﬁi{f":ﬁj = O 55ymj : (3.2.11)
74, 79

At=0
A ac3o pode ent3o ser escrita em termos dos modos fisi
cos transversos A}',J:J}Z, usando o operador (3.2.5), uma vez
discutidas as condigdes de contorno necessarias.
© mesmo procedimento pode ser seguido no caso da teo-

ria de gravita¢do de Einstein, com agdo,

JZ ff_} gf"‘“/?,\, d4x . (3.2.12)

A acdo (3.2.12) deve ser invarlante por transformagdes
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de coordenadas tais como (2.2.32). As transformagdes correspon-

dentes no tensor métrico g,m/, escrevem—-se,

J?Mv’:‘-—ﬁg ?MV = gmlfV—f-' fyﬂ//x, (3.2.13)

onde g;.séo vetores de Killing arbitrdrios, caracterizando as
classes de isometrias.
Variando a ag3o 5;. em relac3o a ?my', usando a expres

sdo de A;aV , (1.4.73), teremos, apds integragc3o por partes e u-

50 de f@:-i-ﬁ};wt’}ﬂv
. £Se = — E{Z fc/-—? @‘“"!«;W A4e (3.2.14)

onde 6L KL 4R
Substituindo a eq. (3.2.13) em (3.2.14), teremos,

5% =~ _k/— f‘/:-? G vy — [t ?«)4"&. (3.2.15)

mv .
Integrando por partes e tendo em conta que(; & um tensor simé-

trico, temos,

f56 = 4 Jl(73 6 Vs 5 615 40,

()

—Z'/-f@ Vv G dte (3.2.16)

Usando a arbitrariedade de{i@., podemos escrever as i-

dentidades de Bianchi contraidas para esta teoria, ou,

"4
M”V — 0. (3.2.17)
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Note-se de passagem, comparando as eqs. (3.2.6) e (3.2
.13}, assim como (3.2.9) e (3.2.16), a origem da express3o "ve-
tor de Killing interno", usada nos'dois capitulos anteriores pa-
- . d’
ra isovetores como 75 .
A imposig3o de condigbGes de calibre sobre as componen=
tes do tensor métrico ?MY, no caso de calibre do cone de luz,

costuma ser,

?-ﬂ.‘ =0 ?-{-4. =0 %.{-...-—- 270; A=12, (3.2.18)
onde ¥ & uma fung3o arbitrdria, Em geral podemos impor D con-
dicBes em uma teoria de gravitagdo tipo Einstein em D dimensdes.
A quarta condigioc imposta em (3.2.18), € adicional, as primeiras
trés sendo geralmente usadas para imbor o calibre do cone de luz.
A fung§o~p & ent3o escolhida para integrar convenientemente as
equacdes de vinculo, apds aplicac3o de operadores tais como (3.2
.5). 0 desenvolvimento subsequente deste assunto, é bastante co

(22,;99). A ac3o final da teoria & escrita em termos dos

nhecido
campos fisicos, correspondendo aos 2 graus de liberdade do gravi
ton(igg*£g;j. Un preco geralmente pago € que esta agdo final
contém termos n3o-locais, devido ao uso dos operadores (3.2.5),

na eliminag¢do dos campos ndo-fisicos.

Substituindo nas identidades de Bianchi, todas as equa
coes de campo correspondentes a componentes de %quue nao estdo
prefixadas em (3.2.18), assim como as prdprias condig¢Ges (3.2.18),
o resultado que se segue & que sempre podemos tomar os dados ini
ciais em superficies nulasg como :ft:g . 0 uso de superficies nu

(102)

1as para especificaclo dos dados iniciais , é motivado pelo
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fato de que nem sempre podemos contar com superficies tipo espa-

¢o (space-like) sem singularidades(gg-lgg).

0 problema de valor inicial pode ser esquematizado(lgi)

a partir das identidades {3.2.17), escrevendo-as na forma,

A

+
6, =G _ GN//’,Cﬂ ﬁﬂﬂ/}:. (3.2.19)

Note-se que o lado direito da dltima equagle n3o con-
< . . - + .
tém derivadas terceiras da métrica em relag3o a A , e assim,
~tm as
no lado esquerdo, (> n3o pode conter derivadas segundas da

métrica em relacgdo a .x*'. Desta forma, as equagdes,

G"= b T, (3.2.20)

correspondentes as componentes escolhidas em (3.2,18)}, podem ser
usadas como as e#uagﬁes de valor inicial ou equagdes de vinculo
dos 12 valores iniciais ?WQS , g¢tyyf,/£19:u_,g , tomados so-
bre a superficie =0 .

0 fato de que possamos escolher 4 condigdes como as da-
das em (3.2.18), pode também ser constatado, considerando a deri-

. + ~
vada em relacaoc a X das equagoes de vinculo,ou,

+ +
G = b T ”‘74— . (3.2.21)

Note-se que estas equagdes s&o independentes das que
foram dadas em (3.2.20), uma vez que também podemos especificar
7_+/?.+ sobre a supeff{cie, independentemente dos vinculos ja
considerados. Temos ent3o entre as 12 condigdes de valor inici-

al,%ﬁ(} , C}y&(}H‘ , 8 equagdes de vinculo, (3.2.20) e (3.2.21),
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sendo que termos da forma %CLGI-I-H emA(3.2.21)‘,A sdo eliminados
com o uso das equagdes dinamicas 6;”‘%: & 71th Daqui segue-
se entdo a possibilidade de escolha de & condi¢des como (3.2.18),
que podem ser interpretadas como originarias de dois campos e de
suas primeiras derivadas em relag3o a z*’, correspondendo acs 2
graus fisicos de liberdade do campo gravitacional.

0 estudo do problema de valor inicial para teorias com
grupos de calibre, pode ser continuado em teorias modernas de Ka
luza-Klein e de Supergravidade(lg&). Particularmente importante
é a especificac3o de condicBes de calibre em superficies caracte
risticas de um espago riemannianc de dimens3o {mpar, como isto
conduz a estudar a propagacac e estrutura de caracteristicas em
tais espagos(lgé), que é de grande valor na ldentificac¢do dos mg

dos fisicos, e na construcdo de lagrangianas finitas em todas as

ordens de perturbagdo.

3.3 - TEORIAS KALUZA-KLEIN E VALIDADE DA TEORIA CLASSICA DE EINS
TEIN COMO TEOPIA COSMOLGGICA. O PROGRAMA DE UNIFICAGAC GEOMETRI
CA

A teoria de Einsteln tem resistido a todos os testes
cléssicos e semi-cldssicos, assim como tem fornecido previsdes
que concordam extraordinariamente com as experiéncias desenvolvi

das nas Ultimas décadas(lgé).

Os testes mencionados ou previ-

o . d

sOes verificadas sempre se referem a estrutura de grande escalsa
do universo; severas modificacles s3o esperadas na construcdo de

uma teoria valida em escalas da ordem do comprimento de Planck.
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Na sec¢do (2.5) desta monografia, para que se obtivessem energi-
as finitas das‘configuragaes de campo, foram introduzidos raios
/20 e Ko , considerados ser da ordem do comprimento de Planck.
Uma das esperangas que se cultivavam ao trabalhar com campos de
Higgs, era que na presenga dos mesmos obter—se-iasm configuragdes

"(géi de consi

nao singulares, sem apelar para o "Deus ex Machina
derar a teoria como valida exclusivamente para regides de ordem
superior a 10‘33cm. Assim encerrava~se toda e qualquer discus-
s3o, falando da inaplicabilidade da teoria de Einstein em regi-
Bes ultramicroscopicas. Teorias originais de Kaluza e Klein, no
dnico contexto de resolucBo de equagdes de Einstein em numero
msior de dimensSes, em nada contribuem para modificar esta situg
¢do, uma vez que persistem os problemas de quebra de causalidade,
nZo definiclo do simal de energia, estrutura de singularidades,
etc.. , existentes em versBes quadridimensionais, isto sem men=-
cicnar severos problemas de renormalizagdo, de qualquer maneira
importantes nas escalas de comprimento em que se pretende esten-
der a teoria de Einstein, ou quaisquer ocutras dela derivadas(lgzg
Uma ressalva deve ser feita com relagdo ao problema de
definic3o do sinal de energia, que fol resoclvido no contexto de

gravitagd@o euclidiana quadridimensional(lgg’lgg’llg), assim como

usando idéias da teoria ¢ldssica de supergravidade(lgl’ill).
£ interessante conduzir a discussdo de teorias cosmolg
gicas de nimero maior de dimensSes, sem tomar em considerac8oc as

(112)_ As propriedades topoldgicas da varie

equagdes de Einstein
dade riemanniana escolhida, podem nos fazer analisar e conhecer
a estrutura de singularidades, assim como possiveis quebras de
causalidade em regiSes do universo acessiveis a experimentac3o

fisica.
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Em um contexto diferente, algo que poderia constituir
um exercicio interessante, seria a procura de modelos em que &8s
quebras de causalidade se dessem nas regides ultramicroscdpicas
referidas acima, assim como testar modelos de (£+N ) dimensBes
como candidatos @ representar eras cosmolégicas proximas & atual.
Uma sugest3o para iniciar, é o modelo (4£+ 2 )} com campos de

Yang-Mills e Higgs, e dado pelos Ansatze,

a/(s...-a/l‘-{- /?3(1‘)(4{/1 £ 28 A senle dy?)

4
+ (8 (A% seim d ), (3.3.1)

A '
_A:E ](16)/?,1“ , A:\: 0 y A?.—: K(f)/L;,r A?a.—:i(t) g.(uﬁ‘//l‘;:

A:= M({,) /?ga , ;4;..—: N(i')g%"ﬂ”? ;(\4?’; (3»302)

L4

$= HE) A (3.3.3)

A Pl ’
onde 4, , Ny , e ,ﬂf » S80 0s vetores unitarios dados em (2.5.
A ~ , A A ~
5), e g /LV , 05 andlogos de,df » Ny , para as dimensOes
extras.

A ac3o da teoria € dada por,

S f@ [Jz(& 2A)- 4 Fas w—-—DA%JH t,(3.3.4)

onde A ,8=0,4,2,34 5.
£ evidente que o modelo esquematizado acima, correspop

de a modificacBes na teoria Kaluza-Klein original, pois conside-
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ra a presenga de outros campos na era cosmolégica a ser descrita,
de natureza diferente da do campo gravitacional e com ele intera
gindo. Isto n3o constituiria dificuldade séria de intérpretagéo,
em termos da evolucl3o do universo, uma vez que sempre poderfamos
tentar caracterizar cada era cosmolégica com o tipo predominante
de particulas nela existente e seus campos associados, escreven-
do uma acao correspondente que contenha todos esses campos, como
foi feito em (3.3.4). O problema com esse programa & que as dd-
vidas de interpreta¢do com relag¢Bo as regides ultramicroscopicas
referidas anteriormente, persistem.d £ conhecido o fato gue teo-
rias Kaluza-Klein na forma em que foram formuladas, nao introdu~
zem e nem explicem o surgimento de campos spinoriais, e portanto
n3o podem explicar interagdes na matéria na ordem de dist3ncias
do comprimento de Planck, onde se supde ser a matéria spinorial
preponderante. Consci®ncia explicita de tais dificuldades, leva
a reformular o programé de Kaluza~Klein-Rainich de unificagdo
geométrica de forma a introduzir e-explicar a presenga de fermi-

(113}. Consideragao de solugbes exatas e suas im

ons No universo
plicagoes cosmolégicas, para teorias de supergravidade, fundamen
talmente a teoria N=8, sdo candidatas a melhor descricdo fisica
dos processos fundamentais em todas as éscalas de comprimento na
era cosmoldégica presente. Sabemos que supergravidade n3c tem
problemas na definigdo do sinal de energia, sabemos que ela é
mais finita que a teoria de Einstein; resta demonstrar que ela é
completamente finita, e que pode fornecer uma solug3o aos proble
mas da existencia de singularidades e da quebra de causalidade,
encontrados ﬁa teoria de gravitacdo de Einstein, Esta Gltima re

s, . P
vela~se sem duvida a melhor teoria na descrigdo de larga escala

do estado atual do universo; extrapolagbes da mesms para regiag§
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ul tramicroscopicas é gue quase sempre sio erroneas.

Do ponto de vista de evolugao da pafte do universo em
que vivemos, é razoavel que possamos chegar a eras em gque a teo-
ria de Einstein seja ainda melhor na descrigdo de sua estrutura,
e satisfaca todos os testes a ela impostos com ainda malor preci
s30. Podemos também estar evoluindo para situagdes em que a teg
ria comece apresentando suas primeiras discordancias graves, meg
mo nos testes elementares classicos., De qualqﬁer modo, dado o
intervalec de tempo cosmolégico em que a teoria de Einstein pode
ser considerada valida, e seguramente estamos vivendo dentro da
melhor parte deste intervalo, é necessario procurar teorias que
descrevam o comportamento da matéria em regiSes ultramicroscopi-
cas, que sejam mais finitas que a teoria de Einstein, que sejam
curadas dos problemas acima referidos, a ela inerentes, que for-
necam explicagGes t3c concludentes para problemas de grande esca
la como ela o faz, e que sejam tao belas e cientificamente exci-
tantes como ela é, Teorias de supergravidade ou Kaluza-Klein mg
dificadas de forma a incluir fermions saoc as melhores candidatas
de que dispomos para preencher essas condigGes, e ao que tudo in

dica, devem ocupar pesquisadores até o fim do século.

0 conteddo das paginas 151 e 153, no que concerne ao uso de teori
as generalizadas de calibre para resolver problemas fundamentais de existen—
cia de singularidades, quebra de causalidade e descrigao de fermions (qui-

rais) € ainda especulativo.
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