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RESUMO

Apresentam-se, nesta tese, calculos perturbativos com o loop de
Wilson (LW). O metodo de regularizacao empregado foi o da regularizagao di
mensional. Neste contexto, dedicamos especial atencao ao problema das diver
géncias presentes na expansao perturbativa do LW em segunda e quarta ordens,
em tres e quatro dimensoes. Mostramos como o residuo no polo, em 4D, da soma
das contribuicoes dos graficos presentes na quarta ordem contribui para a re
normalizagEO da carga. Calculamos também, a expressao exata do LW, em segun
da ordem, mnas teorias de gauge 3D com massa topologica, bem como o comporta

mento assintdtico do mesmo para pequenas e grandes distancias.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Por mais de um quarto de seculo, a teoria da interacao entre elétrons
e fotons, a Eletrodinamica Quantica, tem sido o modelo para uma teoria con

sistente das particulas elementares. Recentemente, uma nova teoria, a eletro

2
fraca de Salam—WeJ'_nbe}rg,Ll:|

, parece atingir um grau de consistencia proximo ao
da Eletrodinamica Quantica. Como se sabe, esta e a teoria unificada das inte
racoes fracas e eletromagneticas, na qual campos vetoriais desem
penham um papel fundamental.Em.ambos os casos, temos uma teoria quantica de
campos, relativista, na qual a probabilidade de ocorréencia de quaisquer pro
cessos fisicos supoe-se poder ser, baseada no principio de minima acao com um
lagrangiano para os campos em interacdo o qual & construido por analogia com
a teoria classica. O método de calculo & a teoria de perturbacao, uma  expan

sao em potencias da constante de acoplamento.

Apesar de varias tentativas, ndo fol possivel construir uma teoria
para os hadrons com base no esquema acima descrito. A razao disto nao reside
no fato de que a constante de acoplamento que determina a intensidade da inte
racio entre os hadrons seja grande, comparada as demals interacoes, fazendo
com que a teoria de perturbacao seja inaplicavel, nem mesmo no fato de que as
tecnicas de renormalizacdo e soma das series perturbativas para constantes de
acoplamento grandes sejam de validade duvidosa. A dificuldade principal tem
origem no fato de que nao é possivel formular a estrutura teorica basica por
analogia com o caso anterior e determinar os campos fundamentais e o seu la
grangiano de interacdo em termos locais. Em Eletrodinamica, a matéria consis
te de elétrons pontuais e campos fotonicos, sem massa, de longo alcance, e,
portanto, capazes de ser estudados através de métodos macroscopicos. Estas ca
racteristicas, que possibilitaram a construcdo das teorias classica e quanti
ca do eletromagnetismo, ndo ocorrem na fisica dos hadrons. Ja ha algum tempo

. ]
as experiéncias demonstraram que os hadrons possuem estrutura interna e por

tanto, nao podem ser considerados como pontuais. Assim, dificilmente se pode

ria esperar encontrar um formalismo lagrangiano local neste caso.



- . * 3 - .
No inicio dos anos 60, Gell-Mann, Ne'eman eZwe1g[J classificaram os

hadrons com base no grupo de simetria interna SU(3), o que levou ao concei
to de quarks. No final da mesma decada, Salam e Weinberg lancaram os funda
mentos da teoria unificada das interacoes fraca e eletromagnetica. Esta,
bem como a eletrodinamica, fazem parte de um conjunto de teorias conhecidas
como teorias de calibre., Logo a seguir, alguns teoricos lancaram a ideéia
de que eventualmente uma teoria das interacoes fortes poderia ser obtida
misturando-se no mesmo caldeirdao o modelo de quarks, as teorias de calibre
(Yang-Mills) e a Eletrodinamica Quantica *1  Esta teoria foi batizada por Gell

—Mann com o nome de Cromodinamica Quantica (Quantum Cromodynamics-QCD).

Na QCD, os hadrons sao vistos como objetos extensos consistindo
de dois tipos de matéria: um pequeno numero de particulas fundamentais, os
quarks, os quais possuem numeros quanticos como carga, estranheza, sabor e
cor e os gluons, campos vetoriais coloridos que permeiam as interacoes en
tre os quarks. De forma diferente da eletrodinamica, em que o campo elét;i
co atua somente sobre a dinamica da carga eletrica, sem alterar o seu sinal
ou a sua magnitude, na QCD, o campo de cor atua, nao s6 sobre a dinamica
dos quarks, como também no sentido de alterar a sua cor, ja que ele proprio
é colorido. Esta generalizacdo a partir da Eletrodinamica (teoria abeliana)
foi formulada matematicamente por Yang e Mills[s:| com a introducao dos campos
de calibre ndo abelianos. A renormalizabilidade das teorias de Gauge ( cali

[¢]

bre) foi demonstrada por t'Hooft,Fadeev e Popov- -.Embora ate o presente mo
mento nenhuma experiéncia tenha inferido taxativamente sobre a existencia
dos quarks livres, quanto aos gluons, a observacao de eventos com tres Ja
tos nas colisoes y-N parecem confirmar a existencia dos mesmos. Um dos argu
mentos mais razoaveis para explicar o porque da nao observagao de estados
de quarks livres pode estar no fato de que, diferentemente dos fotons, 0s
glions interagem uns com os outros e, devido a interacao, o campo gluonico

nao se dissipa pelo espago, ao contrario do campo eletrico, podendo concen

trar-se dentro de estreitos tubos que se ligam as fontes dos campos: os



quarks. Se isto acontece, e possivel mostrar que a energia de ligacdo de um
sistema de dois corpos cresce linearmente com a separacao. Neste caso, nenhu
ma forga externa, por maior que fosse, seria capaz de retirar um quark indi
vidual de dentro de um meson, por exemplo. Antes disto, haveria a criacdo de
um ou mais pares de quark-antiquark,induzindo a formacao de outros mesons.Tal
como os quarks, os gluons possuem carga de cor e e de se esperar que, pelas
mesmas razoes, gluons livres nao possam se irradiar no espaco. Ao mecanismo

[7]

acima descrito foili dado o nome de confinamento .

Paralelamente ao surgimento do modelo de quarks, tentou-se abordar
o problema dos hadrons (interacoes fortes) atraves do formalismo da matriz
S. Considera-se, neste caso, que cada processo envolvendo interagoes entre
particulas e descrito por alguma amplitude de probabilidade. Estas amplitudes
estao relacionadas aos elementos de matriz da chamada Matriz de Espalhamento
(S-Matriz), um operador unitario no espaco dos estados caracterizado por um
conjunto de particulas livres possuindo momenta definidos. Cada amplitude e
uma funcdo de variaveis cinematicas do processo, os momenta e spins das parti
culas em interac@o e das particulas produzidas como resultado da mesma. Mesmo
quando nao e possivel construir uma teoria completa que possa ser usada para
calcular as amplitudes, & possivel, pelo menos, tentar encontrar algumas pro
priedades gerais das amplitudes, como elementos de uma matriz S geral. A abor
dagem da teoria dos hadrons pelo metodo da matriz S pode entao ser resumida
como sendo a formulacao de leis gerais para a construcdo das amplitudes e a
analise de suas aplicacdes aos processos especificos. Os principios geralmen
te aceitos da teoria sao os seguintes: homogeneidade e isotropia do espago -
- tempo quadrimensional, conservacdo da probabilidade (ou unitariedade), cau

salidade e simetria cruzada.

Historicamente, a primeira abordagem ao problema dos hadrons data da
época da descoberta da existencia das interacoes fortes e faz uso da ideia

de que os hadrons interagem atraves da troca de um quantum de um de



terminado campo. No dominio relativistico, a altas energias, a descricdo origi
nal da interacao entre hadrons atraves do mecanismo de troca de particulas ain
da e mantida com a diferenca de que agora as particulas trocadas correspondem
a polos no plano do momento angular complexo, particulas estas que ficaram co
nhecidas como reggeons, em homenagem ao fisico italiano Tullio Regge. Dentro
desta abordagem dos polos de Regge, surgiu a classificacao dos hadrons em ter
mos dos graficos de Chew-Frautschi, na qual barions e mésons assentam-se sobre
] . .
trajetorias bem definidas*-- .Por outro lado, ainda no dominio relativistico, uma
segunda abordagem ao problema dos hadrons, a baixas e médias energias, tambeém
fornecia bons resultados. Esta abordagem partia do fato de que, nesta faixa de
energia, a interacio entre os hadrons tem uma grande probabilidade de induzir

a formacao de estados intermediarios meta-estaveis, ou, como sao mais conheci

dos, ressonancias

Os estudiosos do formalismo da matriz S, ao calcularem as amplitu
des de interacdo, descobriram que os reggeons constituiam a continuacdo anali
tica das ressonancias no canal cruzado. Esta descoberta sugeria que as duas a
bordagens anteriores, ao inves de serem complementares, como se pensava ate en
tio, na verdade possuiam um carater dinamico comum. Este fato levou a hipotese
da dualidade reggeon — ressonmancia, ou seja, seria possivel construir-se um mo
delo que fornecesse uma boa descricao em toda faixa de energia baseado no capé
ter dinamico comum dos reggeons e das ressonancias? Fosse qual fosse este mode
lo, ele deveria assentar-se sobre a ideia de que as amplitudes de interacao
possuem somente singularidades do tipo polo e satisfazer os principios gerais
do formalismo da matriz S. Esta condigdo, de partida, exige um numero infinito
de polos, ou, equivalentemente, o modelo requer um espectro infinito de res
sonancias. O modelo deveria ser construido de tal forma que, a altas energias,
a superposicao de um grande numero de polos induzisse a troca de reggeons, ao
passo que, a baixas energias, a soma da contribuicao de alguns polos dessem o

. ‘ 9 . -
rigem ao comportamentoressonante(kaenerglalj].()prlmﬂlro modelo dual, para par



[10]

ticulas escalares, foi apresentado em 1968 por Veneziano e ficou conhecido pe
lo nome do autor. Este modelo satisfazia as condigoes gerais da matriz S com
excecao da condicao de unitariedade que so era satisfeita mna aproximacao em
que os estados intermediarios, exceto os de uma particula, eram desprezados.
0 modelo predizia um espectro inteiro de ressonancias, as quais foram satisfa
toriamente confirmadas pela experiéncia. A partir do modelo de Veneziano, va
rios outros modelos foram apresentados com base na dualidade reggeon-ressonan—
cia. Apesar do relativo sucesso dos modelos duais, um fato permanecia obscuro
na teoria: a existéncia de amplitudes de probabilidade negativas. Posteriormen
te, mostrou-se que a teoria so era autoconsistente (sem amplitudes de probabi
lidade mnegativas) quando o numero de dimensoes era, em alguns modelos, igual

a 10 e, em outros, igual a 26. Este problema ficou conhecido como o  problema

da criticalidade dimensional dos modelos duais.

Apos a formulacdo das expressOes das amplitudes duais, esforcos desen
volvidos no sentido de se estabelecer a descricao espago-temporal das intera

[11]

coes que possuissem propriedades duais. Em 1968, Harari e Rosner mostraram co
mo a dualidade reggeon-ressonancia, em certas interacoes, podia ser  expressa
de forma coerente na linguagem dos quarks e que somente a contribuigao dos

' de quarks virtuais nem interagoes de - 1i

graficos que nao possuissem "loops'
nhas de quarks deveria ser levada em consideracao, ou seja, somente os grafi
cos planares. Esta caracteristica planardos diagramas duais reforgou a hipote
se do confinamento, ou seja, o campo por intermédio do qual se da a interacao
entre os quarks, por algum motivo, se concentra dentro de uma regiao estreita
do espaco proxima a linha que une os quarks. Por outro lado, ao se estudar o
espectro associado com os modelos duais, fol observada a existencia de niveis
de energia igualmente espacados, o que sugere que O espectro e resultado da
excitacio de um grande nimero de osciladores harmonicos de multiplas  frequen
cias. Um sistema classico com estas caracteristicas é a corda elastica.Assim,

estes dois aspectos dos modelos duais pareciam sugerir que os hadrons fossem

estados quanticos de um sistema unidimensional. O passo seguinte seria  formu



lar a descricao classica e quantica de uma estrutura relativistica unidimensio

nal: a corda (string).

0 lagrangiano classico da string, no contexto dos modelos duais, foi
.. [12] _ -
inicialmente formulado por Nambu- -eo metodo de quantizaga®c proposto por
) [13] ) . X .
Goddard, Goldstone,Rebbi e Thorn .Una teoria de strings com spin fo1i proposta
. - 1 - - -~ - - 3
por'IwasaklezK1kawa[:LJ. Varios autores tém contribuido para o aperfeigoamento da

-
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teoria e o assunto vem sendo alvo de intenso interesse ate osdlasde‘rmjeLg ]’[ ]

(¢l

Em 1978, Gervais e Neveu, Polyakov, Nambu e Virasoro analisa
rem o comportamento do operador
w(l) = Tr P exp L A-dx (1.1)
T
sob variacoes no contorno fechado T, ou seja, ao considerarem as derivadas

funcionais de @ (I') com relacdo a curva I para um dado potencial vetor A fixo,

obtiveram os seguintes resultados:

du@ - 1r - { Fo () % (£)Pexpd A-dx ) (1.2)
Gxu(t)
T
§2w(T) .
S W) _rr {D.F, (x(t)) kx (tlPexp ¢ A-dx} §(0)
8x (t)z B Bv v
” T
+ Tr {[FBv(x(t))iv(t)]zP exp ¢ A-dx} , (1.3)
T

onde t & uma parametrizacao da curva, L é o tensor das intensidades de  cam

o e D, & a derivada covariante usual:
P )

dx
. u
X —
H at
=2 A -B A, A
Fuv WV vAu"[u’ 4



Se agora considerarmos que o funcional (') possa ser renormalizado de tal for
ma que a §(0) que aparece na eq. (1.3) possa ser eliminada e que o potencial Ay

satisfaca a equacao de Yang - Mills sem fontes,

teremos que, das equacoes (1.2) e (1.3), segue-se imediatamente

Suw'(T)

x (£) =0 (1.4)
6x (¢) M
i1
o |
S0 gy ([F, (x(t))k (t)1%Pexp p A'dx . (1.5)
5X.(t)2 Bv v T
u

Um fato interessante que chamou a atencao dos autores foi a semelhanca das e
quacdes (1.4) e (1.5) com as equagoes da string quantizada. Se p(v) for um fun

cional que descreve a string quantica, & possivel mostrar que as seguintes e

quacoes devem ser satisfeitas:

5000 3 () =0 (1.6)
GXU(G) H
§2p (o) o

%% (o) p (0), (1.7)
6xu(0)2 bra?

onde o e a chamada "inclinacao (slope) de Regge'.

Assim, dado um determinado campo A“ fixo, em uma teoria de Yang-Mills classica,

o funcional w(T') definido pela eq.(l) parece estar relacionado ao funcional de



onda p(o)que descreve uma corda (string) quantizada em primeira ordem, ou seja,

o estado de uma corda com vibracoes quantizadas.

A relevancia do operador u(I') definido pela eq. (1.1) ja havia sido
apontada anteriormente, em contextos diversos, por Yang e Wilson. Em 1974,Yang

17
apresentou o formalismo integral dos camposde calibre[ ] (gauge)no qual o opera

dor w(l') desempenhava o papel fundamental. Posteriormente, Wa eYanglﬁs] chamaram
a atencdo para o fato de que este fator de fase ja era conhecido dos matematicos,
no contexto da geometria dos espacos fibrados, pelo nome de operador de trans
porte paralelo e, a partir desta ligacao, identificaram o potencial e o tensor
de intensidade de campos das teorias de gauge com a.conexao e o tensor de curva
tura.

Ainda em 1974, quando da formulacao das teorias de gauge sobre uma
estrutura reticulada espago - temporal, ressaltou-se a profunda conexao destas
teorias com a mecanica estatistica. Particularmente com relacao ao problema dos

hadrons na QCD, onde o grupo de simetria e nao-abeliano, e possivel mostrar que

a mesma apresenta duas fases distintas: uma confinante e a outra nao-confinante.

[1]

Foi Wilson quem mostrou que o parametro W(I') definido por,
W(T) = <Tr P exp ¢ A.dx > (1.8)
onde ' e um contorno na rede, era capaz de discernir as fases da teoria. Ra

fase nao-confinante W(I') deve ter um comportamerito do tipo

W(r) ~ exp (-c P), (1.9)

onde P & o perimetro, ao passo que, na fase confinante, o loop de Wilson quanti
co, como também ficou conhecido o operador W(T'), deve comportar-se de  acordo

com a lei de area 3

W(r) ~ exp (-c A), (1.10)



sendo A a area envolvida pelo contormo T.

Em 1979, atraidos pela propriedade de invariancia de gauge do loop de
Wilson, Migdal eybkeenkJ}n]propuserwna chamada formulacao das teorias de Gauge
nio-abelianas, no espaco dos contornos, cujo objetivo era eliminar  quaisquer
referencias aos gauges, tais como, transformacoes de gauge, fixacao do gauge,
fantasmas, e lidar somente com funcionais escalares invariantes de  gauge
Wﬁ(Fl,Pz,...,Pn) dos contornos T, ,...,I e expressar as equacoes de movimento
de Yang-Mills em termos de equacoes funcionais dos contornos. Posteriormente,
baseados na indicacio de t'Hooft de que a QCD, no limite em que o numero de co
res N é muito grande (N+«), porem mantendo-se g?N fixo, deve tender a um tipo
de teoria dual com constante de acoplamento da ordem N—l e onde somente os gpé
ficos planares fornecem contribuicoes relevantes, Migdal e Makeenko Dl] lancaram

a idéia de que a QCD poderia ser inteiramente formulada em termos dos funcio

nais

W(T‘)=<—T£pexp£ A odx >, (1.11)
N r

onde N é o numero de cores, utilizando-se o método de expansio em potencias de
N ~. O programa de Migdal e Makeenko de formular a QCD em termos da dinamica
. [22] . - .
dos contornos esbarra em uma serie de problemas t0s funcioais W(I') sao diver
gentes e devem ser renormalizados, a derivada funcional de area nem sempre e
bem definida, nio se sabe como calcular integrais funcionais para observaveis
e nio se sabe como resolver as equacoes funcionais nos contornos em quatro di

mensdes. Apesar destas dificuldades, o assunto continua atual e alguns traba

lhos tem sido recentemente publicados sobre o tema.

Conforme tivemos oportunidade de ver, o loop de Wilson apresenta
um papel importante em diversas areas da fisica teorica atual. Assim, por
esta razio, é nossa opinido que as pesquisas atuais sobre o loop de Wilson,

sdo de justificada relevancia e que, eventualmente, poderdo vir a ser de utili

dade em um futuro proximo.



CAPTTULO_II

A TMPORTANCIA DO FATOR DE FASEVNKO—INTEGRKVEL

2,1 - 0 formalismo integral para os campos de gauge

Em,1974,C.N.Yang[l?]mostroucamaoformalismo diferencial das teorias
de Gauge poderia ser reformulado em termos de um formalismo integral, concei
tualmente superior, no qual o fator de fase nao-integravel y(I') desempenhava
um papel fundamental., Revisaremos agora, embora parcialmente, alguns dos re
sultados obtidos por Yang.

Considere uma forma (p.ex. o espago — tempo quadrimensional) cujas
coordenadas sao dadas por xu(u=1, 2,...,0) e considere tambem um grupo de
Gauge G que seja um grupo de Lie com geradores Gk(k=1,2,...,m). Define-se o
fator de fase nao-integravel (dependente do caminho) Y(r) como sendo o elemen

to do grupo G associado com o caminho T entre os pontos a e b na forma

Y(I)=P exp J Au. ax" (2,1)
r
onde
k
=g A G
Au i T

e P representa a adenacdo ao longo de T.

Esta associacao possui a propriedade de grupos

£
I
<=

v

abc be

onde os caminhos ab e bc sao segmentos de abe. Além do mais para um caminho
infinitesimal de a ate a + dx o fator de fase aproxima-se da identidade I de

G

v =71+ gAj(x)Gk dx” (2.2)

a(a+dx)

10
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onde a funggo Aﬁ(x) definida sobre a forma & o potencial de gauge e g a cons
tante de acoplamento.

Podemos nos perguntar o que acontece a Y(T'), definido pela eq.(2.1),
quando efetuarmos uma transformacao de gauge no potencial

A () > U0 A () UG + U_I(X)auU(x) (2.3)

A resposta é que no formalismo integral uma transformacao de gauge e definida

pela seguinte lei de transformacao

b () =TT @) g (1) U (B (2.4)
ab ab

Demonstracao. Dividindo o caminho T em N+l partes podemos escrever:

: N
Vp (D) = ;;E v (D (2.5)
N
wab(r) - eA(a)-(xl—a) eA(Xl)'(XZ—Xl) ...... eA(b)-(b—xN) (2.6)

Observemos que no limite N-x

N

wab(r)

(1+A(a) - (x7-a)) * (L+A(x,) - (xp,=-%1) ). .. (1+A(b)-(b—xN))

Efetuemos agora a transformacdo de gauge dada pela eq. (2.3)

'N

by (™ = (U7 (@) A (@) U(@)+07 @ 5 U@} Gxp-a)™)

(1+{U_1(x1)Au(x1) UGk + U (xy)a) UGa)) Geymxyd¥ )

(1+ (U " (b) A ®) VD) + U_l(b)auU(b)} (b-x)™)

N _
Uy (O = U (@) (+{A (@) +5 @)U (@)} (g=)¥) 0@ 0 )

(LA Gey) +auU(x1)'U—l(xl)}-(x2— x M UG U (x,)

2

(l+{A“(b)+auU(b)-U_l(b)}-(b—xN)u)U(b)



como
[ o
UGa) U (x;) = Ua) U '(a +6x,)  ; oOx,= x,- a
=1 -1 -1 u
U (a+6xl) =U “(a) +3uU (a) 6xl £ osu
U(a)U‘l(a+6x1) = 1+U(a)BuU-l(a)(x1—a)u+ -
e entao

U@ Gy) = exp (U3 U (@) Gxy-a)M)

Il

exp 1-2 U@V (a) (x;-a)

além disto
L {Au(a)+3uU(a)U_l(a)} (xl—a)]'l + ... = exp {(Au(a)+3uU(a)‘U_1(a))‘(xl—a)u}
e assim segue que

(1+ (& (@+3 U@.T @) G- 1)U () =
= exp {(Au(a)+auU(a)-U—1(a))(Xl—a)“}' exp{ —BUU(a) Uul(a)(xl— a)H}

= exp {Au(a)(xl—a)u}
Repetindo o mesmo processo N-1 vezes teremos
v ¥ @ = v b U
ab ab
que no limite do continuo (eq. (2-5))implica em

vl (1) =T (@) vy (1) U) (2.7

0 que completa a demonstracao.

12
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Consideremos agora uma variacgao funcional infinitesimal interior no

caminho T do tipo mostrado na figura 1

Fig. 1

Parametrizando a curva I' por x(c) onde

0<£o0gl; x(0) =a ;3 x(1) =b

e dividindo-a em N + 1 segmentos de reta de modo que 6T se apoie sobre o}
i-ésimo segmento de reta teremos que os fatores de fase infinitesimais cor

repondentes ao paralelogramo sao:

W
1]
-
+

A(xi) Gx(oi) + ..

a. =1 - A(xi+i) 6x(ci+1) + ...

b. =1 - A(xi)(xi+1 - xi) B s s

=
]
=
+

A(xi + éx(ci)) (xi+1 + Gx(ci+ ) = X, - § x (Ui) + v

1

e claro entao que

Ttopit (2.8)

_ '
p(sr) = a; bi 41 0



14

Por convencao
§ x (0.) = 8x.
i i

e como estamos levando em consideracao so as variacoes interiores, ou seja,

os pontos extremos sao tomados fixos:

Da equacao (2.8) teremos:
Y (8T) = [1+A(xi)6xi + ...]'][,+A(xi + éxi)(xi+l+ 6Xi+1_ xi—ﬁxi)+...].

[1+A(xi+1) 8x.

Py ¥ ...]'[l—A(Xi)(xi+i—xi) -

- x. - 6x.]u - A (x. )SXP
i i TR ]

_ H
p(er) =1 + An(xi) Sxi + Au(xi + éxi)[xi+l+ Sx. i1

1+1

_ M U _ _ v
Au(xi)(xi+1 Xi) + Ap(xi)Av(Xi+6xi) Gxi [xi+1+ 5X1+1 X Gxi]

v

H Voo U _
&) A, )08, 0% - A ()R (rpdin; (=g, 9 %)

Ho v
Au(xi +6Xi)Av(Xi+1)[X' + 6x. - X, = Sxi] 5Xi+

1+1 1+1 1

H Y
Ap(xi+5xi)Av(xi)[Xi+1+sxi+1_ X, = Sxi] (Xi+1 xi)

u Vv
* Au(xi+1)A\)(Xi) 6xi+1 (Xi+1 Xi)

+

termos de ordem superior.
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Levando em consideragao unicamente os termos de primeira ordem (tanto

em 6X como em dx), bem como:

v
Au(xi+ ﬁxi) = A“(xi) + Gxi Bv‘Au(xi)+ wrel

v
Au(xi+1) = Au(xi) + dxi av Au(xi) + e

chega-se ao seguinte resultado

D) =1+ {0 A () =3 A (x) + [A (), A (x]} ax‘; dx‘i’

(2.9)
3 S I i kb A - Hv
onde 8x  dx e o elemento infinitesimal de area &o .
No caso geral, isto e, no caso de uma variacao funcional infinitesimal in
terior qualquer
TV o,V
So" = %6? x dx (2.10)
e, pelas mesmas razoes, no geral
_ H
Y(8T) = P exp {jgér Au dx" } (2.17)

Utilizando as expressoes acima podemos dar um cunho geral a equacao (2.9), ou
seja:
P exp { A dx¥} =1+ F _ so™’ (2.12)
8T i Hv

onde Fuvé o tensor das intensidades de campo, definido por

Foo ™ B4, 34, + [AU,A\)]
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Un resultado particularmente interessante pode ser obtido quando os

caminhos T, considerados na equacido (2.1), sao fechados. Neste caso

y(T) = P exp fr Aﬂ . dx" (2.13)

e da equacao (2.4) segue que
0 = U (@) y(1) Ula) (2.14)

Tomando-se agora o trago sobre indices das matrizes do grupo de sime

tria interno

w(r) = Tr $(T) (2.15)
e da propriedade ciclica dos tracos

' (M) = Tr[U7 (a) ¥(T) U(a)] = Tr $(I) = u(l)
ou seja, o operador definido pela equacao (2.15) é invariante de gauge.

2.2 - Equacoes funcionais dos fatores de fase

[23]

No inicio dos anos 60, Mandelstam demonstrou que o mecanismo de restau

racao da invariancia de gauge através da introducdo da derivada covariante em
uma teoria lagrangiana como, por exemplo, a do campo escalar complexo era equiva

lente a se fazer uma transformacao nos campos da lagrangiana da forma

o(x) » ¢(x,T) =¢(x) exp [- Audxu ]

-_0

X

p
¢Fx(x) - ¢*F(x,T) = ¢*(x) exp [ J Audxu]

- 00
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onde a integracao e feita sobre um caminho arbitrario do tipo espago ' manten
do-se o ponto x fixo. O campo transformado ¢(x,I') depende agora nao so da po
sicao como tambem de todo o caminho I' e e invariante de gauge diante das
transformagoes de gauge locais usuais. Ainda neste trabalho, o autor procurou
definir o conceito de derivacao funcional de caminho. Em um trabalho poste-
: [24] - . .
rior, Mandelstan extendeu guas ideias ao caso niao-abeliano procurando, dentro
do contexto dos funcionais de caminho, estabelecer a forma geral das equacgoes

de movimento.

i #. : 25

Ainda por volta do 1nicio dos anos 60,Bdm]eémaronov[ ] demonstra

ram que no caso do campo eletromagneético o tensor das intensidades de campo Fuv <

por si so, em uma teoria quantica, nao descreve completamente todos os  efei

tos da funcao de onda do eletron. A confirmacao experimental foi feita por
[¢] - , )

Chambersl -que mostrou que numa regiao multiplamente conexa onde Fuv e nulo em

todos os pontos a funcdo de onda que representa o feixe de eletrons espalhado

depende da integral de contorno

A dx
f u
r

em torno de um dado contorno T fixo. Tal fato suscita a seguinte guestao:o que

na verdade, constitui a descricdo completa e intrinseca do eletromagnetismo?

[2e]

Analisando o efeito Bohm—Aharonov, Wu e Yang concluiramque, na rea

lidade, so o fator de fase

exp Au dx"

possuia significado fisico. A idéia em torno da qual esta afirmacao se baseia
e de que a fase contém mais informacao do que o fator de fase mas esta informa
cio nao é mensuravel. Esta idéia levou ao conceito do fator de fase nao inte

gravel (ou dependente do caminho) como sendo a base para a descricao do eletro



magnetismo.

Esta questao ja havia sido levantada por Dirac e Peierls em 1948.
Com base na formulacao integral dos campos de gauge de Yang, Wu e Yang exten
deram a ideia para o caso ndo-abeliano (SU(2) e SO(3)) onde o fator de fase

nao integravel passava a ter a seguinte forma
k u
P . d
exp [ { Au Gk x" ]

onde G, & um elemento de um grupo de Lie ndo-abeliano (vide eqs. (2.1) e
(2.6)). Este fator de fase ja era conhecido dos matematicos na geometria dos
espacos fibrados pelo nome de operador de tramsporte paralelo e a partir des
ta ligacao a identificacao do potencial de campo A}J e do tensor das intensi
dades de campo Fuv das teorias de gauge como conexao e tensor de curvatura
no espaco fibrado foi imediata. A relacao entre as teorias de gauge e 0s es
pacos fibrados ja havia sido apontada anteriormente por Lubkin, Kerner e

27 - . .
Trautman[']massomenteapos os trabalhos de Yang e Wu e Yang os fisicos tive

ram sua atencao voltada para este ponto.

Em 1978, Gervais e Neveu, Polyakov, Nambu e Virasoro atraidos pela
propriedade de invariancia de gauge do operador w(T') (eq.2.15)

w(l') = Tr P exp {{ Au. dxu}
e pelas ideias de Wu e Yang procuraram levar adiante as antigas idéias de
Mandelstan ou seja, dentro do contexto dos funcionais de caminho, estabele
cer a forma geral das equacdes de movimento, para o operador w(T). Revisare

[2e]

mos agora, alguns dos principais resultados obtidos

Tomemos como ponto de referencia um determinado ponto x sobre o con
torno I'. 0 produto ordenado wx(T) pode ser considerado tanto como um funcio

nal do contorno I e uma funcado do ponto de referencia x. Consideremos um con



19

torno levemente distorcido, em relacao a wx(F), o qual chamaremos ¢X+6X(P+GF)

(veja Fig. 2):

a derivada funcional variacional de primeira ordem e definida da seguinte for

ma
Sy_(I) ¥ (T+8T) y_(T)
wlo B Wiy AR e (2.16)
éx (o) 8§T-0 Gxu(o)
Deste ponto em diante, o espago-tempo sera considerado euclidiano. Das equa
coes (2.8) e (2.9) temos que
-1
| 3
bi =a; (1+Fuv(xi) 6Xip dxi\))bi I (2.17)

e e claro que se o ponto de referencia x nao sofre nenhuma variacao (§x = 0)

wx(P+6F) = lim

N-+ce 1

I ==
o
He -

%

e da equacao (2.17) segue que

v (T+6T) = lim a_l[
X l .
N-+eo 1

I ==

] (1-F G oxg dx; Db ] ay (2.18)
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e como o ponto X nao varia

Entretanto se agora o ponto de referencia x sofre uma pequena variacio x+x+6x

T =

a =ag = (1-A(x)-68x%(0))

Age = (1+A(x) - x(0))

e assim, da eq. (2.18), e facil ver que

N * dxu
¢X+6X(P+6I‘) = (1—A(x).5x(0))[ izl b, + Jodc wx:(;(%G)FW(o) d—o- w)({z()}):x SXU(U)
- (1+A(x) - 6x(0)) (2.19)

onde a parametrizacao usual foi utilizada. Tomando a seguinte regra de deriva
cao funcional

8x,,(04)
ERNNCES 611\)6 (01—0‘2)

8 o)
x\)( 5
bem como o resultado obtido na equacao (2.19) podemos agora calcular a deriva

da funcional variacional de primeira ordem definida pela equacao (2.16)

_Sp() _

&% (O’) v (r% ) Fu\)(U) X\)(U) wxggg - - 5(0) [AU’ lf)x(I’)] (2'20)
Ty

Xix\0O

Para o operador invariante de gauge w(I'), a partir do resultado acima, teremos
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que

Sw(T)

GXU(0) =Tr { Fuv(O)kv(O) Pexp ¢ A* dx } (2.21)

r

Define-se a derivada funcional de area como:

S0 (r) _ i wX(P+6T)-wg(T)

8
qu(o) §T=+0 Gduv(c)

(2.22)

onde Guv(U) é o elemento infinitesimal de area no ponto o.

Da equacao (2.18) segue que

N
wX(F + 6T) = 1lim E (1 - FaB(Xi) GXia dxiB)b;}

New |i=1
ou seja
N
GwX(F) =1lim I Faﬁ(xi) 6Xiu dXiB bi

que no limite do continuo nos leva ao seguinte resultado:

l.
dx
_ ' 1 1 B
WXU)— do wg%kﬂ)ﬁﬁ(o)ﬁgéc)

do'

X

vERdny

0
e tomando as seguintes definicoes

Sguv(c) do = Gxu(o)dxv(o)

8o _(a")
e ol s -8 6.) 8(c- oY)
8o ou By av  Bu

wie) 2 : '
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teremos que

Syx(T)

5o (0)= ¢X§§{U) Fuv(g) l'U}(Elc;g:x (2.23)
ny

Para o operador w(T) resulta entao que

S0 1 {F (0) P exp ¢ A-dx ) (2.24)
s (o) ¥
v
- 2 ; - [24]
formula esta que e conhecida como a formula de Mandelstam .

Um outro resultado interessante pode ser obtido se observarmos que

da equacao (2.6) segue que

0y VufE) = 1Ay - gy @29
e assim da equacao (2.24) teremos que

g S _ g %y Fég) wxE£3 ¥ FUSU) % wxggg}

u
5Guv(0)

e finalmente da equacao (2.25) segue

Sw(T)
§ 2 oo | DuFu\gc) wxggg } (2.26)

u
6UUU(G)

onde DU é a derivada covariante

Passemos agora ao calculo da derivada funcional variacional de  se

gunda ordem. Derivando mais uma vez o resultado obtido na equacao (2.21)



2 §F (g,) | §x (0.)
8 UJ(F) = Tr _us—l_ x (Gl) wxgg)) + Tr/ F (Ul) L v E
8%, (91)8x (o) 6x () F 1 MU ek (o) X

S <Ta .y ; (2.27)

+ Tr {FUB(Ul) XB(Gl) va(oz)

onde

GFUB(UI) qu(cl)

8x (0,) - 6x (0,) % FHB(Ul) =8 (01-02) 3, Fog (5,
GxB(Ul) _ 5 de(Gl) _d 5XB(01)
éxv(cz) va(cz) do, do, 6xv(ca)
- %y & §(0,-0,) = - %8y - 6(0,-0,)
dUl d02
6%6(01)
=- 68  8'"(0y-0,.)
8x (0,) By z
AY)
Por outro lado, fazendo uso da equagao (2.20), teremos que
; e SO ; .
Tr {Fug(cl)xg(cl) %, (0,) } = Tx {FHB(Ul)XB(Ul) w§§g1):X(Uz)va(Uz)xp(oz)

R yixto 2
- 8(03-02)Tr {F g(0)% (0,) [A,(0,)), ¥ (D), 1}

e alem disto

T {FuB[Av’ Py =- Tr {[A, FuB] $(T)}
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Assim ao substituirmos os resultados acima obtidos na equacdo (2.27) vamos

obter que

52w (T)

6Xu(01)6xv(02)

= - 5'(cl—cz)Tr{\FUU(01)¢§E%l)} + G(Uluoz)Tr{;Dv Fuﬁ(ol)ig(cl)wxggi)}

-6(0,=0,)Tr {Fug(ol)is(ﬂl)[A6°1):¢§Eél)]}

e além disto

Tr FUB[AV’ID(P)] = - Tr [A\)sFuB]w(F)

Assim ao substituirmos os resultados acima obtidos na equacao (2.23) vamos

obter que

§2 w(I) { } { _
= - 8"(c,-0,)Tr{ F (r) 8§(o,-0,)Tr{ D _F ;)3
5Xu(01)6xv(02) (0,-0,)Tr uv(dl) wxggl) + 0,-0,)Tr L up(ol)xp(01)¢£Egl?}

+ Tr {Fug(cl)xs(ol)wﬁél):x<oz)FUgcz)xp (c,) w}g{gz):x(cl)} (2.28)

Como foi mostrado por Corrigan e Hasslacher esta tultima equacao nao e simetrica

ante as operacoes de troca u -+ Vv, o, >0, . Fazendo-se uso da identidade de

Bianchi

DF +DF +DF =20 (2.29)
wve p MV v oplU

a parte anti-simetrica da equacao (2.28) pode ser calculada

By = 6(01—02)}'(p Bp Tr{:Fuv(g) wngg} (2.30)
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e dela e possivel extrair-se vinculos integrais para
Szm(F)/va(Ug)éxu(Ol)- Entretanto, a interpretacao desta propriedade inespera

da nao e conhecida.

Ao tomarmos u =V na equacao (2.28) o primeiro termo se anula por ra

zao de simetria e se, alem disto, fizermos 0,= 0, segue que

82w (T)

= fat = §(0) Tr{DquéG))'cB(G) P exp f A- dx}
u

i {(Fu\)(cr)}'c\)(cs))2 P exp A dx} (2.31)

cuja semelhanca,juntamente com a equacao (2.21), com as equagoes da string
quantizada ja foi apontada no capitulo anterior. Como ja foi mencionado an

teriormente, se considerarmos que o potencial Au satisfaca a equagao de Yang

-Mills sem fontes

e que por argumentos de renormalizacdo a §(0) possa ser eliminada entao

EfﬂﬁEl_ =Tr | (F (0)% (0))2 P exp % A'dx}
Gxu(c)z o g

Observe-se que se definirmos o tensor euv como

8 =F F L (F)2
uv up- vp 4 uv

cujo traco sobre os indices internos do grupo é o tensor energia-momentum, en

tao e possivel escrever

§2w(T)

iy () = (x )2 Tr[ F? ¢(T) 1+ Trl qu ku %, v(T) ]
u

4 2 (o) x(0)
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Se, alem do mais, os campos considerados sao auto-duais ou anti-auto-duais &
sempre verdade que Guv = 0, neste caso o termo Tr(F2y(T)) desempenha o papel

de parametro de inclinacdo dos modelos duais.

2.3 - 0 potencial entre cargas estaticas

Mostraremos agora, como o operador de Wilson W(I') pode ser associa
do ao potencial entre cargas estaticas nas teorias de gauge atraves da esco

lha de um contorno T adequado Dg]”?aj.

Para obter este potencial em uma teoria de gauge nao abeliana con
sideremos uma experiencia hipotética onde, inicialmente, um par de cargas QQ
e separada adiabaticamente a uma distancia relativa X. Suponhamos que esta
configuracao e valida para um tempo T + «. A seguir facamos as cargas apro
ximarem-se uma da outra e por fim aniquilarem-se. A linha de universo destas

cargas pode ser algo do tipo mostrado na figura abaixo

-
Fig. 3
A amplitude, no espaco euclidiano, para o processo acima e o ele
mento de matriz do operador de evolucao exp(-HT) entre os estados final e
inicial
& | e 7T | >

onde [ i>e | f>representam o par de cargas QQ separados por uma distancia
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X e H @ o hamiltoniano da teoria cujo grupo de gauge e nao abeliano (p.ex,
SU(NC).

0 operador de evolucdao, com o passar do tempo, decai ao inves de
oscilar devido a formulacao do problema no espago euclidiano, O elemento de
matriz pode ser expresso na linguagem das integrais de caminho atraves da se

guinte formula

3 -H - - .
¢ile ™ | g5 = |DADCDC &R ( -8+ ¢ ASJsd”x DADC DC &>
(2.34)
onde S @ a acao da teoria de gauge SU(NC),JE €& a corrente externa que des

creve as linhas de universo das cargas e a integral funcional representa a
soma das contribuicoes de todas as configuracoes de campo, tanto dos campos

de gauge AS'COmo dos campos fantasmas de Fadeev-Popov c®. 0 indice (a) re

fere-se a grupo de simetria intermo, Para a configuracao de caminho dada
pela fig. 3
Jv = dyv 8(x-v) (2.35)

& a corrente classica conservada de uma particula pontual com a linha de uni
verso correspondente,
Substituindo a eq.(2.35) na eq.(2.34) esta se simplifica tomando a

seguinte forma

e_HT‘ f >= |DA DC DC -és Tr P _exp{g Au dXU } /N'

onde

N' = |DADC DC &> (2.36)



e N' & conhecido pelo nome de constante de normalizacao.

Da eq.(2,36) podemos observar que

~HI '> = épexp g 0A dx > =€(r)> (2.37)

onde w (I') € o operador invariante de gauge definido pela eq.(2.15) e T o}

i

contorno tipo eliptico da fig.3.

0 operador

W (T)= érl’exp{g A, de}> (2.38)
T

. . . ) 19 . )

fol introduzido na literatura por K.W1150n[ ] e ficou conhecido pelo nome de
loop de Wilson quantico. O operador w (I') definido por (2.15) tomou o mes
mo nome a nivel classico. Como | i> e | £> s3do idénticos, ja que o processo

& estatico, resulta entao da eq. (2.37) que

< SHT ’> - VeOT < 'f (2.39)

e V(X) @ o potencial entre as cargas estaticas QQ separadas por uma distan

cia X. Tomando o logaritmo da equacao acima teremos

V(X)= -1lim % 1n Tr Pexp (g 0 A dx
T-sco U H
T

ol (2.40)

onde <Tr 1> tem origem na normalizagao dos estados final e inicial na eq.
(2.39). Se a teoria tem um nimero de cores N, entao, fatores l/V§C sao ne
cessarios para normalizar os estados final e inicial.

29 30 .
Na rede I: :] ? [ jos campos de gauge definidos sobre os links podem ser Vis

— ™ - . -
tos como analogos aos fatores de fase nao locais da teoria no continuo

28
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U . =
i Pexp( g | Au dxu (2.41)

e o loop de Wilson quantico pode ser escrito como

-8 8 =i
<I U]J (n)> = an [dUu(n)] Uu(n) e -~ [ ol [dUu(n)] e o]

3

onde n e um ponto da rede, U & um versor generico, e

-S I e—B Tr TUUU

e = (2.43)
P

onde g representa o produto tomado sobre as plaquetas.

Como se sabe, as teorias de campo quando formuladas na rede podem a
presentar fases diferentes. Estas podem ser facilmente caracterizadas caso
exista uma observavel (um parametro de ordem ou desordem) com um comportamen
to diferente em cada uma delas. Por exemplo, a magnetizacao espontanea ¢ no
modelo de Ising e um parametro deste tipo; ela se anula acima da temperatura
de Curie, mas toma um valor finito abaixo desta temperatura. Este  parametro
de ordem e local. Entretanto, outros parametros como os gaps de massa, que es
tao relacionados ao comportamento assintotico das funcoes de correlacdo, siao
nao-locais e as vezes podem ser usados para distinguir as fases. Nas teorias
de gauge na rede entretanto, nao existem parametros de ordem 10cais-Wegne'r]:éﬂ
demonstrou que apesar deste fato, e possivel construir, nestas teorias sem
quaisquer parametros de ordem locais, acdes invariantes de gauge como a do
tipo da eq. (2.43). Em particular, nestas teorias, o analogo a magnetizacao
expontanea, algo do tipo <U> , nao e um parametro de ordem. Foi  demonstrado

S . ; " o
por Elitzur= —~que o valor medio de qualquer quantidade local que nao seja inva
riante de gauge e nulo, independentemente do acoplamento. O loop de Wilson
e um parametro de ordem nao-local que discrimina, em sistemas de puro gauge,
as diferentes fases da teoria e tem uma interessante interpretacdo em termos

das propriedades do confinamento. Consideremos o comportamento assintotico
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de um loop retangular R x T. Das egs. (2.37) e (2.39) ja vimos que

W(r) ~ exp TV (X) (2.44)

I

Se o potencial V(X) e do tipo

V(X) ~K X

o qual evita que as cargas teste sejam separadas, o que implica em confinamen

to, entao

W(r) ~exp ( - KA (2.45)

onde A e a area do contorno na regiao de acoplamento forte. O resultado acima
e conhecido como sendo a lei area do loop de Wilson. Por outro lado, ma regido

de acoplamento fraco, uma lei de perimetro e esperada

W(r) ~exp{ - u P (2.46)

Neste caso V(X) é constante, para grandes distancias X.

0 loop de Wilson e atualmente o parametro de ordem mais popular nas
teorias de gauge na rede. Usando argumentos de dualidade, e possivel construir
o parametro de desordem dual para os grupos de gauge abelianos. A quantidade
correspondente pode ser generalizada para todos os grupos com um centro nao

[3e]

trivial e & conhecida como sendo o loop de t'Hooft

Queremos agora, assinalar que existem duas limitagoes importantes no
uso do loop de Wilson como criterio de confinamento. Primeiro, campos de mate-
ria nao podem estar presentes, pois neste caso, pares dinamicos QQ seriam cria
dos quando tentassemos separar as cargas estaticas e assim embora ainda  pos
samos tracar o contorno eliptico I', da fig. 3, o loop de Wilson W(I') ndo pode

agora ser associado ao potencial entre cargas estaticas. Em segundo lugar, o



centro do grupo de gauge nao pode ser trivial, pois assim, seria sempre
sivel blindar as cargas estaticas com glions (campos de gauge) de modo a

mar um objeto invariante de gauge.

pos

qu
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CAPITULO III

CALCULO PERTURBATIVO DO LOOPS DE WILSON COM REGULARIZACAO DIMENSIONAL

[34]

3.1 - 0 metodo de regularizacao dimensional *

Um dos problemas mais frequentes em teoria quantica de campos e o do
tratamento das integrais divergentes que aparecem, tanto em eletrodinamica
quantica como nas teorias de gauge nao-abelianas, quando se tenta, por exem
plo, calcular as correcoes radiativas de um determinado processo. Sem duvida,
a manipulacdo de quantidades divergentes esta sujeita a indeterminacao e se
faz desejavel, ou mesmo preferivel, utilizar algum metodo que nos permita tra
balhar com integrais finitas. Um destes metodos consiste em "cortar" a  inte
gracao sobre os momenta permitindo somente valores menores que um certo limi
te A chamado de "corte" ou "cut-off". Aqui utilizaremos um metodo conhecido
como regularizacdo dimensional. Neste método supoe-se que o numero de dimen
soes do espaco n é arbitrario, ou seja, constroi-se uma teoria quantica de
campos em um espaco euclidiano de dimensao n qualquer. As regras para calcu
lar as integrais sao relativamente simples. Supoe-se, em primeiro lugar, que
estamos trabalhando em um espago tempo de dimensao n em que uma das dimensoes
& temporal e o restante puramente espacial. As integracoes sao efetuadas  so

bre todas as variaveis

f 1
d*k » |d"k

Todos os denominadores podem ser combinados em um unico de uma forma comple

tamente independente do numero de dimensoes, por meio de
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e como caso particular do resultado acima

1 _ _T(o+p) J' e Gl (3.1)

A%P T ()T () [Ax + B(1-x) ]*"8

A seguir faz-se uma rotacao de Wick de modo que o espaco de integracao  possa

ser considerado euclidiano
A% =+ i [dMk. 3 k2 > K
E °? E
Assim, por argumentos de simetria, e facil mostrar que

[dnk k k ... ky f(k?2)=0; n inteiro (3.2)
@ @, ‘2n+1

Por outro lado quando o numero de fatores k, e par (2n), estes podem ser subs
tituidos por uma poténcia de k2 (k") e combinacGes de tensores métricos. Por

exemplo no caso de

k kg
ak Lﬂ
(k2+a)

se o # B o resultado deve ser nulo pelas mesmas razoes do caso anterior. En

tretanto se a = B por razoes de simetria segue que

g k2 K’ r k2 ,
(dnk—(]: P e NN (. V. . " dnkL—-ﬁ
( 1 (k2 +a)

k2 +a)n (k2+a)" (k2+a)"

e assim

k k 5
dnk ___E—EE =.l gaB dnk'—"k———a
(k?+a) n (k2+a)

resultado este que pode ser obtido fazendo-se a substituicao

na integral original.

De modo identico pode-se mostrar tambem a seguinte equivalencia em n dimensoes.

o i ke et )
u

v a B Alne2) (guvga6+gu3gvﬁ+gu83vu
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Apos estas operacoes, o integrando e so funcao de k2, de modo que se torna

L . ~ -
possivel efetuar a integracao sobre os angulos

oc (e}

N/, .
ao(n) = 2m (3.4)

n
T (5)

s _
L ke, W

0

d k = dk k

onde foi utilizada a formula para integracao angular em dimensao n. Um resulta
do frequentemente usado e que aparece da teoria das distribuigoes e que tam

bém e conhecido como conjectura de t'Hooft-Veltman e

para quaisquer valores de a. * dTk= 0 (3.5)

Finalmente, quando o denominador e tratado pela equacao (3.1) podemos utilizar

a formula

2] N2 T@+d) rm-j-2)
[ame —G) =T E ; /g (3.6)
J o )" TE T@ 20"

As integrais podem entao ser calculadas e aparecem como funcoes analiticas do
parametro n. As divergencias ordinarias aparecem agora como polos destas  fun

coes analiticas quando se faz n = 4.

Obteremos agora alguns resultados de interesse futuro utilizando o méto

do de regularizacao dimensional acima descrito:

1
dr e o T a [ a’r S T (p+v) xu_1(1—x)u_ldx
en" [(e-p)?Mrz]Y e % Fraorm O[X(r—p)z(l—x)rz]“+v
1 r 5 ol
I = I (u+v) xu_l(l—x)v—ldx dNy % E
CnTWIG) Y, [(r-px)2+p2x(l-x)1"" "
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troca de variaveis: ru-—*(r+px)a

1
f ;
I= peed [Xp_l(l—x)v_l dx| d"r “a"g" ¥ Pa il
en'TerE) J [r2+p?x(1-x) "V
g 1
I = T (u+v) B J Xu—lcl_x)v—ldx Jdnr r2 .
eo'TGre o J [r2+p2x(l-x) 1"
1
T'(p+v) L+ v-1 n 1
P, P X (1-x) Jd r
e J [r*eprac(lx) ]**Y

0

ri b
g _ _ n+1
I = ngU+v) - 12 xu l(l-x)v ! dx dr r2 e
(4m) T(M)T(v)rfi) n § [r2+p*x(1-x)]
0
1 o -
%{(u+v) . PB Xu+1(1_x)v~1 dx i T —
GRS MNONED . [r2+p?x(1-x)]

da tabela de integrais G.R. (pgs: 292 e 294)

T e i
X vdX+1 = 1-1 (p/q)ll/\) I'(U/\’)T(]-'FT]- AY) )
RCRRS i vp' T (1+n) (3.7)
1 B( 2,v)
XU'_]' (1—XA)\J—;L dX =l F(\))F(U/)\) = )\ (3.8)
A I'(v+ %—) A
0
(B2 31 2 (u+v=1)-n . n-2 (usv=1) P n-2v n-2y
I = ? 2 , e C) 4 X ¢ (1-x) 4 dx
(AﬂfMZ'T(p)F(v) Té%r) n L
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1
n 2 (p+v)-n n-2 (p+v) n+2(1-v) n=-2(1+u)
% F(z/)':( £ ! P,Pg (»*) & J 2 (1—x)—2— dx
GV ET() T ()T (n/2) °
e finalmente
J dnr rurB _ 1
Co" [-p)2 121 Gm™ 20 ()T ()T (ne2-p=v)

g n-2 (u+v-1)
aB . 2 2 2 (u+v-1)-n n+2(1-v) n+2(1-u)
-5 (%) I ( 5 Il —— I —}
n—-2 (p+v)
" pups(Pz) 2 r( 2(u;v)—n) r( n+2§2—V) )T ( n;ZU )
(3.9)
exemplo:
f a"r (p.r)? ) B B dny T Ta
@2m" p*r*(x-p)? p" em" ot (r-p)2

e fazendo uso do resultado anterior e da conhecida propriedade das funcoes gama

xI'(x) =I'(x+1l)

e facil mostrar que

4-n n-2 )
a"r (p.r)?  (5-p) TCIT(5T) | n6
= 7 (3.10)
@m)" pir*{r=p)? 4 (&) 2 p(n-2)
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No desenvolvimento que culminou com o resultado dado pela equacio
(3.9) detalhamos todas as passagens intermediarias nos resultados que se

seguirao a metadologia € a mesma, de modo que so indicaremos as passagens

mais importantes e os resultados finais.

d" 5 T (p+v) B -1 V-1
x = = I = MY (1) Y dx
en" [(e-p)21¥[r2] o 'rre) |
r
dnr .
[ (r-px) 2+p2x(l—x)u-hv]
troca de variaveis: r, = (r+PX)a
1 i r + Xp
I = [ (utv) x" 1 (l—x)\)“1 dx | d"r a 3 e
o' re) [r2+p2x(1-x) 1"

devido a equacao (3.2) a parte em r nao contribui e procedendo de forma

usual chegaremos ao seguinte resultado

nN-2(u+v)
Jf e r P&(Pz) 2 F(Z(uzv)—nﬂ1n+2§l—v))T(nEZU)
en" [e-p2Pe2]”  Gn"? T+l —u-v)
(3.11)
exemplo:
{ n n T
d'r (p.r) _ Pa Jr d'r o
2m" piri(r-p? pt 2m)" rz(r-p)2
e de (3.11)
4-n 2, N—2
I'( — )re( —==) n-6
dnr (p.r) =l 2 2 (pg_)—z'— (3‘12)

n" p*r2(e=p)2 2 4n)"2r(n-2)
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seja
n T (p+v) 1 f n

er r 1 T - J xu_l(l—x)u_ldx d'r .
(2m)" [(r—p)z]u[rz]v (ZH)UT(U)F(U) [ (r-px)2+p2x(1-x) 1"V

e agora efetuando a troca de variaveis r&—+(r+px) e procedendo como nos casos
o

anteriores
2 (u+v)-n n—2v n-2u n=2(u+v)
fdnr 1 ) T( 5 T ( 7 ) F('—z'—) (PZ)—z___
= 7
e [@E-p)21Pe) 4m" 2T (W)T (V)T (n-p=v)
(3.13)
exemplo:
[N, ) r( E%ﬂ)rz( 3%3 ) ﬁ€§§ (3.14)
= ®?)
2m)" prrz(r-p)? (4n)n/2T(n~2)
Outros resultados:
4-ny 2 n-2 n-6
dnr rurB _ €4a8 Pcﬂi—)r 6_5") (Pz) 2 (3.15)
@2m" p*r2(r-p)2  4(1-n) (4w)n/2T(n—2)
4-n n-2 :
e G g Mg gy . 04 (3.16)
eo" pZ-p* 4 @4m™2r(n-2)
CPHrES s
23
3.17)

a'r 1 2
= (3 -n) , (p°)
J em" 12 (rp) G 21 (n-2)
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caso especial

1

a'r rurvra 2 rurvra
=1 = . (1-x) dx | d"r _
(2m)2  r*(r-pr (2m) , | [(r-xp)2+ p?x(1-x)]’
troca de variaveis: ke (r+p‘x)DL
(r%xP) (r+xp). (r+xp)
I = 4 . Mi-x)dx [ d"r = _U L 3 (3.18)
(2m) [r2+p2X(1—X)]3

0

Entretanto se o que nos interessa calcular e algo do tipo

ip(x-y) [ .n S e
dx dyv e 4'x L0 L S
# (em" r*(r-p)?

da equacao (3.18) e claro que os termos em P, &P, nao contribuem e assim po

demos mostrar que

y 7 1 E..
I'=¢ddx dy elp(x—y) — x(1-x)dx dar u vFy
L (2m)" [r2+p2x(1l-x)]3

e agora procedendo da maneira usual segue que

ip(x—y)'( a'r rurvra
dx dyv e : =
¥ Jo@n) r*(r-p)2

p ()2

8(n-1) GmVer(na) o

ip(x-y) g,y (n-2) r( i;—9-)1"2(“;22) n-4
= ff dxudyb e - (3.19)
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3.2 - 0 calculo perturbativo em g?

Como tivemos a oportunidade de ver no capitulo anterior o loop de
Wilson, no continuo, esta relacionado ao potencial entre cargas estaticas em

uma teoria de Yang-Mills,

V(X) = - 1lim = n < Tr P expg ¢ A dx_ > (3.20)
T T H o u

e nas teorias de gauge na rede funciona, por analogia com a mecanica estatis

tica como um indice critico que discerne as fases da teoria.

2 35 36 .
Consideremos agora o calculo perturbativo deDKT)[ ]’ [ ]nalinguagem
das integrais funcionais emumespaco euclidiano de n dimensoces. Seja o grupo de

gauge o SU(NC)

— 2
W (T) =1JDADC DC exp { —le”x (982 -5 A% = o708 4P 405
o v o H oV
N 4
2 —
= o Jd”x(a A?) -f d"xs ¢ (s c?
20 uu u u

s Aﬁ c)} Tr P expi{g Aa'fAi dx 1

L (3.21)

onde a primeira exponencial consiste na acao efetiva da teoria de Yang-Mills

—a a - abe .
no gauge o3 C e C sao os campos fantasmas, t sao as constantes de estru

a
tura do grupo de gauge, A~ os geradores do grupo e N'uma constante de norma

. ~ s e i = ~ . a
lizacao - Por conveniencia utilizaremos a representagac adjunta para A com a

seguinte condicao de normalizacao

e APy = - 2 %P (3.22)
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e com a relacao de comutacao
[A%,0 ] =2t A (3.23)
A expansao de W(I') em potencias de g2 tem a forma

W) = N+ g2 W (D) + g" W, (I) + ... (3.24)

onde W, (T') e dado pelo diagrama da fig. 4

fig. 4

e W,(T') é dado pela soma das contribuigoes dos diagramas da fig. 5eN e a

2

2
dimensao do grupo de gauge (N = N - 1)

| |
AAthz}N“ﬁ
(c) (a) (e) (£)
fig. 5
0 propagador do gluon é dado por
ab
P.P
ANAAAAN = Dab (P) = '6_ (g = AL)‘ ) (3.25)
v g THV 2
p P
e o0 do campo fantasma por
ab (3.26)
b
————— - ¢™p) = -
p2
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e as regras para os vertices sao as usuais.

Das equacoes (3.21), (3.22) e (3.25) e facil ver que

a b ab
A%h
= Wy (I3 ='E££;T"_l 6 %% axy dyy Dyglny (3.27)
\\—, »
qn a8 PP g ip(x-y)
W, (T) = - N ¢¢ dx dy, P B8 _a e
o (z‘ﬂ_)n pZ pq

- . . (o) [;i]
Definindo o funcional linear sobre T £ (p\ como

r

[ ip-x
£ () (p) = } e dx (3.28)
5 o

r

W,(r) pode ser escrito como
(a Bap, PaPB (@) . (B
W) = - N | SE—¢ -A FES fp) £ dp) (3.29)
(271,)1’] p2 Pl}

T r

Consideremos agora que a curva I' é fechada e que esta imersa em um subespago

de ¢ dimensoes. Assim

onde 5ué a projecao de p, em T e EU € a componente ortogonal aAgu. Desta forma

p? = p? + 52

dnp I dn_C‘Edc 5



e por outro lado, devido a propria definicao de f(u) ()
a
. ip-b ip-a
P f(a) (p) = - dx 3 e P F i (e - e )
o o o
¥ b

e como a curva [ & fechada (b=a)

p-£f (p) =

Por estas razoes

Ng P b S
R e AR <)
(2m) P T r
n-t-1
Ng (B) , A .
@ - - - [ g @y o)t 5113__[_13_2] % (1)
(2m)’ r ro ) G e
e da tabela de integrais
” fi=Gmid
R s = n-g-2 iy
do [p2] 2 g gy = vV om0y T2 r -
0 (p2+p2)
e assim
s S . 2 @) . (B
W (T = ;EiiT;IEIE)/QIB dép [p2] 2 fT (p) fr(p)
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(3.30)

(3.31)

Para curvas fechadas planares (z=2) a equacao (3.30) e valida o que significa

(o)

que fT (p) sera da forma

(a)

fr) = =45 Pg Ty

(3.32)
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onde f e dado por

Fo=i (J de @ oo (3.33)

onde T e a superficie englobada pelo contorno I'. Deste modo, no caso de curvas

fechadas planares, teremos das equacoes (3.31) e (3.32) que

Nr( 421 ) n-4

2
W, (T) = - S22 az p (p2) 2 lﬁép)l (3.34)

Consideremos agora o caso em que o contorno I' e um circulo. Neste ca

sSo
2T
£, =i |rdr| dp & PTEOS 3 2R g (op) (3.35)

P
0

onde J, & a funcdo de Bessel de primeira ordem

| £

2. 4.2 p2 <2
Cir(p) |— 47 R J7 (pR)

e R & o raio do circulo. Com isto teremos que

Nr(é%l )R2 "
-_— ———™— 2
Rellogy = e | BRI 0B (3.36)
21']—3 Mm%

Do Gradshteyn—Ryzhik[}éj (pg—692)

B2 (3-m)T( 3
5 (3-1) rzcégﬂ)rcégﬂ)

['. ae ¢ G- 3 (tR) =

0

e com o uso-das conhecidas identidades para as funcoes T

2x-1
I (2x) =£—W T (x) F(x+%)
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I'(x-1) = xT(x)

chegamos ao seguinte resultado

3-n n

4_n,.r§f§-)rfi)
W(r .)=-NR €3.37%
clr i n=3 e
2% 2 )

Portanto, para n= 2
W, (T . ) = - NmR? (3.38)

que € a lei de area em duas dimensdes. Mas adiante mostraremos como este resulta

do esta associado ao potencial confinante em 2D. Paran= 3.

W T ) = - % r(0) (3.39)

onde a divergencia, presente no resultado acima, sirge do polo fisico que = repre
senta a auto-indutancia de um anel infinitesimalmente fino em 3D. Como & sabi
do, se tormarmos um anel cujo raio‘externo seja b e cujo raio interno da secao
transversal seja a, que seja percorrido por uma corrente estacionaria I, a auto
—indutancia L do anel é proporcional a energia do circuito e assim é possivel

[22]

mostrar que

L = umb + 4vb (2n (8b/a)-2)

e portanto se a—~0 temos o surgimento de uma divergencia. Assim, como se trata

de um polo fisico e possivel trata-lo considerando que somente a parte finita
by e 5 _; [io] . . yor G o

possul significado fisico. Comp se sabe ,se £(n) e uma distribuicao com um polo

de primeira ordem em n=3 tal que

F(n) = A(m) +
(n-3)

onde A(n) & a parte finita de f(n) e B o residuo no polo entao

A(=3) =% {(-3) £}
dn n=3 (3.40)

<]
I

{(n-3) £(n)} - (3.41)

Para Nn= 4 a equacao (3.36) nos da que

W( .) =

cir (3.42)

M| =
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e posteriormente mostraremos como este resultado esta associado a lei de
Coulomb usual.

Mostramos no Capitulo anterior como o loop de Wilson infinitamen
te alongado esta associado ao potencial entre cargas estaticas na  teoria
de Yang-Mills. Com o intuito de explorar este fato facamos uma deformacao

no contorno de modo que

r..—T._.
cir elipse

Tal deformacido pode ser implementada atraves de uma troca adequada de va

riaveis na equacao (3.28)

ax]=x%x; ;3 bx]l=x
2

e assim
i [
f (?) (p) = elp.x dx - f(a) i(ap;+bpy).x"y
T I e . Felipégl’pz) = € dxa
err Teir
e logo
. (1)
1 '
¢ )-(Pl,Pz) o Ji(ap1+bp2)x] dx! = a £ (ap;,bp,)
lelipee Peir Teir
2
(2) *)
£ (py1,p, ) =b £ (ap1,bp2)
Felipse Teir

e agora substituindo os resultados acima obtidos na equacgao (3.34)

NPCE%H) b +e n=4

w o el 2

wl(relipse) = n+2 d'pl dpz (Pi"'pi)
A 2: - —

Z 2
(a2 £ (apy,bpo) 2402 | £ Cap, bo,) | )
cir cir
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Como resultado da equacao (3.32)

() 2 .
]fpcir(apl,bpz)l = b2 p? | fré?il,bpz)l

(2) 2 2
|£ " (apy,bp,)| " = a2p2 [£  (apy,bp,)|
Teir Teir

e logo entao

(a) (0!.)* 2
£ £ = a? b2 (p? + p?) |£  (ap,,bp,) |

Felipse Telipse Teir

de onde se segue que

Nr( ég_n- i - 2 2 __T]'—‘2 2
Wl(F31iPSE) = = —ﬁ__(;:zvzaz b2 dpy dpz(P1+ P2) 2 If(?PlsbPz)l

2" =3 —co leir

Efetuando agora, uma outra troca de variaveis
Py P>
Pi” 3 P27 g
4— n-2

NI‘( zn ) . . P]z. pz 2 2

Wy (lelipse) = - — 37 @ b dp, [ dp, ( — —ZD |f(p;,p2)[
5 —uy J= a b leir
2" ¥

Agora vamos considerar

dp; dp, = p dp deé

P1 = p cos@; p,=p senb



e fazendo uso do resultado (3.35)

DR ab [ -

: = _ B
W, (Telipse) zﬂﬂzn(ﬁ—Z)/? dp (p2?) J2 (pR)

0

2m n-2
2 2
ae cos?6 2 sen? B ) 2

a? b2

e comparando com a equacao (3.36) podemos por
W, (Telipse) = W, (Teir) I(a,b)

onde
2 n-2

ab cos28 sen?§ 2
( + )

I (a,b) =5 de
Jo a b2

2T

Para calcular I(a,b) facamos

l+cos V¥
2

cos?f =

onde 20 = |y . Desta maneira é possivel mostrar que

4-n —=
—5— (T

2
tla.5) = (ab) a?+b? N (bz—ai) —_— v
L oL\ 2ab 2ab

Efetuando agora, a seguinte substituigao

__a’+b?

2ab

48

(3.43)
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e facil mostrar que

o IR G 2
2ab

onde escolhemos, sem perda de generalidade, b2>a? e assim

4-n

T n-2
_ (ab) 2
T ooq

I(a,b) [z + Vp2_1 cos¥ ] dy

de  G.R. (pg: 384)

m
[ (z+ vz2-1 cosw)t dy = 7w Pt(z)

0

onde P e a funcdo de Legendre. Voltando a equacio (3.43) vamos obter que

a?+b?
4-n PU-Z ( 73 )
5

Wl(Pelipse) = W, (Tcir) (ab) (3.44)

Consideremos nos casos que se seguem o raio do circulo unitario. Par n = 2,

como P,(x) = 1, teremos
W, (Telipse) = - Nmab (lei de area)
e em n = 4, dado que P,(x) = 1, segue que

(a2+b2)
4Lab

W, (Telipse) =N

Tomemos agora
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ondeX €& a distancia entre as duas cargas estaticas tal como na fig. do segun

do capitulo.

~/3-n n = ;
_ T EFITE) n-t ool B (T/2%) (3.45)
W (Telipse)= - 2 (XT) 2 n=2
n-2 . (n-3)/2_ ,6-n 2
2 o FC—E—)
e como T/2X >> 1 é possivel mostrar que o termo dominante do polinomio de

Legendre (G.R. pags: 938 e 1025) PQ(X) e

e’ _TQw 1D g
2*anyz 2hr2(u)

e com isto e facil mostrar que o termo dominante na equacio (3.45) é dada por

Nrcégﬂ)r(n—l) T
_ (3.46)
L n=3 n-3
27 6-n X
21'1 m T (T)

W, ( elipse)

Para n = 2

- -5 TX

W, (Telipse)

e para n=4

Wy (Telipse) = NZS‘(-

=

Suponhamos agora que o nosso grupo de gauge e um grupo abeliano, por
exemplo, o U(l). Devido a comutatividade dos elementos deste grupo so6 os tres
primeiros graficos da fig. 5 sobrevivem formando o quadrado da  contribuicao

da ordem anterior (o que podera ser averiguado na proxima seccio)

W, (I) = {;-wi ()
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e assim da equacao (3.24) podemos mostrar que, no caso abeliano

2 O
g §§dﬂ&dyBDaB(x y)

W(r) = Nexp{g2W,(I)/m} = Ne (3.47)

onde Doa e a parte do propagador que nao depende de A.

8

Feito isto, podemos agora calcular o potencial entre cargas estaticas do ele
tromagnetismo (grupo de gauge U(l)) por intermedio da equacao (3.20). Para

n qualquer, da equacao (3.46) segue que

3-n _
Vn(X)=g-2F( 5 YT (n=-1) XB—n (3.48)

o (n-3)/2, 1)

e portanto para n= 2
TX
Vy(X) = g2 I

o que demonstra o conhecido fato de que o eletromagnetismo confina em duas di

mensoes. Para n=4"

2

V,(X) = - =

que € a lei de Coulomb do eletromagnetismo.

Para.n = 3 a eq. (3.48) parece, a primeira vista, estar em desacordo
com resultados ja estabelecidos. Primeiro, pelo aparecimento da I'(0}. Segun
do pela aparente independéncia de X do potencial em tres dimensoes, pois co
‘mo & sabido neste caso V ~ n X. Esta aparente contradicao pode ser elimina
da se observarmos, como ja foi mencionado anteriormente, que como se trata
de um polo fisico é possivel tratd-lo considerando que somente a parte fini

ta possui significado fisico. Assim da eq., (3.40) nos diz que paran = 3
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G-mrE&Hre-1 77"

d

V (X) = - g2 :

n & 2n 1T(n—3)/2 TCQ%E)

DT (1) ;o

V (X) = - g? - e = K

n pMm1 €3-3)/2 réjfn) dn

5-n
_g? X3—an_ I (52T (n-1)
dn -1 TT(n—3)/2 FCQ%D)

I‘(S—En-)l‘(n—l)

3—T1 3-—7’1
X) = g? X 2
v"( ) =8 n—-1_(n-3)/2_ ,6-n n X + g% X £(n)
2 I3
ou seja
2vr

como era de se esperar.

Quando o grupo de gauge e nao-abeliano como, por exemplo o SU(NC), a

primeira contribuicdo para a serie dada pela equacao (3.24), W (T), e es

sencialmente "tipo abeliana" o que pode ser visto pela propria natureza do

grafico correspondente. Entretanto na quarta ordem pode-se mostrar que

W, (T) L wm . W, (T)

2
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onde W'(T) e exclusivamente uma contribuicao nao-abeliana facilmente identifi
cavel pela constante de Casimir C,. Deste modo, € possivel separar termo a
termo a contribuicao da parte "tipo abeliana' e reescrever a equacao (3.24)em

uma forma diferente

) 6 3 :
W(r) =N + g2W, (T)+ % Wy +& W o+ g' W'+ g® Wy + .. (3.50)
6
Na secao que se segue, mostraremos como este programa pode ser executa
do, bem como, o esquema de renormalizacao da carga pode ser implantado e ex

tendido a todas as ordens.

3.3 - 0 calculo perturbativo em g"

Vamos agora proceder ao calculo de W, (T) grafico por grafico (vide fig.
4). Para calcular a contribuicdo da soma dos tres primeiros graficos basta e
fetuar o calculo de um deles e multiplicar o resultado por um fator 3. Para

o grafico dado pela fig. 5(c)

I a.b.a.b
[ _ (ATA 272 ) L =
| = jTr kg——ZT——___ Duv(t s) DQB(X y) dtu dsv dxa dyB
vy X
1 a.b.a.b
S L 2 -s)dt,_ d
= DaB(x y) dx dyB Tr(A"A A7A7) { [ Duv(t s)d L sy
! ik

a.b.a.b

¥
+ Tr (A7A A7)A7) i Duv(t_s) dtudsv

e

b.b
D (t-s) dt ds + Tr(*#°2")
uv oo

a.a.b.b

+ Tr(A"A" A2 ) uv

o

X
[ D (t—s)dtudsv
y

WA
b o——d

D (t-s)dt ds
IR uoowv

W g

1 a..b a,. b
=T %{ DaB(X_y)andyB Tr (A"[A7,A71A70)

SRS
+

b N

W —d



+ Tr(Aahaleb)

Mo

Tr()\a}\a)\b)\b)
41

, Pt pby
41

como
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D (t - x) dt ds
v TRt

W —<
e

o —N

o
+

M g

g—
+

g —

W

¢ 2
[%? DuB(X_y) dx dyB

f{ DaB(X_y) dxadyB Duv(t_s)dtudsv

Ho——
K Sl
+
g
W

e 1, 1% 1P 2 %PY - 2 2P0 Te([ 0P 1)
2
_ tabc tabd Tr(ldkc)
abe abd cd

vamos obter que

b

e3P, %P - Canc,

e portanto

1

A )
i \\
| S
,»r"ﬁrg = -é

2
{ F:{ DuB(X_y) dxadyB J

££ Dug(x—y)dxadyB

oW —q

X
D (t-x)dt ds
Uy gV (3.51)
¥
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0 primeiro termo do resultado acima e a contribuicao da parte "tipo

abeliana", que pode ser reparada em uma exponencial, pois

W,(T) == W2 () + W}(T)

2
1

N =

0 segundo termo e a contribuigao da parte nao-abeliana do diagrama e,
de agora em diante, ao nos referirmos ao grafico (c) da fig.5 estaremos, na

verdade, falando desta parte, ou seja, deste ponto em diante

NC
; o
[ == 5 ﬁf DaB(XHy) dxadyB Duv(t—s) dtudsv (3.52)

S
(O S

Tomando a expressao do propagador no espaco de configuracao para um numero ar

bitrario de dimensoes n, definido pela transformada de Fourier do propagador no

37
espago dos impulsos
( 2) 2— X Y
n A 4—n
D (x-y) = ————jr— g =yl - —— 3 IXw ] (3.53)
af 4t nliz ofB 2(“-4) Q B
podemos entao agora escrever, usando o resultado acima
v X
r( 3
I = D (t-s) dt ds = ——F— (I,+ I)) (3.54)
U v, n/2 12
Xy m
onde
¥ X
21
I,= dt_ds |t—s|
v
Xy
¥ X
I, = J J de, E 2° |e=s |+
2(4—n) . %

A parte divergente da integral I, na qual estamos interessados, pode ser calcu
lada efetuando uma substituicao local do contorno por uma linha reta. Desta ma

neira e possivel mostrar que
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4
2|x-y|
I,=————

(n-3) (4-n)
¥ 21
z (4-n)

e assim de (3.54)

n-2 4
I{ <=} n
I = 2 2, Al 1xv

1" (n=3) (4=n)

e substituindo o resultado acima obtido na eq. (3.52) chegamos finalmente a

b=n, , n-2
N, TEGOTEIT(n-3)

1 i - oy
/ = zqﬂnlz rlp BT 6-n ) 2+A(n-3) %ﬁ DQB(K y)|x yl dxadyB
2

= (3.55)
Vamos agora calcular o grafico dado pela fig. 5(d)
' n a. b, c, abc f n ;
_ i (2m) Tr(A"2A A7)t }i{ anddetv dp ip.x
| 31 (2m)"
-iq.y " TS T
0 .

dg J d e 8 (p-q+r) D, (p) DB (q) DVY(r)'
(2m" (2m)" 8 d
[g,, (Pra) + g, (-P) - g  (a+r) ] (3.56)

e onde
Dau(p) DBp(q) Dvy(r) [gup(p+q)Y+gUY(r—p)p— gyp(q+r)u] =

r r rr
1

: v o
- g (ptq) + g (r-p), - g (q+r) + Ap + Aq
p2q2r? aB v oV B8 Bv o 8 2 o o2




a7

9,49 q.d PP P.P
+ A 1 82U Ap 82u A qv a B & rg ot
q q p? p?
rr q q pP. P
Y _ _ p R a
Ag B(p+q)Y - A guv(r p)p == A ng(q+r)u
r q P
r q.q q,r T PT.T
+ A2 (p.1) L A2 (p.q) AL VE A2 (p.q) gy
i q2r? D22
rp.p q,p P P.49,49
+ A? (q.1) vaB A% (r.q) _Batv A% (p.1) ) (3.57)
p°r? p*q® p2q?

E facil mostrar que os tres primeiros termos de (3.57) na3o contribuem para o

resultado final

dxaddetv — e e — e 6(p—q+r)guv(r-p)8=

—
d
[
el
¥}
H
[

f f . . [ .
kﬁ{ q" ip.x dnq -ig.y 4N ir.t

P
dx dy.dt e e e §(p-q+r) g _r
a7y p? q? r2 av B
; -iq.y s
n 1rx n dn ip.t
- dxaddetv df . dd . P o 6(p—q+r)gwrB
r2 qZ p2
. -iq.y .
= dx dy_dt - dx dy_dt g d’p elp.x dnq e (dnr elr.t
a ‘g v v o] av] , g
p q 12
6(p—q+r)rB =0
Seja k, definido pela seguinte expressao
. -iq.y ;
Ty ip.x a'y gy ir.t rro

k, = dxuddetv e — e §(p —-q+1) ApB

p? q? g 2
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e assim portanto

n ipx 7 -ig.y n ir.t| 6(p-q+r) Py T,
d'p d'q d'r dt r e B

r2

n n n i(p+r)x-iq.y ipx 1i(xr-q).y
k1=-—iAf§ dxadysf dp J d 4 [ kA e —-e e
2

q r
r p
.8 (p-q+1) Ll
r2
n n iq (x-y) ip(x-y) | (p-q) p
ki = iA.ﬁ#andyB P J 449 L e - e e R
p2 q2 (p-q)? {p-q)?
n iq(x-y) PP
Ky = 1A }4 ax dy, 19 a" a8
q? p? (p-q)"
igq(z-y) PP
ky= 1A Q dxdy, |d'q e gl —~O08
q2p? (p-q)*

Utilizando o resultado ja obtido em (3.16) bem como a formula da transformada

[vo] 4 o]

de Fourier para um numero arbitrario de dimensoes

. A+ T
. , ip.x ph¥n n/2 =) -X -n (3.58)
a"p |p|" e = X | x|
T(-35)
podemos mostrar que
r( 20 )r(n-3)rz (2 2(3-n)
. n ,(2n-8) 2 2
k =1iA m 2 Es dxadyggu8|x~y|
. r(n-2) T(35)

(3.59)
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Definamos J, como

n_ ip.x n -iq.vy n_ ir.t
J, = - A dx dy_dt dp e d'q e L e S (p=q+r) .
1 8 P
o v p? I 2
rr
.g B(p+q)Y i
12
logo
n ipx n =iq.y . (% irt
Jy == A dx dy 2R & £4d . 4 dt r e |S(p-q+r)g _ .
o B 2 q2 rz v 7 CLB
y
(p+q) r
. prd Yy
r2
: {dnp d"q | ar i(p+r)x -iq.y _ip.x i(r-q).y
Ji = 1A dxadyB | e e —-e e 8§ (p~q+r)
(p+tq)_.r
. P q)Y "
af r2
r . .
n n iq(x-y) ip(x-y) i b
J, = -iA dxudyB ip |44 e - e Bug Pq
pz | q? (p-q)*
f rgn iq(x-y) f n p? - g2
J, = -2iA dXGdYB e dp
q? p? (p-q)*

da eq. (3.5) segue entao

r ig(x-y) g" 1
= 3 n p ————
J, = 2iA f{ dxudyB } d q e J pz(p—q)h
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e usando o resultado obtido em (3.17) e a formula (3.58) podemos mostrar que

4-n n-2
215 Wn F(——)T('ﬂ—3)l"2 (_—2"")

J =-1 (n-3) A 2
r(n-2) P( dy

F% dx dyB |x— |2(3_n) (3.60)

Se observarmos as equacoes (3.56) e (3.57) veremos que, por argumen

tos de simetria, e possivel escrever

—2n trOEAG Labe

=1 (27) 6k, + 3J, f+ A2 F(n)
3!
e ja que
£2P¢ 1P = - o2xg,
entao das eqs.(3.59) e (2.60)
NC A dovy o L n-3)r? ( 2)
== (4n-13) I( )
m =
2 r(nhz)rcéfﬂ)
[if 2(3-
f? dx dy, g o|x-] S (3.61)
+ A? F(n)

onde F(n) é a contribuicdo dos seis ultimos termos da equacao (3.57). A forma
da equacao (3.61) pode ainda ser modificada. para melhor atender aos nossos in

teresses.
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E claro que no limite em que n + 4

NC,A : ) I( —)?( 2 )1 (n-3) ; | |4—n
= 4113 D, (x-y)|x-y dx dy
25 /2 I (n-2)T( —§~ ) % b &8
+ A% F(n) (3.62)

Para o grafico dado pela fig. 5(e)

///fp—\\\\ ¢ n ip.x n —-igq.y
Tr(k A ) acd tbdc dxadtg d pn i dq e
(2m) (ZW)n

¢

ar [ d"s §(r-s-p) §(q+s-r) Dav(p) DBU(q) Duc(r) DYO(S)

onde V € a expressao do vertice. Desta forma

NC n ip.x n -iq.y
2
= — dxu dyB d pn e 4 qn e d"r | a"s
2 (2m) (27)




.8(r-s-p)6(q+s-r) D__(r) D_ (s) V(p,r,s) V(g,r,s)
U YR
O MY BsTsp

"
n i n _: * B

= dx_dy, f dp ip.x J dg ig.y(n. S-q)
(2m)" (2m) p2q?

: D.(%) Dyp(r—p) v (p,r,r-p) V (q,r,r-p)
UL QyHyY BsCTsp

NC rr n
2 [ f n
= — dxady dp i rn L D ér) D$r—p)
2 Pl em™| @en? pt * o
v (par:r_p) V(p,r:r“P)
OL,U,Y B,C,P
onde
e« P
V (p,r,r-p) = . = —1[gaY(2p—r)u+ gY£2r—plx— guu(r+p)y]
u’s“:Y *l r
Y M
P ¢?¥
s = —— . e
TP = Aa = ileg,Crn) o g 0r) g gy e )
s e

Substituindo as expressoes correspondentes aos vertices e aos propagadores, &

possivel mostrar apos varias manipulacoes algebricas, que

2 “TEB i ent LT p | @m" r2(r-p)e

24 [ ar o , 22n-3) [ a'r Tolp

- g
af p* 2m)" r2 (r-p)?2 p* (g r2 (r-p)?

62
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2A dnr rurB dnr 1
T n y Bap A n

p2 (2m) r2 (r-p) (2m) r? (r-p)*

i

- A . PyPg ar rarB 3 Ar4pu a"r ru

af p“ (2']T)n " (r-p)? b pL‘ (2';r)n r2 (r-p)?2
A ar Yol _ 2Apu dr Yoty

p? J (2m)" % (r-p)? p* (2m)" r*(r-p)?2

A f dy Tal T

s 2.8 + A2G(n)
p" J (2m)" 12 (r-p)?

e utilizando os resultados obtidos na secao 3.1 podemos mostrar que

KC, r &z (g0 ipGey) 6

- _ P 2

= gOf-B - o dxmdyB = e (p2) 2
. (4m)" " T (n-2) (27)

S 18 203 A slndd + AGD +oa - B A2 . B + A2 G(n)
2(1-n) 2 4 4(1-n) 4(1-n)
e de (3.58) teremos finalmente que
N, i ré&h r2 @3 rn-3)
= - e-n [(6n-5) + A (4n"- - 18n+ 14)] A

2°m (n-1) T(n-2) I'(T )

, 6
f{ dxadyﬁlx—y| 21 + A2 G(n)



ou equivalentemente, como ja foi visto.

- . rcigﬂ)r6{§3>r(n-3)
T ool [(6n=5)+A(4n- 18n+ 14)] -
2'm (1) r(n-2) 1¢0)

r (0] b
f? dxadyBDaB(X-y)lx—yl o

+ A2 G(n) (3.63)

Para o ultimo grafico (5(f))

b n_ ip.x { .n_ -iq.y
_ (e IO jacd bde [f, oo (dp da .
2 @Bl (o) (2m)"

Jd”r (dns §(e-p-s) 8(qrs-r)D_ (p) D, (a) G)G(s) x5,

ou seja

n ipx n -iq.y 5
= NC, g dx dyS QJ_), e a9 e d'r §(q-p) .
j] & (ZW)n

Dav(P) DBu(q) G(r) G(r-p) rv(r—p)u

64



(f { d"p ipx-y) ¢ g0, :
D (p)D, (p)G(r)G(r-p)
(21_[)” (211’)” V Bu

.\ ¥ — T
( . pu)

r .
£ N ip(x-y) n rr
NC2 B dxadyB T e s & B
) 2m" @2m" p*r?(r-p)?

e agora utilizando as egs. (3.9) e (3.58) podemos mostrar que

r&yr2 @2)p (n-3) y
= 2 1 2 2 fa dx dy |x yls gl

23958 dian) TEn-

que pode ser posta na forma

4-n Ty

C, 1 PQ———)F( )F(n~3) . | I
dx dy D° (x-y) |x-y
ZGT!n/? (1-n) I‘(n—Z)F(—E—) H il

(3.64)

Como o loop de Wilson e invariante de gauge, a soma das contribuicoes

nao-abelianas tem que ser independente do termo que fixa o gauge. Por esta ra

zdo, das egs. (3.62) e (3.63), e possivel mostrar que

F(n) + (M) =0>n==4

e das equacdes (3.55), (3.62), (3.63) e (3.64)

NC, r(é—ﬂ)r( )T
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(n-3)

o BT e
287" 2 r(n—z>rc—5—)

6n=5) | sa2n-7) +
(n-1) (n-1)

[8 + 4A(1=3) — 2A(4n-13) + |

o=

y —
dx dy D° (x-y)lx—yl 9
o B apB

J)



66

k-n

-xc, r&EDT T (n-3)

;
S(n)= (7n-6) F%dxudyBDgB(x—y)lx—y]

25, /2 r(n~2)r6@§3)(n—l)

(3.65)

Atraves do calculo perturbativo do loops de Wilson na quarta ordem

da constante de acoplamento mostramos como o metodo de regularizacao dimen-

sanal pode ser uma ferramenta precliosa no tratamento das teorias de gauge

nao-abelianas:o meétodo mantem a invariancia de gauge, exclui automaticamen-

te as divergencias lineares, apresenta as divergencias logaritmicas usuais
do espaco euclidiano quadridimensional como polos das funcoes T' de Euler.

Com o metodo de regularizacao dimensional as divergencias logaritmicas

tn(A/u) = .Qn(au/aA)

onde A e o parametro de corte no ultravioleta e u o pento dé mormalizacao
no espaco do momenta e que corresponde a escala de normalizacao aLl no espa

co de configuracao, podem ser recuperadas fazendo-se

an(A/u) = 1/e (3.66)
onde & e o defeito no numero de dimensoes.

n=4-¢

Assim da eq. (3.65)

NC

B e s il dx dy, D°_ (x~y)
98.3. 5% & J # R eR
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e agora procedendo da maneira usual fazendo com que as divergencias dos diagra
mas de ordem superior sejam absorvidas pela renormalizacao da carga dos diagra
mas de ordem inferior teremos do resultado acima obtido das eqs. (3.27)e(3.66)

que, pelo menos ate a quarta ordem,

W(T) =exp { - N gz(au) }{ dxﬂdyBDuB(x—y)} (3.67)
onde
11
g?(a ) = g2(1 + g2C, tn (a /aA)) (3.68)
H 2472 H
€ a carga renormalizada[?él
Da eq. (3.48) segue agora entao que para o potencial entre quarks
estaticos
g2 (a )
Ve—-— U
4 X
. o ] _ .
Da teoria do grupo de renormalizacgao , podemos extrair a seguinte
equacao:
5 ag(au) )
& T gla ) =—=rnr— =- 8 Lg(ap)]. (3.69)
H a i ¢ fna

i
onde B(g(a))] e a funcao de Callan~3ymanzik[§€].Aplicando (3.69) n» resultado

obtido em (3.68)

agla )
L . e gz(au)
aauﬂ 2g(au) 8{:1]J
11c,
Blgl = - & - P ‘ (3.70)
48m?

Na renresentacao adjunta, C, = N, . Do resultado acima, podemos obter R(g) pa

[u]

ra qualquer grupo SU(NC)
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(g) 11
B = - g’
su(2) _—

(g) _ _ _11
BSU(3) N 1672 g’

Ainda da eq. (3.70), temos que

= g o+ ..., (3.71)
3fna 4872

a qual pode ser integrada , desprezando o(g"

11E
2
- 1. ___l;_._ _L_ - : in (a /aA)
2 g2(au) g? 481* H
e entao,
g2 (3.72)
2 =
g (au) 11C
tn(a /a,)
241 woA

No caso do potencial entre quarks estaticos, o ponto de escala de normalizacao

a, € a propria distancia que os separa. Assim,

i P R (3.73)
o : n(X/a,)

A =

2472

e, no limite em que X/aA-*O,

2
o) 1 24w* /11C,
no—

4% tn (X/aA) |

tendendo a zero mais rapidamente que a lei de Coulomb. Este efeito e conhecido

]

pelo nome de liberdade assintotica das teorias de gauge nao-abelianas
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CAPITULO IV

0 LOOP DE WILSON NAS TEORIAS DE GAUGE EM TRES DIMENSOES

4.1 - Teorias de Gauge em 3D

e

0 estudo das teorias de gauge em tres dimensces e motivado por duas ra
zGes distintas. Primeiramente estas teorias sdo exemplos de teorias quanticas de

campo nio triviais, o que por si s6 ja e interessante, Aléem disto estas teorias

podem ser uUteis como '"modelos de brinquedo" para se estudar o confinamento em
[ . foit b

2+ 1 dimensoes Em segundo lugar,o estudo das teorias de gauge em tres dimen

soes e motivado pela sua conexao com o comportamento, a alta temperatura, das

. . . lue]| [47 .
teorias em quatro dlmensoes[-:I ’E j . Como se sabe, o regime de alta temperatura de
uma teoria de campo e obtido atraves da formulacao da teoria em temperatura finita

fazendo-se g seguir T + « .

A formulacao de uma teoria de campo em temperatura finita pode ser efe

- - ~ . . ’48 .
tuada,por exemplo , atraves da prescrigao de Martln—Schw1nger[ ] as amplitudes
de interesse podem ser computadas utilizando-se as mesmas regras no espaco dos
momenta da teoria em temperatura zero, com a diferenca de que agora a energia

é discreta ao invés de continua. Especificamente o propagador do boson e dado
por
i

Pl = seemmeae: 2 p = 2 B
2 _ n2_m
P0 pe—m

(=]

enquanto que para o fermion

S(p) S 3 p, =2 im(n + 1/2)T

- -
- Y-p—1m
cho Y-P

en e um inteiro e T e proporcional a temperatura.
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Alem disto, a integracao sobre os quadri-momenta se transforma em uma soma sobre

inteiros n e numa integracao sobre os tri-momenta espaciais.

L +co 3'+
_ELEL_+ iT 5 _4°p
(2m* n=-w ) (2m)3

Assim, a contribuicdo do propagador bosonico a um diagrama qualquer se

ra do tipo

+ oo o .

: d3

iT [ P 12 5 o |
n=—c«) (21)3 —4n2 72T —p2-m?

onde g é a constante de acoplamento que governa os vertices conectados pelo pro
pagador, No limite de alta temperatura, todos os modos com n # 0 decaem devido
a dependencia da temperatura no denominador. Somente o modo n = 0 sobrevive e no

limite T -+ ® a contribuicao do propagador bosonico toma a seguinte forma

> s 1
a3p gff ——— /T .(.....)
_p>2 +m2
Por outro lado, a contribuicdo dos propagadores fermionicos e sempre subdominan-
te a alta temperatura, pois a dependencia em T no denominador ndo pode

ser eliminada.

Do exemplo acima, podemos concluir que a série grafica perturbativa para
uma teoria simples,do tipo que envolve campos de spin 1/2 e campos de spin zero
auto-interativos,coincide, no regime de alta temperatura, com a serie grafica de
uma teoria que tem a mesma estrutura da interacdo bosonica, sem fermions, cujos
calculos sdo efetuados em um espaco euclidiano com uma dimensao a menos. Como
uma teoria renormalizavel em  quatro dimensoes, no regime de alta temperatura,
se transforma em uma teoria super-renormalizavel em trés dimensoes,devido ao fa
to de que a constante de acoplamento efetiva adquire dimensGes de potencia po
sitiva de massa, entao nossa teoria de campos efetiva possul um grau de divergen

cia menor do que o da teoria completa, em temperatura finita. Isto reflete o co
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nhecido fato de que a renormalizacao em temperatura zero e suficiente para remo

ver as divergencias no ultravioleta de uma teoria em temperatura finita.

Entretanto, quando os campos sao sem massa, expansoes perturbativas
na constante de acoplamento super-renormalizavel levam ao aparecimento de di
L . . . fio ]
vergencias infravermelhas. Efetivamente, foi mostrado por Jackiw e Templeton
que teorias de gauge super-renormalizaveis em 3D dao origem a amplitudes que
nao sao analiticas na constante de acoplamento: elas nao podem ser  expandidas
em potencias de g e quando uma expansao e forcada, divergencias aparecem. O tra

tamento das divergencias IV nas teorias de gauge 3D tem sido objeto de pesquisa

. . 50 51
e recentemente alguns trabalhos tem sido publicados sobre o assunto [ ]’ [ ].

Dentro deste panorama, pode ser de interesse, devido a sua proprieda
de de invariancia de gauge, o estudo do loop de Wilson em trés dimensoes.Na ver

: o a= ; ; : . e I
dade, algum esforco nesta direcao ja foi feito por Appelquist e Pisarski [ ]

Mostraremos, fazendo uso de alguns resultados obtidos no capitulo an
terior, que a expansao perturbativa do loop de Wilson ate a quarta ordem na
constante de acoplamento, num espaco euclidiano 3D, & livre de divergencias IV,
0 método de regularizacdo dimensional & empregado e as divergencias que  apare

cem sao de natureza ultravioleta,cujo tratamento e feito.

Como ja vimos no capitulo anterior, para o contorno de um circulo enm

uma teoria abeliana

n -
NRED TED

Wi . )= - =
1M eir Zﬂ-zﬂ(ﬂ—3)/& F(Q%ﬂ)

e quando TN = 3
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e a divergencia UV representada pela I'(0) tem origem na auto-indutancia de um
anel infinitesimalmente fino do eletromagnetismo classico em 3D. Quando o cir
culo e distorcido e transformado em uma elipse, o loop de Wilson associado ao
novo contorno, devido a propriedade de exponenciacao das teorias abelianas

e da eq.(3,48),nos fornece a forma do potencial estatico entre as cargas

r(%)r(n—l)

91 (ﬁ_g)/zf(ééib

vV ~

onde X é a separacao entre elas,0 problema da divergencia em n = 3 pode ser
resolvido considerando-se que s6 a parte finita possui significado fisico.

Neste caso

inX
2V

V(X)) . + C

Quando a teoria e ndo-abeliana, a parte "tipo abeliana" se comporta
de forma analoga ao caso acima discutido e a soma das contribuigoes nao-abe

lianas, como ja vimos, e dada por

g, r&EHr EBHr(-3)

S(n) = - (7n-6) .

26 /2 r(-2r &Y (1)

6-2
dxadyB gaﬁ|x—y| W

)

S(4) nos da a divergencia logaritimica da constante de acoplamento renormali
zada em quatro dimensbes. Sen= 3, S(3) n3o apresenta divergencias pois

6-2n

I(n) = I(n-3) ¢ dx dy [x-y|"""" =TI (n-3) (n-3) F(n)

onde F(n) tem um valor finito em n=3 e depende da forma do contorno. No caso

do circulo isto pode ser mostrado explicitamente:
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Fig. 6
dxudya= ]dx]ldy]cos (¢1—¢2) = R? cos (¢1—¢2) dy, dwz

Vv,
|x—y[2 = 2R?[1 - cos(y,-¥,)] = 4 R? sen? ( 5 )
3=1
ki mw lf)l"'lpz
I(n) = T'(n-3) R? dy, | dp, cos (Y ,-¥,) | 4R? sen? ( )
=T - ¢
™ ™
= = b, - -1
() = T(n-3) 227 R ”( dwl[ ay, cos (h,~v,) [éenz Qe & ]3
n - =
b0,
cos(¥ ~¢¥,) =1~ 2 sen? ( )
2
[ m 3—1N
. -y
1(n) = 227" R r(n-3) {J dy, ( dv_ [Senz — ]
2
-y

efetuamos a seguinte troca de variaveis

by > 20+, 3 Ay, = 2dp
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i r1T+1{12
_ y 2 ” .
1) = 2" "B r(n-3) | ay, | dp f(senzi)® " —2(sen?y) " 3}
- -+,
2
(/2
4 - 3—1n =
i) =2 R g r(n-3) | dv {(sen2y) - 2(sen? w)k " }

da tabela G R (pg 369)

rﬂ/z _
2¥4% 12 (5¥)

dy (sen W =

T(1+v)
0

teremos finalmente que

I(n) = I'(n-3)(n-3)

como queriamos demonstrar.

4.2 — Teorias de gauge 3D com massa topologica.

Além da sua coneccao com O comportamento a alta temperatura dos modg
los em quatro dimensdes, as teorias de gauge em tres dimensoespossuem certas
caracteristicas especiais, oriundas da topologia dos espacos de dimensao im
par, que as tornam particularmente interessantes. Recentemente, Deser,Jackiw
e Templeton&gz]mostraram que e possivel introduzir-se um termo topologico na
lagrangiana da teoria sem quebrar a invariancia de gauge. A introducdode tal
termo leva ao aparecimento de campos vetoriais com massa, e se o grupo de
simetria interna e o SU(2) ou algum grupo que o tenha como subgrupo, a estru
tura topologica da teoria e similar a da teoria de Yang-Mills em quatro  di

mensoes. Quando a condigdo de invariancia de gauge € imposta, a massa  topo

logica e automaticamente quantizada.



75

0 lagrangiano dos campos de gauge e dado por

L LMV m uv P U L
L sTrFqu SsuwTr (F A—§A A A) (4.1)

onde m & a massa topoldgica e as equacoes de campo gauge covariante sao

D.F +-I23F=0 (4.2)

ok

onde F & o dual do tensor das intensidades de campo

Vo _ aBv
Fag = ¢ B, (4.3)

25
I}
po| =
m
i

[D, »Dgl =Ty (4.4)
& possivel mostrar que

( D, o 4 22 ) *FB - PV [j*Fa , *Fv ] %.5)

de onde o carater massivo dos campos ja e visivel,

Consideremos a transformagao de gauge usual

A > Tt ) A G0 UG sut ()3 V)

o\

a resposta da aggo a esta transformacao

=7 =
fd3XL+Jd3XL+EE- Jd3x sanauTr[asUU A, ]+
g

) | o |
B j Bx BV e uuT 8, uUT o, UU ) (4.6)
3gz o B v

Considerando que a nossa transformacao de gauge tende a identidade mno

infinito



76

U, | %1
o que reflete o fato de que o espago em que estamos trabalhando e assintSticameE
te uniforme (e evita problemas de convergencia na eq.4.6). O segundo termo da eq.
(4,6) pode ser encarado como uma integral de superficie A dependente cuja contri
buicdo & nula. Se o grupo de gauge e o SU(2), ou algum outro que o contenha po

demos fazer uso da parametrizagao exponencial

U(x) = exp (Ga(x) Ga)
¢ = o?/2i (4.7)
02 = 8% ¢

e converter o ultimo termo da eq,(4.6) tambem em uma integral de superf{cie,eag_

sim portanto

)
J d¥ x L » J d3 x L +m Eg— w ) (4,8)
g

onde

w (U)

(6 - sen @) ] (4.9)

e W(U) @ o numero topologico da transformacao de gauge U (winding number) e que
assume valores inteiros os quais definem a classe equivalente de homotopia a
qual U pertence. Assim, concluimos que a agao nao €& inveriante de gauge e na

verdade sofre uma variacao dada por
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2 2
82 WU =m B

g g?

m n (4.10)

onde n e um inteiro. Entretanto, em uma teoria quantica, a exponencial da acao

exp i} d¥xL

¢ quem tem que ser invariante de gauge. Logo se a quantidade definida pela eq.
(4.10) for um multiplo inteiro de 27 esta variacao e¢ tolerada e, desta forma,

a imposicao da invariancia de gauge leva a seguinte condicao de quantizacao

m=g? 4rn s n=0,*1, +2,...

Quantidades topologicas, em espacos de dimensao impar como no caso a

cima, estao associadas a classe caracteristica secundaria de Chern-Simons.

A estrutura topologica da teoria de Yang-Mills 3D com massa topologi
ca nos permite levantar a hipotese de que esta teoria, na verdade, poderia
governar o limite de alta temperatura de uma teoria de gauge nao-abeliana. A
favor desta hipotese consta o fato de que ambas possuem oS mesmos numeros
quanticos. Alem desta conjectura, a introducao do termo topologico da origem
a outros fatos interessantes: a condicdao de quantizacao e totalmente devida
ao grupo de simetria interno e ¢ de algum modo analoga a condigdo de quantiza
cao do monopolo de Dirac; ao nivel quantico, o termo de massa funciona  como
um corte (cut off) no IV para as teorias com campos vetoriais superrenormali-
zaveis; o aparecimento de campos vetoriais com massa surge de um mecanismo to
pologico, tal como no modelo de Schwinger em duas dimensoes, e nao do mecanis

mo de Higgs ou de um condensado fermionico.

Pode ser de interesse, com relacao as teorias de gauge em 3D com mas
sa topologica, o estudo do loop de Wilson devido a sua propriedade de  inva-

riancia de gauge.
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0 propagador do gluon, de acordo com lagrangiano dado pela eq. (4.1),
e dado por

P_P P PP
1 TE oy ime , 5 ) - (asD) ”f (4.11)

D _,.(p) =
ng p? +m2 p?

onde m € a massa topologica e A o termo que fixa o gauge. Usando a definicdo de

fﬁa) (p) dada pela eq. (3.28) junto com a eq. (3.27) teremos que
[ a% i PnPg P
w (T =-N , g g * + ime =t
(2T|')3 P2 +m2 n pZ ngeg pz '!
PnPg :
P T

onde N e a dimensao do grupo de gauge. Como ja vimos anteriormente, quando o

contorno I é planar e possivel decompor o vetor p em

PB = PS L PB

onde ﬁB e a projecao de Py sobre o plano do contorno, e alem disto, da eq.

(3.30)

")

: 5) = 0
£.(p)
se I' e um contorno fechado e sem cuspides. Por outro lado, no presente caso

_ _ % _ _
€ RE ngrn (p):frB (p) =0 (4.13)

Desenvolvendo a eq. (4.12) segue que

Ng * -
M- — e @, @ | —B—
(2m) ] T rh _2 2
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N . -
i 2 i dp
= 3 d*p p Py fn(P)BEB (p) sk
(27) T e (p2+p2) (p2+p2+m2)
f
. ) s .
- = a®pe o P £ (B £ () ~ dp =
(2m)3 | r T ) (p2+p2) (p2+p2+m2)
. dp p
mN ” SO T
-2 e e £ B E, B | "
(2m)® : r" r (p2+p2) (p2+p2+m?)
J
g & * D
+ Eﬁéill dzp P pB f (p) £ 8 (p) _:_EB____
(2m3: g r (p2+p2)?2 (4.14)

Analisando a eq. (4.14) veremos que os quatro ultimos termos nao contri-
buem. O segundo e o quinto termos sao identicamente nulos devido a eq. (3.30).
0 terceiro termo €& igual a zero devido a eq. (4.13) e o quarto termo é nulo de

vido argumentos de simetria.

Para calcular o unico termo contribuinte vamos utilizar o metodo de regu

larizacao dimensional. Assim

2 f N2
W (T) = - 3 7 ( ap| £@)| _d—P (4.15)
(27m) j p2+p2+m?
e efetuando a integracdo em p
Nr( 450 ) o =
Wl(I') = - m dzp(pz + mz) |f(P)l (4.16)

27

Queremos aqui ressaltar que poderiamos ter utilizado o método de regula
rizacao dimensional desde a eq. (4.12). Neste caso, como o termo de massa e

introduzido com a ajuda do tensor EﬂBE’ uma generalizacao do mesmo teria que

ser feita para um espaco de dimensdo arbitraria. Esta generalizacao ja se en
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; 53 3.3 - ; ~ - ;
contranallteraturr:l[_:I e no limite em que o numero de dimensoes e tomado igual a
tres, o resultado obtido tem que ser compativel com a eq. (4.13). Embora menos

elegante o método escolhido e mais simples.

Para o contorno de um circulo, como ja foi visto

2
- 2 2 2
£ip @ [ = 4m2 B2 J2 (pR)

onde R € o raio do circulo. Substituindo este resultado na eq. (4.16) e efe

tuando a integracao angular

—NT'( -z;—n )Rz (7 n-4
e

dp p (pZ+m?) Jz (pR) (4.17)

Wl(rcir) - on=3 1T(n—u)/z J
0

Passando das funcoes de Bessel para as funcoes de Meijer (Bateman: pg.

220, £.56)°"
" 2 '
7o) = w2 gl | ) (4.18)
v 13 v ,0, v
a eq. (4.17) toma a seguinte forma

—NPCE%E)RZ - (=@ /e \ 1/2
dx (x+m?) Gi; (R x | 1, o, — 1)

1 ¥eir =2n—zﬂ(n—3)/2

e da tabela de integrais G.R. (pg. 898 £.5)

oo

XE_l(X+B)_U Rl |al...., By T e
P g b b
JEsaE

BE-U m+i n+1
s G afB

r(o) p+1 g+1

1-g,al,....ap
0 =E4b_yeeauyb (4.20)
q
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de onde segue-se que

-Nm = R? 2 2 0, 1/2
w(r.)s= G |\m®R?|
cLE i (2-1n)/2,1,0,-1

=2 1T(n—a)/z 2 4

e da formula de reducdo das funcoes de Meijer (Bateman: pg. 209)

£ 2 % O 1/2 2 1
G (%232 | = r = G (;2R2 i
& # 2‘“)/2,1,0’—1 1 3 (2-h)/2,l,—1
(4.21)
e da seguinte propriedade
g m n I r m n Iar * 8
=G X
P q bs P q b + O
s
teremos finalmente que
N n-4 2 1 w2
W) = = G GuﬁRﬂ ‘ ) (4.23)
nj/z -3)/2 13\
N (n-9)/ (4-1)/2,2,0
Para n=3
N 2 1 '3/2
W, (T . ) =- 5 G (;2 R? ‘ (4.24)
ELE m 1 3 1/2, 2, 0

E de nosso interesse, agora, calcular o comportamento assintotico
do loop de Wilson nas teorias com massa topologica, em tres dimensoes. Se qui

zermos fazé-lo via eq. (4.24) teremos que por a funcao de Meijer G2! (m? Rﬂ
32 13

I1/2 ,2,0

que uma divergencia aparece no numerador do integrando dificultando o  trata

) na sua rgresentacao integral (Bateman: pg. 207) e entao veremos

mento matematico. Esta divergencia esta associada ap coeficiente 1/2, termo es
te que aparece quando fazemos n=3 na eq. (4.23). Desta forma, o tratamento al
ternativo consiste em calcular o limite assintotico de

3/2
21

2,52
S @Ry 2.0

G



e depois tomar n = 3. Para !x|<1
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m n b #
m n' T(b.-b, ) I T(l+b,-a.) x
mn 2 j=1 ). .-h j=1 h ]
¢t (x| T) = Ei:
Pd Ty h=1 1 F
s il F(1+bh- b.) I F(a.—bh)
J=m+l J j=n+1
qu—l l1+bh = & g sawe 5 1+bh—a s l+bh—b1 5
T T (-1)P T« } (4.25)
Assim, e possivel mostrar que param? R2 < 1 em n = 3
2R3 _NemoRY
Wl(Tcir) _ NT (0)R . N2m2 R Nmm“R L (4.26)
2 3 6
.. [55]
No limite em que |x| > @ g [arg x| < (m#n-p/2 - q/2)nm =
n -
P () = Ez: l§m+n—q—1)ﬂa£ % B | fi(m+n—q—l)w
P4 t=1 © A (t)E (xe |a,)
q »9q t
(4.27)
onde n,
. | _ﬁl F(at—aj) F(1+aj—at)
AT (B)=(-1) J; (4.28)
q
il T(at-b.) T(l+b.—at)
j=mtl J J
-n ¢
(a-1) il F(1+bj—at+h)
. (Xlla y =x ¢ ” (-x) j=1 (4.29)
P»d t h=0 P
h! 1 T(l+a.—at—h)
j=1 :

Substituindo os coeficientes adequados na eq. (4.27) pode-se mostrar

do m2RZ » = e n=3 entao

que quan
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N + N T - (4.30)

Das eqs. (4.26) e (4.30) é possivel ver que, em ambos os casos ao
tomarmos a parte finita, a contribuicdo oriunda da teoria sem massa e dominan-
te com relacdo as contribuigbes resultantes da adicdo do termo de massa topolo

gica ao lagrangiano original nao massivo.



CAPITULO V

Discussao e Conclusoes

No primeiro capitulo uma breve introducao ao loop de Wilson (W)

foi apresentada. No segundo capitulo foram derivados alguns dos resultados,

ja consagrados, relativos ao LW no continuo.

Nos capitulos terceiro e quatro os resultados originais obtidos sao

0os seguintes:

i) mostramos que a divergencia, de natureza ultravioleta, presen
te na expansao perturbativa, em segunda ordem, do LW em 3D pode ser tratada
considerando que a parte finita possui significado fisico e que o polo tem
sua origem na auto-indutancia de um anel infinitesimalmente fino do eletroma
gnetismo. Como exemplo, aplicamos a receita no caso do potencial entre  car
gas estaticas do eletromagnetismo 3D, e mostramos a coerencia dos resultados

obtidos.

ii) efetuamos o calculo perturbativos do LW, em quarta ordem, g;é
fico por grafico, e extraimos o residuo no polo (n = 4). Foi utilizado o me
todo de regularizagao dimensional em que o numero de dimensoes do espago e
considerada continuo: o método mantém a invariancia de gauge, exclui automa
ticamente as divergencias lineares e apresenta as divergencias logaritmicas
usuais do espago euclidiano 4D como polos das fungoes I' de Euler. E mostrado
como o residuo no polo, em 4D, da soma das contribuigoes dos graficos presen
tes na quarta ordem contribui para a renormalizacao da carga. A carga renor
malizada & calculada, nesta ordem, e o resultado obtido coincide com o obti

"do por Politzer pelo metodo do cut—off em teoria de perturbacao usual. Devi

84
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do a ausencia de pernas externas o LW facilita, em muito, o calculo da renor
malizacao da carga pois, neste caso, as divergencias infravermelhas nao es

tao presentes. Fica claro tambem que, fora de n = 4, os diagramas nao podem

ser interpretados como renormalizacao de carga.

iii) Mostramos que, em 3D, a expansao perturbativa do LW em quarta
ordem & livre de quaisquer divergencias. Nesta ponto, queremos ressaltar que
as contribuigges dos graficos 5(d,e,f) tal como foram calculadas sao validas
em 3D. No entanto, a contribuicao da parte nao-abeliana do grafico 5(c) tal
como foi calculada para 4D nao & valida em 3D. Neste caso, a substituicao do
contorno por um segmento de reta, com a finalidade de extrair a parte diver

gente do diagrama, nao e possivel, pois ao contrario do que acontece em 4D, o

residuo no polo em 3D depende da curvatura do contorno[}sj . Mesmo assim, in
dependente deste fato, a estrutura aparentemente divergente tem a seguinte
forma

6—21

I(n) = T(n-3) P dx, dy, [xvl

para a qual foi mostrado, no caso particular de um circulo, o mecanismo que
elemina o polo em n-3, o qual pode ser generalizado para um contorno arbit;é
rio qualquer. O fato de que o LW em 3D, ate a quarta ordem, nao apresenta di
vergencias infravermelhas foi mostrado por Appelquist e Pisarski ja em 1980
usando a tecnica de expansao em produto de operadores (OPE). Mostramos agora,
que a divergencia ultravioleta, presente na segunda ordem, nao aparece emquar

ta ordem.

iiii) Calculamos a expressao exata do LW, em segunda ordem, nas teo
rias de gauge 3D com massa topologica, bem como o comportamento assintoticodo

mesmo para pequenas e grandes distancias. Mostramos que, em ambos os casos, a



expressao do LW das teorias de gauge 3D usuais (sem massa topologica) e o ter

mo dominante da serie que governa o comportamento assintotico.
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