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exencen alguma atividade.
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tos, como e o costume.
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me dediquei a esse trhabalho, algumas pessoas Tiveram sobre ele uma partict
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— Prog. Mario Novello, sugeriu o Zema da fese;
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§ilho, me ajudaram, incentivaram e se esforcaram para que eu Livesse Lempo
de estudar;

— Maniene, secretaria do DRP, que esteve sempre me dando for-
cas com sew bom humor;

— Hefena, alem de datilografar essa tese com foda a boa vonta-
de ainda ofereceu-me conselhos na sud 0Aganizagdo;

— meus amigos Renato P. dos Santos, Nelson, Abiltio, Nami, Djal
ma, Renato Porntugal, Romero, Ba}uﬁoﬁomw; Mawricio, Joao, Caruso, D'0Lival,
Batista, Fernando, Aﬂex; entre outnos, alem de parnticiparem conferindo cal
cublos muito cansatives , discutindo detalhes teoricos, aconselhando a reda-
cdo, me fizenam sentin uma especie de conforto ao passan por uma epocd de
multo du&himo e descrenca na finalidade desse trabatho. Congonto esse,que
com toda centeza faz com que meu nome estefa La na primeira pagina.
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RESUMO

Mostra-se neste trabalho, gue as equagdes guase-
_Maxwellianas da gravitagdo sao completamente equivalentes as
equagoOes de Einstein, quando aplicadas a geometrias conforma;
mente planas, para observadores cujas linhas de Universo sao
ortogonais a hipersuperficie espacial dessas geometrias, em

todo o espacgo-tempo.

Com esse resultado, obtém-se uma solucgao para O sis
tema de equagoes ﬂuv = 0, no formalismo quase-Maxwelliano, e
estuda-se alguns casos particulares dessa solucao que possam

representar modelos cosmologicos.



INTRODUCAO

A Relatividade Geral de Einstein, usada neste traba-
lho como teoria da gravitacdo, € uma teoria geométrico-dinami-
ca que a partir da distribuicdo de matéria-energia em uma hi -
persuperficie espacialmente orientada determina as proprieda -

des geométricas do espaco-tempo ou vice-versa.

No caso de geometrias conformalmente planas, temos

o tensor de Weyl, Wa nulo e o formalismo das equagoes qua-

Byp’
se-Maxwellianas & indicado, devido ao numero de equacles ficar

e H definidos a

bastante reduzido, ja que os tensores E, oR

B
artir de W sao também nulos.
£ aByp °

No primeiro capitulo desse trabalho, mostra-se como

se obtem esse conjunto de equacodoes a partir de uma congruén -

cia de curvas definida sobre a variedade.

No segundo, usa-se uma métrica conformalmente plana
geral e mostra-se que com a escolha do campo de observado-
res ortogonais a hipersuperficie espacial t = cte, o0s tenso-
res rotacao e deformacdo se anulam e chega-se as equacOes qua-

se-Maxwellianas para essa situacao.

No terceiro capitulo obtém-se uma solucdao para 0
sistema de equacoes g = 0, mostra-se que essas solucles tem
como casos particulares alguns modelos cosmologicos conheci-

dos e estuda-se mais dois casos que podem representar modelos

cosmologicos com fluxo de energia.



No Apendice A, mostra-se que a métrica geral usada
no Capitulo I € conformalmente plana, calculando-se para isso
todas as componentes do tensor de Weyl. Os calculos desse apen
dice foram feitos usando-se computacdo algébrica atraves do

programa REDUCE-Z.

No Apéndice B mostra-se a equivaléncia entre as equa
coes quase-Maxwellianas e as equacoes de Einstein para qual -

quer superficie t = cte.



CAPITULO I

EQUACOES QUASE-MAXWELLIANAS

1.1 - FORMALISMO MATEMATICO

Seja uma variedade Riemanniana quadri-dimensional M$
com uma meétrica de assinatura (+---) e suponhamos a existencia
de uma congruencia de curvas(J—) nessa variedade (Fig. 1).

Definindo um sistema de coordenadas {x"} que possa
descreve-la numa dada regido, as curvas serao descritas como

oL - —~ . .
x (s,t) onde s & um parametro que especifica a curva e¢ t o pa-

rametro sobre a curva.

xa(s,t) 2
x (B8+6s,t)

Figura 1

Sendo M, uma variedade diferenciavel, temos um campo

4
vetorial, definido como v% - dx%/dt para cada ponto das cur -

vas.

%
Impomos as seguintes condicoes sobre V:

Vava > 0 (1.1.1)



aB
VYo &8 =1 (1:1+2)

Seja g o @ métrica definida sobre M,.

A partir de 8up © V> podemos construir o tensor

- ¥ (1.1.3)

haB = 8u8 o' B

h tem as seguintes propriedades:

aB

B _
a) hth v o huv
b) h VP =0
af
c) haB = hBa

como pode se verificar a partir de (1.1.3).
Esse objeto € chamado projetor sobre H, onde H € o tri- espaco

. fc
dos vetores perpendiculares a V, em cada ponto.

0 efeito do projetor, € separar em cada ponto, O espago, em du
as partes: um tri-espaco H com uma métirca haB e uma direcdo
definida por V.

No caso em que o rotacional do campo de vetores V

se anula (2) os sub-espacos H se mesclam formando uma hipersu

b
perficie em M,, cuja métrica € h g

Podemos escrever um elemento de linha em M4, como

2
- BV
ds™ = guvdx dx

h o dxMdxY + (V dxH)?
uv U

ou

as? - dg? + at

o}

- ol
Seja V', g = Vg + Ty



onde // significa derivada covariante
e / significa derivada simples.
Vamos decompor o tensor VﬁUB nas duas regioes defini

das por H e V.

Vﬁ[s = VuB + VuVB (1.1.4)
onde
= Hy V
VOLB = hu hB Vﬁ#v (1.1.5)
e
. 'Y _
VaVB vgﬂyv VB = aOLVB (1.1.6)

Vemos que VuB e a parte de Vﬁﬂﬁ projetado em H e VaVB e a par-

te de VWVB

projetado paralelamente a V. Fez-se:

VB {(1.1.6"]

Vamos decompor o tensor VaB em suas partes simétrica e anti-si

métrica, a seguir:

VuB = 8&8 + wuB (1+717)

onde

PP, T 5 W (1.1.8)

ot = Z Pa 28 Vory * Vyro?

T4 0y Y
== h "h -V 19
wep = 7 Mo Bg Wopy = Viyp) ¢ )
0 tensor simétrico 9.8 pode ser decomposto em:
§ =8 .+ )h @ (1.1.10)
afB ap 3 TaB

onde caBéSa parte simétrica sem traco, e 6 € o traco de 8,5

De (1.1.7), temos



o o Ol o0
Vv 4 = 8 o = Vv Vo " Vv, (1.1.11)
Mostra-se que v@v& = Wy
entao 0 = v®
=V,
Os objetos a_, © e w definidos assim pertencem
a’> “aB oB ’
a H, logo:
o B _ o
GGBV = waBV = aaV =0 1:1.12)

Substituindo-se (1.1.10) em (1.1.7), temos

h .6 Ll 1:13])

v = 0 + W 0B

aB PR

| —

e substituindo-se (1.1.13) em (1.1.4), obtém-se

. @G % h o6 +aV (1.1.13")

Vagg = Tag * Yap 08 8

temos que
DV
o

- B _ _ & .
a, = V@ﬂBV = Dt (1.1.14)

onde %f representa o operador derivada covariante na direcao

de V.
(3 )

As quantidades ays Typgs O e 0, sao chamadas "=

o
respectivamente de aceleracao, deformacao, rotacao e expansao

da geometria.

EVOLUGCAO DOS PARAMETROS CINEMATICOS

A partir dessas definicOes, vamos procurar equacoes
de evolugao para oS parametros cinematicos, ao longo das cur -

vas.



Temos que:

€
Varery = Voryre = Raepy’ (11
Projetando em vY
Y o EyY
(¥ /B)fY vﬁ/Y/BV - RaeBYV v
Entao,
i ¥ . eyY
(Va//B) B Va//Y//BV = RoesyV v
Usando:
¥ _ A B Y _
VOL//Y//BV - WOL//YT“r J//B VOt//YV 7B
a = N vY
af B afy /B
Teescrevemos

. Y _ Ex7Y
(V&/B) aa/B + Vﬁ/YV /F = RaeByV Vv

Projetando essa relacao sobre H:

h Yh Y + h h b

Uy .
hg Wu//v) - Ty g Fuv //Y /v

- R vV nV
HEVY o B

Usando (1.1.4) no lado esquerdo da expressao acima,

.15)

Uy Vo . Uy V Uy V
hu h, ~(V + (aV.) ) -h "h,"a + h *h [(VUY + aUVY)

B " uv uov a B “Tufv a B

(va + ava)] "

o BV M Ve oo o M Voo M
= ha hB Vuv + hu hB aqu + ha hB aUV h hB U”V



My v Y i3 Y Y _
+ ha hB [VUYV 0 * VUYa Vv + auVYV 5 * aua VYVv] =

YW +aa.-h". a + VoY
H ay

_ H
B hull v o B o B “ufv

B B8

Reescrevendo a expressao, chegamos a:

Ua
B "u/v

€

hauh Va  +aa, - huuh vY (1.1.16)

Yoo
8 %y a2 + VuYV = R \'

B oERY

Dessa expressao, tiraremos as equacOes de evolucao para os pa-

rametros cinematicos.

EQUACAO DE EVOLUCAO PARA A EXPANSAO

Contraindo (1.1.16) nos indices a € B, chegamos a

h“\’vw + aaau = h“vau/v + VaYVYa = va“\fV G
onde
WYY - "™V )T - AWV = v e (MY« vV Y = v
IRY Y UV U uv U
L,
u
Mo ) : 0 Lua Ho Moy
Vuuv (3 hau + Odu # wau)(3 h + + w") =
82
= =+ oH%* L ¢ M & oMo 4 e
au au oM ou
2
_ 2? - UUQ + wUW
o oy
Fazendo
Z2 _ 1 uv
o =5 OUVO (1.1.18)



e
ab E 4 g o, o (1.1.19)
reescrevemos
7
ap 6 2 2
VOHJV = ? + 25 - ZUJ
Calcula-se tambeéem:
pHY _ MY _ _ VY K.
Ay =8 Ayt VIV, = ey, -l
- e TR Y
= a /v (auV ) o+ auV g 7V + aua
Substituindo esses resultados em (1.1.17), obtemos

a equacao de evolugao para 6 .

5 o’ 262 - 26% _ @, < R VMY (1.1.20)
il - ER = B e = Ty : i

Essa equacao ¢ conhecida como equacao de Raychaudhuri.

EQUACAO DE EVOLUCAO PARA % v

Simetrizando (1.1.16) e substituindo (1.1.13), temos:

Wy V© é Hy W 1 My Vv
ha hB qu + 3 hu hB huv +agag - 37 ha hB (auﬂv + av/u) +
1 U 1 uo £,V
+ > auv g * 7 VBUV 5 = RastV v (1.1.21)
Temos que
TR w2 g2 4 u u
V&UV g + VBUV 5 =9 8 huB + % ecuB + ZGGUG g * Zwauw 8

Define-se



0 ! 0 _
mgm = mﬂmg‘q =
= o m - Aam m - "mm 9 =
g Agh T 3"
= ?OA ADm m + dA Anm m +
o} g g d

_ i mpddnu _ mﬁnm
= 105" gntody = gn

as-eINdTe)

arl
(sz°1°1) T gt &= P
no
- argo, z _ do
(vz L 1) ol ™ u 1= m
temb tES (ZZ"1°L) °d
anmz _ ﬂam _ anm =
_dgo_ . _a a1l _ go_ar Z -
- m(gg ?09 99 'DS)) - mgng Z L
_gn d 1Aiar 7 _ ldat
- DA A ldgnu 0 Hghy @

roessaadxe B 9s-BIND[ED

ohar ohat
(gz L°1) : LdQ@Q = uldgnu
apuo
- d gno Z -
(zz-L*1) A mldgnu 1o lm



=1 B

Substituem-se esses resultados e a eq. (1.1.20) em (1.1.21) e

chega-se a equacdao de evolucao para o©

uv
Wy Ve 2 2 2 u
ha hB up = % hag(w +0°) + 3 8 OaB + Uauc B - w,Wg *
+aa. +4h a% - XnHVa, +a.,)
a“B 3 oB” Ju 2 o B Tufv v/ u
SRRY) 1 UV
= aEBvV Vo - K3 Rqu \'% huB " (1.1.26)

EQUACAO DE EVOLUCAO PARA 0y

Anti-simetrizando (1.1.16), obtem-se

J 1 Y Yy
g Gupy ~ ) v 7 WoyVig - VgyV gt = 0

(1127)

My Ve 14
ha hB Wy B ha h

Calcula-se

0+ 20 o', - 20, w”
[0 3

u u 4
V.V -V uV =z W u® g su® o

ou B B o B

Substituindo em (1.1.27), obtém-se a equacdo de evolucao para

(1Y)
uv

h "% =1 n PV
o Y 2 o

2
B g Bugy ~ Bypd * 3 Yap® t

o G - Gt = 0 (1.1.28)

Temos também trés equacdes de vinculo entre os parametros cine

maticos.



Y e

Primeira Equacdo de Vinculo:

A partir de

o o
V./B/Y - % Iyl ~ 7 eBy

contrai-se o e B

o o
Vipary =V rvre = Rey

Projetando sobre H:

Y o
h A(V

_wY yo B €Y
/a)/Y h AV Iylo ~ REYV h A

Usando-se (1.1.13), tem-se

2 .y o o Y o a My O
3 h AS/Y - (@ " + W Y)/uh y - @ (Oka + wkm) = RU&V h A
(1.1.29)
Segunda Equacdo de Vinculo:
Somando as expressoes:

_ H

Va/B/Y Vd/Y/B N RauBYV

- = H

VB/Y/G VB/&/Y RBuyaV

_ U
V#I&/B h Vyﬁs/u h RYUGBV

e usando a relacao de ciclicidade do tensor de Riemann

Rxva i Rkav ¥ Rkau

obtemos
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V@ﬂB/Y - Vﬁ/v/6+ VB/Y/@ - VB/&/Y * VYI&/B - V#/B/u

Rearranjando os termos:

v

* LV y/lo ~ Vu/Y)ﬂB =0

Vere = Veralry efy = Vysgdlre t

Usando (1.1.13'), chega-se a:

(aaVB = aBVu + ZmaB)//Y-J,(aBVY - aYVB + szB)ia §

+ (aYVa - am\.t'Y -~ ZMOW)//B= 0 .
ou
apgyr _
(aaVB - ana + ZmaB)iY n = 0
aByA aByr _
(mugﬂ )//Y + (aOLVB)/Y n =0
Projetando em v,
aByA aByr
VA(waBn )#Y + aaVB/YVAn =0
Usando (1.1.13') e (1.1.22), chega-se a:
UJOL//& Hf Zmaaa - 0 (‘]-1.30)
Terceira Equacdo de Vinculo:
B E
Vﬁ/B/Y B VQUY/B B RaeBYV
YBe 1 U YBe
Vﬁ/B/an Ve = > RauBYV N, V. ; {17311
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Substitui-se (1.1.13) e chega-se a:

YBe 1
(UQB + waB)ﬂY np Ve + 3

u YBe
RduBYV Ve Mo

Projetando sobre H, nos indices a e p , e depois simetrizando,

tem-se:

hO.',

(o (6™ ¢)

YBE p o P -
a8 + waB)lan Vgh + Zaawph (eh $) =

. | Uy YBE 1P po
= - o By W W R o™ )

Reescrevendo e trocando a ordem de y e B

Byv € o _
2nem Vy Ogeyy * CagyydP (8P gy T 4840 =

- - h® h%, VMY nBYV g (1.1.32)

(67 ¢) e ouBy

Para termos uma descricao completa do comportamento

das curvas na variedade, precisamos de equagOes que expressem

a evolucao da curvatura ao longo das mesmas. As eqgs. (1.1.20),

(1.1.26), (1.1.28) - (1.1.29), (1.1.30) & {(1:1.32), devemos jun

tar as equacoes de
serao determinadas
veremos a seguir.

0 tensor

evolucao para a curvatura. Essas equacoes

a partir das identidades de Bianchi, como

de Riemann pode ser decomposto em suas par-

tes irredutiveis, e utilizaremos essa decomposicao para expres

sar as lidentidades

de Bianchi em uma forma mais conveniente pa
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ra 0S nossos propositos.

RaBuv - WuBuv 7 £Raug8v * Rngau - RBugav - Ravgsu]
1
- 5 RI84u80y — Egu8an] {1.1+3%)
onde waBuv e o tensor de Weyl com as seguintes propriedades:
o
o 0

wuBuv = WuvaB (1.1.34)
e

wuBuv = - wBuuv = - Wanu = WBavu

Devido a essas propriedades, podemos decompor o tensor de Weyl

em dois tensores ao longo de uma curva, da seguinte forma:

UV
EuB = Waust'V (1.1.35)
H o o= - W i (1.1.36)
af ~ auBv s
onde
*
1 n pﬁw

WGUBv = 7 lau pSBv

Usando as propriedades do tensor de Weyl e as decomposicoes

(1.:1.3). = (1.1.3'), podemos obter as propriedades de EaB e
HuB
Fag = Fga ’ Hap = Mg
E VP -0 H ve - o (1.1.37)
ap ! apf
E* =0 5 H* = 0
o o
Podemos expressar o tensor de Weyl( Ly em termos de EaB

e HuB pela relacao:



-16-

~ _ HyApvp
waByﬁ - (naBuunyélp guﬁuvgYSAD)v vE ¥

5 WWAEYP , (1.1.38)

aBuvEysap T Bapuvysap
onde

Eoguv = Sapfgv T Eppfav

As identidades de Bianchi para o tensor de Riemann sao:

+ R 0 €11:39)

Roguvsy * Ragyuyv * Rogvyyu

Com a expressao (1.1.33) podemos escrever (1.1.39) numa forma

equivalente em termos do tensor de Weylt £ ), que € a seguin-
te:
aBys  Lyl[a/B] T _vI[8y/a]
W e = R + 5 8 R (1.1.40)

Podemos projetar a equacao (1.1.40) de quatro formas diferen -

tes:
% wﬁgyﬁ/ﬁvﬁthuc
2) wanﬁjandhaBVAVY
3) WGGYG//Ghy(GT]p)MBVX
. waBYiyﬁvﬁhY(phO)u )

Também podemos obter uma expressao para a divergencia do ten -
sor de Weyl a partir de (1.1.38) e fazer as mesmas projecoes

acima, obtendo entao:



T T

1) WOLBY‘S//G\rB\.r‘fh"LO " haUhSYEQSiY + nUBquSHvaéus + 3H V0
2) WOLBY‘S//én“‘MBVKVY - 2[hagh6YHa6/Y ‘”OequSEvégpa - 38 1
3) W,g8yshY TnPI Aoy 4a B, P 1By, 460 -
SRV S LA T S ke A 2m, (Pn®) MY,
¢ an?VMO PNy v Hg e
1) WagyinVBhY(pho)a ='4aaHg[p”0)AaBVA _ 46EPY _

P, OnUV U (o_p)raB (py.0) ufVv
= 4hU hv E £ ZHB ]uhu n VA + ZEU h UV +

ovud_pAap
+ 4n n Vuthaéer

Essas quatro projecdes serdo igualadas as projecgoes
obtidas a partir de (1.1.40), e juntamente com as equacoes
¢1.1.20), (1.1.26), (1.1.28), (1.1.29), (1.1.30]), (1.1.32),n0s
dar3o uma descricao completa do comportamento das curvas da
congruéncia.

As projecdes feitas com relacao ao lado direito de

(1.1.39), serdo discutidas na secao 2, a seguir.

1.2 - GRAVITACAO

Todo o formalismo desenvolvido na secao anterior,
tem por objetivo descrever como curvas numa dada variedade M,
se comportariam, com relacdo a propria geometria de M,, e va -

mos ver entdo qual & o interesse de se desenvolve-lo.
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Numa teoria da Gravitacao, em que o espaco-tempo €
descrito por uma variedade Riemanniana M,, a dinamica desse es

paco-tempo € imposta pela relacao:

R“B“Vﬂv - J%BH (1.2.1)

onde JOLBu e um tensor definido a partir do tensor momentum ener
gia usual da matéria. A teoria fisica sera descrita geometrica
mente.

Essa igualdade nos da a possibilidade de interpretar
fisicamente os objetos geometricos definidos na secao anteri -
or, sendo dada uma interpretacao para os pontos e curvas da va
riedade.

Nesse trabalho, usamos a Relatividade Geral de Eins-

tein como teoria da Gravitacao, e a relacao

1

2 [gm T/e = Bup T/Ot] (1.2.2)

J

aBu Tuu/B B TUB/Q

¢ uma condicdo necessaria mas nao suficiente para que o forma-
lismo obtido por (1.2.1) seja equivalente a Gravitacao de Eins
tein.

A relacdo (1.1.40), e as equacoes de Einstein

Ry -7 8y R+ Mgy, =- K, (1.2.3)

nos permitirdo obter as equacoes quase-Maxwellianas.

Esse conjunto de equacoes, sera equivalente ao con -
junto de equacoes de Einstein, ao fazermos a escolha (1.2.2) e
impormos a validade dessas equacoes sobre uma hiper-superfi -

(6 )

cie t = cte, como feito no chamado problema de Cauchy* — 7, ou
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propagacao das equacoes de Einstein.

Antes de obte-las, vamos voltar ao formalismo da se
cao anterior, e ver como aqueles objetos geométricos entao de-
finidos, ganharao um mnovo sentido a luz da relacdao (1.2.1).

Na Cosmologia, o Universo pode ser representado peia
propria variedade My, e a geometria desse espaco é especifica-
da pelo seu conteudo de matéria. Utilizando o modelo de fluido
relativfstico(g) para representar a fonte, vamos associar
a cada linha de fluxo do fluido um observador, e teremos en -
tao um campo de observadores, relativos aos quais sera descri-
ta a dinamica local do modelo. Como de (1.1.1), V & um vetor ti
po tempo, podemos dizer que cada curva da congruencia definida
anteriormente sera a trajetoria de uma particula, e V a sua ve
locidade, e em cada valor do parametro t, teriamos colado ao
observador um tri-espaco H, chamado seu espaco de repouso lo -
cal, onde ele mediria quantidades relativas ao tensor momentum
-energia, que especificaria a matéria com sua distribuicao ao
seu redor.

Sendo assim, o observador V, com seu espaco e tempo
definidos anteriormente por huv e Vu, pode decompor o tensor

momentum energia do fluido, como:

I = pVUVv - phuv * unv + qvVu + T 5 (1.2.4)

Hv v

onde p € a densidade total de energia,
p € a pressao escalar,

m_, a pressao anisotropica, e

apB
qu o fluxo de energia,



Vamos entao, obter agora as

Usando um sistema
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(1.2.4%)

equacoes quase-Maxwellianas.

de coordenadas em que k=1, podemos

reescrever (1.2.3) na forma:

R = - T
(S Hv
Substituindo (1.2.5), (1.2.
a:
2
é+g§—+202-

Usando as expressoes (1.1.3

(1.2.4') em (1.1.26), obtem

aB(w2+02) +

h Hh Vv

o B (ahﬂv

STE

A equacao de evolucao para Wy

5
uw

hauhBV& O w +

op~ B

Substituindo (1.2

chega-se a:

2

3

Y 0% @ _ 2y
h A(G Y+m Yjﬁa h'.8 ” +

1

+ o (1:245)

guvT - Aguv

4) e (1.2.4') em (1.1.20), chega-se

H

1
2w - a fu 5" §(p+3p)+h (1.2.6)
3), (1.1.35), (1.2.5), (1.2.4) e
-se
- 6o + O Uu - w w, + a a, +
3 o R an B o B o B
I = ok @ (1.2.7)
v/ u af 2 TaB ’
, nao muda
e Ln M Vg o ocm g ) % 2 B e O
2 a B w/v vfu 3 afB
(1.2.8)

.5), (1.2.4) e (1.2.4') em (1.1.29),

a¥( (1.2.9)
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A 22 equacao de vinculo tambem nao muda.

ol

0%y * Zwaau 50 . (1.2.10)

Usando (1.1.33), (1.1.35), (1.1.36), (1.2.5),(1.2.4)

e (1.2.4'") em (1.1.32), podemos reescreve-la como:

Yh® = = B L (.2.11)

+

Byv
Mg Vil P ) 2(6%0) (6 o)1

aBfy “aBly

Em (1.1.40) podemos substituir (1.2.5) e obter a seguinte ex -

pressio, abaixando-se os Indices:

T 8 _ l l
NQBY e ~ z Ty[afg] * B gY[GT/B] {1.2.12)

Fazendo as projecoes 1,2,3,4, chega-se a

ByYnoo _ 1
1) Wyg 8, VoVTR = 2

. % o 1 o0 v (1.2.13)

) pArOB ¥ g _, OaBX
2) WaBY /S.n VKV = 4(p+plw -2n qud/ﬁ +

O'Q.BA. (U o

+ 2n B

us)“uavx (1.2.14)

hy(c plhaBy  _ 3q(cwp) _ thcqawa _cfgtcnp)aﬁk

3) BY /6 A

v, a - pt (o,,p)oBA (1.2.15)

"o/ 8
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§ Bry(ppola PO (p, o)
4) WGBY /GV h h = 2(p+p)lo - 2q"a +

+ phiPpole, Zha(phuo)%a“ _ g (o 0B - (p 0)B

VA B T B
2 4. PO _ 2 4poc W U, MY
= 3 om 3 h (C{ //U- q au ™ U]J\)) (1.2.16)

Igualando as 4 projecoes (1.1.13), (1.1.14), (1.1.15) e(1.1.16)
as expressoes obtidas, fazendo-se as mesmas projecoes, da se-

c¢ao 1, chega-se a

£, Gy £ B,,v8 _u EV
h™h Ea@/y + M Bqu H "o s 3H w, =
1 E0 g e 1 £ £ v 1 £U
=z h ofa * 3 Q- - 5 (o g = 3w v)q * oy T au +
‘ BV, (1.2.17)
eay 8y - Brvé U agv
h™"h Hué/Y " guv B 8" SE” ", =
B e _ _€aBA eaBi U
= 2(p+plw n quaﬂﬁ + (ou8+wu8)ﬂ aVA
(1.2.18)

0+ OfHUV po 1 (pro) V/AY ovus_praB _
h Oh PHY + eHPY - H “°h Uvu -n n V.V H, 50

(p_o)AraB 1gH (o _ploBiry, _ (1.2.19)
- a EB n VA ) EB ﬂuhu n VA =
1 BA
- - 300 4 3 a9, v g o TP g, - g nEI
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h *h, 3 Ev(ghg)uV“/V _ nUUUSnQA“BVUVAEQSGBV 5

T A TR

= % hw(q”//u - q”au - w”vouv) - %(p+p)aEO + % q(gac)

- hU(EhOkhU/u . x ha(ehil)%a” b deomy IR %NB(EwU)B .

+ ¢ om0 (1.2.20)
As equacdes (1.2.6), (1.2.7), (1.2.8), (1.2.9), (1.2.10) ,

(1.2.11), (1.2.17), (1.2.18), (1.2.19) e (1.2.20), constituenm
o sistema de equacdes quase-Maxwellianas da Gravitagao.

Esse conjunto de equacoes, e assim chamado, devido
as eqs. (1.2.17), (1.2.18), (1.2.19) e (1.2.20) terem grande
semelhanca com as equacoes de Maxwell do eletromagnetismo e

E e H sao chamados, respectivamente, de parte elétrica e

aB B
magnética do tensor de Weyl.



CAPTTULO II

GEOMETRIAS CONFORMALMENTE PLANAS

As geometrias conformalmente planas, sao aquelas des

critas por métricas que sao obtidas a partir da metrica do es-
(7,8).

Sl it

paco-plano, por meio de uma transformacao conforme

Seja guv’ a métrica de uma variedade M. A transfor-

¢ chamada conforme, para Q(x) uma funcdo arbitraria diferencia

vel, e tem a caracteristica de preservar angulos entre vetores.

g dxM sx”

nv

N Ua Vs 1/2 o. R 1/2
(guvdx dx ") (gaBGX §x")

= COSQ

Y
cosa =

0 tensor de Weyl & invariante sob esse tipo de trans
formacdo, e é nulo, no caso de geometrias conformalmente pla -

nas.

v

waBuv - waBuv =

Podemos descrever essas geometrias, por meio de uma metrica,

na forma



L.

2 2

as? = e?frat?oar?-g? (r)de’-g® (r)sen?s d¢?) 2.1)

onde

£f = £ft o, 8,0) ,

e g(r) pode ter as trés expressoes seguintes (ver Apéndice A)

glr) =r < 0 £r
g(r) = sen r 0 £r <7 (2 :2)
g(r) = shr ! 0 =1 B

Podemos ver pela forma da métrica, que para qualquer tempo t=
= cte, existe uma tri-superficie espacial, separando a varie-
dade em duas partes, globalmente, ou seja, uma superficie de
Cauchy global.

Se escolhermos um sistema de coordenadas, no qual
cada particula carrega suas coordenadas espaciais com ela, ou
seja, coordenadas comoventes, entao para cada tempo t = cte,
os espacos de repouso local H de cada particula, como descri-
to na secao anterior, se juntarao numa unica tri-superficie ,
e esse tempo sera o mesmo para cada ponto da tri-superficie ,
sendo chamado tempo cosmologico.

Dos resultados do Apendice B, que mostram a equiva-
lencia completa das equacoes quase-Maxwellianas com as equa-
coes de Einstein para esse tipo de geometria, com a escolha
de coordenadas comoventes, podemos entao impor a validade des
sas equacoes sobre H como feito no problema de Cauchy para as
equacoes de Einstein e com isso nos temos um tensor momentum
energia tambem definido sobre H.

Vamos entao prosseguir, calculando os objetos geomé
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tricos e as equacdes quase-Maxwellianas correspondentes para
a geometria (2.1).

0 tensor métrico tem a forma:

e o 0 0
o e 0 0
g = (2.5
HY 0 0 —ergz 0
0 0 0 -e fgzsenze_
B Sl 0 0
i 0 e 0 0
g = (2.4)
0 0 g %1 0
|0 0 0 -e_zﬁéawnzg
Os indices 0, 1, 2, 3, estarao relacionados respectivamente

as variaveis t, r, 0 e ¢.

Das condigdes (1.1.1) e (1.1.2), temos as expres -

soes
W et s, (2.5)
e
£ 0
V = € § 2.6
1 u ( )
Usando os simbolos de Christoffel calculados a partir de

(2.3) e (2.4), calculamos as derivadas covariantes de VH e

vH o yH HoyP =£ &l (1S &
v —J + vaV = -f/ve § 0+ TvO e (2.7)

/v

- - ¥ = §° =T 2.
Virv = Vusv wo Vg = Tpy© u pv © LE<B



Projetando sobre V:

u I VO -2f u -2f Lp

V'”vV = a" = -e f/O 3§ 0 e FOO
Vo 0 0
Vu//vV =ay s £/0 {Su - Tho

Temos entao

aO = 0
1 -2f
a = f/i
e
a, = 0
e "f/i
onde i = 1,2,3.
De (1.1.3), (2.5) e (2.6), chega-se a:
2f .00
Bag = 8ag ~ ¢ %als
aB _ _aB -2f o .B
h =g - 6050
) h® o B s0F
o o a 0

De (1.1.8) e (2.8), chega-se a

feal 0 0 .0 0 0 .0
Bag = 8 [FaoﬁB + TBG 5 -

De (1.1.11), obtém-se

De (1.1.9) e (2.8), chega-se a

wuB =0

Usando (1.1.10), (2.16) e (2.17), obtém-se

(2.9

(2.

(2

(2

(2.

(2.

(2

(2

(2.

(Zs

10)

11)

12)

13)

14)

.15)

.16)

17)

18)
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Iug = 0 (2.19)
Calculando a expressao
A Y
g = v s
B/Y (2.20)
chega-se a
s -2f 2
0 = 3e (f/O/O - f/O ) (2.21)
Como foi mostrado no Apéndice A, a metrica (2.1)
tem tensor de Weyl nulo, o que implica entao em EuB = HaB =i

Com esse resultado e as expressoes (2.19) e (2.20), vemos que
o conjunto de equagoes (1.2.6), (1.2.7), (1.2.8) , (1.2.9) ,
(1.2.70),; Z.01%, 001.2.37%, [0.2.787, (1.2.19) & «1.2.20),
se reduz consideravelmente.

Reescrevendo-as entao, obtém-se o novo conjunto a

seguir.

Equacao de Raychaudhuri:

: M= - X (p+3p) 4 A (2.22)

Equacao de Evolucao para Oy °

1 u 1wy v _ Tog
a,dg + 3 haBa Ju " 2 h, hB (au//v + a\)//U) — (2.23)
A equacdo de evolucao para w,,» 1OS da:
iy W B
ha hB (auﬂv - avﬂu) =0 (2.24)

e da 12 equacao de vinculo, temos:
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Y - |
h'yo, =-354q . (2.25)

As outras equacoes sao identidades.
Podemos reduzi-las ainda mais, substituindo (2.23)
em (2.22) e obtendo

1

T
U My V _ ap
auaB + 3 haBa Ju " ha h = - — . (2.26)

B ufv
0 conjunto de equacoes quase-Maxwellianas para geometrias con
formalmente planas, e observadores cujas linhas de Universo
sao ortogonais a hiper-superficie espacial, fica reduzido as
equacoes (2.22), (2.25) © (2:26)-

Podemos ainda, calcular as expressoes de ap/ue I
a partir de (1.1.6') e substituir as expressoes (2.15),(2.17),
(2.20) e (2.21) e obter o mesmo conjunto de equagoes (2.22) ,
(2.25) e (2.26), na forma de equacoes para a funcao f(t,r,8,9).

Chegamos entao ao seguinte resultado:

Equacao de Raychaudhuri

-2f 1 1 2
e [3f -f = f = i = 2F =
/0/0 ~/1/1 gZ /2/2 gzsenze /3/3 /1
2 2 2 2 g/T cotgh
= £ - f - 2% —~ - £ ] =
gz /2 gzsenze /3 /1 g F2 g
= - % (p+3p) + A (2.27)

A equacdao (2.25), nos da 3 expressoes para as componentes es-

paciais do fluxo de calor.

q, = 2¢72F[g (2.28)

sof/17%70/1]

q, = ZG-Zf[f (2.29)

s0f/27£,02]
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q5 = 2¢7E(f (2.30)

70873770731

Chega-se tambem a qp = 0, como seria de esperar de (1.2.4'")
A equacdo (2.26) nos da o seguinte conjunto de expressoes pa-

ra a pressio anisotropica:

£/1
Ty1g = 'Z[f/T/Z - f/1f/2 - _E— f/Z] (2.31)
B 8 BLE e, £ AR (2.32)
13 = ¢35 - F/1t/3 T Tg /3 '
Moz = -Z[f/2/3 - f/Zf/S - cotgh f/S] (2.33])
m.om2[2f, 2,2 2 2 - & L
11 = “%3 /1 ¢ 3 /1 S s B P W ;7
1 2 1 1 cotgod 1 2 1 1
- B e B E0L8Y . 4§ + = £
g ~/lZ gz 3 /2 gz 3 /3. gzsenze 3 ~/3/3
1
—2—2—_] (2.34)
g'sen @
1 1 o2 2 1 2 2
T, = 20- % 488, -3 €)1 & +3xf,,48 -3 %5/, ¢
2 2 1 1 2 1 1 1
2 = £ + &= E cotgh - = £ e il £ 1
3 /2 3 /2 3 /3 sen 0 3 /3/3 sen 6
(12:%5)
1 2 P 2 1 2
Mgz = 2l- % f/1 8g,q sen 8 - 3 f/1. g'sen'6 + % f/1/1 g .

2 1 2 1 2 2 2
. sen 6 + 3 f/z/2 sen 6 - 3 f/z, sen" 9 - 3 f/2 senfcosf -

2 2 2

e também



S

ﬁ00=0

(237
Tio
Temos entao um conjunto de equacoes (2.27) a (2.36) para cada

caso de g(r), dados por (2.2).



CAPTTULO TIII

APLICACAO DO FORMALISMO Q.M. NA COSMOLOGIA

No capitulo anterior, chegou-se ao conjunto de equa
coes quase-Maxwellianas para uma métrica geral conformalmente
plana dada por (2.1), com a escolha de observadores ortogo -
nais a hipersuperficie de simultaneidade t = cte.

Vimos que as equacoes gerais ficam bastante reduzi-
das, e o campo de observadores se movendo com a mateéria nao
percebe rotacao nem deformacao da mesma.

0 interesse de se estudar geometrias conformalmente
planas para a Cosmologia, esta na facilidade de se interpre-
tar sinais de luz e de radio, devido a existencia de superfi-
cies de simultaneidade.

Sabemos de dados observacionais em larga escala,que
nao ha evidéncias de deformacdo ou rotacao da matéria em tor-
no de nos, apesar da distribuigao irregular dos aglomerados
galacticos, o que € uma outra razao de interesse nessas métri
cas.

Nesse Capitulo, obteve-se uma solucao geral para mo
delos anisotropicos e inomogéneos com pressdo anisotropica nu
la e mostra-se que essa solucao tem como casos particulares
alguns modelos cosmologicos conhecidos. Obtém-se também solu-

coes particulares com fluxo de energia e viscosidade, o que
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¢ de interesse na representacdo de éepocas remotas do Uni-

9 : -
verso( L em que esses efeitos nao podem ser desprezados.

b

Impondo entao a condicao o™ 0, no conjunto

equacoes (2.27),...,(2.36), fica-se com o seguinte sistema

equacoes a resolver:

de
de

f £k -g/—1f = 0 (%.13
/i/2  T/17/2 g /2 = 2
£ /A NS (3.2)
s < Bt < g Yy s -
f/2/3 - f/zf/3 - cotgse f/3 =0 (3.3)
26, S, g8, 2 g . £ L = £:.2 1 3
/1 /1 AVARME Ve e R R
cotgé 2 1 1 _
I e e s S e oo
£171 - 28592 7 * 1375 1 - £54% = £, 1, 26,
g g sen 6 = g = oy
2
g
s £,, S8 - L= 0 (33)
g g“sen”g
£/101 % £12/2 - 28,55 - f/12 ~ £ =L f/z2 -
/ / g g sen 0 g g
2
2f
cotgh /3 _
g g sen”6

Esse sistema de equacbOes, tem solucao para cada ca

so de g(r), a seguir:
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glr) ==x
£roy (E5T58,0) = = Lnf v (t)+0 (£)T2+A(t)T COSO +
+ n(t)rsend cosy + £(t)r send senyp} (3.7)
g(r) = senr :
£,y (6,7,0,9) = -n{yY(t)+p(t)cosr+r(t)senrcoss+
+ n(t)senr senbcosy + ~(3.8)
+ £(t) senr sen® senyl
g(r) = shr :

f(_)(t,r,6,¢) = -fn{Y(t)+o(t)shr+Ar(t)shrcoso +
(3.9)

+ n(t)shrsend cos 6+ £ (t)senr sen 8 sen P}

As funcdes ¢(t), ¢(t), A(t), n(t) e £(t) sdo arbitrarias

a sérem determinadas por condigdes fisicas adicionais.

Vamos estudar o caso em que n(t)= E(t) = 0.

As ‘solucoOes podem ser escritas como

£(t,r,0) = - £n H(t,r,8) (3.10)

onde
Hegy = ¥(E) + $(t)r% + A(t)r cosé (3.11)
H(;) = Pp(t) + ¢(t) cosr + A(t) senrcosé (3.12)
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H(_) = P(t) + ¢(t) chr + A(t) shr cos8 (3.13)

Vamos substituir a solugao H(+) nas equagoes restan
tes, (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30).

A equacao de Raychaudhuri (2.27) fica na forma:
coszr[3$2—3$¢) s sen reos O3i -3%5) #

+ cosTt (-3¢ + 6&& - 3y - 340) + senrcos@(ﬁ@i—3$h =

= SwX—Bwkj + Senr cosr cosB(6$i-3$A-3X¢) + 3@2 - S -

2 1

=367 - 3% = o 1 (pe3p) + A (3.14)

As expressoes para d;> 4, € dz, Sao:

qQq = 2icosrcosf - 2$senr (3. 15])

q, = -2isenrsend (3.16)
e

qB_O

Com os resultados do Apéndice B, podemos obter a expressao da

densidade de energia p, a partir de GOO’ pela expressao:

2

p = - H(+) GOO i A - (3-17)

Substituindo em G00 a solucao f(+) = - iIn H(+), onde H(+) e

dado por (3.12), obtém-se a seguinte expressao:

o = coszr(B&)Z) % senzr COSZG(SiZ) + Cos r(6'&)‘:!)) +



-

+ senr cose(6$i) + Senr cosr coso (6&&) + 3@2 +

. 302 - 30% - 302 - A (3.18)
Usando essa expressao de p (3.18) na equacao de Raychaudhuri

(3.14), ficamos com a seguinte expressao para a pressao:

P = Zceszr($¢) + Zsenzrcosze(XK) + 2cosT (dU+0V+0y) +

+ ZSenrcose(@A+Aw+Xw) + Zsenrcosrcose($A+X¢)+2@w+2¢2—p
(3.19)
Ficamos entdo, finalmente, reduzidos as expressoes (3.15)
(3.16), (3.18) e (3.19).

Para analisarmos solucOes que possam representar mo
delos cosmologicos, precisamos de condicoes adicionais sobre
as quantidades fisicas que descrevem o fluido em questao, e
essas condicoes sao representadas poOTr equacoes fenomenolégi
cas.

Uma das equacOes necessarias, € a equacao de esta-
do que relaciona a pressao com a densidade de energia, e para
consegui-la, faz-se uma comparacgao entre os componentes do
tensor momentum-energia do fluido na Relatividade Geral e na
Relatividade Especial, tendo-se assim uma interpretacao termo
dinamica para essas equacoes permitida pelo Principio da Equi
valencia.

No caso de fluidos com viscosidade(-g) , a equa-
cdo de estado ¢ obtida somando-Se a pressao isotopica p, num
termo proporcional ao parametro de expansao ("bulk viscosi -

ty'"), ou introduzindo-se um tensor pressdo anisotropico ﬂpvli
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nearmente relacionado a deformacao o__ .

uv
Nos casos aqui estudados, temos solucgoes para'nuv=0
e o = 0, entao podemos generalizar a equacao de estado da

MV
seguinte forma:

N
Bepa J a6 , k=1,...,N (3.20)

onde p ¢ a pressao isotropica, e ap sao os coeficientes da ex
pansao, podendo ser funcoes das coordenadas.

Além das equacgbdes (3.15), (3.16), (3.18), (3.19), e
da equacao de estado (3.20); temos tambem as equacles de con-

servacao para TU

.
TAV I
T e 0 (8.21)
Calcula-se a expressao:
(VMY - phMY & gHVY & qVVH n””)/v = 0 (3.22)

Substituindo a decomposigao (1.1.13'), e projetando na dire

cao de V e H, chegamos as expressoes:

o+ (p+p)o + a“Vu + q&/u =0 (3.23)
u -« LM v _

(p+p)aq - p/uh o * quh = eqa ¥ 1 Bav = 0 (3.24)

onde GGB muB =0

A expressao (3.23) pode ser escrita como:

5+ (p+p)6 = S (3.25)
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onde S & uma medida da variacao no tempo de entropia do mode-
lo.
As equagbes (3.23) e (3.24) devem ser satisfeitas au
tomaticamente nao sendo necessarias como equacoes adicionais.
Podemos entao usar (3.15), (3.16), (3.18), (3.19) e

(3.20) para analisarmos algumas solucgoes cosmologicas.

Vamos impor a condicao de que Tuv representa um flui

do perfeito.

Entao:

q. = 0 (3.27)

(10

Essa solucdao € obtida por Bondarenko e Kobushkin , sendo
uma generalizacao do elemento de linha de Robertson-Walker pa-

ra fluido perfeito, caso fechado.

H(+) = Kcosr + w(t)+Cosenr cos® g(r)=senr (3.28)

Os outros casos de g(r), sao dados por:

HO = K r2 + P(t) + Cor cos B, glr) =71 (3.29)

H(_) = Kchr + ¥(t) + G, shr cos6, g(r) = shr (3.30)

Vamos entao examinar agora, os casos de fluido per -
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feito.

Vamos voltar as equagOes quase-Maxwellianas na forma
integral do Capitulo I, equacdes (1.2.6), (1.2.7), (1.2.8) ,
(1.2.9), (1.2.10), (1.2.11), (1.2.17), (1.2.18), (1.2.19) ,
(1.2.20), e sem especificar o campo de observadores, vamos im-

por apenas as seguintes condigoes:

a) Geometrias conformalmente planas stuv =0

entao

E = H ., =10 (3.31)

b) Fonte de fluido perfeito

Ay = M, =0 (3.32)

Com essas condicoes, a partir de (1.2.17), obtemos que:

p = plt) . (3.3%3)

De (1.2.18), sal que
w =20 (3.34)

De (1.2.20), obtemos
o =20 (3.357

Substituindo esses resultados em (1.2.6), (1.2.7) e

(1.2.9), temos a equacao de Raychaudhuri

8 Bl % (p+3p) + A , (3.36)

a equacdao de evolucao para o, acaba se tornando
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1 H By ¥ .
aaaB + 3 haBa Ju " h& hB aulv =0 , (3.37)
e de (1.2.9), obtemos
g8 = 9(t) (338
Podemos usar ao inves de (3.37) as equacoes (3.22) e (3.23)

obtidas da conservacao de Tuv e das condigoes (3.32).
o + (p+p)8 = 0 (3.39)
_ M
(p+p)a& = h ap/u (3.40)

A equacao de estado para esse caso, € dada por

A
—d

p = Yp , onde y & um numero,e 0 £ y (3.41)

Além dessas equacOes, podemos também usar a formula
de Gauss-Codazzi que relaciona a tri-curvatura do espaco -

(4)

-tempo com as quantidades fisicas e geométricas

Gp . - % 0% + 20 + 20 . (3.42)

Vimos entao, qué a partir da composicao de fluido perfeito pa
ra geometrias conformalmente planas, o conjunto de equacoes
quase-Maxwellianas fica reduzido a apenas duas equacoes |,
(3.36) e (3.37), e mais a condicao (3.38). As equacoes
(3.39) e (3.40),como foi dito anteriormente, devem ser satis-
feitas automaticamente; a condicao (3.41) e imposta como con-
dic3o adicional e a formula de Gauss-Codazzi (3.42), pode ser
vista como mais uma condicdo de vinculo.

Vamos reescrever entao as equacoes (3.36), (3.39),
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(3.40), (3.41) e (3.42) novamente, e usa-las convenientemente.

2

6 + %? " auﬂ = - % (p+3p)+A , equacao de (3.43)
H Raychaudhuri
b+ (p+p) = 0 (3.44)
- 1 _ ¥
2 = Toep) ©* oP/u (5.45)
b=, (3.46)
Gl - - 26 4 20 + 22 (3.47)

Vemos que os parametros cinematicos envolvidos, sao 0 e a s
e os parametros fisicos sao p e p, e a partir de imposicoes
sobre essas quantidades, encontramos os modelos corresponden-

tes.

Como exemplo, vamos obter o Universo de Einstein,im

pondo as condicoes:

A equacao (3.43) se torna:

ZA

1l

o
As equacoes (3.44), (3.45) e (3.46) sao identidades.

A equacgao (3.47) nos da:

(SJR = 2p + 27
(11) =

A tri-curvatura para a métrica de Einstein" — e
dada por:
(B)R = = Q% . onde e = -1
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A métrica do Universo de Einstein pode ser escrita na forma

dS2 ='A2(dt2 - dr2 - senzrde2 - senzrsen28d¢2)
6
2(p+h) =
A%
ou
6
6A =
AZ
Finalmente, AZ = A'1, como era de se esperar € a soO
lucao H(+) para esse caso, fica reduzida apenas a Y(E) = ctes
OQutro exemplo, pode ser o caso de Friedmann fecha -
do.

Impondo a condigao a, = 0 e A=20, reescrevemos

as equacoes (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) e (3.47) da seguin

te forma:
& + 2;: — % (p+3p)
o + (p+p)6 = 0
haup/u= 0
P = Yp
(S)R = - % 62+2p

Impondo agora uma equacao de estado em que Y = 0,te
mos o caso de poeira.

Reescrevendo novamente para esse caso, ficamos ape-

nas com as equagoes:

e
+
o
Il
1
| —
& )

T
+

©
fav]
1l
o
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(g - . % 02 1 20 .

As duas primeiras equacOes, nos dao como resultado,

as expressoes:

6 3 sen t
= Z
A(l-cost)
e
p = 9 »

A% (1-cost)®
onde A é uma constante.
Para a metrica geral na forma (2.1), com a solucgao
f = -Zny(t) podemos escrever:

dS2 = w(t)_z(dtz—drz*senzr dez-senzrsen28d¢2)

Como 6 = —3@, chegamos a:

1
pie) = (1-cost) 4
e a métrica de Friedmann para o caso fechado de poeira, pode

ser escrito na forma:

dS2 = AZ(1-cost)2(dtz—drz-senzrdez-senzrsenzed¢2)
Os outros casos de Friedmann, Lemaitre, podem ser obtidos da
mesma forma.
Vamos agora, voltar a solucao H(+) da expressao
(3.12}).
= P(t) + ¢(t) cosr + A(t) senr cosH (3.48)

Heny

e analisar dois casos separadamente.
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A) - 12 Solucao

Fazendo A(t) = 0 com A = 0, ficamos com a expressao:
H(+) = ¢P(t) + ¢(t) cos T (3.49)

As expressoes de p e p, a partir de (3.18) e (3.19) sao as se

guintes:

2

5 = Bcostr(h2) & Geost(fi) & BUC » 3 = 3@ (3.50)
p = Zcoszr($¢) + 2cosr(¢w+$w+¢$) + 2$w + sz - p (3.51)
Escolhendo o caso em que ¢(t) = v(t), a expressao
de H, é dada por
H(+) = ¢(t) (1 + cosr) . (3.52)
0 parametro de expansdo € dado pela expressao:
6 = - 3¢ (1 + cost) . (3.53)
Vamos impor sobre essas expressoes uma equacao de estado do

tipo p = Yyp, onde 0 = vy < 1. Obtemos entao que ¢ = 0, e te
mos entao o caso de fluido perfeito.

Impondo uma egunacao de estado na forma (3.20), pa

ra k = 1,2; temps

g = yp + ab % 882 (3.54)

onde o e B sao constantes.
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As expressoes de p e p, podem ser escritas na for-

ma:
b = % o2 (3.55)
2 66 2 2 ¢ 1.2
p=g.378 -3+ 0-38 (3.56)
¢ o

Comparando a expressao (3.56) com a expressao (3.52) para B =

= 0, ficamos com as seguintes equacoes a resolver:
& 2
AT [3.57)
¢
e
80 -3 (v (3.58)
¢
Essas equacoes tem solucao:
8 -1
onde ¢ & uma constante.
Fazendo
8
Sty - 2 s
pode-se reescrever (3.59) na forma:
o(t) = [at + c]”] (3.61)
0 modelo € entado descrito pela métrica:
2 (atzc)’ 2 .2 2. .2 2. 2..2
ds™ = (dt“-dr“-sen“rd6“-sen"rsen“06d¢ ") (3.62)
(cosr+1)

A partir da métrica, calcula-se as expressoes das quantidades

fisicas e geométricas a, 6, q, p € p, obtendo-se os seguintes
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resultados:

(1+cosr) 34
(at+c)

_ senr
r - (cosr+1)

senr

q. = 2a ———=—y
T (at+c)

az (1+cosr)2
(atyc)

p = 3

(1+cosr) (1+cosr)2

2
+ 3a vy
(at+c) (at+c)

3aq

=]
Il

Pode-se calcular tambem para esse modelo:

Constante de Hubble(a)

a(l+cosr)

H =
(at+c)2

(2)

Desvio para o vermelho

tO (coste+1)

(1+4z) = — ————~
te (cost0+1)

Volume(lg)

(3.

(3

(Ss

(S

(3.

63)

64)

65)

66)

67)
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B) - 22 Solucao

Fazendo ¢(t) = 0, com A = 0, ficamos com a expressao
H(+) = Y(t) + A(t) senr cosb (3.65)
Com o mesmo procedimento do item anterior, fazendo
Alt) = v(t) ,

chegamos a solugao

Y (t)

-1 '

[—8 1 +¢i| , (3.66)
9aly + g)

ou

]

p(t) = (at+c)”! (3.67)

A métrica nesse caso tem a forma:

2
ds? - (at+c) [dtz—drz—senzrdez—senzrsen26d¢2] (3.68)

(senrcosf+1)

As quantidades fisicas e geometricas dessa solucdo sao dadas

pelas expressoes:

B o 3a(1+senr§056) (3.69)
(at+c)
4 - -cosrcosd (3.70)
L (senrcos6+1)
g -senrsend (3.71)

8 - senrcosO+l1

2a(senr-cosrcosf)
= — (3.72)
(at+c)




S8

senrsent

G = 28 (atee)” Lad
2 (‘l+senrcose)2
p = 3a 7 (3.74)
(at+c)
. ‘ 2
p = 3aa (A+senrcosf) N Sazy (T+senrcoség) (3.75)

(at+c)” (at+c521

Constante de Hubble

U a(l+senr cos6)
= 2
(at+c)

Desvio para o vermelho

t0 (1+sentecose)
(1+z) =

1:e (1+5ent0cose)

Volume



_49-

CONCLUSAO

As solucdes encontradas no Capitulo III para o siste
ma de equacoes g = 0 podem gerar um grande numero de solu -
cOes representativas de modelos cosmologicos ao analisarmos pos
siveis equacoes de estado para o fluido. Com isso, pode-se ob-
ter expressoes explicitas para as fungoes ¢(t), A(t), ¥(t) e

i i

As solucoes encontradas como casos particulares tem
como fonte um fluido viscoso e sua natureza devera ser analisa
da estudando-se possiveis valores para os parametros envolvi -

dos.

Nesses dois casos, podemos ver pelas expressoes das
quantidades fisicas e geométricas que existe uma singularidade
fisica para t=-% . A analise dessas solucdes sera feita futu-

ramente.



APENDICE A

CALcULO DOS TENSORES DE WEYL

Como vimos no Capitulo II, geometrias conformalmente
planas tem tensor de Weyl nulo.
Vamos mostrar nesse Apendice, que uma métrica confor

malmente plana geral escrita na forma

dS2 = er[dtz—drz—gz(r)dez—gz(r)sen28d¢2] 5

on-e¢ f = f(r,0,4,t) e qualquer funcao das coordenadas, tem ten

sor de Weyl nulo, se a funcao g(r) tem as seguintes expressoes:

g(r) = r , senr ou snh r

Simbolos de Christoffel:

0 ;
Too = f/0 Tyo = /)y
0 .
To1 = /1 I'1z = 3
r0 - f rl = - g%f,. - gg
02 = */2 29 = = & & &/1
() 1
Fgz = £/3 Fgz = 0
0 .2 Z 2
Tyq = f/O Iz = -g sen ef/1 - gg/1sen e
; £

Pz = @ Too = 2z



I

1

/0 &

2 2
f/O g sen 0O

/1

/0

Tensor de Riemann:

Ri010

Rio021

1031

2010

_ er[f

e

2t

/0/0

i i

/171

25
= e If,5/5 - £,0%/2]

7073 =~ £r0f/3]

+

e B

-[senef/2+senecose)

2
¥y = B
2
Fyp = £y
2
Tyz = f3
2
Tz3
.3 £/3
T i
g”sen”6
3
Igq = 0
3
Ty, = 0
3
Fos = £9
£
L =~
g sen 6
3
Py, = 0
3 €/1
FTS f/1 +
£
3 _fys
73 7
sen 6
3
F23 f/2 + cotgb
3
Izz = f/3
2 2
£/5 t,3
Z
g g sen 6

g
AV R A RV R U




2020

2021

2032

R3010

3020

3030

3631

Rz032

Rsq31

Ry 132

Rz121

Rz131
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2
ZE 2 - 2 2 f3
e“ " [-g f/O/O + g f/1 + gg“f/1 + f/2/2 + ;;ﬁzg ]

2f 2
e g lf, 0t - £,5 £/4]

3E 2
¢ g [f,0/35 - £/0 £5]

2f €/1

e s - itz - g £/5)
2f

e [1‘5/2/3 - f/zf/3 - f/3 cotgb]

e2£[—g2f/0/0 Senze + ng/1zsen28 + gg/1f/15en28 +

2 2
+ f senfcosé + f/2 sen 6 + f/3/3]

£2

e?f gzsenze[f/of/1 - £,0/1]

ergzsenze[f/Of/z - £,0/2]

2
f/3

) 2
£ + g f ol - ~ B8y Eyq=f = =t ]
/1/1 /0 /1/1 /1 /17 7/2/2 senze

Zf

e [—g2

2f
e g[gf/]/3 - gf”f/3 " g/1f/3]

Z£
e [f/zf/3

+ £ cotgb]

t/2/3 /3

ezf[gzsenze f/oz - gzsenze f/”1 - 88/1/9 senze -

2 2 2
¥ gg“f/1 sen 6 - f/z senfcosf - f/z sen 6 - f/3/3]
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' 2€ 2 2
R3132 = e g'sen e[g/.lf/2 i gf/1/2 + gf/1f/2]

2f 2 2
2] fg [ng 2 sen“s - ng

e 2 2 2

2 2 2
- f/z sen@cosd - f/2/2 sen 6 - g/q sen & + sen e_f/3/3]

Tensor de Ricci:

2g
2 /1 1
R00=3f/0/0—f/1/1 —zf/_l ——g——f/1 ——g-zf/z cotgf -
2 e 2 _ 1, ) 1 . ) 2= &
gz L% gz /2/2 g senza /3/3 g sen © /3
Rig = 2Lf,5/1 = £/0%/q]
Ry = 20,9, = £,0% /2]
Rzg = 20f,45,5 - £,0% /5]
2 2 €/1
+ JZ f/2 cotghb + j% f/zz + ;% f/Z/Z + —7—1—7— f/3/3 +
g g g g sen 0
2
) 2£ 5
gzsenze
R = 2[f o £ F,. = Eilif ]
12~ J1/2 /1 /2 g /2



R,, = 2[

13 £r13 ~ Tty - ¢ £/3]

2 2. 2 2 2
22 = "8 %000 * 89y * 28T, - 28,07 8800 ¢t

f
2 33
+ 4gg, . f + £ cotgé + 3f +g -1 +
/12/1 /2 /2/2 /1 e

+
sen 0

2_ 2 22 22
Ryg = -gsen”® f/O/O + g 'sen”f f/1/1 + 2g-sen ef/1 - =

2 Do w B 2 Z
2g”sen” 0 I/O' + 88,11 Sen 6 + 4gg/1 f/1 sen 6 +
2
+ Sf/z senfcosb® + Zf/zz senze + f/2/2 senze + /9 senze_

2
- sen B8 + Sf/3/3

Escalar de Curvatura:

-2f
R = [6f/0/0 - 6f/1/1

2 2 8/1/1 8/1% /1
65,y 68,0t -4 AL g ST

- 7 £/, cotgs - 5 f/12 -5 02 - = g/12 v -
g g g g g
i 3 c _ 3 £ 2
gzsen g /313 g“sen” 8 /3
Com esses resultados, calcula-se as componentes do

tensor de Weyl, usando-se a expressao



1
7 [R

Wagvg = RaBuv - augsv * Rgu8an ~ Rpubav - Ruv€apl +

1
+ F R[gotugB\) = gBUgOtV]

Todas as componentes sao zero, com excessao das seguintes:

Vi s

e 2
Y1010 =z U8 810 v 8y -

er 2
Wo020= 5 (8891 -8/ + 1]

er 2

2
Wapz0 = 5 sem @ [ 8/9/1 - 8/ + 1]

2
Wo121 = 5 -8 891+ 8/ - 1]

" _ 2f oZsens [ 2, 1
3723z = —3 & BeEn £ 8/171 ~ 8y1 1

er 2 2
Wsizg = g~ %80 B LB )" = 8 8y - 1

Essas componentes sao zero para a equacao:

2
EBpyp — 8 #1 =10

que tem como solugoes

g(r) =r , g(r) = senr , g(r) = shr



APENDICE B

EQUIVALENCIA DO FORMALISMO QUASE-MAXWELLIANO
COM A TEORIA DE EISNTEIN

A equivaléncia do formalismo Quase-Maxwelliano com
as Equacoes de Eisntein da Gravitacao ¢ feita com a escolha
de JuBu, como visto na secdo 2 do Capitulo I, e com a imposi-
¢do da validade das equacoes Quase-Maxwellianas sobre uma su-
perficie de Cauchy, t = cte, como feito para as equacoes de
Einstein.

Vai-se mostrar entao, que para qualquer superficie
t = cte, as equacoes de Einstein sao identicas ao conjunto de
equacoes Quase-Maxwellianas para o caso de geometrias confor-
malmente planas com a escolha de observadores definidos pela
relacao (2.5).

Com os resultados do Apéndice A, calcula-se as com-

ponentes do tensor de Eisntein.

1
Gy = Ry = 7 €400 (B.1)
1 2 2 2 2 2
G = ——— [g" £ sen 0 + 2f senfcos6 + 2g £ sen 6-
00 gZSen 5 /1 /2 /1/1

= Bgz f/oz + 2g g/1/1 senze + 4g g/1 f/1 Senze +

2 2 2 Z 2 2
+ Zf/3/3 + f/S + f/z sen 6 + g /1 sen 0 + 2f/2/2 sen 8-sen” 6]
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2Uf /9,1 = £/0f /1]
2U£ 0,5 - £/0F /5]
20€,0,5 = £,0f /5]
& 4o
3 /1 2 2
2000 * £r0" - g f1 7 Fpaecotets 35 -
2
Z ¢ 2£,3/3 £/3 “/1 1
~TF AR T TR 2. " 2 7. =2 * 7z
g g sen 0 g sen 6 g g
g/T
£r172 = 1t - )2

£ T4
f1/5 /17/3 g V.

2 2 2 2. 2
28,070 * 8 £yg - 28 %, - 8E,0 - 288,0%

2

2 28,373 fy3
- P > -
sen 6 sen ©

- 3f/2 /2

cotgb - - 88/1/1

Zf/2/3 - Zf/Zf/3 - Zf/3 cotgf

2 2 2.2 2 2 2 2
2g f/O/O sen 0 + g f/O sen 6 - g f/1 sen 96 -

2 2 2 2 2
- 2g f/”1 sen © - 2g g/1f/1 sen" 8 - f /2 sen" 8 -

sen?s - 3£,.°%

= gy /3

A expressdo de T  geral, e dada por:

IR

Tu\) = pVUV\) - phu\) + unv + q\)’\;"]J 8 Wy
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Das equacOes de Einstein

Ruv -

e

2

e de (B.1), chega-se a

T

uv

G

guvR + Agyv =

Usando (2.12), (3.2) e as relacoes

tem-se:

De (B.3), chega-se a

00

01

02

03

11

12

13

22

23

33

00

uv

VU

= 0

do = 0

2f
e 0

uv " Aguv

E

uv

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)
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T = -G

01 01
Toz = ~Co2
Loy = =Gz
Ty = -6y + o2ty
Tyg = *Byg
Tyg = C3
Tag = “Gp3
T,, = =Gy, * P ety
T33 = -G33 + ergz senZBA

Igualando as expressoes de T01, Tyos Tpzs © substituindo-se as
expressoes de G01, GOZ’ Gy calculadas a partir da métrica

geral, chega-se a

~-f
q1 = 2e .(f/of/1-f/0/1J (B.6)
-t
a4, = Ze (f/of/z - f/O/Z) (B.7)
-f
qz = 2e (f/of/3 - f/O/SJ (B.8)
Fazendo o mesmo com T12, T13, T23, tem-se
- -2[f P S A N (B.9)
T2 = =712 /17/2 g /2 )
- _2[f fof,. -2l e 1 (B.10)
™3 =~ 143 =17 73 g /3 ’
M,z = -2[15/2/3 - £/2£/3 - f/3 cotgh] (B.11)

Calculando o traco da equacao (B.3), chega-se a

G=-T - 4A e (B.12)
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onde

0 1 2 3
G=G,y+ G+ Gy + Gqg (B.13)

Substituindo .as expressoes de guv, tem-se

-2f -2f

-2f -2f € €

G = e G - e G - G i e andl & . (B.14)
00 11 gz 22 gzsenze 33

chega-se a:

Calculando O traco da expressao para Tuv’

T = g-3p . (B.15)

Igualando as expressoes de Typs temos

p = - "Gy - A . (B.16)

De (B.12) e (B.15), tem-se

P = [G+dh+p]

5]

Substituindo (B.16), chega-se a

1 2f

P =3 [G+dh-e " Grn-A] (B.17)

00

A partir de (B.16) e (B.17), e substituindo-se (B.14)

com as expressoes de GOO’ G11, G22 e G33, calcula-se

1 ~2f 1 1
- = (p+3p)+ = e [3£ - £ - £ - f -
2 (VLA VA B A L VL S ey PR VK
Cae, 22 p 2 2 g2 MnEn TR g,
1T Z T ety 3 2 72

Podemos obter as expressoes de Tiqs Tpgs © Tz3s igualando as



expressoes para Tiqs Ty Tas

des a expressao (B.17) de p.

Chegamos entao a:

_6’]_.

e substituindo-se nessas igualda

.02 &1 2 2 2 1 1 2
Ty = 2lg ~~ T + 3 507 -~ Epyq ¥ P £r2/2 - 37 R
z
f :
1 1 /3 1 /3753
# Sy f cotg® : 1 (B.19)
3g /2 ng senze 3g2 SenZB
1 2 1 2 2 1 2
(Al IR VA Bt VS R SV L2 B SR Vo A
F z £
2 2 1 1 /3 1 "/5)3
+ = f,,7 + = £ cotgh - + T 5 1 (B.20)
3 /2 5 7/2 5 sen’s 3 sen‘s
_ 1 2 1 2 2 2 1 2
Mg = 2[3 g-sen”o f/”1 - %z g sen"§ f/1 -3 g”f/1 sen 6 +
1 T sen 6 = T s 6 2 f senfcos9
g Ly 58 "3tz PR E =g Ly -
2 2 o 2
-3 £33 v 3 £57) B2l
Pode-se notar, que as equacoes (B.5), (B.6), (B.7), (B.8) s
(B.9), (B.10), (B.11), (B.7178), (B.19), (B.20}, (B.21), obtidas
a partir das equacoes de Einstein, sao identicas ao conjunto
de equagoes quase-Maxwellianas (2.27), (2.28), (2.29), (2.30),

(2.31),

geral.

(2.32), (2.33), (2.34), (2.35) e (2.36) para a métrica



(1)

(10)
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