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RESUMO

A equacao de Kemmer, que descreve o meson, € apresen-
tada no formalismo da teoria de campos. Atraves da identidade

de Noether, encontram-se grandezas que se conservam.

Este formalismo e empregado para os campos de Yang-
-Mi11s massivo e duas equacaes, similares a equacao de Kemmer ,
sao obtidas, emb0fa de formatos diferentes,ambas contem termos
quadraticos. Em consequéncia definir-se-ao duas Lagrangianas,
formalmente distintas, para os campos de Yang-Mills. Sera calcu
lado o Hamiltoniano tipo Schroedinger para a primeira equacao
de onda. Este Hamiltoniano apresenta um termo de interacao do

spin com o campo de Yang-Mills, ¢jk'
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INTRODUCAO

(1)

As equag§es de Yang-Mills =’ resultaram do reconheci -
mento de que transformagées de gauge de primeira espeéecie, com fa
se constante, se fossem associadas a um processo fisico corres -
ponderiam a propagagao com velocidade infinita. Realmente, a fun
géo de onda & igualmente alterada, ao mesmo tempo, em todos oS
pontos. Yang-Mills sao equagées que tomam a forma das equagoes
de Maxwell(g), ao se omitir os termos nao lineares. O termo de
massa, que seria o necessario complemento se se desejasse a ana-
logia com as equagées de Proca(i), & inconveniente porque nao e
gauge invariante. Além disso, & impossivel formular uma  teoria

(4)

deste tipo renormalizavel '=', na qual o termo de massa seja in -

troduzido desde o inicio. O mecanismo de Higgs(é)

, com o apareci
mento do termo de massa apos a quebra de simetria, permite a for
mulagao tedrica em termos aceitaveis, embora se esteja em presen
ca de mais uma solugao artificial para resolver um problema em
Fisica.

Em 1940 Pauli(é) considerou transformagées dependentes
da posigéo, no problema da formulagao da equagéo de Dirac em es-
paco de Riemann. O tratamento de Pauli difere do de mmxyﬂﬁllstl)
em um ponto essencial. E que estes ultimos consideram o sistema
constituido pelo proton e pelo neutron como aguele ao qual se
aplicam as transformag§es. A invariancia isotopica permite consi
derar o sistema final constituido das mesmas particulas iniciais,

embora n3o estejam necessariamente na mesma ordem. Matematicamen

te; consegue-se realizar o processo empregando O grupo su(2).cal



culos posteriores permitiram acrescentar a teoria outros grupos,
SU(n), mas este acréscimo esta fora das nossas cogitagoes.

£ bem conhecida a utilidade da formulac¢ao Hamiltoniana
na Mecadnica Quantica de Heisemberg-Dirac. Os processos de calcu-
los encontram, no entanto, sua melhor expressao no formalismo
Lagrangiano. O conhecimento da acao permite que se conhega o es-—
tado de um sistema como a superposigéo de estados anteriores em
diferentes pontos. O processo de integracao, realizado de forma
relativisticamente invariante s6 € praticamente significativa ,
no entanto, guando feito em aproximagoes sucessivas. E um proces
so gue nao permite globalizar, mas permite calcular, usando o que

(7)

Schwinger chamou de Fisica da Subtracao.

Alguns autores tentaram, sem muito sucesso, manter o

(4)

termo de massa na Teoria de Yang-Mills . Por exemplo, procura-

ram encontrar as condigées gque tornariam possivel a renormaliza
cao, se a equagao possuisse este termo. Realmente €& dificil es -
crever a Lagrangiana da teoria, calcular os momentos p; €, a par
tir dai, obter a Hamiltoniana. Sao muitos termos que tornam o)
tratamento algébrico laborioso. Existe uma possivel simplifica -

(8-14)

cdo se pudermos empregar a equacao de Kemmer . Esta equagao

é analoga a equacao de Dirac, mas em lugar das matrizes de  Di-

(§Jl§'l§), que obedecem a re

rac, yp, sao usadas as matrizes BM
gras de comutacdo mais complicadas. A partir destas regras de co

mutacao & possivel demonstrar que existem tres representacgoes ir
(8,11,12,19,20)

redutiveis =/ —/——"—="=—— , uma 10%x10, a outra 5%5, e a ultima ,
trivial, e uma matriz 1 x 1 . A segunda, de dimensao 5.
permite que a equag¢ao de onda descreva particula de spin ze-
ro(gl) e nao interessa em nosso trabalho; a primeira, de dimen-

sao 10, & a gue sera utilizada.



Este trabalho visa retomar o formalismo de Duffin-
-Kemmer e aplica-lo ao campo de Yang-Mills massivo, como recente
. . . _(22) (23) N
mente, fizeram Silveira — e Okubo-Tosa — . O primeliro encon-
tra uma equacado similar a Kemmer e determina o Hamiltoniano tipo
Schroedinger; enquanto o segundo define uma Lagrangiana com um
termo de interacao cubica, e conduz a generalizagoes tais como:
interacdo com a matéria, supersimetria e gravitacao.
Sem contestar o mérito do trabalho publicado por Sil -
; (22) _ - . %
veira ‘=2’ no6s levantamos o seguinte problema: a equacao de onda
encontrada por ele nao permite definir uma Lagrangiana.
No presente trabalho iremos resolver esta questao da
seguinte maneira: reescreveremos a equacgao, como fez Silveira ,
de tal forma que admita adjunta e, consequentemente, iremos de
finir a Lagrangiana. A seguir determinaremos o Hamiltoniano tipo

Schroedinger, e procuraremos analisar seus termos em busca de um

contetdo fisico.

Com o intuito de que se possa extrair,de imediato , a
idéia central do presente trabalho, sem a necessidade de sua lei
tura integral, apresentaremos um resumo do conteudo de cada ca -
pitulo.

No capitulo inicial, o artigo publicado por N. Kem -
mer(g) & tomado por base. La ele formaliza a teoria de particula
para o termo méson através da equacdao qgue leva seu nome. Enguan-
to que nos desenvolveremos a teoria de campo e a partir da densi
dade da Lagrangiana encontraremos o tensor densidade de energia
e o momentum angular total (momentum orbital mais o termo de
spin), via identidade de Noether(zg). Mostramos tambem a invari-
3ncia relativistica do formalismo com mais detalhes.

(22)

Silveira'——’, em seu artigo, reescreve as equacoes de



Yang-Mills numa forma compacta, tipo equacac de Kemmer, mas que
constatamos ndo admitir a adjunta. No Capitulo II este procedi -
mento sera retomado detalhadamente de tal modo que a equagao
resultante admita a adjunta.

No capitulo seguinte encontraremos a adjunta e, conse-
quentemente, a Lagrangiana.

0 quarto capitulo se deve a ideéia original de Okubo -

(23)

-Tosa —' de escrever o Lagrangiano dos campos de Yang-Mills com
um termo de interacao cubica envolvendo coeficientes lineares
(r), de estrutura complicada. Redefiniremos estes coeficientes e
encontraremos um termo de interacao cubica similar que difere de
fatores visto que existem diferencas nas definicdoes das equa-
cées de Yang-Mills e do campo ¥ que adotaremos daquelas que Okubo
adota.

Os Capitulos V e VI foram motivados pela mudanga con -
cretizada no Capitulo II ao escrever as equacgoes de Yang-Mills
na forma de Kemmer, admitindo a adjunta. Obteremos a Hamiltoni

ni 2l I-E2) tipo Schrodinger e analisaremos seus termos.

a
No Apéndice A chegaremos a Lagrangiana de Ckubo-To-
sa com a finalidade de ressaltarmos as diferencgas existentes en-

tre esta e a do Capitulo IV .



CAPITULO I

ASPECTOS DA TEORIA DE KEMMER

Este capitulo tem por finalidade comprovar, atravées do
formalismo da teoria de campos, alguns resultados obtidos por N.
kemmer ‘&) a0 definir a equagdo de onda para a particula meson.
Definimos a Lagrangiana e mostramos sua invariancia em relagao
a mudanca de fase, com parametro constante. Encontramos, via iden

tidade de Noether, grandezas gue se conservam. Mostramos, tam -

bém, a invariancia relativistica do formalismo.

1.1 — EQUAcA0 DE KEMMER

(8)

N. Kemmer —' associou o termo meson a uma particula de

massa m e carga *e, que €& descrita pela equacado de onda

(BUBu + m)¥ =0 , (1.1:1)

onde os operadores Bu satisfazem a seguinte relagao de comutacao:
BquBA - B)\B\)Bu = Buévk + Bkﬁvu " (1.1.2)

¥ & a funcdo de onda da particula e Bu representa a derivada par

3/iot,(h=c=1).De agora em

cial B/BXU, p=1,...,4 e S/BX4



diante vamos admitir que os indices gregos variam de 1 a 4.

A partir das matrizes BU, gue obedecem a relacao (1.1.2),
do presente trabalho,como veremos nas paginas 55 e 56, poderemos
formar uma algebra de ordem 126. Existem trés representacgoes ir-
redutiveis inequivalentes de BU de dimensées um, cinco e dez.Por
tanto, a fungao de onda da eg. (1.1.1) tem, em geral, 16 compo .
nentes. Neste trabalho, exceto neste capitulo e a menos que afir
memos o contrario, estaremos empregando matrizes 10x10 que cor -
respondem as particulas de spin 1.

Se definirmos as quantidades nu por

2
Ny = ZBU -1 (1.7.3)

podemos mostrar, por (1.1.2), que:

2
B-8 , n®=1, na-nn =0

u n, =0, BB, =0 (W #Vv). (1.1.4)

TUAVARR VI TR

A equacao adjunta de (1.1.1) e

o ¥8,-m¥ = 0 , (1.1.5)

onde . 4
[ un . (1.1.6)

Em (1.1.6) gl e o hermitiano conjugado de ¥

Por (1.1.5) e (1.1.6) definimos a Lagrangiana pela igualdade

L = [W(Bu8u+m)—(3u98u—mW)]T . (1.1.7)

1
2

Atraves da Lagrangiana (1.1.7) procuramos grandezas que
se conservem. Como a Lagrangiana €& funcao de Y, v, BUW e Buﬁ, to

da variacao 6L pcde expressar—-se na forma

9L v (oL 3L - 3L
SL = [_]cw + 6‘{’[—] + =gy O0(3_Y¥) + 8(8 ¥) ———— .
3Y ay) 93, ¥) H Poae

Contudo, se os campos satisfazem as equacgOes de Lagran

ge dadas por



5.

% = o (5w
Y T “u {8 (0_Y¥) 4
u
(1.1.8)

obtemos:
3L — 3T, 3L
8L, = [a -——_«h] SY + &Y (a 1 + 3 (8Y)
w 7
u B(BHW) u B(BUW) 8(8u ) M
+ 3 (8Y) A — f
W 3 (3 ¥)
u
3L - 3L
8L = 3 [}—~——— SY + 8V ————t;-] : (1.1.9)
R ELEN 3 (2,)

1.2 — INVARIANCIA DE FASE

A Lagrangiana & invariante em relacao a uma mudanca de

fase

v > ¥ att

r

se £ for um parametro constante. Ao considerarmos £ como um para

metro infinitesimal, obteremos:

§Y

igV¥ ;
(1.2:1)
8Y = —itV¥
Como L & independente de fase, 6€L = 0. Substituindo

(1.2.1) em (1.1.9), teremos

53 =0 (1.2.2)

onde



3y = a(ng) y - § 90 (1.2.3)
. 3 (3 V)
u
Como
L1 g
08,0 T 2 LI
a (1.2.4)
LSt
3 (3. V)
teremos L
i = ¥ ¥ .2.5
JU BU ’ (1 )

e jU pode ser interpretado como vetor densidade corrente.

0 valor médio de um operador, A, representado por A ,

seguira a definicao usual

% = I T g,A¥QV . (1.2.6)

1
i

1.3 — TRANSLACOES E TENSOR MOMENTUM ENERGIA

Consideraremos agora uma variacdo na Lagrangiana produ

zida por um deslocamento infinitesimal, definida por
onde
é infinitesimal.

Os campos, consequentemente, sofrem as variacoes

R4

(B ,VE,

e DE, .

(131}

[«7}
=
i



e, de modo andlogo, a Lagrangiana tem a seguinte variacao

8L = (BvL)EU = (1:3.2)

Substituiremos (1.3.1) e (1.3.2) em (1.1.9), obtemos

oL = oL
3 Fl,____ 3 Y + (3. ¥) ———— = & %] =0 . (1.3.3)
U L?(BUW) v v B(BUW) uv
Consideremos o tensor Tuv definido por
1|: L - 3L
T = = | =+ 0. ¥ + (3 ¥) ————— - 8¢ %] , (1.3.4)
v i a(au?) v v 3 (3 7) IR
M
logo, por (1.3.3)
] =0 . 3.
" Tuv (1 5)

Substituiremos (1.2.4) em (1.3.4) e como Os campos sa-

tisfazem as equacgoes de onda, entao, L = 0 temos:

15 v
Tuv = 57 lTBUBV? - (BvT)Bug} . (1.3.6)

Tuv & denominado tensor densidade de energia canonica.
Como este tensor ndo é simétrico ha problemas na localizacao da
energia. Em geral, define-se um outro tensor simétrico que con-

duz a mesma energia total e ao mesmo momentum total.

1.4 — INVARIANCIA RELATIVISTICA

Com o intuito de produzir variagbes por rotacdes infi-

nitesimais no sistema definido pela Lagrangiana (1.1.7) e assim
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obtermos "novas" grandezas que se conservam, iremos mostrar a
invariancia relativistica da equacao (1.1.1), com a finalidade
de obtermos a transformacao que atua sobre as componentes de V¥
numa mudanca de coordenadas.

Consideremos a seguinte transformacao de coordenadas

x' = a x 7 (1.4.1)

tal que
a =6 + € " {120

Como a distancia X, X deve ser conservada € possivel mostrar-

mos que

€ = - € e (1.4.3)

Levemos (1.4.2) a (1.4.1), obtemos

- X = E b 7 (1.4.4)

e por (1.4.1)

83' = a 3. , (1.4.5)

. r
pois va/axlj— auv.

Seja ainda a transformacao
¥ = gY¥Y , (1.4.6)

da funcao de onda associada a transformacao (1.4.1). Como vale
(1.4.2), deve-se admitir que S seja uma transformacao infinitesi

mal da seguinte forma

+ R (1.4.6a)

o
I
H



=T =

1
R = 5 Euv Suv ’ (1.4.6Db)
onde
Suv = = Svu . (1.4.6¢)
Portanto
sV -1 - R (1.4.7)
Consideremos a equag¢ao (1.1.1) no novo sistema de coor
denadas

(Buau + m)¥" =0 , (1.4.8)
devido a (1.4.5) e (1.4.6), obtemos:

Buauvavsw + mSY = 0 . (1.4.8a)

Multipliquemos (1.4.8a) a esquerda por g~

3-18 a _S3 ¥ + mS'sY =0 ,
P vy

portanto, obtemos a invariancia relativistica desejada

(Bvav +m¥ =0 ,

onde

B. =a .85 B S , (1.4.9)

ou

sgvs‘1 — ) (1.4.9a)

Resta-nos portanto encontrar a transformacao S
Pelas equacdes (1.4.2), (1.4.6a),...,(1.4.7) a equacao

(1.4.9b) toma a seguinte forma

(I+R)Bv(I—R} = (Buv + EUU)BU ; EuvBu = RBV - BvR "



12~

isto &,
eODBU = [R,Bp] . (1.4.10)
Calculemos o seguinte comutador
Evu[gp’BvBu] ’ (1.4.10a)
= - _ -
vu[Bp’BvBu] = 3 evu[Bp(BvBu Bqu) (BvBu Bqu)Bp 1 . (1.4.10Db)
Como
BvaBu + BUB\)Bp = Bp v * Buévp i (1.4.10c)
permutando v por u
BDBUBU + BvBqu = Bpﬁuv + Bvaup - (1.4.10d)

Subtraimos (1.4.10c) de (1.4.104d) e obtemos

B, (B,8,~8,8,)- (BB ~8 818 = B8, ~BS  , (1.4.10e)

Substituimos (1.4.10e) em (1.4.10b) e obtemos

1l
N =
m
w

=
|
o]
(¢:3
~

B LB BB ]

=€__Pp 2 (1.4.10£)

Concluimos de (1.4.10) e (1.4.10f) gque R tem a seguin-

te forma (a menos de matrizes comutando com Bu e BUBG):

= + EquvBu ’
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1
R = + 5 EUU(BvBu_BUBV) 5 (1.4.11)
Como
1
S =1+ =5 €__8 i
2 VU VU
entao
Svu = BvBu - Bqu s (1.4.12)

1.5 — ROTACGES E MOMENTUM ANGULAR

Iremos agora mostrar a conservacao do momentum angular.
Por (1.1.9) determinaremos &L, dY¥ e SY para o caso de rota
goes infinitesimais.

A variacdo da Lagrangiana (8L) devido a variacgao 6xu

nas coordenadas €&

6L = (8. L)6x .
U H

Pela transformacao (1.4.4)

SL

(auL)Euvxv

N —

Euv[(auL)xv - (avL)xu] . {14541}
A variacdo em ¥, 8Y , constara de duas partes

Y = 61W + GZW ’ (1.5.2})

a primeira 61W & a variacao produzida pela modificacao do argu -
mento e a segunda, GZW, € a variacao na qual se leva em conta as

componentes de YV .



—i4-

Por outro lado, temos

§.¥ = (3 _¥)¢

e por (1.4.4)

> v[(auT)xv - (avW)xu] z {1.5.2a)
Em virtude de (1.4.6), (1.4.6a), (1.4.6b) e (1.4.12)

y' = SY = (I+R)Y .

Aqui usamos a hipotese de transformacao infinitesimal. Logo,

_ 1
62W =5 Euvsqu (1.5.2b)
Obtemos de (1.5.2b) e (1.5.2a) em (1.5.2)
1
§Y = 5 € v[(BUY)Xv—(BvW)xu+squ1 i (1.5.2¢)
e evidentemente,

- 1 . = s
SY = 5 € v[(auW)xv-(avW)xp+Tsuv ] . (1.5.24)

Substituindo em (1.1.9) os resultados encontrados em

(1.5.1), (1.5.2c) e (1.5.2d), teremos

1 1

I_ 7 W w —I -
- (BVW)xu+suv%J + L}BUW)xv - (E)\)\IJ)XL1 - V¥s ]

. _ 9L } . (1.5.3)



o

O primeiro membro desta igualdade pode ser escrito da

seguinte maneira:

(auL)Xv - (avL)Xu = au(émuLXu ~ 6uvau) i (1.5.4)

portanto (1.5.3) toma a seguinte forma:
_ 3L [ ,
EuU[%auva_davLX;] = euvau {nga?T L}BHW)Xv-(SvV)XU

. - - - AL
+ SUU%J + (auy)xv-(BvW)xu—Wqu _—

3 (3,¥)

Esta igualdade é valida quaisquer que sejam os coefici

entes Euv, logo podemos elimina-los e obteremos

3L |
Bu {GuuvauéuvLXH = ﬁTﬁaﬁT L}Bﬂ?)xv = (Bv‘l’)xu

= [}3 Vix, - (3\)?):(u - ¥s ] _8L } = G .

v Wl e T
o
Se colocarmos em evidencia o fator xu e o fator X,
teremos
| aL 5 oL oL
3 X F;H———— (3.¥) + (8 ¥) —— = 9 %] - X [:______ (o V)
o { ! _9(3@?) v v B(BQY) av v a(aQW) u
- aL oL o oL
+ (3. YY) =——+ - 6 £] - == 5. ¥ + ¥s —_— =0
M B{BaW) ap | B(BQW) TRY) IRV, 8(8@?)

A expressao entre colchetes & proporcional ao tensor
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momentum energia

: oL = AL _
aOf. 1 E{UTQ\)_XUT&J — W SU\)? + ‘:PS]J\) e = 0 & (1.5.5)
o B(BQW)
Ao definirmos os termos muuv"nduv e Juav pelas rela-
coes
muuv = l(XuTuv - XvTau) i (1.5.5a)
oL = JL
n = e mmmm— G ¥ + ¥s e 7 (1.5.5b)
oV B(BGW) uv Uv B(BQW)
quv = muav + napv ’ (1.5.5¢c)

podemos escrever (1.5.5) na seguinte forma

a”pav
ou (1.5.6 )
999uay = 7 %5 Jusv

Definiremos a grandeza Puv pela integral

P = J JU4\) dav , (1.5.7)

(1.5.7a)

il
-+
H-

e
(oB]
e}

=

(o

<

(o]
<

se for aplicado o teorema de gauss, teremos
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d o
— P = i ? J do. . (1.5.7b)

Quando o volume for estendido a todo espacgo (e supoe-
-se que o campo tende a zero no infinito), a integral de superfi
cie anula-se, mostrando a constancia no tempo de Puv

Consideremos as componentes espaciais de Puv’ ou se -

Pig = J Jsax AV

Pip = J Mgy av + J Ny av . (1.5.8)

Calculemos separadamente estes termos
{ m; 4 AV = 1 ( (XiT4k—ka4i)dV 5

Como consequéncia de (1.3.4), teremos

L — 9L,
J mi4k dv = J { Xl[:m Bk‘i‘ + (Bk‘f') m]
4

oL o _ 3L
_x | R 5 v o+ (3.7) ——————_] av .
kW "2 l 3(34?)——}

Devido a (1.2.4),

Nf—=

_ v - 1
J m; gy AV = I {XiL?B4akw - (3 ¥)B,¥| -

- X [?B4aiw s (aiW)B4W1}.dV .

Como



Imi4k av

(1.5.8)

o=

18w

{BkW)B4W — Bk(¥B4W) - WB48kW ¥ {1.5.8b)

f — — ==
RE R MRS I AND
[WB4aiT - Bi(WB4W) + ?B4akW]} av

= '| —_—
J WB4(xiak - xkai)\ydv -5 J [xiak—xkai](WB4T)dV .

(1.5.8c)

Calculemos agora o segundo termo do segundo membro de

I ngs AV = J (- somey si? - ¥ Six LW ]dv
1 4 3 (3,7¥)
Por (1.2.4),
[ av = 4 {7 v a
J 1ik V=5 {—W84s kY ¥ sik84?) v o,
como
By Sip = = SixbBy v (1.5.84)
entao,
J ngi 4V = - j VB s, ¥ AV
1 = Sk
:IJ 1984—3—_'—\9(1\7 7 (1.5-88)

Substituindo (1.5.8d) e (1.5.8e) em (1.5.8), teremos

P,, = -

i J lPB4

( —
j [xiak - xkai](WB4?) av § {1.5.9)

(x,9, =%, 9.) -
ik kg gy, L J yp K y gy
i i 4 i
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onde

Six = (B By = BkBi) . (1.5.9a)

O primeiro e o segundo termos do segundo membro de
(1.5.9) podem ser interpretados, respectivamente, como o momen-
tum angular orbital e o momentum angular de spin do campo Y. 0]
terceiro termo deve se anular quando a superficie que envolve o

volume tende ao infinito.



CAPITULO II

EQUACGES DE YANG-MILLS NA FORMA DE KEMMER

N6s iremos considerar neste capitulo os campos de

Yang-Mills sobre o espaco Euclidiano E4, dado por

aqu - BvBu — lm¢uv = [Bu,Bv] . (2.1)

Para o caso sem fonte a seguinte equacao e valida

P} ¢u - imBu = [Bv'¢uv] : (2.2)

As grandezas B11 e ¢ _, que ocorrem nas equagoes

uv
(1)

(2.1) e (2.2), decorrem da teoria de Yang-Mills Bu sao ,

no caso do grupo SU(2), a que nos limitaremos, matrizes (2 x 2)
tais que Bu sao anti-hermitianas para u = 1,2,3 e hermitia -
nas para u = 4. Tem-se que
gl T
B, = —-1B
% .41 (2.2a)
I 4
Bk = Bkt 7

i - < . ; - ;
onde 2t s3o as matrizes de Pauli e satisfazem a seguinte re -



Ty Lo

lagao de comutagao

red 3y o aelIkeK

. (2.2b)
O tensor intensidade do campo ¢uv &, da mesma forma,
definido por
Lo i i
i = oyt '
(2.2c)
i i
054 = ®iqt
As componentes de ¢uv com u,v = 1,2,3 sao anti-her

mitianas e hermitianas para p ou v igual a 4.

Se introduzirmos a funcao de onda ¥ definida por

t
¥ = (¢12!¢13)¢14!¢23!¢24!¢34!B11B21B3FB4) i (2-3)

onde o indice t em (2.3) indica o transposto.

ProcuraremosS escrever as equagﬁes (2.1) e (2.2)
de forma compacta, similar a equacéo de Kemmer (1.1.1) de
modo que admita uma equagéo adjunta, fato que néo ocorre
no artigo publicado por Silveira(zg). Para tanto, desenvolve-

remos (2.1) e (2.2) 1levando em consideracao (2.3).
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i(81B -3,B.) + m¢12 = i[B1,B2] ;

SRty
i(9,B3=34B,) + m$,, = i[B,,B]] :
1(3,B,~3,B,) + mp,, = i[B,B,] ;

i(8233—83B2) + m¢23 = i[Bz,B3] .

i(3,B,-3,B,) + m,,

i[B,,B,]

1{3334-8433) + by, = i[B3,B4] 7 (2.4)

mB

+

]

1(8,5045+3303+3 04 1= LBy ,0

+

18054+ 505540,054) + mBy = LIB ;05,1

+

1(3 4951 +85035+3,05,) + By = 1[B,0

3 3v] 4

mB

+

Lld g gyt tiyfyy) g = LByrlyyl -

Observa-se gue quatro das equagées diferenciais acima
néo envolvem a derivada temporal e também que, destas equagdes ,
quatro componentes da fungéo de onda podem ser expressadas em
fungao das outras seis e suas derivadas espaciais.

0 segundo membro das equacgoes (2.4) nos leva a defi -

nir a funcao V¥';

¥' = i([B,,B,1;[By,B31;[B,,B,1;[B,,B;31;[B,,B,]1;[By,B,];
t
EB\)'¢1\)];[BV'¢2V];[Bv'¢3\)];[B\)’(b‘l\)]) . (2.5)

Podemos escrever (2.4) da seguinte forma

(Bvav + MY = ¥! T (2.6)



(2.7)

=D
tes matrizes:

- L] -~
. . 1 i . . . b . . .
OO . OO = . L] . .
. . + . . . L] ° . L] .
e "as a0 . L) R I R I R R I T R S I R I ) S 0 0 00000 e g NP0 00 RN R I B RO I R I I
. . . . . . . . . 0
. COOer— OO . OO OO0 . QO QOO - .
. . 0 . . . . . D
. . 0 . . 0 _- 0
o000 0 . COoOCi— OO . 000.01_.0. .
o . . . . . ’
. . . ._ . . . . .
— OO OO0OO . C—O O OO . 001—!.000- .
. . . . . . . . .
e CRC R R U R ) -c_o-.o.-c-n-o-o--n- R R A AN R IR A ) L R ]
) . . . . . . . .
. T OO OO . O OO e . OO T
. . . . . . | . .
. . . . . . .
. PO OO s . Hel=N=RT) . PO — O
. . I | . . . . . N
. . . . . . e . .
. O O v e O . O T OO . O O O
. . | » . . .
------ . CRCI) IR DRI I R S B N R ) o0 o "0 L R N I R R U SR )
. . . . . . .
. fTO OO . el == . PO O
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
co—O . OO0 O ‘ P—_0 O . oo O
. . . . . 0 . . .
. . . ® . . . . .
. e O O . O C O . O OO

e M sao as seguin

v

onde B
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---------------------------------

---------------------------------

. . -
e Bv satisfaz a seguinte relacdo de comutacao
,..l_.
= . 2.7b
B Bu ( )

A fim de tornar (2.6) similar a equagao de Kemmer, pro

curemos determinar ¥' em funcdo de ¥, ou seja,

yr o= Qv o,
Qu (2.8)
y!
%

onde Qij deve ter a seguinte forma,

e i, k e j variam de 1 a 10.

Tomaremos cada componente de Y', Wi, e analisaremos
guais das componentes de Y, Wj, tem fatores de Wi. Assim proce
dendo determinaremos Qij'

A primeira componente de Y¥' &, por (2.5),
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v o= 1[B1,B2]

i(ByB, - ByBy)

As Unicas componentes de ¥ que tem fatores de Y sao

Q'i'l

]
1l
o]
0}
2
]
=2
|
o

Q,, = -iB, , @

de modo analogo obtemos

Qp1 = vee = 0y10 =0 @ @y = -iBy, 9y = iB,
Q39 = --- = Q35 = Q3g = 839 = 0 € M3y = =iB; , 8394 = 1Bys
Rgq = se+ = Qg7 = 8yqg =0 e Qyg = 1By, Yq = 1B, ,
Qo = coo = Qg, =059 =0 e Qgg = =iBy, 05,4 = iB, ,
Quq = -nv = Rgg =0 e Qg = -iBy, R = iBy .

Consideremos agora a sétima componente de Y',

&
il

7 i(Bu¢1v_ ¢1va)

i[Byo ,+By0 3+B b= 0+ By+d 3By+d, 4 By)

1 .
e como W7 envolve as seguintes componentes de V¥
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= ¢12 r

b5

= ¢14 r

e desejamos que seja verdadeira a equagao (2.8)

entao 527:.}

deve assumir ©S seguintes valores:

77 = 9 o

Byq = 2By »
95 = 1B o
oy = 1By

De modo analogo encontramos os elementos Qij (i

e
10 e J =
a) QSj 4
fgo
b) QQU
91

1peesr10),;

ou seja

—1B2
iB

1l

1l

T
“ibys v
= —ityy -
;
“id3q
~1b55 ’
idy, -



e G

100
201 = %02 = %404 = B9010 = O
8103 = ~18 2107 = ~1®4q
Bygg = ~3Bg 2108 = 1042
2106 = ~1B3 Q900 = ~143 -

Portanto a matriz  tem a seguinte forma:

: *B. B. 0.0
. '_B§ 0] B,I 0
e i eienatBg O 0. By
0 -B, B.. 0
3 By
) ® . 0 -B, 07 By
Q =1 | " 0 04_34: B3 ‘ (Z2.9)

B, B, B . 0 0 0 .
B2 03 o : B, B, 0 .
0 -B, 0 .-B; 0" By.

onde A & a matriz

0 —by, ~bq3 —bqy |
0 0 - -
043 bpg 0 -3y
[ 044 924 034 O _

Entretanto, podemos escrever §§ da seguinte forma:

Q =B R -F , (2.11)

onde ZlBu & uma matriz diagonal, 10x10, de elementos Bu na diago-

nal e F & a matriz, 10x10 ,

0 o©
F=-i (2.12)
0 A .



ou

a eqguacao

resta-nos

e

A equacdo (2.6) devido a (2.11) e (2.9)

(8,3, + MY = (BB - F)¥ . (2.13)

Se definirmos F, como

(2.13a)
(2.13) resultara similar a equacgao de Kemmer. Portanto

encontrar Fv

Por motivos que ficarao claros no Capitulo III, vamos

impor as seguintes condicoes:

g
Fang = N4Fy
(2.13Db)
FT = F
k"4 = Ma"x 7
onde
2 2
Ny = 28, =1 ’ ng =1 . (2.13¢c)
Como
FY = 1(0'0'0'0’0’0’¢1UBU"¢2ﬁBu’¢3uBu'¢4uBu) : (2.14)
e FU tem que satisfazer (2.13b), segue que as matrizes FU em

(2.13a) sao

B : d4g 0 0 A
: 29,5 0 O:
- 6094 0 0
F, = 'é"'é'°$'5 .......... Teceeanans ...
§12 91354 : :
0o 0 0 : : 5
L : . : | r
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B : 0 ¢ 0 :
. ‘0 0'% o :
. ‘0 0 0 °
0 9,53 0.
0 g5y 0
- ‘0 0 0 :
o 0000 o o
5.0 0 % boo bny, OF :
0'2 0 0 023 024 o: ‘
B T 0 0o 0 :
: 00 b
: 0 0 o=
: 0 0 b
: o0 0 023
: 0 0 $34:
o o 0 0 "o o :
0o 0 0:¢9 0 o .
0 bq3 0 20,530 dgy: :
B : £ 0]
- ‘o
R S 1014
: 270
: : 2924
S B 5 e . Bl Do 2 e A 8 :‘?3%
0 0 dq4: 0 0y 034; = |

(22)

(2.15)

(2.16)

As matrizes F definidas por Silveira'==" nao nos permitiam che-

gar a equacao adjunta, objeto do proximo capitulo.

a equacgao (2.13) toma a seguinte forma:

Substituindo (2.16) em (2.13) e sabendo que [ZEU,Bv]=O
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[Bu(au—cu)+M]W = 0 (2.17)
onde

¢C = B - F » (2.18)



CAPITULO TIII

LAGRANGIANA DE YANG-MILLS NA FORMA DE KEMMER

A partir da equacao (2.17) obtida no capitulo anteri-
or, ilremos obter a equagéo adjunta e consequentemente a Lagrangi
ana que & o objetivo final deste capitulo.

Se tomarmos o hermitiano conjugado de (2.17) e usar-

mos (2.3a), (2.7b) e (2.11), teremos:

T
{[Bu(au—cu)+ml¥} =0 .

Portanto o hermitiano conjugado (2.17) vale
Tpek ' i . o T
y {[34-(+ZB4—F4)]B4+[3k~(IBk—Fk)]Bk+M} =0 .

onde a seta indica o sentido de aplicacdao do operader deriva -

da, BU' ou seja,

vy ¥ = DY

=l
Q2

e

I

W(BUW)

Se multiplicarmos a direita por mn, = 283—1, teremos
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ik T
Y [(—84+IB4+F4)B4n4+(+8 1B~ k)Bkn +n4M1 =0 . (3.1)
Como
e (3.1a)
A equacao (3.1) fica:
+
Y [(3 ﬂﬁ F4)U4B4+(3 k+Fk)n B ﬂ4M] = 0 .

No Capitulo II impuzemos as condicoes

.[_

Fang = —M4Fy
t _
FNg = MgF v
logo,
i “+
¥in, 1(5,-B+F)8, + (B~ B +F B -M] = 0 ,
T { - < } 0
+ < B
L n4[(3n—Cu)Bu—M] = 0
Por (1.1.6), ¥ = W+n4, chegamos a equacao adjunta
Y[g (§ —c)-M] = © (3.2)
VRS VRS TE - < s
= 1)
onde se usou Bucu CUBM (com soma em W!)

Com as equacbes (2.17) e (3.2) podemos definir a La -

grangiana, levando em conta que VY = V¥ ,

1 * 1
L =2Tr[= V% (3 -5 )y - =
riz ¥ (8,-8)¥ - 3

7 Y¥] ; {(3.3)

1
IPCUBU\P #* 'i'
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onde Tr indica o trac¢o dos operadores em SU(2), lembrando que

2 1
Tr(ti) =0 e que Tr(ti) = 5.

Verifica-se que pela variacao ¥ » ¥+d0Y na Lagrangiana

(3.3) obtém-se a equacao (2.17).



CAPITULO IV

FORMULACAO LAGRANGIANA SIMILAR A OKUBO-TOSA

(23)

No artigo publicado por Okubo-Tosa encontra-se a
Lagrangiana dos campos de Yang-Mills com um termo de interacao
clibica. Mostramos, neste capitulo,uma Lagrangiana similar onde

no termo de interacdao cubica aparece o fator ¥ que favorece en -

contrarmos diretamente a equacdo de onda através da equacgao de

Lagrange.
Reescrevendo as equacgoes de Yang-Mills do Capitulo II
5> BY - 3 Bt - l]kBjBk o d
u-v vl - KV !
e
i c1ikgd -
av¢uv - Bv¢uv = 1mB]J .

onde o grupo de simetria interna é o SU(2) e logicamente os indi

: . ; ijk ~ ‘o
ces i, j, k variam de 1 a 3, ¢ J sao os coeficientes de estru

tura antissimétricos nos trés indices.
As equacgoes acima, de modo analogo ao que foi feito no
capitulo IT, tomam a seguinte forma:

i A
(BvaV+M)w =V g (4.1)

onde

i B ,BT,B

vt oo ohaetael,i0h.05,005,,87085,85,8) 0, (4aa)
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%, pdsk, Blpk plpk

g R
(R-B.,B:B,,B;B Giig reg Ry Ba i

1727717314

j.k ik j .k o L
Bv¢1v'B ¢2v’Bv¢3v'Bv¢4v) £ (4.1b)

As matrizes Bv e M sao dadas em (2.7).
No artigo de Okubo-Tosa, ja citado, fica implicito que
podemos determinar W'l em funcao de Wl da seguinte maneira:

J 4k
i Cy e oy

o Be 9 (4.2)

onde a, b, %, ¢ variamde 1 a 10 e Fabc sao coeficientes de

estrutura totalmente antissimétricos nos tres indices.
Por (4.2) resta-nos, portanto, determinar os coeficien
tes T e C, . Procederemos do seguinte modo:
abc La
Para cada % de (4.2) iremos determinar quais das compo
nentes de (4.1a) estdao envolvidas na componente % de (4.1b), as-
e CRa serao determi-

nados a partir da identidade entre (4.2) e a respectiva compo -

sim fixaremos b e c. Os valores de a, Fabc

nente de (4.1b).

Se L = 1 teremos por (4.2)

T c. vly (4.3)

Mas por (4.1b)

i . Ak 5.k
?; = ig B1BZ ; (4.3a)

entretanto as componentes 7 e 8 de (4.1a), que sao

= B

’

J
1
k
2

o &~

= B
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estio envolvidas em (4.3a). Portanto b e ¢ em (4.3) valem respec
tivamente 7 e 8.

Para que a identidade entre (4.3) e (4.3a), ou seja,
ik

BJBk = ialjk

L 182 Ta78 C1a¥7%g ¢

se verifique & necessario que:

a =1
e
F178Cq1 = 1
Podemos ter entao
r178 = c11 =1 , (4.4)
ou
FT78 = C.I1 T [ (4.4a)
No caso £ = 2, fica
s Ak gk ¢ 1jk 5
ie B,‘B3 = ie Fabc C2a Wb Wc n

e para que esta se verifique € necessario que

e

Fp79Co = 1 -
Temos entao,

[y9g = Cyp = 1, (4.5)
ou

P279 = C22 = =1 . (4.5a)

No caso & = 3, obtemos
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e

T3710 C33 = 1
Portanto,

F3710 = c33 =1 (4.6)
ou

F3710 = C33 = =1 . (4.6a)

No caso % = 4, obtemos

e

Fygg Cqq = 1
Portanto,

Tygg = Cy4 = 1 (4.7)
ou

Tygg = Cqq = -1 - (4.7a)

No caso & = 5, obtemos

e

Tgary Cgs = 1 ¢
Portanto,

I'sg1o = C55 = 1 (4.8)
ou

F5810 = C55 = =1 . (4.8a)
No caso % = 6, obtemos

a=6 , b=9 , =10

e



Portanto

ou

No caso &
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Mas por (4.2) e (4.1a)

i
1
L

logo a so

g ©

Logo,

ou

Tea1n = Cge = 1 ¥ (4:9)
F691O = C66 = =1 . (4.9&)
=7, fica
i L ik d.k
ll17 = 38 Bv¢1u
A%k, 5.k i K b e
= igtd (B%¢12 + B%¢13 + B1¢14) .
i _ijk 5ok
T3 Pabe ©7a "Bl
. ik §ok 5.k i ok
= 1e777C, (T g ¥g¥y + Togo¥a¥) + Thq03 ¥70%3)
L ik 3.k 4.0 3.k
= 1e7°7C, (T g4Body, + Tog0B3073 + T 103B28794)

pode assumir o valor 7

78177 = T702%77 = T7903%77 = 1 -
Por T ser antissimétrico nos indices entao r i
abc . 781
F71O3 ja foram estabelecidos, ou seja,
81 = T178 7 T792 = Ta79 € T7903 = T3710
7 =1 para F781 = Tugs = 7403 i [ (4.10)
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C;q = =1 para  Togy = Tygy = Tyq93 = -1 . (4.103)

No caso & = 8, temos

.1 . ijk_ .k
WS ie Bv¢2v

i LIk (g3 ¢§1 + B§¢§3 + B]¢

1§

24)

. ik 4.k 3.5 9.k
ie (—B1¢12 + B3¢23 + B4¢24) .

Mas por (4.2) e (4.1a)

(i1 ijk Jyk
lP8 =38 PabCCBawbqjc
_ s oijk Jjyk Jjyk 3
= 167°0Cg (T g ¥g¥ 7 + Toga¥e¥y + T 105W10¥5’
L gk ik j .k
= 1e777Cg (T 7By + T 948 d’23 + Toq05B2%24) -

portanto a s6 pode assumir o valor 8 e

-Tg71%g8 = TgoaCgs = Tg105C8s = 1 - (441

Como
Tg71 = ~Tq17g 7 Tgoa = Tygs © Ts10s5 = Ts810 *
entdo o unico valor para Cgg que satisfaca (4.11) e Cgg = 1. Nes

te caso F178 = F489 = F5810 = 1. Por isso as possibilidades (4.4a),

(4.7a), (4.8a) e (4.10a) sao excluidas.

No caso & =9 , fica

i i J.jk
= ¢
3v
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jeidk j. k ]
(B3 q’31 t Byds, + B ¢34)

J j.k j.k
(-Bydyy — Bodys + Bydg,) .

Como por (4.2) e (4.1a)

wéi =% e abcc9awgwi
= 1t Tey o vavs o 1 g vdvE 4 T o)
= 163, IT a723%¢$3 v T,g4B3055 * T i06Ba054)
portanto a so0 pode assumir o valor 9 e
97299 = T9gsC99 = ~T9106%99 = - 1 - (4:12)
Sabemos gue
Tg72 = = Ta79 7 Toga = ~Tyge 7 To106 = Y6910 -
entdo o dnico valor para Cy4 que satisfaca (4.12) e Cgg = 1 e
T279 = Tago = Te910 =1 - (4 128)
Por causa destas igualdades, as possibilidades (4.5a) e (4.9a)
sao excluidas.
Finalmente, para £ = 10 teremos
w;o =1 ljkB ¢4v

_ s ijk o,k j.k j.k _
= de (131¢:4‘1 + Byb,, + B3¢43) =
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. i3k, 3.k g 3%
= ie7 " (=Byby, - Byoy, — Bybgy) .

Em virtude de (4.2) e (4.1a)

Jik
Fabcc10aqlbqlc

Jyk Juk | Jyk
10aTa73¥7¥3 + Tags¥g¥s + Ta06¥0%6)

e BloX, +r__.BloK

Ci0aTa73B7%14 + T485B2%24

5k
+ Tl96B3%34)

Concluimos que a sO pode assumir o valor 10 e

I'1073%1010 = T1085%1010 = T1096%1010 = ~1 - (4.13)

Sabemos que

Fi073 = ~T3710 7 T1085 = ~Tsg10 © T1096 = 6910 -
entdao o unico valor que C1010 pode assumir que satisfacga a
(4.13) e C1010 = 1a
Portanto,
I'3710 = Tsg10 = Te910 = 1 - (4.13a)

Devido a isto, a possibilidade (4.6a) e excluida.

Em resumo, concluimos a excluséo das possibilidades
(4.4a), (4.5a), (4.6a), (4.7a), (4.8a), (4.%9a), (4.10a) determi-
namos o valor +1 para Tabc ao tomarmos permutacées pares de (a,b,
‘C) =1,7,8), (2,79), (3,7,10), (4,8,9), (5,8,10), (6,9,10) e -1

nas Impares e zero para outras permutagoes. Também mostramos que
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8 (4.14)

A relacao (4.2) toma a seguinte forma:

5 3t . ijk Jk
y = it T 6 Y "
abc "fa %°c (4.15)
ou . i g
| ijk Jyk
¥a T 1f Fabe wch F
e a equacao (4.1)
i i
[(B )aﬁ o ¥ (M)aﬁ]wﬂ = ¥ ’
assume a forma
41 L 5 Foulls
(8 )aR v T (M)aQ]gE ol R I‘a.bc wac =0 . (4.16)

Multiplicando o primeiro membro de (4.16) por Wi r PO

demos definir a seguinte Lagrangiana

_ 1 i 1 . djk iydgk
L {‘P [(B,) 49, * (M)aR]‘Pﬂ} - 37 ie I e Ya¥ple ¢ 417)
que & similar a Lagrangiana definida por Okubo-Tosa. De fato ,

esta Lagrangiana reproduz a equacaoc (4.16) ao aplicarmos a equa-

gao de Euler-Lagrange para o campo Y



CAPITULO V

FORMULACAO HAMILTONIANA TIPO SCHRODINGER

Ji apresentamos na Introducdo deste trabalho a razao

do estudo da equacdo de Kemmer, o gque foi feito ate agora .

Conhecida a equagéo de onda podemos obter a Hamiltoniana; e o
que pretendemos no presente capitulo, visto que a equacao (2.17)
difere, pelos Fp, da equagao obtida por Silveira. Iremos proce-
der de modo anélogo sem, entretanto, introduzir o acoplamen-—

to minimo eletromagnético. Reescrevendo a equacao (2.17),

[BU(BU—CU)+M]W = 0 . (5:1)

e se definirmos
D= a3 =C p (5.1a)
a equacdo (5.1) toma a seguinte forma:

(,ﬁpDu+M)W = 0 ‘ (5.2)

Obtemos também a equacao adjunta

¥( 8 ,-M) =0 , (5.3)
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e valem as seguintes relacgoes de comutacgdo:

[:Dl_1 ’ D\)] = "Tu-\) . 1 (5-4)
[DU F] B\)] = —[cu jB\)] 7 (5.4&)

onde
Tuv = Bqu - avcu - [Cu;Cv] (5.4b)

A partir da equacao (5.2) vamos procurar obter uma equa
cdo tipo Schrodinger de modo similar ao que foi feito por Kemmer
e outros.

Multipliquemos a equagéo (5.2), pela esquerda, por

BvBADv‘ Teremos

(BvBADQBpr + BvBADvM)T =0 . (5.5)

Por conveniéncia, adotaremos a seguir M = m. Se somar-

mos e subtrairmos BU Dv em (5.5), teremos
[8,8, (DB =B D,+B D,ID +B B, D ml¥ = 0 .
Se levarmos em conta (5.4), teremos

(8,8 (~[C,/B 1+B D )D +B ByD m}¥ = 0 (5.5a)

como

BpBABchDg = BDBABGDGDD + BDBABU[DD;DO] -
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obtemos, por (5.5a),

{BUBKBVDQDU+BUBABv[Du,Dv]—BvBA[Cv,Bu]DU+BvBADvm}¥ =0 . (5.5b)

Se somarmos (5.5a) com (5.5b), teremos

{(BvBABu+BuSABv)DvDu*BuBABv[Du'Dv]"2BvBA[Cv’Bu]Du+2BvBADvm}W = 0O

por (2.7a) e depois fazendo u = v no 19 termo, fica

{BMDUDA+BHDADU+BUBKBv[Du,DvI—ZBvBA[Cv,Bp]Du+2vaBADV}W =0 ,

ou

{Bu[Du;DA]+2SUDADU+ZBMDADU_2BvBR([Cv'Bu]Du_mDU)
_mDv)+BuBABv[Du’Dv]}W =0 . {5 . 56)

Como

BHDKDHW = ([BU,DA]+DABN)DHW -

Por outro lado

logo,

BUDKDUW = {[Bu'DA]Du_mDK)Y

Substituindo este resultado no segundo termo de (5.5c)
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{8, (D, D,\1+2[C, 8 1D ~2mD,-28 8, ([C ,B,1D, -mD) +
+ BUBABv[DuiDv}}W = 0 r
fazendo X = 4

{—ZnnD4

+2[Cy;8,1D +B, [D ,D,1-28,8, (IC, B 1D -mD ) +
+ 8,848,[D,D1}¥ = 0 . (5.6)

Consideremos cada termo de (5.6) separadamente. Se de-

senvolvermos, teremos

—21'l'lD4 = —2mD4 7

20C4:8 1D, = 2C,B, 4=28,C,D,+2C,ByDy-28,C Dy
Bu[DUde] o= -Bk Tk4 r
2
_28U84([CU’Bv]DV_mDU) = —264C4B4D4—264C4D4
" 2 2
~2B,C 4By Dy +28 By C Dy +28,mD =28, B,C, ByDy

2
+ 2(=By+1) By C,D,=28, B,C, B D +28) 8,8 C D +2mBy B Dy

2
BuB4B\)[Du'D\)] = (—284_—1)Bk Tk4 - BkB4BeTke

Convenientemente reagruparemos estes termos obtendo as

sim os seguintes:
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—2m(1—Bj)D4 ;
2
2(1—84)[BkaD4] ’
2
~2(1-87) [8,C,D, 1
2
2(1—84)[04(B4D4+Bka)] ¥
2 .
—2(1—64)[Bk Tk4] ) i
Bk84[¥6e Tke] Fl
Bk84[2BeCkDe] '

Bk84[2ka] .
A equagéo (5.6) toma a seguinte forma:
{-2m(1-82)D,+2 (1-82) [B,C,D,~B, C,D, +C, (8,D,+8, D, )
4°74 4 k'k74 "k74"k 47474 "kk
~By Ty 41 +By B, [-2C; (B,D,+B D)
_Befke+28eckne+2ka]}w = 0

Ao multiplicarmos a equagao (5.2) por -2mB,, obteremos

2 2 ‘
(—2m84D4-2mB4Bka—2m 84)? = 0 . (5.6b)
Somando (5.6b) a (5.6a) e levando em conta que
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obteremos, para m # 0 ;

N S 2 1 1
{—ldt—]B4+mB4+F4+{1_B4) [C4 o BkaD4 * o BkC4Dk +

1 1
+ o BiTig] + ByBa[-Dp—Cp - 5 BCDe

8

o
* oh Tiel

+ B4Bka}? = 0 5 (5.7)

Se considerarmos as seguintes identidades

R = -iBt —IB4 + m84 + Fy, ; (5.7a)

M-cC -lgecp, +Lgc,D +Lg T (5.7b)
4 m "kk 4 m "k 747k m "k "ki4 & 5

N = -D c 1scop +E§-T , (5.7¢c)
- k™ "k T m e’k e 2m ke ’ 3

entdo a equacao (5.7) toma a seguinte forma:

[Re (1-B2)M4B, B, N+B,B, D, }¥ = 0 (5.8)

ou
HY = 0 |, (5.8a)

com

Devido a impossibilidade de explicitarmos 3, ¥ na equa-
cao (5.7), visto gque aparece no sétimo termo o fator D4, iremos
(9,10)

utilizar o método Sakata-Taketani Segundo este método um

operador H pode ser escrito da seguinte maneira:

’ (5:9)



_48—

onde

THT+TH(1=I') , (5.9a)

o
Il

(1-T)HT+(1=-T)H(1-T) . (5.9b)

fasy
I

Em (5.9 a e b) empregamos [I' que significa

T o Bi " (5.9¢)
Dai, mostramos facilmente que
({=B)E = T{1=F) = 0O ., (5.9d)
8, I = (1-T)B, ~ou TB = B, (1=-T) (5 .8e)
(1=-T) (1=-T) = (1-T) . {5.9F)

Ao multiplicarmos a equacao (5.8a) por 1-I e T obtere

mos, respectivamente, os seguintes resultados:

(1-T)HY = HZW =0 , (5.10)

'HY = H, Y = 0 3 (5.10a)
Por (5.8) e (5.10a), obtemos

P {R+ (1-82)M+B, B,N+8,8,D) JT¥ + T{(1-B3)M+R+8, B N+8,8, Dy} (1-T)¥= 0.
(5.11)

Em virtude de

r(1-g2) = T(1-1) = 0
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a soma do terceiro e sétimo termos de (5.11) € consequentemente

nula, pois

T[BkB4NF¥+BkB4N(1—F)W] = Bk(1—F)B4NW =0 ,

e o sexto termo toma a seguinte forma:

IR(1-T') ¥

T (-18,- 1B, + mB ,+F,) (1-T)¥

rF, (1-T)¥

pois I' comuta com Bt,IB4 e 64.

Logo, a equacao (5.11) torna-se

T (R+6,8,D))TY + T(F,+8,8,D ) (1-T)¥ = 0 . (5.11a)

Os elementos nao nulos de I' e (1-T) sao os seguintes:

(T35 = (F)55 = ... = (Mgg =1
{5.11k)
(1-I) 4, = (1-T) ,, = (1-F)44 = (1—1")1010 = 9
Portanto,
'Y = (0,0 0 B,,B,,B.,0)"
= r '¢14' I¢24l¢34! 1! 2.’ 3’ r
e (5.11C)
t
(1_F)Iy = (¢12’¢13’OI¢23IOIOIOIOIOIB4) o
Como observamos, nas equacdes (2.4), as equacgoes dife
renciais que envolvem as componentes de (1-T)¥ ndo contem a

derivada com relacgac ao tempo. Também existe uma relacgao entre
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(1-T)¥ e I'Y. Portanto, o desenvolvimento temporal de (1-T)¥ e da-
do através do desenvolvimento temporal de TY e desprezaremos (5.10).

Utilizemos a equacao (5.2) para eliminarmos (1-I')Y¥ de

(5.11a) . Teremos

- 1 1
(1-T)¥= - 5 (‘I—F)B4D4 = = (‘l—-I‘)Bka‘P
- -1 (1-ryg, D, ¥
m k 'k
- -1 g rp.y (5.114)
m "k 'k = :
Se definirmos Qk por
Qk = Bk —]Bk " (5.12)
teremos
Dk = Qk + Fk " (5.12a)
Portanto, em virtude de (5.12a) a identidade (5.114d) ,
fica
1] 1
(1-T)¥ = - = BkaF? = g (1—T)BkaW 3 (5.12b)
pois

Procuremos uma expressao para (1—T)8kaW na qual apa-

reca o fator TV .

Os elementos nao nulos de Bka sdao:
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(B1Fqlgy = =1013  (ByFplqgg = 1045 (BgF3)q9 = T3
(B4Fq)g7 = —1043 (ByF,)gg = —10,5  (B3F3lgq = 1653 » (5.13)
(B1Fq) 107 =104y (ByF5) 108= —1%oy4 (B3F3) qgg=—134

e os elementos nao nulos de (1—F)Bka sao

I(1—T)Bka]108 = -i¢24 , (5.13a)
LO-T)BFylqgg = ~1034

Consideremos 0 a matriz definida por

[0 : : :
0 - ; :
0 : : .
0 . : :
0 : : :
6 = |0 : : 1 (5.13b)
0 : :
0 " .
0 : : :
[0 0 00 0 Dty by 0] 7

e por (5.11b) o segundo termo do segundo membro de (5.12b), fica

(1-T) B F, ¥ = % oTY . (5.13c)

1
m
Substituindo (5.13¢) em (5.12b), obtemos:

(1-T)Y = — % B0, TY + % oTY (5.134d)
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e a equacao (5.11a) toma a seguinte forma

1 i
T'{R + BB Dy + (F4+B4Bka)(— = Bka # = 8)I1TY = 0 . (5.14)

Os elementos nao nulos de TF4 sao

(TFy) 310 = 10 -
(TFg)g10 = ¢34 -
logo I‘F4 pode ser definido pela matriz 84, ou seja:
0 0 0. D 0 0.0 0 0. 0
3 . : 0
..........:..........:..........:?14
3 - 0
8, =T : : AT
il Tk SRR - I SR - 1 L
: 3 v
. . 0
0
i . . 0

No artigo de Silveira IF, & igual a F,,no entanto ,

0, aqui definida,corresponde a matriz F, definida por ele.

Desenvolveremos os termos de (5.14):
a) F[R+B4Bka]F¥ = I‘[—iat -B, + m84 <t B4Bka]FW

= [—J_[r}t ----IB‘4 + de + 94 + 34[3]{13}{]Fw ’

b) T{(F,+B,6,D,) (- & B0, + = 0)}T¥ = T[- 1

i
&% * § m FabyQ + 5 Faub -
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—

: i ;
= a B4Bk(Qk+Fk)BeQe + ﬁ B4Bk(Qk+Fk)]Fw

1

. 4
= [= g 9gBQ + 7 9y @

Bl=

1]
B4BkaBeQe “m B4BkF

1 : i
kBeQe+ E B4Bkae+ HB4Bka5]TW.

Estes resultados nos permitem reescrever (5.14) do se-

guinte modo:

1 i
i : i, = 1) = g
[-13, -8, +mBy + Oy + B ByDy - O8O + 1 %
_lepoBo -1eeFeo +ig,p.00
m 4 k“k e”e m 4 k'k e“e m "4 k*k
i
+ B4Bka8]TW = 0 . (5.15)
Por (5.11¢c) e (5.14b) podemos mostrar que
@4F¥ = @ (5.15a)
gue coincide com o resultado obtido por Silveira.
O décimo termo de (5.15) & nulo pois
Fk(1—F) =0 3 (5.15b)

ou seja,
5 B,B, F. B QO T¥= — L BB, F. (1-T)B QY =0
m "4k ke~ e - m 47k k e~e

0 sexto termo de (5.15) fica:

BgaByPyl¥ = ByB Q¥ + B B FpI¥ =
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64(1—F)BkaW + B4Bkarw

B4BkaFY : (5:15e)

E, finalmente, o Ultimo termo e nulo, pois
BkF 6 =0 . (5.15d)

Logo, a equacdo (5.15) apds substituirmos estes resultados, te-

mos

1

[-13, =B, + mBy — o BB (3, - B IR (B ~TB) -

—

i
- g 048 (Op=TBy) + 0 0,0 + B BTy

=

Obtemos assim uma equacdo tipo Schrodinger onde a fun-
gao de onda e T'VY.

Fazendo, no trabalho de Silveira(gg), Au = 0 e, iden-
tificando F4 com 94, estaremos estabelecendo a igualdade entre
o Hamiltoniano (5.16) e o Hamiltoniano (30) da ref. (22) ape-
sar do 89 termo de (5.16) apresentar o fator Fk’ mas o produto

Bka mantem-se o mesmo ao tomarmos F, como foi definido por

Silveira.



CAPITULO VI

ANALISE DA HAMILTONIANA

De posse da Hamiltoniana, (5.16), obtida no capitulo
anterior, cabe-nos analisar seus termos. Portanto, iremos desen-

volver alguns termos em busca de conteldo fisico.

6.1 — RELACOES ENVOLVENDO O SPIN

De acordo com a definicao de valor médio de um opera-
© s,
dor, dada em (1.2.6), a quantidade _%E em (1.5.9), reescrita co

mo:

8. B ' {6.:7.1)

3 = Fike ke

é denominada operador de spin(g’gé).

Se empregarmos a definicao (6.1.1) podemos verificar a

igualdade
3
Sj = Sj 5 (6.1.1a)
a partir da qual concluimos que os autovalores do operador de

spin sdo * 1 e 0. As relagdes (1.1.2) a (1.1.4) que sao obedeci-

das pelos operadores Bu mostram que a algebra construida a par -
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tir dos BU tem 126 elementos independentestg’llfgé). Estes ele-

mentos sao:

Elemento N@ de elementos Elemento N@ de elementos
deste tipo deste tipo

I 1 nunvnpnc 1

Bu 4 nun\)Bp T3

BUB\) 12 NyMyM 4

Bquﬁp 12 nquBp %4 (6.1.1b)

BvaBch 6 nuB\) 12

nungpBG 12 nunv 16

N Ny8 86 12 Ty 4

n.nn_R 4 Numero total 126

p'vipto

E possivel mostrar que trés elementos da algebra comu-
tam com todos os outros. Desde que certas condicOes de regulari-
dade sejam satisfeitas, o que alias ocorre no presente caso, o}
nimero dos elementos gque comutam com todos os outros fornece (o}
ntmero de representagées irredutiveis inequivalentes. Ja o nume-
ro total de elementos da base & igual a soma dos quadrados das
dimensées das representacdes. No caso gque estamos considerando
trés séo as representagaes irredutiveis inequivalentes. Se n,
representam as dimensoes destas representacgdes, pode-

n e n

2 3

mos escrever

2

2

T 2
+ N, + Ny = 126 ¥ (6.1.1c)

e as dimensbes valem 1, 5 e 10. A primeira dimensao 1 & trivi-

(27)

al. Somente a segunda e terceira dimensoes nos interessa — . A
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que estamos usando no presente trabalho esta associada ao spin

1 e & constituida por matrizes 10x10.

Vamos provar gue

-n(sise+sesi) = Bise;aesi (ife) , (6.1.2)
onde
N o= nynyng . (6.1.3)

Realmente, consideremos

S;5,%5.5; —eijkeemn(Bj6k6m8n+smsnsjgk) ;  ife

= — (& 8

iméjnﬁke+6in6je6km_éin jm6ke

830 560kn) (B5PKkBBn*BrbnbyBK)

. X 2

—(-B2B*BS )8, =B, (=B BBy

I'['II[l mme

B3 Sem*Brbes) *B5 BB B BB PiBe *

+Bo BB B B By BBy

2 . &
= 2B (B B *BB;) =3 (B B +B By ) +By(BLS 5 +B;850)
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+ (B iy +B5 80) By
= (285-1) (B,B_+B_B,) .
i i“e "e' i
Em virtude de (1.1.3), ou seja nj = 28?—1, chegamos a
5,5_+8_S; = nj(BiBe+BeBi) . (6.1.4)
Ao multiplicarmos a esquerda por -n, teremos:

—n(sise+sesi) = -nnj(ﬁise+BeBi) s (6.1.4a)

Por (1.1.4) mostra-se facilmente que

nnj = NN, - (6.1.4b)

Levando este resultado a (6.1.4a), finalmente, teremos

1]

BiBe+BeBi

E possivel mostrar que

2 _1 _ 1

n. = n(T—ZSZ) (6.1.5a)
J J ! "
2 1+n 2

B = —5— - nSS s (6.1.5b)

2 .
sisj = 5k(sisj+3jsi) = BjBi . (6.1.5¢C)
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6.2 - ANALISE DOS TERMOS DE H

0 quinto termo da equacao (5.16) vale

—t

1
T m BaBrQBle = — 1 B4Bk6e(ak_]Bk)(ae_]Be)

2 2 { Fud

gBl=

1

2 2
.(ai— IBi)+Be(8e— IBe) ] . (6.2.1)

Se utilizamos (6.1.2) e (6.1.5b) em (6.2.1), obtemos:

. 1

1+n 2 2
(6.2.1a)

Observemos que
s (3 -1B)1% = 826 ~B )% + 5.5, (3,-B.) (3,- B,)
e'"e e T EuilgTdied T Bgey Wemety ;i "
ou melhor,

2 2 2
Se(ae—ZBe} = [se(ae—:me)] —SjSi(Bj—IBj)(Bi—IBi)

(6.2.1Db)
Substituindo (6.2.1b) em (6.2.1a), teremos:
1 A . i’ _ = - _
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T1+n 2 2
(3 (8 - B ) -nls (8- B)1" )

1 1 2
= = E 84[_nsisj—6i6j](aj_zmj)(ai_:Bi)+ E 84{ﬂ[se(38“zme)]

- ”%”’ (ae-me)2 } . (6.2.2)

Vamos mostrar que o fator —nSiSj—BiBj pode ser escri-

to da seguinte maneira:

1
_nsisj_BiBj = = 5(1+n)(BiBj-Bj8i) . (6.2.2&)
Por (6.1.5c), temos

2
Sisj = Bk(BiBj+BjBi)—BjBi 1

e substituindo (6.1.5b), ficamos com

1+n 2
> )—nsk](BiBj+BjBi)—BjBi

Sisj = [

em virtude de

2 1
NSy =3 (n-nk) ’ (6.2.2b)
obtemos
1+nk
Sisj = [ 5 ](SiBj—BjBi)-BjBi - (6.2.2c)

Multiplicando (6.2.2c) por -n, depois somando e subtra

indo BiBj, teremos:

N0, . :
—ﬂsisj*BiBj = =] 5] ](Bi6j+8jei)+n6j8i_818j




iremos,

H|—

£

B4Bk6e(3k—IBk)(3e—IBe) = - =
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Como

nnk = ninj 7

inalmente, chegar a identidade (6.2.2a),0u seja,

n+ninj ,

Il

I

N 1 '

1 .
Se substituirmos (6.2.2a) em (6.2.2)

1 1
= 84[— 5(1+n)(8i6j—6j81)].

1 2
(34=By) (3;-B;) + o ByInlS (5~ B)]

-—(liéﬂl (ae—IBe)2 1 (6.2.3)

3, (140) (8;85-88;) (5= 1) (3,=B;) + 1 BynlS, (3= B_)1°

By (1+n) (‘ae—IBe)2 (6.2.3a)

i 1 2
1 14 B )2 (6.2.3b)
s s 84( +ﬂ)(ae- - 5 sl
1 (1+1)
-5 [By > (3,-B) (3 -1B)]
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i
~ T 84(1+n)ekij8k[(ai— IBi) (aj— IBj)-(aj—IBj) (ai— IBi)]

1 2
+ = B,ynls (3 ,-B)] : (6.2.3c)

Tomemos, separadamente, o segundo termo do segundo

membro de (6.2.3c) e procuremos dar-lhe uma nova forma, ou seja:

i
= 2= 84(1+n)ekij5k[ (ai— IBi) (aj— IBj)—(aj—IBj) (ai- IBi)] =

i
= - q= 84(1+n)ekijsk{(aj:Bj~aitBj)+[:Bi;:Bj]} . (6.2.4)

Por (2.1) temos que

logo, a identidade (6.2.4) fica:

1 &
= = 54(1+n)€kij8k[(Bi—IBi)(Bj—IBj)—(aj—ZBj)(di—:Bi)] =

- % 84(1+n)€kij8k(_im¢ij)

1 .
= - — B Zie
7 B4 (1+n)€kijsk¢ij (6.2.4a)

Assim, encontramos o termo

1

= o7 64(1+n)ekijsk¢ij z (6.2.5)

gue & uma interacao do spin Sy com o campo de Yang-Mills ¢ij i

sem campo eletromagnético. E importante observar que o termo de
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interacao nao depende da massa.
Os outros termos da Hamiltoniana (5.16) seguem, também,
a interpretacao dada por Silveira, ou seja: os ultimos quatro ter

mos sao de origem nao linear e dependem de ¢j4’ ¢k y By e B,.



APENDICE A

L AGRANGIANO DE OKUBO-TOSA

E nosso objetivo chegar a Lagrangiana de Okubo-
-Tosa(zé) para os campos de Yang-Mills e evidenciar as diferen -
cas que nos levaram a encontrar o Lagrangiano (4.17). Com esta
finalidade apresentaremos,detalhadamente, a parte IT do artigo de
Okubo-Tosa. Para melhor comparagao nos restringiremos ao grupo

SU(2); utilizaremos os mesmos indices e letras dos campos do ca-

pitulo quatro.

A.1 - YANG-MILLS X KEMMER

A Lagrangiana de Yang-Mills com massa & dada por

ipv 1 szlBlu

Lix) = 3 60 67" 4 3

¢1 [BUBlV—BvBlu+g

ijk_Jju kv
5 etIkpgIHp®Yy (A.1.1)

N =

onde a métrica de Lorentz e tomada como

1 (A.1.2)

Mgg = ~Nqq = ~Wgg = N33 ~©

0 (n £ V) .

i

nuv
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Os indices latinos em (A.1.1) referem-se a simetria in

terna com a algebra de Lie

g S R L% (B.1.3)

para i,j.&k = 142,3, onde eljk & o coeficiente de estrutura total
mente antissimétrico. Ao tomarmos ¢;v e Bt como variaveis inde-
pendentes, a Lagrangiana (A.71.1) reproduz as seguintes equa -

coes de movimento:

i i1 ijkpigk
aqu aVBu ¢uv = —g¢ Bqu i (a.1.4)
v, i 2.4 1ik.g kv
3 ¢uv_m B, = g€ ¢uvB . (A.1.4a)

Okubo e Tosa definiram o vetor

vt - (¢§3’¢§1'¢%2'¢é1'¢32¢é3'Bi'B§'B§’Bé)t v BI.5)
para chegar a Lagrangiana com termo cibico (o Indice superior t
representa o transposto).

Comparando as equagées (2.1), (2.2) com (a.1.4), (A.1.4a)
vemos que elas apresentam caracteristicas diferentes visto que O
fator m2 em (R.1.4a) muda a dimensao do campo Bu. Além disso o©
vetor ¥ em (A.1.5) difere de (2.3), contudo podemos obter uma ma
triz constante tal que o produto por (A.1.5) tenha como resulta-
do (2.3). Apesar disso, nao conseguimos transformar o termo de
interagao clbica da Lagrangiana (4.17) no termo similar encontra
do por Okubo.

Procuremos escrever as equagées (A.1.4) e (A.1.4a) na

forma

(Bua“—M)wa o Pre @.1.6)



com v? dado por (A.1.5) e y1@ 5 definir.

Como no Capitulo 2, desenvolveremos

levando em conta (A.1.5) e obtemos
i i ik J .k i
82B3 - 33B2 + gt B2B3 = ¢23 a
i i ijk.j.k _ i
93By — 84B3 + ge"-"B3By = 93y
i i ijk_ j k B 1
81B2 — 82B1 + ge& B1B2 = ¢12 7
d Bi - 9 Bi + gaijkBjBk = ¢i
01 170 01 01 ’
i i ijk_j k _ il
BOBZ = 82B0 + g€ B032 = ¢02 ;
i i ijk ik _ i
8033 - 3330 + gt ByBy = ¢03 v
0,1 3.1 3. ijk,j kv
3y + g+ ¥y~ gETT B
0.1 {3 3.4 ijk,j kv
37050 + 3 5y + 37055 - gET OB
0,1 1.1 2.1 ijk,j kv
3°95g *+ 3 byy + 8703, ~ gET 03B
Yl 2.3 3.4 ijk,§ kv
3705, * 970G, + 37Tp5 — gET OB
Observemos que:
- 5 .0 0 -1 .
Z 0 O 0 -
3 -1 0 0 .
o 0 1: : :
0 0 0°: : .
-1 0 0o . 5 :
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------------------------------------

(A.1.4) e

(A.1.4a),

(A.1.7)



=BT

N 0 1 0 . o
. "1 0 0 :
: "0 0 0 :
......... e e
: . -0
Y e e e s e s o e L T 6333w1 ,
0 -1 0 : . .
1 0 o0° ‘ .
0O 0 0 : ‘
‘00 1 : - (3.1.9)
""" . ) ‘10 0 :
- ‘0 1 0 :
U TP UEL J S RS IS Boaowl )
210 0 : =
S0 -1 0 :
0 0 -1°: :
i . . s | (2.1.10)
- . o 0 0. o
: o 0 1:
: -0 -1 0
""" : LTI
. ' 0
.......... ST SR SE N L Al 8181Wl )
o o o . .
0o 0 -1 : :
o 1 0 : : :
10 0 : . (A.1.11)

onde as matrizes BU satisfazem a seguinte relacgao:

BquBA+BABvBu = —nuvBA - nAvBu . (A.1.12)

Se levarmos em conta (A.1.7), podemos definir ¥v1 como:

jnk [ Fisle
2B3r —B3By, -B3B,, BBy, 0Bar —BpB3
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i kv j _kv j kv J kv, t
¢1vB '¢2vB P ¢3vB 1 95,8 ) P (B 1713)
bem como a matriz
1 0: g BN
0 1 6 s 5
0 0 1: . .
¢ 1 0 0. :
- 0 1 0: -
M = .0 0 JF s (a.1.14)
. .m0 0:
J 0 m2 0.
2 -0 0 m?:
L .......... E .......... S .......... Eﬁé-
Desta maneira chegaremos a expressao (7.1.6), isto g,
(8 3¥-my™ =yt
ou (A.1.15)

o T 8
[(B) 0" -0 ¥ = ¥L

A.2 - DETERMINACAO DOS T, .

A fim de chegarmos & Lagrangiana do artigo de Okubo ,

definiremos ¥'T pela seguinte relagao:
o P g

Jiddk 3k
¥t = ge rabcceawbwc : A.2.1)

A matriz C & definida por

C==-1=-2B (A.2.2)
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e obedece as relacgoes

=" =8 (A.2.3)
(C)__ (€) , =6 c? = 1 (A.2.4)
se ei si ' . amm
r também & totalmente antissimétrica nos indices ,

abc

com a, b, c, e variando de 1 a 10.
Observemos que neste caso os coeficientes (C)ea estao

fixados, a priori, pois ao efetuarmos o produto

i1

w 1

wewe ’ (A.2.5)
onde V¥ é definido como

5 i ;

We = \PS(C)Se 7 (A.2.6)
obteremos, devido a (A.2.4), o termo cubico que procuramos a me-

nos do fator (31)—1.

A matriz C e dada por (A.2.2) ou, detalhadamente:

1 0 0 .
0 -1 0: :
0 0 -1 :
‘1 0 0 : .
‘0 1 0 : :
‘0 0 1 : :
= s & & ® % & ® ® & & & &4 & & T S " s ® @ @ & o % » 8 © & @ % & @ & A
€ : ‘1 0 0 ° (A.2.7)
: ‘0 1 0 :
‘0 0 1 :
: : <1
| : : =11 .

Resta-nos, portanto, determinar Fabc' O procedimento e
similar ao que foi feito no capitulo quatro com uma simplicidade
a mais, pois os coeficientes (C)Se sao conhecidos. Em virtude

disto, evitaremos pormenores para e > 1.
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Se fizermos e = 1 em (A.2.1), teremos

Wl ijk ok
¥ 1 = 9% FabcC‘Ia\Pbch !

mas por (A.1.13), sabemos que

i ijk gk
W1 = —=g¢ BZB3 .
Devemos ter
o idkodgk ijk JJuk
e 7 BBy = ge 7 T Cq YW (A.2.8)
Em virtude da definicao dada para y em (A.1.5), sabe-
mos que;
1 _ gl
WS = B2 ,
Kk k
Wg = B3 7
e por (A.2.7), C1a € diferente de zero para a = 1, com C11=—1.
Portanto, a identidade (A.2.8) & verificada se:
b=8 , =29
e (2.2.9)
Figg = 1 -
De agora em diante vamos apenas indicar os valores nu-
méricos.
Se e = 2 entao a passa a ser igual a 2. Existe ape -
nas C,, diferente de zero e seu valor e -1.
ijk_j k ijk i, K
~ge™ BgBi = ~gs szcwgwc

Concluimos que



L

e (A.2.10)
Fogy = 1 =
Se e =3=>a-=3 e Cyg = -1
i3k, k ijk Sk
-ge BBy = —95 T Ty thte
Obtemos:
b=7 , =8
e (&.2.11)
Togg = 1 =
= = = =
Se e = 4 a 4 e C44 1
ijk, ik _ 153 Juk
—g= BOBT = g°¢ Tabclybq}c @
Logo,
b = 10 ’ c = 7
e A.2.12)
Paq07 = 71
Se e = 5=a=5 e 055 = 1
Tyl sl ijk Juk
-9 BBy = 9 T T the

Portanto;

. - B.2.13)
U's108= 1
Se e =6 =a==6 e Ceg = 1
ijk_3J k ijk ijk
-ge "BgB3y = 95 ey pe



o

teremos,
b=10,C:9
e (A.2.14)
Fe109 = -1 -
No caso de e = 7, teremos a = 7 e 077 = 1; consequen-
temente,
ij j. k ijk J.k k
g Topctple = 9877 (Tqgq0¥a¥qo” 729W2W9+F783 8 9’
k k
= ‘F741o¢o1 0+T729¢31 g * T783Bz¢ ¢
Devido a (A.2.92 a 11) e pela antissimetricidade de
fabc' teremos,
Tpago = “Tagy = Tygy = =1 - (A.2.15)
Logo
ijk; ik ik, 3 .k . ok
ge I T ¥p¥s = g8 T (=63 By +034B3 +Bz¢12)
B ik, .0 -k .3 K .9 kK
= ge " (979Bp=973B3-¢7,B))
3 ijk,.j kv
= gg ¢1v . c.qg.d.
Se e = 8, teremos i = 8 e Cgg = 1, consequentemente,
ijk j k ijk k k 3.0
ge " Tapeth¥e = 9° (F891W9W1+T837T3W7+F8510W5?10’
temos que
Tgg1 = Tg37 = ~Tgs10 = 1 . (A.2.16)

Portanto,
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i J B 1]k k J Jk
ge” " Topethc = (8305+47 ,B1-07 3B¢)

=X
(- q’23 3 ¢21 1+¢20 0

Il

ljk¢ kv C. .4

Para e = 9, teremos a = 9 e c99 = 1, conseguentemente,

# §+r yIuXir VRIS

Y+l g72¥7% 2% 9610%6" 10

Temos gue

Tg18 = Tg72 = Tgg10 = 1 - (R.2.17)
Logo,
i4k 3k _ goiik K i ik
ge T Topt ¥ = (¢23 , + B ¢31 - 9p380)

i3k 3 ok _ 43 gk
= ge " (-93,B, - ¢3,By + ¢30 )

k kv
= lj ¢3v C.geCe

Finalmente, se e for igual a 10, teremos,

e = 10 =a = 10 e 1010 = -1
ik 50 ijk Jyk k juk
-9¢" " Tyopc¥ple = ~9° (F1074W7W4+F1085T8T5+F1096W9W6) .
Temos gue,
Iy = -1 . (A.2.18)

F'yo074 = T108s = T1096

Portanto,
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ijk Jouk ijk j. .k _ j.k _ j.k
-ge 7 T ope¥ple = ~98 7 (-B7¢p1—B39p-B3%g3)
B i9k .3 ok 3 k. .3 ok
= =g 1 By $p Pt P
= ggljk¢ngk“ c.q.d.
Os coeficientes Tabc assumem somente o valor +1 para
as permutacdes pares de (a,b,c) = (1,8,3); (2,9,7); (3,7,8) :

(4,7,10), (5,8,10); (6,9,10), e o valor -1 para permutacgoes im-

pares e valor zero para repeticgoes.

A.3 - LAGRANGIANA

No paragrafo anterior determinamos Fabc’ logo podemos
escrever a equacao (A.1.15) com a ajuda de (A.2.1) na seguinte
forma
jk

r ¢yl - o . (A.3.1)

' i 1
[(Bu)esa (M)es]ws g€ abc"ea b’ c

2

Podemos entao definir a seguinte Lagrangiana:

Y S, (U °. ; "SR R, T -
9 _(M)es]ws 37 9¢ I1<':1bclyeceaqu c

Devido a (A.2.6),

_ 1 &t " i1 iik i ik
L= lPe[(Bu)esa _(M)es]ws - 37 9° Fabclchqecealyeqjc
Finalmente, em virtude de (7.2.4), teremos
s y i1 ik i3k
L = 5 ¥ol(8) 3= JIVe - 37 ge Lo otile (A.3.2)
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que €& a Lagrangiana de Okubo-Tosa para os campos de Yang-

-Mills no SU(2).
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