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RESUMOD

Fstuda~se a dinamice de uma teoria alternativa da
gravitacao com teleparalelismo absoluto. Sao obtidas quatro equa
¢coes de vinculo na analise de Cauchy, do mesmo modo que na rela
tividade geral, em razao da existencia do grupo de transforma
coes da variedade. Tambem sao derivadas equacoes de propagacaoc,
atraves do emprego de metodos hamiltonianos desenvolvidos por
Dirac. Examina-se, ademais, uma algebra de geradores associados
av grupo de Lorentz global, e o principio de correspondencia ob

jetivando uma versao quantica da teorija.

-iii-



SUMMARY

The dynamicc of an alternative theory of gravitation
with absolute teleparallelism is studied. Ir the Cauchy problem
of this theory four constraint relations are obtained, as in
general relativity, because of the existence of the manifold
mapping group. Propagation eguations for the dynamical variables
are also derived by applying Dirac's Hamiltonian methods. In
addition, an algebra of generators related to the global Lorentz
group and the correspondence principle leading to a quantum

version of the theory are also discussed.
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fragmento metodico de la historia total de un
planeta desconocido, con sus arguitecturas ¥y sUs
barajas, con el pavar de sus mitologias y el rumor

de sus lenguasS. {...), con su algebra y su fuego,

(...)."

Jorge Luis Borges

(T18n, Ugbar, Orbis Tertius)



INTRODUCAO

A Relatividade Geral de Finstein (RG), assentada na cla-
reza e generalidade de seus principios basicos e em sua esmerada
concepcao formal, e engendrando previsaes concordantes com os da -
dos de observacao, medrou como a teoria melhor provida para tratar
0s fenﬁmenos envolvendo a interacao gravitacional em escala macros
copica. Manteve-se, no entanto, circunscrita a essa faixa de abran
géncia, parecendo mesmo carecer de plausibilidade uma extrapolacao
ao dominio da fisica de particulas, em razao, essencialmente, da
dificuldade de ajustar os preceitos da teoria de Einstein aqueles

que norteiam a fisica quantica.

Tal constatacao sugere a busca de teorias de gravitagao
alternativas, aplicaveis em nivel microscopico.

Dentro desse contexto surgiu a teoria de Einstein-Cartan
—Sciama-Kibb]e(ﬁ) (TECSK), a partir da concep¢ao de que massa e
spin sio nocdes elementares e irredutiveis associadas a materia ,
expressas pelo tensor de momento-energia e tensor de momento angu-
lar intrinseco, respectivamente. No limite macroscopico 0 spin
usualmente sofre cancelamento estatistico, deixando a cargo do ten
sor de momento-energia a caracteri;acﬁo da distribuicao de materia.
Microscopicamente, entretanto, justifica-se a eSpecu1ac50 de que ©
spin represente parte da fonte de campo gravitacional. De uma pers
pectiva empirica pode-se julgar mais conveniente esperar gue novos
resultados experimentais motivem uma eventual modifﬁcacgo na teo -

ria de Einstein. Nao obstante, a dificuldade de unificar a RG com



as teorias de interacgo eletromagnetica, forte e fraca, as quais
apresentam versao quantica de campos satisfatoria, sugere como um
caminho valido de 1nvestigac50 novas formulacoes teoricas da gra-
vitacao.

Ainda nesta linha, outra proposta foi aventada por Haya
shi e Nakano(l) em 1967. Imaginaram os auteres uma teoria capaz
de explorar a estrutura de interacao gravitacional de particulas,
postulando ao mesmo tempo a validade da RG no limite macroscopico
classice, o gue implica na assuncao da teoria de Einstein como
“condicao de conterno". Enquanto gue a TECSK tem como base geome -
trica o espaco-tempo quadridimensional de Riemann-Cartan (Ud),com
a torcao desse espaco relacionada algebricamente ao spin, a teo -
ria de Hayashi-Nakano se assenta em uma sub-variedade de U4 com
teleparalelismo absoluto: o espaco-tempo de weitzenbﬂck(lg) (Aq).
Nesta teoria o spin como fonte gravitacional, expresso atraves da
torcao, gera deformacaes na geometria, ou seja, propagacao dinémi

ca fora da materia.

No Capitulo I do presente trabalho apresentamos a formu
lacao da TGTA, enfati;ando seus aspectos geometricos e estabele -

cendo uma confrontacao com a RG,

No contexto da proposta de Hayashi e Nakano delineou-se
-nos preeminente uma compreens&o mais clara e detalhada da dinami
ca do modelo em questao, uma vez gue somente a partir de tal en -
tendimento se afigura viavel um procedimento de quantizacao. E .,
evidentemente, nenhuma teoria com apTicach em escala microscopi-

ca pode deixar de relevar uma versao quantica.

Neste sentido, propomo-nos investigar inicialmente a di

namica hamiltoniana da teoria — que aqui denominamos teoria gravi



tacional com teleparalelismo absoluto (TGTA) para acentuar a es -

trutura geométrica em que se fundamenta.

Analisamos no Capitulo II o problema de Cauchy para as
equacaes da TGTA. Sao obtidas relacaes de vinculo e de propagacido,
fato que se associa a.exist§nc1a do grupo de transformagoes arbi-
trarias de coordenadas (TAC) como grupo de invariancia da teoria.
Este, em decorréncia do teorema de Noether, leva a identidades
contraidas de Bianchi, que expressam relacdes de consisténcia. Em
vista da covariancia geral da TGTA o problema de Cauchy se re -
solve aqui de maneira similar ao caso da RG. 0s campos basicos da
TGTA refletem a covariancia e 550 simultaneamente so]Ucﬁes das
equacﬁes de campo. Torna-se entao imprescindivel representar ade=
quadamente os dados de Cauchy com a escolha de superficies tridi-

mensionais convenientes.

As equacgoes de prOpagacao resultantes provém de uma par
cela das equacaes de campo ”simétricasf (parte simetrica dos cam
pos) e da totalidade das equacaes fanti—simétricas“. Estas alti
mas incorporam o efeito gravitacional do tensor de spin, gue ge-
ra deste modo propagacao dos dados iniciais, efeito inexistente ,
na RG. A parte restante das equacﬁes de propagacao, por outro la-
do, se assemelha estruturalmente as equacoes da teoria de

Einstein,

No Capitulo III estabelecemos o formalismo hamiltoniano
para a TGTA, seguindo 0s metodos desenvolvidos por Dirac para a
RG. Nesta Tinguagem a teoria exibe, separadamente, as relacoes
envolvendo guantidades nao-dinamicas e aguelas contendo variaveis
din?micas; cuja propagacgo se torna assim manifesta. 0 programa

hamiltoniano se cumpre a partir da identificacao de variaveis di-



namicas caracteristicas de superficies tridimensionais tipo-espa-
co, e da apresentacao da hamiltoniana em funcao destas quantida -
des. Assim, o estado fisico & definido nas superficies, e a dina-
mica e gerada por transformacﬁes cananicas induzidas sobre as va-
riaveis dinamicas, transportando-as para superficies vizinhas. De
formacaes de superficies desse género descrevem, na realidade, a
dinamica de qualquer teoria covariante geral. Portanto, o mesmo
procedimento se aplica tanto E RG quanto a TGTA. Esta ultima, no
entanto, apresenta um grupo de 1nvar1$nc1a adicional, relacionado
5 invariéncia da lagrangeana da teoria sob transformacﬁes de Lo-

rentz globais (aquelas em que a matriz de Lorentz e independente

das coordenadas).

Entﬁo, levando em conta a existéncia do grupo de Lorentz
global (GLG) como grupo de 1nvari$ncia da TGTA (e gue inexiste no
caso da RG), sugerimos a uti]izacao de geradores de transforma -~
coes no espaco interno com a finalidade de obter uma algebra de
comutacao na traducao qu?ntica da teoria. 0Os campos basicos da te
oria revestem-se de carater hibrido: possuem indices do espaco-tem

po e do espaco tangente.

A algebra classica dos vinculos secundarios da  TGTA
nao parece possuir uma versao quantica que se mostre consistente.
Na RG; igualmente, este impasse existe, e se deve a dificulda-
de de ordenaciao dos operadores que entram com dependéncia gquadra-

. -~ - 7
tica na expressao dos v1nculos(l—).

0 uso do espago interno, no entanto, para 0 <Caso da
TGTA, revela a existéncia de variaveis as quais. se pode associ-
ar operadores hermiteanos. Esta- e a diferenca estrutural marcante

entre a TGTA e a RG; e que descortina a possibilidade de usar



para a primeira metodos da teoria quantica de campos convencional
os quais e dificil (ou impossivel) utilizar no segundo caso. As-
sim, ao procedimento de quantizacao canonica centrada na obten -
cao de operadores a partir dos vinculos ham11t0n1anos,. sobrepoe-
-se, para a TGTA, o metodo de buscar-se uma realizacao hermiteana
da algebra dos operadores do espaco interno. Tal programa e leva-
do a efeito no Capitulo IV, complementando o proposito inicial de

investigar a dinamica da TGTA.



CAPTTULO 1

A TEORIA GRAVITACIONAL COM TELEPARALELISMO ABSOLUTO

1.1 - PROPGSITO E FORMULACAO INICIAL DA TEORIA

A teorija gravitacional com teleparalelismo absoluto,for

(1)

mulada por Hayashi e Nakano'-’', e desenvolvida posteriormente por

(2-6)

Hayashi , surgiu como uma tentativa de derivar a existencia

do campo gravitacional de um principio de invariancia de gauge,na
esteira dos trabalhos fundamentais de Utiyama e Kibble(z’ﬁ). Nes-
se sentido, Hayashi e Nakano propuseram a obtencao do campo gravi
tacional, dentro do formalismo lagrangeano classico, a partir do

grupo de transformacdes arbitrarias de coordenadas (TAC), associa

do, na teoria de gravitacdao de Einstein, a covariancia geral.

Considerando: a densidade lagrangeana LD(qA,akqA,xk) .
A
com akqA = %%E (k = 0,...,3) para os campos qA (A = 1,...,N), a
invariancia da integral de agao I = { Lg d%x tomada inicialmente
para transformacoes 5xk = ek, sendo ek um parametro infinitesimal,
resulta a 1dent1dade(f):
S, + Loa, (6x%) = 0 (1.1.1)
0 0°k - ) t

(*)

Usa-se a convencao de soma para os indices.



Para requerer invariancia da acao sob translacoes esten

(*),

didas definimos a derivada covariante

- A A
D.q" = (Gk“+ak“(x))auq = bk“(x)auq ., {w=0,...,3),

de tal modo que

R esta condicao se associa a nova lagrangeana L = b(x)LU(qA,DkqA)

3
construida a partir da original, e cuja acac deve ser invariante
por translacoes estendidas sx" = €' x) (transformacdes arbitrari-
as de coordenadas). Segue-se entao que 0 novo campo bE deve sa -

tisfazer:

E 3, eH(x) A (1.1.3)

Tendo em vista uma identidade analoga a (1.1.1) para a
densidade lagrangeana L, a funcao b(x) deve obedecer a transforma

cao:

b = -bo et . (1.1.4)
L

(1)

Tais propriedades se verificam ' — se escolhemos

b = det(bi), com 0 campo inverso bi obtido de:

(*)

Por convenieéncia, os indices gregos sao tambem utilizados.



Kew ok
bubﬁ = SR
(1.1.5)
bKpY = sV
1ok U

Assim torna-se manifesto que o fcampo de gauge" bE pode
ser associado a um quadrupleto de campos vetoriais com certas ca-
racteristicas, atraves dos quais se introduz a interacao gravita-
cional. Essa e a ideia basica para a e]aboracao da teoria, e sera
detalhada mais adiante.

) fato de se estar lidando, ou ”30= com uma verdadeira
teoria de gauge nao sera aprofundado aqui. Nao se cogita de obter
as equacﬁes de campo exibindo a chamada simetria dual nos casos
sem fonte, para caracterizar equacaes tipo Yang-Mills.

Propoe-se uma teoria em que a gravitacao € introduzida

via bi. Assim, tomando a lagrangeana total na forma:

(1.1.6)

com a parte de interacao {L') e a parte gravitacional livre (LGL
importa investigar de que maneira bi compoe cada uma dessas parce
las.

No que diz respeito ao termo de interacio, convem suge-
rir um exemplo. Imaginando-se o acoplamento de particulas de spin
1/2 com o campo gravitacional, pode-se tomar a lagrangeana de Dirac

com a derivada comum substituida pela Dk apresentada em (1.1.2)

r"-
1l
o
=
-
o
-
=
1
o
=
<
<
=
+
=
-
=
~l

onde: {yk,yJ} = 27 s, com y“ ='bkyk



Além desse acoplamento (minimo) & possivel propor inte-

racbes nao-minimas a partir dos campos fundamentais bi. A intensi

*
dade do campo de gauge( ) ka2 = Zbﬁb\;bn[u vl? que desempenha
aqui papel analogo ao de Fro = Mk - Pela no .eletromagnetismo,ad

(5)

mite a decomposicdao nas partes irredutiveis *~:

_ ¢m - U
a) o vetor V, = C° = (bbk),u R (1.1.8)
¢ (**)
X i mn' -
b) o vetor axial Ak = % Skamn C ; (1.1.9)

c) o tensor de trac¢o nulo (Tka =0 =T.

1

Tk!Lm =7 (Ckﬂm

1
Vk) -3 Mo Y . (1.1.10)

N nm£

Note-se que T(kﬂ)m = Tyom > T(kzm) =0, de modo que

T tem 16 componentes independentes, que juntamente com as 8

kim

de V, e Ak formam as 24 componentes independentes de Cklm‘

k
Estas componentes irredutiveis, acopladas a formas bili

neares do tipo 1ﬁykw, % (ﬁDkw - Dkﬁ.w), etc., daoc origem a lagran

geanas de interacd@o ndo-minima, como por exemplo: L' « 1ka$ka

(Outras possibilidades sao discutidas na ref. (5).)

(%) _ l = . n n A0 =
bm[U,U] =5 (bmu,v'_ bm\),u u- BH ; o "tensor de curvatura Cuv e

a2 medida da nao-comutatividade da derivacao covariante Dk'

) e

*k - e e . .
(%) £ é o tensor de Levi-Civita 4-dimensional.
kfimn
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Se definimos o tensor de momento-energia dinamico por:

Wk2=-b2u_|z , (1.1.11)

onde _éf indica aqui a derivada de Euler, observamos que em ge -

§b
Lo - B -
ral Wkﬂ e assimetrico. Note-se que Wkﬂ = F(ka)’ se a dependen-
; | k- k.2 ~ I
cia de L em bp e via guv = euevnkz. Um tal tensor naoc-sime -

trico como fonte de gravitacao, apresenta uma parte anti-simetri-
ca W[kz] nao nula relacionada a divergencia do tensor de spin .
Ou seja, o spin "curva" o espaco-tempo nessa teoria do mesmo modo

k/Q;).
Em escala macroscopica espera-se o cancelemento estatTg

que a massa (associada a parte simétrica de T

tico do efeito do spin, prevalecendo entaoc apenas o W(kQ) (sime
trico) como representacac fenomenologica da materia ( tensor de
"stress" dos corpos macroscopicos). Mas no caso de interacoes gra
vitacionais de particulas, nao se pode descartar "a priori" o efei
to do tensor de spin. sobre o continuum do espaco-tempo.

Tais observacaes indicam eventuais diferenc¢as, ao menos
em escala microscopica, entre a RG e modelos de interacao gravita
cional permitidos no contexto mencionado, e apontam para a formu-
lagao completa de uma teoria alternativa da gravitacao.

Nas secaes seguintes discutiremos o arcabouco geometri-
co e 0s criterios para a obtencao da Tagrangeana gravitacional 11
vre na TGTA.

Convém assinalar que a analise a ser efetuada nos Capi-
tulos 2 a 4, colimando a c]arificacao da dinamica ¢ dos processos

de quantizacao da teoria, refere-se ao campo gravitacional 11i-

vre.
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1,2 - 0s EsPACOS DE WEITZENBOCK E DE RIEMANN

Dada uma variedade 4-dimensional em que se define um ten
sor metrico guv’ suas propriedades geometricas 550 estabelecidas
a partir de cbnd1c§es impostas sobre 92 relacionadas 3 opera -
cao de derivacao covariante ( ; ). Assim, e possivel formular uma

classe de teorias baseadas na condicao:

onde Kﬁv esta associado a curvatura segmentar, caracterizando a
variacao de comprimento dos vetores de ponto para ponto na varie-
dade(g). Um exemplo e a teoria unitaria de Weyl.

Outra opcao, porem, € impor:

g -0 . (1.2.2)

E a chamada condicdo de metricidade, que especifica o
espaco-tempo 4-dimensional de Riemann-Cartan (U4). De (1.2.2) de-

riva-se como solucao a conexao:

o o ol o a
Tov = Tt + 977 (900 Trupy * 9pa Trupy *
o
+ gBot FEU\)] ) » (1.2.3)

representando o 19 termo a direita o simbolo de Christoffel da se

- . oL QL — —
S ie. = 2T e 0 tensor de torcao. Se admitimos
gunda espec qu [uv] ¢
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Qﬁv = 0 globalmente, obtemos o espaco de Riemann (Rq). Outro sub
(r)

espago de U, & derivado da condicdo: R”
te e o espaco de Weitzenbbck ' — (Aq), em que a conexao assume a

Vg 0, globalmente.Es
(10)

forma:

s - k
sendo 0SS campos vetoriais e’ e seus reciprocos e {(k = 0,...,3;
k U

k u ok o kv o_oov . == *
ey = 8y 3 e ey = Su) relacionados a metrica por
ks
9y CHCNL I (1.2.5)

Chega-se tambem a (1.2.4) assumindo, no espag¢o original

U4, a condicao de paralelisme absoluto, ou seja, a existencia de
um quadrupleto de vetores linearmente independentes eE tais que:

Hoo_ u BoL0
€y < Cky * Fovel = 0 . (1.2.6)

A expressao do tensor de torcao em A, e:

Q% = o0 _ 2e% " (1.2.7)

nv [uv] kEu,v]
A variedade 4-dimensional de Weitzenbbck foi utilizada
por Einstein para fundamentar um de seus ensaios de unificacao do

(11)

eletromagnetismo e da gravitacao'—'. Ele mostrou ser possivel

@ |
nkﬁ é a métrica de Minkowski = diag (+,-,—-,-).
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construir um sistema de equacaes de campo baseado nas 16 tetradas
eﬁ para incluir as equacaes de gravitacao e de Maxwell, apesar
das dificuldades formais e interpretativas presentes em tal teo -
ria unitaria. Referindo-se ao artigo de Einstein, Levi-Civita ob-
servou ser factivel a obtenc3ao de um sistema similar de equacoes
numa variedade riemanniana, a partir dos coeficientes de rotacao
de Ricci(lg).

Em outro contexto, buscando uma fundamentacao geometri-

(6)

ca para sua teoria gravitacional, Hayashi planejou associar a

seus "campos de gauge" bi, com propriedades definidas por (1.3.5),
as "vierbeins" ei, atraves das quais se define a metrica (1'2'5)f
Admitiu tambem a conexao (1.2.4), com o que a teoria de gauge do
grupo de translacoes estendidas para o campo gravitacional passa
a ser interpretada como uma teoria de gravitacao no espaco de Wei
tzenbbck.

Pode-se objetar que, se a idéia primordial e a utiliza-
ch de 16 componentes independentes de campo et para englobar
efeitos de spin e moldar uma teoria alternativa da gravitacao
einsteiniana usual, ao menos no dominio da fisica de particulas ,
entao a escolha da conexao (1.2.4) & arbitraria, uma vez que &
admissivel eleger, alternativamente, outra forma a partir de
(1.2.3), no espaco de Riemann-Cartan.

Ocorre que uma escolha diversa, embora exequivel, intro

duziria "a fortiori" na teoria uma entidade adicional, a curvatu

a
UVOo

significa a imposicao: Rauvo(r) = 0. E em qualquer caso o numero

ra R (r), enquanto que a adocao do subespago de Weitzenbdck
de "graus de liberdade" disponiveis e o mesmo, dezesseis. Desse
modo, e lembrando a maxima de Ockham: “"entia non sunt multiplican

da praeter necessitatem", parece-nos natural e razoavel a admis -
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sao de A4 como alicerce geometrico da teoria, admissao esta gque
adotamos neste trabalho.

Sejam, pois, 0s campos de vetores paralelos ei = b
Indices latinos, numerando os vetores, associam-se a um espago
interno tangente, do mesmo modo gue na formulagao de tetradas da
RG(E). Apenas que aqui, ao inves de resultarem 10 componentes in-
dependentes em funcao das transformacaes de Lorentz locais de te-
tradas, sSo mantidas 16 componentes independentes: o . grupo de
transformacdes de tetradas consistente com a conexao (1.2.4) e o
grupo de Lorentz global (GLG), que ndo permite a eliminacdo de 6
dos graus de liberdade, pois as transformacoes a ele relacionadas

5a0:

com Aﬂ independente das coordenadas.
As transformacoes de Lorentz locais no espaco internore

laciona-se a conexao interna Qk definida atraves da derivada co-

Lo
variante totaI(lg):
ek Loek gkt (1.2.9)
ula nia Lo

Em A4 a condicao ei|a = 0, juntamente com (1.2.6) e a
independéncia linear das "vierbeins", leva a Qta =0, Entao 0 es-
paco interno de A4 e "flat" globalmente, 0 que esta de acordo
com (1.2.8).

Introduzindo em A4 sistemas de referencia ndo-holonomos,

i.e., aqueles para os quais vale a condigao:



k

*Lu,

-15

v]

#0

podemos definir o objeto de naoc-holonomia atraves de:

Portanto, interpreta-se geometricamente a torcao em A4 como o

jeto de nao-holonomia nessa variedade.

N

Comparando com (1.2.7) notamos que T =

L Y,
TV = 2ejek

u

g
“Lu,v]

J Kk
enee

= Q

uv

Ainda, a

intensidade

.10)

.2.11)

£ Q
jk = qu'
ob-

do

campo de gauge C_,,, referida em 1.1, e o tensor de torcao de Ay

no sistema nao-holonomo.

A tabela abaixo resume

de Riemann e de weit;enbbck.

1.3 - A

as diferencas entre os

Ay

Ry

invariancia_da conexao por
transformacoes de Lorentz
globais (t.L.g.).

invariancia da conexao por
transformacoes de Lorentz
locais (t.L.1.).

apresenta torg¢ao nao nula.

o tensor de torcao e nulo.

o tensor de curvatura da

conexao I' e nulo.

apresenta tensor de
tura nac nulo.
(Riemann-Christoffel).

curva

as “"vierbeins" sao vetores
globais para t.L.g. e tem
16 componentes independen-
tes.

as "vierbeins" sao vetores
locais para t.L.1. e tem
10 componentes independen-
tes.

LAGRANGEANA GRAVITACIONAL LIVRE NA TGTA

espacgos

Uma vez estabelecida a arena geometrica para caracteri-
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zar a teoria, e necessario escolher uma lagrangeana. gravitacional

livre L da qual sejam derivadas as equacoes de campo. Com esta

G
) ) . C = . - 5
finalidade, Hayashi aponta como criterios bas1cos(—):
a) - invariancia por transformacOes arbitrarias de coordenadas;

b) - invariancia por transformacoes de Lorentz globais;

¢) - exclusdo de derivadas superiores a primeira dos campos funda

mentais eE(x);

d) - dependencia nas formas bilineares e s €m primeira

jp,vekm,B_
ordem.

A forma mais geral dai decorrente e:

k2 k Kk
"o, BV VC + YA AT +

R A (1.3.1)

com oS parametros livres o, B, v, 6, n, € com Ak, Vk e Tkgm defi-
nidos por (1.1.8 - 10). Substituindo-se em (1.3.1) Ao Ve Tpon

por suas expressoes em termos das "vierbeins" ({ 1.8-10)) e rea-

(1.
grupando-se os termos de lG’ chega-se a forma(g):

k 9 k k 1 Uy m .
lG = lE + e{(a+B)VkV - T AkA + ndA } - v (e elV ),M ’(1 3.1%)
sendo:
25 (**)
L = e(RU{ 1) + 52) (1.3.2)
(*) e = det(ei) = Y-g , para guv = eEekv.

X% - L. - ..
() R({ }) e definido formalmente e nao se assocla a curvatura em A4.
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e { } o simbolo de Christoffel da metrica de A,.
0 novo parametro A e a constante gravitacional de Eins

tein K relacionam-se aos outros parametros atraves de:

1 4

'X= CL"@"Y 3 (1.3.3)

L (1.3.4)

X = . L3,
Hayashi mostrou(i) que para obter soluctes coerentes na

aproximacao linear e para evitar.a violacao do principio de Huy-
gens (solucdes se propagando dentro do cone de Tuz), & preciso fa

zer as escolhas n =0 e o+R = 0. Com isto lG se reduz a:

9e k

Lo = Lp - 73 AA . (1.3.1")

G

0 termo de divergencia em {(1.3.1') foi suprimido em ra-
zao de nao afetar as equacoes de campo.

Representando 1L a lagrangeana de Einstein expressa

E
em A4 (com um termo cosmologico), observamos gque € basicamente o
vetor axial Ak que diferencia a parte gravitacional Tivre na RG
e na TGTA. Tal desvio torna-se mais evidente na expressao das equa

coes de campo derivadas de (1.3.1"), que sao (incluindo a direita

os termos de fonte):

G (0 1) - KBgo) = K T(kg) (1.3.5)

B[kz] = W[kl} s (1.3.6)
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onde:
) 1 5
G (0 1) = e(R (L)) = 5 onp, RICH) = 2 m ), (1.3.7)
_ _ (.MU 1 mn mn
Bkz = -le Fkﬁm),p * {2 QR" kan - Q"Hanz} -
LN (1.3.8)
ax AM e -3
F, = 318, AP (1.3.9
kem ~ 2 A “kfZmn ? .3.9)
L pebgV
kag = 2eke£em[u’v3 ; (1.3.10)

Observemos que Ekg’ B e Wkﬂ representam densidades tensori -

kg
ais de peso +1.

1.4 - COMENTARIOS

Na aproximacgao linear (eE = GE + aE), as eguagoes da
parte simetrica (1.3.5) e da parte anti-simetrica (1.3.6) trans -

formam-se respectivamente em:

(1.4.1)

It

(] S35 =~ /KT,

ij) ’
[T A5 = - /% Tris : (1.4.2)

com [] =3 3. Si; © Aij estao relacionadas a a.

Classicamente o campo anti-simetrico Aij e desconheci -
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do, uma vez que estaria associado a uma fonte de tensor de momen-
to-energia anti-simetrico, em escala macroscopica que implicaria
na nao conservacao do momento angular local. Nao ha impecilho,con

tudo, ao fato de se cogitar um efeito significativo de Ai em pro

J
cessos elementares. A constante de acoplamento K do campo simetri
co S, & irrelevante microscopicamente. Todavia, nao ha justifica

tiva para se adiantar o mesmo a respeito de i , vreferente a

A...
1]

Eventuais observacoes do efeito de Aij’ nesta escala,fo
ram sugeridas por Miyamoto e Nakano(li):

a) o campo Ai gera uma correcao hos niveis de energia da estru-

J
tura hiperfina do atomo de hidrogénio, que poderia, em princi-
pio, ser detectada. Miyamoto e Nakano obtiveram o potencial de
espalhamento elastico entre o proton e o eletron, gerado pelo

campo Ai Em seguida verificaram que Aij acarreta uma corre -

‘j L]
¢do nos niveis de energia do atomo de hidrogenio para a estru-

tura hiperfina, de tal modo que dentro da precisao experimen -

tal conhecida, pode-se avaliar a magnitude de A: X = 6,3 X

2

ma x

x 1073 he/(gev) Julga-se dificil, no entanto, detectar 0
efeito de Ay através de experiéncias envolvendo o atomo de hi
drogénio;

b) atraveés do espalhamento elastico do neutrino por eletron { ou

proton), preve-se também um limite superior para a  constante

-4 fic

~ (GeV)2
se geénero com precisao suficiente poderiam revelar algo sobre

*
de acoplamento x: X < 10 ( ); assim, experimentos des

o campo anti-simétrico.

(%)
-38 fic

a constante K tem magnitude ™~ 10 5 -
(GeV)
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Convem mencionar ainda que as equacﬁes (1.3.5) tém solu
cao de Schwarzschi]d(l) (negligencia-se o efeito macroscopico de
(1.3.6); entdo a teoria de A, passa pelos testes classicos da RG
e se cumpre, aparentemente, o objetivo de apresentar a teoria de

Einstein como "condicao de contorno” para a TGTA. Observemos, ade
(15)

mais, que para metricas diagonais tipo Dingle'—= as componentes
de B, se anulam, reduzinde entao as equagoes de campo da TGTA,
formalmente, a equacoes tipo Einstein. Ja para a metrica de

Géde](lé), por exemplo, sao diferentes de zero as componentes Bkk’

(k = 0,...,3), e B anulando-se as demais.

02’



CAPITULD II

O PROBLEMA DE CONDICOES INICIAIS PARA A TGTA

No que respeita ao continuum do espaco-tempo, a Ssimetria
fundamental da teoria de Hayashi e Nakano, assim como a da RG, e
a covariancia geral. Em vista disso nao podemos obter, dado um
hiperplano de simultaneidade tipo espag¢o, uma congruéncia de pla-
nos paralelos sem impor condicaes envolvendo a metrica, sendo esta
relacionada 5 dinamica. Na fisica newtoniana e na relatividade es-
pecial tal construcao nos e assegurada pelas invariancias de Gali-
leu e de Poincare, respectivamente, que envolvem grupos de dimen-
sao finita. A covariancia geral e expressa pelo grupo de transfor-
macﬁes arbitrarias de coordenadas (TAC), de dimensao infinita,cons
tituindo um tipo de simetria similar neste aspecto ao das simetri
as de gauge(lz). Como os campos fundamentais da TGTA devem refle -
tir esta invariancia e a0 mesmo tempo representar solucoes das equa
coes de campo, e preciso especificar apropriadamente os dados de
Cauchy na TGTA. A obtencao da representacao de Cauchy adequada se
traduz pela escolha de uma superficie com uma coordenatizacao tri-
dimensional. Estudaremos este problema em seguida, restringindo -

-nos ao caso exterior (equacGes sem segundo membro).
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2.1 - DADOS DE CAUCHY

0s campos basicos ei

definem uma metrica g,, & conse-
quentemente, determinam ¢ comprimento de arco das curvas dentro ou
fora da superficie de Cauchy. Consideremos entao superficies tipo
-espaco xU = const., cuja coordenati;acio nao se altera sob trans
formacﬁes quadri-dimensionais. Nesse caso tambem permanece inalte
rada a expressao do comprimento de arco de uma curva contida na
hipersuperficie, que envolve apenas as componentes espaciais eﬂ
(A = 1,2,3). Ainda, as derivadas na direcéo x? deixam de depen -
der da 3—c00rdenatizac§0.

Assim, a escolha apropriada dos dados iniciais & feita

atraves de éﬂ (xB,xD) e de suas derivadas na direcao xo, eﬂ(xB,

xU), sobre a hipersuperficie. Tais variaveis estao ainda sujeitas
a restricoes (equacaes que estabelecem re1ac6es entre as mesmas).
Estas representam condicGes de consistencia e sﬁo parte das equa-
coes de campo, como veremos posteriormente. 0 que ocorre, na ver-
dade, & que nem todas as equac¢Oes de campo propagam o$ dados ini-
ciais, fato que esta tigado a covariancia geral(*) da teoria em
questao. Na linguagem do formalismo hamiltoniano, que sera aborda
do mais adiante, temos .um sistema com vinculos.

EFm vista do que foi comentado, “50 se espera obter a
propagacao de todas as componentes dos campos basicos,ou seja, to
das as eﬂ num instante 3V s xD a partir dos dados iniciais (so -
bre a superficie «9 - const.). Veremos como se obtém as quantida-
des que se propagam de fato, e qual a forma das relagoes de con -

sistencia.

* . . -
( )Esta gera identidades de Bianchi na teoria; o mesmo acontece para a RG. Ver
refs. (18), (20).
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2.2 - EQUACOES DE VINCULO

No que tange ao problema de Cauchy para as equacoes de
RG, um metodo particularmente interessante foi desenvolvido por

(lﬁ). Atraves dele se alcanca uma expressao clara pa-

Lichnerowicz
ra as re]acﬁes de vinculo. E possivel utilizar um procedimento
analogo para a TGTA. Tomamos inicialmente a parte simetrica das
equacaes de campo, i.e., a expresséo (1.3.5), que no caso vazio

fica:
akg({ 1) - K Brg) = 0 . (2.2.1)

Observemos que (2.2.1) corresponde a equacgoes de Einstein
com uma “"fonte" B(kz)' De (1.1.9) e (1.3.8-10) verificamos que

B(kg) niao contem 5&. Podemos entao desmembrar (2.2.1) em:

Ryg({ 1) = KB gy - % 945 B 5 (2.2.2)
Gﬂp = K B(Dp) s (2.2.3)
onde:
B - gV eieiB(kz) - VB (2.2.4)
(A,B = 1,2,3 ; p =0, ,3)
Colocamos entao (2.2.3) na forma (cf. Apéndice A e ref.
(19)): |

B Myp + "0 Mg, - KB a0t =0, (2.2.5)
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=0 , (2.2.6)

sendo M = M (e. ,

oB oB Ju ).

Cin,vy Ciu,Av

Nas equacﬁes acima nEo aparecem portanto as componentes
éju' SEo re]acaes de vinculo, cuja forma explicita pode ser obti-
da diretamente. Correspondem aos vinculos secundarios na formula

cao hamiltoniana da teoria, que sera apresentada no proximo capi-

tulo.

2.3 - EQUACOES DE PROPAGACAO

A forma normal de (2.2.2) e:

Rap({ 3) = =5 9 gpp + Ngp > (2.3.1)
onde

_ LT J.k
Npyp = WAB(eju’eju,v’ eju,Av)’ Gpp = njkaoao(eAeB). (2.3.2)

Combinando (2.3.1) e (2.3.2) obtemos:

e 1 _ (3 .
- QUU (K B(AB) - 5 K dpp B - mAB) = ”jk[e n ep * eAeB] . (2.3.3)

Tomemos, por outro lado, a parte anti-simetrica das equa

coes de campo no vazio:

B[kgj =0 . (2.3.4)

Separando as derivadas temporais das "vierbeins® em
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(2.3.4), onde B[kﬂ] e obtido de (1.3.8-10), chegamos atraves de

calculo direto a forma:

j )
en mkﬁj + ng =0 , (2.3.5)

em que:
_ nm ipq K A
mk% Sk% + En an 6k£ (e e[p eq] eu,uA +
K v $
+ e e[p eq] eu,vA) . (2.3.6)
_o.nm Jpqg o BV s
$k£ = njsﬁkﬁm (eenepeq)’Oc €LV . (2.3.7)
A 0. [A_0]s 0. [A 0]
mkgj = Ze(nkjese IC + eje K € +
0 [0 _Als
+ nﬁjes er) e ) . (2.3.8)
conm:
J P q
_ Sk Sk %k
Jpa _ J p q
8 om = a% 8% 8y (2.3.9)
§J sP sd
m

A -
Em (2.3.5) podemos reparar que tanto mkﬁj cCoOmo ngnao

contem E?J e que Nﬁgj aparece como coeficiente de éﬂ. Assim,

(2.3.5) corresponde a 6 equagbes para as 12 variaveis propagadas

J
eA.
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Em (2.3.3) observamos que as variaveis propagadas tam -
bem podem ser isoladas, gerando outro conjunto de 6 equacaes de
propagacﬁo. 0s dois grupos de 6 equacaes cada, oriundos respecti-
vamente das equacaes de campo simétricas e anti-simetricas, for -
mam entao um sistema de 12 equacaes nao-redundantes que possibili

ta expressar as derivadas temporais segundas das "vierbeins" (ex-

cluindo as e%) em termos dos valores iniciais e de suas deriva -

das espaciais. As 12 variaveis de propagacao, como se verifica de

(2.3.3) e (2.3.5), sao as ey. As demais (eg) permanecem indeter

g
minadas e, por conseguinte, eg(xA,EU) nio pode ser obtida  dos
dados iniciais. Voltaremos a esse ponto apos a discussao do forma

lismo hamiltoniano para a TGTA.

2.4 - COMENTARIOS

a) Dada uma superficie de Cauchy e uma hipersuperficie vizinha,pe
demos conceber o mapeamento ponto-a-ponto da superficie origi-
nal sobre a ocutra atraves de dois estagios: considera-se pri -
meiro o deslocamento de cada ponto ao longo da geodesica tipo-
-tempo perpendicular 5 superficie de Cauchy ate a segunda su -
perficie; depois se mapeia a segunda superficie de Cauchy so -
bre si propria, transformando os dados originais em novos da-
dos de Cauchy.

b) A TGTA, assim como a RG, pode ser vista como uma teoria subs -
tantivamente causal(lz), isto e, uma teoria gue pressupae a
propagacao das solucdes de maneira unica em substancia, embora

n3o0 em forma. Isto ocorre porque a existencia de TAC (covarian
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cia geral) faz com que a forma das so]ucaes possa. ser alterada
por um mapeamento em gualquer Pegiao do continuum guadridimen-
sional. Todavia, se considerarmos um mapeamento que transforme
umas nas outras as so1u¢§es compativeis com um determinado con
junto de dados de Cauchy, temos entao uma propagacao substanti
vamente unica. Tal fato fica melThor elucidado atraves da ver-

sao hamiltoniana da teoria.

O0s aspectos comuns do problema de condicﬁes iniciais na teoria
de Einstein e na TGTA podem ser aclarados atraves do seguinte:
a parte simetrica das equacaes de campo da TGTA corresponde a
equacﬁes de Einstein com um termo de ffontef. Embora geometri
ca ao inves de fenomenologica, esta "fonte" nao contem varia -
veis de propagacao, 0 gue torna a estrutura dinamica das egua-
coes fsimétricasf simijar 5 das equacaes de RG. As equacaes
“anti-simétricasf, por outro lado, representam a parcela geome
trica da teoria que incorpora o efeito de fontes gravitacio -
hais de spin. Estas, conforme foi visto, sao equacﬁes que pro-
pagam dados iniciais. As relacoes de vinculo sao entao quatro,
parte das equacoes simétricas. Neste sentido a teoria de Haya-
shi e Nakano manifesta uma semelhanca estrutural com a teoria

de Einstein da gravitacgao.

Notemos que a TGTA difere da teoria de Einstein - Cartan

quanto ao papel desempenhado pela torgdo. De fato, nesta ultima

uma parte das equacbes corresponde a relacoes algebricas para o

tensor de torg¢ao, ao passo que na TGTA a tor¢ao se propaga, Ccomo

se ve atraves das eguacoes de campo.



CAPITULO III

A FORMULACAO HAMILTONIANA DA TGTA

0 formalismo hamiltoniano se situa como um primeiro es-
tagio objetivando a quantizacao canonica de uma teoria. No tocan-
te a RG, tentativas de obtencao de uma forma hamiltoniana remotam

1930(21), nio obstante a forma completa so tenha sido obtida no

final da decada de 50 por Dirac(gg'gi).

Seguiremos esssencialmente os metodos de Dirac para al-
cancar a representacao hamiltoniana da TGTA. Cumpre inicialmente
estabelecer superficies tipo-espaco e separar as componentes diné

micas, de modo a apresentar a hamiltoniana em funcao destas quan-

tidades e chegar as equacoOes de campo na forma hamiltoniana.

3.1 - ESPECIFICACAO DE SUPERFICIES Tiro-ESPACO

Assim como ocorre na RG, o estado fisico num determina
do instante na TGTA & interpretado como o estado em uma hiper-su-
perficie tridimensional tipo-espaco no espaco-tempo. Tal especifi
cacao afigura-se-nos 5 primeira vista problematica, uma vez que
requereria a determinacﬁo da geometria, e portanto da dinamica ,
associada as solucbes das equacoes de campo. Evidentemente nao co

nhecemos de antemao as solugdes, 0 que pareceria acarretar a im -
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possibilidade de obter as superficies almejadas. Ha porem uma sai
da, que consiste em realizar a escolha com o auxilio dos objetos
nao dinamicos eg, aos guais se relacionam as componentes gOu do

tensor metrico:

Estas fixam o sistema de coordenadas.
Consideremos entao um campo de vetores tipo tempo
H(x), TuTu > 0 sobre a variedade A,. Tomemos em A, a decomposi-

cac do deslocamento:

dx* = ™ do + dg¥ (3.1.2)

com os termos a direita representando, respectivamente, os desjo-

camentos paralelo e perpendicular a T Deste modo:

¢ dx¥

do = —E?—— . (3.1.3)
T

dgh = Pdev , (3.1.4)

com o operador de projecao Pg dado por:

Sobre a hipersuperficie o comprimento e:

2 M -
= d D=
dg BUdB

gquX dx , (3.1.6)
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sendo
_ L
998 7 94 - T : (3.1.7)
T
A escolha t" = 90” = egeEnjk nos leva a:
0 .0

_ i 8 a6 8 ' ~af _ B gOocgUB (3.1.8)
Jug = Gap T T OO L A

De (3.1.8) notamos que a metrica projetada na hipersu -

perficie tem componentes:

0A OB
~ a . ~AB _ _AB g g e
QAB = gAB H 9 = 49 = ——U'O‘—g s (318 )
com
~AB B
Ipc 8 (3.1.9)

Portanto, atraves de 90, fixamos as coordenadas e defi-

nimos a metrica projetada descrita por g,z © §AB.

3.2 - SEPARACAO DAS COMPONENTES DINAMICAS

Dado o estado inicial, a dinamica do sistema deve ser
descrita por quantidades associadas a hipersuperficie, as quais
permitem a correspondéncia entre diferentes 3-geometrias em hiper
planos diferentes, na.direcao crescente do eixo temporal. Como os
movimentos sao gerados pela hamiltoniana, a separacao das compo -

nentes dinamicas deve ser feita neste nivel. Escrevemos entEo,prl
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meiramente, a lagrangeana gravitacional livre lG da TGTA como fun
¢ao das variaveis canonicas e suas derivadas.
As variaveis canonicas conjugadas a €a $a0 definidas

por:

all
pke . G , (3.2.1)

aeka

onde 1L e a densidade lagrangeana introduzida em 1.3, e portanto

G
Pka e tambem uma densidade.

Seguindo o procedimento de Dirac, colocamos lG na forma:

L, =L1(0) +L(1) +1L(2) . (3.2.2)

denotando L(0) a parte que nao contem derivadas temporais de
e, » L(1) a parte linear nessas derivadas, e L(2) a parte quadrati

ca, a saber:

_ .. [p AT _2lo_BIm k
L(0) = s¢ Le W &n @ e e A8 "
[p Al _klo_ Bl2 m . [p Al _nlo_Ble _m
-2 e 28 © e ekp,Aeu,B 4e n€e € e eu,A mu,8}+
e _mfp Aln & [a B] [a B] [a B]
*ox © ¢ ep,A(e m&n eia,6+e ny ema,B+e 2%m ena,B)
+ es . (3.2.3)

. - k
L{1) = ZK{e[Eeg] eJL[Ote)ﬂ‘]m ekuegaA-ye[Eeﬁj el[aeﬂjm ekp,A e, -
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[u 0] k{a AJas m fu Al kla 072 =M
28 e ekpea’A - Ze o8n @ e eku’Aea
[u. 0] n[a Al2 -m [u Al n[u U]Q m
- 4 e n<o eueu AT de n€e” © 11’}ﬂ\e“
e mfu 00n -2 [a Al - [a A]
+ oy e e e {etpey Cou, A * € p€y €na A
{a Al ) - e m[u_Aldn [2. 0] -
e Cm na,A) 7% ¢ € CLLA (e mn~ €go *
[, 0] » [a 0]
8% G 2%m na) i
) [1,00 (2La 00m 5 <k [ 0] k[o 078 = em
L{2) = 55 {e 2&m e ku 0 2e g&n € e € a
o[1,01 nla 078 sme
- m g e euena }o+
e mu 07 «2 {a U] [a 07 - [a 07 -
t oy € ¢ €' nfh Qa n€g m 2 %m enu)
De (3.2.1-5) obtemos:
3L
pk0 - 276 _ 5
Beko
KA _ ol 1y J[A0T afe BIm kL, 1 1
P™ = elg + 5) etyjey € €y,p - 2elg - x) ejeg
_ de (K[A03% [agp]
e m® g a,B
As relacoes (3.2.6) correspondem aos chamados v

o+

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

[A U} k [o eB ],Q, m

a,B

(3.2.7)

inculos
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primarios, pois as equacoes de movimento ndo sao usadas para de -

termina-los. Indicam tambem que nem todas as "velocidades” e, Po

dem ser apresentadas como funcEes das variaveis canonicas. Isso

esta ligado a nao maximalidade do posto da hessiana de
’Lg (25)

L. = ( ). Em tal caso a lagrangeana e dita singular

G d€Kgd€ g

Na linguagem da geometria simpletica os vinculos prima-
rios sao aqueles que definem a subvariedade em que a forma simplg
tica definida sobre o espago de fase (fibrado cotangente) se de
genera, caracterizando o caso denominado pre- sninetu:o(26 27)

Observemos que atraves de (3.2.2-5) e de:

kA«

H=p"e, - Lo , (3.2.8)
que e a expressao da hamiltoniana ( ka = 0), chegamos a (cf.Apen
dice B e ref. (19)):

H o= -e§ + 5 (% + %) e[gegj 2lag B 1m eu Clu "
O T N LU K e
< g g ) elhey) etef el ey a v
+ e (% - %) e[;eﬁj eKlogBIL egsBeku,A +
+ 7? SPLRE e[gesj eg,Beku,A . (3.2.9)

Aparecem em (3.2.9) as variaveis dinamicas eﬂ, mas tam-
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bem quantidades nao—dinamicas, indeterminadas, revelando que per-
manece certa arbitrariedade na propagacao da geometria dos hiper-
planos.

A proxima tarefa consiste em identificar quantidades in

teiramente associadas as hipersuperficies. Estas sao as D-invari-

antes, ou invariantes segundo Dirac.

3.3 - QUANTIDADES D-INVARIANTES

Matematicamente, sao grandezas cuja variacao sob trans-

formagcoes de coordenadas n3ao contem o gradiente do descritor a0

H

longo da normal, isto e, para: x- -

VULV gu(x), as D-invari

antes nao contem £V
Assim, por exemplo, para as componentes guv(x) do ten-

sor metrico temos:

Ta - _ P D _ ;0
69uv N E,vgup g,ugpv 5 9yv,p ? (3.3.1)

e portanto ImMN (M,N. = 1,2,3}) sao D-invariantes, ao passo que

gou sao D-variantes. Alias, as componentes espaciais de qualquer

: . . . 2 ~
tensor covariante formam um D-1nvar1ante(—§), 0 mesmo nao ocorren
do para as componentes de um tensor contravariante.
- ~M .
As componentes da metrica guy & 9 N na 3-geometria

sao D-invariantes. E, tambem por verificacdo direta, concluimos

que as eﬂ sdao D-invariantes, enquanto que as e3 ndo s3o, pois:
Tad _ . 0 3 _ 0.
Se = - L ey - Eey oo (3.3.2)
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Cx‘ — 0 . -
As ej saoc D-variantes, mas se definimos:

~0  pd_ A
ej = PAej . (3.3.3)
onde Pi e dado por (3.1.5), com t" = gU”, obtemos entao:
0A
A 0~A A B g 0 B
Sej = - £ eJ + E,Bej ] g,BeJ +
L UAgUB eU 0 0B A eﬂ .
(00,2 ©3%.8 T 0T ©,B%;
AB
0 0
- gUU £ ges , (3.3.4)
o que implica que as novas quantidades é? sao D-invariantes; E?:
= 0.
Notemos que:
§ok = égeﬁnjk L (3.3.5)

As componentes de "vierbeins" D-invariantes sao, em re-
.ol laci d S S _o 3k , ~A
sumo: ep, relacionadas a metrica 9ag = CA®RMik > € €:

a j e associa -
~AB = AB ~A~B jk

das a g =g = e;epnT 7, na tri-geometria.
Na formula (3.2.7) de pkA, observamos que e = /-g e
D-variante, pois:
e = -t%e - eg® , (3.3.6)

s O s &

. . P . ~ - m =_m
em primeira ordem. Utilizando ainda as expressoes de éea, éea e

Se?a 51 constatamos por calculo direto que ha um cancelamento



-36-
+0 , S kA

dos termos em £, o que prova a D-invariancia de p , apesar da

D-variancia de e. Temos deste modo os importantes D-invariantes

i A .= . .=
ejp © pJ , que devem comparecer como variaveis dinamicas em

H(ejA, pJA). Tal forma sera apresentada a seguir.

3.4 - HAMILTONIANA NA FORMA GERAL E VINCULOS SECUNDARIOS

0s vinculos primarios restringem o dominio do espaco de
fase a uma regiao denominada hipersuperficie de vinculos, subva-
riedade cuja definicao e dada, no caso em questao, precisamente
por (3.2.6), e que contéem o movimento do sistema. Se varias fun-
caes determinam tal subvariedade, diz-se que sao fracamente iguais
{(z). Nessa terminologia (devida a Dirac) escreve-se mesmo nas re-
lacdes primarias de vinculacao o sinal =, indicando tal fato.

A imposicao de que o sistema fisico nao se desenvolva
para fora da hipersuperficie de vinculos leva a um outro tipo de
relacoes de vincu]acao, chamadas relacoes secundarias. No quadro
da mecanica pré-simplética, enquanto que os vinculos primarios de
finem a regiao na qual se degenera a forma simpletica, 0s secund§
rios 350 0s que permitem a determinacao das so1uc6es das equacoes
de Hami]ton(gm).

As relacOes secundarias sao obtidas de:

N T (3.4.1)

)

Para dois funcionais f e g o paréntesis de Poisson (PP) e:
3, . 3.,.3 . 0fF &g Sg’ St
A% [f(x),g(x")] = f d7x'd %" {—r— — - -}
J T et %% g epmIY

. riB1 - 1B Ty ljB = iB .+ .
por exemplo: [ekA’ P ] SkﬁAS(x x'), sendo P 2 (x")

. Assim,




-37-

sendo a hamiltoniana H determinada na forma M(eka, mka) a par-

tir de (3.2.7) e (3.2.8):

Koy K _ka gb A 3B
) = - es - gen ne Py Ple e e ave g8 00pp)

m(eka’ P

A

K o B ja kb _ad
Snvon T tn eb[Aec]{zemUea +

m
376 Cko%ep P Py

o (3.4.2)

0 calculo direto do parentesis de Poisson em (3.4.1) com
o emprego de {(3.4.2) gera as 4 equacles de consistencia.Em (3.4.1)

temos:

aOg H'] = -6

[ P 53 [ [ d3xnddSx s (X-%") E%ﬂ—— (3.4.3)
XIU X“.U

(%),

em que a derivada de MH' & a derivada funcional definida por

SF(F) _ 5y ELE(x) + eslx-2)] - FIF(XIT (3 4. 4)

sflz 8‘*0 e

para um funcional F.

Devemos lembrar ainda a relacao:

Egﬁf_ = % ghvoT Ibdf efbvefdoeffré(;'_;f) , (3.4.5)
Ju

*) . -
Ver ref. (29), pag. 220..
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onde ¢%PY% & o tensor de Levi—Civita(*).
Usando (3.4.4-5) derivamos de (3.4.3):
H = es + Sefed W . 20 (3.4.6)
IS 080 Moy = = -4
= % ~ _

HF = e0 mRF f 0 . (F =1,2,3) . (3.4.7)
nas quais:
f 1 A kc

2y = §'(eerjc + ”jngc) P - P -

i K k A mc _D 1 kA ¢ D

- 37 (0 - egrcppdien P Py + 15 Coradcp® PP o
(3.4.8)
1 A jc 1 K., k
Hop = 7 eqa%)c Py P77 -3z (1 - ) {epeyr9aqp -

k A _mc D 1

- 89rre9a1p) ¥ Py + 15 (Mg 9arFIpgc ¥
kA .mc D

+ emFeﬁ[Agc]D) e’ PP, . (3.4.9)

A hamiltoniana pode ser expressa como uma combinagao 1i-
near de (3.4.6) e (3.4.7), do mesmo modo que na RG, conforme foi
mostrado por Dirac. Assim, cada vinculo tem paréntesis de Poisson
(PP) nulo (fracamente), com todos os vinculos secundarios. Diz-se
entao que formam um conjunto de vinculos de primeira classe. Quan-

(*) }
Ver ref. (30), pag. 25.
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do isso nao ocorre o conjunto e considerado de segunda classe. Pa-

ra estes vinculos vale, no caso geral:

ED& N lb'é:l = Kag(x)ﬁ(;-;f) £0 (3.4.10)

com a,p = 1,...,N.

Prova-se que as transformacaes nas variaveis canonicas
induzidas por vinculos de segunda classe mapeiam pontos da superfi
cie de vinculos para fora desta regiéo, ou seja, para a regiao nao
-fisica do espago de fase(gg). Devido a isto & preciso eliminar os
vinculos de segunda classe que aparecam na teoria. Com tal intuito

foram ideados dois processos alternativos, por Dirac, e por Bergman

e Komar, consistindo respectivamente, em

a) substituicao do PP pelo parentesis {(de Dirac) definido por:

(.93 = [f,97 - [f,0:1 ¢* 45,01 (3.4.11)

sendo (:0‘B a matriz inversa de [¢a,¢-]. Assim, [¢&’¢é]* =0 e os

B
¢- Ppassam a ser de primeira classe relativamente ao paréntesis de

Dirac.

b) Definicao de variaveis estre1a(§l):

f* = f A+ ¢6l. CE&[¢B:f] s (3-4.12)
tais que: [ff,¢&] = 0.

Sao métodos equivalentes, ja que:

[f,g1° = [f*.q1 . (3.4.13)
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Tanto para a TGTA como para a RG, se outros vinculos sao
introduzidos junto com os 4 vinculos secundarios {atraves de condi
coes de coordenadas, por exemplo), entao, para o conjunto de segun
da classe formado & necessaria a aplicacao de um  dos artificios
acima mencionados a fim de se obter uma algebra do grupo cananico

em termos de vinculos de primeira classe apenas.

3.5 - EQUACOES DA TGTA NA FORMA HAMILTONIANA

As equacoes de campo na forma hamiltoniana se escrevem:

pEA - p*A, 1, (3.5.1)
éea = Lo s M1, (3.5.2)
20 - p*0 1 =0 . (3.5.3)

As (3.5.3) sao as 4 equacoes de vinculo ji examinadas.As
ékD nao aparecem na expressao de H, sendo portanto as € o indeter
minadas, conforme ja se comentou, de outra perspectiva, na anali-
se do problema de Cauchy.

As (3.5.1) e (3.5.2) correspondem, cada uma, a 12 equa-

coes de propagacao, cuja forma explicita e obtida de:

x'Toox T (3.5.4)

A = — J H 3.3 0 VERR! SH' .
e p = [e ps H1 = &7 6p [_ ) j ) d?x*'d”x" §(x x:) i (3.5.5)
x! "
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0 calculo direto das derivadas funcionais de H (dado

por (3.4.2)) fornece:

af _ F K - F K K F - K F
eapp = EcSpG +4—e I.I[p -m (1 -—X) ]Kp +T———6e ]]_p s (3.5.6)
A c K K A mc

aF = = Ze gU(Ugc)F P, * 37¢ (- 7)(emea0 P gU[CgA]F +
+eje o PIC Iorr9ate) -
K A mc A mc
- Tee (®a®mo P 9orA%IF * €mfa0 P 9ora9F7c ) - (8.5.7)
com:
Fo. F F A jc
Io = (99 9g(adc) + %009:(A% ¢) = &5 90(09a)c) Py P , (3.5.8)
o F kA Fo F k
K, = tege 99 9pradey + 9p 99rcBay + ©0 Yocm *

A mc . F k A (F ,
* 99rcIntp  m? PO Pr - 9grc9a1p G0 Cmfp P Py .

kF kB

kB F -
L, - (e 901,910 * ¢ 907970 Sc * YorBIcyp ©

1 _k mc F kB F o mc D
-2 epgﬂc)emﬂ PPy - e en9grp9cp ©

(3.5.10)
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Estas equacaes contém funcﬁes nao—dinamicas gue expres-
sam o fato de que podemos escolher Tivremente qualguer transforma
¢ao de coordenadas (gauge) que modifique uma forma especificada pa
ra e . e pkA em um hiperplano x0 = t, propagado de x0 =0
Isso esta ligado ao fato de H ser D-invariante. Com efeito, em

bora possamos identificar na expressao da hamiltoniana variaveis

pertencentes a 3-geometria, nao somos capazes de eliminar a inde-

N ou, em outras palavras, a arbitrarieda-~

terminacao oriunda de e
de das transformacﬁes de coordenadas. A fixacao do sistema de co-
ordenadas (que corresponde a uma fixacao de gauge) contraria a
ideia da covariancia geral que norteia a TGTA (e a RG, evidente -
mente), apesar de se constituir em um metodo familar 55 teorias
gauge-invariantes.

Observamos ainda que as equacaes (2.2.3), derivadas no
capitulo anterior, sao no fundo as (3.4.1), (ou (3.5.3)), que na
forma canﬁnica assumem a estrutura de vinculos. As demais,(3.5.6-7),

{ou (3.5.1-2)), sao equacGes de movimento para e © mkA.

3,6 - COMENTARIOS

a) A aproximacao lTinear da TGTA € estruturalmente analo
ga a da RG(l), acrescendo-se na primeira teoria o eventual efeito
de um campo anti-simetrico (desconhecido classicamente) ausente
na segunda. Espera-se entao para uma ap]icacao do formalismo ha -
miltoniana da TGTA no limite de campos fracos resultados semelhan
tes aos obtidos para a RG excluides os campos anti-simetricos.Nes

ta aproximacao, por sinal, faz-se a selecdo de gauge ( sistema de
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coordenadas), acompanhada da redefinicao dos PP {via. paréntesis
de Dirac (PD) ou variaveis de Bergmann-Komar), requerida para le
var a algebra de comutacao de primeira classe. Na versao assim al
cancada os vinculos sao todos c-numeros com re]ac§0 a algebra dos
PD, e podemos, em principio, construir observaveis corresponden-

tes guanticamente a operadores.

b) Embora nao se tenha ate aqui explorado a existencia
do grupo de Lorentz global como grupo de invariancia da TGTA, com
a expectativa de tratar a teoria de uma forma mais proxima a de
uma teoria de geuge tipo Yang-Mills, cumpre notar que a lagrangea
na gravitacional L, da TGTA nao & a la Yang-Mills "stricto

sensu”. De fato, (1.3.1") pode ser reescrita como:

_ 1 /1 1 kem
Lg=elg 5+ ¢) O 0y +
1 /1 1 kem 1 J 2.k . .
vl - ) O - g 0370 .k2} + (termo de div.) + e§,
(3.6.1)
ou ainda como:
1 k 2m k
B_G:e ﬁ(T Tkgm-VVk)+
+ 9 (;L - l) A Ak + (termo de div.) + eé (3.6.2)
4 *3K A k : > s
com Ak’ Vk e TkRm definidos por (1.1.8-10).
Podemos ainda colocar {3.6.2) na forma:
L, = e Rame o (E. div.) voes (3.6.3)



-44-

sendo

3 k_2m
VT} -‘——_VT'] +E W—'X An

1
V3K 8v3K 2v3K

~
o=
=
=~
P
=3

fkﬂ,m _

(3.6.4)

Embora (3.6.3) se aproxime formalmente da lagrangeana

livre de Yang-Mills, expressa por(ég):
I RS APy I3V
LYM = | fuvfﬁ . (3.6.5)
as fKAM definidas por (3.6.4) nao representam a curvatura, papel

este que nha TGTA cabe as ngm’ conforme ja foi comentado. Sendo
assim, nao podemos colocar as equacaes de Hayashi e Nakano na for
ma dual, introduzida atraves do operador * de Hodge, ao contra-
rio do eletromagnetismo e da teoria de Yang-Mills, em que a forma

-curvatura F satisfaz (caso sem fonte)(gg):

dF + [A,F] = 0 , (identidades de Bianchi) , (3.6.6)
d*F + [A,*F] = 0 , (equacoes dinamicas) (3.6.7)

para a conexao A.

¢) As equag¢Oes da TGTA na forma hamiltoniana derivadas
em 3.5 seriam formalmente Unicas se a hamiltoniana estivesse in-
teiramente fixada. N3ao obstante, os 4 coeficientes arbitrarios cor
respondentes as quantidades nEo-dinamicas que comparecem em H abai

*
(.) da teoria, tornando-a substantiva-

xam 0 "grau de causalidade"

(*)Expressao cunhada por Bergmann e Komar. Ver ref. (17).
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mente unica, isto e, n?o se restringe § liberdade de escolha de
coordenadas fora da superficie de Cauchy a partir da qual se con-
sidera a propagacao. Entao as so1uc§es podem ser alteradas formal
mente, mas redu;idas umas as outras por difeomorfismos. Este modo

de propagacao e dito substantivamente unico.

d) Sendo o numero de vinculos e o seu papel identicos
na RG e na TGTA, pode-se aplicar propriamente a esta ultima teo -
ria a abordagem alternativa baseada nas condi¢oes de imersao, ex-

traindo-se dai as equacOes de campo, na linha de ideias sugerida

por J. Whee1er(§ﬂ). Tais condicoes, que traduzem a independencia

(*)

de caminho entre duas superficies inicial e final' ’,implicam que

os vinculos hamiltonianos devem se anular sempre que a metrica

(35)

da 3-geometria for variavel dinamica'=—="/,

e) No formalismo hamiltoniano de uma teoria em que a di

namica se associa a deformacBes de superficies curvas, e conveni-

(25)

ente recorrer a versao projetada dos vinculos hamiltonianos'=—’ |,

Nessa perspectiva, a hamiltoniana € expressa na forma:

H - { 3y (v M+ Nt M) . (A =1,2,3) , (3.6.8)

em que se supde um espaco-tempo quadridimensional com superficies
tridimensionais especificadas, representando A = 1,2,3 os ndices

A

de coordenadas das superficies, e L {"lapso") e N (“deslocamen-

to") funcoes arbitrarias.

(*)

Imagina-se familias de observadores que inicialmente se bifurcam, seguindo
caminhos diferentes associados a familias monoparametricas de superficies ,

. - - -
e depois se reencontram, preenchendo o "sandwich" entre as superficies.



-46-

A hamiltoniana da TGTA, em particular, pode ser assim
interpretada. A partir de (3.4.1) identificamos as gquantidades
Hl e HA

disso, os vinculos podem ser vistos como geradores de transforma-

em (3.6.8) com os vinculos dados por (3.4.7). Em vista

cOes canonicas, do mesmo modo que na RG.

Verificamos, por outro lado, que as variaveis €A e
pkA, definidas em uma hipersuperficie tipo-espaco, sao D-invarian
tes. Isto significa que variacdes induzidas sobre e, , e pkA por

transformacoes de coordenadas x'H oo xH oy g“

nao dependem de deri
vada temporal do descritor gp, e portanto mantém tais variaveis
sobre a superficie. Assim, estes mapeamentos de coordenadas estao
ligados as transformagoes canonicas associadas a  componente de

"deslocamento™ da hamiltoniana, cujos geradores sao os vinculos

Hy s responsaveis por mapeamentos dentro da superficie. Como H
contem tambem a componente normal le que gera transformac¢oes pa
ra fora da superficie, a variacao produzida por H sobre €A e

pkA, expressa por (3.5.1-2), leva estas quantidades para fora da

superficie. Ou seja, enguanto que os mapeamentos de coordenadas
mantém as variaveis de campo e momentos conjugados na 3-geometria,
o efeito de M e levar tais variaveis de uma superficie inicial
xV - t, para uma superficie contigua x0 - t,. Em outras pala -
vras, as equacaes (3.5.1-2), que realizam tais variacoes, propa-
gam as componentes dinamicas evp  © pkA.

A forma explicita de NL e NA pode ser obtida para a
TGTA, bem como as re]acaes de PP entre Ml_ e MA’ a partir de
calculo direto. E importante, no entanto, assinalar que o trata -
mento de projecﬁo sobre superficies se aplica a gualquer teoria

(25)

com covariancia geral, ou invariante sob "reparametrizagoes"'=—’,

Isto dispensa o calculo direto para obter os PP dos vinculos ,
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para a TGTA, garantindo a forma universa1(§§’§§):

[H B ] = Hh mR)e L Goxt)
[ Hy- HL] = }U.GSA(X,X‘)
§ Hy » Hgl = M'A G,B(X’Xl) + Hy G,A(x,x’) s

e confirmando o fato de que nesse aspecto (relacionado ao grupo
de TAC) ha uma similaridade formal entre a RG e a TGTA na apre -
sentacao hamiltoniana, apesar da diferenca entre as bases geome -
tricas dessas teorias. A variedade de Weitzenb8ck (assim como a
de Riemann), permitindo a especificacao de superficies tipo-espa-

co, acolhe o metodo mencionado acima.

f) Atraves dos objetos 90y (b = 0,...,3) se especifica
a orientacao temporal do vetor normal t-. Se escolhemos ,por exem-
plo, dop = 0, A =1,2,3, fazemos a direcao temporal coincidir com

a normal a superficie. Nesse caso, a hamiltoniana H e descrita in

teiramente por ml



CAPITULO IV

PROCEDIMENTOS CANONICOS DE QUANTIZACAO PARA A TGTA

Una vez encontrados os vinculos mA(x) e ml(x), que na

~ . . e - . k _
verdade sao funcionais das variavels canonicas epA e p A, o0 me

todo canﬁnico de quantizacao que se supae mais conveniente, em
principio, e o de realizar as re]acﬁes basicas de comutacao refe-
rentes as variaveis canﬁnicas e aos vinculos secundarios atraves
de operadores hermitianos, preservando a forma da hamiltoniana co
mo funcional das variaveis basicas e as relacoes de PP dos vincu-
los, as quais se tornam, dessa maneira, re]acaes correspondentes
de comutacao.

No que tange as e LA> pkA podemos, naturalmente, fa -

zer a escolha:

[ékp(;) , ézv(;)] =0 [ @kp(;) PG =0

(8, (%) . PP = ik sfep o (K-X1)

A tentativa de alcancgar relacées do género para os vin-
culos, no entanto, esbarra na dificuldade de se obter uma realiza
cio hermitiana, o que provem essencialmente da nao linearidade em

pJA nas expressoes de H e H . Isso causa problemas para a or

1
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denacido fatorial e tratamento dos operadores e de sua algebra de
comutacao. Chega-se, assim, na TGTA, ao mesmo tipo de impasse ma-

(17,36)

nifesto na RG e que levou, neste caso, a proposta do aban

dono da hermiticidade como requerimento basico para a obtencao
do modelo quantico(éz’gg).

No caso da TGTA, mais interessante do que seguir qual -
quer sugest§0 nesse sentido parece ser explorar a existéncia do
grupo de Lorentz global (GLG), que aparece na teoria como grupo
de invariancia.

Fste grupo se vincula a transformacﬁes no espaco inter-
no, que @ ff]at“. Entaoré justificavel ter-se a.expectativa de
uma algebra de PP, construida a partir do GLG, mais simples e tra
tavel quando da aplicacao do principio de correspondéncia.

" E o0 que sera investigado na seqléncia

4,1 - TEOREMA DE NOETHER E GRUPO DE LORENTZ GLOBAL NA TGTA

Conforme foi visto anteriormente, as "vierbeins" obede-

k_ 2

cem a transformacoes globais e}f(x) = Ageu(x), ou:

_ %
5ekp = E[kQ]eU . (4.1.1)

sendo oS ko] parametros infinitesimais de rotacao.

Considerando a invariancia da lagrangeana gravitacional

livre 1L (ek,ek‘ ) sob (4;1.1); derivamos do teorema de Noetmn1§g)

Gt sy
a seguinte relacao de conservacao:
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av‘lfkgj =0 (4.1.2)
onde
v o a]]‘G
JI[k,Q,:! = 2 eufg m . (4-1.3)
HsV
Logo:
0 o 1y
Trke = 2 Cure k7 (4.1.4)
u
= 2 eprpE] (4.1.4")
A oLy
JI[k,Q,:! = 2 eufg ;;k—j; . (4.1.5)
s

Devido ao fato de tﬂfkgj ser densidade, a eq. (4.1.2)

e covariante.

bl -~ k k - -
A partir da expressao de LG (eu,eu’v) a forma explici-

ta de (4.1.5}) e:

1 A8 o

m€k23 = hely 9 e ra, 8]

1 1 m 1 A B Moy

1 OLBA ]
-7 (&%) €% ®la,e] Y K C0K®LT & Cmlo.pl ) (4108

Lembremos que:

- 018 &
- fe(y + ) goLoghIB

1 l)gB[Gea]m oka %g ekfogU]B SLE

K~ X mla, 8]
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Chamemos de Akc[aﬁ] o termo entre colchetes acima. Note-se que

AEOI&B] = 0. A relacao inversa tem a forma:
m m LB
®la,81 ~ P [o,p18 P (4.1.6)
Entao:
J AfaBl,m _ <J A
A n BR[&B]B = 6QSB . (4.1.7)

correspondendo ao produto de uma matriz 12x24 por uma matriz

2412, ou:

m 2 Bluv]l _ m fugv]
BR[uB]B A N = 6n 5@ 8 g > (4.1.8)

representando o produto de uma matriz 24x12 por outra 12x24, Es -

quematicamente:

Acraxzay * Braax12) = Y(12x12) >

Broaxt2) * Ar12x24) = T(2ax24) .

-1

Mostra-se que a inversa B A existe e pode ser es -

crita como:

)

| KO - .
(98ro®aTe €m0 * B ®2ra9p10%nc)

Bmi[uB]B - E 1

(%]
>’|7< > 7

22

K T ' ' A
- 76 (%5 Cnra9870 Soc * €20 98[0S8In) 7 3K "en’BLu%R10°
A
(4.1.9)
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e assim, (4.1.6) fica:

. A g %
€ enra,p] © T3k (P ra®p7 %m0 * P Sgra9870 Cm
A

2k2
A

3% Parafsi0 (4.1.6")
-

-+

2
€20 p[aeB]m)

Observemos que, para contagem de componentes, deve-se

interpretar A e B respectivamente como: A = (AJAIm[uB] e B =

= Bm[u8]|28)’ com a barra indicando a separacdao entre indices de
linhas e de colunas das matrizes. Verifica-se facilmente que A e
B satisfazem (4.1.7) e (4.1.8).

Notemos ainda que todos os termos a direita em
(4.1.6') correspondem a densidades tensoriais de 228 ordem de pe-
so +1 para transformacoes de coordenadas da 3—geometria. Isto de
veria ocorrer, com efeito, ja que na mesma equac¢ao, E esquerda ,
temos uma densidade tensorial de peso +1 (e = /-g, e: o, e] e
um tensor de ordem 2).

A (4.1.6') sera utilizada na seccao seguinte com a fina
lidade de relacionar J[kﬁ] Es variaveis dinamicas da teoria.

Retornando a (4.1.2), e importante reparar que do ponto
de vista do espaco interno os objetos I[kz] correspondem a 6 ge-
radores do grupo de Lorentz, com o indice do espaco-tempo de 0 a
3, para cada gerador. Tal fato sera melhor aclarado pela posteri-
or analise de sua algebra classica. Observa-se de imediato, no en
tanto, gque as ‘I%kﬁj seriam as componentes de um ftensor de spin

no espaco tangente, e as J?kﬁ] componentes espaciais de uma "den-
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(*)

sidade corrente"” que se conserva no espago-tempo

U 2 il n O
J[k%] se associa a "carga’ Q[k%] = J d3x J[k%]'

K componente

A interpretacao acima e as relagoes derivadas nesta seg
cao motivam-nos a buscar uma algebra de Lie dos geradores no espa
¢o interno, como um primeiro passc para o entendimento das possi-
bilidades de quantizacao cananica abertas pela simetria associada

ao grupo de Lorentz global.

4,2 - RELACOES ENTRE GERADORES DO ESPACO INTERNO E  VARIAVEIS
DINAMICAS

Utilizando as formulas obtidas na seccao anteribr, pode
mos relacionar as J[kg] diretamente as variaveis dinamicas fun-
damentais een © mkA . Para iniciar, tomemos (4.1.6'). Esta impor

tante ‘equacao, substituida em (4.1.5'), fornece:

A A
Tree1 = 2 Pry €0 . (4.2.1)

A similaridade formal entre (4.1.4') e (4.2.1) permite-

-nos engloba-las em uma SO expressao, a saber:

A

I - U _ M A
e = 2 (8p Pryg B0 - S0 Pre

ek]A) =

A U
= 4Py ek][OSA] (4.2.2)

* - - '
( )Pode-se comparar com grandezas analogas definidas, por exemplo, na ref. (41),

para espaco-tempo- tipo Minkowski.
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Em fungao de (4.2.4) a lei de conservacao (4.1.2), ori-

unda do teorema de Noether; adguire a forma:

A 0, (4.2.3)

A
Trpetu = 2 g Prk eoqa’),0 - (Pry e o) ,at =

corroborando a interpretacao exposta em 4.1, referente a ‘"carga"

e "corrente".

F relevante, ainda, inverter (4.2.2), ou seja, encon -

trar DﬂkQA tal que:

A L GKRA Lu
P = Du J[kQ] . (4.2.4)

Verifica-se que (4.2.2) e (4.2.4) sao consistentes se:

JkLA _ 20 jkaA 0. j kO %A
D}J = -e" N bt Sueoe e (4.2.5)
Portanto, temos:
JA jk 20 LA j. k0o 2A -0 .

As (4.2.2) e (4.2.4') nos fornecem os dados necessari

os para calcular relacoes de parentesis de Poisson envolvendo €

pkp e Para as "vierbeins" e, , e os momenta conjugados

J%. ...
LiJ]
pkA vale, como ja foi visto:
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[ekp,em] =0 5 rptp*ti-o

. _ ' . AV A |
com: e, = e, ,(x") 5 P = p o {x').
Na secao seguinte apresentaremos os calculos de PP refe-

rentes a ‘H?ij]'

4.3 - ALGEBRA DE LIE DOS GERADORES DE TRANSFORMACOES NO  ESPACO
INTERNO

. Cos - > 0 >,
Consideremos inicialmente o calculo de ejg(x),ﬁ[kgj(x ).
- *
Atraves de {(4.1.4) somos levados a( ):

(x-%') . (4.3.2)

.
I=

=
e S
_ O
P
|I_I

1

= 2 m5rkBaa 8
- ' A _
De (4.2.1) resulta a expressao de [ejc"n[kgjj’ que e:

1A A > >,
{} [kz] = -2 § S k® g]O § {x-x') . (4.3.3)

Ou, reunindo as formulas:

.Ll _ u ++'
EJG"IWL - 4 niel oty 8 RN L (4.3.4)

(*)

- . . . . - '
Nos calculos a seguir indicaremos por f' o funcional f(x'), sendo que f re -

- —>
presentara f(x).
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No que diz respeﬁto aos PP de pJA e obtemos por

o
ke
calculo direto:

Py Tigy] =0 (4.3.5)

JA I _ A Werd 3
[ﬁ [kﬁlj = 2Py Gﬂ] 86 (x-x")

0 +0 .
Para [E[kﬂj’ Jtrsl_’ com o emprego de (4.1.4) e depois

de (4.2.4%) chegamos a:

—I _ + > ¢ A A
[[km’ [rs]_] = S-x My lepg Py-egq P 7)
C A A
*gplega P - e P )
+ (e m'A p, el ) + n,.(e 'A P, e )}
kA k CrA kr € P g €salt oo
(4.3.7)

3 1 0 '0 _ 0 0 0
J d”x [‘I[kﬁj’ Trpsgl = Mes Tppky * Mor Trksy * Pkr Trse] *

0 ab 0

* s dIrary = Cosrk Trab : (4.3.7")
onde
ab - b a.b a.b a.b
Cosrk = Mgs 5, POk * Mgy S8 * g Bg80 F My o8

Esta Ultima relacdo caracteriza uma algebra de lorentz.

Encontramos ainda:
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0 A _ A ' .

[:J[kz] ’ J[rsj_ = - AP e 50 §{x-x") , (4.3.8)
A B

(Trkey s dpesy) =0 : (4.3.9)

Observemos que os mk“ tem PP nulos entre si, originan -

do, do ponto de vista do espaco interno, 4 geradores de translacao

p(o)u,..., p(s)u, com 12 componentes nao nulos ( mkA

pkA e as JEij} tambem tém PP nulos entre si, o que sugere a rede-

; A=1,2,3). As

finicao:

G— = Db s k = 0,...,3 (4.3.10)

(4.3.11)

o
|
|
=
u
Pl
i
=Y
..
»
O

Em (4.3.11) os indices k correspondem aos 6 indices [1j]
presentes em \IA[1J].
Deste modo:

[qEA ) q‘&B] =0 . (4.3.12)

Ja as Jgij]’ conforme foi assinalado, satisfazem a uma algebra de

rotacao.
E importante notar tambem que as afli3d ¢ s mRA nao
se constituem em geradores independentes. De fato, recordando {4.2.1)

obtemos:

R R L S B S (4.3.13)
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para f;J 63 0_5£e0’ sendo 0s ea c-numeros. Consequentemente,os

JA[1J] sao combinacoes dos pQA.
A conclusao e que os geradores independentes sao, na re

alidade:

a) pJA, com 4 componentes no espac¢o interno, j = 0,...,3, associ

ado a translacoes.

b) J%kzj’ com 6 componentes no espac¢o interno, relacionado a ro-
tacoes.
Agrupando agora (4.3.8) e (4.3.9), escrevemos:
3., v | . .ab 0 UV
f d°x [:J[kgj,‘ﬂtrsll = CoerkMrang S0%0 ¢
A U A
+ 48080 DL Tkeeg0 - 4908 PTRMe ]t 70

(4.3.14)

Com o intuito de fazer aparecer ll%ab] no 29 membro da

equacao acima, ha mister langar mao de (4.2.4'). 0 resultado e:

J daxl[:ﬁ[kﬂj’ [rs]J a[ki][rs] [ab] s (4.3.15)
com:
CgEEE][rS] - (Sgégcﬁgr + 85?A50] aUEbAEO[r”s][kez])50 *

+ de al A(é 5 sb _ s¥s¥sb )

{ s1rk&270 0°A T2 k1rs%r10
{4.3.16)
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A formula (4.3.15) exibe uma algebra relacionando 24 com
ponentes de geradores nao todos independentes. (4.3.13) nos infor
ALi13]

ma que as 18 J sap combinacoes das 12 pgA. Entao as compo

nentes independentes sao(f) pRA e ‘ﬁ%ab]’ num total de 18. Na
apresentacao alternativa da algebra expressa por (4.3.15) deve ha
ver, por conseguinte, 6 re]acﬁes definindo 6 componentes em fuyn-
cao das demais.

Uma vez determinada a algebra classica importa traduzi-
-la em linguagem quantica, isto e, definir uma algebra correspon-
dente de comutadores de operadores. E para afiancar significado fi
sico nesse dominio as grandezas correlatas e essencial lograr uma

realizacao hermiteana da algebra. Este € o assunto da proxima

secao.

- a ~
4.4 - REALIZACAO HERMITEANA DA ALGEBRA DOS J ke | E QUANTIZACAC

A fim de definir os operadores basicos podemos intentar

a realizacao pJA + ih —2—. Temos assim &,, e Eka, = - ih 2
, BejA “kA , BekA
atuando sobre um espa¢o funcional de variaveis ejA’ de tal forma
que:
-t = . ~ AT _ = A
€A = €a > Py =Dy . (4.4.1)
Reencontramos entao a relacao fundamental:
(*)As JIO nao sao combinagoes de }p'Q'A gue envolvem apenas constantes e

{ab]

c—numeros (e,. nio sao c-numeros; ver (4.1.4)).

LA
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- ~ ] _ +’
[ékA’ > B]w pc) = ifh s kaAa _)w(egc) . (4.4.2)
Para se chegar ao operador correspondente Es‘ﬂgkgj, a
partir de (4.1.4), nao basta a substituicac imediata ey éku ,

pk“ > ﬁk“, pois nesse caso nao se garante a hermiticidade. Contu -

do, a linearidade em pk“ na equacao (4.1.4) favorece a consecucao

do intento. Propomos:

=0 .~ A - A
Trgey = €ardPey * Pre €uja - (4.4.2)

De (4.4.2) e (4.4.1) segue que:

(1" = T (4.4.3)
Analogamente, introduzimos:
H?kﬂ,] = Sk %A * 5[Q,A‘_§k]o = (4.4.4)
de modo a obter:
(TP = Tfeny - (4.4.5)

Falta agora reproduzir, a menos do fator 1%, a algebra

de PP das componentes ‘H%kij’ transformada em algebra de comutado-

=0 -~ . ~ ~JjH
res de J[kﬂj' Um calculo direto dos comutadores de eju, P .

o :
J[kﬂ] conduz a:
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-~ =0 _ . - A T T .

EEJu’JI[kM] -2 ih ke p1a Oy 8 (x-x") 5 (4.4.6)
—- = A _ . -~ A o .

Ejp"}l[km - 2 it n. 80 oh e (X' , (4.4.7)
~jA .0 7] ;ﬁz > >, j 5

P, d = 2 S{x-x") ¢ R (4.4.8)
ki [k2]] Tk St )

[~3A =.,B 7 _ . i

P | = 0 ; (4.4.9)

3., [20 -, k2 - 5
J d ' x El[k)gl:l s \I [Y‘Sﬂ = 4 ﬁ ,GOEY‘HS][Q. ;e*q ,(4.4.10)

[ .3, [zu =,V ) uvab o
J d>x [I[k“ o d [rsﬂ - ih Corkatrrs] Trapy - (4-4-11)

Patenteia-se deste hodo a existencia de uma algebra
quantica de operadores hermitianos em correspondéncia com a alge-
bra classica de geradores associados aoc grupo de Lorent:z global
(GLG), que e grupo de invariﬁncia da TGTA. Seu outro grupo de in-
variancia, o grupo de TAC, partilhado com a RG, nao origina uma
algebra consistente na versﬁo qu&ntica por causa das dificuldades
de ordenacao fatorial nas equacﬁes de vinculos, o que de resto

tambem ocorre na RG, conforme ja foi mencionado.

4,5 - COMENTARIOS

a) Apontamos ja que LI%ij] tem a estrutura formal de um "momento

angular intrinseco" do campo, em vista de sua leil de conserva-
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cio e de sua algebra de PP. Outras relacoes confirmam tal in -
2 -0

terpretacao, como por exemp]o; [JI°, & [k£]]‘= 0, para JZ =
= Jo[ij] Joiij] . Podemos ainda definir operadores que comu
tam com ﬁjA e Lf%kg], como o operador de segunda ordem
i - pt B s AE - 1,2,3.

Nas relacdoes (4.4.8) e (4.4.10) os termos a direita sao opera-

dores anti-hermitianos, como se pode verificar. Isto, evidente

mente, deveria ocorrer, ja que ﬁJA e ‘fEkQJ sao hermitianos.



COMENTARIOS FINAIS

Investigamos a din?mica da teoria gravitacional formula
da por Hayashi e Nakano com vistas 5 ap]icacao de procedimentos
can@nicos de quanti;acao. Como motivacdo para tal analise consi-
derou-se, especialmente, a aplicabilidade da teoria em escala mi-
croscopica. E, no aspecto formal, a existéncia do GLG como grupo
de invariancia da TGTA.

Do problema de Cauchy e versao hamiltoniana da TGTA
constatamos haver uma similaridade esfrutural entre esta teoria e
a RG no que se refere ao papel dos vincules secundarios e varia-
veis dinamicas fundamentais., Em decorréncia disso, as mesmas difi
culdades de ordenacao de fatores nas expressoes dos vincules mani
festas na RG aparecem tambem na TGTA, quando se tenta chegar por
esta via a uma versao quantica. Ao invés de persistir nesta Ti-
nha, propusemo-nos entéo a explorar o GLG, o que nos levou E ob -
tencio de uma algebra de geradores no espago interno. 0 fato de
termos encontrado uma algebra de comutacao para 0S operadores
J%kﬁ] revela uma diferenca marcante entre a RG e a TGTA, ja que
na RG nao e possivel construir um conjunto semelhante de operado-
res hermitianos(il). 0 grupo de invariancia da RG € o grupo de
transformacaes arbitrarias de coordenadas (GTAC), ao qual estao
associados os vinculos secundarios que geram transformacoes cana-
nicas. Estes vinculos, contudo, nao formam uma algebra consisten-
te de operadores hermitianos. Na TGTA tambem temos o GTAC como gru

po de invariancia, ao lado do GLG. E, assim como ocorre na RG, ha
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probTemas na seqﬂéncia de fatores que nao comutam na- algebra dos
vinculos hamiltonianos Mi_ e H, da TGTA. No entanto, convem ob
servar que estes vinculos podem ser expressos em termos de ‘H?kﬂj
e de ei. Entao, em vista da algebra consistente derivada para
I%kn]’ ¢ possivel se ter a expectativa de um tratamento mais ade-
quado para a questao da determinacao de reTacaes de comutacao en-
tre H , Hy e ‘I%kﬁj‘ Com isto se completaria a descricao dina-

mica formal, em versao quantica, da TGTA. Este aspecto fica ain-

da para ser investigado detalhadamente.



APENDICE A

E interessante analisar a relacao entre a conexao de

- *
Weitzenblck F%Y, dada por {(1.2.4), e a condicao( ):
o
Rivg, () =0 . (A.1)
0 o
A escolha I' = T acarreta Ruva (r) = 0. Podemos, no en
tanto, supor uma conexao do tipo:
r¢ o gu + § o (A.2)
By = By By . ’ )
sendo SBY ® um tensor. Verifica-se que o tensor de curvatura para
esta nova conexao se anula quando SBY % satisfaz a relacao:
| v ¢ y P u
vySuB VQS B S&B- vp + SYB Sup +
Hig P k S Py
+ ZSDB‘-(ek a[Ye o] * Srval. ) 0 . (A.3)

Consideremos a condigcao de teleparalelismo absoluto:

vseka =0 . (A.4)

* ~ . - .
) Usamos aquli a notacao de J.A. Schouten, Ricci-Calculus (Sprlnger—Verlag,Be£

lin, 1954).
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A conexao (A.2), ao contrario de I', nao obedece a condi

cao (A.4), levando antes a relacao:

Veliy = - o (A.5)

B ekoseu.

Se impomos adicionalmente a metricidade: nguv =

stulta:

SA(U\)) = U . (A.6)

Unm espaco-tempo provido de uma conexao do tipo (A.2}) e
satisfazendo (A.3) e (A.6) apresenta um tensor de curvatura glo -
balmente nulo. Tomando, por exemplo, Susl = quBA’ que verifica

(A.6} para um tensor anti-simetrico F obtemos de (A.3) a equa-

BA?
cao:
PH pH
(quBp)(va ~} - (vaBp)(vaF )
U o) k Py
- Z(VDFB_ )(ek yCq ] V[yFu] ) = 0 . (A.7)

Esta permite, em principio, a obtencgao de F[ijcomo fun

k

cao das variaveis e, €, a partir daj, a obtenc¢dao do tensor S

aBA
e da conexdo PuAB dada por (A.2)

Uma outra forma de expressar (A.1) para um espac¢o-tempo

obedecendo 3 condicao de metricidade e atraves da co-torcao

T uo oy A : A . - ~ .
KuB = F[uB].' + g_.(gulF[UB] + gBAF[Uu])’ ja que a solucao mais
geral de V =0 e:

vIag



-67-

FEB = {&%} + KQB.P ) (A.8)
_ oK U
Lembrando que 9o = ©€a®pMkj® podemos escrever {aB} em
funcao de eg e ei’g, e entao FEB da forma (A.8) sera dada atra-
ves dos objetos e, © KaB H A substituicio de (A.8) em (A.1)
nos leva a:
{3} {1}
Iy u o u
RYOtB. ({ }) + VYKocB. vOtKYB- +
Hyg _ UK P_
+ Kyp. aBp. KOtp. YB. 0 ? (A.9)

{}

onde vy, ¢ a derivada covariante relativa ao simbolo de Christof

fel {J%}, e R Y({ }) pode ser escrito em termos de €, & deri

yaid.

vadas até segunda ordem. No caso particular em que FEB de (A.8)
0

& identificada com a conexaoc de WeitzenbBck I', a co-torcao fica

definida em termos de e, e o primeiro membro de (A.9) se anula

Ja
identicamente, como e facil verificar.
0 .
~ . oo H J z -
Torna-se entao manifesto que FaB = ejaaeB e uma solu

¢ao particular de (A.3) (ou de (A.9)).



APENDICE B

Apresentamos aqui as expressoes dos 4 vinculos hamiltoni
anos da TGTA, Hl. e MA, A= 1,2,3, em termos das variaveis con -

servadas J[kﬁ] e de ei. Utilizando a relacac (4.2.4') obtemos:

A kC _ (AC &y mD _sO LA C
2 m0 _r0 s(C,A) 0 20 r0 mA s € ;0 0
-2 e, @ e J[ﬁm] J[rs] + gDOe e e e J[ﬁm]‘l[rs] .
(B.1)
C D . CD _ _sO m0 ,C D
Pj. Pk. = Sjk = e e J[js] J[km]
md r0, 0 sC D sd ,C 4]
- e Ve (eje J[km] + €0t J[jm]) J[rs]
20 v0_sC mD 40 0
+ ejoekoe g te Ve ‘I[rs] J[Qm] . (B.2)
A substituicao de (B.1) e (B.2) em (3.4.6-7) nos leva en
tao a
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1 AC 1 K, _k A
Fe7 %% ¥ - 1% [}1 - %) err97rctatn ©

kA €D

J o
(e 09arr93c * € FSora%cin) ¢ | ¥jk (B.4)
Observamos ainda que a variavel de segunda ordem $AC ten
PP nulo com PkA e ‘ngg]’ assim como, na versao quantica, 0 ope-
-AB _ sJA 5 B 5 A 0
rador m =P Pj comuta com Pk e J[kﬂ]'
A obtencao de relacoes envolvendo operadores hermitianos
ml e M. associados a (B.3-4) e complicada devido a dificuldade
de ordenacao dos operadores éj e ‘i[kﬁj’ presentes como varia -
veis em $AC e $?E, com dependéncia quadratica. Note-se ainda que
= ) =A

éjO comuta com ‘I[kQJ e com I[kz] , 0 que e conveniente, mas
0 mMesSmo nao ocorre para éjA’ conforme indicam (4.4.6) e (4.4.7),
e isto torna problematica a formulacdo dinamica quantica da TGTA a
partir das variaveis LIFjQ], devendo-se enfrentar, aparentemente ,
questoes de ordenacao semelhantes as que ocorrem na RG. Apesar dis
so, como as variaveis ‘IFKQJ mostraram-se convincentes como quan-
tidades cinematicas na traducao quantica da TGTA, contrastando com
a situacao que se apresenta na RG, parece digna de investigagao
posterior a construcao de possiveis operadores com significado di-

- . . - U
namico relacionados as I[kﬂ]'
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