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RESUMO

Este trabalho trata de alguns aspectos da formulag¢ao ha -
miltoniana de Dirac para sistemas com vinculos. Nesta for
mulagaoc as variaveis din3micas dependem de fungdes ar -
bitrarias através das solugoes das equagOes de Hamilton. Nes
te t;abalho ap;esentamos: (1) uma anadlise profunda das
condigaes de consisténecia dos vinculos na teoria de Dirac.
(1) um estudo bem profundo e detalhado das variaveis di-
ndmicas que sao fisicamente significativas. Estas varia-
veis sao definidas como aquelas que nao dependem das fun-
ngs arbit:érias; (1i1i) um método para calcular o gerador
de't:ansformagao.de gauge de um dado sistema; (iw) dois
exemplos de sistemas mMec@nicos para ilustrar "teorias de
gauge" em mgcanica classica. Para melhor compreender es-
tes exemplos fazemos uma analise formal de alguns aspec -

tos das teorias de gauge.



iii
INTRODUGAQ

Este trabalho trata de alguns aspectos da formu-

lagdao hamiltoniana de Dirac™ '’

para sistemas em que a la-
i Tii-. . . .
grangeana L (g ,q )e singular. Nestes sistemas as velocida-
‘i ~ .
des g nao podem ser expressas univocamente em termos das
- i
coordenadas canconicas g e dos momentos Py - Istec se deve
a existéncia de relagoes entre as coordenadas € momentos ,
denominadas de vinculos primarios. Este tipo de sistema o-
corre com bastante frequencia na natureza. Como exemplos

deles citamos o campo eletromagnético, o campo gravita -

cional e a particula livre relativistica.

Consideremos um sistema fisico com um certo n-
mero de vinculos primirios., Para consisténcia da teoria de
ve-se requerer a preservagdo destes vinculos, o que con-
duz a um sistema de equagtes lineares nJo-homog&neo onde  as
incognitas sdo os multiplicadores de Lagrange. Este siste
ma pode levar a tr8s situagdes: pode-se reduzir a  rela -
¢Bes entre as coordenadas e momentos independentes dos mul
tiplicadores, denominadas de vinculos secunddrios; ou im-
por restrigdes sobre estes multiplicadores de Lagrange; ou
ainda se reduzir a identidades. A possibilidade do siste-
ma de equacoes ser insolavel & descartada, supOe-se sempre
gue tal situagﬁo nao ocorra porque isto significaria que

o~ e . . . 1
as equagOes de Euler-Lagrange seriam inconsistentes.

Suponhamos que o sistema de equagces conduz a um
certo nimero de vinculos secundirics. Entdo sobre estes
vinculos deve-se impor a condicdo de consisténcia e o

processo deve ser repetido até que todos os vinculos se-
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cundarios sejam obtides. Admitindo que ja foi encontrado
todos os vinculos secundarios do sistema, vamos requerer
agora que todos os vinculos conjuntamente (primarios e
secundarios) sejam preservados no tempo. Isto novamente
nos conduz a um sistema de equagoes onde as incognitas sao
os multiplicadores de Lagrange. Este sistema & resolvido
na regiao T, definida por todeos os vinculos do sistema.Na
sua solucao geral aparecera algumas funcoes arbitrarias do
tempo. Este fato faz com que as variaveis candnicas, atra
vés das solugoes das equagoes de Hamilton, dependam des -

tas fungoes arbitrarias.

0 que descrevemos nos dois Gltimos paragrafos &
- . P . . 1,4
a analise das condigoes de consistencia feita por Dirac™'.
NOs neste trabalho, com a f£inalidade de encontrar a solu-
~ . -~ . ~ -
cao do sistema de equagoes associado a preservagao dos vin

culos primarios, conseguimos obter uma nova maneira de ana

lisar as condigoes de consisténcia.

A distingdo entre vinculos primdrios e secunda -
rios & de pouca importdncia na forma final do esquema ha-
miltoniano. Uma outra classificagao de vinculos ou, mais
geralmente, de fungoes definidas no espago de fase, desem-
penha um papel mais importante. Tal classificagdo & a de
fungdes de primeira e segunda classe. Uma fungao F(q,p) &
denominada de primeira classe se seus colchetes de Poisson
com todos os vinculos se anulam sobre I' e & de sequnda clas
se se existe pelo menos um vinculo tal que seu colchete de

Poisson com F nd3o se anula nesta regiao.



0 aparecimento de fungdes arbitrarias na teoria,
implica na existéncia de mais de um conjunto de variaveis
candnicas correspondendo a um mesmo estado fisico do sis -
tema num dado tempo t. Estes conjuntos de variaveis canéng
cas correspondendo a um mesmo estado fisico estao relacio
nados por transformag¢des de gauge. Diracl provou gue os
vinculos primarios de primeira classe sao geradores des -
tas transformagoes. Os vinculos secundarios de primeira
classe, Dirac conjecturou que eles sao também geradores de

transformagoes de gauge.

A definigcaoc de quantidades de primeira classe

nos mostra que elas formam uma algebra e levam pontos de

' em T. A esta algebra temos associade o grupe das trans
formagdes infinitesimais em T[. Uma transformagao infinite

simal em ' & gerada por algum elemento infinitesimal des-

ta algebra. Requerendo que esta transformagao seja de gau-

ge, nos leva no capitulo II a obter os elementos da alge-

bra que geram estas transformagaes. Conseguimos entaoc uma

outra maneira de encontrar os geradores de transformagoes

de gauge desta teoria.

Como ja vimos anteriormente, as variaveis dinami
cas dependem de fung¢des arbitrarias do tempo. As variaveis
que sac "fisicamente significativas" nao devem depender
destas fun¢des. A estas variavels estd reservada uma sub-
regiao do espago de fase mais restrita ainda que a regiao
' . E esta a regiao onde ocorre o movimento do sistema sem
nenhuma liberdade de gauge. Para determinar esta regiao &
necessario introduzir na teoria condigoes suplementares de

nominadas de condigoes de gauge1'4’9. Neste trabalho por
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um procedimento completamente diferente ac que se conhece,

fazemos um estudo bem detalhado destas variiveis.

Como exemplo de teoria de gauge em mecidnica clég
sica, apresentamos no capitulo III dois sistemas fisicos
com propriedades analogas as que se conhece na teoria dos
campos de dJauge. Com a finalidade de melhor compreender o©
exemplo de fixacgao de gauge em mecanica classica, apresen-
tamos no capitulo VI um apanhado geral sobre o gque se co-

nhece da teoria dos campos de gauge nos gauges mais usuais.



CAPITULO I

VINCULOS SECUNDARIOS E RESTRICOES NOS
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

I.1 - INTRODUGCAO A MECANICA DE DIRAC

Consideremos um sistema fisico com N graus de 1i
berdade cuja lagrangeana L(q,d) nao dependa explicitamente
do tempo. Estamos denotando por q o conjunto das N coordena
das generalizadas e por ¢ = dg/dt. o conjunto das N veloci
dades generalizadas. Admitiremos sempre que a lagrangeana
L{g,g) & tal gue as equacgoes de Euler-Lagrange nao envolvem

. . - . 1
inconsistéencias !2

Usando a definigdo dos momentos candnicos

3q
vamos construir a matriz
321, 9P,
ool sl e
3¢ ag? cli

denominada de matriz Hessiana associada com o sistema.

Se o determinante de W ¢ diferente de zero, todas

i

as velocidades q~ podem ser obtidas em termos das coordena

das e momentos. Quando W & singular, isto &, tem determinan
. 1~ .
te nulo, as velocidades § nao podem ser expressas univoca-

mente em termos das coordenadas e momentos. Portanto, devem

existir relagoes entre as coordenadas e momentos



¢m(qrp) =0 ’ m=1.,..M<N (I-1.3)
que sao consequéncias apenas da definicao dos momentos. As
funcoes ¢, (d,P), que se supoe independentes entre si, . :.sao

denominadas de vinculos primarios.
A Hamiltoniana canonica definida por
- Lig,q) (I-1.4)

tem a propriedade de depender somente das coordenadas € mo

mentos. Isto pode ser visto por notar que a variagao

sH,= 4" sp, - (=F) 8¢ (1-1.5)

. ~ i . ~
envolve somente as variacoes &g e 6pi, ags quais estao

sujeitas as condicoes (I-1.3).

Utilizando-se a técnica de multiplicadores de ILa
grange as equagaes de movimento podem ser obtidas impondo-

-se que a integral de agao

t'2
i m
= 1 - ) (1-1.
S (piq H-u ¢ At (I-1.6)
t,
seja estacionaria, isto &, 88 = 0. Em (I-1.6) as N coordena

. . m
das, os N momentos e os m multiplicadores de Lagrange u ,

sao variados independentemente. Calculando-se §S = 0 com as



condigoes
SqT(t,) =0 , &g (t,) =0 (I-1.7)

obtem-se as equagoes de movimento:

. 3¢
.1 oH m m
gt = = + u (I-1.8a)
9P, op;
3¢
p, = - & _ o _m (I-1.8b)
I3 1 L
g og

Fica claro de (I-1.6) gue a substituicao
Hg H_+ N"(q,p) ¢, + onde N"(q,p) s3o funcoes arbitrarias,
tem como resultado apenas uma redefinigao dos multiplicado-

res de Lagrange e nao afeta a teoria. Isto significa que a

Hamliltoniana (I-1.4) n3ao & univocamente determinada.

O colchete de Poisson para duas fungoes F e G que

dependam somente das coordenadas e momentos &€ definido por

(F,G} = BF‘ 9G _ JF BG‘ (I-1.9)
1 i
ag api Bpi ag

e possui as seguintes propriedades

{F,c} = - {G,F} (I-1.10a)
{f + G,H} = {¥,H} + {G,H} (I-1.1Cb)
{FG,u} = % {¢,q} + {F,H} G (I-1.10c)

{¢, {G,u}}+ {G, {u,r}} + {H,{F,G}} =20 (1-1.104)



Utilizandc as equagoes (I-1.9), (I-1.8a)e (I-1.8b),
podemos escrever a equagac de movimento para qualquer varid

vel dinamica F(q,p) da seguinte forma
iF, ¢m} (I-1.11)

. - m .

Em virtude de u poder depender de velocidade ge
neralizadas, o seu colchete de Poisson com gualguer fungio
das coordenadas e momentos naoc & definido. Se introduzirmos

¢ sinal de igualdade fraca nas equagoes de vinculos
"
6. (@,p) v O (I-1.12)
para significar que estas s& serac usadas depois de se cal

cular todos os colchetes de Poisson, podemos escrever a

equagac de movimento (I-1.11) sob a forma

F A {r H,} (I-1.13)

onde -
HT = HC + u ¢m (I-1.14)
HT € denominada Hamiltoniana total. Observe que devido a

(I.1.12) as gquantidades

{(F, u™} ¢ h (I-1.15)

que aparecem em (I-1.13) sac fracamente nulas.



1.2 - ANALISE DAS CONDICOES DE CONSISTENCIA

Os vinculos primarios s ¥ 0, i=1...M, definem
uma regiac ['; no espago de fase onde ocorre o movimento do
sistema. Por consisténcia da teoria, devemos impor as condi
cOes $i ¥ 0, que garantem que Fl seja preservada durante a
evolugao dinamica do sistema. As equagoOes de movimento

(I-1.11) ou (I~1.13) daoc origem as M condigOes de consistén

cia:
{6, HY + (6, ¢, tu” & 0 i, k=l...M (I-2.1)

Tratemos (I-2.1) como um sistema de equagoes line

~ - ~ h - , ~ ,
ares naco-homogeneo, no gual as fungoes u sao incognitas.

Se a matriz ¢ = ||{¢,,¢.}|{for ndo singular sobre
I, isto &,det @ ¥ 0, o sistema (I-2.1) possui solugao e es
ta & (inica. Seja a matriz C = ||Clk|| a inversa de ¢. Entao

i a, ik
u v -C {¢k'Hc} (1I-2.2)

e a equagao de movimento para uma variavel dinamica g é:

: ik \
g% {g,H } - {g,0;} € {4, ,H} (I~2.3)

vVamos agora analisar a situagac em que ¢ & singu

lar, com posto M) < M bem definido sobre T, .



O sistema linear homogéneo associado com (I-2.1)
i
{opr9,} wm R0 (I-2.4)

possui em ', (M - M) solugdes linearmente independentes que

serao denotadas por hl(z), i =1...M; £ = 1...M-M]

O sistema linear homogéneo transposto associado

com (I-2.1} definido por3

i
possui também em T, (M~M}) solugOes linearmente indepen -
derites
H k(q) k=1...M; £ =1,..M-M!
(9) ’p r . s w I . " » 1

A condicdo necessiria e suficiente para que (I-2.1)

(QI) ' k' C : :

Se (I-2.6) for identicamente satisfeita sobre T,
a solugao geral de (I-2.1) nesta regiao é&:

i

R’ vi(q,p) + h(z)(q,p) vl(t) (1-2.7}

onde Vi(qu) & uma solugdo particular de (I-2.1) e
hig)(qrp) vz(t) € a solugao geral de (I-2.4). Nas solugoes

das equagoOes de movimento aparecerao (M-M') fungoes arbitra



. 2
rias v {t}).

Come o sistema (I-2.1) & consistente no casc em
que existam equagoes em (I-2.6) qgue nao sejam identicamente sa
fisfeitas sobre T,, s0 sera possivel encontrar solugdes do
sistema se estas equagOes se reduzirem a L'(L' < M-M}) equa
¢oes de vincules X (4.p) ¥ 0. Estes serac supostos indepen
dentes entre si e dos vinculos primarios. Estes novos vin-
culos obtidos e tedos os cutres gque eventualmente surgem do
processe de consisténcia, serac denominados de vinculos se
cundariocs. Notemos gue, para se obter os vincules secunda-
rios, faz-se uso das equagoes de movimento, engquanto que o0s
vinculos primarics sac consequéncias apenas da definicdo dos
momentos (I-1.1). O movimento do sistema ocorrera entao,
em uma regiac I', do espago de fase mais restrita que I', de

finida pelos vinculos:
¢;(q,p) ¥ 0O , i=1...M (I-2.8a)
Xy (drp) N0, 2' = 1...L' <(M-M]) (I-2.8b)

Como a regiao I', tem dimensao mencr do que I',, po
de acontecer do posto de ¢ em T', ser menor do que em I';.Nes
te caso, o nlmero de solugoes linearmente independentes de
(I-2.5) e o nimerc de equagoes em {I-2.6) & malocr, possi -
bilitande o© surgimento de mais vinculos secundarios
que,junto aos dados por (I-2.8), passam a definir a regiac

T restringindo ainda mais a regiao dc espago de fase onde

31‘

ocorre © movimento do sistema.



Devemos novamente recalcular o posto de ¢ em T,
e 5e este for menor do que em r,, o namerc de equagaes em
(I-2.6) sera ainda maior, © gue possibilitarid o aparecimen-
to de mais vinculos secundirios. Este procedimento deve ser
continuado e b teremos obtido todos os vinculos secundarios
do processo de consistencia dos ¢i Ry 0, guando a situagao

for a seguinte: na regiao & definida pelos vinculos

¢, (a,p) ¥ 0 , 1= 1...M (I-2.9a)

X (q,p) ¥0 , & =1...L< (M-M,) (1-2.9b)
L
o posto M, de ¢ deve ser tal que as (M-M,) equagdes

k - . g _ ~
Higy (ap) {¢p,H 1 %0, k=l...M; 9= 1...MM (I-2.10)

sejam identicamente satisfeltas.
Na regiao I, o sistema (I-2.1) tem como solugao:

ui A vi(q,p)+hi(m) (q,p)vm , i=1...M; m=1...M~M, (1-2.11)

onde Vl(q,p) & uma solugdo particular de (I-2.1) e h?m)vm
& a solugao geral de (I-2.4) nesta regiao. As fungées v

sao arbitrarias e podem depender das velocidades generaliza

das.

Devemos requerer que os L vinculos secundarios

Xg(q,p) ¥ 0 sejam preservados no tempo, isto é,ﬁg(q,p) Y 0.



As equagdes de movimento (I-1.13) originam entao, as L con

digdes de consisténcia

%y " {x,r Hy + ul¢i} AT (I-2.12)

Usando a equagao (I-2.11) estas condigoes podem ser escri-

tas na forma:
{xg Hy + Vi g, oyt F b, v N0 (I-2.13)
onde

= 1’ . = - - i =
Vo = oo 03 By ¢ AL D<o MM el oMy dsl.L M
(I-2.14)

Como (I-2.11) & valida na regiado I, o sistema de  equagoes
lineares nao-homogéneo (I-2.13), no gqual as fungoes v s3o

tratadas como incdgnitas, deve ser resolvido nesta regiao.

A matriz y = l|wmn|1 & singular, como pode ser
observado de (I-2.14). Suponhamos que o posto de | em L é

M} < M-M,. O sistema linear homogeneo associado com (I-2.13)
vt R0 (I-2.15a)

possui em T, [M-(M;+M})] solugdes linearmente independentes,
que denoctaremos gm(n)(q,p), m=1...M-M,, n=1...[M-(M;+M})] ,

e o sistema linear homogéneo transposto

ro (I-2-15Db)
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possui também em I (L-M!) solugdes linearmente independen

g

1
(ry P2 =1Ly T =100 - )

tes que denotarmos G

A condicao necessiria e suficiente para que o sis

tema (I-2.13) seja compativel é&:
Gt (g,p){x, ,H_ + vi¢ TR 0 (I~-2.16)
(r) "7’ L' ¢ i ’ :

Se a equagdo acima for identicamente satisfeita soBre I,

o procedimento para se obter vinculos secundidrios se encer

-~

ra, e ficamos com o conjunto de vinculos dados por (I-2.9).

A solucao geral de (I-2,13) em I &

v o= Wh(g,p) + gv(n) (q,p)w"(t) (I-2.17)
onde W(gq,p) & uma solucao particular de (I-2.13) e &nhﬂwﬁ(ﬂ
é a solugdo geral de (I-2.15a). As funcdes w' (t) sio

[M-(M,+M!)] funcles arbitrdrias do tempo.

Substituindo (I-2.17) em (I-2.11) obtem-se que na

regiao &,
ut TP oy @RIW (8, 1=l n=l... M-(440G)  (1-2.18)
onde

Yi(q,p)= Vi(q,p)+ h%m)(q,p)wm(q,p) (I-2.19%a)

i R I -
y(n)(q,p)— h(m)(q,p) g(n)(q,p) . (I-2.19b)
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Se (I-2.16) nao for identicamente satisfeita so
bre I, existem novos vinculos secundarios Xg (@p) %0 ,
s =1...5 < [(M—(M1+M£)] gue unidos com os vinculos dados
por (I-2.9), passam a definir a regiao L., mais restrita que
L. Devemos recalcular o posto de Y na regiao L, e repetir o

mesmo procedimento gque fizemos para achar os vinculos secun

darios do processo de consistéencia dos ¢

Suponha gque do processo de consisténcia dos

X, (g,p) ~ 0 tenhamos obtido K, K < M-(M +M), vinculos se

cundarios X (g,p) & 0. Entao na regiac A, onde o posto de

k
Y & M,, definida pelos vinculos

¢ (a,p) X 0 , i=l...M (I-2.20a)
Xo(@,p) © 0, 2=l...%L (I-2.20b)
Xy (a,p) ~ 0, k=l...K (I-2.20c)

a condigao (I-2.16) & identicamente satisfeita e a solugao

de (I-2.13) nesta regiao é&:

VYW, (@2t meloMM r=l...M-(MHM)  (I-2.21)

(r)

onde Wm(q,p) & uma solugﬁo particular de (I-2.13) e

gm(r)(q,p)zr & a solugao geral de (I-2.15a) em A.

Substituindo {(I-2.21) em (I-2.11l), obtem-se que

ot = Y'i(q,p)+y'i( (q,p) 2t (I-2.22)

r)
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onde

v q,p) = Vi (@,p) 4t ) (@, p) W (g, p) (1-2.23a)

y'i(r)(q.p) = hi(m)(q,p)gm(r)(q,p) (1-2.23b)

Observemos que a exXpressao para ul em (I-2.11) & valida tan
to na regidao £ como na regido A. Como v em (I-2.21) & vali
da somente na regiao A, segue que (I-2.22) & valida nesta re
giao.

Devemos regquerer agora dque os vinculos xkkLpVBO
em (I-2.20c) sejam preservados no tempo, e se dai novos vinculos se
cundarios forem obtidos,devemos requerer que estes sejam tam
bém preservados no tempo. Este processo de consisténcia de
ve ser continuado até que tenhamos obtido todos os vinculos
do sistema. Podemos concluir, em vista das equacgoes (I-2,7)
e (I-2.8), gue os multiplicadores de Lagrange ui na sub-re-
gidao do espag¢o de fase definida por todos os vinculos serdo
da forma
(q,p)vk(t) (I-2.24)

i A i i
U +C

onde os coeficientes vk(t} sao fungles arbitrarias do tempo.

A Hamiltoniana total do sistema, com (I-2.24), po

de ser escrita como

H, = H U g+t (k)qbivk(t) = H0+5kvk(t) (I-2.25)



onde

13

(I~-2.26)

(I1-2.27)
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CAPITULO IX

GERADORES DE TRANSFORMACOES DE GAUCE

II.1 - OBTENCAQO DOS GERADORES

Em vista da distingao entre vinculos primirios e
secundarios ser de pouca importancia na forma final do es-
dquema Hamiltoniano, denotaremos por Gi A0, i=l...m, o con
junto de todos os vinculos do sistema e por T a subregiao

do espaco de fase definida por eles.

Uma outra classificacao dos vinculos,ou mais ge-
ralmente, de fungoes definidas no espago de fase, desempe-
nha um papel mais importante. Tal classificagao & a de fun
gcoes de primeira e segunda classe. Uma fungdo F(g,p) & deno
minada de 12 classe se o seu colchete de Poisson com todos

os vinculos se anulam sobre [, isto &;

i=l...m (II—-1.1)

=
al
o
oc
o

-

e F(q,p) & de 2% classe se existe pelo mencs mn\ﬁbculo(%_tal

gque seu colchete de Poisson com F nac se anula sobre

T.

Uma propriedade importante desta classificacao &
que o colchete de Poisson de duas fungoes de 12 classe é
uma funcao de 12 classel’4. Para a demonstragac desta pro

priedade deve ser levado em conta que uma fungao nula scbre

I' & fortemente igual a alguma combinacgao linear dos vincu-

los G..
i
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Como uma primeira utilizagao dJdestes conceitos,ob
servemos que H_ e Ek definidos pelas egquagdes (I-2.26) e
(I-2.27), respectivamente, sio fungdes de 12 classel’4. As
fungdes Ek sao obtidas através de combinagdes lineares dos

vinculos primarios ¢, de modo que sao também vinculos prima

rios,.

Dado o conjunto inicial de variaveis candnicas
(qo,po) no instante to’ o estado fisico do sistema naquele
instante fica definido. O que se espera & que as equagdes
de movimento determinem o estado fisico:do sistema em ins -
tantes posteriores, mas o aparecimento de fungdes arbitra -
rias nas solugoes das equagOes de movimento implica na exis
téncia de mais de um conjunto de variaveis candnicas corres

pondendo ao mesmo estado fisico num dado tempo t.

Para cada escolha do conjunto das k fungdes arbi-
trarias, esta associado em I' uma curva extremal partindo
do ponto (qo,po). Suponhamos que & feita a escolha u?(t)
para as fungoes arbitrarias W (t). Se F,=F{q,,p,) € o valor
de uma variavel dinamica em t = 0, o valor de F num instan
te §t & obtido por uma transformagac candnica infinitesimal

gerada pela Hamiltoniana total

_ ko = _
HT = HO + Ll(t) ¢k (I1-1.2)

Entao

r k _
Fist)= chat{F,Hf} =$hﬁ6t[{ F,HO} +u1(t){F,¢k}} (T1x-1.3)
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Para uma outra escolha uf(t),.o valor de F no ins

tante §t &
F’(6t)=FO+6t[{F,HO}+uf(t){F,Ek}] (IT-1.4)

Subtraindo (II-1.3) de (ITI-1.4) temse que

6F(6t)=6t(u? - uf){F, Ek = ek{F,Ek} (II-1.5)
onde
f = se® - W (T1-1.6)

Em particular para as vari&veis candnicas, (II-1.5)

reduz-se a

ek{ql,Ek} (IT-1.7a)

=2
o]
Il

ek{pi,¢k} (IT-1.7b)

(=]
e
=-
I

Estas equagdes nos mostram que os vinculos primdrios de 12 classe
¢, geram transformagdes que ndo alteram o estado fisico do
sistema. Na terminologia usada nas Teorias dos Campos de
Gauge, diz-se que os vinculos primdrios de 12 classe sao ge

radores de transformagoes de gauge.

1,4 I - .

Pode-se mostrar que {¢k' ¢kJ e {¢k, HO} sao
também geradores de transformacgoes de gauge. Como Ek sao
vinculos de 1% classe e H, & uma quantidade de 12 classe,se

gue que {Ek' ak'} e {Ek,HO} sdo quantidades nulas sobre T,
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de modo que podem Ser expressas como combinacOes lineares
dos vinculos G; . Nestas combinacoes devem aparecer somente
os vinculos G; dque sao de 12 classe, porgue {¢k,$k,} e
{Ek,HO }, sac guantidades de 12 classe. No entanto, nao ha
nenhuma razac para se esperar que tais combinacdes lineares
contenham apenas os vinculos primarios de 12 classe. Destas
consideragoes nao parece ser possivel provar que qualquer

vinculo secundario de 12 classe & um gerador de transforma
¢oes de gauge. DiracT conjecturou que os vinculos secunda-
rios de 1% classe sio também geradores de transformactes de
gauge. Observemos no entanto que, em teorias invariantes por
reparametrizagao ¢ + £(g), os vinculos de 12 classe associ
ados com reparametrizacac nao podem ser interpretados como
geradores de transformacoes de gauge, mas sim como gerado -

~ e ) 4
res de evolugao dinamica do sistema’.

0 movimento gerado pela Hamiltoniana total Ho ad
mite apenas as transformacoes de gauge geradas pelos vincu-
los primarios de 12 classe. Para se obter o movimento mais
geral fisicamente admissivel, devemos adicionar a Hj os vin
culos secundarios de 12 classe Ei, multiplicados pelas fun

cdes arbitrarias u'' (t). A funcio de 12 classe obtida desta

maneira tem a forma

ey 9! (TT-1.8)
e & dencominada Hamiltoniana estendida.

Consideremos os vinculos G',G

! ...Gﬁ, obtidos do
1 2

conjunto de vinculos G,, G,.-.G por meioc da transformagao

linear nao singular
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Gi =A,, G , 1,80 0=1...m (IT-1.9)

Pode ser mostrado gque Se O posto da matriz
|]{Gi, Gj}||em I & r, existira em {(II-1.9) m - r combina-
gaes lineares gue sao de lé classe. De fato, como o posto
da matriz |J{Gi , Gj}[l & r, ela tem r linhas
gue sao linearmente independentes, e se estas sao denotadas

por m-r+l, m-r+2,...,m, as outras m-r linhas podem ser ex-

pressas na forma:

G .} ' (II~1.10)
i=1l...m-r; k=1...m; ¢=m-r+l; m-r+2,...,m
A0 reescrevermos (II-1.10) na forma
{Gy = C (G .G} ¥ 0 (TT-1.11)
podemos notar gue a guantidade

(IT-1.12)

2]
I
[
{
O
2

- a
e de 1- classe, e por ser nula sobre I' , pode ser expressa

como combinagaoc linear dos vinculos G, Gz....Gm, ou melhor

G, = cik Gk {(IT-1.13)

Mostramos entdo, gque em (II-1.9), as primeiras {(m-r) combi

~ . = a - =
nagoes lineares sao de 1- classe se os coeficientes sao es
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colhidos de acordo com (II-1.13). Os demais coeficientes em
(IT-1.9) podem ainda ser escolhidos de tal modo que fique
mos com o conjunto completo de vinculos independentes

G,, G

/G

SRR A S TR Toda quantidade nula sobre T,

sera expressa como combinagao linear destes vinculos. Se F

a ‘e - .
e de 1- classe e nula sobre ', pode-se verificar facilmente

Jue
F=a, G. , i=l...m—-x {(I1-1.14)

Como o colchete de Poisson de duas quantidades de
12 classe & uma quantidade de 12 classe, segue imediatamen-
te gue {Ei, Ej} e {Ei, HO} sdo de 12 classe nulas sobre T e,

de acordo com (II-1.14) podem ser expressas na forma

— _k — ~
{Gi, Gj} = Cij(q,p) Gy (ITI-~1.15a)
— . — _
(G, H,} = c/(a,p) G, (II-1.15b)
Estas equagdes, (II-1.15a) e (II-1.15b), nos garantem que o

conjunto de todas as quantidades de 12 classe, o gual sera
denotado poig), & uma dlgebra. Os vinculos de 12 classe

G

1,....Gm_r e HO formam uma base paragg, de modo gue uma quan

tidade nao nula sobre I deve ser expressa como a soma de uma

quantidade nula sobre ' e a guantidade A(t)H,.

A . e -

Os vinculos de 1< classe (primidrios e secundarios),
como pode ser observado de sua definigio,geram transforma -
¢oes infinitesimais que levampontos de I' em pontos de I'. Como  Ja

demoscpmj%) gera este tipo de transformagao, podemos dizer
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que o0s elementos de g sdo geradores de transformagoes infini
tesimais que levam pontos de I em pontos de ['. Quando 0s
coeficientes C?j(q,p) e Ci(q,p) nas equacgoes (II-1.15) s30
constantes,é} & uma algebra de Lie, a qual esta ascsociado o

grupo G das transformacoes infinitesimais de I' em I'.

Os elementos de(ﬁ que gerarem uma mesma transfor—
macao serao considerados equivalentes. Vamos agora mostrar
que a condicao necessaria e suficiente para que isto aconte-
ca & que tals elementos e suas derivadas parciais em rela -
géo as variaveis candnicas sejam iguais sobre I'. Suponhamos
que £ e g sao dois elementos infinitesimais deéi . Entao pa

ra uma varidvel dinamica F({g,p) tem-se

¢ 3f _ 3F Bf

S'F ~ (F,f} = <&, . (II-1.16a)
Sqep ap, aq
+ i i

§'F v {F,g} = 35193 - & Eg-i (II~1.16b)
3qg Bpi Bpiaq

Subtraindo (II-1.1l6a) de (II-1.16b) e requerendo que f e g
gerem uma mesma transformagao, nos leva a obter a seguinte

equagao

F af aF of 3 Wy
(F,£-g) = 2 - 29 ) - ( T gi)“ 0
aq ap. Bpi Bpi 3gq 3g

(IT-1.17)

donde conclui-se due

£frg (II-1.18a)



Neste caso diz-se que f é fortemente igual a q.
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{IT-1.18b)

Admitindoe

que as equagOes acima s3o validas, podemos ver imediatamen-

te de (II-1.l6a) e (II-1.16b) que f e g geram uma nmesma trans

formacao, isto &, §'F = §"F.

Vamos denotar

q' (&) ]
& ()
p, (t) (II-1.19)
Py (t)

o estado fisico do sistema no tempo t, que evoluiu de um es

tado inicial

no tempo t,. Introduzimos [u] em ni(t, O,[u]) para
que © valor das coordenadas e momentos depende da

das func¢oes arbitrarias.

1
q- (to)
N (t)
(IT-1.20)
P (t,)
Py (to)
indicar
escolha
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Suponhamos que & feita uma certa escolha [u] para
o conjunto das fungoes arbitrarias em (I-2.24). Temos ent3o

que n(t,no,[u]) satisfaz a equagic de movimento

ggn(t.no,[uj)= {n,H,[u]} =

n=n(t,n_, [u])

- i—-‘
{n,HO+ w9l

n=n(t,n, {u]) (IT-1.21)

onde assumimos que a evolugao do sistema & gerada pe
la Hamiltoniana total definida em (I-2.25). A solugcao de
(IT-1.21) num certo tempo t pode ser obtida a partir de n,
por aplicacao de sucessivas transformagaes candnicas infini
tesimais geradas pela Hamiltoniana Hj[u] . Como HT[uJ nao
tem dependéncia explicita no tempo, este conjunto de trans
formagoes constitui um subgrupo uni-paramétrico de G descri
to por n(t,n_,[u]). Consideremos agora a solugdo da equagdo
de movimento para a escolha [U] = [u + Su] das fungbes ar
bitrarias

%En(t,no,[u+6u])= {n,HT[u+6u]}

n=n(t,no,[u+6u1)

= {n,Hu] + su" )

n=n(tqno,[u+6u]} (IT-1.22)
onde n(t,no,[u+6up descreve cutro subgrupo uni—paramétrico
de G. Para um mesmo valor de t, deve—-se ter

n (t,no ’ [u+611:| ) =n (trno ’ [uJ )+ {n'zt} (IT-1.23)

n=n(t,n [ul)
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onde = B(E)H_ + ai(q,p,t)E. (II-1.24)

Zt i

& um elemento infinitesimal da algebra definida por
(II-1.15a) e (II-1.15b). O coeficiente B s0 deve depender
do tempo, porgue H_ é o gerador da evolugao dindmica do siste-

ma.

Denotemos por C e C', respectivamente, as trajeté
rias no espago de fase associadas com as solugdes das equa-
goes de movimento (II-1.21) e (II41.22), que partem do mes
mo estado inicial. Nestas condicoes C e C' sao fisicamente
equivalentes e devem,portanto,se relacionar por uma trans-—
formagao de gauge como em (II-1.23). Vamos procurar as con
digoes que os coeficientes B e oy devem satisfazer para que,
num dado tempo t, I, dado por (II-1.24) seja o gerador des

ta transformagiao. Observemos que as condigoes iniciais nao

devem ser afetadas pela transformagao.

Devemos regquerer entao que

n o= nlt,n,, [urdu]) =nt,n_, [u]) + {n,eH +0;C}

n =n(t,n_, [u])

(II~21.25)

sob as condigoes
B(to) =0 (II-1.26a)
a,(q,p,t) =0 (II-1.26b)

seja solucao da eguacgao (II-1.22). Calculando a derivada
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temporal total em ambos os lados da edquagao (I1-1.25)

obtem-se que

N = {(n,8,[u]} - ({8H_+o G, },H [u]} -

~{{u,[u], n}, BH +a.G,} +{ -diﬁ-H+?Ej-'E})
VEp LBy RFe BRESTEG BT TG ST 3 Ui

Usando a identidade de Jacobi e as demais propriedades dos
colchetes de Poisson dadas pelas equagoes (I-1.10a - I-1.104),
a (II-1.27) pode ser escrita sob a forma

A - (n,m.[u]}+ {in,H.[a]},BH +a, G, }
dt ( A A e A e Tt H

n=nt,n_, [ul)
da,
as 1 =
* ({”' ar Hot tBH . Hp[ull g Gt ooy @, 4y [u])

n=n (e, [u])

(IT-1.28)

Observando gue o 19 termo entre parenteses nha equagao acima
& o valor de {n,Hj[u]} calculado sobre a trajetdria cujo va
lor das fungdes arbitridrias & [u + du],e fazendom > 7 mno se
gundo termo, com um erro infinitesimal de ordem supe

rior, tem-se finalmente gque

do.
) as i = _
- ({n,HT [u] +3% H* {8H, Hy [u] 1+ gg= Gy +a, (G, Hp[u] })

n=n

=L

(II-1.29)



25

De (II-1.29) obtemos que a condigdo para n em (II-1.25) ser

solugao da equagao de movimento (II-1.22) & que

as day -
3o B, + {BHO,HT[u]} g 6yt ai{Gi,HT[U]}

seja expresso como uma combinacao linear dos ¢i,isto e:

do :
dB - i = - ' _ i—
3¢ B, + (B8H_,H,[u]} + T Gi+ai{Gi,HT[u]} = du'g,
(IT-1.30)
Observemos que em (II-1.30) $i sao vinculos primarios de

a = ~ . a s e
1- classe e Gi sac vinculos de 1= classe primarios ou secun

darios.

Como Ho e os vinculos primarios de 12 classe Ei
saoc quantidades linearmente independentes segue de (II-1.30)

e (II-1.26a) que

B(t) =0 (II-1.31)

Entao o gerador de transformacdo de gauge € da forma

L, = a.G. (II-1.32)

onde as fungdes a; sao tais que

dao .

i = = _ i _
g~ Cy+a, (G, HyJul} = suTo, (II-1.33)
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Afim de facilitar os calculos os vinculos de 12

classe él, Gz' I Gm—r definidos em (II-1.13) ser3dao eg -

colhidos de tal modo que alguns destes sejam os proprios ¢i.
Neste caso podemos distinguir os primarios dos secundiarios

de 12 classe, os quais serao denctados por wk. Com esta se-
paragdo entre os vinculos de 12 classe, o gerador de trans-

formagac de gauge, equagido (II-1.32), se escreve:
Zt = @kwk + €i¢i (IT-1.34)

e de acordo com (II-1.33) os ceoeficientes wk =) Ei devem sa-

tisfazer a equacao

dwk d i = . - . i
Tt Y g %t CklVeHpluld o+ ey (0 A Tl k= s 21
(I1-1.35a)
Esta expressao pode ainda ser escrita como
dwk dei _ i - o
F I,Uk + a—t—' (bl + (ﬂk{wk,Ho} + U)kU. {I.Uk, ¢l} +Ei{¢i,Ho}
k _ i=
+ Eu {¢i, @k} = Su oy
(IT-1.35b)

As quantidades{wk,Ho} e {$i’Ho}’ pelas condigoes
de consisténcia,sac vinculos secundarios e portanto podem

sSer eXpressas como

o, b = ar v, (II-1.36a)

fo,,H = B' 0y (IT-1.36b)
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Usando as equagoes (II-1.36) e o fato due {51,5i} & escri-
to como uma combinagac linear dos vinculos 51, a equagao

(II-1.35b) pode ser colocada na forma

== U 4O AT e E.BY Ve wut iy B b =

dt k k k

(Combinagao Linear dos 51).

(IT-1.37)

Se na expressao acima o termo {wk’¢i} contiver alguma com -
binagao linear dos vinculos secundarios Wk, w, dependera
das funcdes arbitrarias u®. Neste caso o gerador Zt nao
transforma todas as trajetdrias admissiveis em trajetdorias

admissiveis ao sistema. NOs desprezaremos este termo, por

que nos casos de interesse ele & fortemente nulo.

Agora como os vinculos ¥y sao independentes dos
vinculos $i' ou melhor, como nenhuma combinagao linear dos
vineculos secundarios pode resultar em um vinculo primario ,
segue da equacac (II-1.37)que o gerador Zt & da forma

Zt = wolb, + €i¢i (II-1.34)

onde W, e Ei satisfazem as equagoes

duw,
. {3 1 1 =
e + kA k'Q‘ + E:iB lQ' 0

(II-1.38)
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Observe que se tiveéssemos assumido em (II-1.21) e (ITI-1.22)
que a evolugao dinamica do sistema fosse gerada pela hamil
toniana estendida, nao seria possivel obter as equacgoes da

forma como dadas em (ITI-1.35).

II-2 ~ APLICACAO: CALCULO DO GERADOR DE TRANSFORMACKO DE
GAUGE PARA A INTERAGCAO DO CAMPO  ESCA-

LAR COM O CAMPO ELETROMAGNETICO

Usaremos a seguinte convengao para a matriz asso

ciada ao tensor métrico do espago-tempo

1 0 0 0
0 -1 0 0
n = {(I1-2.1)
0 0 -1 0]
0] Q 0] -1
e denotaremos por x = {x"} r 0 =20, 1, 2, 3, as coorde -

nadas de pontos do espago-tempo. Um ponto sobre qualgquer

quantidade denotara a derivada desta com relagio a x°.

A densidade lagrangeana associada com o sistema

{02}

L = [D“¢]*[DU¢] - mi¢*e - 3 VR (IT-2.2)

onde

[DU¢]* = 3u¢* - ieAu¢*

Ii

3 % +gA o*
u¢ q u¢

(I1-2.3a)
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ﬁﬂﬁ]==3u¢'*iEAu¢=:3u¢“9Au¢ (II-2.3Db)
¥ = 39 A - 3 A (IT=-2.3c¢)

Os momentos canonicamente conjugados as coordena-

das AU , ¢ e ¢* s3o definidos por

oL

= — =F (IT-2.4a)

B gAd o
3 "

m= 2= %+ qa " (II-2.4Db)
a9
L L]

mr= 225 = 6 - qa_s (II-2.4c)
ad

Os colchetes de Poisson entre as variaveis cand-

nicas sao definidos por

(A, (x), T (x") } zaﬁ § (x-x") (II-2.5a)
{o(x) , m(x"y } = 8§(x-x") (IT-2.5b)
{o*(x), w*(x')} = &§(x-x") (II-2.5c)

A componente zero do momento candnico T € nula
como consequéncia apenas da definigdo dos momentos, de modo
gue & um vinculo primdrio e, por isto, deve ser escrita co

mo uma equagac fraca.

6 =1 N0 (II-2.6)
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A Hamiltoniana candnica do sistema se escreve

H = ]d:"x' (wufﬂi +md +rke* -L ) =

L= [d3x'[w*w + qu(¢w - ¢FTF) - ai¢* 8i¢ +

+ by (637¢% = $%370) + q*aa gpx +

1 1 1 _ij i
2 * 4 o= = ptJ - 1 -
tm®oge* + 5 T, + 5 F Fig = Bgdyr ] (II-2.7)
observe gue na expressao acima desprezamos a integral de
superficie
ds, (A Wi) I1-2.8)
i o] ( )

A Hamiltoniana total do sistema tem a forma
f
Hp = H_ + Ju(x') T (x")d3x’ (IT-2.9)

Condigao de consistencia para o vinculo primario:

é ~ 0. Entao
. i
o = 1o (x), Hpb = q(e*n* - ¢m+ 3w AN (IT-2.10)
donde se obtem o vinculo secundario
1 n
b = g(o*n* - m) + aiw o0 (Ir-2.11)

2

Condigao de consisténcia para o vinculo secunda -

rio
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¢, = 18,,Hyt = 0 (I1-2.12)

Desta expressao vemos que © processo de consistBncia se en-—

cerra. Os Unicos vinculos do sistema $,e b, g0 de 12 clas

se pois
{oy, 9,1 X0 (I1-2.13)
A Hamiltoniana estendida do sistema é
Hp = H_+ jd3x'{u(x')ﬁé(x')+v(x')[q(¢*ﬂ*—¢ﬂ)+8iﬂil}

(I1-2.14)

Vamos agora construir o gerador de transformacgao
de gauge dado por (II-1.34). Para um sistema com somente um
vinculo primdrio e um vinculo secundario de 12 classe, temrse
pelas equagdes (II-1.34), (II-1.36a-b) e (II-1.38) que
o gerador de transformagac de gauge adaptado a teoria de

campo devera ter a forma
L, = Jdax (wyte ¢) (II-2.15)
onde ¢ e w sao tais que

EEO+ WwA' + eB' = 0 (IT—-2.16)
ox

e os coeficientes A' e B' sao obtidos das relacoes
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{¢, B, = A" (II-2.17a)

{$, H} = B'Y (II-2.17b)
Como os vinculos ¢1 e ¢2 sio de 12 classe, pode-

mos escolher os coeficientes da transformagao linear de tal

modo que

$ = o =, X0 (II-2.18a)
V= 4,= 0, T RO (II-2.18b)
Ent3o tem-se que
(4, He} = La(e*m*=sm)+a a1} = 0 (11-2.1%9a)
(6, Hy} = (7, H b = q(e*mo—¢m)+d n" = §  (II-2.19b)

Comparando as equagoOes acima com as equagoes

(II-2.17a-b), obtem—se gue

A" =0 € B'= 1 (II~2.20)

e com isso, a equacgao (II-2.16) se reduz a
w = - g (II~2.21)
Usando na expressac para £, © resultado dado pela equagao

(II-2.21) , encontra-se que
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5, - Jr Exlwla(@rnr = v )+ ant] - wn} -
- [ a*x[-m_ 3% + qu(¢*mr - ¢w)]+[ a’x Bi(ﬂiw)
| (I1-2.22)
As transformacoes geradas por L, sao
saM(x) = - sMw(x) (II-2.23a)
stH(x) =0 (II-2.23b)
S (x) = - gw(x)¢ (x) (IT-2.23c)
S¢* (x) = gqw(x) ¢*(x) (IT-2.234)
S (x) = gw(x)m(x) (II-2.23e)
Sm* (x) = - gw{x)T* (x) {(IT-2.23f)

Como pode-se verificar, o ultimo termo da eqguagio
(IT-2.22) nao contribui para gerar nenhuma transformagio de
gauge sob qualquer variavel dindmica. Em vista disto pode =
mos tomar o gerador de transformacao de gauge da teoria co-
mo sendo

’
I, = J a*x[ - Waaaw +  gw(¢rm* - dm)]

(TT-2.24)

UMA NOTA SOBRE A CONJECTURA DE DIRAC:

Nao parece ser possivel provar que qualquer vin -
culo secundario de primeira classe & um gerador de transfor

magio de gauge . Dirac conjecturou gue estes vinculos sao
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geradores de transformagaco de gauge. Existem varias ra-
zdes para isto. Primeiro, a distingac entre  vinculos pri
marics e secundarics sendo baseada na lagrangeana, nao &
natural do ponto de vista hamiltonianc. Por outro lado a
classificag8o em primeira e segunda classe & baseada ape-
nas na estrutura fundamental da teoria hamiltoniana, o col
chete de Polsson. Segundo, © esquema & consistente no sen-
tido de que: (i) as transformacdes geradas pelos vinculos

de primeira classe preservam todos o0s vinculos (de primei
ra e segunda classe) e portanto transformam um estado per-
mitido do sistema em outro estado permitido e (ii) o col-

chete de Poisson de dois geradores de transformagao de

gauge & também um gerador de transformagao de gauge.

Tratando-se todos os vinculos de primeira classe
come geradores de transformagéo de gauge pode-se assegurar
gue o sistema em consideracdao tem um nimero par de coorde-
nadas candnicas independentes, cada par conjugado (qi,pi }
correspondendo a um grau de liberdade4. Existem na lite -
ratura alguns trabalhos gue lan¢gam divida sobre a conjectu
ra de Dirac, como exemplos citamos os artigos dados nas re
feréncias 5 e 6.

Observemos que na construgdo do gerador de trans
formagao de gauge Zt este foi efetivamente expresso COomo
uma combinagdo linear de todos os vinculos de 12 classe .
No entanto ao longo dos desenvolvimentos verificamos que
os coeficientes desta combinagao sao relacionados pela
equacgio diferencial (II-1.38). Observemos tambem gue o
uso da hamiltoniana total para descrever a dindmica dosis

tema nd3o impde nenhuma restrigdo sobre I -
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CAPITULO III

TRANSFORMAGCOES DE GAUGE NA MECANICA CLASSICA

ITI-1 - OS COLCHETES DE DIRAC

Os vinculos de 22 classe nio podem ser interpreta-
dos como geradores de transformagao de gauge ou, de modo ge
ral, de nenhuma transforma¢ac com significado fisico. A ra
zao & que, por definigao, a transformagao gerada por um vin
culo de 22 classe X ndo preserva os vinculos e,portanto ,nao
define uma aplicagao entre estados permitidos ao sistema.Os
vinculos de 2% classe devem entio ser eliminados da teoria

e isto & feito através dos colchetes de Diracl'defrnkkﬁ poxr:
{r,Gl* = {F,G} + {F,X} P {G,X,} (IIT-1.1)

. a - . .
onde a matriz || C B[| € a inversa da matriz formada pelos
- a .
colchetes de ppigson dos vinculos de 2- classe. O fato desta
matriz ser nao singular nos mostra que o nimero de vinculos

a L
de 2- classe de uma teoria & sempre par.

Os colchetes de Dirac satisfazem as propriedades
usuails dos colchetes de Poisson enumeradas nas equagoes

(I-1.10a-d} e mais as seguintes:
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{Xu’F}* =0 . Xu de 22 classe (ITI-1.2a)
F arbitraria
{F,c}* % {F,C} , G de 12 classe (III-1.2b)

F arbitraria

Estas propriedades seguem diretamente da de

finigao dos colchetes de Dirac e da definicdo de quan-

tidades de 1% e 22 classe. A equagao (III-1.2a) nos mostra
que os vinculos de 22 classe podem ser feitos iguais a zero
antes ou depois de se calcular os colchetes de Dirac. Como

a Hamiltoniana estendida H., & de 12 classe, tem-se que

E

F & {F,H} ¥ {F,H_}* (ITI-1.3)
para gualgquer F. Em particular, o efeito de uma transforma-
cao de gauge pode também ser calculado usando-se os col-

chetes de Dirac.

A situacao geral neste estidgio & a seguinte: - o
colchete de Poisson & abandonado depois de ter servido ao
objetivo de distinguir entre vinculos de 1% e 22 classe. To
das as equag¢oes da teoria sao formuladas em termos dos col
chetes de Dirac, e os vinculos de 22 classe se tornam meras
identidades expressando algumas variaveis candnicas em ter
mos das outras, isto &, se tornam equacoes fortes. Em casos
simples os vinculos de 22 classe podem ser usados para eli-
minar inteiramente algumas varidveis can®nicas do formalis-
mo. Quando isto & feito, o colchete de Dirac se redu=z ao

colchete de Poisson nas wvariaveis restantes. Em casos com-
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plicados a eliminagao de graus de liberdade pode ser uma ta
refa dificil. Nestes casos & conveniente trabalhar com

todos os graus de liberdade e usar os colchetes de Dirac.

ITI.2 - FIXACAO DO GAUGE

Como ja vimos a presenga dos vinculos de 12 clas
se & a liberdade de gauge associada a eles indica que e-
xiste mais de um conjunto de variaveis candnicas correspon-~
dentes a um dado estado fisico. Esta ambiguidade pode ser
eliminada impondo-se condigoes suplementares sobre as varii
veis candnicas, dencminadas de condicoes de gauge.Estas con
di¢oes devem estabelecer uma correspondéncia um-a-um entre
os estados fisicos e os conjunto de valores daquelas varia-
veis candnicas gue ficam independentes. A introdugao das
condi¢oes de gauge & permitida porgue elas apenas removem
os elementos arbitrarios nao observaveis da teoria e nao a-

fetam as propriedades observiaveis.
Um conjunto satisfatdrio de condigoes de gauge
Y
C {a,p) ~ 0 (III-2.1)
deve satisfazer os seguintes critérios:
(a) As condigOes (III-2.l) devem remover a liberdade de gau
ge da teoria no sentido gque, uma vez impostas condicoes

sobre um dadc conjunto de varidveis candnicas, nenhum

outro conjunto de variaveis candnicas obtido deste por
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uma transformagao de gauge deve obedecer a tal condicao.
Em outras palavras, nao deve existir nenhuma transforma
¢ao de gauge a nao ser a transformacao identidade. Isto
significa que as equacdes

a

su® {c,, Ea} A0 (ITT-2.2)

b

devem implicar em

su =0 (ITI-2.3)

mas isto & possivel somente se
det |[{cy, G_}I| % 0 (IIT-2.4)

0 gue nos mostra gue o nimero de condigoes de gauge e

. - - - ) a =y
igual ao numero de wvinculos de 1- classe G, -

Feita a escolha do conjunto das condigdes de gauge -
(ITI-2.1) deve—se garantir que estas possam ser atingi-
das. Em outras palavras, supondo gue um dado conjunto
de variaveis candnicas nao satisfaz &8s condigdes (IIT-2.1)
deve existir uma transformag¢ao de gauge gue leve para

um outro conjunto de varidveis candnicas que as satis-

faz.

Uma outra condigdo a ser satisfeita por (III-2.1) & gque
ela seja mantida durante a evolugao dinfdmica do sistema.

Dizemos que uma condigdc de gauge € mantida se, sendo
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valida no instante inicial, as equacgdes de movimento e
as condigoes iniciais garantem que ela & valida em to-

dos 0s instantes subsequentes.

Consideremos agora o conjunto formado pelos vin

- a = -
cuios de 1- classe Ga’ pelcs vinculos de 22 classe Xa, e pe
las condigoes de gauge C,- A matriz formada pelos colchetes

de Poisson de tais quantidades tem determinante (em blocos)

{x, x+ {x, G} X, ¢} {x X} 0 {x, C}|
{G, X} f{g, G} (G, c}H o | O 0 {X, c}| =
|
{c, ¥} {c, G} ({c, c};r {c, X} {c, & {c, ¢}
= det |1{x, x}||. (det ||(G, c}||)” (ITI-2.5)
que & fracamente diferente de zero. Isto nos mostra que o]

conjunto de vinculos X, C, aa é de 22 classe.

E perfeitamente razodvel que fiquemos apenhas com
vinculos de 22 classe apds introduzirmos um conjunto comple
to de condicdes de gauge, porque se algum vinculo de 1% clas
se permanecesse na teoria, ainda teriamos uma liberdade de
gauge associada com agquele vinculo. Depois de impostas as
condicoes de gauge podemos usar os colchetes de Dirac e te
remos entao uma tecria efetivamente livre de vinculos, - no
sentido de que todos os vinculos podem ser tratados como iden

tidades que expressam algumas variaveis din3micas em termcs

de outras.
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IIT.3 - FIXACAO INCOMPLETA DO GAUGE NA MECANICA CLASSICA

Consideremos um sistema fisico com Lagrangeana

. . 2
L = % (Xy + xy) - % x2y? (ITI-3.1)
Os momentos canonicos sao:
3L . .
p = — = (xy + xy)y (III-3.1a)
X ax
p = 3L - (xy + xyix (III-3.1b)
Y 33}
A matriz hessiana
3L || y? Xy
%y %2 (ITI-3.2)

& singular. Olhando-se para (III-3.1) vé-se gue a presenga
das coordenadas X e y & um tanto artificial. Na verdade o
sistema possui um grau de liberdade e tem-se duas coordena-

das. Fazendo-se z = xy a Lagrangeana (III-3.l) se transfor-

ma eIt

L o=+ 22 - L 22 (III-3.3)

Isto nos mostra gue existem mais coordenadas gue graus de

liberdade.
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As equagoes (III-3.la) e (III-31b) quando escri-

tas na forma

= (ITII-3.4)
P Xy X Y

nos mostra que W & a matriz associada com a transformacao

p = plx,7¥).

Multiplicando (III-3.4) por

A = (EII-3.5)

obtem-se

Xp. — YP 0 0 X

Il

(ITII-3.6)

Nao se consegue, como podemos ver pela eguagdo a
cima, eliminar X e y em termos das coordenadas e momentos.
Portanto, para este sistema ndo e possivel escrever a ha -

miltoniana candnica,

H, = pr - YPY - L (IIT-3.7)

Observemos no entanto que este fato nac nos impede de ana-
lisar a liberdade de gauge associada com os vinculos de
primeira classe do sistema e os critérios para fixag¢do do
gauge. A quantidade

¢ (d,p) = xp, - yp 0 (III-3.8)

v~
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-

e um vinculo, e por ser o Gnico que o sistema pode ter, e

de lEi classe.

A. transformacao gauge infinitesimal gerada

por ¢ sobre uma variavel dinamica F(q,p) &
§F = B{F, Xp, - ypy} (FII-3.9)

Em particular para variaveis candnicas tem-se

X' o= x o+ Bix, xpy - yp, b = x(1+8) (IiI-3.10a)

y' =y + Bly, ¥, - yp,t = y(1-8) (III-3.10b)

Py = Pyt BlPys xpy - yp 1= p, (1-8) (ITI-3.10¢)
| — + — _ -

Py = Pyt Blpy, xpy - yp = p (1+8) (II1-3.10d)

que sao as versoes infinitesimais das transformacdes

x' = x eB(t) {(ITI-32.1l1a)

y' o=y e BB (IIT-3.11b)

Py = Py ALY (ITI-3.11lc)
-8(t)

t — ITI-3. d

Py P, © ( 114)

Afim de remover a liberdade de gauge do sistema,
a seguir apresentaremos varios exemplos de escolha de condi

cao de gauge

a) Y = |x| - 1=0 (I11-3.12)
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Esta condi¢ao remove toda a liberdade de gauge do sis-
tema. De fato, se considerarmos um ponto do espacgo de
fase cuja - coordenada X satisfaz (IIT-3.12),um
ponto de coordenada x' obtido deste por uma transforma

¢ao de gauge
x' = x o8 (¥ (III-3.13)

satisfarada (III-3.12) se
leB(t)xJ -1=0 (ITT-3.14)

mas isto s6 & possivel se g(t) = 0, o que corresponde
a transformacao identidade. Assim vemos gue nao existe
nenhuma transformacao de gauge para algum ponto com co

ordenada x' de tal modo que a condigao de gauge seja satisfeita.

Esta condicao & atingivel, porque dado x nao satisfa -
zendo (III-3.12), encontra-se por uma transformag¢ao de

gauge um x' tal que

Ix'*/ -1 =0 (TII-3.15)

Para que isto acontega, o parametro da transformagao

deve ser

6 = gn(—L ) (ITT-3.16)
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A condigao (III-3.12) define no espago de fase duas su

perficies: x{t) =1 e x{(t) = -1

47
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X=-1

Os pontos com x » 0 que nao satisfazem (III-3.12) sao
transformades para x{(t) = 1 e os pontos com x < 0 sao
transformados para x{t) = -1. O movimento do sistema
com toda liberdade de gauge removida ocorreri na subre

giao do espago de fase definida por

¢ = xp. ~ yp.. = O (ITI-3.17a)

Y = x| - 1=0 (II1-3.17b)

Note que com a introdugdao da condigdo de gauge, o vin

culo ¢ se tornou de 22 classe.

b) ¥ = x?2 - y* =0 (ITT-3.18)

i) Esta condi¢ac também remove toda a liberdade de gauge
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do sistema: se as coordenadas (x,y) de um ponto satisfa
zem - (IIT-3.18) nao & possivel encontrar uma transfor-

macao de gauge

x' = x eB(t) (ITI-3.19a)

v' =y euB(t) (ITI-3.19b)

com parametro B # 0, de tal modo que

x'"? - y'? =0 (IT1-3.20)
seja satisfeita.

ii) Esta condicao & atingivel: dado um ponto com (x,y) que
nao satisfaz (III-3.18), é possivel encontrar (x', y')

obtido por uma transformacac de gauge, tal que

x'? - y'? =0 (ITI-3.21)

O parametro para esta transformagao €

RB(t) = % in (ITI~3.22)

xl\-" r<l\3

A condicdo (III-3.18) define no espago de fase as  su

perficies: x(t) = y(t) e x(t) = -y(t)
Y

:."“‘.l.“ l"\ J{=‘3
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Os pontos com coordenadas (x,y) que nao satisfazem (III-3.18)
situados na regiao 1 e 3 s3do transformados por uma transfor
magao de gauge para a superficie x(t) = y(t), e os pontos
com (x,y) situados nas regices 2 e 4 sao transformados para

x(t) = - y(t).
0 movimento do sistema sem nenhuma liberdade de
gauge ocorrera na subregiao do espago da fase definida pe

las superficies

x(t) - y(t) =0 (ITI-3.23b)

se xy > 0 e na subregiao definida por

Xp, - ypy = 0 (ITI-3.23c)
=
x{t) + y(t)}) =0 (IIT-3.234)

se xy <0 .

Observe que estamos considerando diferentes condigoes
de gauge, para O mesmo sistema fisico. Portanto as subre -
ridoes do espaco de fase definidas por (ITI-3.17)e (IIT-3.23)
devem estar relacionadas por uma transformagao candnica.
Neste caso estd transformagao corresponde a uma rotagao e

uma trenslagao do sistema.
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I

¥ = cos x - Kx 0 {(ITI-3.24)

Nesta condigao de gauge o valor de K & escolhido de tal

modo que a curva o = cos ¥ intercepta a curva o = Kx

nos pontos x = Xi , 1= 1,...5.
¥ |
xX= Kx
)
H
Voo
| |
] |
rs Xey ! | 1
1 i Xy X, X4
i
|
X= Cosx
Esta condigdo de gauge define as superficies x(t) = X,y
i=1...5.
47
|
{
i
1
i
i
1
|
xsr "y Xy x, Xz
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i) Esta oondicac nao remove toda a liberdade de gauge do
sistema. Os pontos com coordenadas x(t) = Xy > 0,
i=1,...32, ou os pontos com coordenadas x(t) = X, < 0,
i = 4,5, os quais satisfazem a condigac acima,podem por

uma transformagao de gauge, ser transformados entre si.
Para ver isto, consideremos um ponto em que a coordena—
da x satisfaz (III-3.24), por exemplo x = x_ . Uma trans

1

formagao com paridmetro

XK.
8 = In ( - , i=2,3 (ITI-3.25)

X., = e b’e = e X = X., i = 2,3 (III_3.26)

que também satisfaz a condigao em gquestao. Note que nes
te exemplo de escolha de condigac ainda permanece uma liber
dade de gauge. Na terminologia usada na teoria dos can—
pos de gauge diz-se que as coordenadas X, & X, sao copilas

de gauge da coordenadas x Observemos que parametro f na

1e
transformagao acima depende da coordenada x, . CoOmo veremos

no Capitulo VI este fato caracteriza o fendOmeno das cdpilas.

ii) Esta condigao de gauge € atingivel, porque, se supuser
mos que um certo ponto com coordenada x nao satisfaz

tal condigdo, & possivel encontrar x' pela transforma -

¢ao
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x' = x eB(t) (ITI-3.27)
satisfazendo a
cos x' - Kx' =0 (ITI-3.28)
Isto acontece se os parametro sao
*4
B = zn(-}-{—) (TIT-3.29)

Portanto os pontos de coordenada x > 0 que nao satisfazem
(111-3.24) podem ser transformados para qualquer das

3 superficies x = x,, 1 =1,2,3. Os pontos com x < 0

podem ser transformados para as superficies x = X4

i = 4,5 . Este & un exemplo de escolha de condigao em que

o nimero de cdpias de gauge & finito.

= sen X = 0 ' (ITII-3.30)
P

Esta condigao também nao remove toda a liberdade de gau
ge do sistema. Isto pode ser visto se considerarmos uma

transformagac de gauge num ponto de coordenada x
x' =% eB(t) (ITI-3.31)

onde x satisfaz (III-3.30). Pode-se encontrar infinitos

pontos com coordenadas X' que também satisfazem a
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sen x' =0 (IT1-3.32)

Para isto basta que tomemos para pardmetro da transfor-

nagac
B = fn (2 gﬁ) , n=20,1, 2,... (IIT-3.33)

A condigao de gauge (III-3.30) define no espago
de fase as superficies x = * nv . Os pontos de coordena
da x » 0 situados sobre qualquer superficie x = nm po-
dem ser transformados entre si; o mesmo acontece para
pontos com X < 0 situados sobre as superficies x = -nm.
Portanto impondo a condig¢ac de gauge ainda permanece uma
liberdade de gauge. Este & um exemplc de escolha de
condigao com um nuamerco infinito de cdpias de gauge, por
que, dado um ponto com coordenada x que satisfaz (III-3.30),
situado sobre uma dada superficie x = n'm , pode-se en-
contrar infinitas transformagBes de gauge para outrocs
pontos da cocordenadas X' = n7 , n # n', gque também sa-
tisfazem (III-3.30). As coordenadas x = nm sac cbpias

de gauge de x = n'm.

Esta condicac de gauge & atingivel: suponhamos gque um
ponto de coordenada x nac satisfaz (III-3.30) entao por

uma transformagao de gauge, pode-se encontrar

x' = x eB(t) (IIr1-3.34)

o nde
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B = &n (z 21) , n =20, 1, 2,... (ITI-3.35)

tal que
sen x' = 0 (III-3.36}
Os pontos com x > 0 que nao satisfazem (ITI-3.30) po

dem ser transformados para qualquer uma das superficies
x=nrm , n=20,1,2,... e os pontos com x < 0 para as

superficies x = -av , n=1,2,...

III.4 - CONSTRUCAC DE UM SISTEMA INVARIANTE DE GAUGE NA

MECANICA CLASSICA

Consideremos a Lagrangeana

| =

(x%2+ v2) (IT1-4.1)

correspondente ao movimento oscilatdrio de uma particula ao
longo de uma reta que passa pela origem. Por construgao L
& invariante por rotagbes no plano (x,y) de um angulo & cons
tante. No caso infinitesimal estas transformacgoes se escre-

vem

X > X + ey (ITI-4.2a)

Yy > Yy — €X (III—4.2b)
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Esta & uma invariancia global no sentido gque £ nao depende

do tempo.

Pode~se perguntar se & possivel generalizar as
transformagdoes acima para o caso local, isto &, & = e(t)

Temos entao que

X - x + e(t)y (II1-4.3a)

y y - e(t)x (ITI-4.3b)

A Lagrangeana I nhao & invariante pelas transformagaes aci-

ma pois:
. - - l d 2 l
L + L + e{yx-xy)+ 5 [aE(ey)] + —2-[ -(ex)] (IIT-4.4)

Por um procedimento analogo ao que se faz na teo-
ria dos campos de gauge, vamos tentar recobrar a invarian -
cia desta teoria, introduzindo uma nova coordenada z Jque se
transforme perante as transformagoes acima de maneira a ga
rantir a invariancia local. Observemos que as guantidades
tais como energia do sistema, © momento candnico p, e a com
ponente Lz do momento angular, devem ficar inalteradas com

a introdugdo deste novo grau de liberdade.

Analisando a expressac (III-4.4), podemos ver que

se a coordenada z for introduzida sob a forma
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L' = % (x24+y2) + L z? (x?+y?) -
2
. . 1
- z(xy - yx) - 5 (x%+y?) (ITI-4.5)
obedecendo a lei de transformacao

Z > gz = £ (ITI-4.6)

obtém-se a invaridncia da teoria sob as transformagdes lo-

cals,

Passemos agora a formulagao candnica deste siste-

ma. O0s momentos candnicos cbtidos de L' sao

P, = é% = x + zZy (ITI-4.7a)
ox

p, = E% =y - zx (III-4.7b)
oy

p, =0 (III-4.7¢)

A Hamiltoniana candonica do sistema &:

jus]
i

kpx + §py + épz - L' =

-1 L - 1 2,2 ~
=5 Py t 3 Py T 2xp myp )E 5 (xTHy ) (ITI-4.8)

A equacac (III-4.7¢) & um vinculo primario

- Y -
¢, =p, 0 (II1-4.9)
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Portanto a Hamiltoniana total do sistema se escreve
Hp, = H, + 4 p (III-4.10)

Condigcao de consisténcia do vinculo primario:

$ ~ 0. Entdo

. v
pz — {pz’ HT} = (ypx - Xpy) N O (III—'4.11)

donde se obtém o vinculo secundario
¢, = L,=(yp, - xp_) A (III-4.12)

como era de se esperar.

Condicao de consisténcia do vinculo secundario:

b, = {6, Hpt = 0 (III-4.13)

A equagao acima nos mostra que O processo de consistencia
se encerrou e¢ 0os unicos vinculos do sistema ¢, e ¢, , 830

de ]_él classe

{6, 6,3 &0 (III-4.14)

A Hamiltoniana estendida do sistema & entao
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-+
ol

1 e2p,2 -
p- o+ 5 (x°+y*) + ulpz+(u2 z)(ypxuxpy).

2
Yy
(ITI-4.15)

onde wu, (t) e u,(t) sao fungdo arbitrarias.

As equagoes de movimento para as varidveis candni

cas sao:
x = {x, Hpl = p, + (u, -2}y (ITI-4.16a)
§ = {y, HE} = py - (u2 -z} X (IIT-4.16hb)
z = {z, Hg} = u, (III-4.16c)
P~ {px, Hp} = (u,~- z)py (III-4.16d)
py: {pyl HE]- = —(uz— Z)px (III—4.}_6€)
p,= 0 (ITI-4-16F)

Comparando as equagoes (III-4.16a) e (III-4.16b)
com as equagoes (III-4.7a) e (III-4.7b) encontra-se que
u = 0. Usando este regultado e o fato que 7z = u, pode-se

2
escrever a Hamiltoniana estendida da seguinte forma
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_EZ !:2 l22_ h —
Bp = 3 Py ¥ 5 Py ¥ g (x%HYT)- zlyp, - xp )+ zp =
1 1 -
=3 Pyt 5 opy tzd, - oz, (ITI-4.17)

o que faz com que as equagoes de movimento se reduzem a

X =p_ - zy (¥II-4.18a)

X
y = p, - 2X (ITI-4.18b)
z = u, (ITT-4.18c)
@X =-zp, (III-4.184)
fJY = z.p, (III-4.18e)
p_ =0 (ITI-4.18F)

-

Da equagdo (III-4.18c) vemos que a variacgao temporal de z &
arbitriria, de modo que z & efetivamente uma fungao arbitra
ria, no sentido gue nao é fisicamente importante. As equa-
¢Oes acima estao em acordo com as equagoes de Buler-Lagran-

ge do sistema:

X + éy + zﬁ = z'x - zﬁ - X (ITI-4.19a)

y - zx - zX = 2’y + zx - y (III-4.19b)
2 2 . .

z{x + v ) = (xy - yx) =0 {ITI-4.19c)

Vamos agora obter o gerador de transformagao de

gauge

Et = gy + a; (ITII-4.,20)
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construido no Capitulo II. Os parametros € e a satisfazem a

equagao

de

at + cA' + B'aa = 0 (ITI-4.21)

e A' e B' sao obtidos das equagOes

(¥ , 5t = A'W (III-4.22a)

3,8 = B'Y (ITI-4.22b)
Como os vinculos 9, e ¢, sido de 12 classe, po-
demos escolher os coeficientes da transformagao linear de

tal modo que

=9, =p, 0 (III-4.23a)

¥ =4, = (yp, -~ xp,) ¥ 0O (III-4.23b)
Entao

{(6,, Hy = {4, B} = (IIT-4-24a)

{6, B = {y, B} =0 (III-4.24b)

ComparandC as equagoes acima com as equagoes

(ITI-4.22a) e (ITII-4.22b) encontra-se gque

A' = 0e B' =1 (ITII-4.25)

Com este resultado, a equagéo entre os parametros £ e o se

reduz
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e(t) = - a(t) (III-4.26)

e o gerador de transformacao de gauge Se escreve

T,o=eb, - ey = elyp, - x@) - épz (III-4.27)

As transformagoes geradas por Iy sao:

§x = gy (ITI-4.28a)
§y = —ex (III~4.28b)
§z = -¢ (III-4.28c)
$p, = epy, (III~4.284)
épy = - ep, (III-4.28e)
sz =0 (IT1I-4.28f)
Como pode ser visto pelas equagoes (III-4.16), o©

movimento do sistema ocorre em um plano perpendicular ao ei
xo z. Em vista das funcgoes u,(t) e u,(t) serem arbitrarias,
fazendo nas equag¢gOes acima u, = u, = 0, obtem-se a informa-
¢330 que o movimento do sistema & oscilatdorio e &€ ao longo
de uma reta no plano z = 0 passando pela origem. Qualgquer

reta perpendicular ao eixo z &€ uma trajetdria possivel ao
sistema e corresponde a uma certa escolha das fungoes

u, e u, . Esta & a liberdade de gauge associada ao sistema.
As trajetorias infinitesimalmente proximas estao relaciona-

das pelas transformacdes de gauge dadas nas equagoes acima.

R s a
Como esta teoria tem dois vinculos de 1= classe,
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para poder fixar o gauge, devemos, impor duas condigoes de
gauge de modo a tornar os vi'nculoscp1 e ¢, de 22 classe. Es
tas condigoes, como veremos mais adiante, quebram a invari-
dncia da teoria pelas transformagdes acima. Para este siste
ma ha varias escolhas do conjunto de condigdes de gauge.Qua

tro delas sao:

a) x ~ 0 (I11-4.29a)
z % 0 (ITI-4.29a)
b) vy %0 (ITI-4.30a)
p % 0 (ITI-4.30b)
c) z &0 (ITT-4.31a)
P, 0 (ITI-4.31b)
a) z & 0 (ITT-4.32a)
py% 0 (ITI-4.32b)

Como pode ser verificado facilmente estas condi -
coes satisfazem os critérios para escolha de um gauge espe-
cificados na segao (ITI-2). NOs agui analizaremos o sistema

somente no gauge especificado pelas condigoes:

¢, = xR} 0 (ITI-4.33a)

¢, = z ¥ 0 (III-4.33b)

Estas condicoes podem ser atingidas. De fato, suponhamos gue
x ndo satisfaz a condigdo (III-4.33a). Pela transformagao
de gauge.

X' = x +ey (III-4.34)



60

podemos encontrar x' que satisfard a tal condigdao se o para

metro ¢ for dado por

g = = - (IT1-4.35)

Do mesmo modo suponhamos que z nao satisfaz a condigao

(ITI-4.33b). Pela transformagao
z' =2 - ¢ (ITI-4.36)
podemos encontrar z' que satisfarid a tal condigao.
As condigOes acima fixam o gauge completamente
isto porque, dado um x ou z que as satisfazem nao existe ne
nhum outro x' ou z' obtido por uma transformac¢ao de gauge

que também as satisfarao.

Com as condigoes de gauge impostas, ficamos com ©

. . d
seguinte conjunto de vinculos de 2- classe:

¢, =p, v 0 (ITI-4.37a)
¢, =(yp, -~ xpy) x 0 (ITT-4.37b)
¢, =z X 0 (III-4.37¢)
b, = x % 0 (III-4.37d)

A matriz formada pelos colchetes de Poisson des -

tes vinculos &:



{$1r2}
{9,,6,}
{¢3!¢1}

¢ possul inversa:

G definido pela equacao (III-1.1)
* ~1
{r,G}™ = {F,G} + {F,¢a} CaB{G,¢B}

Para as variaveis canonicas tem-se que

{¢l '¢2}
{6,001
{¢3f¢2}

{6,,0,}

0

{dy syt
{6,,0,}
{6,,6,}

{6,,,}

-1/y

{¢1f¢q}

{¢2r¢u}

{$,,6,}
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-1 0

0 -y

0 0

0 0
(IIT-4.38)
(IT1-4.39)

Os colchetes de Dirac entre duas quantidades F e

{x,px}*
*
{yrpy}

(z,p,}

il

(ITI-4.40)

(IIT-4.41a)

(III-4.41b)

(I1IT-4.41c)

0s colchetes de Dirac entre as demais variaveis candnicas

sao nulos,
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As equagoes de movimento neste gauge sao:

X = {x,H‘e}*: 0 (ITI-4.42a)
- *
y = {y,He} = {y,He} =P, (III-4.42b)
; = {Z,Hé}*= 0 (III-4.42c)
P, = {pX,Hé}*= 0 (ITI-4.424)
- *
P, = {py,He} =0 (III-4.42e)
- *
g = {PZ’He} =0 (ITI~4.42F)
onde
H == p2 (III-4.43)
e 2 Yy }
é obtida de H fazendo uso das equagoes de vinculos em
(ITI-4.37) . Observemos gque oS vinculos de 2E classe foram

usados para eliminar as variaveis x, Pyr 2 € P, da teoria
e que o colchete de Dirac na equacgao (III-4.42b) se reduziu

ao colchete de Poisson nas variaveis restante.

Neste gauge que estamos analisando a Lagrangeana

do sistema se reduz a

D R -
L_nzy 2y (ITITI-4.44)

e conduz a equagac de Euler-Lagrange consistente com a e-
quacao de movimento (III-4.42). A equacao acima mostra que
o movimento do sistema & oscilatdério e & ao longo do eixo y.
A regido onde ocorre 0 movimento do sistema em qualguer

outro conjunto de condigoes de gauge pode ser obtida por



63

uma transformagao candnica da regido especificada pelas e-
- 8 -
quagoes (III-4.37) . No caso em estudo, esta transformacao

candnica corresponde a uma rotagao de um certo Angulo.

OBSERVACEO :

Depois de resolvido o problema de encontrar a la-
grangeana invariante de gauge no exemplo da mecdnica cléssi
ca, constatamos que a lagrandgeana gue encontramos € a mes-
m& lagrangeana invariante de gauge (em coordenadas polares)

encontrada por T,D. Lee 9.

T.D. Lee considera inicialmente a lagrangeana

3 -+
L =5E ~TxH2- ) (II1.1)
associada a uma particula carregada nao-relativistica que
se move no espago tri-dimensional sob a influ&ncia de um
potencial central V(r) e de um campo magnético externo. &

lagrangeana acima ngo & invariante pelas transformagaes

r » r 4+ axr°T (ITI.2a)
T > T + axt? +ua (ITT,2b)

onde o & uma fungfo arbitriria do tempo. Se for imposta a
. - . . e -

condigdo que o vetor r resida no plano (x,y) e que ¢ = &g,

onde & & um vetor unitario na diregdo. z, encontra-se due

T, se reduz a

L = % (x2 + y?) = (xy - yx)g + 3L°E% - V(r)

(TIT.3)
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L = %-[ r? + r2(§ - Y] -~ v(x) (III.4)
& invariante pelas transformacgoes

0 - B + a(t) (LITI.5a)

T > L+ aft) (ITI.5b)
Observe que a lagrangeana dada pela equagao (III.3) & a

mesma que encontramos neste capitulo, cem ¢ desempenhando o

papel da coordenada z.
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CAPITULO IV

VARIAVEIS DINAMICAS FISICAMENTE SIGNIFICATIVAS

Consideremos um sistema fisico caracterizado pelo

conjunto de vinculos independentes

Ei ¥ 0, (primdrios de 12 classe) (IV-1a)
wk ~ 0, (secundarios de 12 classe) (IV-1b)
G2 ~ 0, (de 22 classe) (IV-1c¢)
Observe que este conjunto de vinculoa a obtido do

conjunto G,...Gp gque define ' por meio de uma transfor-

magao linear nao singular.

Como ja sabemos, as variaveis dinamicas em I' apre
sentam uma dependéncia nas funcgoes arbitrarias ui. Para que
uma variavel dinamica seja fisicamente significativa os va
lores que ela assume sobre I' devem ser independentes das
fungoes ui em todos os instantes. Procuremos as condigcoes que

uma variavel dinamica f deve satisfazer para ser fisicamen-

te significativa.

Uma variavel dinamica arbitraria sera denctada por

f [n(t,no,[uj)jl (IV-2)
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onde n(t,no,[u]),definido em (II-1.19),& solugdo da equagao

a ~
g0 (eon s lul) = gn,HT =

n= nlt,n_, [u])

:<T‘|,HO+ ul;l>

n= n(t,no,[u]) (IV-3)
Note-se dque assumimos que © movimentce do sistema é
gerado pela Hamiltoniana total.
Uma fungao
E(t,no,{o]) = f[n(t,nc,[o])] (IV-4)

representa o valor que ftn(t,no,[u])J assume no instante t,
para a escolha particular [u] = 0, sobre a trajetdria due

parte de n, em t = 0.

A equagao de movimento que f(t,no,[G]) deve obede

cer &

g Een, (0D

i <f(n1t),Ho(n)> -

n =7

4f(n), H_ (n)>

n

n{t,n_, [0]) (IV=5)

Para [u] arbitrario, denotaremos ¢ valor que a va
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ridvel dinamica f assume no instante t por

tt,n . [w]) = £lnte,n,, [wl)] (IV.6)

A equacao de movimento gue f(t,no,[uj) deve obede

cer &:

:id_t E(t:nol[u]) :<?(nrt) I Ho+ui 51 =
=<E(n,t);lio> +4?(n,t) by ut =
n=n_ n=n_
= {f(n),HT(n)>
n=n(t,no,[u]) (Iv.7)

Devido as equagbes (IV.4) e (IV.6) a condigao pa
ra £{n) ser uma variavel dinamica fisicamente significativa

pode ser escrita
£(t,n )= £e,n_, [0]) = F(t,n, [u]) (1V.8)
donde segue,comparando-se as equagoes (IV.5) e (IV.7), gue

‘di<i~?(ﬂ;t): El(ﬂ)> = 0 (IV.9)

i - e
Mas, como u € arbitrario,

1

{E(n,t), 5-(n)> =g (IV.10)
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Em (IV.10) deve ser observado gue os colchetes de Poisson
s3o calculados em relagcao ao conjunto de varidveis candni-
cas correspondente ac ponta N, de modo que estas equagsces

podem sexr escritas . na forma

{f [ntton_, o] & §; () =0 (IV.11)

n=n,

As coordenadas de um ponto n = n(t,nO,EOI) no tem

to t, sobre a trajetdria em I gque parte do ponto em t:tO '
para a escolha particular zero das fungoes arbitrarias, po
dem ser obtidas através de uma transformagac candnica fini-
ta gerada pela Hamiltoniana total. Se Ei(no) e o valor de
)

, emn_, o valor de $i em n = n(t,no,[OJ) pode também ser

obtido por uma transformacao candnica gerada por Hp e & da

do por 7o AL
FiInte,n (0T =3, (n+ t4¢i(no),HT(no)> +
n=n,
t? — _
+ ; ¢1(T‘.O),HT(nO)> . HT(nO) +..
n=n

(IV.12)

-

Agora,se & dado o valor de Ei no tempo t e gueremos sSaber O
valor de $i no tempo t = to; basta aplicar uma transforma -
cio canbnica inversa dquela definida pela equagao (IV-12) .En

tdo o valor de §, no tempo t = t é
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9, (n)) = o, (ny- t {$,(n), B (n)} +
£? o= N
+ 5T {{(;bl('ﬂ); HT(T]J} r HT(U)} -
t3 rroe.
- 3 {1{d>ifn), HT(n)‘f ' HT(n)} ; HT(n)} + ...

onde nesta equagao n € o ponto n=n(t,n_., [0]). Note-se que a
existéncia da transformagao candnica inversa estd ligada ao
fato da Hamiltoniana Hj nao possuir dependéncia explicita

no tempo.

Usando (IV.13) em {IV.1ll) resulta .

3 J—
- %,—{ f(n),«{ ¢i(n),HT(n)> (Hp(n) >, HT(n)>}+ eee =0

n=n(t,n0,[0])

(IV.14)

Como esta equagao & valida para qualguer tempo t, e pa
ra qualquer escolha do valor das fungoes arbitrarias M),

segue gque sobre T
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(£, Ei} = 0 (IV-15a)
{£, (¢ JHplt =0 (IV-15b)
{g, {{cpi,HT} ,HT}} = 0 (IV-15¢)
(£, ({{o,, By} By} 1,0} = 0 (1v-15.4)

Devido ao fato do colchete de Poisson de duas

~ a - a
fungoes de 1= classe ser uma fungao de 1= classe e devido
as condigoes de consisténcia, podemos garantir que as quan-

tidades
Ei,{gi,HT} ’ {{Ei,HT},HT}},... (IV-16)

que aparecem nas equagoes (IV-15), formam um conjunto maxi-
mal de vinculos de 12 classe independentes sobre T'. Se tais

elementos sao denotados porxr E‘,...,Eh, podemos escrever que
1

{£, G.} = 0, i=1,...,m' (IV-17)

& a condigao gue uma varidvel dinamica f deve satisfazer pa
ra ser fisicamente significativa. Deve ser observado que es
ta condig¢ao foi obtida fazendo-se uso da Hamiltoniana total.
Se tlvéssemos usado a Hamiltoniana estendida, o resultado

. . 8
obtido seria o mesmo .

Vamos agora procurar encontrar o nimero de wvaria
veis dinamicas fisicamente significativas funcionalmente in

dependentes gque existem sobre T.
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Quando falamcs em independéncia funcional de um
conjunto de fungoes gl...gK, estamos simplesmente querendo
dizer que nao existem relagOes funcionais entre elas validas
sobre I'. Requerer que a matriz ||{g,, gm}|[ seja nac singu-
lar e equivalente a requerer gue ¢ conjunto de fungoes seja
funcicnalmente independente. Istc pode ser visto se Supuser -
mes que Il{gi, 9. }f & nao singular e que g,, por exem;

plo, pode ser expresso na forma
g, = flg, ....;K) (IV.18)

Esta equagao implica que a 12 linha da matriz ||{gi, gt
€& expressa em termos das demais.
of

S e— ! . = 2
tg,r g} o {o 9} + X 2...K (IV.19)

mas como todas as linhas de |[{gk, =8 }|] s3c linearmente
independentes, segue que uma relagac do tipo (IV.18) nao po

de existir.

Suponhamos que a dimensac de T ém e gue a di-
mensac do espago de fase & 2n. Como o numerc de vinculos de

- 1

1% classe & & , exlstem 2¢

(2n-m-m') vinculos independen-

tes de 29 classge

N A (IV.20)

de modo gue a regiao T fica definida pelo conjunto de vin-

culos
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(IV.21)

Pode-se encontrar outras m fungaes Wl,...,Wm tais que o sis

tema

P W ., W (IV.22)

seja um sistema de 2n fungoes independentes sobre o espago
de fase. Devemos requerer entao que a matriz A formada pe-
los colchetes de Poisson das variaveis em (IV.22) seja nao
singular. Se a matriz A & nao singular sobre [', pode-se as

segurar gue ela & nao singular sobre todo o espaco de fase

{G,G} {G,c} {G,w} 0 0 {G,w}
A= {G,@} {G,c} {&,w} n 0 {¢g,c} {c,w} (IV.23)
{w,G} {w,c} {w,w! {w,G} {w,c} Aw,w}

A condigao para que a matriz A seja naoc singular deve ser

obtida a partir de consideragoes sobre a submatriz

{Gy,w } {Gy,wy} ... {Gy,w_)

|[{G,w}]] = ' (IV-24)

{Em"wl} {amlrwz}--- {amuwm}

e esta condigao & gque ||{G,w!|| tenha posto m’.

Seja f uma varidvel dinamica definida sobre o es-
paco de fase. Entao f pode ser expressa em termos do siste-

ma de variaveis (G, G, w), e se f & uma varidvel dinamica
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fisicamente significativa tem-se da equacao (IV.1l7) que, so

bre T,
16,61 =2 @ ,5 1+ 2 (6,81 + 22 (w. .G
k - i’k i"7k k
9G. 3G, oW,
i i i
3 —
oW,
Denotando na equagac acima
{w,, Gk} = Aik(w) (IV.26)
tem—-se que
55; Aik(w 0 , di=l...m ; k=1 m {(IvV.27)
& um sistema de m' eguagoes linear e homogéneo a deriva -

das parciais de 12 ordem. Um sistema deste tipo possuil

(m-m"') solugaes funcionalmente independentesl9 Temos entao

que o nimero de variaveis dindmicas fisicamente significati

vas existente sobre ' & m-m'. Um conjunto de solugoes fun-

cionalimente independentes de (IV.27) sobre T,

depende somente dos w,; as solugoes para fora de T

(IV.28)

saoc ob-

tidas acrescentando-se uma combinagdo linear dos vinculos.
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Como © conjunto de funcgoes fa em (IV.28) tem, so
bre T, m—m' elementos funcionalmente independentes, vamos
adicionar a este m' fungoes Xc(w), que se supoe independen-~

tes entre si e dos fa' de tal medo que

(Eypeeer £ _pvr X ueee ¥p) (Iv.29)

seja um sistema de m variaveis funcionalmente independentes

sobre T.
Procuremos as condi¢des que as fungoes X
c
c=1,...,m', devem satisfazer para que sejam independentes
dos £, a = 1,...,mm'. As fungoes W i=1,...,m, sobre T,

podem ser expressas em funcgao dos f, e dos Koo Entao,

{w.,G, } = 5 {x ,Gk} + = {fa,Ek} (Iv.30)

Como f & uma variiavel dinamica fisicamente significativa,
a

segue que sobre T,

oW,
= 1 — 1 =
i=1l,...,m ;k=1,...,m' s ¢ =1;...,m'
Como ja& vimos anteriormente, a matriz I|{wi,§k}|| deve ter
posto m', mas para gue isto acontecga & necessario gue na
equagao acima
det |[{X_ s G| X 0 (IV.32)

Esta & a condigdo que as fungoes X devem satisfazer para
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serem independentes dos fa' Se os Xc dependem dos fa’

— Che —

= } =0 (Iv.33)
a

de modo que a condicdo (IV.32) nao seria satisfeita.
Consideremos o sistema de eguagoes
X,=0 , c=1l,...,m" .

Este sistema caracteriza uma subregiao de I' que denotaremos
por A(0), com m-m' dimensoes. Notemos que a dimensao de
A(0) & igual ao nimero de variaveis din&micas fisicamente
significativas e este fato nos leva a concluir que esta sub
regido estd associada ao conjuntc de tais varidveis dinami-
cas. O movimento do sistema sem nenhuma liberdade de gau-
ge ocorre em A(0). Nesta subregiao qualquer variavel dina-

mica € fisicamente significativa.

Observemos que o nimero de fungoes Xc = 0, c=l...m",
- . - -~ a bl .
& igual ao nimero de vinculos de l- classe e sao tais  que

det [{{X_,G i1 % 0 (IV.32)

comparando com o capitulo anterior na secBo II1-2 de fixacao de

gauge, podemos notar que as func¢oes Xe com a proprieda

de acima, sio exatamente as condigoes de gauge impostas na
- . a.
teoria de modo a tornar todos os vinculos do sistema de 2=

classe e o movimento &o sistema sem nenhuma liberdade de

fOXY

gauge ocorreria na subregiao definida por (G,G, X), que
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exatamente a subregiac A(0). Note que o nossoc caminho para

chegar a regiao A(0) foi bem mais construtivo: nés partimos

com o objetivo de caracterizar as variaveis din3micas fisi-

camente significativas; mostramos gue o numero maximo delas

& mmm' & a conclusac a que chegamos & gue 0 movimento do

gistema sem liberdade de gauge ocorre em A(0).

Devido a condicao (IV.32), podemos garantir que

*
X = {X_,H } =0

AY]
c - T} v {XC,H

T

(IV-34)

gque sao as condig¢des de consisténcia para as fungoes Xc. Os

colchetes de Dirac podem ser calculados em relagao: ac con

junto de vinculos (G,G,X).

As fungoes £ 2 =1,...,m—m' e as fungoes Xo= 0,

c=1,...,m' podem ser escolhidas de tal modo que sobre [:

{£" , G, } = 0

a k
‘[X" , Gk} = 0
(x , £1 = 0

{X" , Xu} = O

Para isto basta fazer

Fh
il

=1
1 — 1 T ]
£ {Xz ’ fa} {X 'GE} Gy

- - 1 1 el ra
x" = X! 5 {Xc" X]’D} {Gb' X‘l:;} Gk

(IVv-35a)

(IV-35b)

(IV-35¢)

(IV=-354d)

(IV-36a)

{(IV-36b)
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o _ ) -
£ = £ £, G} (G, G} G (Iv-37a)

<
0~
Il
><
0
|
—
<
Q
P
o
[—
—~
[0
=
M

G, (IV-37b)

As quantidades

f';r---.rfrl;.l__m! ;a1r°"!§ : Giy ;X!]_'r---:x"

...G
n-m-m' i
(IV-38)
constituen sobre o espacgo de fase, um sistema de 2n varié-

veis funcionalmente independentes. Entaoc:

{g,c} {G,G} {G,f"} {G,x"} {G,G; 0 0 0
{G,c} {G,6} {G,f"} {G,x"} 0 0 0 {G,x"}
[£7,GH{£",GY{£",£"} {£", X"} v o o {f",£"} 0
[X®,cH{x", X", £} (X", x"} 0 {(x",8} o 0
= det |}{G,G}]|]. (det|i{5,x"}![)2. det| | {£".£"}| # 0
(IV-39)
donde podemos ver que a matriz }[{f;, f£}|| & nao singular.

No sentido forte, demonstra-se gue gualquer gran
deza de 12 classe pode ser expressa como uma fungdo dos £,
a=1,...,m~n'. mais uma combinagdo linear dos vinculos Gj,
i=1,...,m'. De fato, seja g uma gramdeza de 12 classe :
ela & fisicamente significativa porque {g,ﬁk} = 0 sobre T.
Entao sobre ', g pode ser expressa COmo uma funcao dos fa :
g = F(f). Assim, g -~ F(f) & de 12 classe nula sobre T e

portanto pode-se encontrar coeficlentes C. tals gue

g = F(f) + C.G, (IV-40)
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Em particular, como {fa,fb} g2 de 12 classe, segue que

A, (€) + ci C. (IV-41)

k 73

[
1

ik

onde A =|]Aiki| & uma matriz, fungao dos f_, n3o singular.
A relagao acima sobre T

(e, 8. = 4, () (IV-42)

£ , de variaveis fisicamen

garante que o conjunto £ ,...
m-Ti

te significativas constitui uma algebra.

As fungdes f_, como pode ser visto da equagao
(Iv-42) , nao tem colchete de Poisson canonicos sobre I', mas
pode-se encontrar m-m' fungées destas wvariaveis, as quais

—i - 12
denotaremos por ql(f) e pi(f) tais que:

—i i = —i = i
f@,q.} =0 Bt =0 (@bt =8 (TV-43)

Agora, € sempre possivel encontrar as transformagoes linea-

res nao singulares

| ] — -
Gi = Aik Gk (IV-44a)
Gi = Bik Gk (IV-44b)
Xi = Cik Xk | (IV-44¢)

de modo que sobre T
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116§, G£}|| = 0 1
(IV-45)

G, Xpr = 8_y (IV-46)

Com os fa e os X_ sendo tais como em {(IV-36), o conjunto de

L]

2n variaveis

9, p: G', G' e X
sobre T, & canonico.

Expressando-se todas as variaveis em termos deste
novo conjunto, os colchetes de Dirac de duas fungées FedG

se reduzem a

5F 3G _ OF 3G (TV-17)
- -~ —i
33" 8P, 9p; 93

—i — - -
Observe que g e p; sao as coordenadas candnicas sobre A(0).
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CAPITULO V

FORMULAQAO CANONICA DOS CAMPOS DE GAUGE

afim de introduzir a notagdes e convengoes que u
saremos, Serada dado um breve resumo da teoria dos campos de

13,15
gauge livres.

Denotemos por G um grupo de Lie n-paramétrico,com

- a —
parametros {w”} , a =1 --- 10, gue suporemos semi-simples e
compacto. é? é a Algebra de Lie associada com G e {T_} é

uma base emé? que obedece a lei de camposigao

_ . aC _
[Ta, Tb] =1 C T, (v=1)
ocnde Csb . sao as constantes de estrutura que satisfazem a
c _ _ ~C -
Chr =~ %pa (v-2)
UsandOo a identidade de Jacobi
[Ta’ [Tb'Tc]] +[Tb’[ Tc'TaJ ] + [TC' [Ta' Tb]l= 0 (V=3)

obtém-se que as constantes de estrutura satisfazem a rela-

c® cd T T T =0 (V=4)

Suponhamos que & feita a seguinte mudanga de paré

metros
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a ~b
W = A;’ W (v=5)
Entao
a -t ~b - bz
woT, =N, W T =W T (V-6)
onde T = a2 T
b Ab a (V_7)
Agora, da lei de composigao
~ - . ~c ~
[Ta, ] =1 C.p, T. (Vv-8)
encontra-se gue
=C f f d i .
C A = A -
ab c a Ab Ced (v-9)

Isto nos mostra que sob mudanga de parametros, as constan -

tes de estrutura se comportam como tensores.

Na representacac adjunta de G, os geradores sao

matrizes n x n e definidos por
(r) “=-1ic °© (V-10)

Um grupo de Lie G & semi-simples se e somente

14
se

det ||g || # 0 (V-11)

ab

onde © tensor g - € a métrica de Cartan de G definida por
a

_ m n _
gab - Can Cbm (V=12)
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Usando as equagoes (V-2), (V-4) e (V-12) pode-se

mostrar gue C definido por

f£mn

Comn = Comd 99n (V-13)
& totalmente antissimétrico. Por uma mudanga de parametros,
pode-se obter g_, = ¢_, . Neste caso em (V-13) é irrelevante

de usarmos C ou C,. n .
Lmn Lm

Os campos de gauge serao denotados por {Ai} r e o0
tensor de intensidade dos campos, Fiv , & definido através

da relagao

4
!
o

(D, DVI =1igq Fuv = ig Fuv T, (v-14)

onde D, €& o operador de derivagaoc covariante definido por
3 A 2 (v-15
D = + 1 A = + i V-
g . BU g Au T, 15)
Entao da equagao acima e da equagao (V-14) segue gue
Fe =2 af -3 A -gcC A Al (V-16)

Qualguer U £ G pode ser escrita na forma

. a
—iw® T
U=-e (Vv-17)

->

As leis de transformacgao de Ku e Fuv por U & G, se escre-

vel



83

g > -1 i -1
A + UA U - =0T 3 -
5 i g U u (Vv-18)
s - —l
0V + U Fuv U (V=-19)
Com U em sua forma infinitesimal
_ . a
U=1-1iw Ta (V=-20)

obtem-se de (V-18) e (V-19), as leis de transformegoes infi-

nitesimais de A% e F*
M HV
a a 1 a a b _c¢c
A > A + =9 + W -
y U g %u W CbC AU _ (V-21)
s rd 4o P S (V-22)
Y (1% be HV

~ a
Esta equagao nos mostra que Fuv se transforma segundo a re

presentagao adjunta de G.
A Lagrangeana associada com ds campos de gauge é&:
L = - % FoorEY = - % TR (F, . F'Y) (V-23)
donde se obtém as equacoes de movimento
5 bV o=s, FRV+ g, AC FEV= 0 (V-24)

Passemos a formulagao candnica da teoria. Os mo-
~ . a ~ s
mentos cancnicos asscciados com 0s campos AU sao definidos

por
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T = = F (V—-25}

donde resulta que

o]

T = 0 (V-26a)

o

- gk (V=-26b)

oA

As equag¢oes (V-26a) sao os vinculos primarios do
sistema, e devem por isto ser representadas como igualdades
fracas

A 0 (V-27)

A Hamiltoniana candnica do sistema definida  por

[}

(I-1-4)

2 "k a Tij
k c b k > Ta .

- Aoa(ekﬁa - g Cy A Wc)} +! ds . m AL (V-28)
Desprezando a integral de superficie na equagao acima +6
obtem—-se gue

[ a1l a kx 1 _a _ij_ pab k| V=29

He —det2ﬂkﬁa+4 Fij Fa'™ Boa Pk Y ( )
onde

ab k = k _ C b k V30

Dk Ty = 8, Ty = 9 C o B Ty {(V-30)
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A Hamiltoniana total do sistema definida por

-

(I-1.14) e
H. = Hc + Id3x va(x) ﬁz(x) {(v-31)

0s colchetes de Poisson entre as variaveis candni

cas sao definidos por

-5

u b >, _ M b oy _
{ﬁa (t,x), Aj (E,x )} o= 6\) 6, S(x-x") (V-32)

Condigoes de consisténcia para os vinculos prima-

rios: ¢, ~ 0. Entao
ra _ a _ k _ c b k _ _ab _k 4
b, = {¢1(X);HT} =8 m, — 9 C, A wm =D oTw 0
(v-33)
donde se obtém os vinculos secundarios
a _ .ab k " _
¢2 = Dk "y ~ 0 (v-34)

Condigoes de consistencia para os vinculos secun-

darios:

(V=35)

<
rQ
|
—_—
<
Moo
3
pai
=
—r
i
t
Q0
O
=
LS
Q)
¥
¢
o

Desta equagao vemos gue O processo de consisténcia se encer

c - . ) a
ra, porque, ¢2(x) ~ 0. Os tnicos vinculos do sistema . e

a ~ a .
¢, , sao de 1= classe, pois
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(4% 0, ° (@D} ¥ 0 (v-36a)
a b Wy
{¢1 (x), ¢, (z)} ~ 0 (V-36Db)
a b _ ab c Ty
{0 ), ¢, (2)} =-gC ™ ¢, (z) d(x-2) ¥ 0 (V-36c)
A Hamiltoniana estendida definida por (II-1.8) é&:
_ 3 1l k _a L ij _a ab _k
Hg = Jd X (2 a et 7 Fa Fij Aga D Ty 7
a ab k, _
+ va(x) GO Y (x) Dy wb) =
_ 3 1l k _a 1l ik _a
= Jd X {2 T T + 7 Fy Fik +
a ab _k
+ va(x) T (ua(x) - Aoa(x)) Dk Wb] (Vv=-37)

F = {F, HE} (Vv-38)
Entao,
AS(x) = vT (%) (V-39a)
‘a __a ab _ ~ab b _
Aj (x) = wj + Dj A Dj u (V-39b)

A equagdo (V-39a) nos diz gue a variagao temporal de A, &
arbitriria, o que significa que Aj nac é uma variavel impor

tante para a teoria. Comparando (V-39b) com (V-26b), encon-
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b
tra-se que D? by, = 0, de modo que podemos tomar ub=0. Com

estes resultados a Hamiltoniana estendida se escreve

k 1l ik _a - a ab k
a + 4 Fa Fik + Aoa Tro_Aoa Dk m

(V-40)

Os dois Ultimos termos da hamiltoniana estendida,

¢ qual denotaremos por

= — 3 - ab k * a
Et Jd x{ Aoa Dk ™ + Aoa Wo) (V=41)

formem o gerador de transformacSes de gauge da teoria -7 4r19)

Tem-se que

|
—
o

a

sa_ (z) (V-42)
K

sao as transformagdes de gauge admissiveis na teoria cujos

arametros saoc A .
P ob

Vamos agora obter o gerador de transformagao de
gauge que construimos no Capitulo II. Adaptado 3 teoria dos

campos, este devera ter a forma
Iy = Jd3z(ab wb + e %) (V=43)

- el R b a .
onde os parametros infinitesimais o~ e £  satisfazem a equa

gao diferencial

b
a
296 + a® A +

oxX

b gich ¢y (V-44)
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0Os coeficientes A'ab e gt P sao obtidos das relagSes:
(V-45)

{¢~, H} = B (V-46)

Recordemos o significado das guantidades wb e Ea
na equagao (V-43). Suponhamos gque um sistema fisico tenha o
seguinte conjunto de vinculos {Gl,... Gm} . Consideremos a
gora o conjunto de vinculos de 12 classe {al,... Eﬁ,} obti-
do do conjunto anterior por meio de uma transformagaoc line-
ar nao singular. Como este conjunto {El,... Em'} & composto

de vinculos primdrios e secundarios, podemos escolher os co

eficientes da matriz da transformacdo linear de tal modo que

-t

os vinculos primarios deste conjunto sejam os proprios ¢

que aparecem na Hamiltoniana total, equagao (II-1.14). 0s

demais vinculos do conjunto {61,... Gm,} sao os secundarios
b

e sao denotados por Y.

Olhando para a expressac da Hamiltoniana total dos
campos de gauge, equacgado (V-31), em vista do que foi dito a

cima, podemos identificar

2 = 9% = n° (V-47)

- - . a b
0s vinculos secundarios de 1= c¢lasse Y , por uma escolha con

veniente dos coeficientes da matriz da transformagdo line-

- . b . -~
ar, podem ser os proprios ¢, , isto e,
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_ab k
= D T (V-48)

Entao das equagdes (V-33) e (V-35) tem-se que

(3%, o} = 45, B} = 9% = 6% 4P (V-49)
a - a aeb e b
{7, H} = {¢,, H} = -g C A (V-50)

Comparando as equagoes acima com as equagoes (V-45) e (V-46)

obtém-se gque

At = g ¢ A (V-51)

B,cb _ SCb (V=52)

Com estes resultados a equagao (V-44) se escreve

o g Cbea Ae ab PR 0 (V-53)
o
X o
donde obtém-se que
a _ ab
£ = - DO N (V-54)
Usando a eguagao (V-54) em (V-43) e denotando Oy, = = é Wy
encontra-se que
__ 1 3 ab k _ o _ab B
I, = 3 Jd z(wa Dk ™ T DO wb) =
_ i 3., .0 .ab _k jab _k f 3 k a
= 5 {J d*z( " DO W, T, Dk Hb) +d®z Bk(ﬂaw )}
1 3 M ab 1 J 3 a
= = |dz(r” D y — == 1dz 3, (7w
g J au "p g k(o W) (V=55)
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As transformagoes geradas por I. em (V-55)

(V-56)

sao de fato as transformacoes de gauge (V-21). Como pode-se
verificar, o tltimo termo em (V-55) nao contribui para ge-
rar nenhuma transformagao de gauge sob gualquer variavel di
namica. Em vista disto, podemos tomar o gerador de transfor
magao de gauge como sendo

ab
n b

1
i
Q-

d?x (Trg D ) (V-57)

J
Pode-se notar de (V-42) e (V-56) que as transfor-
macoes de gauge geradas por Zt sao multo mais gerais do que
as geradas por Et' Nas transformacoes geradas por Et os pa
rametros sao as componentes "o" dos campos de gauge, enquan
to gque nas transformacoes ge;adas poxr Zt’ 0s parametros sao
quaisquer conjuntos de funcdes arbitrarias. Ent3o  podemos
dizer que as transformagoes geradas por Et & um caso parti-
cular das transformagoes geradas por I : as duas transforma-
goes coincidem somente no caso em gque Wy T 9 Aob' Obser-
ve gque o gerador gue obtivemos em (V-57) nao & fracamente

nulo, enguanto gue o gerador Zt gue se obtém no esquema de

Dirac & fracamente nulo.
0 gerador no esquema de Dirac, equagao (V-41), po
de ser escrito na forma:

ab k
k b ca "o

_ .. n nab 3 k ,a
Jd3x [ (Wa Du Aob)] + Jd x[ak(ﬂa AO)]

= 3, (—
Zt fd x( Aoa D
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Pode-se verificar também gue o Gltimo termo em (V-58) nao
contribui para gerar nenhuma transformacaoc de gauge sob qual
quer variavel dinadmica. No entanto, agui nao podemos proce-—
der como antes tomando o gerador como sendo somente o pri -
meiro termo da equagado (V-58), porgue senac este dbjeto nao
seria fracamente nulo. Devemos relembrar que o gerador de
transformacaco de gauge no esquema de Dirac & fracamente nu-

lo.
Os geradores I, em (V-57) obedecem a dlgebra

3 {8 ab v cd
(d x d%z{ Wa(X)Du w (%), m (2) D7 Ad(z)}

i
g”

{thu],zt[a]} =

_l 3 U ad Cc
= E Jd z T3 Du (Cacm w A

m

)
=1 [c wS 2™ (V=-59)

Consideremos em (V-57), o caso particular em gque

os parametres sSao

we = 6% (V-60)

Entao

v = J adz wg c2 ¢ (V—61)

b

As transformagoes geradas por (V-61) sob os campos de gauge

sao
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e

Ty B} = fdsz C oo B2 {T(2), B} = Cy  AL() (V-62)

aec vV abc

Isto nos mostra gue sob Za os campos de gauge se transfor -

mam sequndo a representacao adjunta do grupo.

Os geradores I, obedecem a algebra

_ 3 3 e u d v
{Za, Zb} = { 4’z Jd x Caec def{ Au(z) WC(Z), Av(x) ﬂf(x)}
=C [dSZc N
abcj cdf v f
= C b {V-63)

abc "¢

donde vemos que a algebra gerada pelos Za & isomorfa a alge

bra de Lie do grupo de gauge.
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CAPITULO VI

CRITERIOS PARA A ESCOLHA DE UM CONJUNTO DE CONDICOES DE

GAUGE

Como ja vimos no capitulo III, um conjunto sa-
tisfatoric de condigoes de gauge 2%a] = o0, deve satisfa -
zer a trés critérios: 1) as condigoes devem remover a liber-—
dade de gauge da teoria: 2) as condigoes devem ser atingiveis;
3) as condigoOes devem ser preservadas no tempo. Estes trés
critérios serao examinados a seguir para os campos eletromag-

nético e Yang-Mills nos gauges de Lorentz, Coulomb e Axial.

VI.l. A REMOCAO INCOMPLETA DA LIBERDADE DE GAUGE: liberdade

de gauge intrinseca remanescente e cdpias de gauge.

0 gauge de Coulomb no eletromagnetismo, COmo
serd visto na sec¢do VI-4, & o {inico exemplo em gque a liberda-
de de gauge & completamente removida, Nos demais casos apos
se lmpor as condigaes, ainda permanece uma liberdade de gau-
ge denominada de liberdade de gauge intrinseca remanescente
ou surge o fendmeno de copias de gauge, Estas situagoes  fi-

cam melhor esclarecidas através de exemplos

Consideremos © campo eletromagnético no gau-

ge axial

u

a[a] = nA = 0. (VI,1.1)
onde n = {nu} & um vetor constante. Escolhendo n =(0,0,0,1)
tem—se qgue

alal] = A = o0 (VI,1.2)

Esta condigdo nao fixa o gauge completamente, porque, podemos
por uma transformagao de gauge

a'¥ = a* + 3¥a (VI.1.3)
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!, obter um novo potencial

com parametro A independente de x
A'Y que também satisfaz a tal condigdo. O ponto a ser salien
tado & que A ndo depende do potencial original AM. Este fato

caracteriza o que se entende por uma liberdade de gauge in-

trinseca remahescente.

Consideremos agora a teoria de Yang-Mills no

gauge de Coulomb
a .
o [a] =37 A] = 0 (VI.1.4)

Esta condigéo tambem nao fixa o gauge completamente. Podemos

por uma transformagac de gauge infinitesimal

a2 a ab
AN Byt LDy (VI.1.5)
g
encontrar A'i que também satisfara a condigao de Coulomb .

Para isto basta gue as equagoes

= 0 (VI.1.6)

admitam solugdes nao triviais. Como o operador de derivagao
. ab .. . a p
covariante Du envolve os campos originails Au, as solugoes
~ . ~ a
da eguacao acima dependerac destes campos. Os campos A'u

~ . - a
sao denominados de copias de gauge dos campos Au .

0Os dois exemplos apresentados exibem diferen-
cas caracteristicas entre as duas situagdes que podem ocor
rer gquando a condigdo de gauge imposta nao remove completa-
mente a liberdade de gauge da teoria. No caso da liberdade
de gauge intrinseca remanescente, os pardmetros das tzans=
formagdes de gauge nao dependem dos campos originais, en

quanto gque no fendmeno de copias de gauge dependem.
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A existénecia das cOpias de gauge fol demonstra
da pela primeira vez por Gribov para a a teoria de Yang-
Mills no gauge de Coulomb lj.'Por este motivo as copias de
gauge sao tambeém denominadas de ambiguidade de Gribov. Usan

—~ -+
do a forma finita da lei de transformagao dos potenciais aMH

- - . —
A' = UAU i (3 U)U (VI.1.7)
U = H
9
encontra-se gue
5, B = 1D, [ 3.mu T ] (VI.1.8)
i = i[ i | T
g A
A ambiguidade de Gribov ocorre sempre dque
i -1
D, [("mU 7] =0 VI.1.9)
Quando isto acontece existem campos K'k relacionados com

+k ~ ~ -
AT por uma transformacao de gauge e gque sao tambem transver
saig. Observemos que a equagao(VI.1l.6) & a versao infinite-

simal da equagdo acima.

Gribov 1 mostrou que a equagao (VI.1.9) po-

de ser obtida a partir da integral de agao

3 _ : . _ : -

s = J az TR[BiU Lty - 210,008 « At - D

g ]
(VI.1.10)

De fato , de 5 = 0 , onde
§5 = Jdaz TR{ [ N Bi(SiU—l - 2i U_lKl)JGU -
g
- [ 20 + 21 KiaiU + aiaiU teuTty  F

g

+ { termos de fronteira)
(VI.1l.11)
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sequem as equagoes

AUo- 373,0 - 21 AU = 0 (VI.1.12a)
g
e
ot - sttt o+ 2 vTHE 0 (VI.1.12b)
g
Estas equacbes e a edquagao de vinculo vt =1 permitem en -

contrar o multiplicador de lagrange

i -1 . U_lleiU

a |-

(VI.1.13)

Ccom este resultado e qualquer uma das equagoes em (VI.1l.1l2),

obtém-se a equagao (VI.1.9).

As condigdes de gauge O°[A] = 0, definem uma
hipersuperficie no espago das fungoes Ai(x). Introduzindo -
se a nogdo de orbita do campo Ai, pode-se fazer uma imagem
geométrica das situagbes em que as condigoes fixam ou nao
completamente © gaude e a situagao em que o gaugde nao pode
ser atingido. Define-se a orbita do campo Ai, denotada por
Aj‘(A), como o conjunto de todos os campos A'i obtidos de
Ai por meio de uma transformagéo de gauge. No espacgo das
fungoes Ai , a orbita pode ser representada por uma linha

Consideremos entao a figura abaixo,
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Na situagdo (1) a Orbita intercepta a hipersuperficie em um
sd ponto. Neste caso o gauge pode ser atingido e toda liber-
dade de gauge & removida. Na situa¢ao (2) a condigao nao po-
de ser atingida, Qa[A] = 0 n3o & um bom conjunto de condigoes
de gauge. Na situacdo (3) as condiges R %[a] = 0, ndo fixam
o gauge completamente, isto &, existe um certo nimero de con
figuracoes do campo Af, relacionados por transformagoes de

gauge que também satisfazem a tais condigOes de gauge.

VI.2. PRESERVACAO DAS CONDICOES DE GAUGE

Numa formulagao lagrangeana de uma teoria ao
se impor um conjunto de condigoes de gauge Qa[A 1= o0, a la-

grangeana L do sistema & alterada da seguinte forma 13,18

L - L' =L + 1 {©%a])? (VI.2.1 )

onde o & um multiplicador de lagrange.

Vamos nesta formulag@o examinar a preservagao
das condicoes de gauge de Lorentz, Axial e de Coulomb no e-
letromagnetismo e na teoria de Yang-Mills. Consideremos ini

cialmente ¢ eletromagnetismo no gauge de Lorentz
ala] =5 A" = o0 (vi.2.2 )
A lagrangeana do sistema com esta condigao de gauge Se es-

creve

L' = -1F"Vr + 1(3 aM? (VI.2.3 )
a HV 0 H

Qe
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donde se obtém a equagdo de movimento

3,877+ Ldtafa] =0 (VI.2.4)
Usando na equacdo acima o fato gue BuavFuv = 0, obtém—-se que
Oa =0 (VI.2.5)

A solucao desta eqguagdc pode ser expressa Como:

Q = "3— t ds Q1{x; + mr, x, + n;r, x3 + nair} +
3t Jdnr?
S(2.r)
+ t_ dS Qla{x: + mir, %X + n2r, X3 + nair)
anr?
S(2.r) (VI.2.6)
cnde
Q1 = Q(x1, X2, X3, t=0) =Q (%, t=0) (VI.2.7a)
g, - 38(x , x , x_, t=0) = 30 (X, t=0) (VI.2.7b)
2 = 1 2 3 —
at at
P & o ponto de coordenadas (x;, X2, X3), S & a superficie es

farica de raio r centrada em P e n. sio os cossenos direto—

res.

A expressao (VI.2.6) sugere a escolha das con -
digoes iniciais

Q:(x , t=0) = 0 (VI.2.8a)

(VI.2.8Db)

2
[\~]
¥
il
o
1l
o)

o que garante a preservacao da condigac de gauge de Eorentz

em todos os instantes.
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Se a condicdo de gauge & a condigao de Coulomb
ofal = 3.2% = o0 (VI.2.9 )

a verificagdao da preservagdo desta condigdo de gauge & tri-
vial. De fato, repetindo o mesmo procedimente que fizemos
no gauge de Lorentz, das equacgoes de movimento encontra- se

que

ViQ(x, t) = 0 (VI.2.10)
Impondo-se a condig¢aoc inicial

Q(x, t=0) = 0 (VI.2.11)
vemos que a condigao de gauge de Coulomb sera preservada.

Consideremos agora o eletromagnhetismo no gauge

axial, definido pela condigao
Q[al = nHAU = 0 (VI.2.12)
Da lagrangeana

FPVF + 1 (n AM)? (VI.2.13)

L'= -1
4 Wy 20 M

obtém~se a eguacgao de movimento

5 FOR = 1 ﬂBQ: 1 an aM (VI.2.14)
@ o o H
Usando na equag¢ac acima que aaaBFCCB =0, e escolhen-
don = (0, 0, 0, 1) encontra—se que
= 0 (VI-2-15)
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Isto significa que 2 = A’n3ao depende da coordenada x°® . En -
tdo a componente B= 3 da equacac de movimento do campo Au po

de ser escrita da seguinte forma

Datt, xi, x2) = 3 %) = E(t, %1, %) (VI.2.16)
9 X3 *
onde
= 32 - 3z - 3% - 1 (VI-2.17)
at? ax'? ax * a
Vamos obter formalmente a solugao da equagao
Qﬂ(tr X1, X2y = £(t, =x1, x2) (VvI.2.18)

A solucao geral da equagao homogenea que lhe & associada

Do = 0 (VI.2.19)

pode ser escrita da sequinte forma:

&hﬁqk[ a(k)el(kot - klxl - k2X2)+ b(k)e“l(kot - klxl—- kng)]

(VI.2.20)
com
K2 - (k% + ki + 1 = 0 (VI.2.21)
a

A solugdo formal da equagdc ndo-homogenea (VI.2.18) é&:
Q= J(dt“dxfdxi G(t - t'; x1 - xl; x2 — x¢ )E(E', xi1, x2)
(VvI.z2.22)
onde G(t - t'; x; — x!; X2 - x3) & a fungao de Green do ope-

rador © e & definida por

Y a

St - £")8(x; - xi)6(x2 = x3) (Vvi.2.23)
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A solugao geral da equagdo (VI.2.18) & entao

Q=0 + Jdt'dx;dx; G{t-t'; x - x'; x - x") £(t',x',x")
i 1

1 2 2 1 2
(VI.2.24)
Usando na equacgao acima as condigoes iniciais
Dz , x , t=0) =20 (VI.2.25a)
1 2
e
ix , x , t=0) =0 (VI.2.25b)
ot 12

encontra-se que os coeficientes a(k) e b(k) sao nulos e com
isto pode-se garantir a preservacgao do gauge axial em todos

0s instantes.

Vamos agora verificar a preservagao das condi -
coes de gauge ja mencionadas na teoria de Yang-~Mills. Consi-

deremos esta teoria no gauge de Lorentz

% = a“ai = 0 (VI.2.26)

A lagrangeana do sistema neste gauge =H

L' = -1 F'VF? 4

L 1 (3¥a% )2 (VI.2.27)
4 [ 20, H

donde obtém-se as equagdes de movimento

3 F*Y + ¢ WV AP 4
v C cdb™ d ) -3
o

aMe® = o (VI.2.28)

Em termos dos 02 definidos pela equagao (VI.2.26), Os campos

Ai podem ser escritos como
2
Irl"
a a
A (z) = [ (z, ,z') d'=z (VI.2.29)
L (2) J (z, ,2)) y

-
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onde a curva foi escolhida como paralela ao eixo da variavel
de integracgido e z1 foi mantido fixo.Substituindo a equagao a
. - . a
¢cima na equacao de movimento do campo AU e usando o fato
el AV a .
gue DuDvF = 0, encontra-se que Q° deve satisfazer a equa

cao

é‘)‘\/
a a C,,, , PR
Oa + gC bc[ﬁ (z1, ZU) dzuaﬁ
- 00

Nio vemos como resolver esta equagdao e escolher condigoes i-

|
(=]

(VI.2.30)

niciais apropriadas de modo a garantir a preservagao do gau-
ge
Para o canpo de Yang-Mills no gauge de Coulomb
% = 3™a% =0 (VI.2.31)
encontra-se que 0? deve satisfazer a equacaoc
2
3

vie® o+ gCach(Qc(Zi, 2'3) az'?{(3,0%) = o (vI.2.32)

-0
Desta equagdo vemos que se -impusermos a condigao inicial
Q7 (x, t=0) = 0 (VI.2.33)

o gauge de Coulomb sera preservado no tempo.

Consideremos finalmente a teoria de Yang-Mills

ne gauge axial
% = nuAi =0 (VI.2.34)

Repetindo o mesmo procedimento que fizemos para o eletromag-
- -> ~
netismo neste gauge, obtem—-se que 4 = QaTa nao depende da

coordenada x?® e deve satisfazer a seguinte equagao

+ D (3%A!) + D (333%) (VI.2.35)
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Agui també&m nio vemos como resolver esta equagao e escolher

condigoes iniciais gue garantam a preservagac do gauge.
VI.3. A POSSIBILIDADE DE ATINGIR O GAUGE.

Nesta segao nos vamos considerar o campo eletro
magnético e o campo de Yang-Mills nos gaugés de Lorentz, a-
xial e de Coulomb e analisar a possibilidade de atingir es-
tes gauges. Consideremos primeiramente © campo eletromagnété

CO.

(a) gauge de Lorentz,

Q[a] = BUAU =0 | (VI.3.1)

Esta condig¢dao de gauge pode sempre ser atingida. De fato,su-
ponhamos gque Au nio satisfaz a tal condigao. Entao, se o gau

ge pode ser atingido, deve existir uma transformagao

A - A' = A + 3 A (VI.3.2 )
S H K u

tal gue BUAQ = (0. Para que isto acontecga A deve satisfazer

a equagaoc diferencial
Oa = - BUAU (VI.3.3 )

A solucdo formal desta equagao €:

— s> 3 .
Alx) ==ld*z 8 (x, *+ [zo - | z|]BUA (z)
At |% - Z| (VI.3.4 )

(b) gauge axial

a[al = a’ = 0 (VI.3.5 )

Suponhamos que A naoc satisfaz a esta condigao. Como no ca-
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so anterior, se esta condigéo pode ser atingida, deve exis-

tir uma transformagao de gauge

A » A' =A + 3 A (VI.3.6 )
u M H U

tal que A'°= 0. Entao, para gue a condigdo de gauge possa

ser atingida, A(x) deve satisfazer a equacgao diferencial

9 A= - A (VI.3.7 )

Ax) = - [dx' G(x - X') A (X , X , X , x'") (VI.3. 8)
3 3 3 3 O 1 2 3

onde G(x - x') & a fungao de Green do operador 3
3 3 3

(¢} gauge de Coulomb
_ i _
Q[a] = 9,a = 0 (VI.3.9 )

Esta condigdo de gauge pode também ser atingida. Se at nao
a satisfaz podemos encontrar art por uma transformagao de

gauge

art o= At 4 s (VI.3.10)

que satisfara a tal condigao. Para isto basta o pardmetro A

ser dado por

A = - | az 1 31a. (z) (VI.3.11)

i
arix - z|

o que nos mostra gque o gauge de Coulomb pode ser atingido.

Dagqui em diante consideraremos a possibilidade

de atingir estes gauges na teoria de Yang-Mills.
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{d}) gauge de Lorentz,

e%[a] = a“Aj = 0 (VI.3.12)
Se AS nido satisfaz a esta condigao, A'j obtido  por uma

transformagaoc de gauge

A'? = A% 4 D*Pw (VI.3.13)

M H

satisfard a tal condigao se existir solugao para a equagao

b a
s Hp® = - go"A VI.3.14
S go " A ( )

A solucdo formal desta equagdo & dada por

Ry - - 4 : % b
w_ (x;4) g |d'z Gab(x, z, A) 0 AU(Z) (VI.3.15)

onde G_; & a funcao de Green do operador 3

(e} gauge axial

%[a] = a% = o (VI.3.16)

Suponhamos gque AS ndo satisfaz a esta condigao. Se este gau

ge pode ser atingido deve existir uma transformagdo

ar® = a2 4+ 1 p3b : (VI.3.17)
i i g

com pardmetro w, satisfazendo a equagao
D w® = -ga° (VI.3.18)

A solugdo formal desta equagao é:

¥

wa(x,K) = —gfdx Gix - x';z_;:} Aa(x ., X , x , t)
3

1]
J 3 3 3 1 2 3

(VI.3.19)
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onde G(x - x', i) 2 a fungéo de Green do operador D .
3 3 3

€) gauge de Coulomb,

e%a] = BiAai = 0 (VI.3.20)

Suponhamos gque Ai ndc satisfaz a esta condigao. Se este

gauge pode ser atingido deve existir uma transformagdo

a a ab
AT = + 1D .3.2
. A, 1D Wy, (VI.3.21)
g
com parametro Wy satisfazendo a equagaoc
3 (03w ) = - g a'al (VI.3.22)
i"b i U
Formalmente a solugao desta equagao &:
w._ = - gld*z G__(x, z, A) BiAb(z)
a ab*™"r 7! i
(VI.3.23)
- ~ i_ab
onde Gp €2 fungcao de Green do operador 3 D,

VI.4. A ELETRODINAMICA NUMA FORMULAGAQO INDEPENDEMTE DE

GAUGE.

A lagrangeana do campo eletromagnético &

L =-1 FUvFUv (VI.4.1 )
i

onde

F = 3 A - 3 A (VI.4.2 )

As equagoes de movimento do campo A sao

3 F¥Y = 0 (VI 4.3 )
1
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Observemos que tanto o tensor de intensidade do campo como
as equagoes de movimento acima sao invariantes pelas trans -

formacoes de gauge

A - A' = A + 3 A vIi.4.4
u u { )

Observemos também que as componentes espacials dos momentos

u

candnicos w sao transversais

3. = 0 (VI.4.5 )
i

Vamos usar as equagoes de movimento (VI.4.3 )

para obter as variaveis independentes de gauge. Da componen
. - = o]
te "o" obtém-se uma expressao formal para a variavel A,

ao(akAk) (VI.4.6 )

ﬁqw

As componentes espaciais das equagoes de movimento se es-

crevem

(Vi.4.7 )

Usando a equagdo (VI.4.6) na equagao acima, obtém-se que

0,1 _ 2.1 _ ik i o ,J
808 A VA 3k8 A + 3 j;Bj(BOB A") _ 0
v

(VI.4.8 )
Esta equagdao pode ainda ser escrita na forma
o, kj J k - 2 jk J k -
gijaoa (gm- + 3-197)A, (gijv + aiaj)(g + 97 1097)A 0
v? v?
(VI.4.9 )
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Usando a identidade

2 jk Jq .k 2 kg2 Jqk
(gijv + aiaj)(g + 3°137) = gij(g Ve o+ 9737
v2
(VI.4.10)
na equagdo (VI.4.9), segue que
- k] 34 qk _
(gij[] 3;85) (g + 3 13)A, = O (VI.4.11)
vz
Definindo as variaveis
Bl = (¢ o+ 871 2Ma (VI.4.12)

vz

as componentes espaciais das equag¢oes de movimento se escre-

vem

[]Bi = 0 (VI.4.13)

Pode~se verificar facilmente que as variaveis Bj sao trans-

versails

3.Bd = o (VI.4.14)

e sdo invariantes por transformagoes de gauge. Na verdade
este fato ja era de se esperar, isto porque (VI.4.13) se -

gue de uma equagaoc invariante de gauge.

E importante salientar que a expressao(VI.4.12)
nao pode ser invertida de modo a expressar Aj em termos de

Bj' porque o operador

(°3 + 831 % (VI.d.15)
vz
& singular. No entanto, a lagrangeana do campo eletromagné -

tico pode ser expressa apenas em termos das variaveis Bj:
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i

o 1 _ _ N
(3 _B.) (3" B) l(BiBj BjBi)(B B 3°BT)

2 4
(VI.4.16)

Agora, da expressao (VI.4.12), vé-se gue o cam-

jals] Bi e obtido formalmente do campo Ai por unma transforma

cao de gauge para o gauge de Coulomb com parametro

A= 1 3.aF (VI.4.17)

Como a definicao da variavel Bj & sugerida pela prbOpria e-
quacdo de movimento apds a remogac da variavel dependente a°,
pode-se entac pensar que o gauge de Coulomb , no qual toda a
liberdade de gauge é removida,é sugerido pelas equagoes de

movimento.

Consideremos a interagao do campo eletromagné -
tico com o campo de Dirac. A lagrangeana total deste sistema

s5e escreve:

- _qmHV A - R
L %F Fuv + Py (13u eAu)w my i (Vi.4.18)

As transformacdes de gauge do campo de Dirac sao:

= oled(x), (VI-4-19a)

RS R e'ieA(X)ﬁ (VI.4.19b)

Procedendo como no caso anterior, da componente

"o" da equacac de movimento

3, rHY = epyMy (VI.4.20)

encontra-gse dque
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— k

a° = - [aoa A% - ew+w] (VI.4.21)
v?_

Usando as equagoes (VI.4.21) e (VI.4.12) pode-se escrever a

lagramgeana do sistema na forma:

_ +..2 2
L = - 1(d - ed, - B, - 3.B.
108 - e 1;}2‘¢ ¥) L(2;8 54B;)% +
P + + k
+P(iyTs - mY - ey [_1_<—enp b+ B3 A )]w—
v? d
- elyX,. - 3.1 3.ahv
k k—
vz

(VI.4.22)

Definamos os campos invariantes por transforma-

coes de gauge

~ie1 3.AF
T k
P(x) = e U (%) (Vi.4.23a)
iel 3 AF
_ gr ko _
P(x}) = e P (x) (VI.4.23Db)
Em termos destes campos e dos campos Bi a lagrangeana do

sistema se escreve

L= -1 (3. B, - e3, 10 ®)> - 1(3.B, - 3.B)% +
= o i i— = 1] Ji
2 2 4
v
+ a(iyuau -md - e2©+(;L9+¢)®— eEYkBk¢
72
(VI.4.24)
Esta lagrangeana esta expressa inteiramente em termos das

variaveis independentes de gauge. Certamente isto reflete o©
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fato que a imposigao da condigdo de Coulomb remove toda a

liberdade de gauge da eletrodindmica.

Vamos agora, guiado pela eletrodinamica, ten-
tar colocar a teoria de Yang-Mills numa formulacaoc indepen-

dente de gauge. A lagrangeana deste sistema e:

L = -1 TR( FFY.F ) (VI.4.25)
z b
As transformacoes de gauge sao
> > - —.l N _-l
A -~ A' =UA U - i(3 U)U (VI.4.26)
H H H i ¥
g
No caso da eletrodinamica, as equagaes de mo-

vimento foram usadas para a obtengdac das variaveis indepen -
dentes de gauge e isto foi de muita importdncia naquela cons
trugao porque estas equagOes de movimento sao invariantes de
gauge. No entanto,na teoria de Yang-Mills nao podemos usar

as equagoes de movimento

-
DUFUv= 0 (VI.4.27)
para cbter as variaveis independentes de gauge porgque es-—
tas equagdes nao sac invariantes de gauge.

Observemos que as componentes espaciais dos mo-

a : o -
mentos wu satisfazem as equageces de vinculos

D. w = 0 (VI.4.

~ a
Estas equagoes envolvem os campos AU e portanto os momentos

candnicos nao sdc transversos como no €letromagnetismo.
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Em vista da forma da lagrangeana {(VI.4.16) , o
que ainda pode ser tentado, & definir os momentos transver-

sals por

'a ab _ abc C ]
i - (9 7955 ~9C T L ATy (VI.4.29)
vz

C= ~ . . a s
e procurar as variavels canonicas transversais B i definindo

= _3L = - 3 B
o 1

a(aOB§

a

1 (VI.4.30)

ki

- . , L. a

Isto nao nos levaria a nada,pols, as variaveils Bi que Ohte-
.’ g . s . .

riamos nao seriam ‘invariantes de gauge como pode ser visto

da equagao (VI.4.28).

Até este ponto tudo o que fizemos foi tentar
sequir o mesmo procedimento que usamos na eletrodindmica. Na
eletrodindmica relacionamos o "sucesso" do método ao fato do
gauge de Coulomb remover toda a liberdade de gauge da teoria.
0 "fracasso" do método na teoria de Yang-Mills pode ser rela
cionado com a nao-remogao total da liberdade de gauge no gau
ge de Coulomb, onde como se sabe, ocorre a ambigquidade de

Gribov.

VvI.5. A ESCOLHA DAS CONDICOES DE GAUGE E A INVARIANCIA DE

POINCARE DA TEORIA.

As condigoes de gauge usualmente impostas nao
sdo invariantes por transformagdes de Poincaré e isto  des-
trdi a covaridncia da teoria. No entanto, como demonstrare -
mos a seguir, a invaridncia da teoria pode sempre ser reobti

da por uma transformagao de gauge.
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Consideremos a lagrangeana L associada com o}
campo eletromagnético ou o campo de Yang-Mills. Por uma

transformagao de Poincaré definida por

sxH=xtH « M= Wuvxv + " (VI.5.1)

tem—-se dgue

SL = aU(Lch“) (VI.5.2 )
de modo que a variagao na integral de agao fica dada por

§S = | d%x ay (Lox™) (VI.5.3)

Usando o teorema de Gauss, a integral acima pode ser con-
vertida numa integral sobre a superficie de contorno da re-
gido de integragao. NOs podemos imaginar esta regiao como
sendo definida por duas superficies tipo espago em t= + = ,
dque denotaremos por Q+ e Q_ , e uma superficie S tipo tempo
no infinito espacial. Entao:

§5 = ]d%x L(%X, t=+=)8x° - [d¥x L(X, t=-«)6x +

2y
atr dw [ % X]+m £) §x7

As duas primeiras integrails na express3o aclma se anularao

(VL.5.4 )

se impusermos que os campos satisfazem a condigao Aﬁ(x,t=w):

Ai(x, t=-w). E claro ent3do que a invaridncia de S ficara de

terminada pelo comportamento dos campos no infinito espacial
e este comportammnto deve ser tal que anule o ultimo termo

da equagao (VI.5.4). Para dque isto ocorra L deve tender a
3

zero mais rapidamente que |x]| .
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Na discussao gue Se segue, vamos sSupor gue o
comportamento dos campos satisfazem os critérios mencionados
no paragrafo anterior. Feita a escolha das condigoes de gauge
Qa[Aj = 0, estamos basicamente usando a lagrangeana

L = L + (2% a2 (VI.5.5 )

1
20
Para verificar a invariancia de Poincaré da teoria com a con-

dicao de gauge imposta, deveremos mostrar dque 8L pode sempre

ser escrita como uma divergéncia.

Para a lagrangeana L ten-se

T = 5 (Léx") + o 19%[alea?[a] (VI.5.6 )
H ~a P

onde 69%(a] indica a variagdo em £° decorrente da variagdo

H H

v
SAa = WuvAa + € nos campos. O segundo termo da expres -
sdo acima & gue, com excessao do gauge de Lorentz, destroi
a invaridncia de Poincaré da teoria. A ideia & fazer uma trans

formagao de gauge

A, " A, = A+ 38 (VI,5,7 )

1 (VI.5.8 )
H H H —g" uw.b

no caso do campo de Yang-Mills de modo a recobrar a invarian-

cia de Poincaré,



115

Como consequéncia das duas transformagoes, a

variacdo da lagrangena L se escreve
'L =0, @ex") + 19%(alge?[a] + 10°(a)g9%(a]
o o
(VI.5. 9)

onde gQa[A] & a variacdo em 92 decorrente das transforma-
cGes de gauge. Os parametros das transformacoes de gauge de-
vem ser escolhidos de tal forma que os dois Gltimos termos da
equacac acima se cancelem. Como veremos, para cada caso par-
ticular isto pode ser feito por simples inspecao, resultando
em parametros de gauge que sao funcoes dos  parametros - das
transformacoes de Poincaré. Vamos examinar os casos dos gau-
ges de Lorentz, Coulomb e axial no eletromagnetismo. Para a
teoria de Yang-Mills o procedimento & similar e sG apresenta-

remos os resultados,

(a) gauge de Lorentz,

alal = 3" = 0 (VI.5,10)

Como esta condicdo de gauge & invariante por transformacgoes
de Poincar&, a sua inclusdo em I nao destroi a cavariancia

da teoria,

(b} gauge de Coulomb

alal = 3iAi 0 (VI.5.11)

Esta condicdo de gauge naoc & invariante por transformagoes de

Poincaré&, Tem-se que

S . 3K o
Salal = 3% A0 (VI.5.12)
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VA

gelal = -

podemos ver da equagao (VI.5.9)
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(VI.5.13)

que a invariancia da teoria

sera reobtida se o parametro da transformagao de gauge for
dado peor
_ k o
A= 1 9°m A% (VI.5.14)
\-’72
(c) gauge axial
ala] = n, At = (VI.5.15)
Neste caso
Q — H o, H
§9la] n,W A+ e (VI.5.16)
e
gela] = npa“a (VI.5.17)
Com o parametro da transformagao de gauge definido por
¥a = - wha (VI.5.18)

reobtém-se a invarifncia da teoria.

0Os resultados acima podem ser facilmente ge-

, — {CONDIGCAO R
cauce | DE GauGe | 69 2[al PARAMETRO DA TRANSFORMA-
C0%al= of . ¢Z0 DE GAUGE
U o _
Lorentz 8uAa =0 0
Coulomb| ? Ai =0 P (Wi 0L) alDabw = —gak(w AT)
i17a i OlAa b ko
H H O M a _a
i == £ = —_
Axqu__‘UUAa O‘HUW Py fﬂul D™ "Wy, = - gW.uAa.
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com a condigao
+ o

dx! A (x , X, x3 t) = 0 para U= o, 1, 2.

—o (VI.4)
Notenos das equagdes (VI.2) e (VI.4) para que o gdgauge possa
ser atingido e a invariancia da teoria sob o grupo de Poinca-

ré ser recobtida deve-se ter que

+ 0

dx' A x , x , x', £ty =0 parap =20, 1, 2, 3
3 H 1 2 3

- (VI.5)
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mostra um fenémeno anadlogo ac das "copias de gauge" e tam-
bém o fendmeno de "liberdade de gauge remanescente”. 0
segundo exemplo mostra como a implementa¢dao de uma simetria
local requer a introdugac de uma nova coordenada. O forma-
lismo neste exemplo & num certo sentido, analcgo ao dos
campos de gauge, € a lagrangeana resultante & singular.
Finalmente fizemos uma analisc formal de alguns
aspectog da teoria de gauge. Para algumas condigaes de gau
ge mais usuals mostramos comc ou se o gauge pode ser atin-
gido, se as condicoes fixam o gauge completamente <o se
¢ gauge é preservado durante a evolugao do sistema. Certa-
mente a maior parte deste assunto ja & conhecida, mas acre

ditamos que os detalhes que apresentamos sao de valor.
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